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Nesta dissertação fez­se um estudo de espaços vetoriais finitos associados

com a teoria de grafos finitos. Estudou­se os espaços vetoriais associados aos

conjuntos de vértices e arestas de um grafo. O Conjunto de arestas munido de uma

estrutura de espaço vetorial cremos ser o mais amplo, importante e elegante em

sua apresentação; isto não significa que o espaço vetorial associado ao conjunto de

vértices não seja importante, o qual podemos justificar dizendo que na literatura

consultada não encontra­se um estudo sobre uma subestrutura de espaço vetorial

para esta classe de elementos de um grafo e dentro de nossa possibilidade cabe­se

dizer também que para o conjunto vértices e união aresta não existe alguma classe

de espaço vetorial associado (ao grafo). Em princípio apresentou­se nesta disserta­

ção alguns resultados de caracterização para os subespaços ciclo, co­ciclo e bici­

clo, desde o ponto de vista intrínseco da teoria de grafos e matróides. Ainda ilus­

trou­se os espaços ciclos e co­ciclos do matróide via representabilidade de matrói­

des.
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Abstract

The association of graphs to finite vector spaces is studied in this

dissertation. Some results caracterizing the cycle, bicycle and cocycle spaces from

the view point of graph and matroid theories are presented. In particular, the cycle

and cocycle spaces in a matroid by representable matroids.
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Introdução

Neste trabalho tentamos abranger o mais amplo possível sobre
alguns espaços vetoriais finitos que tenham ligação com a teoria de grafos, em

outras palavras, dado um grafo finito, nós estudamos a maneira como pode ser

munido de uma estrutura de espaço vetorial sobte os conjuntos de vértices e ares­

tas.

A literatura que nos influenciou para o desenvolvimento deste

assunto, entre outras, podemos mencionar: Biggsº, Chen'"!, Deo"?, Gould",
Oxley”, Recski*', Trudeau*, Thulasiraman É & Swamy”, Welsh*, Whi­

tney?"25?, Williams & Maxwell” e Wilson""*? . Apesar de termos esta influência

nós não tivemos acesso ao estudo dos espaços dos subconjuntos de vértices e

conjunto de vértices união arestas; razão pela qual, estudamos os subespaços do

conjunto arestas e mencionamos da estrutura de espaço vetorial do conjunto de

vértices.

Nós apresentamos a nossa exposição seguindo a seguinte se­

qiiência:
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Desenvolvemos no primeiro e segundo capítulos as revisões de

alguns conceitos básicos, em especial envolvendo os tópicos de álgebra linear e

teoria de grafos.

No terceiro capítulo apresentamos algumas formas equivalentes

de se definir o espaço aresta e o espaço vértice.

No quarto capítulo apresentamos um estudo dos subespaços do

espaço aresta.

No quinto capítulo apresentamos algumas relações entre os su­

bespaços estudados no capítulo 4, em outras palavras, tratamos da ortogonalidade

e ortogonalidade complementar.
+

No sexto capítulo apresentamos algumas caracterizações do su­

bespaço biciclo, em especial algumas conclusões que obtivemos.

No sétimo capítulo desenvolvemos o dual geométrico, abstrato e

21,2? e obtivemos umcombinatório de um grafo, seguindo o trabalho de Whitney

resultado elementar sob lema 7.3.1.

O oitavo capítulo constitui de uma introdução da teoria de ma­

tróides e alguns exemplos.

No nono capítulo fazemos uma introdução sobre a dualidade de

matróides.

No último capítulo apresentamos os espaços ciclo e co­ciclo de

um matróide; para este propósito nós estudamos a F­representação de matróides.

Resultado interessante que vimos na literatura é que todo matróide gráfico e co­
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gráfico são F­representáveis (F corpo arbitrário), em particular sobre o corpo de

Galois módulo dois, o qual acarreta os matróides gráfico e cográfico serem binári­

os. Outro fato observado é que a referência Welsh** apresenta cinco caracteriza­

ções equivalentes para matróides binários, enquanto Oxley?º apresenta oito carac­

terizações para esta classe de matróides binários.
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Capítulo 1

Elementos de Álgebra Linear

1.1 Introdução

Neste capítulo, serão revistos alguns conceitos básicos de

álgebra linear necessários para o desenvolvimento deste trabalho. Por se tratar de

revisão, não nos preocuparemos em oferecer as demonstrações dos resultados;

contudo, o interessado poderá encontrar nas referências Callioli at alº, HalmosÉ,

Knopp"' e Lancaster",

1.2 Conceitos

Um conjunto F com a operação +, chamada adição, é um grupo

se, e somente se,

DV x,yeF,x+yEeF;

1)V x,y, z EF, x+(y+2)=(X + y)+z;
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AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp * 11 12 13 14 15 16 17



ii) Existe um único 8 e F,talque, 9 + x = x + O =x, VxeF. O elemen­

to 0 é chamado elemento neutro do grupo; e

iv) Para todo x e F, existe um único y E F, tal que, x +y =y+x=0. O elemento

y é chamado inverso de x e vice ­ versa.

O grupo F é um grupo abeliano, se V x,y Ee F, x+y=y+x.

Seja F um conjunto munido das operações + e . , chamada res­

pectivamente de adição e multiplicação. F é um corpo se, e somente se,

1) Fé um grupo abeliano na + (com o elemento neutro 8);

i) F­ (0) é um grupo abeliano na .; e

1) V x,y,2€ F, xX.(y +2z) = (X.y) + (x.2) (propriedade distributiva).

Exemplo: O corpo finito Z=10,1,...,q­1), com adição (módulo q) e multiplica­

ção (módulo q), denotado por GF(q) e chamado corpo de Galois, onde q é inteiro

primo (em particular q = 2).

Consideramos um conjunto V com uma operação binária & e F

um corpo com as operações + e . . Definimos uma operação multiplicação, deno­

tada por *, entre os elementos de F e V, na qual, todo par (a, v, ae Fe ve V,

está associado a um único elemento, denotado por a * v, em V. Então, o conjunto

V é um espaço vetorial sobre F se, e somente se,
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i)Vé um grupo abeliano com &;e

iWo BeFeV vi,umeV,

(a. B)*tvi=a*(B*v),

(a +B)*vi =(0*vi)S(B*vi),

O * (Vi E va)= (0*v )É(0*v,)

e

1* v, =v, , onde 1 é a identidade multiplicativa em F.

Se não houver confusão, ao invés de referirmos espaço vetorial

V sobre o corpo F, simplesmente diremos V um espaço vetorial.

Seja V um espaço vetorial sobre F, e W um subconjunto de V.

Então, W é um subespaço vetorial de V se, e somente se,

1) OE W;

1) V wi, WwEW, wiEw Ee W;e

iii) VaeFe V weW, oatweW.

Obs.: Indicamos com o símbolo Il o final de uma demonstração ou a ausência dela

no resultado.

Lema 1.2.1 Se W é um subespaço vetorial de um espaço vetorial V sobre F, então

W também é um espaço vetorial sobre F. Ml
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Teorema 1.2.1 A intersecção de qualquer número finito de subespaços de um es­

paço vetorial V é um subespaço de V. MI

Se W;i e W,2 são subespaços vetoriais de um espaço vetorial V,

o conjunto de todas as somas wi ftw,2, onde wi €W7 e woeW,, é dito a soma

dos subespaços vetoriais W, e W,z e é indicado por W1& W, . Conseqiientemente,

W,8W, é um subespaço vetorial do espaço vetorial V.

No espaço vetorial V, tomamos S = [ v,, V,,...,Vv, ), um subcon­

junto qualquer e denotamos por [S] o conjunto de todas as combinações lineares

dos elementos de S, isto é, [S] = fava +Ogva+t..+Opvp / A,02,...,Cp EF).

Então, este é um subespaço de V denominado subespaço gerado por S.

Dizemos que um espaço vetorial V é finitamente gerado se

existe um subconjunto finito S de V, de modo que [S] = V.

rdNós vimos que a intersecção finita de subespaços é um subes­

paço, no entanto a união não é necessariamente um subespaço, contudo

Witt W2=[W, U W,] é um subespaço vetorial de V (para W, e W2 subespaços

vetoriais de um espaço vetorial V ).
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Seja S=Ív,,v2,...,v,um subconjunto do espaço vetorial V .

Dizemos que S é linearmente independente (L.L) se, e somente se, a equa­

Ção OL V, + ava +t... + V,=O0, com O41,02,...,0, EF, verifica­se apenas para

O = OA, =...= A, = O. Caso contrário, S é linearmente dependente (LD).

Lema 1.2.2 Os vetores não nulos v,, v,, ...,v, São linearmente dependentes se, e

somente se, um deles for uma combinação linear dos vetores restantes. Bl

Teorema 1.2.2 Seja A uma matriz com elementos no corpo F. Então, as linhas (ou

colunas) não nulas de A, na forma escalonada, são linearmente independente. Bl

Ao invés de dizermos uma matriz com elementos no corpo F,

diremos somente uma matriz sobre F, ou ainda, A uma matriz de ordem m x n.

Qualquer subconjunto S = ([ v, V2....,v, ) de um espaço veto­

rial V é uma base de V se, e somente se,

i) V =[S], isto é, o conjunto S gera o espaço todo; e

11) S é linearmente independente.

Ao número de elementos de uma base de um espaço vetorial V

denominamos dimensão de V e escrevemos dimV. Se, dimV = n, então V é um
­

espaço vetorial n­dimensional sobre um corpo F.
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Se X é um conjunto finito e não vazio, então o conjunto W de

todas as funções de X em um corpo F, isto é, W=(f/f:X— Flé um espaço

vetorial de dimensão igual ao número de elementos de X. Para quaisquer funções

f, g e W e qualquer escalar a e F, verifica­se:

(f+g)(X) = f(x) +g(x) e

(af)(x) = af(x), Vxe X.

Sempre que nos referirmos nesta dissertação a um espaço veto­

rial estaremos considerando­o de dimensão finita,

Teorema 1.2.3 Seja S um subconjunto do espaço vetorial V. Se V = [S] e

[Vv,, Vas.., Vo) É um subconjunto linearmente independente maximal (maximal

no sentido de inclusão de conjuntos) de S, então ( v,, v,....,v, ) é uma base de

VE

Teorema 1.2.4 (Teorema do Completamento) Seja V um espaço vetorial de di­

mensão n>1, e seja ([ vi, V2,...,v, |)um subconjunto linearmente independente de

V, com k < n. Então, existem elementos Vy.,1, Vira. Vo EV tais que

[Vis V2nsos VIViasVn + é uma base de V. Bl
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Teorema 1.2.5 Sejam V um espaço vetorial e W um subespaço vetorial de V.

Então, dimW <dim V. Em particular, se dimW = dimV, então V = W. E

Teorema 1.2.6 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita, e sejam W, e W,

subespaços de V. Então, dim(W1W2) = dimW, + dim W2 — dim(W;, 17 W,).E

Em um espaço vetorial V valem as seguintes propriedades:

P1.21. Nenhuma base de V contém propriamente outra;

+

P122. Se B,; e B7> são duas bases de V e ve By, então existe we B»,, tal que,

(B, ­ (v) UU [w]) também é uma base;

P123. Sejam B, e B2 bases de V, então IB] = Ba |; e

P1.2.4. a) Se S é um subconjunto de V, então O £ dim[S] <|S|;

b) Se S, e S, são subconjuntos de V, com S1 & S, então

dim[S, ]| < dim[S,] e

c) Se S, e S, são subconjuntos de V, então

dim[S, US,]+ dim[S, nS,7| < dim[S,]|+ dim[S, | Ml
”
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Consideramos o conjunto F"=Í(x,,x,,....,x,)/x; e F), então,

com as operações usuais, (+ (soma ordinária) e . (multiplicação ordinária)), F" é

um espaço vetorial sobre F. Para significar que o vetor w de F" possui n compo­

nentes, escrevemos n­vetor w.

Considerando A uma matriz arbitrária mxn sobre um corpo F, o

espaço linha de A é o subespaço de F" gerado pelas linhas de A, e o espaço coluna

de A é o subespaço de F”" gerado pelas colunas de A. A dimensão do espaço linha

de A é denominada posto das linhas de A e a do espaço coluna é denominada

posto das colunas de A. O posto das linhas é igual ao maior número de linhas
P

linearmente independentes, e o posto das colunas é igual ao maior número de co­

lunas linearmente independentes. Conseqiientemente, o posto das linhas e das co­

lunas são iguais, ou seja, as dimensões dos espaços linha e coluna são iguais.

Também, o posto de A (ou de AT, onde A' indica a matriz transposta de A) é igual

ao maior número de linhas (ou colunas) linearmente independentes.

Sejam V, e V, espaços vetoriais sobre o mesmo corpo F. Uma186%

aplicação T: V,­> V, é chamada transformação linear se, e somente se,

T(av, +Bv,) = aT(v,) +BT(v,),VY v,va EV, ea, BerF.

Seja T: V, > V, uma transformação linear. Então,
”

1) a imagem de T, denotada por Im(T), é o seguinte subconjunto de V,:
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Im(T) = (v, e V,/ T(v,)=v,7, paraalgumv, e Vl; e

11) o núcleo de T, denotado por Ker(T), é o conjunto dos elementos em V,, os

quais são associados com o elemento nulo de V,, isto é,

Ker(T)=(fveV,/T(v)=0).

E evidente que o núcleo e a imagem de T são subespaços de Vi e

V, respectivamente. Muitas vezes, o núcleo de uma transformação linear T é de­

nominado espaço nulo de T e sua dimensão é denominada nulidade de T, enquan­

to a dimensão da imagem de T é denominada o posto de T.

Proposição 1.2.1 Seja T: V, — V, uma transformação linear. Então, a transfor­

mação linear T é injetora se, e somente se, Ker(T) = (0) .M

Teorema 1.2.7 Sejam T: V, — V, uma transformação linear e V, espaço de di­

mensão finita sobre o corpo F. Então,

dim(Im(T)) + dim(Ker(T)) = posto(T) + nulidade(T) = dim V, .M

Sejam V, e V, dois espaços vetoriais sobre um corpo F. Então,

V, e V, são isomorfos se existe uma transformação linear T: V, > V, o qual é
2º

uma bijeção.
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Teorema 1.2.8 Todo espaço vetorial n­dimensional sobre o corpo F é isomorfo ao

espaço F".M

Teorema 1.2.9 Dois espaços vetoriais V, e V, no mesmo corpo F são isomorfos

se, e somente se, dim V, = dim V, .ll

A transformação linear T: FPF" dada pela equação

T(Xp...» Xp) = (anx+..tapXhsam Xi+..tamXo) É representada por meio de

uma única matriz A (salvo a semelhança de matrizes), ondemxn

dan

à2, .

e reciprocamente.

Em virtude da correspondência biunívoca que existe entre uma

matriz e a transformação linear, podemos falar núcleo de A e imagem de A, isto é:

d12

>, . ds) ...
Se A é uma matriz mxn, A =| :

­ leTatrans­

formação linear associada a A, então:
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i) o espaço nulo de A, denotado Ker(A) (= Ker(T)), é a coleção de vetores

(X1,X25­.., Xp), satisfazendo:

m2

ii) a imagem de A, denotada IM(A) (= IM(T)), é a coleção de vetores expressáveis

como:

x

x

; para qualquer (x1,X2,...,X7).

Conseqiientemente, a nulidade de T é igual a nulidade de Ae o

posto de T é igual ao posto de A. Daí, podemos concluir:

O posto de A somado a nulidade de A é igual ao número de co­

lunas da matriz A.

Seja V um espaço vetorial (sobre o corpo FP), e sejam

wi = (A,0,2,...,06,)E V e wy7 =(Y1,Y2.­­.,Yn)E V. O produto interno de w, e

w2, denotado por <w, ,w,>, é o escalar dado por:
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Os vetores w, ew, do espaço vetorial n­dimensional V são

ortogonais se, e somente se, <w, ,w,>= 0 (com, O a identidade aditiva no corpo
hi

P.

Dois subespaços W, e W, do espaço vetorial V (sobre o corpo

F) são ortogonais se, e somente se, qualquer vetor de W, é ortogonal a todo vetor

de W,.

Os subespaços W, e W, de um espaço vetorial V sobre um cor­

po F são ortogonais complementares se, e somente se, W, e W, são ortogonais e

V=W|EW3=[W,UW,].

Para ilustrar a relação de ortogonalidade, consideremos o espaço

vetorial V = 1(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(0,1,1),(1,01), (1,1,0), (1,1,1)) sobre o cor­
po GF(2), isto é, V = Fº”, onde F = GF(2).

i. — Se considerarmos os subespaços Wi e W,2 de V, Wi =[(1,0,0),(0,0,1)] e

W, = [(1,0,0), (0,1,0)], observamos que Wi e W,2 não são ortogonais, pois

((1,0,1),(LL10)) = 11+0.1+1.0=1.

il. Se consideramos a transformação linear TF? SF, onde

T(x,y,2) = (x+2z,y +z,x+7y), verificamos que os subespaços Ker(T) =[(1,1,0)] e
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Im(T) = [(1,1,0), (0,0,1)] de Fº são ortogonais (qualquer w, e Ker(T) e waeIm(T),

(wi W2) = O), mas não são ortogonais complementares (não existe w, Ee Ker(T) e

w2E Im(T), tal que, wi+w2=(1,0,0)).

ili. Se consideramos os subespaçs S e W de V, S=[(111)] e

W =[(1,1,0), (0,1,1)], verificamos que qualquer elemento de S é ortogonal a todo

elemento de W e V = [Su W], logo WeS são ortogonais complementares.

Quanto a teoria de determinantes nós precisamos dos seguintes

resultados:

e detA = detA', para toda matriz quadrada À sobre um corpo F;

* det(A.B) = detA.detB, para quaisquer matrizes A e B que esteja definido o pro­

duto A por B;

e Se A é uma matriz mxn, então o determinante de uma submatriz pxp de À

(1€ p €< min(m,n)), obtido a partir de A pela retirada de m ­ p linhas e n ­ p colu­

nas, é chamado um menor de A de ordem p. As linhas e colunas mantidas em À

são dadas por 1€i, <iz <... <iy Smel1Sj<jp<..< jp É n respectivamente,

,
4 da ... |e o correspondente menor é denotado por À É j ")1)
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e (Teorema de Binet­Caughy) Se A é uma matriz mxn, B uma matriz nxm e

mí<n, então det A.B = ) AÍ; : "JO 2 ).dh da co dm] (1 2 com
18)<b<...ja<n

e Seja À uma matriz sobre um corpo F. O posto de A é r se, e somente se,

i)Existe em A pelo menos uma submatriz quadrada de ordem r com determinante

diferente de zero; e

ii)Qualquer submatriz quadrada de ordem maior que r tem determinante nulo.

e Seja A uma matriz mxm. Então, A é inversível,(ou não singular) se, e somente

se, det AXO.

e Dada uma matriz A de ordem mxn (m<n) dizemos que uma submatriz B não

singular é maior se a ordem de B for m.

e Se À é uma matriz mxn (m<n), então o determinante de qualquer submatriz de

ordem m é denominado um determinante maior de A.
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Capítulo 2

Elementos da Teoria de Grafos

2.1 Introdução

Neste capítulo, mencionaremos algumas definições e resultados

básicos da teoria de grafos que serão utilizados no decorrer deste trabalho. Estas

definições e resultados foram tomadas a partir das referências: Berge”, Bond &

Murty* e Thulasiraman & Swamy”, Trudeau*.

2.2 Conceitos

Um grafo G é um par ordenado de conjuntos (V,E) consistindo

de um conjunto V = Ív,,...,v,|) (denominado conjunto de vértices) e de um con­
­

junto E = fe, .. ;Sm | (denominado conjunto de arestas), onde os elementos er de E
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(r = 1,...,m) são pares não ordenados de elementos (elementos não necessaria­

mente distintos) de V. Também denotaremos o conjunto V como V(G) e o conjun­

to E como E(G), para dizermos o conjunto de vértices e arestas respectivamente

de G.

Os elementos de V(G) e E(G) são denominados vértices e ares­

tas respectivamente do grafo G.

Em razão de |[V|=n e |[E|= m, dizemos que G possui ordem n e

tamanho m respectivamente. No nosso trabalho, caso não mencionemos contrário,
E

consideramos somente grafo finito, isto é, grafo de ordem n e tamanho m, para

algum n e m inteiros não negativos.

Se e =(x,y) é uma aresta do grafo G, então os vértices x e y são

denominados os extremos de e e por conseguinte x e y são vértices adjacentes.

Além disto, dizemos que a aresta e é incidente em x e y e reciprocamente.

As arestas do tipo (x,t) e (t,y) no grafo G são denominadas

arestas adjacentes.

Duas ou mais arestas com os mesmos extremos distintos em
­

comum são denominadas arestas paralelas.
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Uma aresta e=(x,y) é denominada uma laçada (ou laço) se

Um grafo pode ser representado por um diagrama, isto é, o vér­

tice é representado por um ponto (ou um pequeno circulo) e uma aresta e é repre­

sentada por um segmento de linha que une dois pontos que representam os vérti­

ces extremos de e. O grafo da figura 2.2.1 (abaixo) ilustra o diagrama de um grafo

G =(V,E), com V = Ív1,v2,v3,v4e E=fene2,03,04,05]).

V e3
E

V2

Figura 2.2.1

Obs.: Sem dúvida haverá pelo menos um diagrama representando um grafo dado.

Um grafo G = (VE) é simples, se G não possuir laçadas nem

arestas paralelas. G é denominado grafo vazio se não possuir arestas, enquanto G é

nulo,seV=DeE=O,

O grau de um vértice v de G, denotado por de(v) ou d(v), é o
­

número de arestas (laçadas) incidentes em v.
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Um vértice v é denominado vértice isolado se, e somente se,

O grafo G que possui todos os vértices com o mesmo grau é

denominado regular, isto é, da(v) = r para todo vértice v de G e r algum inteiro não

negativo.

Um grafo H = (VE), E(H)) é um subgrafo de G = (V(G), E(G))
(denotado por H<G) se, V(H) < V(G) eE(H) <c E(G) e dizemos que H é de­

nominado subgrafo próprio de G (denotado por HCG), se V(H)< V(G) ou

E(H)c E(G).

Sejam GG; = (V1,E)) e Go = (V2,E») subgrafos de um grafo

G =(V,E). Dizemos que G, e G, são grafos arestas­disjuntos, se E,NE, =D;

analogamente, G, e G, são grafos vértices­disjuntos, se Vy 1 V, =D.

O subgrafo H do grafo G é denominado subgrafo gerador de G

se, e somente se, H possui todos os vértices de G, isto é, VIH) = V(G).

Seja E um subconjunto de E(G). O subgrafo induzido por E é
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o subgrafo H = (VE), no qual V é o conjunto de todos os vértices de G que

são extremos das arestas de E . Este subgrafo é denotado por GJE |

Seja V um subconjunto de V(G). O subgrafo induzido por V é

o subgrafo H = (V,E), no qual E é o conjunto de todas as arestas de G cujos

extremos estão em V . Este subgrafo é denotado por Gv |

Um caminho no grafo G é uma seqiiência alternada finita de

vértices distintos e arestas distintas da forma W: vo,ep,V1s..­sVE ek VLo tal
que, os vértices vo e v, são os extremos inicial e final respectivamente do caminho

e os vértices v,, e v, os vértices extremos de e,, 1X<i1i<k.O comprimento do

caminho W é o número de arestas da seqiiência. Os vértices v,, para iz O e izk,

são vértices interiores do caminho W.

Por um ciclo (ou circuito) entendemos um caminho fechado, isto

é, o vértice inicial e final do caminho coincidem, vo, = v..

A matriz ciclo (ou matriz circuito), denotada porB, = [b;]; de

um grafo G = (V(G), E(H)) é uma matriz que possui [E| (E=E(G)) colunas e tan­

tas linhas quanto o número de ciclos em G e elemento b;, é dado por:
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bj =1, se a j­ésima aresta está no i­ésimo ciclo

e

bj; = O, caso contrário.

Uma linha de B, é denominada vetor ciclo (ou vetor circuito) de

A relação binária R sobre V(G) definida por:

v;Rv; ee v,= v, ouexiste um caminho emG ligando v; e v;

é uma relação de equivalência sobre V(G). As classes de equivalências distintas
+

são chamadas componentes conexas (ou simplesmente componentes) de G. Se

existe uma única componente conexa, dizemos que G é conexo; caso contrário,

dizemos que G é desconexo. Denotamos o número de componentes conexas de G

por O(G).

Teorema 22.1 Se G = (VE) é um grafo conexo, então o grafo

G Ve =(V,E­ fel) (ou GVe=G­fel), (com aresta e removida) é conexo se e

pertence a algum ciclo de G.Il

Um grafo G = (V, E) é chamado bipartido, se existem

V,Vo CV, tais que, V = ViuV», ViNVy=O e para toda aresta
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e=(x,y)e E, xe Vi e ye V7 No caso de G ser um grafo simples e bipartido,

com bipartição V; e V7, onde qualquer xeV, é adjacente a todo vértice de V,,

dizemos que G é um grafo bipartido completo e denotamos por Kp4, sendo

IVil=pe|Vva|=a.

O teorema a seguir caracteriza os grafos bipartidos.

Teorema 2.2.2 Um grafo G é bipartido se, e somente se, G não possui ciclos ím­

pares. BM

O grafo G = (VE), com |V] = n, é denominado grafo completo e

denotado por Kn, se quaisquer dois vértices distintos são unidos exatamente por

uma aresta.

Consideremos os grafos G, = (V,E,) e G, = (V,,E,x); dize­

mos que os grafos G, e G, são isomorfos e escrevemos G,=G5,, se existir uma

bijeção q: V(G,) > V(G,), tal que, preserve a adjacência dos vértices, isto é, se

existir e = (x,y) e E)(G,) se, e somente se, (9(x), 9(y)) e E2(G,).

Consideremos dois grafos G, = (V,E,) e G, = (V,,E,). Te­
­

mos que:
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DA união de G, e G,, aqui denotado por GjU G,,

G;= (VU VE UE;);

1)A intersecção de G, e denotado por Gin G,,

11)A soma anel de G, e G,, denotado por G, & G,, é o grafo induzido pelo

conjunto de arestas E, AE, = (E, UE, )­ (E, DE, ).

Um grafo G é acíclico se não possuir ciclos.

Se o grafo G é acíclico e conexo, então G é denominado uma

Teorema 2.2.3 Seja G = (VE) um grafo. O grafo G é uma árvore se, e somente se,

quaisquer dois vértices distintos de V estão ligados por um único caminho.

Teorema 2.2.4 Seja G = (VE) um grafo conexo. O grafo G é uma árvore se, e

somente se, G =(V,Eu (el) (ou G =GU fel) para qualquer aresta eg E(G),
possuir exatamente um ciclo.
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Se H é um subgrafo acíclico conexo de um grafo G, então H é

denominado uma árvore do grafo G.

Se H é um subgrafo gerador conexo e acíclico de um grafo G,

então H é denominado árvore geradora de G.

Teorema 2.2.5 Um subgrafo conexo H de um grafo conexo G = (V,E) é uma ár­

vore geradora de G se, e somente se, H é acíclico e [E(H)| =|V(G)|­ 1.5

Teorema 2.2.6 Um grafo G é conexo se, e somente se, G possui uma árvore gera­

doraBM

Teorema 2.2.7 Seja G = (VE) um grafo. O grau de todo vértice em G é par se, e

somente se, G for uma união de ciclos arestas­disjuntos.Bl

Para uma árvore geradora H = (V,S) do grafo conexo G = (V,E),

definamos a árvore co­geradora da árvore H no grafo G (denotada por H ), como o
­

complemento de H, isto é, H=(V,E­S) (ou H=H­S).
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Consideremos G = (V,E) = (V(G),E(G)) um grafo com k com­

k

ponentes G,,...,G,. O grafo H= UH, , onde H,; é uma árvore geradora da com­
i=1

ponente G; (para cada índice fixado i = 1,...,k), H é denominado uma floresta

geradora do grafo G. Se H=( V,S ) é uma floresta geradora do grafo G = (V,E),

então o grafo H=(V,E­S) é denominado floresta co­geradora da floresta H no

grafo G.

Consideremos (para cada índice fixado, i = 1....hk)

H; =(V,E;) e Hi = (V.Ei) árvores geradora e co­geradora da componente G;
”

de um grafo G = (V,E) = (V(G),.E(G)) (com k componentes), então temos:

e para cada índice fixado, i=1,2,...,k, ponha E;i=E(G,;))­E; e

k

> JE(G; ) =|E|, então
i=]1

ko, &k k k

LE] = 2/E(6,)­ E] = 2[E(6,)­ X[E:]=|8/­ (VI) =[E|­[M +k.
1= 1= 1= 1=

De onde, o número de arestas da floresta geradora é Iv] —k eonúmero de arestas

da floresta co­geradora é [E| ­ | V| + k . O posto (rank) de G, denotado por p(G), é

o número de arestas de uma floresta geradora, isto é, p(G)=|V|­k e a nulidade

de G, denotado por n(G) , É Oonúmero de arestas de uma floresta co­geradora, isto
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(G)=|E|­|V|+k e conseqiientemente, temos a relação:

P(G) + n(G) = [E(G).

Propriedade 2.2.1 Toda floresta geradora (ou árvore) de um grafo G possui o

mesmo número de arestas.

Propriedade 2.2.2 Toda floresta (árvore) geradora não contém propriamente outra

(em um grafo).

Propriedade 2.2.3 Sejam H e S florestas (árvores) geradoras de um grafo G e w

uma aresta de H. Então, existe uma aresta s de S, tal que, (H­ w)U (Ss) é uma

floresta geradora de G.

O posto de um grafo G satisfaz as seguintes propriedades:

Propriedade 2.2.4 O < p(H) < [E(H)|, para todo subgrafo H de G.

Propriedade 2.2.5 Se H e S são subgrafos de G, com HG S, então p(H) < p(S).

Propriedade 2.2.6 Se H e S são subgrafos de G, então

P(HUS)+p(HnS)< p(H) +p(S).
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Consideremos um grafo G com Gi, ,... ,Gx componentes cone­

xas e T; uma árvore geradora da componente G; (i = 1, ,... ,lk). Seja Sij

L,...,P(S;)) aresta da árvore T; (i =1,,..., Dec (t = L...,u(G;)) aresta da

árvore co­geradora T; em G. Desde que, T; é uma árvore, então (pelo teorema

2.24) TUuc; (t=1...,4(G;)) contém exatamente um único ciclo, denotado por

Cie(Ti,ci) ou simplesmente por Cir. Este ciclo é formado pela aresta c;. e por algu­

mas arestas de T; que ligam por um único caminho os extremos de c;.. O ciclo Ci; ,

definido desta maneira, é chamado ciclo fundamental (ou circuito fundamental)

relativo a aresta c; na floresta geradora T.

Ao conjunto dos H(G) ciclos fundamentais Cs... Cuço) de G

relativos respectivamente, as arestas C++ Cu(G) correspondentes a uma floresta

(árvore) geradora T de G, denominamos sistema fundamental de ciclos ou conjun­

to de ciclos fundamentais de G relativo a T.

Um ciclo fundamental C; relativo a uma floresta geradora T não

pode ser expresso como a soma anel dos restantes ciclos fundamentais relativo a

T, pois uma característica importante do conjunto de ciclos fundamentais é que a

aresta c, de T não está presente em qualquer outro ciclo fundamental relativo a

árvore geradora T; além disto, o ciclo C; possui somente uma aresta c; de T,isto é,
2

nenhuma outra aresta de T , além de c; está presente no ciclo C;.
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Teorema 2.2.8 Cada ciclo de G possui uma aresta em comum com qualquer flo­

resta co­geradora.

No quarto capítulo, mostraremos que todo ciclo de G pode ser

expresso como uma soma anel de alguns ciclos fundamentais de G relativo a uma

floresta (árvore) geradora.

Denominamos matriz ciclo fundamental, denotada por Br, a uma

submatriz da matriz ciclo cujos vetores ciclos de G correspondem a todos os ci­
4

clos fundamentais de G relativos a uma floresta (árvore) geradora do grafo G.

Pelas operações elementares de linhas e colunas, podemos es­

crever a matriz Br da seguinte forma: B; = [U B;]. onde U é a matriz unidade
de ordem n(G) e as colunas de Br, correspondem as arestas da floresta (árvore)

geradora de G. Em outras palavras:

i) Para 1<i< n(G) , a i­ésima coluna corresponde a aresta c; da floresta (árvore)

co­geradora de G.

11)A i­ésima linha corresponde ao ciclo fundamental determinado por c; .

Desde que, Br; =[|u [B, | e sendo U uma. matriz de ordem
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H(G), resulta que o posto de Br é Ju(G).

Para ilustrar uma matriz ciclo fundamental tomemos o grafo da

figura 2.2.1 e seja árvore geradora consistindo das arestas e,, e; e es, daí a matriz

ciclo fundamental é a seguinte:

és: 4 CC) C&3 Cs

1 0/1 00
Br= .

0 1/1 1 O

Um subconjunto Sc E(G) é um conjunto corte de um grafo

conexo G se, e somente se, S é um conjunto minimal (inclusão) de arestas de G,
4

cuja remoção de G o torna desconexo, isto é, GS) é desconexo.

Seja G = (V,E) um grafo conexo, e sejam V1 , V27 & V tal que,

WVWuV,=VYVeVnV,=O,Ao conjunto de todas as arestas de G, com um ex­

tremo em V,, e o outro em V5, denominamos corte de G (ou co­ciclo) e denota­

mos por (V,,V,). Se os grafos vértices induzidos por V, e por V2 forem conexos,

então, por definição, (V,, V,) é um conjunto corte.

Teorema 2.2.9 Seja (V1, V2) um corte em um grafo. Então, (V1, V2) é um conjun­

to corte ou é a união de conjuntos cortes arestas­disjuntos.
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A matriz corte (ou matriz co­ciclo), denotada por Q, = [4;] de

um grafo G = (V(G),E(G)) é uma matriz que possui [E(G)| colunas e tantas linhas

quanto o número de cortes em Ge o elemento q;; é dado por:

qi; = 1, se a j­ésima aresta está no i­ésimo corte

e

qij=O, caso contrário.

Uma linha de Q. é denominada vetor co­ciclo (ou vetor co­

circuito) do grafo G.

+

Consideremos G = (V,E) um grafo com G,,...,G, componen­

tes conexas e T; árvore geradora da componente G; (i=1,...,k). Seja b;

( j= L...,P(S;)) aresta da árvore Ti. Quando removemos uma aresta b;; de T,,

desconectamos T;, onde T; ­ (bj) tem exatamente duas componentes conexas Ti,

e Ti2 . Sejam Vi, e Vi2 o conjunto de vértices de Ti e Ti” respectivamente. Con­

sideremos G;i[V;1] e Gi[Vi2] subgrafos de G. O conjunto corte (V,,V,,) é deno­

minado conjunto corte fundamental (ou simplesmente corte fundamental) de G

com respeito a T; (i =1,...,k).

Ao conjunto de todos os p(G) cortes fundamentais relativo as

P(G) arestas de uma floresta (árvore) geradora de um grafo G, chamamos sistema
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fundamental de cortes (ou conjunto de cortes fundamentais) de G relativo a T.

Uma característica importante de um corte fundamental relativo

a uma floresta geradora T é o de possuir exatamente uma aresta b de T, isto é, ne­

nhuma outra aresta de T, além de b, está presente no corte fundamenta! relativo a

T, construído tomando­se a aresta b de T; além disto, b não está presente em qual­

quer outro corte fundamental relativo a T. Devido a estas propriedades, um corte

fundamental (relativo a T) não pode ser expresso como a soma anel dos cortes

fundamentais restantes.

P

No quarto capítulo, mostraremos que todo corte de G pode ser

expresso como a soma anel de alguns cortes fundamentais.

Teorema 2.2.10 Todo conjunto corte de um grafo G possui uma aresta em comum

com qualquer floresta geradora.

Uma submatriz da matriz corte Q, que corresponda aos p(G)

cortes fundamentais com relação a uma floresta geradora, é denominada matriz

corte (ou matriz co­ciclo) fundamental e denotada por Qr, em particular Qr é de

ordem p(G) x E(G).
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Pelas operações elementares de linhas e colunas podemos escre­

ver a matriz Qr da seguinte forma: Q; = [U IQr, ] onde U é a matriz unidade de

ordem p(G) (P(G) < [E(G)) e as colunas da matriz Q,, correspondem as arestas
da floresta (árvore) co­geradora de G. Ainda podemos dizer:

i)Para 1<i< P(S), a i­ésima coluna corresponde a aresta b; da floresta (árvore)

geradora considerada e

1i)A i­ésima linha corresponde ao conjunto corte fundamental determinado por b; .

Valendo­se de que Q; =|U |Q; | e U sendo a matriz unidadeq f fo

EA

de ordem p(G), então o posto de Q; é p(G) =[E(T)| =|V(G)|­ O(G), onde T é

uma floresta (árvore) geradora do grafo G = (V(G),E(G)).

A matriz corte fundamental para o grafo da figura 2.2.1 e a árvo­

re geradora consistindo das arestas e,, e; e es é a seguinte matriz:

e; es & Cae:
100

Qr=|0 1 O
0 01

onde podemos notar que a matriz unidade U é de ordem p(G)=3 e o posto de Qr

é p(G)= [E()|=[V(G] ­a(G) =4­1=3.
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Capítulo 3

Espaços Vetoriais Associados ao Grafo

3.1 Introdução

Neste capítulo, apresentaremos o espaço grafo, isto é, o espaço

vetorial associado a um grafo. Na primeira associação, seção 3.2, estaremos nos

referindo ao espaço de todas as arestas do grafo finito; o qual chamaremos espaço

aresta de G. Analogamente, na seção 3.3, estudaremos do espaço vetorial vértice.

A associação de um espaço vetorial a um grafo visa o benefício

não só do estudo da teoria, mas também o da solução de alguns problemas rela­

cionados aos grafos.

Entre a literatura revista por nós, encontramos que os primeiros

estudos sobre a relação entre o espaço vetorial e a teoria de grafos, entre outros,

foram desenvolvidos por: Whitney em 1935, Doyle em 1955, Gould em 1958 e
­

Chen em 1970.
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Todo espaço vetorial considerado a partir deste capítulo, está

definido sobre o corpo finito, em especial, o corpo de Galois, de módulo dois,

GF(2). Existem outras maneiras, com respeito ao corpo utilizado, de associar um

espaço vetorial com um grafo, vide Biggs, Bollobás' ou Bachem & Kern".

3.2 Espaço Aresta, 2º (ou K!E)

As definições e terminologias apresentadas nesta seção foram

tomadas a partir das referências: Thulasiraman & Swamy” e Biggs.

Seja o grafo G = (V(G)E(G)), com conjunto de vértices

V(G) = vi,v2,...,vn Je conjunto de arestas E(G) =fer,e2,...,em)­ Ao invés
de tomarmos o conjunto de arestas denotado por E(G) de G, simplesmente deno­

taremos o conjunto E(G) por E.

Ao conjunto potência de E, isto é, 28=(A | AGE), vamos

munir da operação bináriaA e da operação *, definidas como segue:

VA,Be2", AAB=(AUB)­(AnB)

e

Va e GF(2) e VA e 2º,

ARA= A, se ct=]
e

atA = O, sea=0.

Verifica­se que:
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i) 2º é um grupo abeliano com a operação A; e

ii) V ,B e GF(2) e V A, Be 2º, se satisfaz:

(o.B)+A = ox(B+A),

(a +B)+A =(o*AJA(B+A),

OC (AAB) = (o A )A(ocB)..

Assim, o conjunto 2º munido das operaçõesÀ e * é um espaço

vetorial sobre GF(2) e denominado espaço aresta do grafo G. Este espaço aresta

sempre será denotado por 2º, se não houver confusão com o conjunto potência de

E.

É evidente que a base canônica de 2º é formada exatamente pe­

las arestas do grafo G, isto é, deb­fenmh , e por esta razão a dimensão do es­
paço vetorial 2º é [E].

Alternativamente, o espaço vetorial 2º pode ser visto como o

conjunto 2º constituído de todos os subgrafos (arestas) induzidos de G. Esta forma

de ver o espaço vetorial 2º se devem:

1. ao fato de que cada subgrafo aresta­induzido de G corresponde a um único sub­

conjunto de E e reciprocamente,

ii. de considerarmos entre dois subgrafos arestas induzidos G[E;] e G[E;] de Ga

operação soma anel de G[E;] e G[E;], denotado por G[E;] O G[E;] que, por defini­
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ção, é o GIE; A E;), e

lil. de escrevermos:

o * G[E;] = G[E;], se = 1, para significar o A = A, para

qualquer À & E(G[E; D e analogamente,

0 * G[E;]] =O, se «= 0(O é o grafo nulo).

Assim, concluímos que o conjunto constituído de todos os sub­

grafos arestas induzidos de G e munido das operações explicitadas acima é um

espaço vetorial sobre GF(2) e isomorfo ao espaço 2º definido anteriormente.

Agora, consideramos o conjunto K" formado por IEl­uplas inde­

xadas pelos elementos de E. O elemento (vetor) 1” de 2º é associado ao elemento

representado por 6" e KF, chamado o vetor incidente de T, cuja e­ésima compo­

nente &wi do vetor &w' é definida como:

Ob =1, se eeT;

e

WI =0, se eeT.

Para os vetores o" =(B1,B2.­.Bm) EK"

W” =(0,0,,...,%7) EK” ( onde, Bi, 0; € GF(2) (i=1,2,..,m)), definamos

as operações:
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co + =(o+B1, 02+B2, ..., Cmt Bm) (somamódulo2)

e

Voe GF(2), &. O =( 0.04, 0.0, ... , LO),

verifica­se que K” munido das operações definidas acima é um espaço vetorial

sobre GF(2), cujos elementos são denominados vetores incidentes dos subgrafos

de G.

O espaço 2º é um espaço [E| ­dimensional sobre GF(2) e Kº é o

espaço de todos os IE ­vetores sobre GF(2), de onde concluímos que os espaços
” + . . Ea , P .2º e KP são isomorfos. Em vista deste isomorfismo, K" também é denominado

espaço aresta de G sobre GF(2).

O conjunto formado por todas as funções de E em GF(2), onde

quaisquer funções f e g de E em GF(2), qualquer a e GF(2) e qualquer ee E,

(f + g)(e) = f(e) + g(e)

e

(aD(e)=af(e),

é um espaço vetorial IEl­dimensional sobre GF(2). Assim, este espaço é isomorfo

ao KF., Em razão deste isomorfismo, ao invés de considerarmos os elementos de

K" como vetores, cujas coordenadas são indexadas por E = fe, smb podemos
­

considerar o conjunto Kº” formado por todas as funções de E em GF(2), onde cada
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função f:E — GF(2) pode ser representada por um vetor &' = (o, 15 Um) , com

f(e,) 1 <i<m), isto é, &" =(f(e),....f(en)).

O número de elementos do conjunto Kº (ou o número de subgra­

fos de G) é 2”. De fato, considerando Kº* constituído por todas as funções de

E= fen..sêm) em GF(2) = (0, 1), temos que a cada elemento de E foi associado

como imagem um único elemento de GF(2), que para imagem de e, foi escolhido

O ou 1 e que escolhida a imagem de e,, paraa imagem de e; (i = 2,...m) foi esco­

lhido O ou 1 independente da de ex; (j=1,2,...i­1). Daí, concluímos que
Es

IKE = 2" (ouIKEi=2E,,

Podemos considerar os vetores de xe K”, como um vetor linha

ou vetor coluna, segundo a conveniência.

Abaixo ilustramos os espaços isomorfos 2º e K* associados ao

grafo da figura 3.2.1.

Figura 3.2.1
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2E= ( OD, (a), (bl, (c), (a,b), (ac), (b.c), fa,b,cl]), o espaço aresta de G sobre o

GFQ),

K" = [(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1,(1,1,1)), o espaço de

vetores incidentes de G (espaço aresta de G) sobre GF(2),

e

as funções de E(G) em GF(2):

fi(a)=0, fi(b)=0 efi(c)=O, fs(a)=1, fs(b)=1efs(c)=O,

f.(a)=1, fo(b)=0O0efa(c)=O, fs(a)=1, ff(b) = 0 e fé(c) =1,

f;3(a)=0, f3(b)=1ef3(c)=O, f7(a)=O, f7(b)=1efi(c)=1le

f1(a)=0O, fa(b)=0efa(c)=1, fg(a)=1, fg(b) =1 e fg(c)=1;

formando o espaço das funções, no qual, por exemplo:

Se =, então temos fi(a)=0, fyô(b)=0Oefi(c)=O, que é representado pelo

vetor (0,0,0) equivalente a O, em outras palavras, simplesmente escrevemos

D=f,=(0,0,0)

ou

se T=Glfal], então fa(a)=1, f)(b)=0efa(c)=0O, representado pelo vetor

(1,0,0).

3.3 Espaço Vértice, 2Y (ou KV)

No restante do nosso trabalho consideramos somente o espaço

aresta de um grafo, porém tomando­se por base a definição de espaço aresta feita
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em Thulasiraman & Swamy” e a definição de espaço vértice em Biggsº, apresen­

tamos nesta seção, de forma análoga, a associação de um grafo ao espaço vértice.

Seja o grafo G=(V,E), com V=V(G)=Ívn,va...vn) e

E = E(G) = fe,e2,.. em).

Consideramos o conjunto 2* =[D IDEV).

Análoga a definição do espaço aresta de G, consideramos uma

operação binária A no conjunto 2º e uma operação * entre os elementos de

GF(2) e do conjunto 2", tal que:

VA,Be2”,AAB=(AUB)­(AnNB)

e

Va e GF(2) e VDe2",

o*D=D, sea=]

e

a*D=O, sea=0.

Verifica­se que 2º com estas duas operações (A e *) é um espa­

ço vetorial sobre GF(2). Este espaço é denominado espaço vértice de G.

Sendo ffv,....(va1a base canônica de 2º, então a dimensão
do espaço 2º é n, o número de vértices do grafo G.

Definindo uma operação * entre dois subgrafos vértices­

induzidos G[V;] e G[V;] de G, onde G[V;]& G[V;]=G[V;AV,;|, e sabendo que
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cada subgrafo vértice induzido de G corresponde a um único subconjunto de V,

verificamos que o conjunto de todos os subgrafos vértices induzidos é também um

espaço vetorial sobre GF(2), se nós definirmos a operação * da seguinte forma:

Qualquer G;, subgrafo vértice induzido de G

1*G =G;

e

0* G; = DO, com O o grafo nulo.

Este espaço vetorial possui dimensão n, logo isomorfo ao espaço

vértice definido anteriormente. Em vista do isomorfismo, também denotamos este
espaço por 2* e chamamos de espaço vértice de G.

«

Assim, como definimos KE, consideramos K* o conjunto de ve­

tores indexados por V, onde o elemento TI” de 2Y é representado por w" e K* se,

e somente se, a componente nb do vetor cw" é definida como:

&I =1, seveT

e

O =0O, seveT.

Verifica­se que K” é um espaço vetorial sobre GF(2) e possui

dimensão n, quando consideramos que :

Para qualquer O =(0,,...,A,)E K“e Or =(B,,....Bn)E K"

(onde a, ,B; e GF(2) (i=1,...,n)),
­

Ow +Or =(a, +B,...,x, +Bpn) (soma módulo dois)
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e

Va e GF(2),

My = (00,,...,00,).

Notemos que K* e 2Y são isomorfos, por motivos semelhantes

aos de KF e 2º. Neste caso, também chamamos K"* de espaço vértice induzido de

G sobre GF(2).

Também, análogo ao caso do espaço aresta, podemos considerar

KY* o conjunto formado por todas as funções de V em GF(2), onde qualquer fun­

ção g:V > GF(2) é representada pelo vetor mm =(a,,...,a,), com g(vi) = a;
F

(para i =1,...,n).

Ilustramos abaixo os espaços isomorfos 2º e KY (sobre GF(2))

associados ao grafo da figura 3.3.1 (abaixo).

Va

V2 v3
e

Figura 3.3.1

2” =, WibivabivabiVab Tvivab viv3h vivab [va:v3), [Tvasvab

(v3,va bh (YisV2.v3 bíV1­V2s Va LÁVI­V3, Va blV2.V3) Va LÁVISV2»V3)Va Hb
K“= 1(0,0,0,0), (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1),
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(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1), (1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1), (0,1,1,1), (1,1,1,1))

e as funções de V(G) em GF(2): f)(v,)=0, fi(v2)=0, fi(v3)=0efi(va)=O,

fa(vi)=1, fa(va)=0, fa(v3)=0efa(va)=O,

f3(v1)=0, fa(v2)=1, fa(v3)=0efa(v4)=O,

fis(v1)=1, fis(v2)=1, fis(v3)=1efis(va)=O,

formando o espaço das funções, onde:

Se T =G[fv1,v2,v3,v4)], então

fis(vi)=1, fis(v2)=1, fis(v3)=1 e fis(va)=1, que

é representado pelo vetor (1,1,1,1) e equivalente a vi V2,V3,V4 k.

Em razão do objetivo do nosso trabalho, omitimos uma relação

entre os espaços vértices e arestas, porém encontramos estudos que relacionam

estes dois espaços, vide (por exemplo) Rosenstiehl & Read”, Archdeacon et al”,

Biggs” e Bollobás”.
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Capítulo 4

Espaços: Ciclo, Co­ciclo e Biciclo

4.1 Introdução

Neste capítulo, identificaremos os espaços ciclo, co­ciclo e bi­

ciclo (como subespaços do espaço aresta), e veremos a dimensão e o número de

elementos dos dois primeiros espaços a partir da determinação das bases. Quanto

ao estudo do espaço biciclo, será visto no capítulo 6.

Também, acreditamos que pode­se identificar alguns subespa­

ços importantes a partir do espaço vértice, mas para isso serão necessários alguns

cuidados, enquanto se refere a definição de operações convenientes para não vio­

lar as propriedades que garantem a existência de um subespaço de um espaço ve­

torial.

Os resultados deste capítulo foram retirados de Chen", Deo"”?,
PPThulasiraman & Swamy? e Wilson”.
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4.2 Espaço Ciclo

Esta seção, visa uma caracterização do espaço ciclo, sobre o

seguinte resultado.

Teorema 4.2.1 Seja o grafo G = (V,E). Então, o conjunto C formado por todos os

ciclos e por toda a união de ciclos arestas­disjuntos de G (incluindo o grafo nulo

(O)) é um subespaço vetorial de 2º,

Demonstração:

i) De C, por hipótese.

ii)Mostremos que o conjunto C é fechado com respeito a opera­

ção soma do espaço vetorial 28, isto é, sejam C,,C, e C e provemos que

CEC, EC.

Desde que, C; =C, DC, e 2º, então, pelo teorema 2.2.6, é

suficiente mostrarmos que todo vértice de C3 possui grau par.

Consideremos qualquer vértice vy em C3, como C; =C, DC,

então v está presente em pelo menos um dos subgrafos Cy ou Oz.

Seja X; o conjunto de arestas incidentes sobre v em Gi, para

1 =1,2,3, então | X; | é o grau do vértice vem G; .

Como C3 = C, & O, temos (pela definição de operação soma):

X; =X, 4 X2 =(X1 UX2)­(X1N%2).
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Daí,

Xale X UX2)­Xu NX) |
=| XxX uxX |­Ixinax: |

=| XxX |+| ­21XinX2 |.
Desde que, C1,C7 e C, então | X |=2q e |X> |=2t, para q

e t inteiros positivos.

Assim,| X3| = 29 +2t­2.|X1on X2 | =2(g+t­|XinX2 DD;

daí | X; | é par e desta forma Cage C..

ili)Agora provemos que pafa VauaeGF(2) e VC,eC,

C,, sea=1Como oC, = (e a=0" concluímos que a*C, eC., Se A=

Portanto, C é um subespaço do espaço aresta de G, isto é, C é

subespaço do 2º

Este subespaço C é denominado espaço ciclo (ou espaço circui­
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Para ilustrar o teorema 4.2.1 usamos o grafo G da figura 4.2.1,

onde 1(0,0,0,0,0), (1,1,1,0,0), (0,0,1,1,1), (1,1,0,1,1) ) é o espaço ciclo C de G sobre

GF(2), a figura 4.2.2 ilustra o vetor incidente Cy = (1,1,0,1,1), a figura 4.2.3 o vetor

incidente C, = (1,1,1,0,0) e finalmente a figura 4.2.4 ilustra C, OC,.

2 4 3 2 4 3 Vv2

Figura 4.2.1 Figura 4.2.2 Figura 4.2.3

V2 e4 V3

Figura 4.2.4

Corolário 4.2.1: Seja C o espaço ciclo de G, e sejam C1,C,7 e C, com CjzC; e

eE CiNC>. Então, existe um ciclo C3 que não contém e em CiuC,.

Demonstração:

Por hipótese, CC, e ee CiNCz, logo Cy A CD e ex CACO.

Pelo teorema, CC; A C; é um ciclo ou a união de ciclos arestas­

disjuntos.

Tomemos C3 = CC; À O, daí
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C3 =C,AC, =C, UC, ­C nNnC, <C; UC, co

corolário está provado.

4.3 Espaço Co­ciclo e espaço Biciclo

Agora, caracterizamos o espaço co­ciclo por meio da exposição

do teorema 4.3.1 (abaixo) e, na continuação, definimos o espaço biciclo.

Teorema 4.3.1: Seja o grafo G = (V,E). Então, o conjunto C1o formado por todos

os conjuntos cortes e por toda a união de conjuntos cortes arestas disjuntas de G

(incluindo o grafo nulo (O)) é um subespaço do espaço vetorial 2º,

Demonstração:

3) De Co, por hipótese.

ii) Mostremos que V S,1,S; e Co, S1 DPS; E Oo.

Como Si; e S,; são cortes, então são da forma S;, = (V1 , V) e

S, =(V3, V,), para Vic V(i=1,...,4), no grafo G=(V,E).

Por conseguinte, temos: V = VjU Va = V3U V,z

e

ViN Va = V3nNnV,.=0D.

Sejam: A=V1 N V3;
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B=V1nN Vs

C=VanNnV3e

D=V3n Va.

Pode­se ver que A, B, Ce D são conjuntos mutuamente disjun­

tos, por exemplo, se for AN B =D

=> (Vir NV3)N(ViNVa)=O

=> VirN(V3 N Va) FD

=> VNDzO

=> O *­ O, absurdo.

De modo semelhante, mostra­ se queANC=92,AnNnD=O,

BNC=2O,BND=2eCnNnND=D.

Por outro lado,AU B=(V1 —º V3 ) U(V1 N Va)

=V, N(V3Uu V1)

VinNoV

Vi

semelhantemente: CU D= V3; AUC=V;eBuD=V,

Daí, S, e S; ficam expressos como:

Si =(AUB,CU D)

= (AUB,C)U(AUB,D)
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= (A,C) U(A,D) U (B,C) U (B,D)

e

S; =(AUC,BUD)

=(A, BUD) U(C,BUD)

= (A,B) U (A,D) U (CB) U (C,D).

De onde, S) & S; = (A,C) U (B,D) U(A,B) U (C,D).

Como (A,C) U (B,D) U (AB) U (C,D) = (AU D, B U O), po­

demos escrever: S]) PS; = (AUD, BU O).

Como AUD e BUC são mutuamente disjuntos e

(AUD)U(BUC)=V (observe a figura 4.3.1), êntão S] DS; é umcorte em G,

istoé, S1DS;e O.

C

Figura 4.3.1:

ViNV3 : Va NV3

iii) Agora, provemos que para Voe GFQ2) e VSe G

S, se a=1
A,sea=0"Temos: a*S = |

Portanto, o*S e C,.

Logo, concluímos que C, é um subespaço vetorial do 22.8
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Este subespaço C, é denominado espaço co­ciclo (ou espaço co­

circuito, ou ainda, espaço conjunto corte) de G.

Para ilustrar o teorema 4.3.1 consideramos o grafo da figura

4.2.1, onde o espaço co­cicloC, = 1(0,0,0,0,0), (1,1,0,0,0), (0,1,1,1,0), (0,0,0,1,1),

(1,0,1,1,0), (1,1,0,1,1), (0,1,1,0,1), (10,1,0,1))..Tomando, por exemplo, S, e S2, dois

elementos de C6 onde Si= (Vi, V2)= (10,1,1,0) (figura 432) e

S2 =(V3,Va )=(0,11,0,1) (figura 4.3.3), com Vi=fv,vah —Va=fvavak

V3=fv,, va) e Va=fv,,v;), então S, DS, =(1,[,0,1,1). No grafo da figura 4.3.4

temos:A= VW, nV,; =vL B=VnV,=[v,L) C=sivonVil=fva) e

D=Vo,NV,=Ív3) Daí AUD=Ív1,v3), BUC=Ív,a,v4le verificamos

que S, +S; =(AUD,BUC) = (11,0,1,1) (figura 4.3.4).

Figura 4.3.2 Figura 4.3.3 Figura 4.3.4

A demonstração do corolário a seguir é análoga a do corolário
PS
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Corolário 4.3.1: Seja Co o espaço co­ciclo de G e sejam Co, e Coe Co, com

CoizCo2 e ee CoiMCo2. Então, existe um co­ciclo Co3 que não contém e em

CorUCo?s.B

Sendo, C,1 e C subespaços do espaço vetorial 2º sobre GF(2),

então CMC, é um subespaço vetorial de 2º sobre GF(2). Este sub­espaço, deno­

tado por B;, é denominado espaço biciclo, por exemplo, vide o artigo de Archdea­

con et al.

O espaço biciclo B; aparece no grafo da figura 4.2.1, como

B; = CM Co =1(0,0,0,0,0), (1,1,0,1,1)).

Existe alguma solução algébrica para se contornar o problema de

encontrar um grafo que possa corresponder aos espaços ciclo e co­ciclo dados,

por exemplo, vide Gould"

4.4 Bases dos Espaços Ciclo e Co­ciclo

Baseando no teorema 4.4.1 (abaixo) fica caracterizado uma base

para o espaço ciclo e também para o espaço co­ciclo; ainda definiremos a matriz

circuito base e a matriz co­ciclo base.
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Teorema 4.4.1 Seja G = (VE) um grafo dado. Então, os ciclos e co­ciclos funda­

mentais associados a uma floresta geradora considerada, constituem uma base

para os subespaços ciclo e co­ciclo respectivamente.

Demonstração:

Assumamos que G seja conexo, isto é, O(G) =k = 1.

Consideremos T uma árvore geradora de G, na qual

Ss Sa +...» Sã.] SãO as arestas de T com S,, S,,... Si., OS respectivos co­ci­

clos fundamentais.

Qualquer S; possui exatamente uma aresta que não está presente

em qualquer um dos S; , para j = 1,2,...,i­1,i+1,...,n ­ 1 (por defini­

ção de co­ciclos fundamentais). Daí, S; não pode ser expresso como soma anel

dos S; , paraj = 1,2,...,i ­ 1,i + 1,..., n ­ 1 e desde que S; é qualquer

elemento do conjunto de co­ciclos fundamentais considerado, concluímos que este

conjunto é independente.

Seja S qualquer subgrafo do subespaço co­ciclo de G.

Suponhamos que S possui exatamente t arestas

Sr1) Sr2» ­.+» Sr, queestãoem T..

Definamoso co­ciclo S = S,, 8 S, O... O S,,.

Em razão da definição de soma anel, de sr estar presente somen­

teem S,; para | =|, 2, ..., n­1 (por definição de co­ciclos fundamentais) e em
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razão da definição de S , concluímos que: s, 1, Sr2, «­. , S., estão presentes em S

e são as únicas arestas de S queestãoem T.

Em virtude de s,1, Sr2; ­..,S,, Serem as únicas arestas de T

que estiv em Seem S ,então S DS não possui arestas de T.

Se SOS 2 OD , temos uma contradição, pois em razão de

S&S possuir somente arestas que não estão em T, então para qualquer

vi, v; E V(G), existe um caminho por T ligando v, a v, em G(S OS), daí

GW S&S) é conexo. Assim S &E S' não é um co­ciclo em G; no entanto, por

teorema 4.3.1,S & S é um co­ciclo ou a união de co­ciclos arestas disjuntas, des­
”

D

de que S e S são co­ciclos. Portanto, SB S=O. Daí S=S +=

S,.1 DS, PDP... BSS,

Aqui podemos concluir que o conjunto de co­ciclos fundamen­

tais é uma base para o subespaço co­ciclo, pois o conjunto de co­ciclos fundamen­

tais é independente e S é qualquer subgrafo do subespaço co­ciclo de G e gerado

por co­ciclos fundamentais (S = S,, O S.; O... E S,,).

Caso G possua mais de uma componente conexa (k = 1), consi­

deramos uma floresta T e também que a componente conexa G; de G contém a

árvore geradora T; da floresta T, parai=1,2,...,k.

Qualquer co­ciclo fundamental associado a floresta T de G, pos­

sui exatamente uma aresta que não está presente em qualquer um dos outros co­
PP

ciclos fundamentais associados a T, assim um co­ciclo fundamental não pode ser

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



expresso como soma anel dos demais e portanto, o conjunto de co­ciclos funda­

mentais de G é independente.

Seja R um subgrafo do subespaço co­ciclo de G.

Se R for um subgrafo de G; , ele é gerado pelo conjunto de co­

ciclos fundamentais associados a árvore geradora T; e portanto, gerado pelo con­

Junto de co­ciclos fundamentais associados a T.

Se R= R URU... UR,, com Ri; subgrafo de Gi; para

i = 1,2,...,t, foi provado que Ri; é gerado pelo conjunto de co­ciclos funda­

mentais associados a T; , assim R é gerado pelo conjunto de co­ciclos fundamen­

tais associados a Tr, U T.u...UT,, e portanto, gerado pelo conjunto de co­ciclos
E

fundamentais associados a T.

Em virtude de R ser qualquer subgrafo do subespaço co­ciclo de

G e gerado pelo conjunto de co­ciclos fundamentais, concluímos que tal conjunto

gera o subespaço co­ciclo de G. Além disto, provamos que este conjunto é inde­

pendente. Por conseguinte, o conjunto de co­ciclos fundamentais associados a

floresta é uma base para Cy.

De modo exatamente semelhante, podemos provar que os ciclos

fundamentais relacionados a uma floresta geradora considerada, constituem uma

base para o subespaço ciclo de G, vide Deo"?
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Corolário 4.4.1 Seja G = (VE) um grafo. Então, a

dim(C) = n(G)e o número de elementos do C (incluindo o vetor nulo) é 2"(O)

(ou [C]=2"r(9),

Demonstração:

Em vista de que o conjunto de ciclos fundamentais associados a

uma floresta geradora é uma base para C e sabemos, pela definição de ciclos fun­

damentais, que este conjunto possui uN(G) elementos, logo a demonstração de

dim(C) = u(G) está concluída.

“

Agora, consideremos B=Ícn,02.­­"Cu(6)) uma base para o
espaço C. Pela consideração do espaço vetorial sobre GF(2), existe somente dois

escalares possíveis (zero ou um) para multiplicar cy, (uma combinação linear com

os elementos desta base e a mesma situação ocorre para os outros c; (1 =2,..., mM),

independente do escalar que multiplicar c; ­ , para j=1,2,...,i­ 1). Assim, o nú­

mero de combinações lineares com os elementos desta base é 24(6) ou seja,

IC] = 22(6) É imediato que o vetor nulo está incluído nesta quantidade ( 22(S) )

basta tomarmos todos os escalares valendo zero em uma combinação linear dos

elementos desta base.!
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Corolário 4.4.2 Seja G = (VE) um grafo. Então, a dim(C,)) =

P(G) e o número de elementos do C, (incluindo o vetor nulo) é 2º(9,

Uma prova deste corolário segue de forma análoga a demonstra­

ção do corolário anterior.

No o grafo da figura 4.2.1, para os circuitos (1,1,1,0,0) e

(0,0,1,1,1), os quais são fundamentais e também os cortes (1,1,0,0,0), (0,1,1,1,0) e

(0,0,0,1,1) que são fundamentais (quando consideramos a árvore geradora corres­

pondente ao vetor (1,0,1,0,1)), observamos que qualquer circuito pode ser obtido

por meio da soma anel dos circuitos fundamentais mencionados, por exemplo, o

circuito (1,1,0,1,1) é a soma anel de (1,1,1,0,0) com (0,0,1,1,1) e que qualquer corte

pode ser obtido utilizando a soma anel dos cortes fundamentais citados, por

exemplo, o corte (1,0,1,1,0) é a soma anel de (1,1,0,0,0) com (0,1,1,1,0). Verifica­

mos também que dim(C) = 2 = u(G), dim(C,1)=3 =p(G), |C] = 2? e Ico] = 2º.

Como uma conseqiiência imediata destes resultados temos que o

número máximo de linhas linearmente independente na matriz corte é p(G)e na

matriz circuito é n(G) e consequentemente temos o seguinte resultado:
­
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Teorema 4.4.2 Seja G um grafo com k componentes conexas. Então, o posto da

matriz circuito é I(G) e o posto da matriz corte é p(G).

Uma demonstração detalhada pode ser encontrada em Deo" "Bl.

Qualquer submatriz de B, com posto H(G), denotada por B, é

denominada matriz circuito base e qualquer submatriz de Q. com posto p(G),

denotada por Q, é denominada matriz corte base. É interessante observar que B e

Q geram B,. e Q,, assim podemos dizer que B e Q contém todas as informações de

B. e Q,, respectivamente.
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Capitulo 5

Espaços Ortogonais e Ortogonais Complemen­

tares

5.1 Introdução

Neste capítulo, apresentaremos algumas relações entre os espa­

ços ciclo, co­ciclo e biciclo; em especial a relação de ortogonalidade. Além disso,

discutiremos também da ortogonalidade complementar dos espaços C e C1o no KF.

5.2 Espaços Ortogonais

Os resultados desta seção são baseados nas referências Chen"!

O teorema 5.2.1 (abaixo) sem dúvida é uma base fundamental

para os estudos de ortogonalidade entre os espaços ciclo e co­ciclo.
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Teorema 5.2.1 Consideremos o grafo G e os subespaços ciclo C e co­ciclo C, de

G. Sejam 1” um elemento de Ce Io um elemento de Co. Então, F «To não é um

conjunto unitário, isto é, IPA To] *1, em outras palavras, 18 To] é um inteiro

par.

Demonstração:

Sejam C, e C os subespaços co­ciclo e ciclo respectivamente de

um grafo G.

Consideremos o ciclo 1º em Ce o co­ciclo T, em Cv.

Se I'ATQ=O, então o teorema está provado.

Se ITNAT, =, então os subgrafos G; = G[V1] e G> = G[V2],

(componentes de G ­ T,) são disjuntas.

Se  <G, ou I & G,, mas não em ambos, então obviamente o

número de arestas em comum entre Iº e IT, é igual a zero, portanto Ir nO Tr] =0O,

o qual é um número par.

Suponhamos que [º e 1, tenham algumas arestas em comum.

Se nós caminharmos sobre o circuito 1” começando a partir de um vértice v, do

conjunto V;, retornaremos ao vértice v, após atravessar exatamente em um núme­

ro par de arestas de I%,, isto implica que IT e II, possuem um número par de

arestas em comum; veja figura 5.2.1.
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Sendo TI e T, qualquer elemento de C e Co respectivamente,

concluímos que todo elemento do subespaço circuito, C, de G possui um número

par de arestas em comum com qualquer elemento do subespaço co­ciclo, Co , de

G, em outras palavras, Ir nOTr] z1EH

figura 5. 2.1

Agora, utilizando o teorema 5.2.1 provaremos a seguir os resul­

tados sobre ortogonalidade, teorema 5.2.2 e 5.2.3.

Teorema 5.2.2 Se as colunas da matriz circuito, B., e da matriz corte, Q., são

organizadas com as arestas na mesma ordem, isto é,

EV
AVAVAY

cem 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



| Pan(s), pb n(G) ,

e (2)

Co 911 4912

Co2 921 922
Q,=

C92P(S) [I1,P(G), 970p(G),

então B.. QT=0(mod2) e Q.. BI = 0 (mod 2). '
Demonstração:

Consideremos B. . QU = A, com A = (a;).

O elemento a;,, pela definição de produto de matrizes, é o produ­

to interno da i­ésima linha de B, com a j­ésima coluna de Q:.
Pela definição de B., um elemento da i­ésima linha de B, é não

nulo se, e somente se, a correspondente aresta de G está no i­ésimo circuito; e pela

definição de Q., um elemento da j­ésima coluna de QI (ou j­ésima linha de Q,) é

não nulo se, e somente se, a correspondente aresta de G está no j­ésimo co­ciclo.
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Assim, a; é o número de arestas em comum do i­ésimo circuito

com o j­ésimo co­ciclo que, pelo teorema 5.2.1, é um número par. Logo,

a;; = O (mod2).

Aplicando a transposta em ambos os lados da identidade

B,..QI =0, temos:

Q..B] =0 (mod 2).

Teorema 5.2.3 Seja G um grafo. Então, os subespaços ciclo e co­ciclo de G são

ortogonais.

Demonstração:

Sejam cec, vetores dos espaços ciclo, C, e co­ciclo, Cv , res­

pectivamente.

Notemos que c e co representam subgrafos de C e Co respecti­

vamente e de acordo com teorema 5.2.1, todo subgrafo de G em C possui um nú­

mero par de arestas em comum com qualquer subgrafo de G em Co , então ce co

possuem um número par de coordenadas em comum valendo 1; daí o produto in­

terno entre c e co é igual a soma módulo dois de um número par de 1*s, que mó­

dulo dois é zero.

Desde que, qualquer vetor em C é ortogonal a qualquer vetor de

Co , concluímos que C e C, são ortogonais.El

­

E imediato, com base no teorema acima, que todos os vetores
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em Cn GC; são ortogonais a si mesmo. Por conseguinte, todo elemento do subes­

paço biciclo possui um número par de componentes não nulas.

5.83 Espaços Ortogonais Complementares

Nesta seção, apresentaremos dois resultados que caracterizam

quando os subespaços C e Cy, são ortogonais complementares no KT”. Na literatura

1ºvista, um primeiro resultado se deve Williams & Maxwell e o segundo resultado

que achamos mais simples e elegante em vista de que utiliza matrizes maiores, é

atribuído a Chen'"º, Contudo, apresentamos estes dois resultados, iniciando com o

seguinte teorema de Williams & Maxwell”,

Teorema 5.3.1 Os espaços ciclo e co­ciclo são ortogonais complementares no K*

se, e somente se, C 1 Co=(0).

Demonstração:

Lembramos por definição que:

Os espaços C e C,o são ortogonais complementares se, e somente

se, C e Co são ortogonais e Kº=C+ Co. (1)

Por outro lado, sabemos que:

dim(C + Co ) = dim C + dim Co ­ dim (Cn OC). (1)

Agora, seja T uma floresta no grafo G = (V, E) (G tem k compo­

nentes conexas), então temos:
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dim C + dim Co = (E — [V|+ k) +(Iv|­ k) =|E).

A partir os itens (11) e (di) , concluímos que:

dim(C + Co ) = [E] ­ dim (Cn Co). (iv)

Desde que, os espaços C e C, são ortogonais complementares,

então dim(C+Co)=dim Kº =[E). (v)

A condição necessária do teorema resulta da combinação de (iv)

e (V), isto é:

Se CeCy são ortogonais complementares, então

dim(C 11 Co) = O, ou seja CM Cy = folk.

Agora, a condição suficiente admitamos que seja CM Co = (O),

dim(C nO Co) =0O,

Combinando as equações (iv) e (vi), temos que:

dim(C + Co) =|El. (vii)

Por outro lado, sendo C+Cy subespaço de Kº e dimKº =[E],

KP=C+C,. (viii)

Usando a definição (1) e a conclusão (vili) conjuntamente com o

teorema 5.2.3, concluímos que os subespaços C e Cy são ortogonais complementa­

res.B
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A continuação, apresentamos uma ilustração do teorema 5.3.1.

Consideremos o grafo dado pela figura 5.3.1 (abaixo).

c

Figura 5.3.1

Temos:

| KF| =2º=16, |c|=2 e |Co|=2? =8, onde

C = [(1,1,1,0)] = 1(0,0,0,0),(1,1,1,0)), EA

Co = [(1,1,0,0), (0,1,1,0),(0,0,0,1)] = 1(0,0,0,0), (1,1,0,0), (1,0,1,0), (0,1,1,0), (0,0,0,1),
(0,1,1,1), (1,1,0,1), (1011)),

CNC, =1(0,0,0,0)]) e os vetores de Kº que não estão em C e nem em Cy são

obtidos unicamente da seguinte forma:

(1,0,0,0) = (1,1,1,0) +(0,1,1,0),

(0,1,0,0) = (1,1,1,0) + (1,0,1,0),

(0,0,1,0) = (1,1,1,0) + (1,1,0,0),

(1,0,0,1) = (1,1,1,0) + (0,1,1,1),

(0,1,0,1) = (1,1,1,0) + (LO,L]),

(0,0,1,1) = (1,1,1,0) + (1,1,0,1) e
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(11,1,1) = (1,1,1,0) +(0,0,0,1)) Notemos também que neste caso, em que

CcnC,1 = 1(0,0,0,0)), o conjunto de ciclos fundamentais e o conjunto de cortes

fundamentais relativos a uma árvore geradora formam uma base para KF.

A seguir, provaremos o resultado (atribuído a Chen'”) sobre a

ortogonalidade complementar dos subespaços C e Cº, via matriz maior' , mas an­

tes provaremos o seguinte lema:

Lema 5.3.1 Seja G = (V, E) um grafo com k componentes conexas. Então, uma

submatriz de uma matriz base, Q, de Co (B, de C) é maior se, e somente se, as

colunas desta submatriz correspondem as arestas de uma floresta geradora

(floresta co­geradora) de G.

Demonstração:

Basta provarmos para a matriz base Q em vista que para a matriz

B de C é análogo, vide Thulasiraman & Swamy*” :

Consideremos Q particionada em colunas de modo que:

* Lembremos que, dada uma matriz À de ordem m x n (m<n), dizemos que una submatriz B de À

é maior se a ordem de B for me B não é singular.
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Seja y=[1) Y, + Yn] um vetor circuito em G. Então, pela

relação de ortogonalidade, temos:

Qy'=0

ou

V1Q: +V2Q3+..+Yn Qu = O (5.1)

Agora, podemos considerar, sem perder a generalidade, que os r

primeiros elementos de y são não nulos e os restantes nulos, então com base em

(5.1), temos:

V1Q) +P2Q3+..+7,Q, =0

Daí, concluímos que, existe uma combinação linear entre as co­

lunas da matriz corte que correspondem as arestas de um circuito do grafo G, ou

seja, as colunas da matriz corte que correspondem as arestas de um circuito do

grafo são linearmente dependentes.

Seja Qu, a matriz maior de Q obtido pelas permutações necessá­

rias das colunas de Q, por conseguinte temos:

QE= [Q, Qu], onde as colunas de Qi, são linearmente inde­

pendente e, pela conclusão acima, não existe circuito no subgrafo correspondente

a estas colunas. Neste caso, sendo o posto de Q igual a p(G) (veja teorema 4.4.2),

o número de arestas no subgrafo correspondente a estas colunas é igual a p(G).

Sendo este um subgrafo de G acíclico e como p(G)=1IVI ­ k,
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Para k = 1, pelo teorema 2.2.5, este subgrafo é uma árvore gera­

dora e para k > 1, uma floresta geradora.

Agora, particionando as colunas de Q (permutando se for neces­

sário) temos que:

Q=[Q, Qu], onde as colunas de Qy; correspondem as ares­

tas de uma floresta geradora T em G.

Seja Q; = [U Q, | a matriz corte fundamental com respeito a

Desde que as linhas de Q podem ser expressas como combina­

ção linear das linhas de Qr; , então temos:

A to AG)
Q = [Qu Qu] = DQ; onde, D =

“p(6)1 7 Cp(G)p(G)

=Dju Q, |.

Pela igualdade de matrizes, obtemos:

Qu =DU=D.

Agora, D possui ordem (|V|­ k)x(|V|­k) e como as matrizes

Q e Qr são ambas de posto IVI­k, segue­se que D não é singular. Desta forma, Qu

é uma submatriz maior de QE

O seguinte teorema 5.3.2 é um resultado algébrico devido a
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Chen'!, contudo Rosenstiehl & Read”, ofereceram uma prova combinatorial, mas

nós optamos em fazer a apresentação algébrica.

Teorema 5.3.2 Os subespaços C e Cy são ortogonais complementares no K" se, e

somente se, o grafo G contém um número ímpar de florestas geradoras ou flores­

tas co­geradoras.

Demonstração:

Lembrando que Q e B são matrizes bases de C e Cy, respectiva­

mente e considerando as colunas de Q e B organizadas com as arestas na mesma
É

ordem, portanto escrevemos:

H= [| , que é uma matriz quadrada de ordem m.
Calculemos:

nu = So 81=|Sor Sb |) (pelo teorema 5.2.2,B BQ' BB O BB”

resulta que BQ'=0e QB'=0).

A partir da definição de determinante de uma matriz, resulta:

(det H)? = (det QQT).(detBB'”).

Pelo teorema de Binet­Cauchy e lembrando que Q e B são ma­

trizes de ordem p(G)xm e un(G)xm respectivamente, temos:
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(det 8)?= y A; 2 +. IE ja1€$j] <j2 <..­<jp(G) Ém di 2 + Jp(G) 1 2

PAN: PENNE OA Lu CN)ISig<iz <...<i (o) Ém 4 12 u(G) 1 2 + un(G)

» A; am ) > %,
183, <);<...<Ji(6) SM 18i<i2<...<i(6) Sm

(1 2 e. G> Q. À: P( ):
(io de co dao)

18) <j;<...<ji(6) Sm 1Si<iz<...<ih(69) SM

* 1 2Agora, usando o lema 5.3.1, resulta que a; j1 2

i, e... in(G) ) não são nulos se, e somente se, as p(G) colunas tomadas
em Q correspondem as arestas de uma floresta geradora e as n(G) colunas toma­

das em B correspondem as arestas de uma floresta co­geradora, logo x e y (em

(5.2)) nos fornecem o número de floresta geradora e floresta co­geradora respecti­

vamente de G.

Lembrando que cada floresta geradora fica associada a uma úni­

ca floresta co­geradora e reciprocamente, concluímos que x = y.

Por conseguinte,

(det H)º = x?.
:

Em razão de estarmos trabalhando sobre GF(2), temos:
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x = 1, se o número de floresta geradora ou floresta co­geradora for ímpar, ou seja,

det(H) ­ O.

e

x = O, caso contrário.

Concluímos que H não é singular se, e somente se, C e C1o são

ortogonais complementares e o teorema está provado.

Ilustramos este teorema através do grafo da figura 5.3.1 e todas

as florestas geradoras associadas (florestas: T1, T2 e T3) ilustradas na figura 5.3.2

a b CC d
abaixo, onde Q = eB=[1 1 1 O] são respectivamente, matri­

zes corte base e circuito base associadas ao grafo G.

Figura 5.3.2
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2(det H)? =[ae[8]) = z SE ? ? ) z e)B I8ji<ja<izs4 Ui Jd) )3/18jjs4 VM

1123 123 123 12= A 2 3/ºA: 2 4) A: 3 )*, 3

b
1

a b c d
1 .| 1/4 [1/11]O]
o

AFORA

=[0+1+1+1)][1+1+1+0]=11=1'

1 2 3Observe que existe um número Ímpar (três) de d, jo j )é 1 2 3

(1 <ji<j <a < 4) não nulos e, de acordo com o lema 5.3.1, estes determinan­

tes não nulos possuem as colunas correspondentes as arestas de uma árvore gera­

1dora em G e analogamente para nf ) (1<j, <4).1

Corolário 5.3.1 Os espaços C e Cy são ortogonais complementares no Kº se, e

somente se, QQ' ou BB" não é singular.

Demonstração:

Pelo o teorema de Binet­Cauchy, o det QQ' é obtido pela soma

de todos os determinantes maiores de Q e analogamente o detBB' é obtido pela

soma de todos os determinantes maiores de B.
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Pelo Lema 5.3.1, as colunas dos determinantes maiores não nu­

los em Q correspondem às arestas de florestas geradoras de G, enquanto as colu­

nas dos determinantes maiores não nulos em B correspondem às arestas de flores­

tas co­geradoras de G.

Aplicando o teorema 5.3.2, C e C,1 são ortogonais complementa­

res se, e somente se, G possui um número ímpar de florestas geradoras ou flores­

tas co­geradoras.

De onde concluímos que C e C, são ortogonais complementares

se, e somente se, det QQ' = 0 (ou detBB' = O)!

EA

A prova do corolário 5.3.2 (abaixo) é uma aplicação imediata

do teorema 5.3.2.

Corolário 5.3.2 Todo vetor x de K” é expresso unicamente como a soma módulo

dois de dois vetores x, e x2, onde x, é um vetor incidente a algum ciclo de C e x,

é um vetor incidente a algum co­ciclo de Co se, e somente se, o grafo G possui

um número Ímpar de florestas geradoras ou florestas co­geradoras. Bl

Corolário 5.3.3 Se G contém um número ímpar de florestas geradoras (ou flores­

tas co­geradoras), então qualquer subgrafo de G é unicamente expresso como uma

soma anel de um co­ciclo ou a união arestas disjuntas de co­ciclos e um ciclo ou a
­

união arestas disjuntas de ciclos de G.
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Demonstração:

Se G possui um número ímpar de florestas geradoras ou flores­

tas co­geradoras, então pelo teorema 5.3.2 os espaços C e Cp são ortogonais com­

plementares, isto significa que todo elemento de Kº (isto é, todo subgrafo de G) é

unicamente expresso como a soma de dois elementos, um de C e o outro de Cx.

A prova do corolário está completa, desde que os elementos de

C são ciclos ou a união arestas disjuntas de ciclos e os elementos de Cy, são co­

ciclos ou a união arestas disjuntas de co­ciclos.Il
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Capítulo 6

Caracterização do Espaço Biciclo

6.1 Introdução

Neste capítulo, apresentaremos a caracterização do subespaço

biciclo seguindo o trabalho de Chen'!. Este subespaço torna­se interessante quan­

do não é trivial, em outras palavras, quando os subespaços C e C;1 não são ortogo­

nais complementares no KF. Cabe destacarmos, entre outras, as conclusões a que

chegamos:

1. A dimensão deste subespaço é [E|— p;

2. O número de subgrafos no conjunto biciclo é um número par, isto É, alEl­p ;

3. O número de subgrafos em G que são ciclos ou a união arestas­disjuntos de

ciclos e não são co­ciclos (ou a não união arestas­disjuntos de co­ciclos) é igual a

2h(6) 21E­pÀ Analogamente, o número de subgrafos em G que são co­ciclos ou
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a união de co­ciclos arestas­disjuntos e não são ciclos (ou a não união arestas­

disjuntos de ciclos) é igual a 20(S) — 2/8­r| e a negatividade lógica de ambas as

sentenças é dada por 2/E! — 2P(G) — 2p(S) , 2lE|­p.

4. O número máximo de subgrafos em G que não estão na soma dos espaços C e

Cy, está entrer +Le r+ 2El­p ,T= aEl — 2P(S) — 22(S) (onde, o menor limitante

foi dado por Deo);

5. A dimensão de C+Co é p;

6. O número de subgrafos de G na soma dos espaços C e C,1 é um número par,

isto é, 2P;

7. O número de subgrafos de G que não estão nã soma dos espaços C e C,o é um

número par, isto é, 2E ­2P;

8. O número de subgrafos de G que estão no espaço ciclo adicionado ao número

de subgrafos de G que estão no espaço co­ciclo é menor ou igual a 2a/E —2P;e
9.. O número de subgrafos em G que não são ciclos ou a união de ciclos arestas­

disjuntos e nem são co­ciclos união arestas­disjuntos de co­ciclos, mas que são a

soma de algum ciclo ou a união arestas­disjuntos de ciclos com um co­ciclo ou a

união arestas­disjuntos de co­ciclos é igual a 2P — 2P(6) — 2n(6) , 2/El­p.

Tendo em vista a finalidade deste capítulo, todo grafo G consi­

derado possuirá pelo menos um subgrafo não nulo que seja um ciclo ou a união de
­

ciclos aresta­disjuntos e também seja um conjunto corte ou a união de conjuntos
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base) e B (matriz circuito base) organizadas com as arestas na mesma ordem e a

notação para a matriz H é H = KH
6.2 Espaço Biciclo

O teorema a seguir é uma caracterização de C nº C1 (espaço bi­

ciclo) obtida por Chen'!,

Teorema 6.1 Um vetor x está no espaço biciclo se, e somente se, o vetor x está
”

no núcleo da matriz H.

Demonstração:

Provemos a condição necessária, ou seja, suponhamos que

x ECN Cy e provemos que x e Ker(H).

;

Q Qx o

A partir do produto Hx= B . XxX = Bx e pela hipótese

x e CNC, de onde (x,x) = O = (q, x), como queira que seja q ciclo ou co­ciclo,

em particular temos:

Q.x=0, (Q, matriz co­ciclo base cujos vetores linhas q são co­ciclos)

e

B.x=0O, (B, matriz ciclo base cujos vetores linhas q são ciclos).
P
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(2Daí, Hx= lo) por conseguinte, x e Ker(H).
Agora, provemos a condição suficiente, isto é, provemos que

x E CM Cy para todo x e Ker(H).

Pela igualdade de matrizes, conjuntamente pela hipótese,

o| ou seja, [8]: = [o , de onde resulta que Qx = 0 e Bx = O.
Sabemos que o posto de Q é p(G)=|V|­k (k é o número de

componentes conexas de G) e [E] é o número de colunas de Q, então a nulidade de

Q é [E|­|V|+k e como B possui posto H(G)=|E|—|V|+k e, conjuntamente com
É

o teorema 5.2.2, temos que as colunas de B' formam uma base para o espaço

nulo de Q ( ou para o espaço nulo de Co, desde que as linhas de Q formam uma

base para Co). Analogamente, prova­se que as colunas de Q' é uma base para o

espaço nulo de B (ou para o espaço nulo de C).

Daí, x é expresso como uma combinação linear das colunas de

B'eé expresso como uma combinação linear das colunas de Q'. Além disso, as

colunas de B' são uma base para o espaço C e as colunas de Q' são uma base para

o espaço Cy, então concluímos que xe CN C,.E

No corolário a seguir, Chen'! relaciona a dimensão de CcnCo

com o posto de H.

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



Corolário 6.2.1 A dimensão do espaço biciclo é igual a dimensão do espaço nulo

da matriz H.

A demonstração do corolário 6.2.1 é uma demonstração imedia­

ta do teoremaIll

Dizer que o espaço biciclo é distinto do espaço nulo, significa a

existência de um vetor em K” que não pode ser expresso como a soma módulo

dois de dois vetores, com um vetor pertencente ao Cy, e o outro vetor pertencente

ao C. Em outras palavras, existe um subgrafo de G que não pode ser expresso
como a soma anel de dois subgrafos com um subgrafo em Cy, e o outro subgrafo

P

em C. Sabendo que G é um subgrafo de si mesmo, surge a pergunta se neste caso

o vetor incidente do grafo G sempre está presente na soma dos subespaços C e Cy.

O corolário, a seguir, vem nos fornecer uma resposta afirmativa a esta pergunta,

Corolário 6.2.2 O vetor correspondente ao grafo G está presente na soma dos

subespaços C e Cy.

Demonstração:

Seja g o vetor de Kº incidente do grafo G.

Q

Mostrando que R =| B| possui o mesmo posto de | , esta­
8

remos mostrando que g é expresso como combinação linear das linhas de Q e B,
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isto é, ge[C, UC] (desde que, as linhas de Q são uma base para Cy e as linhas

de B uma base para O). Daí, em virtude de Cq +C= [Co UC], a prova do coro­

lário estará completa.

Tomemos um vetor x no núcleo da matriz |. Pelo teore­
ma 6.2.1, x está no espaço biciclo e daí, pelo teorema 5.2.1, x possui um número

par de elementos valendo um.

Assim,

gx = O, desde que, g é um vetor cujos elementos são

todos iguais a um e x possui um número par de elementos valendo um.
F

Logo, x está no núcleo da matriz R.

EÉ evidente que todo vetor x no núcleo de R também está no nú­

cleo de[| :B

Assim, R e [6 possuem o mesmo subespaço nulo, e evidente­
mente a mesma nulidade.

Se r é a nulidade de R e lembrando que R e [| possuem o
mesmo número de colunas ([E|), temos:

posto de R = IE ­r = posto de [5 e a prova do corolário está completa.Ml
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O corolário a seguir é uma conseqiiência direta do corolário an­

terior.

Corolário 6.2.3 Um grafo G pode ser expresso como a soma anel de um conjunto

corte ou a união arestas­disjuntos de conjuntos cortes e um circuito ou a união

arestas­disjuntos de circuitos de G. Bl

A partir da referência Deo"? temos o número mínimo

2!E| — 2P(S) — 28(S) + 1 de grafos não nulos que não estão em C e nem em Co. Em

virtude desta observação e dos resultados, já mencionados, conseguimos as se­

guintes conclusões:

1­ A dimensão do espaço biciclo, dim(B;), é igual a IE ­p, onde p é o posto de

2)
Demonstração:

Pelo corolário 6.2.1, a dim(B; ) = ainfxe([5))
Agora, se p é o posto de [) e sabendo que esta matriz possui

[E] colunas, então, por um resultado de álgebra linear, a ám[<e([2]) é |E|­p.
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Logo, dim(B; )=|[E|­ p .M

2­O número de subgrafos no espaço biciclo, incluindo o grafo nulo, é um número

par, isto é, 2alEl­p.

Omitimos esta demonstração em razão de ser semelhante a do

corolário 4.4.1, provado no capítulo 4. Bl

3­ O número de subgrafos em G que são ciclos ou a união arestas­disjuntos de

ciclos e não são co­ciclos (ou a não união arestas­disjuntos de co­ciclos) é igual a

24(S) 2/E­»l Analogamente, o número de subgrafos em G que são co­ciclos ou
a união de co­ciclos arestas­disjuntos e não são ciclos (ou a não união arestas­

disjuntos de ciclos) é igual a 2P(S) 218»À Também, a negatividade lógica de

ambas as sentenças, isto é, o número de subgrafos não nulos do grafo G que não

estão em C e nem em Cy é 21El —­ 2P(6) ­ ap(G) , 2/El­p.

Demonstração:

Utilizando a fórmula de Silva­Sylvestre temos:

|cnCo =ld­enmce|=2"X0 ­2/e­».

A demonstração negativa lógica da primeira é análoga a anterior.
PP
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Se os grafos nulos (por definição) estão incluídos em C e em Cy,

então, obviamente, não estão incluídos em CUCy.”

Pela lei de Morgan, CUC?o = Cn Cy.

Pelo princípio de inclusão e exclusão,

|CNCo = KA ­ICI­1CI+[CACy|.

Sabendo que IKFl = 28, ICI =2"9, lo J=2"9 e

dim(B;)le nO Co] =2 , à prova está completa.

4­ O número máximo de subgrafos em G que não estão na soma dos espaços C e

Co é alEl — 2P(G) ­ 2H(G) + alEl­p.

Demonstração:

Desde que, CUC, a [CUC,].então [Cuc, T<sfcuc. à
Segundo o resultado anterior (3),

[cuco =2 ­ 2P(S) — 2p(S) 4 2/EI­P. i)
Comparando (i) e (ii),

[cu C, | < 2/El ­2P(6) 2n(6) p2lEl­P Gi
De álgebra linear, temos:

.

* Considerando X um conjunto, usamos X para denotar o complementar deste conjunto.
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De álgebra linear, temos:

[CUC, ]=C+C,. (iv)

Assim, a prova está completa comparando (iv) e (111).

5­ A dim (C + Co) é p.

Demonstração:

dim(C + Co) = dim(C) + dim(Co) ­ dim(Cn Co)

=h(G)+p(G)­ dim(B;)
=|E(G)|­ [V(G)| + O(G) +|V(G)| ­ O(G) — [E(G)|+ p

= p, onde p é o posto da matriz [s| =
E

6. O número de subespaços de G na soma dos espaços C e C,1 é um número par,

isto é, 2º.

A demonstração é análoga a do corolário 4.4.1. E

Como conseqiiência imediata deste resultado temos:

7. O número de subgrafos de G que não estão na soma dos espaços C e C1o é um

número par, isto é, 21E/ ­2Pm
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Comparando os resultados 4 e 7 temos:

2lEl ­9P <2/El 2 9P(G)  4p(G) , 2lEl­p

—P< —2P(S) — 2H(G) + alEl­p

2P(G) +2h(S) & alEl­p +2P

|Col+lel< 2/!2|­P + 2º.m

9. O número de subgrafos em G que não são ciclos ou a união de ciclos arestas­

disjuntos e nem são co­ciclos união arestas­disjuntos de co­ciclos, mas que são a

soma de algum ciclo ou a união arestas­disjuntos de ciclos com um co­ciclo ou a
Ed

união arestas­disjuntos de co­ciclos é igual a 2P — 2P(O) — 2p(S) , alEl­p.

A demonstração segue análoga a da primeira sentença do tercei­

ro resultado, bastando calcular Ie +Co)N(ÍCUC, ) =
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Capítulo 7

Planaridade e dualidade

7.1 Introdução

Os resultados apresentados neste capítulo foram tomados a partir

das referências Wilson”? Whitney" e Nishizeki & Chiban'”*.

Neste capítulo, apresentaremos três formas equivalentes de se

definir o dual de um grafo planar, com o objetivo de motivar alguns resultados da

dualidade de um matróide que será apresentado no capítulo 9. Também apresen­

tamos uma conclusão a que chegamos (lema 7.3.1) a partir da equivalência entre

as duas primeiras definições de dual, apresentadas neste capítulo. Em razão do

objetivo deste capítulo omitiremos algumas demonstrações.
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7.2 Planaridade

Um grafo G é planar se o diagrama que o representa puder ser

encaixável no plano (ou na esfera), de tal modo que as arestas se interceptem so­

mente nos vértices extremos. Em outras palavras, o grafo G é planar se existe uma

transformação topológica, tal que, o grafo resultante, denotado por Gr, tenha to­

das suas arestas não interceptando­se duas a duas a não ser nos vértices. O grafo

Gr é chamado o grafo plano associado a G.

Os grafos G e Gr são isomorfos.

As arestas de um grafo plano G dividem o plano em porções,

chamadas regiões ou faces, dentre as quais exatamente uma face é infinita

(ilimitada), sendo que as outras são faces finitas (limitadas).

Ilustrações:

Figura 7.2.1a Figura 7.2.1b

EV
AVAVAY

cem 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



Figura 7.2.2b

Figura 7.2.2a

Figura 7.2.2.c

Uma primeira caracterização clássica de planaridade, cuja de­

monstração pode ser encontrada em Nishizek & Chiba”?, Aigner' e Whitney** é

atribuído a Kuratowski, tal como segue:

Teorema 7.2.1 (Kuratowski) Um grafo G é planar se, e somente se, G não possu­
”

ir, como subgrafo, um grafo homeomorfo ao Ks ou ao K;;.H



7.3 Caracterização de planaridade de Whitney

7.3.1 Dualidade

Segundo a bibliografia consultada, a idéia geométrica de duali­

dade é muito antiga; consta­se que Euclides por volta de 500­600 a.C. relata a

dualidade de algumas figuras geométricas.

Consideremos o grafo plano G = (V, E), com V = [vio Vnh

E =fen, em) eo conjunto de faces F=Íf,...,f,), definamos o dual geomé­

trico de G, denotado por G', como segue:
'

1­ A cada face f; (1€i<r) do grafo plano G associamos um vértice vi do G”.

2­ Para cada aresta de G, que sempre é comum no máximo a duas regiões f; e f,,

. * * . : * * .

associamos uma aresta e em G, unindo os vértices Vi; é Vi, OU SOJA,

e'= (visvi) corresponde a aresta que pertence a f; e f; em G.

3­ Se f; = f,, então vi = vis isto é, no dual e corresponde a um laço.

Ilustração:

Figura 7.3.1: dual geométrico

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



O teorema a seguir não é difícil de checar e omitiremos a de­

monstração (citada, Wilson).

Teorema 7.3.1 Seja G um grafo plano conexo. Então, G * (o dual do dual) é iso­

morfo a G. BB

Teorema 7.3.2 (Whitney) Um grafo é planar se, e somente se, ele possui um
dual.

A um grafo planar ficam associados vários grafos planos todos

eles isomorfos entre si, no entanto poderá haver grafos planos associados cujos

duais não sejam necessariamente isomorfos, veja figuras 7.2.2a, 7.3.2a e 7.3.2b.

Ilustrações:

Figura 7.3.2a
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Figura 7.3.2b

Vejamos algumas relações entre o grafo e o seu dual.

Teorema 7.3.3 Seja G = (V,E) um grafo planar e sejaG* = V“,E Jo dual geo­sr

métrico de G. Então, cg E é um ciclo em G se, e somente se, o correspondente

:
* /* PERconjunto de arestas de cem G (e E E") é um conjunto corte em G .

Demonstração:

Sem perda da generalidade podemos considerar G um grafo pla­

no conexo.

* * *
. *Sec = (vi ; Va | for um conjunto corte em G , temos:

iVI UV) =V",VWnNV=OeVI,V152O,;
*ii. G[vr ] e G*|vz | são subgrafos conexos resultantes de G —c.

Agora, utilizando a definição de dualidade geométrica de G,

sabemos que os vértices de V* correspondem as faces de G e desta forma, c” par­

ticiona o conjunto de faces de G em dois conjuntos distintos. Também,

(considerando que V, não possui o vértice associado a face infinita) todas as
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. *
+ .arestas de G associadas as arestas de c , formam um ciclo c em G que possui em

seu interior as faces correspondentes aos vértices de V,.

Omitimos a condição necessária por ser semelhante e pode ser

encontrada em Wilson”?.B

Corolário 7.3.1 Seja G = (VE) um grafo plano e seja G* = (VE) o dual geo­
métrico de G. Então, cq CE é um conjunto corte em G se, e somente se, o cor­

respondente conjunto de arestas (co E E") forma um ciclo em G”.
Demonstração:

Ed

O conjunto co & E é um conjunto corte em G se, e somente se,

(pelo teorema 7.3.1) o conjunto co CE é um conjunto corte em G” . Por outro

lado, o conjunto c6 C E é um conjunto corte em GG” se, e somente se, (pelo teo­J fo) J Pp

rema 7.3.2) o conjunto co € E é um circuito em GE

A figura 7.3.3, onde a, b, c e d são as arestas de G e a,b,c ed

as arestas de G" que correspondem respectivamente as arestas de G, ilustra o teo­

rema 7.3.3 e o corolário 7.3.1.
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Figura 7.3.3

K"=1(0,0,0,0), (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1), (1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1),

(1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1), (1,1,1,1), (0,1,0,1), (0,0,1,1), (0,1,1,0), (0,1,1,1)) = K ”,

C = 1(0,0,0,0), (11,1,0)) = CQ e

Co = 1/0000), (1,1,0,0), (1,0,1,0), (0,1,1,0), (0,0,0,1), (1,1,0,1)(1,0,1,1), (0,1,1,1)) =C.

”

Teorema 7.3.4 Sejam G um grafo planar e G o seu dual. Então, o grafo G é bi­

partido se, e somente se, o grafo G' é euleriano (união de ciclos arestas­disjuntos).

Demonstração:

Se G é bipartido, então todo ciclo de G possui um número par de

arestas. Logo, pelo teorema 7.3.3, todo conjunto corte em G" possui um número

par de arestas, o que acarreta dizer que o número de arestas incidentes em cada

vértice é par, pois a retirada de todas as arestas incidentes em um vértice acarretará

em um corte. Assim, pelo teorema 2.2.6, G' é uma união de ciclos arestas­

disjuntos.

Agora, se G” for euleriano, então pelo teorema 2.2.6, todo vértice

de G' possui grau par. Desta forma, pela definição de dual geométrico, toda face
.
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de G possui um número par de arestas, assim concluímos que todo ciclo de G pos­

sui um número par de arestas, ou seja, G é bipartido.Bl

A segunda maneira de se definir o dual de um grafo, denomina­

da dual abstrato, independe da noção geométrica, e além disto esta definição gene­

raliza o dual geométrico de grafos planares.

Um grafo G' é denominado um dual abstrato de um grafo G se

existe uma correspondência bijetora entre as arestas de G com as de G , tal que,

um conjunto de arestas de G formam um circuito em G se, e somente se, o corres­
E

pondente conjunto de arestas de G' formam um conjunto corte em G.

Com base nesta definição, um grafo H é o dual de G se, e so­

mente se, um conjunto de vetores que formam uma base para o espaço circuito de

G corresponde ao conjunto de vetores que formam uma base para o espaço co­

ciclo de H, ou seja, o espaço ciclo de G correspondeao espaço co­ciclo de H,

como ilustramos com a figura 7.3.3.

Notemos pelo teorema 7.3.3, que se G' for o dual geométrico de

G, então G* é o dual­abstrato de G. A recíproca desta relação de equivalência é

dada em whitney”'.
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Obtemos o seguinte resultado após observarmos que dois duais

não isomorfos têm a propriedade de possuírem ciclos e/ou co­ciclos corresponden­

tes, em outras palavras:

Lema 7.3.1 Se H e F são dois duais não isomorfos de G, então existe uma bijeção

de H em F, tal que, preserva ciclos e co­ciclos

Demonstração:

l. A partir da hipótese, existem bijeções 9: E(H) > E(G) e

y: E(G) — E(F), então a composta y,.q de E(H) em E(F) é uma bijeção.

2. Seja ]º um co­ciclo em H, então Q(T) é um ciclo em G.
Agora, apliando a  bijeção wao cido c=o(D), temos:

v(c) = v(9(D)) = (Wyoo)T). Daí, (WyoEXT) é um co­ciclo em F.

3. Repete­se o processo para Iº um ciclo de H, e o lema está

demonstrado.

Os seguintes diagramas, onde as figuras 7.3.4 e 7.3.5 são os du­

ais do grafo planar 7.2.2a, com a aresta a; correspondendo a aresta b; (para

i=1,...,13), ilustram este lema. Considere, por exemplo, o corte 1a2,94,910,913)

e compare com (fb,,b,,bjo,b3) e o ciclo cujo conjunto de arestas é

fa19,211,912,9,3|) e compare com fbi9,b11,b12,b13).
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Figura 7.3.4 Figura 7.3.5

O teorema a seguir é análogo ao teorema 7.3.1 e a demonstração

é encontrada em Thulasiraman & Samy* e Wilson”?

Teorema 7.3.5 Se G é um dual abstrato de G, então G é um dual abstrato de G”.M
”

O teorema a seguir nos mostra que o dual abstrato caracteriza os

grafos planares; a demonstração poderá ser encontrada em Wilson”?, contudo no­

temos que a condição necessária é dada pelo teorema 7.3.3.

Teorema 7.3.6 Um grafo é planar se, e somente se, ele possui um dual abstrato. Bl

A seguir apresentamos a terceira definição equivalente de duali­

dade. Esta definição foi dada por Whitney”.
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Um grafo G éo dual­Whitney (ou dual combinatório) de G se

existe uma correspondência bijetora entre as arestas de G e de G, tal que, se H é

um subgrafo gerador de G e H' o correspondente subgrafo de G”, então:

n(H) + P(G* ­— H) = P(G” )

O teorema a seguir é análogo aos teoremas 7.3.1 e 7.3.4.

Teorema 7.3.7 Se G é um dual­Whitney de G, então G é um dual­Whitney de

Gm

O teorema a seguir, cuja demonstração pode ser encontrada em

Whitney", nos fornece uma caracterização de grafos planares por meio do dual­

Whitney.

Teorema 7.3.8 Um grafo é planar se, e somente se, ele possui um dual­Whitney.M

Uma prova de equivalência entre a primeira e a terceira defini­

ção de dualidade pode ser encontrada em Whitney”.

Veremos no nono capítulo que as definições de dualidade abstra­

ta, dualidade­Whitney são conseqiiências diretas da dualidade de matróide.
.
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Capitulo 8

Noções de Matróides

8.1 Introdução

Em 1935, Whitney publicou um artigo com o título “On the

abstrat properties of linear”, onde introduz­se uma teoria denominada teoria de

matróides. Ele construiu esta teoria verificando analogias entre o conjunto de

arestas de um grafo e a estrutura de uma matriz. A literatura consultada nos mostra

que B. L.. van der Waerden deu início informalmente a esta teoria antes que Whi­

tney. Esta teoria ficou esquecida por um bom período de tempo; até que em 1958

W. T. Tutte obtém alguns resultados sobre esta teoria e, desde então, o interesse

em teoria de matróides e suas aplicações na teoria combinatorial, assim como em

outros ramos da matemática e engenharia tem crescido rapidamente, justificando o

fato de encontrarmos hoje um grande número de publicações sobre o assunto; e
PP

cremos que existem muitos assuntos novos ligados a esta teoria.
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Neste capítulo, apresentamos algumas definições de matróide,

em especial, seguindo o trabalho de Whitney”, de Wilson"** e Oxley”º.

8.2 Matroids: base, independência, rank, circuito e fecho.

Um matróide M é um par ordenado (E,$) consistindo de um

conjunto finito e não vazio E (chamado conjunto fundamental) e uma coleção não

vazia 4% de subconjuntos de E (chamados bases) satisfazendo as duas condições a

seguir:

Bi. Se B1, Bo Ee DB, então BA Bare Bag Ba, isto é, nenhuma base contém pro­

priamente a outra base; e .

Bii. Se B1, BrEe Bexe Bi, então 1 ye Ba, tal que, [(81­(x))UÍy)]e DB.

s,Ilustração 8.2.1: Seja G = (V, E) um grafo. Então, (E, 8), onde 8=(E(T)/T é

uma floresta (ou árvore) geradora de G), é um matróide.

Defato:

Bi. Se EMT) e E(T9) e DB, então T7 eT, são florestas (ou árvo­

res) geradoras de G, daí (pela propriedade 2.2.2) T, não contém propriamente 1”,

e vice­versa.

Bii. Se E(T,Je E(T,)e Be w é uma aresta de T, (isto É,

weml,), então (pela propriedade 2.2.3) existe uma aresta s de 1, tal que,

(T, — w)U [s) é uma floresta geradora, daí [(E(r, )­wlu (s!] e B.
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Ilustração 8.2.2: Seja V um espaço vetorial finito e 3 = (B/ B é uma base de V),

Então, (V, 8) é um matróide.

Defato:

Bi. Se By e Baia DB, então (pela propriedade P;21) Bi£Bie

B;ÉB:.

Bi. Se Br e Bie Be weB,, então (pela propriedade P1 22)

existe ve B,, tal que, [(B, ­w)U ívl]eB,.

As duas ilustrações acima dom os resultados P>»», e P123

exemplificam a propriedade a seguir.

Propriedade 8.2.1 Quaisquer duas bases de um matróide possuem o mesmo nú­

mero de elementos.

Demonstração:

Sejam Bi = xp) e Bo =1Y1.oYt) bases de um matrói­

de, comr <t, isto é, | Bi] < | Bol.

Segundo Bi, Vx; Ee B1, 3y; é Ba, tal que, (Br­(xi))UÍYIE DB.

Aplicando esta condição, tomando cada um os X1:X9,1..., XK(1SKk<r)

elementos de Br B, temos que existem YjiiYjassoYjk E B», tal

que,
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Ba =( Br lx1X22Xk NU josso jk E B. É evidente que B;xE DB, o

que contradiza condição $;, logo | B1| > | BS.

O matróide, cujo conjunto fundamental é E, pode ser referido

apenas por um matróide sobre E.

Um subconjunto A de E é dito um conjunto independente, con­

siderando M um matróide sobre E, se A for um subconjunto de alguma base de M.

Com base nesta definição é imediato que as bases de M sejam os conjuntos inde­

pendentes maximais; e por esta razão se listarmos os conjuntos independentes de

um matróide este fica completamente determinado, em outras palavras, temos uma

outra definição de matróide, via axiomas de independência, que será dada a seguir.

Um matróide M é um par ordenado (E, 3) consistindo de um

conjunto finito e não vazio E (chamado conjunto fundamental) e uma coleção não

vazia3 de subconjuntos de E (chamados conjuntos independentes) satisfazendo as

três condições a seguir:

nn Des,

Ju. SeXe Je YcXentãoYe Je

Jiii. Se X,Ye Je |X| < |Y| então 3ye Y­X, tal que, Xuíyle Jg.
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A prova de equivalência destas duas primeiras definições de um

matróide pode ser encontrada em Welsh*, Oxley* e Whitney",

Ilustração 8.2.3: Seja G = (V, E) um grafo. Então, (E, 7), onde J=(E(T)/T é

uma árvore ou uma floresta de G), é um matróide.

De fato:

As condições i e ii são imediatas, agora provaremos a condi­

ção iii, sejam E(T,) e E(T,) e 3 e [E(T)) <|E(T>).

Desde que, 17 e 1, são árvores ou florestas, então

Ie)=)­er) e en) =)­o(7)

Se existe veT,, com vel,, então qualquer e=(u,v)el,

pode ser adicionada a 17 sem formar um ciclo em I,. Se não existir v nestas

condições, então [V(T,) <|V(T,)|, e por hipótese [E(T,)| > E(T,)| o que implica

em or) =|V(T,)|­|E(1))| <[V(T,)|­[E(6 | = (7), isto é, O(D)<o(T);
daí existe uma aresta e e 1, que une componentes distintas de 1, e por esta ra­

zão pode ser adicionada a 17 sem formar um ciclo em [,.

a b
11

Ilustração 8.2.4: Seja a matriz A=|0 O . Sea, b,c, d, e e f deno­
00

PP

tam as colunas (nesta ordem) de A, então (E, J), com E = fa,b,c,d,e,f) e
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J=(X/XcEe X é linearmente independente) = ( O, (al, (b), (c), (d), fe),

(ad), (ac), (ae), (bc), (bd), (bel, (cel, (cd), (del, (acel, (ade),

(b,c,e), (b,d.e)), é um matróide (basta checar).

Na teoria de grafos, se T é uma árvore de um grafo G, podemos

estender T para uma árvore geradora de G e analogamente, em um espaço vetorial,

se S é um subconjunto independente, podemos estender S a uma base deste espaço

vetorial. O resultado a seguir é uma generalização desta analogia entre a árvore T

e o conjunto S citados.

”

Propriedade 8.2.2 Seja M = (E, J) um matróide e Xe 7. O conjunto X pode ser

estendido para uma base de M.

Demonstração:

Se X é um conjunto independente maximal, não há o que se

provar; caso contrário X c Y, onde Y é independente maximal, isto é, Y é base

de M.

Por giii, 3y, e Y­X, tal que, XUÍyile 3; se Xuiy, Lfor

independente maximal, está provada; caso contrário, 3 y7 e Y­(Xuí(y1)),tal

que, (Xu) Utys te J. Se XU 12) for independente maximal, a de­

monstração terminou, se não, repete­se o raciocínio até se obter um conjunto in­

dependente maximal.Il
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A propriedade 8.2.3 (abaixo) generaliza a similitude comum

entre o fato de quaisquer duas árvores geradoras do grafo gerado por um subcon­

junto qualquer de arestas de um grafo possuírem o mesmo número de arestas e o

fato de que quaisquer dois subconjuntos linearmente independentes maximais de

um subconjunto de um espaço vetorial possuírem o mesmo número de vetores.

Propriedade 8.2.3 Seja M = (E, J) um matróide e sejam X,YcA, para ACE. Se,

X e Y são independentes maximais em A, então [X] =|Y]|.

Demonstração:

Suponhamos que |X| </Y]|.

Por Jiii, 3y e Y ­X, tal que, XUÍyle 4d.

É evidente que Xu ylcAe IX U Dl =|X]+1, o que contra­

diz a hipótese de X ser independente maximal em A.

Os matroids M, = (E, 1) e Mo = (Es, 2) são isomor­

fos (denotamos M, = M,), se existe uma bijeção 1 de E; em E; que preserve a

independência, isto é, Xe 4 se, e somente se, 9(X) e 2.

Ilustração 8.2.5: Denotamos por M, o matróide da ilustração 8.2.4 e por Ms o

matróide definido a partir do grafo G da figura 8.2.1 (abaixo), onde Ms = (E, 3),

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



com E = (a, be, de, fr eJ=(Kec E/G[X] é uma árvore ou floresta de G). Po­

demos checar facilmente que M,4=M,;s, por exemplo, se considerarmos a bijeção

dada por: (a) =arestan, q(b) = aresta p, Q(c) =r, q(d) = q, (e) =s, o(f) =t,

vemos que um conjunto X é independente em Ms, isto é, 9(X) é uma árvore ou

floresta de G.

q

Figura 8.2.1

Seja M = (E, )) é um matróide e Ac E. Denominamos rank de

A e denotamos por p(A) o número de elementos do subconjunto independente

”»maximal de A, isto é, pA)= maxflXl/XcAeXe J ) e denotamos por

P(M) o número de elementos de um subconjunto independente maximal de M.

(Nós usaremos o termo rank neste sentido, que a grosso modo corresponde na

tradução o posto de uma matriz).

E imediato que se, M é um matróide sobre E, então:

1. P(A) =|A|, se A for um subconjunto independente de E; e

ii. |B] = p(B) = p(E), se B for uma base do matróide.
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A seguir daremos a definição de um matróide em termos da fun­

ção rank, o que faz sentido se observarmos que ao calcular o rank dos subconjun­

tos de E determinamos o matróide (E,J).

Um matróide M é um par ordenado (E,p) consistindo de um

conjunto finito e não vazio E (chamado conjunto fundamental) e uma função de

valores inteiros não negativos (chamada função rank), definida sobre o conjunto

potência de E, satisfazendo as três seguintes condições:

pi. OSPp(A)S|A, VACE;

pii., PIA) <p(B)) VA,BEEeCeACTB;

pili.p(AUB)+Pp(AnB)<p(A)+p(B) VA,BCE.

A prova de equivalência desta definição com a definição nos

termos de conjuntos independentes também pode ser encontrada em Wilson”',

Whitney** e Oxley”.

Ilustração 8.2.6 Se EcV (E finito), onde V um espaço vetorial sobre um corpo

F,e VXc E, p(X) = dim[X]. Então, é um matróide (E,p) (ese a propriedade

P124).
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Ilustração 8.2.7 Seja G=(V,E) um grafo e VH cg E, p(H)é o número de arestas

da floresta (ou árvore) geradora de G[H]. Então, (E,p) é um matróide(use as

propriedades 2.2.4, 2.2.5 e 2.2.6).

Um subconjunto A de E é chamado um conjunto dependente do

matróide M sobre E, se A não for independente. Se A for dependente minimal,

então A é um circuito de M. (Para mais detalhe veja matróide ciclo de um grafo,

abaixo).

Um elemento x de E é um laço (ou laçada) do matróide M sobre

E se, e somente se, o conjunto unitário (x) é um circuito (conjunto dependente

minimal de M). Um par de elementos distintos x e y de E, são paralelos em M se,

e somente se, o conjunto (x, y ) é um circuito de M.

Lema 8.2.1 Consideremos o matróide M = (E, J).

i. x é um laço se, e somente se, p(fx)) =0; e

à x e 73y são paralelos se, e somente se,

Px) =P(ODY=e(CyH=1

Um matroid M que não possuir laços e nem pares de elementos

paralelos é denominado matróide simples. M é denominado matróid bipartido se

qualquer circuito de M possuir um número par de elementos, enquanto M é de­
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nominado euleriano se o seu conjunto fundamental puder ser expresso como a

união de circuitos disjuntos.

À continuação, definimos um matróide em termos de circuitos, o

que faz sentido se observarmos que os circuitos determinam os conjuntos inde­

pendentes do matróide.

Um matróide M é um par ordenado (E, €), consistindo de um

conjunto finito e não vazio E (chamado conjunto fundamental) e uma coleção €

de subconjuntos de E (chamados circuitos) satisfazendo as duas condições seguin­
”

tes:

Li. Se P1, O:e €, então PB £ Ce Ca O, em outras palavras, nenhum circuito

está contido em outro circuito ; e

Gil. Se E1, CC: Ee €, com Pr É Pa e xe PrN Ca então À3 Eze QE, tal que,

Ci0(eiu 62)­(x)).

Ilustração8.2.8 Seja G = (V, E) um grafo com pelo menos um ciclo. Então, o par

(E, O), onde E=(X & E/ G[X] é um ciclo) é um matróide.

Defato:

Ci. Se X, Ye e€Q, então XEY e YZX, pois se XcY, então Y

não é circuito (não é dependente minimal), o que está em contradição com a hipó­

tese.
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Gii. É imediato, pelo corolário 4.2.1.

Ilustração 8.2.9 Seja G = (V, E) um grafo com pelo menos um conjunto corte.

Então, o par (E, €), onde E=(X 2 E/ G[X] é um conjunto corte) é um matróide.

Gi. Análoga a anterior.

Gii. É imediato pelo corolário 4.3.1.

Considerando o matróide M = (E,p) e ACE, o/fecho de A,

denotado por cI(A), é o conjunto de todos os elementos de E que são dependentes

sobre A, ou seja, cl(A) = (xeE/ p(Au (x))=p(A)).

Valendo­se da definição de fecho e considerando 2º o conjunto

das partes de E, podemos definir o matróide M nos termos de fecho tal como se­

gue:

Um matróide M é um par ordenado (E, cl), consistindo de um

conjunto finito e não vazio E (chamado conjunto fundamental) e uma função

cl:2P — 2º (chamadafunção fecho) satisfazendo as três condições abaixo:

clii VAÇE, A ccl(A) = cI(cl(A));

clil. Se AC BCE, então cI(A) <cI(B); e

* A forma inglesa da palavra fecho é closure ou span.
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cliii. Se x ecl(AUíy)) ex ecl(A), então y ecl(Au (xl).

Ilustração 8.2.10 Seja G = (VE), um grafo com p(G) > 1. Então, o par (E, cl),

onde qualquer A e 2º, cli(A) = fx/ p(GIA]JUx) = P(GIATN)), é um matróide.
a

1Ilustração 8.2.11 Seja a matriz A = lo
b c
10o 1 Se a, be c denotam as colunas

(nesta ordem) de A, então o par (E, cl), onde E = (a, b, c) e qualquer Be 2º,

cI(B) = dx x e([B]JM E)), é um matróide.

sF

A seguir oferecemos alguns exemplos de matróides que devido a

importância recebem nomes específicos.

Exemplo 8.2.1. Matróide trivial

Se E é um conjunto finito e não vazio, então M = ( E, 7), com

J=19), é um matróide sobre E e denominado martróide trivial. O único conjunto

independente do matróide M é o conjunto O.

Exemplo 8.2.2. Matróide discreto

Se E é um conjunto finito e não vazio, então M = (E, J), com

J=2º (2º o conjunto das partes de E), é um matróide sobre E e denominado ma­
.
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tróide discreto. A coleção de conjuntos independentes no matróide M são todos os

elementos de 2º,

Exemplo 8.2.3. Matróide Uniforme (Unmx)

Se E é um conjunto finito e não vazio, com |E|=m, então

M=(E, 3), onde J= [X/XcgEe|X|<k, para0 Sk <m), é um matróide so­

bre E, denotado por Umx e denominado matróide k­uniforme, ou ainda, matróide

uniforme de rank k. Notemos que os subconjuntos independentes de Um são to­

dos os subconjuntos de E que possuem no máximo k elementos.

”

Considerando A c E, obtemos:

i. Os valores da função rank são dados por:

(A) = JA|,.se |A|< kALAS k, se |A/>k.

ii. A família de bases de Um é dada por:

B(Umy = fA/|A|=kk.

iii. A família de circuitos Um. é dada por:

C(Ume)=([A/|Al=k+1.

iv. A família de conjuntos fechos é dada por:
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cl(A) =
A, se |Al<k
E, se |A|> k.

Observemos também que Unm.o é o matróide trivial e que o Unm

é o matróide discreto, isto é, os dois exemplos anteriores de matróides são casos

particulares deste matróide Unmk, isto é, para k = 0, Umo é trivial e para k= mé o

matróide discreto.

Exemplo 8.2.4. Matróide Gráfico

Seja G = (V, E) um grafo, com E* O. O par ordenado (E, 3),
E

onde J = (Xc E/G[X] é uma floresta ou uma árvore de G) é um matróide, deno­

tado por M(G) e denominado o matróide circuito (ou matróide ciclo)de G.

Valendo desta definição de matróide o resultado a seguir é ime­

Propriedade 8.2.4 Seja G = (VE) um grafo (com Ez O) e seja M(G) = (E, J) o

matróide circuito de G. Então:

i. Um conjunto de arestas de G é independente se, e somente se, ele não possui um

ciclo de G.

ii. Os circuitos do matróide M(G) são ciclos de G.
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Um matróide L é chamado matróide gráfico se existir um grafo

G, tal que, L é isomorfo ao matróide circuito M(G).

Ilustração 8.2.12 O matróide U3z> é isomorfo ao matróide circuito M(G) = (E, J),

com E = (a, bvcl e 37 =(10,fal,(bl, (cl, fa, bl, fa,clfb,c)) (veja figura 8.2.2)

(abaixo) e por esta razão U3z, é um matróide gráfico, ao passo que U,., não é um

matróide gráfico, pois não encontramos um grafo com quatro arestas com a pro­

priedade que três arestas quaisquer formem um circuito.

a

G: b
É

Figura 8.2.2

Pela literatura consultada, concluímos que matróides é uma ex­

tensão da teoria de grafos.

Os três grafos abaixo (figura 8.2.3), não são isomorfos mas os

matroids circuitos associados são isomorfos. Este é um resultado de Whitney“.

Figura 8.2.3
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Exemplo 8.2.5 Matróide cográfico

Dado um grafo G = (V, E) não somente podemos definir (sobre

o conjunto das arestas) o matróide circuito, mas podemos definir, tomando como

família de conjuntos independentes todos os subconjuntos de E que não contenha

co­ciclos de G. Formalmente o par (E, 7), com J=( X/ XcE e X não possui

corte de G) é um matróide denominado o matróide co­ciclo de G e denotamos por

M (G). Neste caso, um corte de G é um circuito de M'(G).

Análoga a definição de matróide gráfico, dizemos que um ma­

tróide P é cográfico se P for isomorfo a M'(G).
­

Ilustração 8.2.13 Tomemos o grafo G = (V, E) da figura 8.2.2 (acima) e a família

de conjuntos independentes 7 =1,fak,(bl, (c]). Daí, o matróide co­ciclo de G

M'(G) = (E, 7). Notemos que Us; é um matróide cográfico.

Exemplo 8.2.6 Matróide planar

Um matróide que é gráfico e cográfico ao mesmos tempo é de­

nominado matróide planar.

Ilustração 8.2.14 O matróide circuito do grafo abaixo é também um matróide co­

ciclo de G, portanto é um matróide planar.

Figura 8.2.4: G: a b
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Observamos, como conseqiiência direta do Lema 7.3.1, que em­

bora os duais geométricos de um grafo possam não ser isomorfos, eles possuem

matróide circuito e co­ciclo isomorfos, em outras palavras, se G é um grafo planar

com duais Gz * G3,então M(GI) = M(G3) e m(G, ) = M'(G,).
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Capítulo 9

Dualidade em matróides

9.1 Introdução

Os conceitos ortogonal de espaços vetoriais e dual de um grafo

planar motivaram a dualidade de matróides (introduzida por Whitney em 1935);

em outras palavras, a dualidade de matróides generaliza a ortogonalidade de espa­

ços vetoriais e dual dos grafos planares.

Neste capítulo (onde fizemos uma breve introdução na dualidade

de matróides), percebe­se que a dualidade de um matróide inclui as definições de

dualidade da teoria de grafos dadas no sétimo capítulo e também beneficia a apli­

cação de matróides na teoria combinatorial.

Os resultados deste capítulo se encontram basicamente em

Wilson?"*”, Oxley”º e Recski”'.
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9.2 Dualidade em matróide

Iniciaremos esta seção com o seguinte resultado:

Teorema 9.2.1 Seja M=( E,p) um matróide sobre E (definido nos termos da

função p). Então, N=(E, pó) é um matróide sobre E, onde

P(A) =|A|+Pp(E­A)­P(E) VAGE.
Demonstração:

Temos que:

P(E­ A) =maxfX|/Xc(E­A) ep(X)= 14 < maxf|Y|/ Y c E e p(Y) =|Y])
=p(E) e daí, podemos escrever:

P(E­ A) <p(E) ou p(E)­p(E­ A)z>O.

Agora, por hipótese e por ( 1):

p(A) =|A|+p(E­A)­p(E) <|A|+p(E)­p(E) <|A|, logo:

p(A)S|A|.

Por outro lado,

P(A U(E­A))+P(AN(E­A)) Sp(A)+p(E­ A)

=> P(E) +p(O) S p(A) +p(E­ A)

= P(E) ­ p(E­ A) Sp(A) <JA|

=> ­|A|+p(E) ­p(E­ A) SO

— |A|+p(E—­A) ­ p(E) > O
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= p'(A)>O

Comparando ( ii ) e (iii ) temos:

0<p (A) SA (iv)

A prova de p*(A) <p*(B), VABGEeACB é direta e por

esta razão é omitida. (v)

Agora, para VA,Bc E,

P'(AUB)+p*(ANnB)=|AUB|+pP(E­(AUB))­p(E)+|ANBI+p(E­(AnNB))
—P(E) =|A| +|B|­|A n Bl + p((E ­ A) (E —B)) +|A MB + p((E — A) UE — B))

—2p(E) S|A| +|B|+ p(E— A) + p(E — B) — 2p(E) (por piii aplicando em p)

=p*(A) +p*(B), assim '

P'(AUB)+p"(ANB)<p"(A)+p'(B). (vi)

A partir de (iv ), (v ) e ( vi ) concluímos que N = (E, pó) é um

matróide.Ml

Whitney com este teorema 9.2.1 define o dual de um matróide

como segue:

Se M=(E,p)éum matróide definido nos termos da função

rank, define­se o matróide dual de M e denotado por M, como sendo o matróide

sobre E e cuja função rank p * é dada pela expressão:

P(A) =|A|+p(E­A)­Pp(E) VAGE.
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Como conseqiiência direta desta definição (diferenciando do

dual de um grafo) temos:

* Todo matróide possui dual; e

* O dual de um matróide é único.

Usando a definição de dual, obtém­se as bases de M' por meio

das bases de M da seguinte forma:

Teorema 9.2.2 Seja M=(E,p) um matróide sobre E, e seu dual M' = (E, p ).
Então, B' é uma base de M se, e somente se, E ­ B (ou B=E ­ B ) é uma base

de M.

Demonstração:

Basta mostrarmos que se B é uma base de M', então E ­ B é

uma base de M, em vista que a recíproca é obtida simplesmente revertendo­se os

argumentos, assim:

Mostremos que se B é uma base de M, então E ­ B é uma base

de M, de fato:

SeB é uma base de M', então B é independente e

*p*(8")= B
Por hipótese,

p"(B")=|B"|+p(E­B")­p(E) .
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Substituindo a igualdade de ( i ) na (il ) temos que E­B' possui

um subconjunto independente maximal de M, isto é,

P(E­B")=p(E) (iii)

Agora, para mostrarmos que E­B' é independente em M, basta

mostrarmos que P(E­B")=|E­B"| e para isto, temos por hipótese que

p*(B")=|B" eM=(E, p)eodual deM=(E, pó), então:

P(E­B")=|E­B' +p"(E­(E­B"))­p'(E)
*=>p(E­B")=|E­B' +p"(B*)­|s

= p(E­B")=|E­B"|.
Logo, por (iii )e (iv), E­B' é uma base de M.B

Como conseqgiiência imediata deste teorema temos que B é uma

* ”
*

Fábase de um matróide M se, e somente se, E­B é uma base de M , o que acarretará

,
**

. . *s.que B é uma base de M e vice­versa, isto é,M=M .

Uma prova para o teorema a seguir pode ser encontrada em

Wilson”?.

Teorema 9.2.3 Se G é um grafo, então M (G) = (M(G))', isto é, o matróide con­
­

junto corte M'(G) de um grafo G é o dual do matróide circuito M(G).
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Se M é o dual de M tem­se:

* Um cocircuito de M é circuito de M' ( no caso do matróide circuito M(G) os

cocircuitos de M(G) são os conjuntos cortes de G).

* Uma cobase de M é uma base de M”.

* O corank de M é o rank de M.

Com base nas definições acima, conclui­se que um matróide

cográfico é dual do matróide gráfico; e também pode­se ver que qualquer resulta­

do sobre circuitos de um matróide fornece imediatamente dois resultados sobre

grafos, desde que se possa aplicar o resultado tanto para o matróide circuito M(G)

de um grafo como para o matróide conjunto corte M'(G) de G. Em outras pala­
vras, dois resultados de grafos são simplesmente formas duais de um único resul­

tado da teoria de matróides, necessitando deste modo provar um resultado na teo­

ria de matróides e usar a dualidade a fim de obter dois resultados na teoria de gra­

fos. Este é um dos exemplos de como a dualidade de matróides beneficia à aplica­

ção de matróides, para mais informações vide, por exemplo, Recski*! ou Wilson”.

Como conseqgiiência do teorema 9.2.3 (acima), tem­se que a de­

finição de dualidade de um matróide generaliza a definição de dual­abstrato de um

grafo planar G, ou seja, os circuitos de M(G) correspondem aos cocircuitos

de
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* o” . * .M (G) e por esta razão os circuitos de G correspondem aos conjuntos cortes de

G. Agora, em razão do dual abstrato ser equivalente ao dual­Whitney e generali­

zar o dual geométrico, tem­se que o dual de um matróide também generaliza estas

duas definições.

Verifica­se que os resultados apresentados no sétimo capítulo

têm extensão natural para a teoria de matróides, para maiores informações, vide,

por exemplo, Wilson, Oxley?º ou Rescki*.
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Capítulo 1O

Representabilidade de matróides

10.1 Introdução

Neste capítulo, introduzimos a noção de representabilidade de

matróides e os espaços circuitos e co­circuitos do matróide.

Os resultados apresentados foram tomados basicamente de

Oxley”, Welsh* e Wilson”'.

10.2 Matróides Representáveis

Consideremos o matróide M = (E,7), onde [E|=n e um corpo

arbitrário F. Dizemos que M é representável sobre o corpo F, se existe um espaço

vetorial V sobre F (assumamos que dim(V) = n e escrevemos V" ao invés de V

simplesmente) e uma aplicação injetiva 0:E VT", tal que, se X é um membro de
P

M (isto é, Xe 7), então 0(X) é linearmente independente em V (sobre FP).
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Suponhamos que M = (E, 7) seja representável sobre o corpo F,

então dada qualquer base B = Tb, »b2 bm) de M (é evidente que píM) = m)) a

imagem de B, 0(B) = 16(b,), d(b2),....d(bm)), é linearmente independente em

V" , isto é, o conjunto D = fó(bi) =v1,d(bs)=v2,...0(brm)= vm) é uma base

para um subespaço W de V",de onde W é gerado por D.

m
—

Agora, se we W, entãow= X av; a; EF, i=1,m, implica
i=1

que w é associado a uma (única) m­upla (01,0%2,..., Cm) de elementos de F e

reciprocamente uma m­upla de elementos de F fica associado a um vetor w de W,
só

e por conseguinte o conjunto

F" = 1(04,02,...,0m)/ O; EF =Lm) com as
operações usuais de adição e multiplicação (escalar) é um espaço vetorial sobre o

corpo F. Logo, os espaços W e F" são isomorfos.

Para a transformação linear T: V" —F" (m<n) existe uma

matriz A que representa a TT com respeito às bases

D =(Íbr,b2,..., bm Le B=fen,c2,...,cn)h deF" e Vº respectivamente, isto é,

A= [a;;] de ordem m x n e cujos elementos a;; e F, Vi=1,mej=1,n.
Usando as operações elementares (de linhas e coluna de A) À

tem a seguinte forma:

A =[InlQ], onde In é a matriz identidade e Q é algu­
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ma matriz mX(n—­m) sobre F. A esta matriz U = [In |Q] chamamos uma repre­

sentação vetorial padrão de M com respeito à(s) base(s) D (e À).

Por outro lado, se P é um matróide vetorial de A, denotado por

P = P[A] (P é matróide vetorial de A, se o conjunto fundamenta! é indexado pelas

colunas de A, e a família de conjuntos independentes de P são os conjuntos de

vetores­colunas linearmente independentes de A), então M é isomorfo a P. Conse­

qiientemente, dizemos que um matróide N é representável sobre um corpo F se, e

somente, N é isomorfo a M[A], para alguma matriz A= (a;), cujos os elementos

aje F, V1,).

Nem todos os matróides são representáveis, por exemplo, o ma­

tróide de Vámos Vzg não é representável, vide referência Oxley”.

Teorema 10.2.1 Se M é um matróide vetorial de [In [Q], então o seu dual M' é o

matróide vetorial de [­QThn<m | =

Corolário 10.2.1 Se M é representável sobre o corpo F, então o seu dual M' tam­

bém é representável sobre F. Ml

As demonstrações dos dois resultados acima são encontradas em

Oxley”.

Se o corpo F for o corpo de Galois módulo 2, F = GF(2), então o
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matróide M representável sobre F é chamado binário; formalmente, um matróide

M é binário se M for representável sobre o corpo GF(2).

Como todo matróide gráfico (ou cográfico) é representável sobre

qualquer corpo F, então o matróide gráfico (ou cográfico) é binário. Porém, nem

todo matróide é binário, por exemplo, o matróide U.4,, definido sobre E = (a, b, c,

d) não pode ser representável sobre GF(2), pois se considerarmos (a, b) uma base

e os elementos de E associados respectivamente aos elementos de

1(1,0),(0,1), (x,y). (z,t)), teríamos que os elementos x, y, z e t não poderiam ser

nulos, pois por exemplo, teríamos (1, 0) e (x,y) linearmente dependente, se y = O.

Assim, concluiríamos que x = y=z=t= 1,0 que também contradiria a condição

de (x, y) e (z, t) ser linearmente independente. Porém, Ua, é representável sobre

qualquer corpo diferente do GF(2), pois considerando (a, b) uma base e os ele­

mentos de E associados respectivamente aos elementos 1(1,0),(0,1),(1,1),(1,x)), a

condição é satisfeita tomando x qualquer elemento distinto de O e 1.

A ilustração acima não contradiz a que todo matróide gráfico ou

cográfico é binário, pois nós vimos que U,, não é matróide gráfico e nem cográfi­

co.

Um conjunto de caracterizações do matróide binário é apresen­

tado na referência Oxley”º, ou seja, as seguintes afirmações são equivalentes para
Po

um matróide M:
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(1) M é binário.

.. ” . " * , . . ­ * Ls(1) Se C é um circuito e C é um cocircuito, então le NAC | é par.
(111) Se Cy e C; são circuitos distintos, então CyA C, contém um circuito.

(iv) Se C7 e C;7 são circuitos distintos, então CA C, é a união disjunta de circui­

tos.

(v) A diferença simétrica de qualquer conjunto de circuitos é vazia ou contém um

circuito.

(vi) A diferença simétrica de qualquer conjunto de circuitos é uma união disjunta

de circuitos.

(vii) Se B é uma base e C é um circuito, então C = A;ec—BC(e,B).

(viii) Existe uma base B de M tal que, se C é um circuito, então

C= Acec­BC(e,B).

Para mais detalhes sobre a representabilidade de matróides grá­

ficos (ou cográficos), vide Oxley” e Welsh.

10.2 Epaços Circuitos e Cocircuitos do Matróide

Desde que o matróide ciclo M(G) de um grafo G é binário, en­

tão admite uma outra representação mais elegante e simples.

Seja D= (bis... bm) uma base qualquer de M(G) = (E,J) e
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co­base de M(G). Seja

i) = fej ) o circuito fundamental e; em D (C; é único cir­
cuito contido em fbi....,b, Ju feih onde I1IS€t<m). Analogamente,

Ci = CofDP”) são os co­ciclos fundamentais. Então, a representação vetorial

padrão de M sobre GF(2) é dada pelas colunas da matriz A= la; ]

1€i<me1<Sj<|E, onde a; = 1 se, e somente se, be c;, caso contrário a;=0.

Ilustração 10.1 Consideremos o grafo G = K4 e M = (E, )), onde E
+

=(1,2,3,4,5,6].

Figura10.1

Tomemos a base D = (1,2,3) DE m. (D árvore geradora de K,) e

E­D=(4,5,6).

Os ciclos fundamentais são:
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c4 =[1,3) UÍ4), 05 = (3,2) U[5)] e cf = 11,2) UÍ6), e

sendo a representação vetorial padrão de M(K,) dada por:

1 4 5 6 1

aj4 as ajg| ||

a24 az5 azgj|=|O
a3z4 a35 azçj |O

4 5
(O

1

1

1

o

1

Enquanto a representação vetorial padrão de M(Ku) é dado por

1 o 1

[FT eo 1 H
0

o 1

—1 —1 0 00

Ilustração 10.2 Consideremos o grafo H e M(H) = (E, 7), onde E=(1,2,3,4,5),

E —­D =(4,5), onde D = (1,2,3] é uma base de M.

Os ciclos fundamentais c4 =(1,2) U (4) e cs = 12,3) U (5).

Portanto, a representação vetorial padrão de M(H) é dada por:

demane=! = O oO |ede MUDEI q 4 o oj LE? Pn­m|
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Consideremos o conjunto finito E com |[E[|=n e M=(E, )) um

matróide binário e V" um espaço vetorial de dimensão n sobre o corpo de GF(2).

O espaço circuito de M é o subespaço de V" gerado pelos veto­

res incidentes aos circuitos de M, em outras palavras, é o subespaço gerado pelas

linhas da matriz circuito C(M) de M.

O espaço cocircuito de M é o subespaço de V" que são gerados

pelos vetores incidentes aos cocircuitos de M, em outras palavras, é o subespaço

de V" gerado pelas linhas da matriz cocircuito CI(M) de M.

Ilustração 10.3 Considerando o grafo H da ilustração 10.2 (anterior) temos:

O matróide M(H) = (E,)), onde E = (1,2,3,4,5) e o espaço vetorial Vi =y

(sobre o corpo GF(2)).

A matriz circuito C(M) e a matriz cocircuito C(M) são
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Denotamos os espaços circuito e cocircuito de M por E.(M) e

Ec, (M), respectivamente, isto é, os subespaços vetoriais EM) = [ (e, c,

3] e Ec, (M) =[fef.03,03,04,05,06 )] de V" = VS (sobreo corpo GF(2)) e
tem dimensão 2 e 3 respectivamente.
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Considerações Finais

Acreditamos que neste trabalho tenhamos atingido o nosso pro­

pósito de ter abrangido sobre os espaços vetoriais finitos que estão associados com

a teoria de grafos existentes na literatura consultada, na possibilidade de um estu­

do sobre o espaço vértice de um grafo e como também associar uma estrutura de

um espaço vetorial ao conjunto vértices união arestas de um grafo.

Percebemos na literatura consultada a preocupação de alguns

autores em obter o número de subgrafos nos espaços vetoriais determinados, as­

sim como o do seu complementar, sendo que, por exemplo, Deo"? calcula um

limitante inferior para o número de subgrafos não nulos do grafo G que não estão

no espaço ciclo e nem no espaço co­ciclo, enquanto Rosenstiel & Read”? apresen­

tam uma relação da dimensão do espaço biciclo com o polinômio de Tutte; desta

forma, além de termos exposto claramente o nosso objetivo cremos ter conseguido

alguns resultados, os quais aparecem no sexto capítulo.

Com relação à teoria de matróides, esperamos ter introduzido

uma teoria básica relacionada com a teoria de grafos, e para quem desejar continu­
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ar um estudo na teoria de matróides há muito o que ser estudado e nos parece su­

gerir a referência Oxley”, que em especial trás um capítulo só de conjecturas e

problemas em aberto.
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