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Resumo

Nesta dissertagdo fez-se um estudo de espagos vetoriais finitos associados
com a teoria de grafos finitos. Estudou-se os espagos vetoriais associados aos
conjuntos de vértices e arestas de um grafo. O ¢onjunto de arestas munido de uma
estrutura de espaco vetorial cremos ser o mais amplo, importante e elegante em
sua apresentagao; isto ndo significa que o espago vetorial associado ao conjunto de
vértices ndo seja importante, o qual podemos justificar dizendo que na literatura
consultada ndo encontra-se um estudo sobre uma subestrutura de espago vetorial
para esta classe de elementos de um grafo e dentro de nossa possibilidade cabe-se
dizer também que para o conjunto vértices e unido aresta ndo existe alguma classe
de espago vetorial associado (ao grafo). Em principio apresentou-se nesta disserta-
¢ao alguns resultados de caracterizagdo para os subespagos ciclo, co-ciclo e bici-
clo, desde o ponto de vista intrinseco da teoria de grafos e matréides. Ainda ilus-
trou-se os espagos ciclos e co-ciclos do matréide via representabilidade de matréi-

des.
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Abstract

The association of graphs to finite vector spaces is studied in this
dissertation. Some results caracterizing the cycle, bicycle and cocycle spaces from
the view point of graph and matroid theories are presented. In particular, the cycle

and cocycle spaces in a matroid by representable matroids.
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Introducao

Neste trabalho tentamos abranger o mais amplo possivel sobre
alguns espacos vetoriais finitos que tenham ligagdo com a teoria de grafos, em
outras palavras, dado um grafo finito, nés estudamos a maneira como pode ser
munido de uma estrutura de espago vetorial sobfe os conjuntos de vértices e ares-
tas.

A literatura que nos influenciou para o desenvolvimento deste
assunto, entre outras, podemos mencionar: Biggs6, Chen“, Deolz, Gould",
Oxleyw, Recski?!, Trudeau?*, Thulasiraman & Swamy”, Wclshzﬁ, Whi-
tney*”**?, Williams & Maxwell*® e Wilson>'*? . Apesar de termos esta influéncia
ndés ndo tivemos acesso ao estudo dos espacos dos subconjuntos de vértices e
conjunto de vértices unido arestas; razdo pela qual, estudamos os subespagos do
conjunto arestas e mencionamos da estrutura de espago vetorial do conjunto de
vértices.

Nés apresentamos a nossa exposi¢do seguindo a seguinte se-

qiiéncia:
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Desenvolvemos no primeiro e segundo capitulos as revisdes de
alguns conceitos basicos, em especial envolvendo os tépicos de algebra linear e
teoria de grafos.

No terceiro capitulo apresentamos algumas formas equivalentes
de se definir o espago aresta e o espago vértice.

No quarto capitulo apresentamos um estudo dos subespagos do
espago aresta.

No quinto capitulo apresentamos algumas relagdes entre os su-
bespacgos estudados no capitulo 4, em outras palavras, tratamos da ortogonalidade

e ortogonalidade complementar.

No sexto capitulo apresentamos algumas caracterizagdes do su-

bespaco biciclo, em especial algumas conclusdes que obtivemos.
No sétimo capitulo desenvolvemos o dual geométrico, abstrato e

2129 & obtivemos um

combinatério de um grafo, seguindo o trabalho de Whitney
resultado elementar sob lema 7.3.1.

O oitavo capitulo constitui de uma introdugdo da teoria de ma-
tréides e alguns exemplos.

No nono capitulo fazemos uma introdugdo sobre a dualidade de
matréides.

No dltimo capitulo apresentamos os espagos ciclo e co-ciclo de

um matrdide; para este propésito nés estudamos a F-representagdo de matréides.

Resultado interessante que vimos na literatura é que todo matréide gréfico e co-
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grafico sdo F-representdveis (F corpo arbitrario), em particular sobre o corpo de
Galois médulo dois, o qual acarreta os matréides grafico e cografico serem bindri-

os. Outro fato observado € que a referéncia Welsh®® apresenta cinco caracteriza-

¢oes equivalentes para matréides binérios, enquanto Oxley® apresenta oito carac-

terizagOes para esta classe de matréides bindrios.
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Capitulo 1

Elementos de Algebra Linear

1.1 Introducao

Neste capitulo, serdo revistos alguns conceitos bésicos de
dlgebra linear necessérios para o desenvolvimento deste trabalho. Por se tratar de
revisdo, ndo nos preocuparemos em oferecer as demonstragdes dos resultados;
contudo, o interessado poderd encontrar nas referéncias Callioli at alg, Halmos'®,

Knopp'’ e Lancaster'®,

1.2 Conceitos

Um conjunto F com a operagdo +, chamada adigdo, € um grupo
se, € somente se,
i)V x,yeF, x+yeF;

i)V x,y,zeF, x+(y+z)=(X + y)+z;
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iii) Existe um dnico O e F,talque, 6 + x = x + 6 = x, Vx € F. O elemen-

to 6 é chamado elemento neutro do grupo; e

iv) Para todo x € F, existe um tinico y € F, tal que, x+y = y+x = 0. O elemento

y € chamado inverso de x e vice - versa.

O grupo F € um grupo abeliano, se Vx,y € F, x+y =y +x.

Seja F um conjunto munido das operagdes + e . , chamada res-
pectivamente de adi¢do e multiplicagdo. F € um corpo se, e somente se,
1) F € um grupo abeliano na + (com o elemento neutro 0 );
ii) F- {0 } € um grupo abelianona .; e

iii) V x,y,z € F, x.(y +z) = (x.y) + (x.z) (propriedade distributiva).

Exemplo: O corpo finito Zg={0,1,...,q — 1}, com adi¢do (médulo q) e multiplica-
¢do (médulo q), denotado por GF(q) e chamado corpo de Galois, onde q € inteiro

primo (em particular q = 2).

Consideramos um conjunto V com uma operag@o bindria # e F
um corpo com as operagdes + e . . Definimos uma operagdo multiplicagdo, deno-

tada por *, entre os elementos de F e V, na qual, todo par (o, v), o€ Fe ve V,
estd associado a um tnico elemento, denotado por o * v, em V. Entdo, o conjunto

V € um espago vetorial sobre F se, e somente se,
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1)V € um grupo abeliano com ;e

i)V o, pe FeV vi,v, €V,

@.Ppxvi=axB*wv),

(o+P)*vy =(@*v)EP*vy),

o * (vi Bvy)= (0 * vp)# (o * vy)

1 * v =v;,onde 1€ aidentidade multiplicativa em F.

Se ndo houver confusdo, ao invés de referirmos espacgo vetorial

V sobre o corpo F, simplesmente diremos V um espago vetorial.

Seja V um espago vetorial sobre F, e W um subconjunto de V.
Entdo, W € um subespago vetorial de V se, e somente se,
i) 0Oe W;
iVw,weW,ww,e W;e

i) VoeFe VweW, oxweW.

Obs.: Indicamos com o simbolo M o final de uma demonstragio ou a auséncia dela
no resultado.
Lema 1.2.1 Se W é um subespago vetorial de um espago vetorial V sobre F, entdo

W também € um espago vetorial sobre F. B
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Teorema 1.2.1 A intersec¢do de qualquer nimero finito de subespagos de um es-

paco vetorial V € um subespagco de V. R

Se W; e W, sdo subespagos vetoriais de um espago vetorial V,

o conjunto de todas as somas w;#w;, , onde w; e W; e w,eW;,, é dito a soma

dos subespagos vetoriais W; e W, e € indicado por W;# W, . Conseqiientemente,

W, #W; é um subespaco vetorial do espago vetorial V.

No espago vetorial V, tomamos S = { v,, v,,...,V, }, um subcon-

junto qualquer e denotamos por [S] o conjunto de todas as combinagdes lineares

dos elementos de S, isto €, [S] = {alvl + 0oVt A0,V / Of,00,...,0, € F}.

Entdo, este € um subespago de V denominado subespago gerado por S.

Dizemos que um espago vetorial V ¢é finitamente gerado se

existe um subconjunto finito S de V, de modo que [S] = V.

Noés vimos que a intersec¢@o finita de subespagos € um subes-
paco, no entanto a unido ndo € necessariamente um subespago, contudo
W #W,=[W, UW,] é um subespago vetorial de V (para W; e W, subespagos

vetoriais de um espago vetorial V).
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Seja S = {vl,vz,...,vn}um subconjunto do espago vetorial V .
Dizemos que S € linearmente independente (L.I) se, e somente se, a equa-
gaoa, vy + 0,V +.. 4o, v, =0, com @,,0,,...,0, € F, verifica-se apenas para

=0, =..= 0o, = 0. Caso contrédrio, S € linearmente dependente (LD).

Lema 1.2.2 Os vetores ndo nulos v,, v,, ...,v, sdo linearmente dependentes se, e

somente se, um deles for uma combinagio linear dos vetores restantes. W

Teorema 1.2.2 Seja A uma matriz com elementos no corpo F. Entdo, as linhas (ou

colunas) ndo nulas de A, na forma escalonada, sdo linearmente independente. B

Ao invés de dizermos uma matriz com elementos no corpo F,

diremos somente uma matriz sobre F, ou ainda, A uma matriz de ordem m X n.

Qualquer subconjunto S = {v,, v,,...,v, } de um espago veto-

rial V € uma base de V se, e somente se,
i) V = [S], isto €, o conjunto S gera o espago todo; e

ii) S € linearmente independente.

Ao nimero de elementos de uma base de um espago vetorial V

denominamos dimensdo de V e escrevemos dimV. Se, dimV = n, entdo V é um

espago vetorial n-dimensional sobre um corpo F.
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Se X € um conjunto finito e ndo vazio, entdo o conjunto W de
todas as fungdes de X em um corpo F, isto é, W ={f/f:X — F} é um espago
vetorial de dimens@o igual ao niimero de elementos de X. Para quaisquer fungdes
f, g € W e qualquer escalar o € F, verifica-se:

(f+g)x)=f(x)+g(x) e

(af)(x) = af(x), V x € X.

Sempre que nos referirmos nesta dissertagdo a um espago veto-

rial estaremos considerando-o de dimensao finita,

Teorema 1.2.3 Seja S um subconjunto do espago vetorial V. Se V = [S] e

{V,, V;,...,v, } € um subconjunto linearmente independente maximal (maximal
no sentido de inclusdo de conjuntos) de S, entdo {v,, v,,...,v, } € uma base de

va

Teorema 1.2.4 (Teorema do Completamento) Seja V um espago vetorial de di-

mensdo n>1, e seja { v;, V,,...,V, } um subconjunto linearmente independente de

V, com k < n. Entdo, existem elementos V., Vi,2,..., V, €V tais que

{V1,Vaseees Vs Via1se- sV |} € uma base de V.
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Teorema 1.2.5 Sejam V um espago vetorial ¢ W um subespago vetorial de V.

Entdo, dimW <dimV. Em particular, se dimW = dimV,entio V=W. R

Teorema 1.2.6 Seja V um espago vetorial de dimensdo finita, e sejam W, e W,

subespagos de V. Entdo, dim(W;# W) = dimW; +dim W, —dim(W; "W, ). &

Em um espaco vetorial V valem as seguintes propriedades:

P;.2.1. Nenhuma base de V contém propriamente outra;

P;22. Se B; e B; sdo duas bases de V e ve B, entdo existe w € B,, tal que,

(B; —{v}u{w}) também é uma base;

P123. Sejam B, e B; bases de V, entdo [B|=|B,]; e

P;2.4. a) Se S é um subconjunto de V, entdo 0 < dim[S]<|[S|;
b) Se S; e S; sdo subconjuntos de V, com S; < S,, entdo
dim[S;]<dim[S;] e

c) Se S; e S, sdao subconjuntos de V, entdo

dim[S; US, ]+ dim[S; NS, ] < dim[S; ]+ dim[S, | W
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Consideramos o conjunto F'= {(x,,xz,...,xn)/ X; € F} entdo,

com as operagdes usuais, (+ (soma ordindria) e . (multiplicagdo ordindria)), F" é
um espago vetorial sobre F. Para significar que o vetor w de F" possui n compo-

nentes, escrevemos n-vetor w.

Considerando A uma matriz arbitrdria mxn sobre um corpo F, o
espago linha de A é o subespago de F" gerado pelas linhas de A, e o espago coluna
de A é o subespago de F™ gerado pelas colunas de A. A dimenséo do espago linha
de A € denominada posto das linhas de A e a do espago coluna é denominada
posto das colunas de A. O posto das linhas € igual a0 maior nimero de linhas
linearmente independentes, e o posto das colunas € igual ao maior nimero de co-
lunas linearmente independentes. Conseqiientemente, o posto das linhas e das co-
lunas sdo iguais, ou seja, as dimensdes dos espagos linha e coluna s@o iguais.

Também, o posto de A (ou de A", onde AT indica a matriz transposta de A) é igual

ao maior nimero de linhas (ou colunas) linearmente independentes.

Sejam V| eV, espagos vetoriais sobre 0 mesmo corpo F. Uma
aplicagéio T:V, — V, € chamada transformagdo linear se, e somente se,

T(owv, +Bv,) =aT(v,)+BT(v,),V v,,v, €eV,ea,peF.

Seja T: V; = V, uma transformagao linear. Entéo,

i) a imagem de T, denotada por Im(T), € o seguinte subconjunto de V, :
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Im(T) = {v, € V, / T(v,) =v,, paraalgumyv, € V,}; e

ii) o nicleo de T, denotado por Ker(T), é o conjunto dos elementos em V,, os

quais sdo associados com o elemento nulo de V,, isto é,

Ker(T)={v e V, / T(v) =0}.

E evidente que o niicleo e a imagem de T s@o subespagos de V; e
V., respectivamente. Muitas vezes, o nicleo de uma transformacao linear T € de-
nominado espago nulo de T e sua dimensdo é denominada nulidade de T, enquan-

to a dimensdo da imagem de T € denominada o posto de T.

Proposi¢ao 1.2.1 Seja T: V, = V, uma transformag@o linear. Entdo, a transfor-

mago linear T é injetora se, e somente se, Ker(T) = {0}.1

Teorema 1.2.7 Sejam T : V; = V, uma transformagio linear e V, espago de di-

menséo finita sobre o corpo F. Entao,

dim(Im(T)) + dim(Ker(T)) = posto(T) + nulidade(T) = dim V,

Sejam V, e V, dois espagos vetoriais sobre um corpo F. Entdo,

V, e V, sdo isomorfos se existe uma transformagdo linear T: V; = V, o qual €

uma bijecao.
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Teorema 1.2.8 Todo espago vetorial n-dimensional sobre o corpo F € isomorfo ao

espaco F" .l

Teorema 1.2.9 Dois espagos vetoriais V; € V,no mesmo corpo F sdo isomorfos

se, € somente se, dimV; =dimV, .l

A transformagdo linear T:F" - F™ dada pela equagdo

T(Xy,..-,Xp) = (8, X 4. F2pX e vy @ Xy +.. 80X, ) € representada por meio de

uma Unica matriz A (salvo a semelhanca de matrizes), onde

mxn

an

aZn &
s € rec1procarnente.

Em virtude da correspondéncia biunivoca que existe entre uma
matriz e a transformagao linear, podemos falar niicleo de A e imagem de A, isto é:
4 8

: Ay Ayp
Se A é uma matriz mxn, A=| . 2 . |e T atrans-

formacao linear associada a A, entdo:
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i) o espago nulo de A, denotado Ker(A) (= Ker(T)), € a colecdo de vetores

(X1,X2,...,Xy ), satisfazendo:

ii) a imagem de A, denotada Im(A) (= Im(T)), € a colegdo de vetores expressaveis

como:

, para qualquer (X;,X,,...,X,).

Consegiientemente, a nulidade de T € igual a nulidade de A e o
posto de T é igual ao posto de A. Dai, podemos concluir:
O posto de A somado a nulidade de A € igual ao nimero de co-

lunas da matriz A.

Seja 'V um espago vetorial (sobre o corpo F), e sejam

w, = (04,00,...,0,) €V € Wy =(¥1,Y25...,Y,) € V. O produto interno de w; e

w3, denotado por <w, ,w,>, € o escalar dado por:

< W ,W, >= 0¥ +0Y,+.. .0,

AVA
AVAYAY

2 3 4 5, 6 7 unespw 11 12 13 14 15 16

17



Os vetores w, e w, do espago vetorial n-dimensional V sdo
ortogonais se, € somente se, <w; ,w,> = 0 (com, 0 a identidade aditiva no corpo

F).

Dois subespagos W, e W, do espago vetorial V (sobre o corpo
F) sdo ortogonais se, € somente se, qualquer vetor de W, € ortogonal a todo vetor

de W,.

Os subespagos W, e W, de um espago vetorial V sobre um cor-
po F sdo ortogonais complementares se, e somente se, W, e W, sdo ortogonais e

V=W #W,=[W,UW,].

Para ilustrar a relagdo de ortogonalidade, consideremos o espago
vetorial V = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0'1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)} sobre o cor-
po GF(2), isto é, V = F°, onde F = GF(2).

i.  Se considerarmos os subespagos W; e W, de V, W; =[(1,0,0),(0,0,1)] e
W, =[(1,0,0),(0,1,0)], observamos que W; e W, ndo sdo ortogonais, pois

((1,0,1),(1,1,0)) = 1.1+0.1 + 1.0 = 1.

ii. Se considerarmos a transformagdo linear T:F> - F>3, onde

T(x,y,z) = (x +2,y +2,x +y), verificamos que os subespagos Ker(T)=[(11,0)] e
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Im(T) =[(1,1,0),(0,0,1)] de F’ sdo ortogonais (qualquer w; € Ker(T) e wae Im(T),
(Wy,wp)=0), mas ndo sdo ortogonais complementares (ndo existe w; € Ker(T) e
wz € Im(T), tal que, wi+w, = (1,0,0) ).

iii. Se considerarmos os subespagos S e W de V, S=[(LL])] e
W =[(1,1,0),(0,1,1)], verificamos que qualquer elemento de S € ortogonal a todo

elemento de We V = [SU W], logo W e S sdo ortogonais complementares.

Quanto a teoria de determinantes nés precisamos dos seguintes
resultados:

e detA = detA”, para toda matriz quadrada A sobre um corpo F;

e det(A.B) = detA.detB, para quaisquer matrizes A e B que esteja definido o pro-

duto A por B;

e Se A € uma matriz mxn, entdo o determinante de uma submatriz pxp de A
(I < p < min(m,n)), obtido a partir de A pela retirada de m - p linhas e n - p colu-
nas, € chamado um menor de A de ordem p. As linhas e colunas mantidas em A

sdo dadas por 1<i; <iz <...<ip <me 1<j < j, <..< j, <n respectivamente,

i, 1 1
2 ] 2 CERY
e o correspondente menor € denotado por A( .. P
h )
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¢ (Teorema de Binet-Caughy) Se A € uma matriz mXn, B uma matriz nXm e

j : i i §5 awe
m<n, entdo detA.B = A{. ) .m).B(.]l J2 Jm].
hoJ2 " Im 1 2 «+ m

1£j,<js<...jnSN

e Seja A uma matriz sobre um corpo F. O posto de A é r se, € somente se,

i)Existe em A pelo menos uma submatriz quadrada de ordem r com determinante
diferente de zero; e

ii)Qualquer submatriz quadrada de ordem maior que r tem determinante nulo.

e Seja A uma matriz mxm. Entdo, A € inversivel (ou ndo singular) se, e somente

se, det Az0.

e Dada uma matriz A de ordem mxn (m<n) dizemos que uma submatriz B ndo

singular é maior se a ordem de B for m.

e Se A é uma matriz mxn (m<n), entdo o determinante de qualquer submatriz de

ordem m € denominado um determinante maior de A.
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Capitulo 2

Elementos da Teoria de Grafos

2.1 Introducgao

Neste capitulo, mencionaremos algumas defini¢Ges e resultados
bésicos da teoria de grafos que serdo utilizados no decorrer deste trabalho. Estas
definigdes e resultados foram tomadas a partir das referéncias: Berge’, Bond &

Murty3 e Thulasiraman & Swamy”, Trudeau®*.

2.2 Conceitos

Um grafo G € um par ordenado de conjuntos (V,E) consistindo

de um conjunto V = {v, ,...,vn} (denominado conjunto de vértices) e de um con-

junto E = {e, ,...,em}(denominado conjunto de arestas), onde os elementos e, de E
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1,...,m) sdo pares ndo ordenados de elementos (elementos ndo necessaria-
mente distintos) de V. Também denotaremos o conjunto V como V(G) e o conjun-

to E como E(G), para dizermos o conjunto de vértices e arestas respectivamente

de G.

Os elementos de V(G) e E(G) sdo denominados vértices e ares-

tas respectivamente do grafo G.

Em razdo de |V|=n e |[E|= m, dizemos que G possui ordem n e

tamanho m respectivamente. No nosso trabalho, caso ndo mencionemos contrério,
consideramos somente grafo finito, isto €, grafo de ordem n e tamanho m, para

algum n e m inteiros ndo negativos.

Se e =(x,y) é uma aresta do grafo G, entdo os vértices x € y sdo

denominados os extremos de e e por conseguinte x e y sdo vértices adjacentes.

Além disto, dizemos que a aresta e € incidente em x e y e reciprocamente.

As arestas do tipo (x,t) e (t,y) no grafo G sdo denominadas

arestas adjacentes.

Duas ou mais arestas com os mesmos extremos distintos em

comum s3o denominadas arestas paralelas.
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Uma aresta e =(x,y) é denominada uma lagada (ou lago) se

Um grafo pode ser representado por um diagrama, isto €, o vér-
tice € representado por um ponto (ou um pequeno circulo) € uma aresta e € repre-
sentada por um segmento de linha que une dois pontos que representam os vérti-

ces extremos de e. O grafo da figura 2.2.1 (abaixo) ilustra o diagrama de um grafo

G =(V,E), com V = {vl,vz,v3,v4}e E={e;.e3,e3,€4,€5}.

A4 €3

° .P V3 ©s \Zl

V2

Figura 2.2.1
Obs.: Sem diivida haverd pelo menos um diagrama representando um grafo dado.
Um grafo G = (V,E) € simples, se G ndo possuir lagadas nem
arestas paralelas. G € denominado grafo vazio se ndo possuir arestas, enquanto G é

nulo,se V=0 e E=0.

O grau de um vértice v de G, denotado por dg(v) ou d(v), € o

nimero de arestas (lagadas) incidentes em v,
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Um vértice v é denominado vértice isolado se, e somente se,

O grafo G que possui todos os vértices com o mesmo grau €
denominado regular, isto €, dg(v) = r para todo vértice v de G e r algum inteiro ndo

negativo.

Um grafo H= (V(H),E(H)) é um subgrafo de G =(V(G),E(G))

(denotado por HC G) se, V(H) c V(G) eE(H) < E(G) e dizemos que H é de-

nominado subgrafo préprio de G (denotado por HCG), se V(H) < V(G) ou

E(H) c E(G).
Sejam G; = (V,,E)) e G, = (V3,E;) subgrafos de um grafo
G =(V,E). Dizemos que G, e G; sdo grafos arestas-disjuntos, se E, "E, = J;

analogamente, G, e G, sdo grafos vértices-disjuntos, se Vi "V, =@.

O subgrafo H do grafo G é denominado subgrafo gerador de G

se, e somente se, H possui todos os vértices de G, isto é, V(H) = V(G).

Seja E' um subconjunto de E(G). O subgrafo induzido por E' é
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o subgrafo H = (VE) no qual V' é o conjunto de todos os vértices de G que

s3o extremos das arestas de E . Este subgrafo é denotado por G[E' ]

Seja V' um subconjunto de V(G). O subgrafo induzido por V' é

o subgrafo H = (V',E'), no qual E éo conjunto de todas as arestas de G cujos

extremos estdo em V . Este subgrafo é denotado por G[V' ]

Um caminho no grafo G é uma seqiiéncia alternada finita de
vértices distintos e arestas distintas da forma W:vg,e;,v;,...,v,_,€,,Vy, tal
que, os vértices vg € Vi sdo os extremos inicial e final respectivamente do caminho

e os vértices v;_; € v; os vértices extremos de ¢;, 1<i<k. O comprimento do
caminho W € o nimero de arestas da seqiiéncia. Os vértices v;, parai#0 e i#Kk,

sdo vértices interiores do caminho W.

Por um ciclo (ou circuito) entendemos um caminho fechado, isto

€, o vértice inicial e final do caminho coincidem, v, = v, .

A matriz ciclo (ou matriz circuito), denotada porB, = [bij], de

um grafo G = (V(G), E(H)) € uma matriz que possui |E| (E=E(G)) colunas e tan-

tas linhas quanto o nimero de ciclos em G e elemento b; € dado por:
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bjj = 1, se a j-ésima aresta estd no i-ésimo ciclo
e

bj; = 0, caso contrério.

Uma linha de B, €é denominada vetor ciclo (ou vetor circuito) de

A relagdo bindria R sobre V(G) definida por:

viRv; & v; = v; ou existe um caminho em G ligando v; e v,

¢ uma relagdo de equivaléncia sobre V(G). As classes de equivaléncias distintas

sdo chamadas componentes conexas (ou simplesmente componentes) de G. Se
existe uma tnica componente conexa, dizemos que G € conexo; caso contrério,
dizemos que G € desconexo. Denotamos o nimero de componentes conexas de G

por &(G).

Teorema 2.2.1 Se G = (VE) é um grafo conexo, entdio o grafo
G\e=(V,E-{e}) (ou G\e=G-{e}), (com aresta e removida) é conexo se e

pertence a algum ciclo de G.R

Um grafo G = (V, E) é chamado bipartido, se existem

Vi,V, cV, tais que, V = VjuV,, VNV, =0 e para toda aresta
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e=(x,y)€E, xe Vieye V, No caso de G ser um grafo simples e bipartido,

com biparticdo V| e V;, onde qualquer xeV; é adjacente a todo vértice de V,,

dizemos que G € um grafo bipartido completo e denotamos por Kpq, sendo

[Vi|=pe|V,|=q.

O teorema a seguir caracteriza os grafos bipartidos.

Teorema 2.2.2 Um grafo G € bipartido se, e somente se, G ndo possui ciclos im-

pares. B

O grafo G = (V,E), com |V| = n, é denominado grafo completo e
denotado por K,, se quaisquer dois vértices distintos sdo unidos exatamente por

uma aresta.
Consideremos os grafos G, = (V,E,) e G, = (V,,E,); dize-
mos que os grafos G, e G, sdo isomorfos e escrevemos G,=G,, se existir uma

bije¢do ¢:V(G,) = V(G,), tal que, preserve a adjacéncia dos vértices, isto €, se

existir e = (x,y) € E{(Gy) se, e somente se, (¢(x),¢(y)) € E5(G,).

Consideremos dois grafos G, = (V,E,) e G, = (V,,E,). Te-

mos que:
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)A unido de G, e G,, aqui denotado por G,UG,, é o grafo

G;=(VUV,,E,UE,);

ii)A intersec¢ado de G; e denotado por G, N G,, é o grafo

iii)A soma anel de G, e G,, denotado por G, ® G,, é o grafo induzido pelo

conjunto de arestas E,AE, = (E, UE,)—(E, NE,).

Um grafo G € aciclico se ndo possuir ciclos.

Se o grafo G ¢€ aciclico e conexo, entdio G € denominado uma

Teorema 2.2.3 Seja G = (V,E) um grafo. O grafo G é uma 4rvore se, e somente se,

quaisquer dois vértices distintos de V estdo ligados por um tinico caminho.®

Teorema 2.2.4 Seja G = (V,E) um grafo conexo. O grafo G é uma érvore se, €

somente se, G =(V,Eu{e}) (ou G = Gu{e}), para qualquer aresta egE(G),

possuir exatamente um ciclo.l
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Se H € um subgrafo aciclico conexo de um grafo G, entdo H €

denominado uma 4rvore do grafo G.

Se H € um subgrafo gerador conexo e aciclico de um grafo G,

entdo H € denominado arvore geradora de G.

Teorema 2.2.5 Um subgrafo conexo H de um grafo conexo G = (V,E) é uma ar-

vore geradora de G se, e somente se, H é aciclico e [E(H)| =|V(G)|- 1.®

Teorema 2.2.6 Um grafo G € conexo se, e somente se, G possui uma 4rvore gera-

dora.m

Teorema 2.2.7 Seja G = (V,E) um grafo. O grau de todo vértice em G € par se, e

somente se, G for uma unido de ciclos arestas-disjuntos.ll

Para uma arvore geradora H = (V,S) do grafo conexo G = (V,E),
definamos a 4rvore co-geradora da 4rvore H no grafo G (denotada por H ), como o

complemento de H, isto é, H=(V,E-S) (ou H=H-S).
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Consideremos G = (V,E) = (V(G),E(G)) um grafo com k com-

k
ponentes G,,...,G,. O grafo H = [JH, , onde H; € uma érvore geradora da com-

i=1
ponente G; (para cada indice fixado i = 1,...,k), H é denominado uma floresta
geradora do grafo G. Se H=( V,S ) é uma floresta geradora do grafo G = (V,E),
entdo o grafo H=(V,E-S) é denominado floresta co-geradora da floresta H no

grafo G.

Consideremos (para cada indice fixado, i = 1,...,k)
H; =(V;,E;) e Hi= (Vi,E) arvores geradora e co-geradora da componente G;

de um grafo G = (V,E) = (V(G),E(G)) (com k componentes), entdo temos:

SE = 3 (vi-1) =M -

e para cada indice fixado, i=1, 2, ...k, ponha E;=E(G;)-E;, e

éIE(Gi)l =|E|, entdo

k k

B(G,)-Bi|= $[B(G) - S = Bi- (VI K)=[El- VK.

De onde, o nimero de arestas da floresta geradora é |V| —k e o nimero de arestas
da floresta co-geradora ¢ |[E| - |V|+k . O posto (rank) de G, denotado por p(G), é

o numero de arestas de uma floresta geradora, isto €, p(G)= |V| —k e a nulidade

de G, denotado porli(G), é o nimero de arestas de uma floresta co-geradora, isto
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é, W(G)=[E|-|V| +k e consegiientemente, temos a relagio:

p(G) + u(G) = [E(G)|

Propriedade 2.2.1 Toda floresta geradora (ou 4rvore) de um grafo G possui o

mesmo nimero de arestas.

Propriedade 2.2.2 Toda floresta (4rvore) geradora nao contém propriamente outra

(em um grafo).
Propriedade 2.2.3 Sejam H e S florestas (arvores) geradoras de um grafo G e w
uma aresta de H. Entdo, existe uma aresta s de S, tal que, (H - w)U {s} é uma

floresta geradora de G.

O posto de um grafo G satisfaz as seguintes propriedades:

Propriedade 2.2.4 0 < p(H) <|E(H)|, para todo subgrafo H de G.

Propriedade 2.2.5 Se H e S sdo subgrafos de G, com HC S, entdo p(H) < p(S).

Propriedade 2.2.6 Se H e S sdo subgrafos de G, entdo

p(HUS)+p(HNS) < p(H) +p(S)-
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Consideremos um grafo G com G; ,... ,Gx componentes cone-

xas e T; uma 4rvore geradora da componente G; (i = 1, ,... ,k). Seja Sij

1,...,p(Gi)) arestada drvore T; (i=1,,....,k) e ¢ (t = l,...,u(Gi)) aresta da
drvore co-geradora Ti em G. Desde que, T; é uma 4rvore, entdo (pelo teorema
22.4) T uc, (t = l,...,u(Gi)) contém exatamente um tnico ciclo, denotado por

Ci«(Ti,cit) ou simplesmente por C;,. Este ciclo é formado pela aresta c;; e por algu-
mas arestas de T; que ligam por um tinico caminho os extremos de c;. O ciclo Cj;,
definido desta maneira, é chamado ciclo fundamental (ou circuito fundamental)

relativo a aresta c;; na floresta geradora T.

Ao conjunto dos W(G) ciclos fundamentais C,...,C, g de G
relativos respectivamente, as arestas Cre++:Cy() correspondentes a uma floresta

(arvore) geradora T de G, denominamos sistema fundamental de ciclos ou conjun-

to de ciclos fundamentais de G relativoa T.

Um ciclo fundamental C; relativo a uma floresta geradora T nao

pode ser expresso como a soma anel dos restantes ciclos fundamentais relativo a

T, pois uma caracteristica importante do conjunto de ciclos fundamentais é que a

aresta c; de T ndo estd presente em qualquer outro ciclo fundamental relativo a

arvore geradora T; além disto, o ciclo C; possui somente uma aresta c; de T ,isto €,

nenhuma outra aresta de T, além de c; est4 presente no ciclo C;.
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Teorema 2.2.8 Cada ciclo de G possui uma aresta em comum com qualquer flo-

resta co-geradora.

No quarto capitulo, mostraremos que todo ciclo de G pode ser
expresso como uma soma anel de alguns ciclos fundamentais de G relativo a uma

floresta (arvore) geradora.
Denominamos matriz ciclo fundamental, denotada por B¢, a uma
submatriz da matriz ciclo cujos vetores ciclos de G correspondem a todos os ci-

clos fundamentais de G relativos a uma floresta (4rvore) geradora do grafo G.

Pelas operagdes elementares de linhas e colunas, podemos es-

crever a matriz By da seguinte forma: B; = [U ]Bfo], onde U é a matriz unidade

de ordem p(G) e as colunas de By correspondem as arestas da floresta (drvore)

geradora de G. Em outras palavras:

i) Para 1<i<(G), a i-ésima coluna corresponde a aresta c; da floresta (4rvore)

co-geradora de G.

ii)A i-ésima linha corresponde ao ciclo fundamental determinado por ¢; .

Desde que, B; =[U |Bfu] e sendo U uma.matriz de ordem
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1(G), resulta que o posto de B¢ é p(G).

Para ilustrar uma matriz ciclo fundamental tomemos o grafo da
figura 2.2.1 e seja arvore geradora consistindo das arestas €y, e; e es, dai a matriz
ciclo fundamental € a seguinte:

€2 €4 € €3 €5

g [l 0]t 00
1o 111 1 ol

Um subconjunto Sc E(G) é um conjunto corte de um grafo

conexo G se, e somente se, S € um conjunto minimal (inclusdo) de arestas de G,

cuja remogao de G o torna desconexo, isto é, G\{S} é desconexo.

Seja G = (V,E) um grafo conexo, e sejam V; , V, < V tal que,

ViuV,=Ve VNV, =0. Ao conjunto de todas as arestas de G, com um ex-

tremo em V;, € o outro em V, , denominamos corte de G (ou co-ciclo) e denota-

mos por (V;,V,). Se os grafos vértices induzidos por V; e por V, forem conexos,

entdo, por definigdo, (V;,V,) é um conjunto corte.

Teorema 2.2.9 Seja (V), V) um corte em um grafo. Entdo, (Vi, V3) € um conjun-

to corte ou € a unido de conjuntos cortes arestas-disjuntos.
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A matriz corte (ou matriz co-ciclo), denotada porQ, = [qij]- de

um grafo G = (V(G),E(G)) é uma matriz que possui [E(G)| colunas e tantas linhas

quanto o numero de cortes em G e o elemento g € dado por:
gij = 1, se a j-ésima aresta est4 no i-ésimo corte
e

q;;=0, caso contrdrio.

Uma linha de Q. é denominada vetor co-ciclo (ou vetor co-

circuito) do grafo G.

Consideremos G = (V,E) um grafo com G,,...,G, componen-
tes conexas e T; 4drvore geradora da componente G; (i=1,...,k). Seja b;
1,__,,p((}i)) aresta da arvore T;. Quando removemos uma aresta b de T,

desconectamos T;, onde T; - {b;;} tem exatamente duas componentes conexas Tj;
e Tix . Sejam V;j; e Vi» o conjunto de vértices de Tj; e T, respectivamente. Con-
sideremos G;i[Vii] e G;[Viz] subgrafos de G. O conjunto corte (V;;,V;,) € deno-
minado conjunto corte fundamental (ou simplesmente corte fundamental) de G

comrespeitoaT; (i=1,..,k).

Ao conjunto de todos os p(G) cortes fundamentais relativo as

p(G) arestas de uma floresta (4rvore) geradora de um grafo G, chamamos sistema

AVA
AVAVAY

2 3 4 5, 6 7 unespw 11 12 13 14 15 16

17



fundamental de cortes (ou conjunto de cortes fundamentais) de G relativo a T.

Uma caracteristica importante de um corte fundamental relativo
a uma floresta geradora T € o de possuir exatamente uma aresta b de T, isto €, ne-
nhuma outra aresta de T, além de b, esta presente no corte fundamental relativo a
T, construido tomando-se a aresta b de T; além disto, b ndo estd presente em qual-
quer outro corte fundamental relativo a T. Devido a estas propriedades, um corte
fundamental (relativo a T) ndao pode ser expresso como a soma anel dos cortes
fundamentais restantes.

No quarto capitulo, mostraremos que todo corte de G pode ser

expresso como a soma anel de alguns cortes fundamentais.

Teorema 2.2.10 Todo conjunto corte de um grafo G possui uma aresta em comum

com qualquer floresta geradora.

Uma submatriz da matriz corte Q. que corresponda aos p(G)

cortes fundamentais com relagdo a uma floresta geradora, € denominada matriz
corte (ou matriz co-ciclo) fundamental e denotada por Qs, em particular Qs € de

ordem p(G) x E(G).
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Pelas operagdes elementares de linhas e colunas podemos escre-

ver a matriz Qs da seguinte forma: Q, = [U |qu ] onde U € a matriz unidade de

ordem p(G) (p(G) <|E(G))) e as colunas da matriz Qq, correspondem as arestas

da floresta (4rvore) co-geradora de G. Ainda podemos dizer:

i)Para 1<i< p(G), a i-ésima coluna corresponde a aresta b; da floresta (arvore)

geradora considerada e

i))A i-ésima linha corresponde ao conjunto corte fundamental determinado por b; .

Valendo-se de que Q; = [U |Qru] e U sendo a matriz unidade

de ordem p(G), entdo o posto de Q; é p(G)=|E(T)|=|V(G)|- &(G), onde T ¢é

uma floresta (arvore) geradora do grafo G = (V(G),E(G)).

A matriz corte fundamental para o grafo da figura 2.2.1 e a drvo-
re geradora consistindo das arestas ej, e3 e es € a seguinte matriz:

€] €3 €5 €72 €4
0 01 1

1
Qr=(0 1 0|0 O],
0 0 110 O

onde podemos notar que a matriz unidade U é de ordem p(G)= 3 e o posto de Q¢

[E(T)| = [V(G) - (G) = 4-1=3,
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Capitulo 3

Espacos Vetoriais Associados ao Grafo

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos o espago grafo, isto €, o espago
vetorial associado a um grafo. Na primeira associag¢ao, se¢cdo 3.2, estaremos nos
referindo ao espaco de todas as arestas do grafo finito; o qual chamaremos espago
aresta de G. Analogamente, na se¢do 3.3, estudaremos do espago vetorial vértice.

A associagdo de um espago vetorial a um grafo visa o beneficio
ndo s6 do estudo da teoria, mas também o da solugdo de alguns problemas rela-
cionados aos grafos.

Entre a literatura revista por nés, encontramos que 0s primeiros
estudos sobre a relagdo entre o espago vetorial e a teoria de grafos, entre outros,
foram desenvolvidos por: Whitney em 1935, Doyle em 1955, Gould em 1958 e

Chen em 1970.
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Todo espago vetorial considerado a partir deste capitulo, estd
definido sobre o corpo finito, em especial, o corpo de Galois, de médulo dois,
GF(2). Existem outras maneiras, com respeito ao corpo utilizado, de associar um

espago vetorial com um grafo, vide Biggsﬁ, Bollobés’ ou Bachem & Kern®.
3.2 Espago Aresta, 2E (ou KEF)

As defini¢des e terminologias apresentadas nesta se¢do foram

tomadas a partir das referéncias: Thulasiraman & Swamy®> e Biggs®.

Seja o grafo G = (V(G),E(G)), com conjunto de vértices
V(G) ={v,V2,...,Vy }¢ conjunto de arestas E(G)={ej,e;, ...y }. Ao invés
de tomarmos o conjunto de arestas denotado por E(G) de G, simplesmente deno-

taremos o conjunto E(G) por E.

Ao conjunto poténcia de E, isto €, 2P={A | A c E }, vamos

munir da operagdo bindriaA e da operagdo *, definidas como segue:
VA,Be 28, AAB=(AUB)-(ANB)

€

Vo e GF(2) e VA € 2,

oxA=A,sea=1
e
oxA =0, seo=0.

Verifica-se que:
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i) 2% & um grupo abeliano com a operagdo A;e
ii)V o, € GF(2) e V A,B € 28, se satisfaz:
(0.B)+A = ax(BrA),
(+B)+A = (o A)JA(B*A),
a*(AAB) = (oxA)A(oxB).
Assim, o conjunto 2% munido das operagdes A e * € um espago

vetorial sobre GF(2) e denominado espago aresta do grafo G. Este espago aresta
sempre serd denotado por 2%, se ndo houver confusdo com o conjunto poténcia de

E.

E evidente que a base candnica de 2° é formada exatamente pe-

las arestas do grafo G, isto €, {{e,}.....{e,,}}, e por esta razdo a dimensao do es-

paco vetorial 2% & |E| .

Alternativamente, o espago vetorial 2% pode ser visto como o
conjunto 2E constituido de todos os subgrafos (arestas) induzidos de G. Esta forma
de ver o espaco vetorial 2° se devem:

i. ao fato de que cada subgrafo aresta-induzido de G corresponde a um tinico sub-
conjunto de E e reciprocamente,
ii. de considerarmos entre dois subgrafos arestas induzidos G[E;] € G[E;] de G a

operagdo soma anel de G[E;] e G[E;], denotado por G[E;]1® G[E;] que, por defini-
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¢do, € 0 G[E;AEj], e
iii. de escrevermos:
o * G[E;] = G[E;], se a.= 1, para significar ox A = A, para
qualquer Ac E(G[E; ]) e analogamente,
0 * G[E;] =9, se a.=0 (D é o grafo nulo).
Assim, concluimos que o conjunto constituido de todos os sub-

grafos arestas induzidos de G e munido das operagdes explicitadas acima € um

espaco vetorial sobre GF(2) e isomorfo ao espago 2F definido anteriormente.

Agora, consideramos o conjunto K® formado por [El-uplas inde-
xadas pelos elementos de E. O elemento (vetor) I" de 2E ¢ associado ao elemento
representado por ®" € K, chamado o vetor incidente de T, cuja e-ésima compo-
nente . do vetor @" € definida como:

(1)5 =1, seeel;
e

o =0,seeel.

Para vetores o =(Bl,|32,“',Bm)EKE

ol = (al,az,...,am)eKE( onde, B;, & € GF(2) (i=1,2, ..., m)), definamos

as operagoes:
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o +@"= (o +B1, 2+ P2, ..., Ot Pm)  (soma médulo 2)
€
Vae GF?), o.o=(o.0y,0.00 ... , 0L0m),
verifica-se que K* munido das operagdes definidas acima € um espago vetorial

sobre GF(2), cujos elementos sdo denominados vetores incidentes dos subgrafos

de G.

O espago 2 é um espago |E| -dimensional sobre GF(2) e KE ¢ o
espago de todos os |E| -vetores sobre GF(2), de onde concluimos que os espagos

2F & KE sdo isomorfos. Em vista deste isomorﬁ‘smo, KE também €é denominado

espago aresta de G sobre GF(2).

O conjunto formado por todas as fun¢des de E em GF(2), onde
quaisquer fungdes f e g de E em GF(2), qualquer o € GF(2) e qualquer e€E,

(f+ g)(e) =f(e) + g(e)

(

(af)(e) = af(e),

¢ um espago vetorial |[El-dimensional sobre GF(2). Assim, este espago € isomorfo

ao KE. Em razdo deste isomorfismo, ao invés de considerarmos os elementos de

K® como vetores, cujas coordenadas sio indexadas por E = {el,...,em}, podemos

considerar o conjunto K" formado por todas as fungdes de E em GF(2), onde cada
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fungdo f:E — GF(2) pode ser representada por um vetor @' = (cty,..., 0 ), com

fe;) (1<i<m),istoé, © =(f(e).....f(en)):

O niimero de elementos do conjunto K (ou o nimero de subgra-
fos de G) é 2™ De fato, considerando K® constituido por todas as fungdes de
E= {el,...,em} em GF(2) = {0, 1}, temos que a cada elemento de E foi associado

como imagem um tnico elemento de GF(2), que para imagem de e, foi escolhido
0 ou 1 e que escolhida a imagem de e;, para a imagem de e; (i = 2,...,m) foi esco-

lhido O ou I independente da de e; (j=1,2,...,i-1). Dai, concluimos que

»

IKEl = 2™ (ou IKEl = 2/El).

Podemos considerar os vetores de xe KF, como um vetor linha

ou vetor coluna, segundo a conveniéncia.

Abaixo ilustramos os espagos isomorfos 2% e K* associados ao

grafo da figura 3.2.1.

Figura 3.2.1
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2F= { O, {a},{b},{c}, {a,b}, {ac}, {b,c}, {ab,c}}, 0 espaco aresta de G sobre o
GF(2),

KE = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}, o espago de
vetores incidentes de G (espago aresta de G) sobre GF(2),

e
as funcdes de E(G) em GF(2):
fi(a)=0, fj(b)=0ef;(c)=0, fs(a)=1, f5(b)=1efs(c) =0,
fo(a)=1, fo(b)=0ef,(c)=0, fg(a) =1, fg(b)=0efg(c) =1,
f3(a) =0, f3(b) =1ef3(c) =0, f7(a)=0, f;(b)=1efy(c)=1e
f4(a)=0, f4(b)=0efs(c)=1, fg(a)=1, fg(b)=1efg(c)=1;
formando o espago das fungdes, no qual, por exemplo:

Se I' =0, entdo temos fj(a) =0, f;(b)=0ef;(c)=0, que é representado pelo
vetor (0,0,0) equivalente a &, em outras palavras, simplesmente escrevemos
@ =f; =(0,0,0)

ou

se I'=G[{a}] entdo fy(a)=1, fy(b)=0efy(c)=0, representado pelo vetor

(1,0,0).

3.3 Espaco Vértice, 2V (ou KV)

No restante do nosso trabalho consideramos somente o espago

aresta de um grafo, porém tomando-se por base a defini¢do de espago aresta feita
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em Thulasiraman & Swamy? e a definigdo de espago vértice em Biggs®, apresen-

tamos nesta sec¢@o, de forma andloga, a associagdo de um grafo ao espago vértice.

Seja o grafo G=(V,E), com V=V(G)={v,v,,....,vp} e
E=E(G)= {el,ez,...,em}.

Consideramos o conjunto 2" ={D/D c V}.

Andloga a defini¢dao do espago aresta de G, consideramos uma
operacgdo biniria A no conjunto 2¥ e uma operagdo * entre os elementos de
GF(2) e do conjunto 2V, tal que:

VA,Be2Y,AAB=(AUB)-(ANB)

e

Vo e GF(2) e VD e 2V,

oxD=D, sea=1
e
oxD=0, sea=0.

Verifica-se que 2V com estas duas operagdes (A e *) é um espa-

co vetorial sobre GF(2). Este espago é denominado espago vértice de G.

Sendo {{v,},....{v, }}a base canonica de 2", entdo a dimensdo

do espago 2" é n, o niimero de vértices do grafo G.

Definindo uma operagdo # entre dois subgrafos vértices-

induzidos G[V;] e G[V;] de G, onde G[Vi]$G[Vj]=G[ViAVj], e sabendo que
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cada subgrafo vértice induzido de G corresponde a um tnico subconjunto de V,
verificamos que o conjunto de todos os subgrafos vértices induzidos é também um
espago vetorial sobre GF(2), se nés definirmos a operagao * da seguinte forma:
Qualquer G;, subgrafo vértice induzido de G
1*¥G;=G;
e
0*G;= J, com @ o grafo nulo.
Este espago vetorial possui dimensdo n, logo isomorfo ao espago
vértice definido anteriormente. Em vista do isomorfismo, também denotamos este
espago por 2" e chamamos de espago vértice de G.

Assim, como definimos KE, consideramos K" o conjunto de ve-
tores indexados por V, onde o elemento I de 2" & representado por o' e K" se,
e somente se, a componente ®" do vetor @" & definida como:

o, =1, sevel
e

S
o, =0,sevel.

Verifica-se que K¥ é um espago vetorial sobre GF(2) e possui
dimensdo n, quando consideramos que :

Para qualquer @y = (0t;,...,0.,) € K¥ e @ =(By,....B,) € K"

(onde o;,B; € GF(2) (i=1,...,n)),

oy +or = (o, +By,...,a, +B,) (soma médulo dois)
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e
Vo € GF(2),
awy = (on,,...,00, ).
Notemos que K'Y e 2V sdo isomorfos, por motivos semelhantes

aos de K e 2%, Neste caso, também chamamos K" de espago vértice induzido de

G sobre GF(2).

Também, anélogo ao caso do espago aresta, podemos considerar
K" o conjunto formado por todas as funges de V em GF(2), onde qualquer fun-
¢do g:V — GF(2) ¢ representada pelo vetor ® =(a.;,...,0,,), com g(vi) = a;

(para i=1,...,n).

Ilustramos abaixo os espagos isomorfos 2V e KY (sobre GF(2))
associados ao grafo da figura 3.3.1 (abaixo).
V4

Va

Figura 3.3.1

2" ={®' {V,},{vz},{v3},{v4}, {Vl’vz}' {VI’VS}* {Vl’Va}' {V2'V3}' {V2-V4},

{V3,V4 },{Vl,Vz,V3},{V1,V2,V4 },{VI,V3,V4 },{Vz,V3,V4 },{VI,Vz,V3,V4 }},

K'= {(0,0,0,0), (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1),
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(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,0,1,1), (0, L,1,1),(1,1,1,1)}
e as fungdes de V(G) em GF(2):f;(v;) =0, fj(v4)=0, f;(v3)=0ef;(v4)=0,
fa(vi)=1, f2(v2)=0, f(v3)=0efa(v4)=0,

f3(v1)=0, f3(v2) =1, f3(v3)=0ef3(v4) =0,

fig(vi)=1, fig(v2) =1, fig(v3)=1efig(va)=1,

formando o espago das fungdes, onde:

SeI'= G[{vl ,V2,V3,V4 }], entao

f16(\"1)= l, f]6(V2)=_,1, f]6(V3)=1 eflﬁ(v4)= l,que

é representado pelo vetor (1,1,1,1) e equivalente a {v{,v,,v3,v4 }.

Em razdo do objetivo do nosso trabalho, omitimos uma relagao
entre 0s espagos vértices e arestas, porém encontramos estudos que relacionam
estes dois espagos, vide (por exemplo) Rosenstiehl & Read®?, Archdeacon et al’,

Biggs® e Bollobis’.
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Capitulo 4

Espacos: Ciclo, Co-ciclo e Biciclo

4.1 Introducao

Neste capitulo, identificaremos os espagos ciclo, co-ciclo e bi-
ciclo (como subespagos do espago aresta), e veremos a dimensdo e o nimero de
elementos dos dois primeiros espagos a partir da determinagdo das bases. Quanto
ao estudo do espago biciclo, serd visto no capitulo 6.

Também, acreditamos que pode-se identificar alguns subespa-
¢os importantes a partir do espago vértice, mas para isso serdo necessarios alguns
cuidados, enquanto se refere a defini¢do de operagdes convenientes para nao vio-
lar as propriedades que garantem a existéncia de um subespaco de um espago ve-
torial.

Os resultados deste capitulo foram retirados de Chen'’, Deo'?,

Thulasiraman & Swamy?* e Wilson®' .
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4.2 Espaco Ciclo

Esta se¢do, visa uma caracterizagdo do espago ciclo, sobre o

seguinte resultado.

Teorema 4.2.1 Seja o grafo G = (V,E). Entdo, o conjunto C formado por todos os
ciclos e por toda a unido de ciclos arestas-disjuntos de G (incluindo o grafo nulo
(D)) é um subespaco vetorial de 25|

Demonstragao:.

i) @ € C, por hipétese.

ii)Mostremos que o conjunto C é fechado com respeito a opera-
¢ao soma do espago vetorial 2F, isto &, sejam C;, C; € C e provemos que
C,®C, eC.

Desde que, C; =C, ®C, € 2E, entdo, pelo teorema 2.2.6, é
suficiente mostrarmos que todo vértice de C; possui grau par.

Consideremos qualquer vértice v em C3, como C; =C, ©C,,
entdo v estd presente em pelo menos um dos subgrafos C; ou C;.

Seja X; o conjunto de arestas incidentes sobre v em C;, para

i=1,2,3, entdao | X | é o grau do vértice vem C; .

Como C3 =C; @ C,, temos (pela defini¢ao de operagdo soma):

X3=X1AX; =(X; UX3)-XiNnXy).
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Dai,
1% =] 1 UX2)-KinXz) |
=[x uX: |- [XinX, |
=X |+ %] -2]xn% .
Desde que, C,, C; € C, entdo | X, |=2q e |X, |=2t, para q
e t inteiros positivos.
Assim, | X3| =2q+2t-2. /X1 "X | =2 (q+t- [Xin X, |):

daf | X3/ é par e desta forma C3 e C.

iii)Agora provemos que pafa VoeGF(2) e VC,eC,

C,,sea=1

Como o*xC, = {@ . concluimos que o*C, € C.
, se 0L =

Portanto, C é um subespaco do espago aresta de G, isto €, C €

subespago do 25.m

Este subespago C é denominado espago ciclo (ou espago circui-
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Para ilustrar o teorema 4.2.1 usamos o grafo G da figura 4.2.1,

onde {(0,0,0,0,0),(1,1,1,0,0),(0,0,1,1,1),(1,1,0,L,1)} o espago ciclo C de G sobre

GF(2), a figura 4.2.2 ilustra o vetor incidente C; =(1,1,0,1,1), a figura 4.2.3 o vetor

incidente C, =(1,1,1,0,0) e finalmente a figura 4.2.4 ilustra C, ® C,.

] €4 2 €4 3 V2
Figura 4.2.1 Figura 4.2.2 Figura 4.2.3

€s

\'%) €4 V3
Figura 4.2.4

Corolario 4.2.1: Seja C o espaco ciclo de G, e sejam C;,C, € C, com C;#C; e
ec CiNC,. Entao, existe um ciclo C3 que nao contém e em C,UC:.

Demonstragao:

Por hipétese, C;#C; e ee CiNCy, logo CACr 2D e eg Cy A Ca.
Pelo teorema, C; A C; € um ciclo ou a unido de ciclos arestas-

disjuntos.

Tomemos C3= C, A C,, dai
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C3 =C1AC2 =C1 UCZ_CI ﬁCz ;C] UC2 €0

coroldrio est4 provado.l

4.3 Espaco Co-ciclo e espaco Biciclo

Agora, caracterizamos o espago co-ciclo por meio da exposi¢do

do teorema 4.3.1 (abaixo) e, na continuagio, definimos o espaco biciclo.

Teorema 4.3.1: Seja o grafo G = (V,E). Entdo, o conjunto Co formado por todos

os conjuntos cortes e por toda a unido de conjuntos cortes arestas disjuntas de G

(incluindo o grafo nulo (&)) é um subespaco do espago vetorial 2°.
Demonstragao:

i) @ e Cy, por hipétese.

ii) Mostremos que V S;,S; € Cp,S; @ S; € Cp.
Como S; e S, sdo cortes, entdo sdo da forma S; = (V;, Vy) e
S, =(V;,V,), paraVicV (i=1,...,4), no grafo G = (V,E).
Por conseguinte, temos: V=V, U V; = V3U V4
e
ViNnV; = VsV =02.

Sejam: A=V NVj3;
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B=Vi NV
C=V,nVie
D=V, NV,
Pode-se ver que A, B, C e D sdo conjuntos mutuamente disjun-

tos, por exemplo, se for ANB # O
=S>VinVs)Nn(VinVy)zd
=ViNnV: NVy)zJ
=>Vind#Jd
= @ # J, absurdo.
De modo semelhante, mostra - se queANC=0,AnD=0,
BNC=0g,BND=0eCNnD=0.
Por outro lado, AUB=(VinV3)Uu(ViNnVy)
ViNn(VizuVy)
VinV
Vi;

semelhantemente: CuD=V;; AuC=V3eBuD=V,.

Dai, S; e S, ficam expressos como:

Si =(AuB,CuD)

= (AuB,C)U(AUB,D)
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= (A,C)U(AD)u (B,C) U (B,D)
e
S =(AuC,BuD)

=(A,BuD)u(C,BuD)

=(A,B)uU (A,D)u (C,B) U (CD).
Deonde, S;® S, = (A,C) u (B,D) U (A,B) U (C,D).
Como (A,C) U (B,D) U (A,B) U (C,D)=(Auvu D, B u C), po-

demos escrever: S, ® S, = (AuD,Bu Q).

Como AuD e BuUC sd3o mutuamente disjuntos e

(AUD)U(BUC)=V (observe a figura 4.3.1), entdo S; ® S, €é um corte em G,

istoé,S1 D S, e Cy.

C

Figura 4.3.1:

ViNV; V,NV;

iii) Agora, provemos que para Vo e GF2) e VSe C

S,sea=1
D, sea=0 "

Temos: o*S = {

Portanto, o*S € C,,.

Logo, concluimos que Cy é um subespago vetorial do 2Em
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Este subespaco Cy ¢ denominado espago co-ciclo (ou espago co-

circuito, ou ainda, espago conjunto corte) de G.

Para ilustrar o teorema 4.3.1 consideramos o grafo da figura

4.2.1, onde o espago co-cicloCy ={(0,0,0,0,0),(1,1,0,0,0),(0,1,1,1,0),(0,0,0,1,1),
(1,0,1,1,0),(1,1,0,1,1),(0,1,1,0,1),(1,0,1,0,1)}. Tomando, por exemplo, S; e S, dois
elementos de C, onde S;= (Vl,V2)= (1,0,,1,0) (figura 4.3.2) e
Sy =(V3,V4)=(0,11,0,]) (figura 4.3.3), com Vi={v,,v,}, Va={v,,v,},
Vi={v,,v,} e V4= {v,,v;}, entdo S, ®S, =(1,1,0,1,1). No grafo da figura 4.3.4
temos:A=V,nV,={v,}, B=V,nV,={v,}, C={VunV3}={vs} e

D=V, Vs ={v3}. Dai, AuD={v;,v3}, BUC={v,,v4}e verificamos

que S; +S, =(AuD,BUC)=(1,1,0,1,1) (figura 4.3.4).

Vg ZaVa

Figura 4.3.2 Figura 4.3.3 Figura 4.3.4

A demonstragdo do coroldrio a seguir € andloga a do coroldrio
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Corolério 4.3.1: Seja Cy o espago co-ciclo de G e sejam Cp; € Cpe Co, com
C#Coz2 e ee CqinCqp,. Entdo, existe um co-ciclo Co3 que ndo contém e em
Co1UCop2. 1

Sendo, Cy e C subespagos do espago vetorial 2% sobre GF(2),

entdio CNC, € um subespago vetorial de 2F sobre GF(2). Este sub-espago, deno-

tado por B;, é denominado espago biciclo, por exemplo, vide o artigo de Archdea-

con et al’.

O espago biciclo B; aparece no grafo da figura 4.2.1, como

B; =CNCqy ={(0,0,0,0,0),(1,1,0,1,1)}.

Existe alguma solug@o algébrica para se contornar o problema de
encontrar um grafo que possa corresponder aos espagos ciclo e co-ciclo dados,

por exemplo, vide Gould"’ .

4.4 Bases dos Espacos Ciclo e Co-ciclo

Baseando no teorema 4.4.1 (abaixo) fica caracterizado uma base
para o espago ciclo e também para o espago co-ciclo; ainda definiremos a matriz

circuito base e a matriz co-ciclo base.
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Teorema 4.4.1 Seja G = (V,E) um grafo dado. Entdo, os ciclos e co-ciclos funda-
mentais associados a uma floresta geradora considerada, constituem uma base
para os subespagos ciclo e co-ciclo respectivamente.

Demonstragado:

Assumamos que G seja conexo, isto é, ®(G) =k = 1.

Consideremos T uma 4arvore geradora de G, na qual
Sis Sy 5 .. Sy .y Sd@0 as arestas de T com §,, S,, ... S, ., 0s respectivos co-ci-
clos fundamentais.

Qualquer S; possui exatamente uma aresta que nao esta presente
em qualquer um dos S, para j = 1,2,...,i-1,i+ 1,...,n - 1 (por defini-
¢do de co-ciclos fundamentais). Dai, S; ndo pode ser expresso como soma anel
dos S; , paraj = 1,2,...,i-1,i+1,...,n -1 e desde que S; € qualquer
elemento do conjunto de co-ciclos fundamentais considerado, concluimos que este
conjunto € independente.

Seja S qualquer subgrafo do subespago co-ciclo de G.

Suponhamos que S possui exatamente t  arestas

S1» Sp2s +ev » S;p Queestdioem T..

Definamos o co-ciclo S=S,, ® S, ® ... ® S,,.

Em razdo da defini¢do de soma anel, de s; estar presente somen-

teem S;; para i=1, 2, ..., n-1 (por definicdo de co-ciclos fundamentais) e em
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razdo da defini¢do de S, concluimos que:s,,, s,,, ... , S,, €stdo presentes em S

e sd0 as unicas arestas de S que estdoem T.

Em virtude de s, s,5, ..., s,, serem as unicas arestas de T

que estdoem S e em S ,entdio S ® S nio possui arestas de T.
Se S®S #Q , temos uma contradi¢do, pois em razao de
S®S possuir somente arestas que ndo estdo em T, entdo para qualquer

Vis ¥ € V(G), existe um caminho por T ligando vi a v; em G\( S @ S), daf

G\(S & S') ¢ conexo. Assim S ® S’ nio é um co-ciclo em G: no entanto, por

teorema 4.3.1, S ® S é um co-ciclo ou a unido de co-ciclos arestas disjuntas, des-

*

de que S e S sdo co-ciclos. Portanto, S @ S=@. Dai S = S =
S:1 D S;5 @ i DSy

Aqui podemos concluir que o conjunto de co-ciclos fundamen-
tais € uma base para o subespago co-ciclo, pois o conjunto de co-ciclos fundamen-
tais € independente e S € qualquer subgrafo do subespago co-ciclo de G e gerado
por co-ciclos fundamentais (S=S,; ® S,, @ ... ® S,)).

Caso G possua mais de uma componente conexa (k = 1), consi-
deramos uma floresta T e também que a componente conexa G; de G contém a
arvore geradora T; da floresta T, parai=1, 2, ..., k.

Qualquer co-ciclo fundamental associado a floresta T de G, pos-

sui exatamente uma aresta que nao estd presente em qualquer um dos outros co-

ciclos fundamentais associados a T, assim um co-ciclo fundamental ndo pode ser
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expresso como soma anel dos demais e portanto, o conjunto de co-ciclos funda-
mentais de G € independente.

Seja R um subgrafo do subespago co-ciclo de G.

Se R for um subgrafo de G; , ele € gerado pelo conjunto de co-
ciclos fundamentais associados a arvore geradora T; e portanto, gerado pelo con-
junto de co-ciclos fundamentais associados a T.

Se R = R,;UR,UL...UR,, com R; subgrafo de G; para
i=1,2,...,t, foi provado que R; € gerado pelo conjunto de co-ciclos funda-

mentais associados a Ty , assim R € gerado pelo conjunto de co-ciclos fundamen-

tais associados a T, U T,,U...UT;, e portanto, gerado pelo conjunto de co-ciclos

»

fundamentais associados a T.

Em virtude de R ser qualquer subgrafo do subespaco co-ciclo de
G e gerado pelo conjunto de co-ciclos fundamentais, concluimos que tal conjunto
gera o subespago co-ciclo de G. Além disto, provamos que este conjunto € inde-
pendente. Por conseguinte, o conjunto de co-ciclos fundamentais associados a
floresta € uma base para Cy.

De modo exatamente semelhante, podemos provar que os ciclos

fundamentais relacionados a uma floresta geradora considerada, constituem uma

base para o subespago ciclo de G, vide Deo'2.m
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Coroldrio 44.1 Seja G = (V,E) um grafo. Entdo, a
dim(C) = u(G) e o nimero de elementos do C (incluindo o vetor nulo) é 2*(©

(ou || = 249,
Demonstragao:

Em vista de que o conjunto de ciclos fundamentais associados a
uma floresta geradora € uma base para C e sabemos, pela defini¢@o de ciclos fun-

damentais, que este conjunto possui W(G) elementos, logo a demonstragdo de

dim(C) = p(G) estd concluida.

Agora, consideremos B = {cl,cz,...,cu(G)} uma base para o

espago C. Pela consideragdo do espago vetorial sobre GF(2), existe somente dois
escalares possiveis (zero ou um) para multiplicar c¢; (uma combinagdo linear com
os elementos desta base e a mesma situagao ocorre para os outros ¢; (i = 2,..., m),

independente do escalar que multiplicar ¢; ., paraj =1, 2,..., i - 1). Assim, o ni-
mero de combinagGes lineares com os elementos desta base é 2“(6), ou seja,

IC| = 2*©C) | £ imediato que o vetor nulo estd incluido nesta quantidade ( 2#(G) ),

basta tomarmos todos os escalares valendo zero em uma combinagdo linear dos

elementos desta base.l
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Corolério 4.4.2 Seja G = (V,E) um grafo. Entdo, a dim(Cy) =

p(G) e o niimero de elementos do Cy (incluindo o vetor nulo) é 2P

Uma prova deste corolério segue de forma anédloga a demonstra-

¢ao do corolério anterior.®

No o grafo da figura 4.2.1, para os circuitos (1,1,1,0,0) e
(0,0,L,L,1), os quais sdo fundamentais e também os cortes (1,1,0,0,0), (0,1,1,1,0) e
(0,0,0,1,1) que sdo fundamentais (quando consideramos a 4rvore geradora corres-
pondente ao vetor (1,0,1,0,1)), observamos que qualquer circuito pode ser obtido
por meio da soma anel dos circuitos fundamentais mencionados, por exemplo, o
circuito (1,1,0,1,1) é a soma anel de(1,1,1,0,0) com (0,0,1,1,1) e que qualquer corte
pode ser obtido utilizando a soma anel dos cortes fundamentais citados, por

exemplo, o corte (1,0,1,1,0) é a soma anel de (1,1,0,0,0) com (0,1,1,1,0). Verifica-

mos também que dim(C) =2 = p(G), dim(Co)=3=p(G),|C|=2% ¢ |Co|=2>.

Como uma conseqiiéncia imediata destes resultados temos que o

niimero maximo de linhas linearmente independente na matriz corte ép(G)e na

matriz circuito é u(G)e consegiientemente temos o seguinte resultado:
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Teorema 4.4.2 Seja G um grafo com k componentes conexas. Entdo, o posto da

matriz circuito é u(G) e o posto da matriz corte é p(G).

Uma demonstragdo detalhada pode ser encontrada em Deo'’m.

Qualquer submatriz de B. com posto p(G), denotada por B, é

denominada matriz circuito base e qualquer submatriz de Q. com posto p(G),

denotada por Q, é denominada matriz corte base. E interessante observar que B e

Q geram B, e Q, assim podemos dizer que B e Q contém todas as informagdes de

B. e Q. respectivamente.
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Capitulo 5

Espacos Ortogonais e Ortogonais Complemen-

tares

5.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos algumas relagdes entre os espa-

¢os ciclo, co-ciclo e biciclo; em especial a relagdo de ortogonalidade. Além disso,

discutiremos também da ortogonalidade complementar dos espagos C € Co no K"

5.2 Espacos Ortogonais

Os resultados desta se¢do sdo baseados nas referéncias Chen'*"!

O teorema 5.2.1 (abaixo) sem divida é uma base fundamental

para os estudos de ortogonalidade entre os espacos ciclo e co-ciclo.
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Teorema 5.2.1 Consideremos o grafo G e os subespagos ciclo C e co-ciclo Cy de
G. Sejam I' um elemento de C e I’y um elemento de Co. Entdo, I' "Iy ndo é um
conjunto unitério, isto €, |I"n1"0| # 1, em outras palavras, |I"m F0| € um inteiro

par.

Demonstragao:
Sejam Cy e C os subespagos co-ciclo e ciclo respectivamente de
um grafo G.

Consideremos o ciclo I' em C e o co-ciclo I, em C.

Se I'n T, = J, entdo o teorema esta provado.

Se I'n T, # D, entdo os subgrafos G; = G[Vi] e Gz = G[V3],
(componentes de G - I')) s@o disjuntas.

Se I' € G, ou I' ¢ G,, mas ndo em ambos, entdo obviamente o

nimero de arestas em comum entre I" e I'; € igual a zero, portanto |l"r'\ l"0| =0,

0 qual € um nimero par.

Suponhamos que I" e I, tenham algumas arestas em comum.

Se nés caminharmos sobre o circuito I" comegando a partir de um vértice v; do
conjunto V), retornaremos ao vértice v; apds atravessar exatamente em um nime-

ro par de arestas de Iy, isto implica que I" e I}, possuem um ndmero par de

arestas em comum,; veja figura 5.2.1.

AVA
AVAVAY

2 3 4 5, 6 7 unespw 11 12 13 14 15 16

17



Sendo I' e I’y qualquer elemento de C e Cy respectivamente,

concluimos que todo elemento do subespago circuito, C, de G possui um nimero

par de arestas em comum com qualquer elemento do subespago co-ciclo, Cp , de

G, em outras palavras, |I" N 1"0| 1.1

Co™,

figura 5. 2.1

Agora, utilizando o teorema 5.2.1 provaremos a seguir os resul-

tados sobre ortogonalidade, teorema 5.2.2 € 5.2.3.

Teorema 5.2.2 Se as colunas da matriz circuito, B., € da matriz corte, Q., sao

organizadas com as arestas na mesma ordem, isto €,
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€01 q11 q12
€02 q21 q22

Q. =

Cozp(G) _qu(G) 1 qu(G) 2

entio Be. QT=0(mod 2) e Q.. BT =0 (mod2).
Demonstragdo:

Consideremos B, .Q = A, com A = (aj).

O elemento ajj, pela definigdo de produto de matrizes, € o produ-
to interno da i-ésima linha de B, com a j-ésima coluna de Q.

Pela defini¢do de B, um elemento da i-ésima linha de B, € nédo

nulo se, e somente se, a correspondente aresta de G est4 no i-€simo circuito; € pela
defini¢cdo de Q., um elemento da j-ésima coluna de QI (ou j-ésima linha de Q) é

ndo nulo se, e somente se, a correspondente aresta de G estd no j-€simo co-ciclo.
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Assim, a;; € o nimero de arestas em comum do i-€simo circuito
com o j-ésimo co-ciclo que, pelo teorema 5.2.1, € um nimero par. Logo,

aij =0 (mod2)

Aplicando a transposta em ambos os lados da identidade

BC.QE =0, temos:

Q..Bl =0 (mod 2)m

Teorema 5.2.3 Seja G um grafo. Entdo, os subespagos ciclo e co-ciclo de G sdo
ortogonais.
Demonstragado:.

Sejam c e ¢y vetores dos espagos ciclo, C, e co-ciclo, Cop , res-
pectivamente.

Notemos que c e ¢y representam subgrafos de C e Cy respecti-
vamente e de acordo com teorema 5.2.1, todo subgrafo de G em C possui um ni-
mero par de arestas em comum com qualquer subgrafo de G em Cp , entdo c e ¢
possuem um nimero par de coordenadas em comum valendo 1; dai o produto in-
terno entre ¢ € ¢y € igual a soma médulo dois de um nimero par de 1’s, que mé-
dulo dois € zero.

Desde que, qualquer vetor em C € ortogonal a qualquer vetor de

Co , concluimos que C e Cy sdo ortogonais.l

E imediato, com base no teorema acima, que todos os vetores
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em CN Cy sdo ortogonais a si mesmo. Por conseguinte, todo elemento do subes-

paco biciclo possui um niimero par de componentes nao nulas.

5.3 Espacos Ortogonais Complementares

Nesta se¢dio, apresentaremos dois resultados que caracterizam
quando os subespagos C e Cy sdo ortogonais complementares no KE. Na literatura

vista, um primeiro resultado se deve Williams & Maxwell*

e o segundo resultado
que achamos mais simples e elegante em vista de que utiliza matrizes maiores, €

atribuido a Chen'’. Contudo, apresentamos estes dois resultados, iniciando com o

seguinte teorema de Williams & Maxwell*’.

Teorema 5.3.1 Os espagos ciclo e co-ciclo sd3o ortogonais complementares no KE
se, e somente se, C N Cyo={0}.
Demonstragao:
Lembramos por defini¢do que:
Os espagos C e Cp sdo ortogonais complementares se, € somente
se, C e Cpsdo ortogonais e KE=C+C,. (i)
Por outro lado, sabemos que:
dim(C + Cy ) = dim C + dim Cp - dim (C N Cy). (ii)
Agora, seja T uma floresta no grafo G = (V, E) (G tem k compo-

nentes conexas), entao temos:
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dim C + dim Co = (|E|—|V|+k)+ (V|- k) =|E| (iii)
A partir os itens (ii) e (iii) , concluimos que:
dim(C + Cp ) = |E| - dim (C N Cy). (iv)
Desde que, os espagos C e Cy s@o ortogonais complementares,
entdo dim(C+Cq)=dim K" =|E|. v)
A condigdo necesséria do teorema resulta da combinagdo de (iv)
e (v), isto é:
Se C e Cy sdo ortogonais complementares, entdo

dim(C N Co) =0, ou seja CN C, = {0}.

Agora, a condigdo suficiente admitamos que seja C M Co = {0},

dim(C N CO) =1,
Combinando as equagdes (iv) e (vi), temos que:
dim(C+Cy) =|g|. (vii)

Por outro lado, sendo C+C subespago de K* e dimK® =|E|,

K®=C + C,. (viii)
Usando a definig@o (i) e a conclusdo (viii) conjuntamente com o
teorema 5.2.3, concluimos que os subespagos C e Cy sao ortogonais complementa-

res.l

AVA
AVAVAY

2 3 4 5, 6 7 unespw 11 12 13 14 15 16

17



A continuagdo, apresentamos uma ilustragdo do teorema 5.3.1.
Consideremos o grafo dado pela figura 5.3.1 (abaixo).

C

Figura 5.3.1

Temos:

KE| =2°=16, |C|=2 e |Co| =23 =8, onde
0

C =[(1,1,1,0)] = {(0,0,0,0),(1,1,1,0)}, )

Co = [(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)] = {(0,0,0,0),(1,1,0,0),(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1),
(0,1,1,1),(1,1,0,1),(1011)},

CnCp= {(0,0,0,0)} e os vetores de KE que ndo estio em C e nem em Cy sdo
obtidos unicamente da seguinte forma:
(1,0,0,0) = (1,1,1,0) +(0,1,1,0),
(0,1,0,0) =(1,1,1,0) +(1,0,1,0),
(0,0,1,0) = (1,1,1,0) +(1,1,0,0),
(1,0,0,1) = (1,1,1,0) +(0,1,1,1),
(0,1,0,1) = (1,1,1,0) +(1,0,1,1),

(0,0,1,1) = (1,1,1,0) +(1,1,0,1) e
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(1,1,1,1) =(1,1,1,0) +(0,0,0,1). Notemos também que neste caso, em que
CNnCy = {(0,0,0,0)}, o conjunto de ciclos fundamentais e o conjunto de cortes

fundamentais relativos a uma 4rvore geradora formam uma base para K.

A seguir, provaremos o resultado (atribuido a Chen'') sobre a
ortogonalidade complementar dos subespagos C e C°, via matriz maior , mas an-

tes provaremos o seguinte lema:

Lema 5.3.1 Seja G = (V, E) um grafo com k componentes conexas. Entdo, uma
submatriz de uma matriz base, Q, de Cy (B, de C) € maior se, € somente se, as
colunas desta submatriz correspondem as arestas de uma floresta geradora

(floresta co-geradora) de G.

Demonstragado:.
Basta provarmos para a matriz base Q em vista que para a matriz
B de C é andlogo, vide Thulasiraman & Swamy®>.

Consideremos Q particionada em colunas de modo que:

Q=[Q Q - Q]

* Lembremos que, dada uma matriz A de ordem m x n (m<n), dizemos que uina submatriz B de A

¢ maior se a ordem de B for m e B ndo € singular.
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Seja y = ['}'l Y, tet s 'ym] um vetor circuito em G. Entdo, pela

relagdo de ortogonalidade, temos:
Qy'=0
ou
Y1Q +7.Q+. Y Qp =0 (5.1
Agora, podemos considerar, sem perder a generalidade, que os r
primeiros elementos de Yy sdo ndo nulos e os restantes nulos, entdo com base em
(5.1), temos:
Y.Q, +v,Q,+..+7,Q, =0
Dai, concluimos que, existe uma combinag¢do linear entre as co-
lunas da matriz corte que correspondem as arestas de um circuito do grafo G, ou
seja, as colunas da matriz corte que correspondem as arestas de um circuito do
grafo s@o linearmente dependentes.
Seja Qy; a matriz maior de Q obtido pelas permutagdes necessa-
rias das colunas de Q, por conseguinte temos:

Q=[Q, Q). onde as colunas de Q;; sdo linearmente inde-

pendente e, pela conclusdo acima, ndo existe circuito no subgrafo correspondente

a estas colunas. Neste caso, sendo o posto de Q igual a p(G) (veja teorema 4.4.2),
o niimero de arestas no subgrafo correspondente a estas colunas € igual a p(G).

Sendo este um subgrafo de G aciclico e como p(G)= IVI - k,
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Para k = 1, pelo teorema 2.2.5, este subgrafo ¢ uma érvore gera-

dora e para k > 1, uma floresta geradora.

Agora, particionando as colunas de Q (permutando se for neces-

sério) temos que:
Q=[Q,, Q] onde as colunas de Q;; correspondem as ares-
tas de uma floresta geradora T em G.

Seja Q; = [U an] a matriz corte fundamental com respeito a

Desde que as linhas de Q podem ser expressas como combina-

¢ao linear das linhas de Qs , entdo temos:

% %p(g)

Q= [Qu le] =DQ; onde, D =
%@)1 " %p(G)p(G)

=D[U Q]

Pela igualdade de matrizes, obtemos:

Q“ =DU=D.
Agora, D possui ordem ([V|-k)x (|V|-k) e como as matrizes

Q e Q¢ sdo ambas de posto IVI-k, segue-se que D ndo € singular. Desta forma, Qq;

€ uma submatriz maior de Q.1

O seguinte teorema 5.3.2 é um resultado algébrico devido a
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Chen'!, contudo Rosenstiehl & Read?, ofereceram uma prova combinatorial, mas

nds optamos em fazer a apresentagdo algébrica.

Teorema 5.3.2 Os subespagos C e Cy sio ortogonais complementares no K se, e
somente se, o grafo G contém um nimero impar de florestas geradoras ou flores-

tas co-geradoras.

Demonstragado:
Lembrando que Q e B sdo matrizes bases de C e Cy respectiva-
mente e considerando as colunas de Q e B organizadas com as arestas na mesma

ordem, portanto escrevemos:

H= [g] , que é uma matriz quadrada de ordem m.

Calculemos:

r | Qlrar o1 |QQT QBT |QQ" 0
H.H —[B].[Q B]_[BQT BBT]_[ 0 BBle’ (pelo teorema 5.2.2,

resulta que BQ" =0e QB = 0).
A partir da defini¢ao de determinante de uma matriz, resulta:
(det H)? = (det QQ").(detBB™).
Pelo teorema de Binet-Cauchy e lembrando que Q e B sdo ma-

trizes de ordem p(G)x m e p(G)x m respectivamente, temos:
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(det H)? = 5 L oéZfloss P(G)}QT(jl i2

l$j1<j2<...<jp(G)£m Jp((}) 1 2

5 B['l .2 u(G)}BT{ill 122 iu(c)]

Iig<ip <..<iy(G)<m Hi'dg = i!-l(G) 1(G)

2 (uleZis g0 PLEIT Z o1 2
Q\jl o dpe)) I i

I$j1<j2<...<jp(G)Sm lsil<i2<...cip(o]£m

(1 2 - p(G) | )
L A " Bl. .
2 Q\Jl o Jp(G)J 2 i 1,

1£j;<jy <. <jp(g)Sm 1S, <i; <..<iyg)Sm

1 2 - p(G)J

Agora, usando o lema 5.3.1, resulta que Q| . . ;
h 2 = Jpg)

u(G)

] ndo sdo nulos se, e somente se, as p(G) colunas tomadas

'u(G)
em Q correspondem as arestas de uma floresta geradora e as (G) colunas toma-

das em B correspondem as arestas de uma floresta co-geradora, logo x € y (em
(5.2)) nos fornecem o nimero de floresta geradora e floresta co-geradora respecti-
vamente de G.
Lembrando que cada floresta geradora fica associada a uma tini-
ca floresta co-geradora e reciprocamente, concluimos que x =y.
Por conseguinte,
(det H)> = x*.

Em razdo de estarmos trabalhando sobre GF(2), temos:
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x = 1, se o nimero de floresta geradora ou floresta co-geradora for impar, ou seja,
det(H) # 0.
e
x =0, caso contrério.
Concluimos que H ndo € singular se, e somente se, C e Cy séo

ortogonais complementares e o teorema estd provado.ll

Tlustramos este teorema através do grafo da figura 5.3.1 e todas

as florestas geradoras associadas (florestas: Ty, T2 e T3) ilustradas na figura 5.3.2

b ¢

10 a b ¢ d
abaixo, onde Q = 1 1 eB=[1 11

00

0] sdo respectivamente, matri-

zes corte base e circuito base associadas ao grafo G.

Figura 5.3.2
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Q s 2 1
=| det z . : ..k = B.
B 1j1<j2<jzs4 U1 J2 J3)1sjis4 N

2

3

o))

23) 1 2 3 123 1
2 3)" A 2 4J+Q(1 3 4)+Q(2

a b ¢ d
(11 O]
1

=[0+1+1+1}[1+1+1+0]=11=1

3
Observe que existe um nimero impar (trés) de Q[j 55 )
» DG A

(1 <Sjhi<j2<j3< 4) ndo nulos e, de acordo com o lema 5.3.1, estes determinan-

tes ndo nulos possuem as colunas correspondentes as arestas de uma 4rvore gera-

1
doraem G e analogamente para B[, ) (] j1 <4).
J1

Corolario 5.3.1 Os espagos C e Cy sdo ortogonais complementares no K- se, e
somente se, QQ" ou BB” nio ¢ singular.
Demonstragao:

Pelo o teorema de Binet-Cauchy, o detQQ" é obtido pela soma
de todos os determinantes maiores de Q e analogamente o detBB" ¢ obtido pela

soma de todos os determinantes maiores de B.
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Pelo Lema 5.3.1, as colunas dos determinantes maiores ndo nu-
los em Q correspondem as arestas de florestas geradoras de G, enquanto as colu-
nas dos determinantes maiores ndo nulos em B correspondem as arestas de flores-
tas co-geradoras de G.

Aplicando o teorema 5.3.2, C e C sdo ortogonais complementa-
res se, € somente se, G possui um nimero impar de florestas geradoras ou flores-
tas co-geradoras.

De onde concluimos que C e Cy sdo ortogonais complementares
se, e somente se, detQQT;e 0 (ou detBBT o)nm

A prova do coroldrio 5.3.2 (al:;aixo) € uma aplicagdo imediata

do teorema 5.3.2.

Coroldrio 5.3.2 Todo vetor x de K* é expresso unicamente como a soma médulo

dois de dois vetores x; e Xz , onde x; € um vetor incidente a algum ciclo de C e x»
€ um vetor incidente a algum co-ciclo de Cy se, e somente se, o grafo G possui

um nimero impar de florestas geradoras ou florestas co-geradoras.

Corolario 5.3.3 Se G contém um nimero impar de florestas geradoras (ou flores-
tas co-geradoras), entdo qualquer subgrafo de G € unicamente expresso como uma
soma anel de um co-ciclo ou a unido arestas disjuntas de co-ciclos e um ciclo ou a

unido arestas disjuntas de ciclos de G.
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Demonstragao:

Se G possui um nimero impar de florestas geradoras ou flores-

tas co-geradoras, entdo pelo teorema 5.3.2 os espagos C e Cy sdo ortogonais com-

plementares, isto significa que todo elemento de KF (isto é, todo subgrafo de G) é

unicamente expresso como a soma de dois elementos, um de C e o outrode C.
A prova do coroldrio estd completa, desde que os elementos de
C s@o ciclos ou a unido arestas disjuntas de ciclos e os elementos de Cy sdo co-

ciclos ou a unido arestas disjuntas de co-ciclos.l
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Capitulo 6

Caracterizacao do Espaco Biciclo

6.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos a caracterizagdo do subespago
biciclo seguindo o trabalho de Chen''. Este subespago torna-se interessante quan-
do ndo € trivial, em outras palavras, quando os subespagos C e Cy ndo sdo ortogo-
nais complementares no KE. Cabe destacarmos, entre outras, as conclusdes a que
chegamos:

1. A dimensdo deste subespaco € |E| - p;

2. O nimero de subgrafos no conjunto biciclo € um nimero par, isto é, 2|E|_p;
3. O ndimero de subgrafos em G que sdo ciclos ou a unido arestas-disjuntos de

ciclos e ndo sdo co-ciclos (ou a ndo unido arestas-disjuntos de co-ciclos) € igual a

gHG) _ 2|E_p|. Analogamente, o nimero de subgrafos em G que sdo co-ciclos ou
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a unido de co-ciclos arestas-disjuntos e ndo sdo ciclos (ou a ndo unido arestas-
disjuntos de ciclos) € igual a 2P(Q) _ 21E_pl e a negatividade 16gica de ambas as
sentengas € dada por 2lBl.5p(B) oG] olEl=p,

4. O nimero maximo de subgrafos em G que ndo estdo na soma dos espagos C e
Coestientrer +l e r+ 2|E|_p, r= 2'5I - 2p(G) - 2”(6) (onde, o menor limitante
foi dado por Deo);

5. A dimensdo de C +Cy € p;

6. O nimero de subgrafos de G na soma dos espagos C e Cop é um nimero par,
isto ¢, 2P;

7. O nimero de subgrafos de G que ndo estdo na soma dos espagos C e Cp € um
niimero par, isto €, 2lEl _ 2P.

8. O niimero de subgrafos de G que estdo no espago ciclo adicionado ao nimero
de subgrafos de G que estdo no espago co-ciclo é menor ou igual a g1l 2P: e

9.. O niimero de subgrafos em G que ndo sdo ciclos ou a unido de ciclos arestas-

disjuntos e nem sdo co-ciclos unifo arestas-disjuntos de co-ciclos, mas que sao a

soma de algum ciclo ou a unido arestas-disjuntos de ciclos com um co-ciclo ou a

unido arestas-disjuntos de co-ciclos € igual a 2P — 2P(G) _(G) 4 olEl-P

Tendo em vista a finalidade deste capitulo, todo grafo G consi-

derado possuird pelo menos um subgrafo ndo nulo que seja um ciclo ou a unido de

ciclos aresta-disjuntos e também seja um conjunto corte ou a unido de conjuntos
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base) e B (matriz circuito base) organizadas com as arestas na mesma ordem € a

notagdo paraamatrizHé H = [13]

6.2 Espaco Biciclo

O teorema a seguir é uma caracterizagdo de C N Cy (espago bi-

ciclo) obtida por Chen''.

Teorema 6.1 Um vetor x estd no espago biciclo se, e somente se, 0 vetor X estd
no nicleo da matriz H.
Demonstragao:

Provemos a condigdo necessdria, ou seja, suponhamos que

x € CNCy e provemos que x € Ker(H).

: Q Qx ;
A partir do produto Hx= B X=[g e pela hipétese

x e CNCy, de onde (x,x)=0=(q, x), como queira que seja q ciclo ou co-ciclo,
em particular temos:
Q.x =0, (Q, matriz co-ciclo base cujos vetores linhas q sdo co-ciclos)

€

B.x=0, (B, matriz ciclo base cujos vetores linhas q sdo ciclos).
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0

Dai, Hx =
e[l

], por conseguinte, x € Ker(H).

Agora, provemos a condi¢@o suficiente, isto €, provemos que

x € CNC( paratodo x € Ker(H).

Pela igualdade de matrizes, conjuntamente pela hipétese,

0 . |Q 0
ol ou seja, B X= 0 , de onde resulta que Qx =0e Bx =0.

Sabemos que o posto de Q é p(G)=|V|-k (k é o nimero de
componentes conexas de G) e |E| é o nimero de colunas de Q, entdo a nulidade de
Q¢ |[E|-|V|+k e como B possui posto u(G)=|E|-|V|+k e, conjuntamente com
o teorema 5.2.2, temos que as colunas de B” formam uma base para o espago
nulo de Q ( ou para o espago nulo de Cy, desde que as linhas de Q formam uma
base para C). Analogamente, prova-se que as colunas de Q" é uma base para o
espago nulo de B (ou para o espago nulo de C).

Dai, x é expresso como uma combinagdo linear das colunas de
BT e é expresso como uma combinagdo linear das colunas de Q". Além disso, as
colunas de B” sio uma base para o espago C e as colunas de Q" sdo uma base para

o espago Cy, entdo concluimos que xe CNC,.H

No corolério a seguir, Chen'! relaciona a dimensdo de CN Co

com o posto de H.
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Corolério 6.2.1 A dimensdo do espago biciclo € igual a dimensdo do espago nulo
da matriz H.
A demonstrag@o do corolério 6.2.1 € uma demonstragdo imedia-

ta do teorema.l

Dizer que o espago biciclo € distinto do espago nulo, significa a
existéncia de um vetor em K® que ndo pode ser expresso como a soma médulo
dois de dois vetores, com um vetor pertencente ao Cp € 0 outro vetor pertencente
ao C. Em outras palavras, existe um subgrafo de G que ndo pode ser expresso
como a soma anel de dois subgrafos com um subgrafo em C, e o outro subgrafo
em C. Sabendo que G € um subgrafo de si mesmo, surge a pergunta se neste caso
o vetor incidente do grafo G sempre esté presente na soma dos subespagos C e C,.

O coroldrio, a seguir, vem nos fornecer uma resposta afirmativa a esta pergunta.

Coroldrio 6.2.2 O vetor correspondente ao grafo G estd presente na soma dos
subespagos C e C,.
Demonstragao:

Seja g o vetor de K® incidente do grafo G.

Q
Mostrando que R =| B | possui o0 mesmo posto de [(32] , esta-
g

remos mostrando que g é expresso como combinag@o linear das linhas de Q e B,
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isto é, g € [Co U C] (desde que, as linhas de Q sio uma base para Cy e as linhas
de B uma base para C). Dai, em virtude de Cy+C = [Co w C], a prova do coro-

lario estard completa.
Tomemos um vetor x no nicleo da matriz {g] Pelo teore-

ma 6.2.1, x estd no espago biciclo e dai, pelo teorema 5.2.1, x possui um nimero
par de elementos valendo um.
Assim,

gx = 0, desde que, g € um vetor cujos elementos sao

todos iguais a um e x possui um niimero par de elementos valendo um.
Logo, x estd no nicleo da matriz R.

E evidente que todo vetor x no niicleo de R também est4 no ni-

cleo de [Q} 2
B

Assim, R e [g] possuem o mesmo subespaco nulo, e evidente-

mente a mesma nulidade.

Se r é a nulidade de R e lembrando que R e |:(B2:| possuem 0

mesmo nimero de colunas (|E|), temos:

postode R = |E| - = posto de [g] e a prova do corolério estd completa.l
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O corolério a seguir € uma conseqiiéncia direta do corolario an-

terior.

Corolario 6.2.3 Um grafo G pode ser expresso como a soma anel de um conjunto
corte ou a unido arestas-disjuntos de conjuntos cortes € um circuito ou a unido

arestas-disjuntos de circuitos de G. W

12

A partir da referéncia Deo“ temos o nimero minimo

2lEl _2p(0) _2#() 41 ge grafos ndo nulos que ndo estao em C e nem em Cy. Em
virtude desta observagdo e dos resultados, j4 mencionados, conseguimos as se-

guintes conclusdes:

1- A dimensdo do espago biciclo, dim(B;), é igual a |E|-p, onde p € o posto de

B

Demonstragao:

Pelo coroldrio 6.2.1, a dim(Bi ) = dim{Ker([g]B

Agora, se p € o posto de [g}, e sabendo que esta matriz possui

|E| colunas, entdo, por um resultado de 4lgebra linear, a dim [Ker[[gﬂ] é |E|-p.
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Logo, dim(B;)=|E|-p .|

2-O nimero de subgrafos no espago biciclo, incluindo o grafo nulo, é um nimero

par, isto &, 2lEl-p,

Omitimos esta demonstragdo em razdo de ser semelhante a do

coroldrio 4.4.1, provado no capitulo 4. B

3- O namero de subgrafos em G que sdo ciclos ou a unido arestas-disjuntos de

ciclos e ndo sao co-ciclos (ou a ndo unido arestas-disjuntos de co-ciclos) € igual a

gMe)— 2|E_pl. Analogamente, o nimero de subgrafos em G que sdo co-ciclos ou

a unido de co-ciclos arestas-disjuntos e ndo sdo ciclos (ou a ndo unido arestas-

disjuntos de ciclos) € igual a 2P(C) _ 2|E—p|_ Também, a negatividade l6gica de
ambas as sentengas, isto é, o nimero de subgrafos nao nulos do grafo G que nao
estdo em C e nem em Co é 2/El —2P(G) _21(G) 4 o[El-p.

Demonstragao:.

Utilizando a férmula de Silva-Sylvestre temos:

lcnCo|=I0]-[cn Co| = 2H(®) —2lEi-P,

A demonstragdo negativa légica da primeira € andloga a anterior.
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Se os grafos nulos (por defini¢do) estdo incluidos em C e em C,,

entdo, obviamente, nao estdo incluidos em Cu Co. 2
Pela lei de Morgan, CUC, = CNCp.
Pelo principio de inclusdo e exclusdo,

[CACo| = IKE-ICI-ICo + [CNCy)|.
Sabendo que K% = 2% 10 =2"9) |c,|=2"©) e

ICnCy|= oduiBi) o prova estd completa.

4- O nimero méximo de subgrafos em G que no estdo na soma dos espagos C e

Coé 2|E| = 2P(G) i 2!-1(6) + 2|Ei"P.

Demonstragao:

Desde que, CUC, < [CUCy]entio [CUC,]<[CUC,]. ()

Segundo o resultado anterior (3),
|CU COl = 2|E| - 29(0) _ 2“(6) 3 2|E]—P' (ii)
Comparando (i) e (ii),

I[CUCO l < 2|E| - 2p(G) = 211((3) i 2fE|—P_ (iii)

De 4lgebra linear, temos:

* Considerando X um conjunto, usamos X para denotar o complementar deste conjunto.
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De algebra linear, temos:
[cuCi]=C+Cq. (iv)
Assim, a prova estd completa comparando (iv) e (iii).®
5- A dim (C + Cy) é p.
Demonstragao:
dim(C + Cp) = dim(C) + dim(Cy) - dim(C N Cy)
=1(G) +p(G) - dim(B; )

=|E(G)| - |V(G)|+ ©(G) +|V(G)| - ©(G) - [E(G)| + p

= p, onde p € o posto da matriz [g] o

6. O niimero de subespagos de G na soma dos espagos C e Cy € um niimero par,
isto é, 2P.

A demonstragio € andloga a do coroldrio 4.4.1. W

Como conseqiiéncia imediata deste resultado temos:

7. O niimero de subgrafos de G que n@o estdo na soma dos espagos C e Cp € um

nimero par, isto €, 2El _2p m
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Comparando os resultados 4 e 7 temos:
2lEl _ 2P <5[El _»p(G) _,K(G) , 5[El-p
—2P < P(G) _,1(G) L »[El-p

2P(G) g 2]1(0) < 2|EE—P $2P

ICo|+|C] < 2B + 2P m

9. O nimero de subgrafos em G que ndo sdo ciclos ou a unido de ciclos arestas-
disjuntos € nem sdo co-ciclos unido arestas-disjuntos de co-ciclos, mas que sdo a

soma de algum ciclo ou a unido arestas-disjuntos de ciclos com um co-ciclo ou a

unido arestas-disjuntos de co-ciclos € igual a 2P — 2P(G) Q) 4 »lEI-p

A demonstragdo segue andloga a da primeira sentenga do tercei-

ro resultado, bastando calcular |(C +Co)N(CUC 1 =
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Capitulo 7

Planaridade e dualidade

7.1 Introducao

Os resultados apresentados neste capitulo foram tomados a partir
das referéncias Wilson®'”*> Whitney®® e Nishizeki & Chiban'.

Neste capitulo, apresentaremos trés formas equivalentes de se
definir o dual de um grafo planar, com o objetivo de motivar alguns resultados da
dualidade de um matréide que serd apresentado no capitulo 9. Também apresen-
tamos uma conclusdo a que chegamos (lema 7.3.1) a partir da equivaléncia entre
as duas primeiras defini¢des de dual, apresentadas neste capitulo. Em razdo do

objetivo deste capitulo omitiremos algumas demonstragdes.
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7.2 Planaridade

Um grafo G € planar se o diagrama que o representa puder ser
encaixédvel no plano (ou na esfera), de tal modo que as arestas se interceptem so-
mente nos vértices extremos. Em outras palavras, o grafo G € planar se existe uma

transformagdo topolégica, tal que, o grafo resultante, denotado por Gr, tenha to-
das suas arestas nao interceptando-se duas a duas a ndo ser nos vértices. O grafo

Gr € chamado o grafo plano associado a G.

Os grafos G e Gt s@o isomorfos.

As arestas de um grafo plano G dividem o plano em porgoes,

chamadas regides ou faces, dentre as quais exatamente uma face € infinita

(ilimitada), sendo que as outras sdo faces finitas (limitadas).

Ilustragoes:

Figura 7.2.1a Figura 7.2.1b
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Figura 7.2.2b

Figura 7.2.2a

Figura 7.2.2.c

Uma primeira caracterizagdo classica de planaridade, cuja de-
monstragdo pode ser encontrada em Nishizek & Chiba'’, Aigner' e Whitney®® ¢

atribuido a Kuratowski, tal como segue:

Teorema 7.2.1 (Kuratowski) Um grafo G é planar se, e somente se, G ndo possu-

ir, como subgrafo, um grafo homeomorfo ao Ks ou ao K ;.|




7.3 Caracterizagao de planaridade de Whitney

7.3.1 Dualidade

Segundo a bibliografia consultada, a idéia geométrica de duali-
dade € muito antiga; consta-se que Euclides por volta de 500-600 a.C. relata a

dualidade de algumas figuras geométricas.

Consideremos o grafo plano G = (V, E), com V ={v{,...,v, },
E={e;,:",e;, } €0 conjunto de faces F={f},...,f; }, definamos o dual geomé-
trico de G, denotado por G’, como segue:
1- A cada face f; (1< i< r) do grafo plano G associamos um vértice v; do G’
2- Para cada aresta de G, que sempre € comum no méaximo a duas regides f; e fj,
associamos uma aresta ¢ em G, unindo os vértices v; e v}' , ou seja,

*

- * *
e =|v;,v;

J

) corresponde a aresta que pertence a fj e fyem G.

3- Se f = fj, entdo v =vj, isto ¢, no dual e’ corresponde a um lago.

Ilustragao:

Figura 7.3.1: dual geométrico
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O teorema a seguir ndo € dificil de checar e omitiremos a de-

monstragdo (citada, Wilson®?).

Teorema 7.3.1 Seja G um grafo plano conexo. Entéo, G (o dual do dual) & iso-

morfoaG. R

Teorema 7.3.2 (Whitney”’) Um grafo é planar se, e somente se, ele possui um

dual.®

A um grafo planar ficam associados vérios grafos planos todos

eles isomorfos entre si, no entanto poderd haver grafos planos associados cujos

duais ndo sejam necessariamente isomorfos, veja figuras 7.2.2a, 7.3.2a € 7.3.2b.

Hlustragoes:

*
HT] :

Figura 7.3.2a
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Figura 7.3.2b

Vejamos algumas relagdes entre o grafo e o seu dual.

Teorema 7.3.3 Seja G = (V,E) um grafo planar e seja G* = (V*,E*) o dual geo-

métrico de G. Entdo, ¢ c E € um ciclo em G se, e somente se, o correspondente

i * * * i . i
conjunto de arestas de c em G (c CE ) é um conjunto corte em G

Demonstragao:
Sem perda da generalidade podemos considerar G um grafo pla-

no conexo.
Sec’ = (VI* y V;) for um conjunto corte em G’, temos:

LV, UV, =V, VNV, =@ e V|, V, =@

ii. G*[V;] e G*[V; ] sd0 subgrafos conexos resultantes de G"-c".

Agora, utilizando a definicdo de dualidade geométrica de G,
sabemos que os vértices de V" correspondem as faces de G e desta forma, ¢ par-

ticiona o conjunto de faces de G em dois conjuntos distintos. Também,

(considerando que V| ndo possui o vértice associado a face infinita) todas as
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arestas de G associadas as arestas de ¢, formam um ciclo ¢ em G que possui em
seu interior as faces correspondentes aos vértices de V.
Omitimos a condigdo necesséria por ser semelhante e pode ser

encontrada em Wilson>2.m

Corolério 7.3.1 Seja G = (V,E) um grafo plano e seja G* = (v"‘,E*) o dual geo-

métrico de G. Entdo, ¢y < E € um conjunto corte em G se, € somente se, 0 cor-
" * * .
respondente conjunto de arestas (co cE ) forma um ciclo em G

Demonstragao:.

O conjunto ¢y < E € um conjunto corte em G se, € somente se,
(pelo teorema 7.3.1) o conjunto ¢y < E € um conjunto corte em G"" . Por outro
lado, o conjunto ¢y < E € um conjunto corte em G se, e somente se, (pelo teo-

rema 7.3.2) o conjunto ¢y < E é um circuito em G

A figura 7.3.3, onde a, b, c e d sdo as arestas de Gea’, b’,c e d’
as arestas de G' que correspondem respectivamente as arestas de G, ilustra o teo-

rema 7.3.3 e o coroldrio 7.3.1.
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Figura 7.3.3

K®={(0,0,0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1),(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),
(1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,0,1,1),(1,1,1,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1),(0,1,1,0),(0,1,,1) } =K ¥,
C={(0,0,0,0),(1,1,1,0)} =Cg e

Co = {(0000),(1,1,0,0),(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1),(1,1,0,1)(1,0,1,1),(0,1,1,1)} =C".

Teorema 7.3.4 Sejam G um grafo planar e G o seu dual. Entdo, o grafo G é bi-

partido se, e somente se, o grafo G’ é euleriano (unido de ciclos arestas-disjuntos).
Demonstragao:

Se G € bipartido, entdo todo ciclo de G possui um nimero par de
arestas. Logo, pelo teorema 7.3.3, todo conjunto corte em G~ possui um nimero
par de arestas, o que acarreta dizer que o nimero de arestas incidentes em cada
vértice € par, pois a retirada de todas as arestas incidentes em um vértice acarretard
em um corte. Assim, pelo teorema 2.2.6, G' é uma unido de ciclos arestas-
disjuntos.

Agora, se G’ for euleriano, entdo pelo teorema 2.2.6, todo vértice

de G" possui grau par. Desta forma, pela definigio de dual geométrico, toda face
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de G possui um nimero par de arestas, assim concluimos que todo ciclo de G pos-

sui um nimero par de arestas, ou seja, G € bipartido.®

A segunda maneira de se definir o dual de um grafo, denomina-
da dual abstrato, independe da no¢@o geométrica, e além disto esta defini¢ao gene-

raliza o dual geométrico de grafos planares.

Um grafo G* é denominado um dual abstrato de um grafo G se
existe uma correspondéncia bijetora entre as arestas de G com as de G', tal que,

um conjunto de arestas de G formam um circuito em G se, e somente se, 0 corres-

pondente conjunto de arestas de G- formam um conjunto corte em G

Com base nesta defini¢dao, um grafo H € o dual de G se, e so-
mente se, um conjunto de vetores que formam uma base para o espago circuito de
G corresponde ao conjunto de vetores que formam uma base para o espago co-
ciclo de H, ou seja, o espago ciclo de G corresponde ao espago co-ciclo de H,

como ilustramos com a figura 7.3.3.

Notemos pelo teorema 7.3.3, que se G~ for o dual geométrico de
G, entdo G* é o dual-abstrato de G. A reciproca desta relagdo de equivaléncia €

dada em whitney?’.
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Obtemos o seguinte resultado apés observarmos que dois duais
nao isomorfos tém a propriedade de possuirem ciclos e/ou co-ciclos corresponden-

tes, em outras palavras:

Lema 7.3.1 Se H e F sdo dois duais ndo isomorfos de G, entdo existe uma bijegio
de H em F, tal que, preserva ciclos e co-ciclos

Demonstragado:

1. A partir da hipétese, existem bijegdes ¢:E(H) - E(G) e
y:E(G) — E(F), entdo a composta y,¢ de E(H) em E(F) é uma bijegdo.

2. Seja ' um co-ciclo em I?, entdo @(I') é um ciclo em G.
Agora, aplicando a  bijegdo yao ciclo c=o(I), temos:
v(c) =y(e(I)) = (y,)T). Dai, (y,@)I') é um co-ciclo em F.

3. Repete-se o processo para I um ciclo de H, e o lema esta

demonstrado.m

Os seguintes diagramas, onde as figuras 7.3.4 ¢ 7.3.5 s@o os du-
ais do grafo planar 7.2.2a, com a aresta a; correspondendo a aresta b; (para

i=1,...,13), ilustram este lema. Considere, por exemplo, o corte {az,a4,a,0,a, 3}

€ compare com {bz,b4,b|0,b13} e o ciclo cujo conjunto de arestas ¢é

{a,o,a“,alz,an} € compare com {blg,b“,bu,b]_o,}.
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Figura 7.3.4 Figura 7.3.5

O teorema a seguir € andlogo ao teorema 7.3.1 e a demonstragédo

é encontrada em Thulasiraman & Samy>* e Wilson*2.

Teorema 7.3.5 Se G é um dual abstrato de G, entdo G é um dual abstrato de Gl

O teorema a seguir nos mostra que o dual abstrato caracteriza os

grafos planares; a demonstrago podera ser encontrada em Wilson®?, contudo no-

temos que a condi¢io necesséria € dada pelo teorema 7.3.3.
Teorema 7.3.6 Um grafo € planar se, e somente se, ele possui um dual abstrato. B

A seguir apresentamos a terceira defini¢do equivalente de duali-

dade. Esta definigio foi dada por Whitney*'.
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Um grafo G” é o dual-Whitney (ou dual combinatério) de G se
existe uma correspondéncia bijetora entre as arestas de G e de G, tal que, se H é

um subgrafo gerador de G e H' o correspondente subgrafo de G, entfo:

u(H)+ p(G* -H* ) = p(G* )

O teorema a seguir € andlogo aos teoremas 7.3.1 e 7.3.4.

Teorema 7.3.7 Se G" é um dual-Whitney de G, entdo G € um dual-Whitney de

G'm

O teorema a seguir, cuja demonstragdo pode ser encontrada em
Whitney*’, nos fornece uma caracterizagio de grafos planares por meio do dual-
Whitney.

Teorema 7.3.8 Um grafo € planar se, e somente se, ele possui um dual-Whitney .l

Uma prova de equivaléncia entre a primeira e a terceira defini-

¢ao de dualidade pode ser encontrada em Whitney”.

Veremos no nono capitulo que as defini¢des de dualidade abstra-

ta, dualidade-Whitney sdo conseqiiéncias diretas da dualidade de matréide.
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Capitulo 8

Nocoes de Matroéides

8.1 Introducgao

Em 1935, Whitney publicou um artigo com o titulo “On the
abstrat properties of linear”, onde introduz-se uma teoria denominada teoria de
matréides. Ele construiu esta teoria verificando analogias entre o conjunto de
arestas de um grafo e a estrutura de uma matriz. A literatura consultada nos mostra
que B. L. van der Waerden deu inicio informalmente a esta teoria antes que Whi-
tney. Esta teoria ficou esquecida por um bom periodo de tempo; até que em 1958
W. T. Tutte obtém alguns resultados sobre esta teoria e, desde entdo, o interesse
em teoria de matrdides e suas aplicagdes na teoria combinatorial, assim como em
outros ramos da matematica e engenharia tem crescido rapidamente, justificando o
fato de encontrarmos hoje um grande nimero de publicagdes sobre o assunto; e

cremos que existem muitos assuntos novos ligados a esta teoria.
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Neste capitulo, apresentamos algumas definicdes de matrdide,

em especial, seguindo o trabalho de Whitneyzs, de Wilson®'*? ¢ Oxleyzo.
8.2 Matroids: base, independéncia, rank, circuito e fecho.

Um matréide M € um par ordenado (E,®) consistindo de um

conjunto finito e ndo vazio E (chamado conjunto fundamental) e uma cole¢@o ndo

vazia 8 de subconjuntos de E (chamados bases) satisfazendo as duas condigdes a
seguir:

Bi. Se By, By € B, entdo B Bae Bo g By, isto €, nenhuma base contém pro-
priamente a outra base; e .

Bii. Se B, B2 € B e X € By, entdo I ye By, tal que, [(Bi-{x})U{y}le B.

Ilustragdo 8.2.1: Seja G = (V, E) um grafo. Entdo, (E, 8), onde 8={E(I')/T" €
uma floresta (ou 4rvore) geradora de G}, é um matréide.

De fato:

Bi. Se E(I') e E(I';) € B, entdo T e I’ sdo florestas (ou 4rvo-
res) geradoras de G, dai (pela propriedade 2.2.2) I’} ndo contém propriamente I’
e vice-versa.

Bii. Se E(I)eE(l’)e B e w é uma aresta de I (isto &,

weT,), entdo (pela propriedade 2.2.3) existe uma aresta s de I}, tal que,

(T, = w) U {s} é uma floresta geradora, dai [(E(l"l )—w)u {s}] € B.
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Ilustragdo 8.2.2: Seja V um espago vetorial finito € % = {B/ B é uma base de V}.
Entao, (V, 4) é um matréide.

De fato:

Bi. Se B; e Be B, entdo (pela propriedade P, ;) Bi£Bse
B,£B,.

Bii. Se B| e B,e B e we B,, entdo (pela propriedade P;;5)

existe v € B,, tal que, [(B1 -w)u {v}] €B,.

As duas ilustragcdes acima €om os resultados P;z; e Pjas

exemplificam a propriedade a seguir.

Propriedade 8.2.1 Quaisquer duas bases de um matréide possuem o mesmo nu-
mero de elementos.

Demonstragao:

Sejam B; = {xl,...,xr} e B, ={y1,...,yl} bases de um matroi-
de,comr<tistoé, | Bi| < | Bl

Segundo Bii, Vx; € B, Jy; € B, tal que, (Bi-{xi})U{yjle B.

Aplicando esta condi¢do, tomando cada um o0s Xj,X5,....Xk(1<k<r)

elementos de B)- By, temos que existem  y;,¥j,...Yjk € B2, tal

que,
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B3 =( "B]'{xl,Xz,...,Xk})U{le,)sz,...,ij}E B. E evidente que B3 B2, O

que contradiz a condi¢do B, logo | Bi| = | B.|.m

O matréide, cujo conjunto fundamental é E, pode ser referido

apenas por um matréide sobre E.

Um subconjunto A de E € dito um conjunto independente, con-
siderando M um matréide sobre E, se A for um subconjunto de alguma base de M.
Com base nesta defini¢do € imediato que as bases de M sejam os conjuntos inde-
pendentes maximais; e por esta razdo se listarmos os conjuntos independentes de
um matréide este fica completamente determinado, em outras palavras, temos uma

outra defini¢do de matréide, via axiomas de independéncia, que serd dada a seguir.

Um matréide M é um par ordenado (E, J) consistindo de um

conjunto finito e ndo vazio E (chamado conjunto fundamental) € uma colegéo nao

vazia J de subconjuntos de E (chamados conjuntos independentes) satisfazendo as
trés condicdes a seguir:

Ji. De,

Jii.SeXe JeYcX,entioYe J,e

Jiii. Se X,Ye Je |X| < |Y| entdo 3yeY-X, tal que, Xuiyle g
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A prova de equivaléncia destas duas primeiras definicdes de um

matréide pode ser encontrada em Welsh?, Oxley*® e Whitney?®.

Ilustragdo 8.2.3: Seja G = (V, E) um grafo. Entdo, (E, J), onde J={E(I')/T ¢
uma arvore ou uma floresta de G}, € um matréide.

De fato:

As condigdes Ji e Jii sdo imediatas, agora provaremos a condi-
¢do Jiii, sejam E(T) e E(T,) e J e [E(T,)| < [E(T,)

Desde que, I}, e I, sdo drvores ou florestas, entdo
[BM) =[v(T)-o(T) e [E(D,) =|V(T, ) ~o(T,).

Se existe veI',, com veI;, entdo qualquer e=(u,v)el,
pode ser adicionada a I', sem formar um ciclo em I'. Se ndo existir v nestas
condigdes, entdo |V(1"2j < |V(1“,)|, e por hipétese |E(1"2 )| 5 |E(l", )| o que implica
em o(T,)=|V(F,) - [E(D,) <|[V(D,)| - [E(M)|= o)), isto é o(T,)<ao(T);
dai existe uma aresta e € I', que une componentes distintas de I'; e por esta ra-

zao pode ser adicionada a I'; sem formar um cicloem I,.

b d
1 1

Ilustragao 8.2.4: Seja a matriz A = 0 1 . Sea, b, c,d,eefdeno-
0 0

tam as colunas (nesta ordem) de A, entio (E, J), com E={a,b,c,d,e,f} e
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J={X/X c Ee X € linearmente independente} = { &, {a}, {b}, {c}, {d}, {e},

{ad}, {ac}, {ae}, {bc}, {bd}, {be}, {ce}, {cd}, {de}, {ace}, {ade},

{b,c.e}, {b,d,e}}, € um matréide (basta checar).

Na teoria de grafos, se T é uma 4rvore de um grafo G, podemos
estender T para uma 4rvore geradora de G e analogamente, em um espago vetorial,
se S € um subconjunto independente, podemos estender S a uma base deste espago
vetorial. O resultado a seguir € uma generalizagdo desta analogia entre a 4rvore T

e o conjunto S citados.

Propriedade 8.2.2 Seja M = (E, J) um matréide e X € J. O conjunto X pode ser

estendido para uma base de M.
Demonstragao:

Se X é um conjunto independente maximal, ndo hd o que se
provar; caso contrario X ¢ Y, onde Y € independente maximal, isto €, Y € base

de M.

Por Jiii, 3y; € Y-X, tal que, XU{y;}e J; se Xu{y,}for
independente maximal, estd provada; caso contririo, 3y, € Y—(Xu {y] }), tal

que, (XU{y1}Ju{yz}e 7. Se XU{y;,y,} for independente maximal, a de-

monstragdo terminou, se nao, repete-se o raciocinio até se obter um conjunto in-

dependente maximal. |l
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A propriedade 8.2.3 (abaixo) generaliza a similitude comum
entre o fato de quaisquer duas arvores geradoras do grafo gerado por um subcon-
junto qualquer de arestas de um grafo possuirem o0 mesmo nimero de arestas € o
fato de que quaisquer dois subconjuntos linearmente independentes maximais de

um subconjunto de um espago vetorial possuirem o mesmo nimero de vetores.

Propriedade 8.2.3 Seja M = (E, J) um matréide e sejam X,Y C A, para ACE. Se,
X e Y sdo independentes maximais em A, entdo |X| =|Y].
Demonstragao:

Suponhamos que |X| < |Y].

Por Jiii, 3y e Y- X, tal que, XU {y}e J.

E evidente que XU{y}cAe|XU {y}| =|X|+1, o que contra-

diz a hipétese de X ser independente maximal em Al

Os matroids M; = (E;, J1) ¢ M, = (Ez, J2) sdo isomor-
fos (denotamos M; = M, ), se existe uma bije¢do ¢ de E; em E; que preserve a

independéncia, isto €, X € J, se, e somente se, ¢(X) € J.

Ilustragdo 8.2.5: Denotamos por M4 o matréide da ilustragdo 8.2.4 e por Ms o

matréide definido a partir do grafo G da figura 8.2.1 (abaixe), onde Ms = (E, J),
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comE={a, b,c,d,e,f}eJ={XcE/G[X] é uma 4rvore ou floresta de G}. Po-
demos checar facilmente que M4=Ms, por exemplo, se considerarmos a bijecdo
dada por: @(a)=arestan, @(b)=arestap, ¢(c)=r, ¢(d) =q, ¢(e) =s, ¢(f)=t,
vemos que um conjunto X € independente em Ms, isto €, @(X) € uma drvore ou

floresta de G.

q

Figura 8.2.1

Seja M = (E, J) € um matréide e Ac E. Denominamos rank de

A e denotamos por p(A) o nimero de elementos do subconjunto independente

maximal de A, isto é, p(A)=max{|X|fXgAeXE J }; e denotamos por

p(M) o nimero de elementos de um subconjunto independente maximal de M.

(N6s usaremos o termo rank neste sentido, que a grosso modo corresponde na

tradugdo o posto de uma matriz).

E imediato que se, M € um matréide sobre E, entdo:

i.p(A) =|Al, se A for um subconjunto independente de E; e

p(E), se B for uma base do matréide.
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A seguir daremos a defini¢do de um matréide em termos da fun-
¢do rank, o que faz sentido se observarmos que ao calcular o rank dos subconjun-

tos de E determinamos o matréide (E,.J).

Um matréide M € um par ordenado (E,p) consistindo de um
conjunto finito e ndo vazio E (chamado conjunto fundamental) e uma fungdo de
valores inteiros ndo negativos (chamada fungdo rank), definida sobre o conjunto
poténcia de E, satisfazendo as trés seguintes condicoes:
pi. 0<p(A)<|A|, VACE;
pii., p(A)<p(B), VA, BcEeAcCB;

piii.p(AUB)+p(ANB)<p(A)+p(B), VA,BCE.

A prova de equivaléncia desta definicdo com a defini¢do nos
termos de conjuntos independentes também pode ser encontrada em Wilson®',

Whitney®® e Oxley®.

Ilustragao 8.2.6 Se ECV (E finito), onde V um espago vetorial sobre um corpo

F,e VXc E, p(X)=dim[X]. Entdo, ¢ um matréide (E,p) (ese a propriedade

P12.4).
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Ilustragdo 8.2.7 Seja G = (V,E) um grafo e VH c E, p(H)é o niimero de arestas
da floresta (ou drvore) geradora de G[H]. Entdo, (E,p) € um matréide(use as

propriedades 2.2.4,2.2.5 e 2.2.6).

Um subconjunto A de E é chamado um conjunto dependente do
matr6ide M sobre E, se A ndo for independente. Se A for dependente minimal,
entdo A € um circuito de M. (Para mais detalhe veja matréide ciclo de um grafo,

abaixo).

Um elemento x de E € um lago (ou lagada) do matréide M sobre

E se, e somente se, o conjunto unitério {x} € um circuito (conjunto dependente
minimal de M). Um par de elementos distintos x e y de E, sdo paralelos em M se,

e somente se, 0 conjunto {X, y} € um circuito de M.

Lema 8.2.1 Consideremos o matréide M = (E, J).
i. x é um lago se, e somente se, p({x}) =0; ¢

ii. x e 'y sd3o paralelos se, e somente se,

p({x}) =p({y}) = p({x.¥})=1.

Um matroid M que ndo possuir lagcos e nem pares de elementos
paralelos é denominado matréide simples. M é denominado matréid bipartido se

qualquer circuito de M possuir um nimero par de elementos, enquanto M € de-
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nominado euleriano se o seu conjunto fundamental puder ser expresso como a

unido de circuitos disjuntos.

A continuagdo, definimos um matréide em termos de circuitos, o
que faz sentido se observarmos que os circuitos determinam os conjuntos inde-

pendentes do matréide.

Um matréide M € um par ordenado (E, @), consistindo de um
conjunto finito e ndo vazio E (chamado conjunto fundamental) € uma colegdo @

de subconjuntos de E (chamados circuitos) satisfazendo as duas condi¢Ges seguin-

tes:

@i. Se @1, G2€ @, entdo @, £ @& @2 £ @i, em outras palavras, nenhum circuito

estd contido em outro circuito ; e

@ii. Se @, € @ com @ # G € X€ @ N @, entdo I @€ @, tal que,

Cicl(@v @)-{x}].

Ilustrag@o8.2.8 Seja G = (V, E) um grafo com pelo menos um ciclo. Entao, o par
(E, @), onde @={X < E/ G[X] € um ciclo} € um matréide.

De fato:

@i. Se X, Ye @, entdo XgZY e YZX, pois se XCY, entdo Y
ndo € circuito (ndo é dependente minimal), o que estd em contradi¢do com a hip6-

tese.
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@ii. E imediato, pelo corolédrio 4.2.1.

Ilustragao 8.2.9 Seja G = (V, E) um grafo com pelo menos um conjunto corte.
Entéo, o par (E, @), onde @={X < E/ G[X] é um conjunto corte} € um matréide.
@i. Anéloga a anterior.

@ii. E imediato pelo corol4rio 4.3.1.

Considerando o matréide M = (E,p) e AcCE, o fecho‘ de A,
denotado por cl(A), € o conjunto de todos os elementos de E que sdo dependentes

sobre A, ou seja, cl(A) = {xeE/ p(Au{x})=p(A) }.

Valendo-se da defini¢do de fecho e considerando 2 o conjunto
das partes de E, podemos definir o matréide M nos termos de fecho tal como se-

gue:

Um matréide M é um par ordenado (E, cl), consistindo de um

conjunto finito e ndo vazio E (chamado conjunto fundamental) e uma fungdo

2B 08 (chamada fungdo fecho) satisfazendo as trés condi¢Ges abaixo:

cli. VACE, Accl(A)=cl(cl(A));

clii. Se A c B CE, entdocl(A)ccl(B); e

* A forma inglesa da palavra fecho € closure ou span.
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cliii. Se x e cl(Au{y}) e x g cl(A), entdo y € cl(A U{x}).

llustragao 8.2.10 Seja G = (V,E), um grafo com p(G) 2 1. Entdo, o par (E, cl),

onde qualquer A €2E, cl(A) = {x/p(G[A]Ux) = p(G[A])}, é um matréide.

b c
1 O
Ilustragcao 8.2.11 Seja a matriz A =[ 0 1]. Se a, b e c denotam as colunas

(nesta ordem) de A, entdo o par (E, cl), onde E = {a, b, ¢} e qualquer Be gt

clB)={x/ x € ([B]nE)}, & um matréide.

A seguir oferecemos alguns exemplos de matréides que devido a

importancia recebem nomes especificos.

Exemplo 8.2.1. Matréide trivial

Se E é um conjunto finito e ndo vazio, entdo M = ( E, J), com
J={3}, é um matréide sobre E e denominado matrdide trivial. O tinico conjunto

independente do matréide M € o conjunto &.

Exemplo 8.2.2. Matroéide discreto

Se E € um conjunto finito e ndo vazio, entdo M = (E, J), com

J 1 ( 2E o conjunto das partes de E), € um matréide sobre E e denominado ma-
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troide discreto. A coleg@o de conjuntos independentes no matréide M sdo todos os

elementos de 2F.

Exemplo 8.2.3. Matréide Uniforme (U,,x)

Se E é um conjunto finito e ndo vazio, com |E|=m, entdo
M=(E, J), onde J= {X/XcEe|X|<k, para0<k <m}, é um matréide so-

bre E, denotado por Uy, x € denominado matrdide k-uniforme, ou ainda, matréide
uniforme de rank k. Notemos que os subconjuntos independentes de U,k s@o to-
dos os subconjuntos de E que possuem no maximo k elementos.

Considerando A c E, obtemos:

i. Os valores da funcdo rank sdao dados por:

|Al,se |A] <k
p(A) =
k, se |A| = k.

ii. A familia de bases de U, x € dada por:
B(Unmy) = {A/]|A|=k}.
iii. A familia de circuitos U, x € dada por:
e(Unmi)={A/IAl=k+1}.

iv. A familia de conjuntos fechos € dada por:
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A, se |A] <k
cl(A) =
E, se|A|> k.

Observemos também que Up, o € o matréide trivial e que 0 Upym
¢ o matréide discreto, isto €, os dois exemplos anteriores de matrdides sdo casos
particulares deste matréide Uy, isto é, parak = 0, Upg € trivial e parak =m é o

matrdide discreto.

Exemplo 8.2.4. Matroide Grafico

Seja G = (V, E) um grafo, com E# &. O par ordenado (E, J),

onde J = {Xc E/ G[X] é uma floresta ou uma 4rvore de G} é um matréide, deno-

tado por M(G) e denominado o matrdide circuito (ou matréide ciclo)de G.

Valendo desta defini¢do de matréide o resultado a seguir € ime-

Propriedade 8.2.4 Seja G = (V,E) um grafo (com E# &) e seja M(G) = (E, J) o
matréide circuito de G. Entdo:

i. Um conjunto de arestas de G € independente se, e somente se, ele ndo possui um
ciclo de G.

ii. Os circuitos do matréide M(G) sao ciclos de G.
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Um matréide L é chamado matréide gréfico se existir um grafo

G, tal que, L € isomorfo ao matréide circuito M(G).

Hlustragao 8.2.12 O matréide Us, € isomorfo ao matréide circuito M(G) = (E, J),
com E = {a, b, c} e J ={D,{a},{b}.{c}.{a,b},{a,cH{b,c}} (veja figura 8.2.2)
(abaixo) e por esta razdo Uz, € um matréide grafico, ao passo que Ugs ndo € um
matréide gréifico, pois ndo encontramos um grafo com quatro arestas com a pro-

priedade que trés arestas quaisquer formem um circuito.

a

G: b c

Figura 8.2.2

Pela literatura consultada, concluimos que matrdides é uma ex-

tensdo da teoria de grafos.

Os trés grafos abaixo (figura 8.2.3), ndo sdo isomorfos mas os

bl e s : . : e
matroids circuitos associados s@o isomorfos. Este € um resultado de Whitney“'.

Figura 8.2.3
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Exemplo 8.2.5 Matréide cografico

Dado um grafo G = (V, E) ndo somente podemos definir (sobre
o conjunto das arestas) o matréide circuito, mas podemos definir, tomando como
familia de conjuntos independentes todos os subconjuntos de E que ndo contenha
co-ciclos de G. Formalmente o par (E, J),com J={ X/ X c E e X ndo possui
corte de G} é um matréide denominado o matrdide co-ciclo de G e denotamos por

M*(G). Neste caso, um corte de G é um circuito de M’(G).

Andloga a definicdo de matréide gréfico, dizemos que um ma-

tréide P é cogrdfico se P for isomorfo a M’(G).

Ilustracdo 8.2.13 Tomemos o grafo G = (V, E) da figura 8.2.2 (acima) e a familia

de conjuntos independentes J ={d,{a},{b},{c}}. Dai, o matréide co-ciclo de G

M‘(G) = (E, J). Notemos que Uj; € um matréide cogréfico.

Exemplo 8.2.6 Matréide planar
Um matréide que é gréfico e cogréfico a0 mesmos tempo € de-

nominado matréide planar.

Ilustragdo 8.2.14 O matréide circuito do grafo abaixo € também um matréide co-
ciclo de G, portanto é um matréide planar.

Figura 8.2.4: G: a b
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Observamos, como conseqiiéncia direta do Lema 7.3.1, que em-
bora os duais geométricos de um grafo possam n@o ser isomorfos, eles possuem

matréide circuito e co-ciclo isomorfos, em outras palavras, se G é um grafo planar

com duais G} # G3,entio M(G} ) =M(G3) e M"(G,)=M"(G,).
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Capitulo 9

Dualidade em matrodides

9.1 Introducao

Os conceitos ortogonal de espagos vetoriais e dual de um grafo
planar motivaram a dualidade de matréides (introduzida por Whitney em 1935);
em outras palavras, a dualidade de matréides generaliza a ortogonalidade de espa-
¢os vetoriais e dual dos grafos planares.

Neste capitulo (onde fizemos uma breve introdugio na dualidade
de matréides), percebe-se que a dualidade de um matréide inclui as defini¢des de
dualidade da teoria de grafos dadas no sétimo capitulo e também beneficia a apli-
cac¢ao de matréides na teoria combinatorial.

Os resultados deste capitulo se encontram basicamente em

Wilson®"2, Oxlv::y20 e Recski?'.
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9.2 Dualidade em matrdide

Iniciaremos esta se¢do com o seguinte resultado:

Teorema 9.2.1 Seja M = ( E,p) um matréide sobre E (definido nos termos da
fungdo p). Entdo, N = (E, p* ) € um matréide sobre E, onde
=|A|+p(E—-A)-p(E), VACE.

Demonstragao:

Temos que:

p(E-A) =max{X|/ X c(E-A) e p(X |X|}<max<ﬂY|!YcEep =|Y|}

=p(E) e dai, podemos escrever:
p(E—A) <p(E) ou p(E)-p(E—-A)20.
Agora, por hipétese e por ( 1):
p"(A)=|A|+p(E - A) - p(E) < |A| +p(E) - p(E) <A, logo:
<|Al.
Por outro lado,
p(AU(E-A))+p(AN(E-A))<p(A)+p(E-A)
E)+p(2) < p(A) +p(E - A)
= p(E)-p(E-A) <p(A) <|A|
= —|A|+p(E)-p(E-A)<0

= |A|+p(E-A)-p(E) 20
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=p"(A)20
Comparando ( ii ) e (iii ) temos:
0<p™(A)<|Al (iv)
A prova de p*(A)<p*(B), VA,BCEe AcCB ¢ direta e por

esta razdo é omitida. (v)

Agora, para VA,B C E,

p*(AUB)+p"(ANB)=|AUB|+p(E-(AUB))-p(E)+|A NB|+p(E-(ANB))
-p(E) =|A|+[B|-|A "N B|+p((E - A)N(E-B))+|ANB|+p((E- A) U(E - B))

-2p(E) <|A|+|B|+p(E— A) +p(E—B)-2p(E) ( por piii aplicando em p)
=p"(A)+p*(B), assim
p"(AUB)+p*(ANB)<p”(A)+p”(B). (vi)
A partir de (iv ), (v ) e ( vi) concluimos que N = (E, p* ) € um

matréide.

Whitney com este teorema 9.2.1 define o dual de um matréide
como segue:

Se M = ( E, p) € um matréide definido nos termos da funcio
rank, define-se o matrdide dual de M e denotado por M’, como sendo o matréide

sobre E e cuja fungdo rank p " é dada pela expressdo:

p (A)=|A|+p(E-A)-p(E), VACE.
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Como conseqiiéncia direta desta defini¢do (diferenciando do

dual de um grafo) temos:
* Todo matréide possui dual; e

* O dual de um matréide € tnico.

Usando a defini¢ao de dual, obtém-se as bases de M’ por meio

das bases de M da seguinte forma:

Teorema 9.2.2 Seja M = (E,p) um matréide sobre E, e seu dual M™ = ( E, p* ).
Entao, B" é uma base de M" se, e somente se, E - B (ouB=E- B ) € uma base
de M.

Demonstragao:

Basta mostrarmos que se B’ é uma base de M", entdo E - B" ¢
uma base de M, em vista que a reciproca é obtida simplesmente revertendo-se os
argumentos, assim:

Mostremos que se B’ é uma base de M, entdo E - B” é uma base
de M, de fato:

Se B' é uma base de M, entiio B” é independente e
p*(B*) = B*

Por hipétese,

p*(B*) =[B*|+ p(E -B*)-p(E).
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Substituindo a igualdade de (i) na (ii ) temos que E-B possui

um subconjunto independente maximal de M, isto &,
p(E-B*)=p(E) (i)
Agora, para mostrarmos que E-B” é independente em M, basta

mostrarmos que p(E—B*)=|E—B*| € para isto, temos por hipitese que

p*(B*)=|B*| eM=(E, p)eodualde M= (E, p*), entio:

p(E-B")=[E-B* +p*(E-(E—B"‘))—p (E)

= p(E—B*)=|E—B* +p*(B*)-[B*
:p(E—B*)=|E—B* .

Logo, por (iii)e (iv), E-B” é uma base de M.W

Como conseqiiéncia imediata deste teorema temos que B € uma
. - * -
base de um matréide M se, e somente se, E-B € uma base de M , o que acarretara

que B é uma base de M"" e vice-versa, isto é, M=M"".

Uma prova para o teorema a seguir pode ser encontrada em

Wilson®2.

Teorema 9.2.3 Se G € um grafo, entdo M'(G) = (M(G))*, isto é, o matréide con-

junto corte M’(G) de um grafo G € o dual do matréide circuito M(G).
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Se M” é o dual de M tem-se:
» Um cocircuito de M € circuito de M" ( no caso do matréide circuito M(G) os
cocircuitos de M(G) sd@o os conjuntos cortes de G).
» Uma cobase de M é uma base de M".

« O corank de M é o rank de M".

Com base nas defini¢des acima, conclui-se que um matréide
cografico € dual do matréide grafico; e também pode-se ver que qualquer resulta-
do sobre circuitos de um matrdide fornece imediatamente dois resultados sobre

grafos, desde que se possa aplicar o resultado tanto para o matréide circuito M(G)

de um grafo como para o matréide conjunto corte M (G) de G. Em outras pala-

vras, dois resultados de grafos sdo simplesmente formas duais de um tnico resul-
tado da teoria de matréides, necessitando deste modo provar um resultado na teo-
ria de matréides e usar a dualidade a fim de obter dois resultados na teoria de gra-
fos. Este € um dos exemplos de como a dualidade de matréides beneficia a aplica-

¢do de matréides, para mais informagdes vide, por exemplo, Recski®' ou Wilson®'.

Como conseqiiéncia do teorema 9.2.3 (acima), tem-se que a de-
fini¢do de dualidade de um matréide generaliza a defini¢do de dual-abstrato de um
grafo planar G, ou seja, os circuitos de M(G) correspondem aos cocircuitos

de
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* -~ . - .
M (G) e por esta razdo os circuitos de G correspondem aos conjuntos cortes de

G. Agora, em razdo do dual abstrato ser equivalente ao dual-Whitney e generali-
zar o dual geométrico, tem-se que o dual de um matréide também generaliza estas

duas defini¢des.

Verifica-se que os resultados apresentados no sétimo capitulo
tém extensdo natural para a teoria de matréides, para maiores informacdes, vide,

por exemplo, Wilson®', Oxley*® ou Rescki*'.
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Capitulo 10

Representabilidade de matroéides

10.1 Introdugao

Neste capitulo, introduzimos a nogdo de representabilidade de
matréides e os espagos circuitos e co-circuitos do matréide.

Os resultados apresentados foram tomados basicamente de

Oxley®®, Welsh®® e Wilson®'.

10.2 Matroides Representaveis

Consideremos o matréide M = (E,J), onde |E|=n e um corpo
arbitrario F. Dizemos que M é representdvel sobre o corpo F, se existe um espago
vetorial V sobre F (assumamos que dim(V) = n e escrevemos V" ao invés de V
simplesmente) e uma aplicagdo injetiva ¢:E — V", tal que, se X é um membro de

M (isto é, X € J), entdo ¢(X) € linearmente independente em V (sobre F).
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Suponhamos que M = (E, J) seja representdvel sobre o corpo F,
entdo dada qualquer base B = {bj,b;,...,by, } de M (é evidente que p(M) =m) a
imagem de B, ¢(B)= {¢(b|),¢(b2),...,¢(bm )}, é linearmente independente em
V" isto é, o conjunto D = {¢(b1)= v, 0(bz)=va,....0(by ) = vm} é uma base

para um subespago W de V", de onde W é gerado por D.

m —_—
Agora,se we W, entdow = Y a;v; o; €F, i=1,m, implica
i=l

que w §é associado a uma (iinica) m-upla (0y,05,...,0, ) de elementos de F e

reciprocamente uma m-upla de elementos de F fica associado a um vetor w de W,

€ por conseguinte o conjunto

" = {(al,az....,am)lai eF,i =1,_rﬁ} com as

operagdes usuais de adi¢do e multiplicagdo (escalar) € um espago vetorial sobre o
corpo F. Logo, os espagos W e F™ sdo isomorfos.

Para a transformagdo linear T:V" — F™ (m<n) existe uma
matriz A que representa a T com  respeito as  bases

D={by,by,....bm }eB={cy,¢2,...,cpn }, deF™ e V" respectivamente, isto §,

A= [aij] de ordem m X n e cujos elementos ajj € F,Vi=l,mej=1,n.

Usando as operagdes elementares (de linhas e coluna de A) A

tem a seguinte forma:

A =[I4]Q], onde I, é a matriz identidade e Q € algu-
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ma matriz m X (n—m) sobre F. A esta matriz U = [ImIQ] chamamos uma repre-
sentagdo vetorial padrdo de M com respeito a(s) base(s) D (e B).

Por outro lado, se P € um matréide vetorial de A, denotado por
P = P[A] (P é matréide vetorial de A, se o conjunto fundamental é indexado pelas

colunas de A, e a familia de conjuntos independentes de P sdo os conjuntos de
vetores-colunas linearmente independentes de A), entdo M € isomorfo a P. Conse-
qiientemente, dizemos que um matréide N € representdvel sobre um corpo F se, e
somente, N € isomorfo a M[A], para alguma matriz A= (a;), cujos os elementos
aje F, Vi, j.

Nem todos os matréides sdq representéveis, por exemplo, 0 ma-

tréide de Vamos V3 ndo € representdvel, vide referéncia Oxleyzo.

Teorema 10.2.1 Se M é um matréide vetorial de [Im[Q], entdo o seu dual M" é o

Tll

matrdide vetorial de [—Q

.

Corolario 10.2.1 Se M ¢€ representavel sobre o corpo F, entdo o seu dual M’ tam-
bém € representdvel sobre F. B
As demonstragdes dos dois resultados acima sdo encontradas em

Oxley™.

Se o corpo F for o corpo de Galois médulo 2, F = GF(2), entdo o
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matr6ide M representdvel sobre F é chamado bindrio; formalmente, um matréide

M ¢€ bindrio se M for representével sobre o corpo GF(2).

Como todo matréide grifico (ou cogréfico) é representével sobre
qualquer corpo F, entdo o matréide gréfico (ou cografico) é bindrio. Porém, nem
todo matréide € binério, por exemplo, o matréide Uy, definido sobre E = {a, b, c,
d} ndo pode ser representdvel sobre GF(2), pois se considerarmos {a, b} uma base

e os elementos de E associados respectivamente aos elementos de

{(l,O),(O,l),(x,y), (z, t)}, terfamos que os elementos X, y, z € t ndo poderiam ser

nulos, pois por exemplo, teriamos (1, 0) e (x,y) linearmente dependente, se y = 0.

Assim, concluirfamos que x =y =z =t = 1, 0 que também contradiria a condig¢@o
de (X, y) e (z, t) ser linearmente independente. Porém, Uy, € representdvel sobre
qualquer corpo diferente do GF(2), pois considerando {a, b} uma base e os ele-

mentos de E associados respectivamente aos elementos {(1,0),(0,1),(1,1),(1,x)}, a

condig@o € satisfeita tomando x qualquer elemento distinto de O e 1.

A ilustrag@o acima nao contradiz a que todo matréide gréfico ou
cografico € bindrio, pois nés vimos que Uy, ndo € matréide grafico e nem cogréfi-
co.

Um conjunto de caracterizagdes do matréide bindrio € apresen-
tado na referéncia Oxley®, ou seja, as seguintes afirmages sdo equivalentes para

um matréide M:
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(i) M € bindrio.

% . § - * . i x *] L
(ii) Se C é um circuito e C € um cocircuito, entdo lC NC | € par.

(iii) Se C; e C; sdo circuitos distintos, entdo C;A C, contém um circuito.

(iv) Se C, e C; sdo circuitos distintos, entdo C;A C, € a unido disjunta de circui-
tos.

(v) A diferenga simétrica de qualquer conjunto de circuitos € vazia ou contém um
circuito.

(vi) A diferenca simétrica de qualquer conjunto de circuitos € uma unido disjunta

de circuitos.
(vii) Se B é uma base e C € um circuito, entdo C = A.cc-gC(e,B).

(viii) Existe uma base B de M tal que, se C é um circuito, entdo

C= AEEC—BC(G’B)°
Para mais detalhes sobre a representabilidade de matr6ides gré-

ficos (ou cograficos), vide Oxley™ e Welsh®.

10.2 Epacos Circuitos e Cocircuitos do Matroéide

Desde que o matréide ciclo M(G) de um grafo G € binério, en-

tdo admite uma outra representag@o mais elegante e simples.

Seja D={by,...,b,,} uma base qualquer de M(G) =(E,J)e
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D*'=E-D={e,...eq} ¢ co-base de  M(@G).  Seja
C ji= C(e j,D) ((D* NC j) = { J}) o circuito fundamental e; em D (C; € tnico cir-
cuito contido em {by,...,b, }uU {e j}, onde 1<t<m). Analogamente,

C; = Co(b j,D*) sdo os co-ciclos fundamentais. Entdo, a representagdo vetorial

padrio de M sobre GF(2) é dada pelas colunas da matriz A =[aij ],

1<i<me 1<j<|E| onde a; =1 se, e somente se, b; € cj, caso contrério a;=0.

Ilustragao 10.1 Consideremos o grafo G = K4 e M = (E, J), onde E

={1,2,3,4,5,6}.

Figural0.1

Tomemos a base D = {1,2,3} DE m. (D arvore geradora de K4) €

E-D = {4,5,6}.

Os ciclos fundamentais sao:
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cq ={1.,3}u{4}, c5 ={3,2} U{5} e cg ={1,2} LU{6}, €

sendo a representacgdo vetorial padrao de M(K4) dada por:

1

3 4 Csnsidegimos 4 5
0 ajg a5 2| |1 0
0 1
1 1

6

1
ay a5 ax [=|0 1}
azq azs azg| [0 0
Enquanto a representagdo vetorial padrdo de M'(K4) é dado por
-1 1
[-Q"13]=| o 0
-1 0

Ilustragao10.2 Consideremos o grafo H e M(H) = (E, J), onde E={1,2,3,4,5},

E-D = {4,5}, onde D = {1,2,3} é uma base de M.

Os ciclos fundamentais c4 = {1,2} U {4} e c5 ={2,3} U {5}.
Portanto, a representagao vetorial padrao de M(H) € dada por:

c@M® 0 <1 1 o ofI=° Fo-m}
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Consideremos o conjunto finito E com |[E|=n e M=(E, J) um

matréide bindrio e V" um espago vetorial de dimensdo n sobre o corpo de GF(2).

O espago circuito de M é o subespago de V" gerado pelos veto-
res incidentes aos circuitos de M, em outras palavras, € o subespago gerado pelas

linhas da matriz circuito C(M) de M.

O espago cocircuito de M é o subespago de V" que sdo gerados

pelos vetores incidentes aos cocircuitos de M, em outras palavras, € o subespago

de V" gerado pelas linhas da matriz cocircuito Co(M) de M.

Ilustragdo 10.3 Considerando o grafo H da ilustragdo 10.2 (anterior) temos:

O matréide M(H) = (E,J), onde E = {1,2,3,4,5} e o espago vetorial Ve =Vy?

(sobre o corpo GF(2)).

A matriz circuito C(M) e a matriz cocircuito Co(M) sdo
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Denotamos os espagos circuito e cocircuito de M por E.(M) e

Ec, (M), respectivamente, isto é, os subespagos vetoriais E.(M) = [ {cy, c2,

e}l e Eg, (M):[{cf,cz,cg,cz,c;,cg}] de V" =V (sobre o corpo GF(2)) e

tem dimensdo 2 e 3 respectivamente.
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Consideracoes Finais

Acreditamos que neste trabalho tenhamos atingido o nosso pro-
posito de ter abrangido sobre os espagos vetoriais finitos que estdo associados com
a teoria de grafos existentes na literatura consultada, na possibilidade de um estu-
do sobre o espago vértice de um grafo e como também associar uma estrutura de

um espago vetorial ao conjunto vértices unido arestas de um grafo.

Percebemos na literatura consultada a preocupagdo de alguns
autores em obter o nimero de subgrafos nos espagos vetoriais determinados, as-
sim como o do seu complementar, sendo que, por exemplo, Deo'? calcula um
limitante inferior para o nimero de subgrafos ndo nulos do grafo G que ndo estdo
no espago ciclo € nem no espago co-ciclo, enquanto Rosenstiel & Read* apresen-
tam uma relag@o da dimensdo do espago biciclo com o polinémio de Tutte; desta
forma, além de termos exposto claramente o nosso objetivo cremos ter conseguido

alguns resultados, os quais aparecem no sexto capitulo.

Com relagdo 2 teoria de matr6ides, esperamos ter introduzido

uma teoria bésica relacionada com a teoria de grafos, e para quem desejar continu-
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ar um estudo na teoria de matréides hd muito o que ser estudado e nos parece su-

gerir a referéncia Oxleyzo. que em especial trds um capitulo sé6 de conjecturas e

problemas em aberto.
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