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Resumo

A Topologia Algébrica pode, intuitivamente, ser definida como sendo o
estudo de técnicas para conseguir, através de funtores, imagens algébricas de espacos
topolégicos.  Geralmente, estas imagens sao grupos e as fungOes continuas
entre os espacgos topoldgicos sao projetadas sobre homomorfismos entre grupos.
Ou seja, dado um espago topoldgico X associamos a ele um grupo G(X) e dada
uma funcao continua f : X — Y associamos a essa funcao um homomorfismo de
grupos G(f) : G(X) — G(Y) satisfazendo algumas propriedades funtoriais. Com
isso, pode-se resolver problemas da Topologia através da Algebra. Neste trabalho,
apresentamos algumas consideracoes sobre dois dos principais funtores da Topolo-
gia Algébrica, o grupo fundamental 71(X) e a homologia singular H,(X). Antes
de dar as definicoes formais, apresentamos uma ideia intuitiva sobre o que me-
dem, em termos topoldgicos, esses dois funtores. Depois de apresentarmos a ideia
intuitiva, formalizaremos as definicoes e apresentaremos alguns resultados sobre
estes grupos, dentre eles o Teorema de Hurewicz, que relaciona 71 (X) e Hy(X), cujas
demonstracbes podem ser encontradas nas referéncias. Apresentamos também
alguns exemplos e aplicagoes dos resultados.

Palavras Chave: Homologia Singular, Grupo fundamental, Teorema de Hurewicz.

Introducao

Um dos mais simples e mais importantes funtores da Topologia Algébrica é
o grupo fundamental, denotado por (X, zp), o qual cria uma imagem algébrica
do espago de lagos (caminhos fechados) em um espago X, baseados em um ponto
2o € X, usando a ideia de homotopia de caminhos. Quando o espago X é conexo por
caminhos esse grupo é denotado simplesmente por 71 (X).

O grupo fundamental 71 (X, z() é especialmente titil quando estudamos espagos
de dimensao baixa. Em vista disso, necessitamos de uma ferramenta para lidar com
espagos com dimensbes mais altas. Existem grupos definidos de maneira similar
ao grupo fundamental, chamados grupos de homotopia superiores e denotados por
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(X, zp) que podem ser usados para tratar espagos de dimensoes maiores. Mas
eles sao extremamente dificeis de calcular. Felizmente, existe uma alternativa mais
facil de computar: os grupos de homologia H,,(X).

Existem diversas maneiras de se calcular grupos de homologia. Por exemplo,
usando, quando possivel, triangulacoes do espago (obtendo os grupos de homologia
simplicial) ou, também quando possivel, usando decomposi¢oes celulares do espago
(obtendo os grupos de homologia celular). Mais geralmente, para se calcular os
grupos de homologia, podemos trabalhar com funcoes continuas definidas em
certos subespacos do R™, chamados de simplexos padrao, com contradominio X,
obtendo, através dessas funcgoes, os grupos de homologia singular, que de certa
forma, generaliza os outros dois tipos de grupos de homologia citados.

Neste trabalho, apresentamos na secao 1, de forma intuitiva, uma ideia da homo-
topia e do grupo fundamental. Na secao 2 tratamos de forma heuristica o que vem
a ser a homologia de um espaco X. Veremos que esses grupos estao relacionados
com o numero de “buracos”’n-dimensionais de X, n > 1. Na secao 3 formalizamos
as definigoes desses grupos e na secao 4 apresentamos alguns resultados bastante
importantes da teoria, dentre eles o Teorema de Hurewicz, que fornece uma relagao
entre m(X) e Hi1(X).

Observamos que, intuitivamente, dizer que um espaco X tem um buraco
n-dimensional é dizer que X possui alguma imagem de uma esfera S” dada por
uma aplicagdo continua f : S™ — X, que nao pode ser deformada em um ponto.

Observamos também que, este trabalho nao tem como propdsito demonstrar
resultados que se encontram nas referéncias. Assim vamos omitir a maioria das
demonstragées. O objetivo principal deste trabalho é apresentar ao leitor uma
ideia do que vem a ser a homotopia (em termos de homotopia de caminhos) e
a homologia (principalmente o grupo H;(X)), mostrando algumas similaridades e
diferencas entre as duas teorias.

1 A ideia da homotopia em termos do grupo
fundamental

O grupo fundamental de um espago X, denotado por m1 (X, x), pode ser definido
de modo que seus elementos sao lagos (caminhos fechados) em X, comecando e
terminando em um determinado ponto base fixo x¢g € X, mas dois tais lacos sao
vistos como determinando o mesmo elemento do grupo fundamental se um laco pode
ser deformado continuamente no outro dentro do espago X.

Se X é conexo por caminhos e todo laco em X pode ser deformado continua-
mente em um ponto, dizemos que X ¢é simplesmente conexo, e neste caso o grupo
fundamental 7 (X, z¢) é trivial. Exemplos de espacos simplesmente conexos sao o
espaco R" e a esfera S, n > 1.




O grupo fundamental mede o quao longe um espago estd de ser simplesmente
conexo. Se um lago nao pode ser deformado continuamente em um ponto é porque
hé um “buraco”atrapalhando. O grupo fundamental mede, de certa forma, o com-
portamento desses buracos, que chamamos de buracos 1-dimensionais.

Se a é um lago baseado em zp, o elemento do grupo fundamental (ou seja a
classe dessse lago) serd denotado por [a].

Por exemplo, considere a circunferéncia S'. Através de um ponto zy € S,
obtemos lacos baseados em x(, no sentido anti-horario, sobre a circunferéncia. Seja
« a classe do laco a que da exatamente uma volta na circunferéncia. Se um lago b
nao completar uma volta podemos “deformar”continuamente este lago no préprio

ponto base, ou seja, [b] = [rg] = 1 = a°.
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Agora, todo lagco que der uma volta e menos que duas, pode ser deformado

continuamente no laco a que d4 uma tnica volta. Essa classe de lacos é a = al.

Podemos aplicar o raciocinio intimeras vezes, encontrando as classes a2, a3,... e
assim por diante. Para lagos com sentido negativo, ou seja, sentido horario |,
definimos novas classes de equivaléncia o', a=2,... de modo anélogo ao visto

anteriormente. Sendo assim, podemos concluir intuitivamente que
1y _ -3 -2 _—1 .0 2 3 _ ~
m(SY) ={..,a ", a % a a0, 0%, ...} ={a™n € Z} ~ Z.

Num outro exemplo, considere o espaco X formado por duas circunferéncias A
e B tangentes, sendo zg o ponto de intersecao dessas duas circunferéncias. Seja a
0 lago que percorre uma tunica vez a circunferéncia A e seja b o laco que percorre
uma unica vez a circunferéncia B.

Considere a = [a] e § = [b]. Usando o mesmo raciocinio anterior, cada produto de
poténcias de a e b (de acordo com o nimero de voltas na circunferéncia) fornece
um elemento distinto de 71 (X). Por exemplo, o produto a®.b?>.a=2.b é o lago que d4
trés voltas ao redor de A, duas voltas ao redor de B, duas voltas em A no sentido
oposto e finalmente uma volta em B. Temos o?.3%.a7 2.8 = [a®.b%.a72.b] € m (X).

O conjunto de todas as sequéncias como esta, consistindo de poténcias de o e 3
(e denominadas palavras) forma um grupo nao abeliano usualmente denotado por
Z % 7. e chamado de grupo livre com dois geradores « e 3.

Dos exemplos apresentados, verificamos que o nimero de geradores do grupo
fundamental estd relacionado ao niimero de buracos 1-dimensionais de X. Por
exemplo, o espaco R" e a esfera S”, n > 1 nao tém buracos 1-dimensionais e assim



71 (R") = 71(S") = {1}. O circulo unitario S! tem um buraco 1-dimensional e isto
é refletido no fato que o grupo fundamental de S' tem um gerador. J4 a figura oito
tem dois buracos 1-dimensionais e o grupo fundamental tem dois geradores.

2 A ideia da homologia

A motivacao original para definir grupos de homologia é observar que espacos
topolégicos (em particular variedades) sao distinguidos pelos seus “buracos”
n-dimensionais. Em termos heuristicos, o tamanho e a estrutura de H,(X) nos
d4 informagao sobre o nimero e o tipo de buracos n-dimensionais em X.

Para definir os grupos de homologia usamos aplicagoes continuas, cuja imagem
estd em X, definidas em um subespago do R™, denotado por o, que é homeomorfo
a I", onde I é o intervalo [0,1] da reta. Essas aplicagoes ¢ : 0, — X sdo chamadas
de n-simplexos singulares.

Por exemplo, seja X o espaco formado de trés caminhos a, b e ¢ ligando os
vértices x e y, conforme mostra a figura.
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Podemos obter outros caminhos em X fazendo justaposi¢do dos caminhos a, b e ¢
com os caminhos inversos —a, —b e —c. Um caminho (1-simplexo) que sai de um
vértice e no final volta no mesmo vértice é chamado de 1-ciclo. Por exemplo: a — b
e ¢ — b sao 1-ciclos. Todo 1-ciclo que nao é bordo (fronteira) de um subespago de
dimensao 2 (que podemos chamar de 2-simplexo ou de uma combinagao linear de
2-simplexos), fornece um elemento nao nulo em homologia. Isto significa que o
1-ciclo circunda um “buraco” 1-dimensional do espaco.

No espago em questao temos dois 1-ciclos que sdo geradores de H1(X). Ou
seja, H1(X) =< a —b,c —b >~ Z & Z. Entao, Hi(X) tem 2 geradores e X tem
2 buracos 1-dimensionais. Como nao ha buracos n-dimensionais, n > 2, temos
H,(X)={0}, n>2.

Considere agora o seguinte espago X dado pela figura:
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Neste espago temos um 1-ciclo z = (¢ — b) que nao é bordo e assim fornece um
gerador em H;(X). O 1-ciclo (a — b) é bordo do 2-simplexo o. Assim esse ciclo
fornece a classe nula em H;(X) e temos H(X) =< ¢—b >~ Z. Como X nao tem
buracos de dimensoes maiores, temos H,(X) = {0}, n > 2.

Seguindo essa ideia da homologia medir, de certo modo, o “numero de
buracos” n-dimensionais de X, considerando agora a esfera S? vemos que o tnico
buraco que esse espaco possui é um “buraco” 2-dimensional e assim temos Ho(S?) =
Z e Hi(S?) = {0} para k # 2, k > 1.

Agora, se considerarmos o toro T2,

vemos que este espaco possui dois “buracos” 1-dimensionais, determinados pelos
caminhos a e # e um “buraco” 2-dimensional (a parte interna, que é oca, do
toro). Assim, pode-se concluir intuitivamente que, Hy(T?) = Z ® Z, Hy(T?) =Z e
H},(T?) = {0} para k > 2.

3 Formalizando as definicoes

3.1 O grupo Fundamental

Nesta secao formalizamos a definicdo do grupo fundamental de um espago X.
Para maiores detalhes ver [1] e [4].

Definicao 1 Um caminho em X ¢ uma aplicacdo continua o : I — X, onde I
denota o intervalo [0,1] da reta. Os pontos a(0) = zp e a(l) = x1 sao chamados
de ponto final e ponto inicial do caminho, respectivamente. Se o : I — X € um
caminho com a(0) = a(1) =z dizemos que « € um lago baseado em xg.

Definicao 2 Sejam « e B caminhos em X tais que o(0) = xg, (1) = 5(0) = 1
e (1) = z2. O caminho produto a* 3 é o caminho definido por a* 3 : 1 — X tal
que:

B a(2t), se 0<t<3i
(0‘*5)(’5)—{5(275—1), se 1<t<1

Definigao 3 Dois caminhos o, 3 : I — X com mesmo ponto inicial xg e mesmo
ponto final w1 sao homotdpicos (notagdo: ~) se existe uma fungdo continua
H:1Ix1I— X tal que

H(t,0) = «(t); H(t,1)=p(t),Vtel
H(0,s) =xz9; H(l,8)=a1,Vsel
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Observacao 1 (i) A relagao de homotopia de caminhos é uma relagao de equivaléncia
e denotamos por [a] a classe de homotopia de um caminho o : I — X. Assim,

o] ={8:1 — X[B ~ a}.

(i) Na figura abaizo, o pode ser deformado continuamente em v, mas « nao pode
ser deformado continuamente em (3.

ACR®

Sejam Q(X,z9) = {a: I — X | «a éum lago baseado em zp} e m (X, o) =
Q(X,xz9)/ ~={la] | aéum lago baseado em x(}.
Dados [a], [(] elementos de 71 (X, xg), definimos em 71 (X, z¢) a operagao

[a].[6] := [erx A].

Essa operagao fornece uma estrutura de grupo em 71 (X, o) (ver [1]). O elemento
neutro de 71 (X, zg) é a classe de homotopia do caminho constante em x, denotado
por 1 = [cz,] e o inverso de um elemento [a] € (X, x0) é a classe [a] ™! = [a7!]
onde a~! : I — X, definido por a~1(t) = a(1 —t), é o caminho inverso de a.

)

O grupo m1(X, ) é chamado de grupo fundamental de X com ponto
base xg.

Observacgao 2 Geralmente, o grupo fundamental é um grupo nao abeliano.

Se o espago topoldgico X é conexo por caminhos, o grupo fundamental independe
do ponto base considerado, como mostra o seguinte resultado.

Teorema 1 (Independéncia do Ponto Base) Sejam X um espago conexo por
caminhos e xo,x1 € X. Entao, m(X,x0) € isomorfo a w1 (X,x1). Neste caso,
denotamos (X, o) simplesmente por m1(X).

Demonstragao: Ver por exemplo [1], Proposic¢ao 2.10. O

Definicao 4 Seja h : X — Y wma aplicagao continua com h(xo) = yo e seja
a: I — X um lago baseado em xg. O caminho hoa : I — 'Y € um lago baseado
em yo. Definimos hy : m1(X, z0) — m1(Y,y0) por hy([a]) = [hoa]. A aplica¢io hy
estd bem definida e € um homomorfismo chamado de homomorfismo induzido
por h, relativo ao ponto base xy.

O calculo explicito do grupo fundamental nao é simples e requer ferramentas
poderosas, como por exemplo o Teorema de Van-Kampem, o qual nao trataremos
aqui. Apenas usando a ideia intuitiva vista na secao 2, temos os seguintes exemplos:



Exemplo 1 (a) Se X é um espago com um unico ponto entdo m(X) = {1}.
(b) Considere o espago R™, n > 1. Temos m(R™) = {1}.

Z sen=1
. n ) — ’
(c) Considere a esfera S™. Temos w1 (S"™) = {1} sen>1.

(d) Se X é a uniao de duas circunferéncias tangentes, ou seja, a figura oito, entao
m(X)=Zx*Z.

3.2 Os grupos de Homologia Singular

Nesta secao apresentamos a definicao dos grupos de homologia singular. Para
maiores detalhes ver [3].
Seja p um inteiro positivo e considere o subespaco de RPT! dado por

op = {(to, t1,.,tp) ERPTL | Y "ty =1et; > 0Vi}.
O subconjunto o, é chamado de p-simplexo padrao do RPT! com vértices
zo = (1,0,...,0),z1 = (0,1,0,...,0), ..., 2, = (0, ...,0,1).
e ordem natural.

Definicao 5 Seja X um espago topoldgico. Um p-simplexo singular em X € uma
fungao continua ¢, : 0 — X, sendo o, o p-simplexo padrao.

Exemplo 2 Um 0-simplexo singular
¢o:00={1} - X

é uma aplicacao constante. Para cada ponto de X temos um 0-simplexo singular.
Assim, podemos identificar os 0-simplexos singulares com suas imagens que S$a4o
pontos de X.

Considere agora um 1-simplexo singular

¢1:O'1 — X.

Como o1 ~ [0,1] C R, podemos identificar os 1-simplexos singulares em X com os
caminhos em X.

Definicao 6 Sejai € N com 0 <i <p. A i-ésima face de um p-simplexo padrdo é
o conjunto
{(to,t1,....tp) € 0p | t; =0}

que pode ser visto com um (p-1)-simplexo padrao. A aplicagdo Fg D Op—1 — Op
definida por Fy(xo,...tp-1) = (0, .-, Ti-1,0,4, ..., Tp—1) € a inclusdo da i-ésima
face em op.

Definicao 7 Seja ¢ : 0, — X um p-simplexo singular. Denotemos por o q
composta ¢ o Fy. AON op—1 — X € um (p-1)-simplexo singular chamado de
i-ésima face do p-simplexo singular ¢.

Definicao 8 Seja X um espago topoldgico, definimos Sp(X) como sendo o grupo
abeliano livre gerado pelos n-simplexos singulares de X. Um elemento ¢ de Sy, (X)
€ chamado de n-cadeia singular de X e tem a forma c = Zn¢.¢, onde ng € um

¢
L . . ,
inteiro, igual a zero para todo, exceto para um niumero finito de ¢'s.



Observacao 3 O grupo abeliano livre S, (X) € isomorfo a uma soma direta de
copias de 7. Isto €, para cada n € N,

:@<¢>:€BZ.
@ ¢

Defini¢ao 9 Seja 0, : Sp(X) — Sp—1(X) definido nos geradores por

¥

=0 :0

M@

)i(¢0F)

nos geradores e estendido por linearidade. A aplicacio 0, é um homomorfismo
chamado de operador bordo.

Exemplo 3 Se ¢ é um I-simplexo entdo, como visto anteriormente, ¢ pode ser
visto como um caminho ligando os pontos ¢(1,0) = zg e ¢(0,1) = x1. Dai 01(¢) =
x1 — xo. Se xg = w1 entdo ¢ pode ser identificado com um lago em X e 01(p) =
Tro— To = 0.

Podemos construir entao uma sequéncia

S.(X): ,,_8”—+>1 Sp(X)%...ﬁSO(X)@ ().

Pode-se mostrar que para cada p > 0 tem-se 0,—1 09, = 0 e assim Imd,41 C ker 0.
A sequéncia (x) é chamada de complexo de cadeias singulares associado ao espago X.

Definicao 10 Dizemos que um elemento ¢ € S, (X) € um n-ciclo se 0,(c) =0 e
um elemento d € S, (X) € um n-bordo se existe e € Sp11(X) tal que d = Opy1(e).
O grupo abelianos Z,(X) := Kerd, = {c € S,(X)|c € um n-ciclo} é chamado de
grupo dos m-ciclos de X e o grupo Bp(X) = ImOyy1 =
{d € Sp(X)|d € um n-bordo} é chamado de grupo dos n-bordos de X .

Definicao 11 Seja X um espago topoldgico. Com as notagdes anteriores, para
cada n € N o grupo quociente

ker0,  Z,(X)

Im6n+1 Bn(X)

H,(X):=

€ chamado de n-ésimo grupo de homologia singular de X.

Observagao 4 (i) H,(X) é um grupo abeliano que mede intuitivamente os n-ciclos
em X que nao sao n-bordos. O elemento neutro de H,(X) serd denotado por 0.
(ii) Um elemento de H,(X) € a classe de homologia de um n-ciclo ¢ € S,(X),
denotada por ¢.

Considere agora um espago conexo por caminhos. Como quaisquer dois pontos
de X (0-simplexos singulares) sao ligados por um caminho (1-simplexo singular),
pode-se mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2 Se X é um espago topoldgico conexo por caminhos, entao Hy(X) ~ Z.



Demonstragao: Ver [3], Proposicao 1.4. O

Sejam f : X — Y é uma fungdo continua e ¢ um p-simplexo singular de X.
Definimos um p-simplexo singular f;(¢) em Y por fi(¢) = fo¢. Para cada n, isto
se estende de maneira tinica para um homomorfismo f; : S, (X) — S, (Y') definido

por fﬁ(z ng.¢)0 = Z ne.(f o ¢). Considere o diagrama:

¢ ¢
S (X) il S (Y)
X oY
Sp1(X) ————= S, a(Y)
f

Temos 6ZY(f op)=fo (8ZX(¢)) e assim f3(Z,(X)) C Zp(Y) e fy(Bp(X)) C Bp(Y).

Nessas condicoes temos a seguinte definicao:

Definicao 12 Seja f : X — Y € uma funcao continua. Para cada p € Z, a
aplicagdo fs, : Hy(X) — Hp(Y'), definida nos p-ciclos por f.,(¢) = fi(c) é chamada
de homomorfismo induzido por f em H,.

Assim como no caso do grupo fundamental, para se computar os grupos de
homologia singular de um espago X sao necessarias ferramentas, tais como o
Teorema de Mayer-Vietoris, que nao trataremos aqui. De acordo com as ideias
intuitivas sobre os grupos de homologia apresentadas na se¢ao 3 e usando também
o Teorema 2, temos os seguintes exemplos.

Exemplo 4 (a) Se X é um espago com um tinico ponto entdo

Z, se k=0;
Hk(X)_{ {0}, se k#0.

(b) Considere a esfera S™. Temos

ny Z, se k=0,n;
Hi (S ){ {0}, se k#0,n.

(c) Considere o toro T2.

Z, se k=0,2;
Hy(T?)={ Z&Z se k=1;
{0}  se k>2.

4  Invariancia homotdépica e topoldgica e a
relacao entre m e H;

Nesta secao veremos que o grupo fundamental e os grupos de homologia sao
invariantes homotdpicos (e consequentemente topoldgicos). Também estudaremos
a relac@o entre o grupo fundamental 7 (X) e o grupo de homologia H;(X). Com
isso, podemos observar melhor algumas similaridades e diferencas entre esses grupos.
Maiores detalhes podem ser encontrados em [1] ou [4].



4.1 Invariancia homotdpica e topolégica

Primeiramente, recordemos algumas definicoes.

Definicao 13 Sejam f, g : X — Y aplicagées continuas. Dizemos que [ €
homotdpica a g (denotamos por f ~ g) se existe uma aplicagdo continua
F:X xI—Y tal que F(z,0) = f(x) e F(x,1)=g(x), Vx € X onde I =[0,1].
A relacdo ~ ¢é uma relacdo de equivaléncia.

Definicao 14 Uma aplicagdo continua f : X — Y € chamada de equivaléncia de
homotopia se existe uma aplicacdo continua g : Y — X tal que go f € homotdpica
a identidade ix de X e f o g € homotdpica a identidade iy de Y. A aplicagdo g
€ chamada de inversa homotopica para a aplicagdo f. Se existir uma equivaléncia
de homotopia entre X e Y dizemos que X e Y tém o mesmo tipo de homotopia e
denotamos por X =Y.

Observagao 5 (i) Se f: X — Y € um homeomorfismo (X =Y ) entdo é claro que
f € uma equivaléncia de homotopia. Assim, espacos homeomorfos tém o mesmo
tipo de homotopia.

(ii) Dizer que X =Y € dizer que X pode ser deformado continuamente em'Y ouY
pode ser deformado continuamente em X.

O préximo resultado mostra que o grupo fundamental e os grupos de homologia
sao invariantes homotodpicos e consequentemente topoldgicos.

Teorema 3 Sejam X e Y espacos topoldgicos conexos por caminhos. Se X tem o
mesmo tipo de homotopia de Y (em particular se sio homeomorfos), entao

(i) m(X) = m (Y);

(i) Hy(X) ~ H,(Y), ¥n > 0.

Demonstragao:
(i) Ver [1], Teorema 5.9.
(ii) Ver [3], Proposicao 1.11. O

Corolario 1 Se X € um espaco contrdtil, isto €, um espaco conexo por caminhos
que tem o mesmo tipo de homotopia que o espaco com um unico ponto, entdo

(i) m(X) = {1}.

(i) H,(X) = {0}, Vn > 1. O

Exemplo 5 Seque do Coroldrio anterior que os espagos contrdteis R™ e
D" = {(x1,...7,) € R* | (22 4+ - 22 < 1}, n > 1, tém grupo fundamental e
grupos de homologia triviais.

O grupo fundamental e os grupos de homologia podem ser tuteis para se
decidir se dois espacos nao sao homeomorfos. E claro que existem outros
invariantes topoldgicos que fornecem esse tipo de informacao. Por exemplo, para
mostrar que R nao é homeomorfo a R™, n > 1, basta observar que R — {0} é
desconexo e R™ — {0} é conexo. Mas em dimensoes maiores, muitas vezes nao
podemos usar esse raciocinio. Vejamos um exemplo.

Exemplo 6 Sen > 2 que R? nio é homeomorfo a R™.
De fato, se R? =~ R", teriamos R2 — {0} ~ R™ — {0} e assim

m(R? = {0}) = m(R" — {0}). ()
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Mas, pode-se mostrar que, para todo m € N, m > 1, R™ — {0} = S™~'. Logo, de
(%), temos
Z=m(SY ~ m(S"h = {1}

0 que nos dd uma contradicdo.

Observe que nao podemos usar o mesmo raciocinio do exemplo anterior com o
grupo fundamental se, em lugar do R?, considerdssemos R™, com m # n, m > 2
pois, m(S™) = {1} para m > 1. Mas podemos usar os grupos de homologia, como
mostra o préximo exemplo.

Exemplo 7 Sem #n, m,n > 1 entdo R™ ndo é homeomorfo a R™.

Para ver isso vamos supor m > n e que esses espagos sdo homeomorfos. Daf,
R™ — {0} = R™ — {0} e assim

H,,(R™ —{0}) ~ H,,(R" — {0}).

Usando o Exemplo 4 (b), e novamente o fato que, para todo m € N, m > 1,
R™ — {0} =S™L, temos

Z = H,,(S™) ~ H,,(S") = {0},
0 que nos fornece uma contradicdo.

Os dois exemplos anteriores mostram que para n > 1, ha diferengas sobre as
informagoes que os grupos 7 e H, fornecem. Mas e se n = 1, serd que ha alguma
relacdo entre o tipo de informagado fornecida por m e H;? A resposta estd na
préxima subsecao.

4.2 A relacao entre m e H;

Primeiramente faremos algumas consideracoes cujos detalhes podem ser encon-
trados em [2].

Sejam X um espaco topolégico e p um ponto de X. Considere
¢ : I =10,1] - X um lago baseado em p e [¢] a classe de homotopia de ¢ em
7"-1(*‘)(717)'

Podemos também considerar ¢ como um 1-simplexo singular em Sy (X). Como
¢ é um laco temos 91 (¢) = 0, e assim ¢ é um ciclo. Seja ¢ a classe de homologia de

Z1(X)
em Hi(X) = .

Se ¢ e 7 s@o lagos em X baseados em p (1-ciclos) entao sao validas as seguintes
afirmacoes:

(i) Se ¢ ~ v entao ¢ = 7. Em particular, se ¢ ¢ homotépico a um caminho constante,
entao ¢ = 0.

(i) 557 = 5+7. i

(iv) Se 1 é o caminho inverso de ¢ entdo ¢—! = —¢.

Usando (i) temos bem definida uma aplicagao
h:m(X,p) — Hi(X)

dada por por h([¢]) = @, para todo [¢] € m1(X,p) que é um homomorfismo pois,
por (ii), temos,

h([@]10]) = g+ ) = ¢ =y = ¢ +7 = h([¢]) + h([7])-
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Suponha agora que X é um espago conexo por caminhos e seja 7 (X) =
[71(X), 71(X)] o subgrupo comutador de 71(X). O grupo quociente m1(X) /7] (X)
é chamado de abelianizagdo de m1(X) e serd denotado por m(X)s. Considere a
aplicagao projegao natural p : m1(X) — m1(X)ap, definida por p([¢]) = [¢]7](X) e 0
diagrama

™ (X) —" Hi(X)

| A
T1(X)ab

Temos bem definida uma aplicacdo induzida por h,

R mi(X)ay — Hy(X) dada por F(p(]7])) = h(7])-

k
Para cada ¢ € Hy(X) temos ¢ = Z n;a; em Z1(X) e podemos ver cada a; como
i=1
um caminho comecando no ponto z;_1 e terminando em z;. Como X é conexo por
caminhos, existem caminhos b; ligando x; a p, + =0, ..., k.
Considere os lagos b;_ll xa; x b, 1=1,...,k.

}{3= }{D . }{2

Temos entao
k
Rp([(bg ! * a1 # b)™ 5 (b % ag  bo)™ x .. % (b1, * ay, % bp)™])) = [anl} =]
i=1

e assim, h é epimorfismo. Pode-se mostrar também que h é um monomorfismo.

Essas consideragoes nos dao uma idéa da demonstracao do seguinte resultado:

Teorema 4 (Teorema de Hurewicz): Seja X um espago topoldgico conexo por
caminhos e p € X. A aplicacdo h : m(X,p) — Hi(X) definida por h([¢]) = ¢
é um epimorfismo e Ker(h) = [m(X), m(X)]. Assim, temos bem definido um
isomorfismo h : w1 (X, p)ay — H1(X) dado por h([¢]m1(X)) = h([¢]). Assim,

™1 (X)
H(X) ~ ———= = m1(X) w
)= g, men ~
Demonstragao: Para detalhes, ver [2], Teorema 2.A.1. O

Observacao 6 O isomorfismo h : w1 (X)ap — H1(X) € chamado de isomorfismo
de Hurewicz.

Se soubermos o grupo fundamental de um espago X conexo por caminhos podemos,
através do isomorfismo de Hurewicz, obter Hy(X).
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Exemplo 8 Considere a esfera S™, n > 1. Entao
se n=1 se n=1

Z Z
ny — ny _—
m(S)—{{l} se n>1 °© Hl(S)_{{O} se n#1l.
Exemplo 9 Considere o toro T?. Entdo m(T?) = Hy(T?) = Z @ Z.

Exemplo 10 Se X € a figura-oito (unido de dois circulos tangentes em um ponto)
entao

m(X)=Z+Z e H(X)=m(X)gp=2Z®Z

O préoximo exemplo mostra que os homorfismos induzidos por uma aplicacao
continua de Y em X nos grupos m; e Hi podem ter propriedades distintas.

Exemplo 11 Seja X = T?—D o toro menos um disco aberto e seja’Y = 0D, como
mostra a figura.

Entao, m(X) ~< [a] > x < [B] >= ZxZ. Isto seque do fato que X tem o mesmo
tipo de homotopia da “Figura 8”. Para visualizar isto geometricamente, considere o
fato de que o toro pode ser obtido de uma regido quadrangular identificado os lados
opostos e assim obtemos a figura abaizo:

Considere j : Y — X a aplicacdo inclusdo de Y em X. Vamos determinar os
homomorfismos induzidos jy em w1 e jx em Hi.

Seja c: I —Y o laco padrio em' Y ~ S', que também pode ser visto como um
1-ciclo. Geometricamente temos:

Y Xa lf %
c i
I a xu a (03 8 o
qu
Xo B Xq

Pode-se mostrar que joc~axBxa~lx B~ em X.
Vamos determinar o homomorfismo induzido

Ju m(Y) — m(X).
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Temos m(Y) =< [c] >~ Z. Assim,

ju(ld) =lod =[axBxa™x B = [a][B]e] " [B]
que € um elemento nao trivial em 7 (X) =< [a] > *x <[] >=Z * Z.
Segque disto que ju € um monomorfismo.

Para a homologia temos H1(X) =<¢>~7 e Hi(X)=<a>® < 3 >~ Z&L.
Considere o homomorfismo induzido em Hi,

ot Hi(Y) — Hi(X).

Como ¢ ¢ um 1-simplexo singular que € wm I-ciclo, j o ¢ € um I-ciclo e
joc~axfxa "t B! seque que

joc=axfBxalxpl=a+B—-a—-p3=0.

Assim,
ju(@) =joc=0.

Dai, jx € o homomorfismo nulo.

Observacao 7 O grupo fundamental, 71(X), por ser uma ferramenta da teoria
de homotopia, tem um apelo mais geométrico que o grupo Hi(X), que faz uso da
Algebm Homoldgica para ser definido. No entanto, como o grupo Hy1(X) é abeliano,
o que geralmente nao acontece com 71 (X), ele torna-se mais facil de lidar. Apesar
da relagdo entre m(X) e Hi(X) e de que aparentemente eles fornecem resultados
similares sobre o espaco topoldgico X, hd diferencas claras entre as informacoes
fornecidas por esses grupos quando se trabalha, por exemplo, com espagos de re-
cobrimento (e a rela¢ao do grupo fundamental com o grupo das transformagoes de
recobrimento), teoria de nds, espacos de Filenberg-Maclane, dentre outros assuntos.
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