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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo termodindmico de modelos de redes unidimensionais,
usados para simular o DNA. Primeiramente, o modelo de Peyrard-Bishop (PB) com o
potencial “Corcunda” on site foi utilizado para analisar a termodindmica da molécula. Com o
método do operador integral de transferéncia foram obtidas as propriedades termodinamicas
do sistema e as solugdes da equacéo tipo — Schrodinger que emerge desse formalismo foram
determinadas pelo método variacional. Com os parametros do potencialnormalmente
utilizados na literaturao valor obtido para a temperatura de desnaturacdo foi extremamente
alto. Por isso, sdo sugeridos diferentes parametros para descrever a termodindmica da
molécula de DNA com esse modelo. Além disso, também é estudada uma das extensdes do
modelo original de PB, na qual a interacdo de empilhamento puramente harmdnica é
modificada por um potencial ndo harmdénico. S8o apresentados 0s passos e as aproximacoes
necessarias para determinar a equacdo tipo — Schrédinger com massa dependente da posicdo
que descreve as propriedades termodinamicas desse modelo. As solucbes dessa equacdo sao
determinadas a partir de uma adaptacdo do método variacionalpara o estudo desse problema.
Para adquirir confianca na aplicacdo do método na solucdo da equacdo de Schrédinger com
massa dependente da posicdo, alguns exemplos da literatura foram resolvidos.Por fim,a
termodindmica da extensdo do modelo de PB foi determinada com a aplicacdo desse método
semi - analitico. Os resultados mostraram que € possivel utilizar o método variacional para
solucionar esse tipo de problema e quea transicdo de fase da molécula ocorre em uma

temperatura compativel com a apresentada na literatura.

PALAVRAS - CHAVE: Redes ndo lineares, termodinamica, transicdo de fase, DNA, método

variacional.



ABSTRACT

This work shows a thermodynamical study of one-dimensional lattice models, used to
simulate the DNA. The Peyrard-Bishop (PB) model with the “Hump” potential on site was
used to analyze the molecule thermodynamics. The thermodynamical properties of the system
were obtained with the transfer integral operator method and the solutions of the type-
Schrédinger equation that emerges from the formalism were determined with the variational
method. With the potential parameters normally used in the literature the obtained value to the
denaturation temperature was extremely high. Because of this, it is suggested different
parameters to describe the thermodynamics of the DNA molecule. Besides, it is also studied
an extension of the original PB model, in which the purely harmonic stacking interaction is
modified to a non-harmonic potential. The steps and necessary approximations to determine
the type-Schrodinger equation with position-dependent mass that describes the
thermodynamical properties of this model are shown. The solutions of this equation are
determined from an adaptation of the variational method to the study of this kind of problem.
To gain confidence in the application of this method in the solution of the Schrédinger
equation with position-dependent mass, some examples of the literature were solved. Finally,
the thermodynamic of the extension of the PB model was determined with the application of
this semi-analytical method. The results showed that it is possible to use the variational
method to solve this kind of problem and that the phase transition of the molecule occurs in a

temperature in agreement with the one present in the literature.

KEY — WORDS: non-linear lattices, thermodynamic, phase transition, DNA, variational

method.
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INTRODUCAO

A molécula de DNA é de extrema importancia para a vida ja que ela carrega toda a
informacdo genética dos seres vivos [1]. Sua estrutura em dupla hélice foi proposta por
Watson e Crick [2] em 1953, 0 que impulsionou cientistas de diversas areas a estudar o DNA
ea desenvolverem modelos a fim de entender aspectos estruturais e funcionais dessa molécula
tdo complexa. A separacdo da dupla hélice do DNA é um efeito importante nos processos de
transcricdo e replicacdo da molécula ja& que nesses casos € necessario expor as bhases
nitrogenadas para a solugdo. Isso implica na necessidade de movimentos de largas amplitudes

e altamente localizados, indicando que a dinamica da molécula deve ser ndo linear.

Diversos modelos foram propostos para descrever o DNA [3], dentre eles destaca-se 0
modelo de Peyrard — Bishop (PB), proposto em 1989 para estudar a desnaturagdo térmica da
molécula através da mecanica estatistica [4]. O modelo original consiste em duas cadeias de
osciladores harmdnicos unidimensionais e os osciladores adjacentes de cada fita sdo ligados
pelo potencial de Morse que descreve a ligacdo de hidrogénio da molécula real. A
caracteristica principal desse modelo é descrever a separacdo da dupla fita do DNA em termos
de um parametro de ordem que usualmente é o estiramento médio dos pares de base. Esse
modelo foi utilizado para explorar diversos aspectos dinadmicos e termodinamicos do DNA
como formacdo de dominio de parede [5, 6], localizacdo de energia [7] e formacdo e
estabilidade de breathers[8-10].

O modelo original de PB fornece quantitativamente uma boa descricdo da
desnaturacdo térmica do DNA [11], entretanto a curva da transicdo de fase, que fornece o
comportamento do parametro de ordem em fungdo da temperatura, ndo é tdo abrupta quanto
0s resultados experimentais indicam. Diversas modificacfes deste modelo foram propostas
com o objetivo de melhorar a descricdo da transicdo de fase da molécula de DNA. Uma das
alteragdes sugeridas foi modificar a interagdo de empilhamento. Alguns trabalhos [12-14]
introduzem um termo exponencial ao potencial puramente harmdnico utilizado no modelo
original [4]. Outra maneira de alterar o modelo original foi adicionar um novo termo ao
potencial de Morse, interpretado como a interacdo da macromolécula como solvente [15, 16].
Existem ainda outras adaptagdes desse tipo de modelo que objetivam torna-lo mais realistico
[17, 18].



10
INTRODUCAO

Em um trabalho recente [19], Peyrard et al. mostraram que, do ponto de vista
termodindmico, as alteracdes das interacdes de empilhamento feitas nas referéncias [12, 13]
permitem uma Gtima descricdo dos dados experimentais do DNA. Entretanto, do ponto de
vista dinamico, os tempos de vida dos estados abertos dos pares de base ndo concordam com
os resultados experimentais, indicando que o modelo ndo se ajusta qualitativamente a
descricdo das propriedades dindmicas do DNA. Para obter uma melhor descricdo da dinamica
da molécula, foi sugerido [19] que as ligacbes de hidrogénio, inicialmente simuladas pelo
potencial de Morse, poderiam ser descritas por um potencial mais complexo, denominado
potencial “Corcunda”. Tambeém foi mostrado, numericamente, que quando utilizado o modelo
de rede com o potencial “Corcunda” on site e 0 potencial ndo harmdnico nas interagdes de
empilhamento a transicdo de fase da molécula de DNA ocorre. Essa transicdo acontece em
uma temperatura muito préxima a obtida para o potencial de Morse on ste, pois 0s

parametros do potencial “Corcunda” foram escolhidos com esse proposito.

Entretanto, os autores também analisaram um modelo ndo linear, inspirado no DNA,
no qual o potencial harménico foi utilizado nas interagbes de empilhamento e todas as
analises dindmicas realizadas em [19] utilizaram esse modelo com o potencial harménico. Um
dos objetivos desse estudo é calcular as propriedades termodinadmicas da rede composta pelo
potencial “Corcunda” on dte e o potencial harmdénico descrevendo as interacdes de
empilhamento [19]. Particularmente, pretende-se investigar se a temperatura de desnaturacéo
obtida para essa rede concorda com os resultados experimentais para a desnaturacdo do DNA
e com isso, verificar se a modificacdo do potencial ndo harmdnico pelo potencial harmdnico
nas interagbes de empilhamento mantém a termodindmica coerente com o esperado para a
macromolécula. Para isso, foi utilizado o método do operador integral de transferéncia [20] e
as solucbes das autofuncdes e dos autovalores de energia, que emergem desse formalismo,
foram obtidas com o uso de um método semi-analitico denominado método variacional

[21].Esses resultados s&o apresentados na referéncia [22].

Outro objetivo desse trabalho € estudar a rede unidimensional proposta por Peyrard,
Bishop e Dauxois (PBD) [12]. As propriedades termodinamicas da desnaturacdo tanto no

modelo de PB quanto no de PBD, podem ser obtidas com o método do operador integral de

transferéncia [20]. Essa técnica permite relacionar a funcdo de particdo do sistema com
autovalores de energia de uma equacao tipo — Schrodinger. No modelo original de PB, essa

equacdo possui solucdo exata/analitica [4,11]. Outro potencial on site que permite solucdes
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exatas/analiticas desse tipo de equacdo € o potencial de Rosen-Morse [23]. No caso do
modelo de PBD o formalismo do operador integral de transferéncia leva a uma equacao tipo —
Schrédinger com massa dependente da posicdo [24]. Nesse trabalho sdo demonstrados os
passos e aproximacdes necessarios para obter essa equacéo tipo — Schrédinger e o resultado é

comparado com o encontrado na literatura [24].

Na literatura [24] a termodindmica do DNA para 0 modelo de PBD é calculada atraves
de métodos numéricos. Nesse trabalho, para determinar as solugdes da equagdo tipo-
Schrédinger com massa dependente da posicdo que descreve as propriedades termodindmicas
do modelo de PBD, foi feita uma adaptacdo do método variacional no estudo desse tipo de
equacdo. Esse método semi-analitico foi muito testado na literatura e se mostrou eficiente nas
solucbes da equacdo de Schrodinger (vide, por exemplo, ref. [21]). Porém, em problemas com
massa dependente da posicdo sdo necessarias adaptacdes na sua aplicacdo, que sao

demonstradas e testadas nesse trabalho.

Para testar a aplicacdo desse método nas solugBes de equagdes de Schrodinger com
massa dependente da posicao, é resolvido um exemplo para um potencial exponencial e com
dependéncia exponencial na massa,com solucdo bem estabelecida na literatura [25],
utilizando um formalismo algébrico [26] e também o método variacional [21] para
comparacdo dos resultados. Essa comparacdo mostrou que esse metodo semi-analitico é
eficaz para solucionar esse tipo de problema. Além disso, também foi resolvido um segundo
caso baseado no potencial apresentado na referéncia [27]. Esse problema ndo possui solucéo
exata/analitica e mais uma vez foi possivel obter os autovalores de energia utilizando como

ferramenta de solugdo o método variacional.

Por fim, uma vez testado o método variacional nas solucbes da equacdo de
Schrodinger com massa dependente da posicdo, ele foi aplicado para determinar a
termodindmica do modelo de PBD. A transicdo de fase da molécula de DN A foi obtida para

uma temperatura compativel com a apresentada na literatura para a macromolécula [1].

A tese foi organizada da seguinte maneira: no capitulo 1 sdo apresentadas as principais
caracteristicas do modelo original de Peyrard-Bishop (PB) para que posteriormente sejam
realizadas as modificacdes. No capitulo 2, é realizado o estudo termodindmico do modelo de
PB com o potencial “Corcunda on site. No capitulo 3, é estudado o modelo de Peyrard,

Bishop e Dauxois (PBD). Em particular, sdo apresentados os passos e aproximacoes
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necessarios para obter a equacdo tipo-Schrodinger com massa dependente da posicdo que
descreve as propriedades termodinamicas desse modelo. No capitulo 4, sdo realizadas as
adaptacGes no método variacional para solucionar a equacdo de Schrédinger com massa
dependente da posicdo. Alem disso, sdo solucionados dois problemas diferentes como um
teste para o método. Por fim, no capitulo 5, o0 método variacional é aplicado para estudar a

termodindmica do modelo de PBD.
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CAPITULO 1

O MODELO DE PEYRARD-BISHOP (PB) PARA A MOLECULA DE DNA

Em 1989, Peyrard e Bishop introduziram um modelo muito simplificado para
descrever a desnaturacdo térmica da molécula de DNA [4]. Apesar de simples, esse modelo
tem sido muito utilizado para descrever algumas propriedades dindmicas e termodinamicas do
DNA [5-10], pois fornece resultados condizentes com dados experimentais para essa

molécula tdo complexa.

O modelo de Peyrard-Bishop é composto basicamente por duas cadeias lineares de
osciladores, que representam as duas fitas do DNA, confinadas em um plano. Sdo permitidos
dois graus de liberdade para cada par de bases, u, e v,. Essas coordenadas descrevem o
deslocamento das bases com relacdo a posicao de equilibrio ao longo da direcdo das ligacGes
de hidrogénio, que sdo responsaveis por manter as duas fitas da molécula unidas. Um

esquema desse modelo é apresentado na figura 1.1.

Figura 1.1: Esquema do modelo para 0 DNA proposto por Peyrard e Bishop.

Um dos potenciais inseridos no modelo é o potencial harménico. Ele € um potencial
efetivo que pode ser considerado como uma média de varias interacdes do DNA como as

repulsbes entre as bases e a interacdo entre bases adjacentes na molécula, ou seja, as
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Un—Vn

N ) que simula as

interacBes de empilhamento. Existe também outro potencial, V(

ligacBes de hidrogénio da molcula de DNA. No modelo original de PB, V(%)é 0

potencial de Morse, que ¢ definido pela seguinte expressao:

V(y) =D(e™® - 1)?, (11)
onde D e a sdo parametros relacionados, respectivamente, com a profundidade e largura do

poco de potencial. Um esquema desse potencial é apresentado na figura 1.2.

\Y,

L T S O O BSOS S N
y
0.5 0.5 1.0 15 2.0 25

Figura 1.2: Esquema do potencial de Morse (1.1), com D = 0.03eV a = 2.81A7.

Nesse modelo inicial, o potencial de Morse foi escolhido devido a sua aplicacdo na
descricdo de ligacGes quimicas. Além disso, ele possui caracteristicas interessantes para o
estudo desse tipo de sistema. Como mostrado na figura 1.2, esse potencial possui uma parte
altamente repulsiva quando y < 0. Essa caracteristica corresponde ao impedimento estérico
que ocorre quando dois pares de bases sofrem compressdo e se aproximam demais. No caso
oposto, para altos valores de y, o potencial se torna constante possibilitando grande separagéo
entre os pares de bases quando o sistema adquire energia suficiente para superar a barreira de
potencial, 0 que causa a dissociacdo completa desses pares. Por fim, em y = 0, esse potencial

apresenta um minimo que representa a posicao de equilibrio das bases.

A hamiltoniana do modelo é dada por:

H= Z [% + Z’i’l‘l + Z [g (U= upyq)? + g (v, — vn_l)z] + Z 14 (”n\;z”n)’ 1.2)
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onde a primeira somatdria indica a energia cinética do sistema, a segunda representa a energia
potencial das interacBes ao longo do eixo da hélice (potencial harménico) e a Ultima
somatoria corresponde a energia potencial das ligagbes de hidrogénio, que depende somente
do deslocamento relativo, (u, —v,), ké a constante de forca das molas que simula a
resisténcia da cadeia a0 movimento nas direces de u,, e v,,. Na expressdo (1.2), p, , = mu,,
e p,, = mv, sd0 0s momentos relacionados as coordenadas e m € a massa das particulas que,

para simplificacdo do problema, foram consideradas iguais.

O movimento da dupla fita da molécula pode ser estudado em termos das novas
variaveis:
= Untn =Yn"n 1.3
Xp = TR Yy =T (1.3)
A variavel x,, representa 0 movimento em fase da rede, enquanto que y,, descreve o
movimento fora de fase da molecula. Portanto, é a variavel y,, que fornece o estiramento dos

pares de base.

Substituindo essas novas variaveis na equacao (1.2), obttm-se H =H, +H_, onde:

Pen K (1.4)
Hx = Z l% + E (.X'n - xn_l)zl,
n

2

Pyn , K (1.5)

Hy = z IZLTT: + E (yn - yn—l)2 + V(yn)lr

n

A equacdo (1.4) € a hamiltoniana correspondente a uma cadeia linear de osciladores. A
termodindmica desse sistema ja é bem conhecida. A funcédo de particdo que descreve esse tipo
de rede é dada, por exemplo, na referéncia [28]. A hamiltoniana H, ndo caracteriza uma
transicdo de fase, pois a variavel x,, representar o movimento em fase da dupla fita e o

potencial harmdnico é confinante.

Assim, o enfoque desse trabalho serd dado a H,, ja que se deseja obter a

termodindmica da molécula de DNA. A hamiltoniana (1.4) pode caracterizar a desnaturacéo

térmica, pois é dependente da varidvel que representa o estiramento das bases, além de conter

o potencial V(y,) que é ndo confiante e também depende desse estiramento das bases.
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CAPITULO 2

TERMODINAMICA DA REDE UNIDIMENSIONAL DE PEYRARD-BISHOP COM
O POTENCIAL “CORCUNDA” ON SITE

Neste capitulo é apresentado o estudo termodindmico do modelo unidimensional de
Peyrard - Bishop com o potencial “Corcunda” on site, introduzido na referéncia [19] com o
proposito de melhorar a descricdo dindmica do modelo original de Peyrard, Bishop e Dauxois
(PBD) [12]. Apesar de a referéncia [19] mostrar que a termodindmica da rede com o potencial
ndo harmonico no empilhamento leva a uma transicdo de fase em temperaturas que
concordam com os dados experimentais do DNA, a analise dinamica do modelo utiliza o
potencial harmdnico no empilhamento. O objetivo desse estudo é analisar se 0 uso do
potencial “Corcunda” em conjunto com o potencial harmbnico nas interacbes de
empilhamento mantém a termodindmica da rede coerente com o esperado para descrever a
molécula de DNA. O método do operador integral de transferéncia [20] foi utilizado para
obter as propriedades termodinamicas do sistema e as solu¢des da equacéo tipo — Schrédinger

que emerge desse formalismo foram determinadas pelo método variacional [21].

2.1. Modelo de rede ndo — linear

No modelo de rede ndo linear estudado nesse capitulo, as interaces de empilhamento
do DNA séo descritas pelo potencial harmdnico e as ligacbes de hidrogénio sdo simuladas
pelo potencial “Corcunda”. As propriedades termodinamicas da rede sdo dadas em funcéo da
variavel y, que representa o estiramento entre 0 n-ésimo par de bases. Um esquema desse
modelo é apresentado na figura 2.1.1.

O potencial “Corcunda” ¢ definido pela seguinte expressdo [19]:
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2.1.1)

Figura 2.1.1: Esquema do modelo de DNA

O potencial (2.1.1) é determinado pela escolha dos parametros D, F, a € . Os outros
parametros sdo encontrados pelas condices de continuidade do potencial e de suas primeira e
segunda derivadas. Foram utilizados para esse estudo 0s mesmos parametros encontrados na
referéncia [19], ou seja, D = 0,085eV, @ = B =4 At e F = 4 eV.A™. O grafico do potencial

com os parametros utilizados é mostrado na figura 2.1.2.

Figura 2.1.2: Grafico do potencial “Corcunda” (2.1.1), comD = 0,0857eV, a = B =4 Ale F =
4ev. A",
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A Hamiltoniana de interesse ¢ dada pela soma da energia cinética dos pares de base
com o potencial harmdnico e o potencial “Corcunda”, como indicado na expresséo (1.4), ou

seja,

=% 5 + k(= Va2 +V (), 212
onde o primeiro termo é a energia cinética dos pares de base, m = 300 u.m.a. € a massa

média dos nucleotideos, p,, = m ™ ¢ o momento linear, o segundo termo é o potencial

harmdnico que simula as intera(;()es de empilhamento e V(y,) é o potencial “Corcunda”
(2.1.2).

2.2. Calculo das propriedades termodindmicas do modelo

As propriedades termodindmicas do modelo sdo descritas pela fungdo de particdo Z,
escrita em termos da variavel que representa o estiramento médio dos pares de base da cadeia.
Para calcular a funcéo de particdo foi utilizado o método do operador integral de transferéncia
[20], conforme indicado no Apéndice A. Essa técnica relaciona a funcdo de particdo com
autofuncdes 1, e autovalores, ¢, obtidos a partir de uma equacéo tipo — Schrodinger. Assim,
0 problema pode ser sintetizado em encontrar as autofuncdes e autovalores da seguinte
equacéo:

 2B%k dy; 2+ (yl)lwn(yl)—[e +— ( )]lﬂn(yl (2.2.1)

onde g = ﬁ ,ky; =8,617x107°eV/K é a constante de Boltzmann, T é a temperatura,
B

k = 0,01 eV.A2¢ a constante elastica da interagio ao longo da cadeia e V(y;), no caso, é o
potencial “Corcunda” expresso na equagdo (2.1.1). As variaveis y; representam, como usual,
o0 estiramento médio dos pares de base, ou seja, a distdncia em relacdo a posicéo de equilibrio

do i-ésimo par de bases.

Determinando os autovalores pela equagdo (2.2.1), a funcdo de particdo do sistema
pode ser obtida pela soma Z = Y, e A, onde N é o nimero total de particulas do sistema.
Entretanto, no limite termodindmico, onde o nimero de particulas € muito grande (N — o), 0

resultado da funcdo de particdo é dominado pelo estado fundamental e os outros termos do
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somatdrio podem ser desprezados. Essa aproximacéo tem sido utilizada desde a introdugéo do
modelo de Peyrard-Bishop, como nas referéncias [4,11-13]. Uma discussdo a respeito de qudo

grande deve ser o tamanho da rede para que possa ser considerado o limite termodinamico é

apresentada na referéncia [29]. Essa referéncia mostra que, uma cadeia de 21 osciladores ja é
grande o suficiente para que essas consideracBes possam ser satisfeitas, ja que o erro na
funcdo de particdo é da ordem de 10. Dessa forma, para os propositos desse trabalho, nos
limitamos ao calculo da autofuncdo e do autovalor de energia da equacédo (2.2.1) somente para
o estado fundamental. A equacgdo tipo — Schrodinger (2.2.1) tem solugdo analitica somente
para alguns potenciais, como Morse [4,11] e Rosen — Morse [23] (trabalho anexado no final
desse texto). No caso do potencial “Corcunda”, as solugdes podem ser encontradas com o uso
de métodos numéricos. Entretanto, nesse estudo, a solugdo da equacgdo (2.2.1) sera encontrada

com o uso de um método semi-analitico conhecido como método variacional [21].

Para estudar a transicdo de fase do DNA, o estiramento médio dos pares de base,
<y >, sera usado como um parametro de ordem. No limite termodinamico, quando o estado
fundamental é dominante e os estados excitados podem ser desprezados, <y > pode ser
calculado pela equacdo (A-21):

[ ywdy (2.22)

<y>=—=2
J_ widy

2.3. Método Variacional

O método variacional [21] é um método aproximativo, usado para resolver a equacgéo
de Schrodinger, que consiste na escolha de uma autofuncdo arbitraria (1,) tilizada para
calcular o autovalor de energia. O principio variacional garante que a energia obtida é sempre
um limite superior da energia real do sistema (E,). Para refinar o resultado, a autofuncéo
escolhida é escrita em termos de um conjunto de parametros, conhecidos como parametros
variacionais {u}. Os parametros variacionais escolhidos sdo aqueles que minimizam a

energia. Assim, de acordo com o principio variacional, temos:
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[, wppav

sendo V o volume total do sistema. Usando somente um parametro variacional (u), o

E, << H >=

autovalor de energia pode ser estimado pela minimizacdo do lado direito da equagdo (2.3.1)

com respeito a esse parametro.

A autofuncéo teste escolhida para solucionar a equagdo (2.2.1) com o potencial (2.1.1)
é a funcdo de onda que € solucdo para o potencial de Morse [4,11], com 0s parametros
ajustados de tal forma que a profundidade e a largura do poco do potencial de Morse sejam o
mais proximo possivel do potencial “Corcunda”. Essa escolha foi feita, pois o objetivo desse
trabalho é estudar a transicdo de fase da molécula. Essa transicdo é caracterizada quando o
sistema deixa de ter estados ligados, ou seja, quando sua energia é suficiente para vencer a
barreira de potencial. Esse fendmeno é fortemente dependente da forma do poc¢o de potencial
e supde-se que a funcdo de onda dentro do pogo de potencial tem caracteristicas semelhantes
as da autofungdo real do potencial “Corcunda”, ja que nessa regido o potencial “Corcunda”
tem a forma similar a do potencial de Morse. Essa escolha ndo deve ser boa na regido depois
do poco de potencial, mas essa parte do potencial ndo € o foco desse trabalho, apesar de ser
importante para a descricdo da dinamica da rede [19]. Seguindo essas justificativas, a

autofuncdo teste escolhida com apenas um parametro variacional foi:

Yo, x exp(—de ™" )exp [— (d - %) ,uy], (2.3.2)

onde d = (g) (kD,)Y? > %para que a funcdo de onda (2.3.2) seja normalizavel. Quando
d< %a fungdo de onda deixa de ter estados ligados o que caracteriza a transi¢do de fase da

cadeia. f = kl—T , k é a constante de Boltzmann, T é a temperatura, k = 0,01 eV.A"2¢ a
B

constante elastica da interacdo ao longo da cadeia [19], y € a variavel que representa o
estiramento dos pares de base, u € o pardmetro variacional, D,, e a sdo os parametros do
potencial de Morse (V(y) = D,,(e”® — 1)?) que estdo relacionados, respectivamente, com a
profundidade e a largura do pogo de potencial. Os valores usados para D,, e a, 0s quais foram
obtidos de um ajuste entre os potenciais de Morse e “Corcunda”, apresentado na figura 2.3.1,

sdo D,, = 0,33028 eVe a = 0,77848 A1,
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_A,WWWMM¢
y T T T T T T T T 1
1] | 2 3 4 5
| FPotencial "Corcunda" ¢  Potencial de Idorse |

Figura 2.3.1: Ajuste do Potencial de Morse ao potencial “Corcunda”. Os pardmetros do Potencial de Morse
obtidos como ajuste s30 D,, = 0,33028 eVea = 0,77848A" .

As solugbes da eq. (2.2.1) sdo dependentes da temperatura T do sistema. Assim,
conhecendo a fungdo de onda teste (2.3.2) e os parametros D,, e a, podemos calcular a energia
do sistema em funcdo do parametro variacional para diversas temperaturas pela equacéo
(2.3.1). Depois disso, podemos minimizar a energia com relacdo ao parametro variacional
para obter o valor de u e assim conhecer a forma da funcdo de onda teste. Esse processo foi
realizado para diversas temperaturas; logo, € possivel conhecer o comportamento do

estiramento médio dos pares de base, dado pela eq. (2.2.2), com a variacdo da temperatura.

2.4. Resultados para o potencial “Corcunda”

Para encontrar as solu¢bes aproximadas da equagdo (2.2.1) pelo método variacional,
foi necessario resolver a integral em (2.3.1) com a autofungdo teste (2.3.2). Essa integracédo
foi feita numericamente, utilizando um programa especifico para esse fim. O valor do
parametro variacional foi obtido através de um grafico do autovalor de energia em fungdo do

pardmetro variacional. O valor de u que fornece a melhor solucdo é aquele que minimiza a
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energia e, portanto, é o valor encontrado no minimo global do grafico de < H > versus u. O
minimo global do grafico também foi determinado utilizando ferramentas do programa
utilizado para resolver a integral numérica. Esse procedimento foi realizado para Vvarias

temperaturas.

Depois de obtido o parametro variacional, todos os parametros da autofuncéo teste
(2.3.2) ficam conhecidos, entdo, podemos obter o estiramento medio dos pares de base dado
pela equacdo (2.2.2). Os valores de <y > em funcdo da temperatura sdo encontrados na
figura 2.4.1.

Figura 2.4.1: Gréafico do estiramento médio dos pares de base (< y>), em A, em funcdo da
temperatura. Os parametros do potencial “Corcunda” sdo D = 0,0857 eV, a =f =4 AleF=4ev.A?; os
parametros da autofuncdo teste sdo: D, = 0,33028 eV e a = 0,77848 A~'e a constante de mola é k =
0,01 eV.A~2. O parametro variacional foi ajustado de forma a minimizar a energia como indicado no texto. No
lado direito da figura o intervalo da curva foi restringido para enfatizar o crescimento do estiramento médio dos
pares de base.

A figura 2.4.1 indica que o estiramento médio dos pares de base permanece sempre
muito pequeno em relacdo as temperaturas fisicamente aceitdveis para estudar a
termodindmica do DNA. De acordo com a referéncia [1], a temperatura de desnaturacdo do
DNA é por volta de 318 K a 372 K, dependendo dos nucleotideos existentes na cadeia. A
figura 2.4.1 mostra que, com 0s parametros indicados na referéncia [19], nada acontece com o
estiramento médio dos pares de base nesse intervalo de temperatura. Uma temperatura de
desnaturacdo maior era esperada, pois ela depende da profundidade do pocgo de potencial. A
referéncia [19] apresenta uma figura comparativa entre o potencial de Morse, usado
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inicialmente no modelo de DNA, e o potencial “Corcunda”. Essa figura mostra um pogo de

potencial muito mais pronunciado no potencial “Corcunda”, o que sugere que a temperatura

critica para o potencial “Corcunda” deva ser muito maior que a de 350 K obtida para o

potencial de Morse usual [4].

Como a temperatura critica obtida com o potencial “Corcunda” com os pardmetros
usados em [19] ndo é fisicamente aceitavel para estudar o DNA, é necessario procurar
melhores pardmetros para o potencial a fim de melhorar a descrigdo da termodindmica dessa
macromolécula quando o potencial harmdnico é usado para simular as interacGes de

empilhamento.

Devido a dependéncia da temperatura de desnaturacdo com a profundidade e a largura
do poco de potencial, € esperado que uma temperatura critica aceitavel para o potencial
“Corcunda’poderia ser obtida se essas caracteristicas do pogo de potencial fossem similares
as do potencial de Morse. Assim, foi feito umajuste entre esses dois potenciais para encontrar
os parametros do potencial “Corcunda” utilizados nos calculos termodindmicos. Neste caso,
0s parametros usados para o potencial de Morse foram retirados da referéncia [18], assim
como a constante elastica k; sio eles D,, = 0,03 eV, a = 2,81 A~'e k = 0,06 eV.A72. Os
pardmetros encontrados para o potencial “Corcunda”, a partir do ajuste da figura 2.4.2, foram

D=003eV,a=12A"1,=4R"%eF=01eV.AL

o T T T T T T T T T 1

0 1 2 3 4 5

Potencial Corcunda +  Potencial de Mlaorse |

Figura 2.4.2: Ajuste do Potencial “Corcunda” ao Potencial de Morse. Os pardmetros obtidos para o potencial

“Corcunda” com o ajuste foramD = 0,03 eV, a =1,2A ' =4A e F = 0,1eV.A.
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Para calcular as propriedades termodindmicas da rede com os parametros ajustados,
foram usados 0s mesmos procedimentos ja apresentados, envolvendo o método variacional
com a funcdo teste dada pela solugdo do Potencial de Morse. O comportamento do
estiramento médio dos pares de base, < y >, em funcdo da variacdo da temperatura é

mostrado na figura 2.4.3.

A figura 2.4.3 indica que, com os novos parimetros para o potencial “Corcunda”, a
temperatura critica na qual a desnaturacdo térmica da molécula de DN A ocorre diminui para,
aproximadamente, 350 K, ja que por volta dessa temperatura ocorre um aumento significativo
no estiramento médio dos pares de base. Esse resultado concorda com os resultados

experimentais encontrados na literatura [1] para o DNA.

Figura 2.4.3: Gréafico do estiramento médio dos pares de base (< y>), em A, em funcdo da
temperatura. Os pardmetros do potencial “Corcunda” sfo: D = 0,03 eV, a = 1,2 At B = 4h"te F =
0,1 eV.A: os parametros da autofuncdo teste s&o: Dy, =0,03eVe a=2,81A"e a constante de mola é
k = 0,06 evV.A~2. No lado direito da figura o intervalo da curva foi restringido para enfatizar o crescimento do
estiramento médio dos pares de base.

A curva de desnaturacdo (2.4.3) sugere que a escolha de parametros feita considerando
a profundidade e a largura do pogo do potencial “Corcunda” com o potencial de Morse
original foi bem feita ja que, com a modificacdo dos parametros realizada com base no ajuste
entre os potenciais, foi possivel obter uma transicdo de fase do sistema em uma temperatura

condizente com o esperado para a molécula de DNA.
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CAPITULO 3

EQUACAO TIPO — SCHRODINGER COM MASSA DEPENDENTE DA POSICAO
PARA O ESTUDO DO DNA

Neste capitulo é estudado o modelo de rede unidimensional proposto por Peyrard,
Bishop e Dauxois (PBD) [12] para estudar a molécula de DNA. Em particular, € aplicado o
método do operador integral de transferéncia [20] para determinar a equagdo tipo —
Schrédinger com massa dependente da posicdo que possibilita o estudo da termodinamica da

molécula [24].

3.1 Modelo de Peyrard, Bishop e Dauxois (PBD)

O modelo de Peyrard, Bishop e Dauxois [12] foi proposto em 1993 como uma
extensdo do modelo original de Peyrard e Bishop [4] com o propdsito de melhorar a descricéo
da transicdo de fase da molécula de DNA. Para isso, foi introduzido um termo exponencial ao
termo puramente harménico das interacBes de empilhamento originais. Segundo os autores
[12], esse termo foi acrescentado devido & observacdo de que a energia de empilhamento é
uma propriedade dos pares de base e ndo das bases individuais. Essa mudanca da interacéo de
empilhnamento levou a uma curva de transicdo de fase mais abrupta, o que concorda
qualitativamente com as propriedades da desnaturacdo da molécula de DNA. A Hamiltoniana

do modelo é dada por:

H =3, 24 V(y,) + W yuos). LD

O primeiro termo da equacao (3.1.1) é a energia cinética dos pares de base, m = 300 u.m.a. é
7 - z d 7 - z
a massa media dos nucleotideos, p, = m% ¢ 0 momento linear; o segundo termo € o

potencial de Morse que representa as ligacdes de hidrogénio da molécula, assim como as
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interagBes repulsivas dos grupos fosfatos e efeitos de solvente [12] e W (y,,,y,,_ ) representa

as interacdes de empilhamento do DNA, e é descrito pela equagéo:

W(yn'yn—l) = g (1 + pe_a(yn+yn—1))(yn J— yn_l)z’ (3.1.2)
onde y, representa, como usual, o estiramento do n-ésimo par de bases e o termo que
multiplica (y,, — y,,_,)? varia entre S(l +p)e S Esse termo multiplicando a parte harmdnica

do potencial é sempre maior que um. Por esse motivo, as interagdes de empilhamento devem
ser enrijecidas quando ocorre a troca do potencial harmdnico do modelo original de PB por

esse potencial (3.1.2).

3.2. Aplicacdo do método do operador integral de transferéncia ao modelo de PBD.

A técnica do operador integral de transferéncia permite relacionar o problema da
mecénica estatistica de encontrar a funcdo de particdo do sistema com autofuncdes e

autovalores de energia dados por uma equacdo tipo - Schrédinger [20].
A funcdo de particdo do sistema é dada por:

7 = fl—[gzldyne_ﬁK(Yn-Yn—l)1 (321)
onde K(v,, ¥,—1) = W(y,,y,,_1) + V(y,) é a energia potencial do sistema. A parte cinética
ndo é calculada aqui, pois além de ser bem conhecida [30], ela ndo influencia na transicdo de

fase que é o objetivo principal desse trabalho.

E preciso acrescentar ao problema condicdes periédicas de contorno para eliminar os
efeitos de borda. Isso pode ser feito introduzindo uma nova variavel ¥,. Com isso, a fungéo de

particdo pode ser escrita como,

7 = fdyldyldyz wdyy6(y, — yl)e—ﬁK(ﬂ,yw)e—ﬁK(yN.yN_l) e BE(2y1), (3.2.2)
A funcdo delta pode ser definida em termos de fungbes y, tomadas como um

conjunto de auto-estados normalizados (vide, por exemplo, ref. [21]), ou seja,

§(yy =91 = Zn Yn G, (1) (3.2.3)



27
CAPITULO 3. EQUACAO TIPO-SCHRODINGER COM MASSA DEPENDENTE DA POSICAO
PARA O ESTUDO DO DNA

Se a fungéo ,, for tomada como um conjunto de auto-estados do operador integral de

transferéncia, entdo a seguinte equacdo deve ser satisfeita:

afdy,_ e PKOWi-Dy (y,_)) = e Feny (v)). (3.2.4)
O problema de encontrar a funcdo de particdo se resume a encontrar 0S possiveis

autovalores ¢, e autofungdes w,, que satisfazem a equagéo (3.2.4).

Substituindo a equacédo (3.2.3) em (3.2.2) temos,

- .~ 3.25
7 = Z ] dy,dy,dy; ...dyy ¥, (§,) X ( )

X e~PKG1IN) | e=BKGsY:) [ gy, e BKO2Y)Y (y))

Aplicando o operador integral de transferéncia (3.2.4) na equacédo (3.2.5) tem-se que

[ dy, e FKO230y (y,) = e Fenyp, (y,). Comisso, a fungdo de particdo é escrita como,

" ) o 3.2.6
Z:Ze ﬁn_l-d%d}%---d%vl/’n(yl)x ( )

% e~BKOLYN)  o=BK(Vays) f dy, e—BK(J’3v3’2)¢n(y2).

O operador integral de transferéncia pode ser aplicado novamente na equagéo (3.2.5) e
assim sucessivamente. Aplicando o operador N vezes, obtém-se:
Z=Yne e [, (5) ¥ (5)dF;. (3.2.7)
Pela condigdo de ortonormalidade, Iwn();l)y/;();l)d 3}1 =1 e, portanto, a fungdo de
particdo do sistema é dada por:
Z=Y,e NBeén, (3.2.8)
Para completar o resultado, é necessario determinar os autovalores &, e as

autofungdes . Isso é feito expandindo as funcdes (Y. ;) em torno de y,(y,) dentro do

operador de transferéncia. Com isso, tem-se:

fdyl'—1e_'BK(yi'yi_1)¢n (Vi-1) =

_BV(v) [ _gk —a(i+¥i—1)) (v =y, )2 (3.2.9)
e POV [7 dy;_se £{tepe R {ll’n(}’i)+()’i—1 -

YU, (y) + %0’1’—1 —y)2P) () + - }
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A série da equacdo (3.2.9) sera truncada no termo de segunda ordem. Logo, ha trés
integrais para serem resolvidas. Para resolvé-las foi feita a mudanga de variavel, z =y, —

¥;_1- Assim, aequacéo (3.2.9) podeserreescrita da seguintemaneira:

J in—1e_ﬁK(yi'yi_1)¢n (Vi—1) =

e BV [l/) ) f°° e—ﬁ§(1+pe_“(2yi‘z))zzd (3.2.10)
n\WVilJ_ o

Z+
- E _a(Zy'_Z) 2 17} . - E _a(Zy'_Z) 2
lp,n()’i)fjooo ze p(1+pe i=%)yz dZ+¢ T;(yl)fjooozze B5(1+pe i=2)yz dzl.

As integrais na equacdo (3.2.10) sdo bastante complexas para serem resolvidas
analiticamente na forma em que estdo. Assim, é usada a aproximagdo e®* = 1 para obter o
resultado. Essa aproximacao é valida para pequenos valores de z, ou seja, 0 resultado obtido
fornece uma boa aproximacdo quando a diferenca entre 0s estiramentos de pares de base
adjacentes for pequena. Nesse caso, 0s pares de base podem ter grandes estiramentos desde
que o par de base que e primeiro vizinho esteja estirado de tal forma que, a diferenca y; —
¥;_, Seja pequena. Essa condicdo deve ser verificada pelo sistema para valores de temperatura
baixa, até proximo a temperatura de desnaturacdo. Com isso, a solucdo da equacgéo (3.2.10)

fica bem simplificada.

A primeira integral a ser resolvida, é a integral da gaussiana [31], e tem como

resultado:
w _pk —2ay;y ,2 3.2.11)
B=(1+pe *®Vi)z _ 2m (
lpn (yl)f_oo e 2 dZ - ﬁkg(yi)l'bn (yl)!
sendo a fungdo g(y;) = 1+ pe 2%,
A segunda integral na equacédo (3.2.10), com as aproximacdes, é:
(3.2.12)

lp’n(yi)f_oooo Ze—ﬁg(lﬂoe‘zx(zyi—Z))zzdz —o

Essa integral é nula, pois se trata de uma funcdo impar integrada em extremos simétricos [31].

_ o . PLIP e
Por fim, para resolver a (ltima integral, Wfiozze BrQtpe 02 qg

podemos lancar mdo de um artificio matematico e reescrevé-la na forma:

k —2ay; " ; I9)
lp”n(yi) foo Zze—B;(1+pe 2 y")Z2 dZ — _1-/) n(yl) if e—CZZ dZ, (3213)
2 — 00 2 dc v—
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onde ¢ = ﬁg(l + pe 2%Vi) = ,ng(yi) . Para obter o resultado, novamente temos que

resolver uma integral da gaussiana e, portanto, obtemos:

2 dc

1/)111;(371')J‘_Oooozze—ﬁg(1+pe—2ayi)22dz _ _W’n@ﬂi(\/%) _ (3214)

1 17
2Bkg (¥;) Bkg(y)lp (V)

Substituindo os resultados das integrais (3.2.11), (3.2.12) e (3.2.14) podemos

determinar a solu¢do da equacdo (3.2.10), ou seja,

—BK(Y;,¥i-1) — no—BV) (3.2.15)
afdy; e V1, (y;-1) = ae ’ﬁkg(yl){l +2[)’kg(yl)dyl}l'bn( ).

De acordo com a equacao (3.2.4), a integral de transferéncia em (3.2.15) deve ser igual

aePeny (y,), 0 que leva aseguinte igualdade:

eV [ 2 (3.2.16)

14 }
Bkg(y;) { Zﬁkg () dy?

1/Jn(yl) =e 5£n¢n(yl)

Vamos agora reescrever a equacdo (3.2.16) para determinar a equacgdo tipo-

lna\/T .
na forma e VA*OD ou seja,

s = H 2
Schrodinger. Assim, vamos escrever a kg’iy)
i

(3.2.17)

2
{‘ﬁv(yz)ﬂna AT d?} -
o \Bkg(yi) " 2Bkg (v dy? Y,(y)=e ﬂgnlpn(yi)'

Expandindo as exponenciais até a primeira ordem temos,

3.2.18
{1 BV + lna\}ﬁkg(yl + zﬁk;(yl) dy? }lp"(yl) = {1 = Betih, (yo). ( )

.y ~ 1 2
Multiplicando a equacdo (3.2.18) por —3 e reescrevendo Ilna TS na forma
2
%ln (2;: ) — %lng(yi) obtemos,
(3.2.19)

{ W’C;Tyl)dyl + U(yl)}lpn (YL) = gnlpn (yi)a

2ma?

Bk

onde D&, = &, + 5-ln (=) e DUGY) = V(v + 55 Ing (v).
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A equacado (3.2.19) é a equacdo tipo - Schrodinger com massa dependente da posigédo
(m(x) = g(y;)) que pode descrever as propriedades termodinamicas da rede de PBD, ou seja,
determinando as autofuncgdes e os autovalores de energia da equacao (3.2.19) podemos obter a

curva de transicdo de fase para 0 modelo em questdo.

Uma equacdo semelhante a (3.2.19) pode ser encontrada na referéncia [24], porém
existe uma diferenca nas constantes que acompanham a derivada segunda da fungédo de
onda.A equacdo da ref. [24] e dada por:

2
1 d%¢
Sg(x)a? dx?

(3.2.20)

+ U(.X')d)L = gid)iy

2kD
a2

sendo & = - Para que a equacdo (3.2.20) fosse idéntica a determinada nesse trabalho

B

(3.2.19), o fator 6 que divide a segunda derivada da funcdo de onda deveria ser elevado ao

quadrado.

Um teste de consisténcia para a equacdo (3.2.19) pode ser realizado lembrando que,
quando p =0, a interacdo de empilhamento do modelo volta a ser puramente harmdnica,
como no modelo original de PB [4]. Nesse caso, a equacdo tipo — Schrodinger (3.2.19) deve

voltar & forma apresentada em (2.2.1) com V(y;) sendo o potencial de Morse. Isso realmente

acontece, ja que quando p =0,g(y;)) =1eU(y;) = % Esse resultado leva a crer que a

equacdo (3.2.20) apresentada em [24] deve apresentar um erro de digitagcdo, pois no caso

p = 0, ela ndo volta & equacdo tipo — Schrodinger original [4].

O objetivo final desse trabalho é determinar a curva de transicéo de fase para o0 modelo
de PBD, determinando as solugdes da equacéo (3.2.19) com uso do meétodo variacional [21],
ja que ndo é possivel determinar analiticamente as solugdes devido a complexidade da
equacdo. Antes disso € necessario adaptar e obter confianca na aplicacdo do método
variacional nesse tipo de equacdo. Por isso, no capitulo seguinte sdo resolvidas duas equacdes
de Schrédinger com massa dependente da posicdoutilizando o método. Um dos casos
apresenta solucdo ja conhecida na literatura [25], 0 que permite uma compara¢do com oS
resultados obtidos com o método variacional. O segundo caso ndo apresenta solucdo
exata/analitica e por isso € necessario lancar mdo de métodos aproximativos para obter as

solugcBes da equacdo, no caso, 0 método variacional.
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CAPITULO 4

RESOLUCAO DA EQUACAO DE SCHRODINGER COM MASSA DEPENDENTE
DA POSICAO

Neste capitulo sdo resolvidas as equacdes de Schrodinger com massa dependente da
posicdo [25] para dois sistemas distintos. O primeiro caso é solucionado tanto por um método
algébrico [26] quanto pelo método variacional [21]. Os resultados sdo comparados para
validar o tratamento sugerido para 0 uso do método variacional nesse tipo de problema.O
segundo caso é solucionado apenas pelo método variacional, ja que o problema proposto ndo

apresenta solucdo exata/analitica.

4.1. A equacdo de Schrodinger com massa dependente da posicéo.

A equacdo de Schrodinger com massa dependente da posicdo pode ser escrita, de

forma geral, da seguinte maneira,

_ 1 dY +V (0O)YP(x) = EP(x), (4.1.1)

2m(x) dx?
onde m(x)é a massa com dependéncia da posicéo, V(x) é o potencial eEé o autovalor de

energia do sistema.

A equacdo (4.1.1) pode ser reescrita multiplicando-se todos os termos da equacao por

2 - ~
h_zm(x)' Esse procedimento leva a equacao,

- d—dd:c(ZX) + —2”;5” [V(x) — E]p(x) = 0. (4.1.2)
0 termo 222 [y (x) — E]y(x) pode ser separado em um termo dependente da posicio

hZ
e outro constante, denominado —e,. Esse termo constante € obtido quando a dependéncia da

massa com a posicao é inversa a dependéncia do potencial com x. Caso ndo sobre nenhum
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termo constante nessa multiplicacéo, a constante fixa do lado direito da equacéo é igual a

zero.
Feito isso, é determinada uma equacdo de Schrodinger efetiva, na forma

H,ppp(x) = g1p (), (4.1.3)

onde H,, € 0 Hamiltoniano efetivo, dado por:

__« 4.1.4
Hepr = =271 Verr (4.14)

e V.rr € 0 potencial efetivo. Esse potencial efetivo se torna dependente do autovalor de

energia e é o termo que depende da variavel x na expressao ZTZZ(X) [V(x) — Ely(x).

O método variacional deve ser adaptado para solucionar a equacdo (4.1.2) devido ao
fato de o autovalor de energia da equacdo de Schrodinger original (4.1.1) estar inserido no
potencial efetivo, e o termo que originalmente é interpretado como o autovalor de energia é
agora uma constante fixa, e;. Assim, o procedimento adotado € variar o autovalor de
energiaEe, conseqlentemente, variar o potencial efetivo para calcular a energia média pelo

método variacional da seguinte maneira,

. d (4.1.5)
<Hepp >= by VullerrhudV e(E),
J, wiav

sendo H,,, 0 Hamiltoniano efetivo da equacdo (4.1.4), 1, € a funcdo teste e ué o parametro

variacional. O tratamento foi restringido para um pardmetro variacional, entretanto, ele pode
ser estendido para um numero maior de parametros. Como indicado na equacéo (4.1.5), o
valor esperado da energia média, €, é dependente do autovalor de energia E. Depois da
integracdo (4.1.5), o parametro variacional é determinado com a minimizacdo de ecom

relacdo a esse parametro.

O autovalor de energia é determinado quando o (E)é calculado depois do processo de
minimizacgdo e se torna igual a constante fixa, €. Esse valor pode ser determinado por meio
de um gréafico de e(E)em funcdo de E.O autovalor de energia correto é obtido pelo ponto do

grafico onde ¢ € igual ao autovalor fixo &;.
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4.2. Solucdo da equacdo de Schrodinger com massa dependente da posicdo por
fatorizacdo e supersimetria - Massa e potencial com dependéncia exponencial com a

posicéao.

Nesse primeiro caso utilizado como teste da aplicacdo do método variacional nas
solugdes da equacdo de Schrédinger com massa dependente da posicdo, o potencial e a massa
da equacdo de Schrodinger (4.1.1) possuem dependéncia exponencial com a posi¢do, na

forma, m(x) = mye e V(x) = Ve ¥ —ye*.

Substituindo a massa e o potencial na equagdo (4.1.1) e rearranjando os termos, é

determinada a equacdo de Schrodinger efetiva a ser solucionada:

_idzng) + (Voe—Zcx _ Ene—cx)lp(x) — )/l/)(X) (421)

2m, dx

Para simplificar a notacdo foi adotado A2 = 2m, = 1 e os pardmetros do potencial

foram fixados emc=1,V, =1ey = —0.25.

A equacdo (4.2.1) permite solucdo exata/analitica [25]. Essa equagdo é similar a
equacdo de Schrodinger para uma particula sujeita ao potencial de Morse, entretanto, possui
um formato diferente, ja que os autovalores de energia (E,,) do sistema estdo inseridos no
potencial. Além disso, a expressao resultante € uma equacao de autofuncbes com autovalor

constante (y).

Devido a equagdo (4.2.1) possuir a forma da equacdo de Schrodinger para uma
particula sujeita ao potencial de Morse, 0 espectro dessa equacdo deve ser 0 mesmo da
equacdo de Schrodinger com massa constante com 0 mesmo potencial. Assim,
osautovaloresde energia (E,) da equacdo (4.2.1) podem ser determinados encontrando-se a
energia (e,) da equagao,

n? d?y
2my dx

0 4 (Vye=2% — Ve~ )p(x) = e, (), (4.2.2)

e depois substituir V, por E, e igualar os autovalores €, da equagdo (4.2.2) com o
autovaloryda equacdo (4.2.1). Um processo semelhante foi sugerido para tratar problemas

especificos envolvendo solugdes analiticas/exatasna referéncia [32].
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Para obter as solugdes da equacdo (4.2.2), foi utilizado o método de fatorizacdo e
supersimetria [26]. Com esse formalismo pode-se desenvolver um método para resolver a
equacdo de Schrddinger, em que a solucdo pode ser obtida estado por estado através da

chamada hierarquia de Hamiltonianos.

Com esse metodo, o Hamiltoniano de partida do sistema é fatorizado pelos chamados

operadores bosonicos, que sdo escritos pela relagao:

at =F ;_x +W(x), (4.2.3)

onde W (x) é chamado de superpotencial, a*e a~ sdo conhecidos como operadores bos6nicos

2mg,
h2

e, por simplicidade, vamos fazer Vj, = (Z%)VO v, = (2%) V, e, = (

)en. Assim, de
acordo com o formalismo da Mecéanica Quantica Supersimétrica, o0 Hamiltoniano H =

2
— ;7 + V(x) para um dado problema unidimensional pode ser escrito como:

< (4.2.4)

2
H, = —%+V(x) =aja; +¢,,

1

onde eé € o0 autovalor de energia do estado fundamental.

Substituindo os operadores bosonicos, dados pela equagéo (4.2.3), na equagao (4.2.4)
é encontrada a seguinte equacéo diferencial paral¥; (x), para que o Hamiltoniano fatorizado

seja igual ao Hamiltoniano de partida,

W2 —w, +eP =v(x), (4.2.5)
sendo V(x) o potencial estudado que, no caso, € o potencial de Morse e W, é a derivada
primeira do superpotencial em relacdo ax. A equacdo (4.2.5) € conhecida na literatura como
equacdo de Ricatti. A solugcdo dessa equacdo normalmente € feita através de um ansatzpara o

superpotencial onde os termos dependentes de x devem ser iguais ao potencial VV(x)e o termo

constante igual a ener iae(l)
0 Olae, ~.

Com o superpotencial determinado pela equacdo (4.2.5) é possivel encontrar a
autofuncdo do estado fundamental aplicando o operador bosdnico a~ na funcdo de onda do

@
estado fundamental (aj él) = 0). Isso implica emW, (x) = — 1/:9)' Integrando ambos o0s

lados dessa equacdo em relacdo ax, obtém-se que a funcdo de onda do estado fundamental

esta relacionada com o superpotencial da seguinte forma:
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l/)él) o« e—fwl(x)dx. (426)

Com o metodo de supersimetria € possivel construir uma hierarquia de Hamiltonianos
para obter as funcOes de onda dos estados excitados [26], lembrando que, ao aplicar os
operadores bosdnicos em um estado inicial, um novo estado é gerado. O primeiro

Hamiltoniano companheiro supersimétrico a ser construido é:

Hf=H,—- e(()l) =afa;j. (4.2.7)
O companheiro supersimétrico de H, pode ser obtido invertendo-se a ordem dos

operadores bosonicos:

- d? -
Hf = ——+V,(x) = ajaj = Hj. (4.2.8)
Da mesma forma que H;, H, também pode ser fatorizado em termos de novos

AL s 2 ~
operadores bosobnicos e de eé ), de acordo com a relacéo:

Hy = aja; + eéz). (4.2.9)

Em alguns casos de interesse, 0s operadores bosdnicos a; e a; ttm a mesma forma

anterior e podem ser escritos em termos de um novo superpotencial W, (x):

aF = F 4+ W, (). (4.2.10)

Multiplicando os operadores (4.2.10) na equacéao (4.2.9), o Hamiltoniano H pode ser

escrito como:

da? , 2.
Hf = =5+ W2 () - Wy (o) + e, (4.2.11)
Na hierarquia de Hamiltonianos [26], H) deve ser igual a H;, com isso, 0O

superpotencial W, (x) deve satisfazer a equacdo de Ricatti:

WP —wy +el? =W +wy + €. (4.2.12)

Além disso, o superpotencial W,(x) estd relacionado com a autofungdo do estado

fundamental para o Hamiltoniano H, . Assim, a autofuncéo 1/)52) pode ser determinada pela
seguinte igualdade:

lpéz) o e—fwz(x)dx. (4.2.13)

Esse processo pode ser realizado n vezes desde que os Hamiltonianos sucessivos

possam ser fatorizados em termos dos operadores bosbnicos, gerando uma familia de
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Hamiltonianos cujos membros estdo relacionados via supersimetria. Logo, tem-se a

generalizacdo:

(n) (4.2.14)

+ — -
H, = aya, +¢€, ",

sendo os operadores a;’ e a;, escritos como:

af = F =+ W, (x). (4.2.15)

Para encontrar a funcdo de onda do estado fundamental para cada membro da

hierarquia de Hamiltonianos, basta determinar o superpotencial W, (x),
l/)gn) o e—an(x)dx. (4.2.16)

Para encontrar a funcdo de onda do primeiro estado excitado, 1/)1(1), a menos da

. ~ . A = 2 ~
constante de normalizagdo, deve-se aplicar o operador bosdnico a; em z/)é ) (funcéo de onda
do estado fundamental para o segundo membro da familia de Hamiltonianos). E possivel
encontrar as funcdes de onda de todos os estados do problema originalaplicando sucessivas

vezes 0s operadores conforme indicado na figura 4.2.1.

Figura 4.2.1: AutofungGes para todos os niveis de energia

Também é possivel determinar os autovalores de energia para todos os niveis, depois
de construida a superfamilia de Hamiltonianos. O esquema de todas as autofuncGes e dos

autovalores de energia pode ser visto na figura 4.2.2.
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Hf Hy Hi
G _ @ _ @ 1 _ 2 2 _ 3) 3)
€ T€ T& . =aty; 1= ai o
2) 1) (D (2 (@]
€ = Ei 1 =aty, ) 0

(1) (1)
€o 0

Figura 4.2.2: Hierarquia dos Hamiltonianos e a relagdo entre autofungdes e autovalores de energia.

A hierarquia de Hamiltonianos pode ser construida para potenciais exatamente

solveis, dentre eles esta o potencial de Morse. Dessa forma, o Hamiltoniano da equagdo
2 — — -

(4.22), H, = —%+ (Vpe ¥ —V,e~*), pode ser fatorizado em termos dos operadores

bosoénicos (4.2.3), com o superpotencial,

W, = a,e™* + by, (4.2.17)
onde os parametros a, € b, sao encontrados pela equagéo de Ricatti (4.2.5), assim como o
Vl
2%,

sinal negativo do parametro a foi escolhido de forma que a fungdo de onda (z/)él) 4

autovalor de energia, €,. Portanto, temos que a, = —\/V, e b, = —§+ sendo que o

e~/ w1 ()dxy nossa ser normalizada. O autovalor de energia para o estado fundamental do

potencial de Morse &,

6_(()1) _ _ﬁ_l_ Vic _ﬁ. (4.2.18)
4 2V, 4y,

Seguindo a construcdo da hierarquia, o autovalor de energia do primeiro estado

excitado pode ser determinado pela igualdade efl) = eéz), onde o autovalor eéz) € encontrado

pela equacédo de Ricatti (4.2.12). O superpotencial W, (x) que satisfaz a equagao (4.2.12) tem
a mesma forma anterior, ou seja, W, = a,e™* +b,, coma, = a, = —\/70 eb, = —32—C +

v. x . o . .
. fv_'A solucdo do autovalor de energia para o primeiro estado excitado €, portanto:
0

£ 9 3e 7 (4.2.19)
1 4 27, 4V



38
CAPITULO 4. RESOLUCAO DA EQUAGAO DE SCHRODINGER COM MASSA DEPENDENTE DA
POSICAO

Esse procedimento pode ser realizado n vezes. No caso do potencial de Morse o
espectro pode ser generalizado [26], de tal forma que o autovalor de energia para 0 n-ésimo

estado é:

2 4.2.20)
(1 _ _rl|1 / _ 1 (
€ = 2my | hic | 2V, Vi (n+ 2)] '

Como as equacdes (4.2.1) e (4.2.2) tém a mesma forma, os espectros devem ser iguais,

ou seja, e( ) = = y quando V; = E,, . Portanto,

R e B (4.2.21)
2m, [hcw’ZVoE N n+ —V.

Rearranjando a equacéo (4.2.21), podemos encontrar os autovalores de energia da

equacao (4.2.1) para n estados,

4.2.22
E, _hc/m<2n+1+2 2"2‘;)/). ( )
0

De acordo com a equacdo (4.2.22), a equacdo de Schrodinger (4.2.1) sO permite

autovalores de energia reais para valores negativos da constante fixa y. Fazendo a adaptacéo
dos parametros utilizados percebe-se que o resultado (4.2.22) € equivalente ao encontrado na
referéncia [25].

4.3. Solucéo da equacdo de Schrodinger com massa dependente da posicdo pelo método

variacional - Massa e potencial com dependéncia exponencial com a posicao.

O método variacional aplicado na secéo 2.3 para resolver a equacéo tipo — Schrédinger
com o potencial “Corcunda” pode ser utilizado para resolver a equacdo de Schrodinger com
massa dependente da posicdo, porém com uma estrutura um pouco diferente, ja que a equacao
resultante (4.2.1) apresenta a energia do sistema inserida dentro do potencial e o autovalor da
equacdo é constante (y). Nesse caso, vamos aplicar o método somente para o estado
fundamental, ja que o enfoque final desse trabalho é estudar as propriedades termodinamicas
da molécula de DNA.
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A esséncia do método continua a mesma, ou seja, escolhe-se uma autofuncgéo teste que
é utilizada para calcular a energia do sistema e essa, de acordo com o principio variacional,
deve ser um limite superior da energia real do sistema. A autofuncdo teste também € escrita
em termos de um conjunto de parametros variacionais que sdo escolhidos de forma a

minimizar o autovalor de energia.

Para solucionar o problema, deve-se encontrar a energia, E, inserida no potencial
(4.2.1), que fornece como solucdo o autovalor y. Assim, para cada valor de energia,
determina-se a integracdo (2.3.1) que, depois de minimizar o resultado em relacdo ao
parametro variacional, vai fornecer um autovalor para a equacdo de Schrédinger. Com isso,
pode-se fazer uma curva de E em funcdo dos autovalores e determinar pela curva qual valor

da energia fornece como resultado o autovalor correto, que é a constante fixa y.

Para testar esse método de solucdo, esses procedimentos foram realizados para a
equacdo de Schrodinger com massa dependente da posicdo (4.2.1). Como essa equacgdo €
semelhante a equacdo de Schrddinger com massa constante para uma particula sob a
influéncia do potencial de Morse, a fun¢do teste escolhida é a prdpria funcdo de onda do

potencial de Morse:

ll)u o e~ S Wix)dx exp (%e—cx) exp(—blx), (4.3.1)
coma, = —/V,, b, = — ~+ % e 1 é o parametro variacional. Nesse caso, a fungio de onda
0

(4.3.1) esta escrita de forma diferente da apresentada em (2.3.2), pois o problema a ser
resolvido € quantico. No capitulo 2, o problema solucionado é uma equagéo tipo-Schrodinger,
ou seja, apesar da equacdo ser formalmente igual a de Schrédinger, o problema é classico e
dependente da temperatura do sistema.

a2
dx?

Utilizando a fungdo teste (4.3.1), o valor medio de H,.r ( H.pp = +

(Voe 2* — E,e~*)) é determinado pela integracdo (4.1.5), respeitando a minimizacdo do
valor médio com relacdo ao parametro variacional. A integragdo foi feita numericamente e a
minimizacdo foi realizada por meio de um grafico do valor médio em fungdo do pardmetro
variacional u. O parametro variacional que minimiza a energia é encontrado no minimo
global da curva. O resultado obtido para os valores esperados, depois do processo de

minimizacdo, com a variagdo da energia é apresentado na figura 4.3.1.
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Figura 4.3.1: Grafico do valor médio de H,;, obtido com o método variacional, em funcdo da energia E. A linha
vermelha representa o valor da constante fixa y. No ponto onde < H,;, > € igualay determina-se a energia
que é solucdo para a equacao de Schrodinger com massa dependente da posigdo.

Pela figura 4.3.1, é observado que o valor médio da energia é igual a constante fixa
y = —0.25 quando E = 2. Dessa forma, essa energia ¢ o autovalor do estado fundamental

para o problema original.

Quando os parametros adotados (h? =2my,=1,c=1,V, =1ey =-0.25) sdo
substituidos na equacéo (4.2.22), que € a solucdo exata do problema em questao, o autovalor

de energia do estado fundamental (n = 0) obtido e E, = 2.

Os resultados mostram que o autovalor de energia obtido pelo método variacional
concorda com o calculado de forma exata/analitica e, portanto, 0 método variacional pode ser
aplicado de forma eficaz para obter solugdes da equacdo de Schrodinger com massa

dependente da posicéo.

4.4. Solucdo da equacdo de Schrodinger com massa dependente da posicdo pelo método

variacional -m(x) = myx? e V(x) = — xlz + X2,



41
CAPITULO 4. RESOLUCAO DA EQUAGAO DE SCHRODINGER COM MASSA DEPENDENTE DA
POSICAO

Como um segundo teste do método variacional para solucdo da equacdo de

Schrédinger com massa dependente da posicdo, € resolvido o problema em que a massa é
dada por m(x) = myx%e o potencial é escrito como V(x) = —;—2+x2. Nesse caso, a

equacdo (4.1.2) pode ser reescrita na forma:
- d—zdlfc(zx) + (—Ex? + xHy(x) = yp (x), (4.4.1)

onde foi adotado A* = 2m, = 1para simplificar a notagdo. Como mencionado anteriormente,
a equacdo de Schrodinger com massa dependente da posicdo (4.1.2) leva a uma equacao com

a energia inserida no potencial efetivo (—Ex? + x*)e o autovalor dado por uma constante

fixa (y).

A equacdo (4.4.1) ndo apresenta solugdo analitica e, portanto, é necessario lancar mao
de métodos aproximativos para obter as solu¢bes dos autovalores de energia. Novamente, o

método variacional foi aplicado neste problema.

A autofuncdo teste para o problema foi baseada na sugestéo apresentada na referéncia
[27]. Essa referéncia mostra a solucdo da equacdo de Schrodinger para um potencial similar
ao usado na equacdo (4.4.1) e o ansatzda funcdo teste é feito com base na técnica de

fatorizacdo e supersimetria. Assim, a funcdo teste sugerida para o problema é:

_yxt_pxt 4.4.2
Py < exp(—= L (4.4.2)

sendo u 0 parametro variacional.

Com a escolha da funcdo de onda teste, é possivel realizar os mesmos procedimentos
da secdo 4.3 para solucionar a equagéo (4.4.1) com o método variacional. Primeiramente, é
variado o valor da energia (E) inserida no potencial até que seja obtido o valor médio de H,,
utilizando a integragdo (4.1.5) e realizando a minimizagdo em relacdo a p, igual a constante
fixa y. Para exemplificar os resultados obtidos, foram determinadas as energias para trés
diferentes valores de y(y =0,5,y =0,87 ey = 1). A integracdo e a minimizacdo foram
realizadas de acordo com o descrito na se¢do 4.3. Os resultados obtidos sdo apresentados na
figura 4.4.1.
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Figura 4.4.1: Graficos dos valores medios de H,, obtidos com o metodo variacional,em funcao da energia E,

paraa)y =0,5,b) y = 0,87ec) y = 1. A linha vermelha representa o valor da constante fixa y. No ponto onde
< H,zr > €igual ay determina-se a energia que € solugdo para a equacdo de Schrodinger com massa

dependente da posi¢éo.

A figura (4.4.1) mostra que é possivel determinar as energias do estado fundamental
para 0 problema realizando os procedimentos propostos. As energias obtidas para y = 0,5,
y = 0,87 ey = 1 sdo, respectivamente, E = 1,3376, EF = 0,5eE = 0,1647.
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TERMODINAMICA DA REDE UNIDIMENSIONAL DE PEYRARD - BISHOP —
DAUXOIS (PBD) COM O USO DO METODO VARIACIONAL.

No capitulo 3, sdo apresentadas as caracteristicas gerais do modelo de PBD e, além
disso, se mostra que as propriedades termodindmicas desse modelo podem ser calculadas por
uma equacdo tipo - Schrédinger com massa dependente da posicdo. Essa equacdo foi
determinada com a aplicacdo da técnica do operador integral de transferéncia [20] (vide
capitulo 3). Dessa forma, a termodindmica do modelo para molécula de DNA pode ser

determinada através das solucdes da equacéo,

{ 1 @ U(yi)}l/)n () = &, (), (5.1)

2B2kDg(y;) dy}

2ma?

onde D&, = ¢, + %ln (g_k)’U(yi) =V(y;) +$lng(yi), g(y,) = (1 + pe2%%), De aséo

parametros do potencial de Morse (V (y;)), que é utilizado no modelo. ¢,, sdo os autovalores

de energia, f = kl—T k, =8,617 X 107°]/K¢é a constante de Boltzmann, T é a temperatura,
B

ke p sédo parametros do potencial que representa as interacdes de empilhamento (3.1.2) e y;

representa o estiramento do i-ésimo par de base da cadeia de osciladores.

Para determinar a termodindmica do modelo, € preciso conhecer a funcdo de onda do
estado fundamental que ¢ solucdo da equacdo (5.1) e efetuar a integracdo (2.2.2) para diversas
temperaturas. Com isso, é obtido o comportamento do estiramento médio dos pares de base
em fungdo da temperatura. De acordo com a discusséo feita no capitulo 2, na termodin&dmica
do potencial “Corcunda”, somente é encontrada a solugcdo do estado fundamental, pois no

limite termodindmico a contribuicdo dos estados excitados pode ser desprezada.

Para solucionar a equacdo (5.1), foi utilizado o método variacional, j& que no capitulo
anterior, foram obtidos resultados que indicaram que esse método semi-analitico pode ser
aplicado de forma eficaz nas solucBes desse tipo de problema. O primeiro passo, entdo, é
multiplicar todos os termos da equacéo (5.1) por g(y;), 0 que leva a equacdo que deve ser

efetivamente solucionada:
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DAUXOIS (PBD) COM O USO DO METODO VARIACIONAL.

1 d? N (5.2)
T 257kD dy? +9IUG) - &1, (v) = 0.
l
O produto g(y))[U(y;) — &,]apresenta termos que sdo dependentes de y;e um termo
independente que é a constante fixa, associada com o autovalor da equacdo efetiva.

Rearranjando os termos, obtemos:

L v b0 = -pu, ) )
Zﬂzkdyiz eff d’n yi) = l/)n Yi)y
onde o potencial efetivo € dado por,
— —-2ay —-ay -2ay 1 = (54)
Uy =D(e™2% — 2e7%) + pV(y)e +—g»ing(y) — D&, g().

2p
Os parametros utilizados no potencial (5.4) foram os mesmos encontrados na
referéncia [24], que calcula as propriedades termodindmicas do modelo de PBD utilizando
métodos numéricos. Sdo eles, p=1, a=0354", k=006eVA? a=45A"e D=
0,03 eV. Além disso, o potencial ainda é dependente da temperatura e do autovalor de energia

&,

Novamente, obtivemos uma equacdo de autofun¢des onde o autovalor é uma constante
fixa (—D) e o potencial efetivo é dependente do autovalor de energia do problema original,
&,.Por essa razdo, os mesmos procedimentos adotados para resolver as equacOes de
Schroédinger com massa dependente da posicdo do capitulo 3 podem ser aplicados para

solucionar a equacéo (5.3).

Para escolher a autofuncdo teste é necessario conhecer as caracteristicas gerais do
potencial efetivo. Na figura 5.1 € apresentado um esquema desse potencial para um conjunto
especifico de parametros (p =1, @ = 0,35 A k = 0,06 eVA? a =4,5Ae D = 0,03 eV,
T = 200K e &, = 0,02660309eV). Pela figura 5.1, pode ser observado que o potencial
efetivo possui caracteristicas semelhantes a do potencial de Morse, por isso, foi colocado na
mesma figura um grafico do potencial de Morse com os parametros ajustados de forma que

fique proximo de U, . Nesse ajuste os parametros do potencial de Morse (V(y) =

D,,(e~m¥ — 1)?) foram: D,, = 0,053 eV e a,, = 3,64%,
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DAUXOIS (PBD) COM O USO DO METODO VARIACIONAL.

Figura 5.1:Gréafico do potencial Efetivo comp = 1, @ = 0,35A™ k = 0,06 eVA? a = 45A"eD = 0,03 eV,
T = 200K e £, = 0,0270993 eVe do Potencial de Morse comD,, = 0,053 eV e a,, = 3,6 A™.

Como o potencial efetivo (U, ;) possui uma forma muito semelhante a do potencial
de Morse, principalmente no poco de potencial que é a regido mais importante no estudo da
transicdo de fase, a funcdo teste escolhida para o método variacional foi a solucdo do
potencial de Morse, com os parametros ajustados de forma que os dois potenciais fiquem o

mais proximos possivel. Assim, a funcdo teste utilizada foi:

Yo & exp(—de " )exp [_ (d _ %) ,uy], (5.5)

onde d = (ﬁ) (kD,)Y? > %e ué o parametro variacional.

Uma vez escolhida a funcdo teste (5.5), pode-se aplicar o método variacional.
Portanto, variando a energia (&,), a integracdo (4.1.5) e a minimizacdo em relacdo au sdo
feitas para encontrar o valor médio do Hamiltoniano efetivo (H, /), até que o valor médio
seja numericamente igual a constante fixa (—D). Quando isso ocorre o valor de &, é o
autovalor de energia correto do problema original. Além disso, determina-se a forma
aproximada para a funcdo de onda, ja que o parametro variacional é fixado como processo de
minimizacdo. Essa funcdo de onda é utilizada para calcular o estiramento médio dos pares

(< y >) de base pela equacdo (2.2.2). Esse procedimento pode ser repetido para diversas
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temperaturas, e 0 comportamento de < y > com a varia¢do da temperatura € apresentado na

figura 5.2.
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Figura 5.2:Grafico do estiramento médio dos pares de base (< y >)emfunc¢&o da temperatura T.

A figura 5.2 mostra que para uma temperatura por volta de 340K, o valor do
estiramento médio aumenta bastante. Esse resultado indica que nessa faixa de temperatura
ocorre a transicdo de fase da cadeia. Essa temperatura coincide com o esperado para a

desnaturacdo térmica da molécula de DNA [1]. Além disso, esse resultado mostra que €

possivel aplicar o método variacional no estudo desse tipo de problema.
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Nesse trabalho € utilizado o método variacional para discutir os aspectos
termodindmicos da molécula de DNA utilizando o modelo de rede ndo linear proposto por
Peyrardet al. [19], em particular pretende-se determinar a temperatura de desnaturacdo da
molécula. Apesar do fato de que, no trabalho original [19], hé resultados da termodindmica da
rede com o potencial “Corcunda” on site e o potencial ndo harmbnico descrevendo as
interacdes de empilhamento, um modelo ndo linear inspirado na molécula DNA também é
estudado, para o qual o potencial harménico é usado nas interacGes de empilhamento. Este
trabalho demonstra que a mudanca do potencial ndo harmdnico pelo potencial harmdnico
torna os resultados termodinamicos do modelo completamente diferentes daqueles esperados

para uma rede gue objetiva simular as propriedades termodinamicas da molécula de DNA.

Os resultados mostram que, com a mudanca do potencial de empilhamento, a
temperatura de desnaturacdo da rede cresce muito. Isto indica que os parametros utilizados em
[19] para o potencial “Corcunda” ndo sdo bons para estudar as propriedades dindmicas e
termodindmicas do DNA simultaneamente, quando a interacdo de empilhamento é simulada
pelo potencial harménico, ja que esses parametros ndo permitem que a transicdo de fase da

molécula ocorra em uma temperatura fisicamente aceitavel.

Uma sugestdo de novos parametros para o potencial “Corcunda” também ¢é
apresentada nesse estudo. Esses novos parametros permitem uma melhor descricdo das
propriedades termodindmicas do DNA para a rede com o potencial harménico nas interac6es
de empilhamento. Com o0s novos parametros é possivel obter uma temperatura de
desnaturacdo para a molécula de DNA gue concorda com os valores experimentais presentes

na literatura [1].

Além disso, também foi feito um estudo sobre uma das variaces do modelo de PB
[12]. As propriedades termodindmicas desse modelo podem ser calculadas utilizando o
método do operador integral de transferéncia [20]. Os resultados mostram que, utilizando

algumas
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aproximacoes, esse método leva a uma equacao tipo — Schrédinger com massa dependente da
posicdo, como mostrado na referéncia [24]. Porém a equacdo obtida aqui difere da encontrada
na literatura [24] apenas nos termos que multiplicam a derivada segunda da func¢do de onda. O
teste de consisténcia desse resultado mostrou que se o termo que torna o potencial de
empilhnamento ndo harmonico for tomado igual a zero, a equagdo tipo — Schrédinger
encontrada volta ao formato original [4], cujo empilhamento é puramente harmdnico. Esse
resultado indica que a equacdo obtida deve ser boa para descrever as propriedades

termodindmicas do DNA quando o empilhamento € ndo harmdnico.

Para estudar a termodindmica desse modelo, foi aplicado o método variacional [21].
Por isso, primeiramente, foi realizado um teste desse método para solucionar duas equacgoes
de Schrodinger com massa dependente da posicdo. Nesse tipo de problema o método
variacional tem uma aplicacdo diferente, ja que a energia do sistema fica inserida dentro do
potencial e a equacédo de Schrodinger resultante possui autovalor constante.No primeiro caso,
0 resultado mostrou que é possivel determinar a autofuncdo e o autovalor de energia
utilizando esse método semi-analitico e os resultados concordam com a solucao exata [25,32].
O segundo caso ndo apresenta solucdo exata/analitica, entretanto, mais uma vez foi possivel

obter as solugcdes aproximadas para o problema.

Por fim, a termodindmica da molécula de DNA calculada com o método variacional
mostrou que com 0s parametros utilizados, a transicdo de fase da molécula de DNA ocorre
para uma temperatura condizente com o apresentado na literatura [1] para essa
macromolécula. Esse resultado indica mais uma vez que a equagdo tipo — Schrodinger

encontrada nesse trabalho fornece uma boa descricdo da termodindmica do DNA.
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APENDICE A
TECNICA DO OPERADOR INTEGRAL DE TRANSFERENCIA

A técnica da matriz de transferéncia permite relacionar o problema da mecéanica
estatistica de encontrar a funcdo de particdo do sistema com autofuncdes e autovalores de

energia dados por uma equacao tipo Schrodinger [20].

A hamiltoniana do modelo foi desacoplada e a técnica do operador integral de
transferéncia sera aplicada para a parte de H,, dada pela equagdo (2.4). Assim, o funcional da

energia pode ser escrito como,

F(y) = Z %k(yn ~ Va2 V(). (A

A funcdo de particdo do sistema é dada por:

N
7 = f SyeFF) = f ndyne—ﬁf(yn,yn_l)_
n=1

E preciso acrescentar ao problema condicdes periodicas de contorno para eliminar os

(A-2)

efeitos de borda. Isso pode ser feito introduzindo uma nova variavel ¥,. Com isso, a fungédo de
particao e,

7= f dy,dy, dy, ...dyyS(y, — yl)e—ﬁf(illyw)e—ﬁf(ym -1 e Bf 2 y1), (A-3)

A funcdo delta pode ser escrita em termos de fungbes y, que podem ser tomadas

como um conjunto de auto - estados normalizados (vide, por exemplo, ref. [21]), ou seja,

51 =91 = Zn Un G (1) (A-4)

Se y, for tomada com auto-estados do operador integral de transferéncia, entdo a

seguinte equacdo deve ser satisfeita:

afdy;_,e POy (y;_)) = e FPenyp, (7). (A-5)
Na equacgédo (A-5) o pardmetro a é adicionado para corrigir o lado esquerdo e ambos

os lados ficarem adimensionais. Porém, ao aplicar o operador integral de transferéncia na
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funcdo de particdo do sistema, as referéncias encontradas ndo carregam esse parametro [].
Para poder comparar os resultados com a literatura, nos calculos efetuados esse parametro ndo

foi considerado. Se a equacgdo (A-5) for satisfeita, entdo o problema de encontrar a funcéo de

particdo se resume a encontrar 0s possiveis autovalores &, e autofungbes .
Substituindo a equacdo (A-4) em (A-3) temos,

Z= Z f dy,dy, dys ... dyy;(5,)e BrOvIw) | o=Br(3.7:) (A-6)
n

xfdyle_ﬁf(ybyl)lpn(yl)_

Aplicando o operador integral de transferéncia (A-5) na equacdo (A-6) tem-se que

[ dy,e Fro2v)y (y,) = e Fenyp, (y,). Comisso, afuncio de particio € escrita como,

Z = Z e'BSnJ dy, dy, ...dyy (5 e FfOuwn)  e=Bf(uys) (A7)
n

x [ dy e 1Oy, ().

O operador integral de transferéncia pode ser aplicado novamente na equacdo (A-7) e

assim sucessivamente. Aplicando o operador N vezes, obtém-se:

Z= Zne_N'Bgnf'ubn FPnd 3, (A-8)
Pela condicdo de ortonormalidade, [, (7,)¢,:d¥, =1 e, portanto, a funcdo de

particdo do sistema é dada por:

Z=Y,e NBen, (A-9)
No limite termodindmico em que Né muito grande (N — o0) o resultado da soma em
(A-9) é dominado pelo estado fundamental. Por isso, neste trabalho foram determinadas

somente as autofungdes e autovalores de energia do estado fundamental.

Para completar o resultado, é necessario determinar os autovalores ¢,, e as autofungoes
Y, . Isso é feito expandindo as fungdes vy, (v;_,) em torno de 1, (y;) dentro do operador de
transferéncia. Com isso, tem-se:

—Bf(y:.y: _BV(y:) [ Xy =y, )2 A-10
fdyi—1e ﬁf(y"y"l)lpn(yi_l) —e ﬁV(yl)f_oodyl‘—1e B5(vi=vi-1) {wn(yi)_}_ ( )

D= YD ) + 20 =y )2 ) + - |
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A série da equacdo (A-10) sera truncada no termo de segunda ordem. Logo, ha trés

integrais para serem resolvidas. A primeira integral é uma gaussiana e o seu resultado é:

o gk 2 ; (A-11)
I e RO gy, | = 3_7,1

A segunda integral ¢ uma funcdo impar integrada em extremos simétricos e, portanto,

o resultado é zero, ou seja,

" kv A-12
[2 0=y e Vi ay, =0 (A-12)

Por fim, a dltima integral pode ser resolvida fazendo-se a mudanga de variavely;_; —

y; =u=dy,_; = du, 0que leva a seguinte equagao:

o 1 — By, _)? 1 oo i 1d [ _py? A-13
[ i yi)? e Ty =2 e P du = 2o (e 7P du). (A-13)

k . . .
onde p = 37. Novamente, tem-se uma integral gaussiana para ser resolvida e o resultado dessa

terceira integral é:

8=y, A-14
B0y L [ (A-14)

T 2Bk +| Bk’
Substituindo os resultados das integrais (A-11), (A-12) e (A-14) na equacdo (A-10),
obtém-se:

fjooo %(:Vi —yi)’e

. v (A-15)
[dy;,_e ﬁf(y"yl‘l)ll’n(%q) =e€ BV(yl)\/%(l + zll?kd 2 )l/)” ) =

e_Bgnl/)n(Yi)'

2
A funcdo exponencial exp (zp%kdd?) pode ser formalmente expandida em série de

a . 1 d? 1 d? . , ,
poténcias, levando a exp <zﬁk dyl)_ 1 +z,3_kﬁ +.... Com isso, é possivel reescrever a

equacdo (A-15) como:

21 _ A-16
ex P(w—kd—z—ﬁ‘/(yw zIn (J%))wn(yihe Pent (7). 419

Expandindo as exponenciais da equacdo (A-16), tem-se:

(1+ g = pr o+ 2 () = A=pe+ om0 O
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Rearranjando a equacao anterior, as autofuncdes e os autovalores de energia podem ser

determinados a partir da seguinte equacdo diferencial:

_ zﬁlzk% + V(yi)] U (y;) = [en +>In (\/%)] b, (7). (A-18)

A equacdo (A-18) é formalmente idéntica a equagdo de Schrodinger, porém se trata de
uma equacdo classica. Devido a essa semelhanca ela é chamada de equacdo pseudo—

Schrédinger ou equagdo tipo - Schrodinger.

Para determinar a termodinamica do sistema, é calculado o parametro de ordem, que

no caso, é o estiramento médio dos pares de base, < y >. Essa média pode ser encontrada
pela seguinte expressao:
<y>= %Z e NFen f v, (DY (W)dy = %Z e VPen [yly,. (A1)
n n
A funcdo de particdo Z pode ser escrita na forma apresentada na equacdo (A-9),
portanto, reescrevendo a equacgdo (A-19), temos:

Y e Benlyly, (A-20)

Zn e—NBen

<y>=

No limite termodindmico, o estado fundamental, &,, ¢ dominante e os estados

excitados podem ser desprezados. Nesse limite, o estiramento médio pode ser escrito como:

<y>= e_;ﬁgo e~ NBeYIv, — [y, MY (y)dy. (A-21)
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