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Resumo

Neste trabalho fazemos o estudo de uma classe de sistemas diferenciais polinomiais
quadréticos definidos em R? que possui um cilindro como superficie algébrica invariante.
Mais especificamente, fizemos o estudo da estabilidade e das bifurcacoes locais dos pontos
singulares, utilizando para isto a estrutura do espaco de fase, ou seja, a restricao geomé-
trica dada pela existéncia do cilindro invariante. Provamos que ocorre uma bifurcacao
de Hopf sobre o cilindro, que leva a criagao de um ciclo limite estavel, para determina-
dos valores dos parametros. Mostramos também a existéncia de orbitas homoclinicas,
heteroclinicas e centros, contidos nestes cilindros. O estudo apresentado visa contribuir
para o entendimento do complicado comportamento dindmico dos sistemas diferenciais
(ou campos vetoriais) polinomiais definidos em R3.

Palavras-Chave: Superficie Algébrica Invariante, Cilindro Invariante, Estabilidade,
Bifurcagao de Hopf, Cliclo Limite.






Abstract

In this work we study a class of quadratic polynomial differential systems defined in
R? which has a cylinder as invariant algebraic surface. More specifically, we study the
stability and local bifurcations of singular points, using for this the structure of the phase
space, that is, the geometric constraint provided by the existence of the invariant cylinder.
We prove that there is a Hopf bifurcation on the cylinder, which leads to the creation of a
stable limit cycle, for certain parameter values. We also show the existence of homoclinic
orbits, heteroclinic orbits and centers, contained in these cylinders. These elements are
key ingredients to understand the complicated dynamic behavior of small perturbations
of these differential systems in R3.

Keywords: Invariant Algebraic Surface, Invariant Cylinder, Stability, Hopf Bifurca-
tion, Limit cycle.
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CAPITULO

Introducao

A analise matemaética dos fendmenos naturais envolvendo variacoes de grandezas fisicas
com o tempo leva ao estudo da derivada como taxa de variacao e, consequentemente, ao
estudo das equacoes diferenciais, que sao comumente utilizadas na modelagem matematica
de fendmenos naturais relacionados a diversas areas do conhecimento. Neste contexto, o
estudo de sistemas tridimensionais de equagoes diferenciais ordinarias, da forma

t = P(z,y,z2)

] Q(z,y,2) (1)
z = R(x,y,2)

onde P, Q e R sao funcoes de classe C* | k > 1, definidas em um aberto U do R?, nas
variaveis x, y, e z ¢ de extrema relevancia, tanto do ponto de vista teérico quanto das
aplicacoes de métodos matematicos na modelagem e analise dos fendomenos naturais das
ciéncias em geral. Note que, ao sistema diferencial (1) est4 naturalmente associado o
campo vetorial

X(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y, 2)), (2)

ou simplesmente X = (P, @, R). No caso em que as fungoes P, ) e R sao polindmios nas
variaveis z, y e z o sistema (1) esta definido para todo (x,y,z) em R?® e é chamado de
sistema diferencial polinomial de grau d, onde d = max{grau(P), grau(Q), grau(R)}.
Sistemas do tipo (1) aparecem frequentemente na literatura devido a sua importéancia
tedrica, bem como as suas aplicacoes matematicas, uma vez que sistemas polinomiais
sao muito usados na modelagem de problemas naturais, aparecendo em Fisica, Quimica,
Biologia e demais ciéncias, conforme pode ser visto em [10] e referéncias ali contidas.
Com isso, muitos pesquisadores tém estudado esse tipo de sistema, buscando descrever
a dinamica das solugoes, que esta longe de ser completamente entendida, mesmo no caso
quadratico, ou seja, no caso d = 2. Isso ocorre pois a dindmica gerada pelo fluxo do
sistema (1) com grau d > 2 é, em geral, muito complexa e dificil de ser estudada. Além
de pontos singulares, orbitas periddicas, érbitas homoclinicas e heteroclinicas que sao
geralmente encontrados no plano de fase de sistemas diferenciais (ou campos vetoriais)
polinomiais no plano, sistemas tridimensionais do tipo (1) podem apresentar um com-
portamento dinamico bem mais complexo, com a ocorréncia de toros invariantes, 6rbitas
quase periodicas, atratores estranhos ou caoticos, além de outros fenémenos dindmicos.
Uma das ferramentas usadas para o estudo da dinadmica de sistemas diferenciais po-
linomiais ¢ a determinacao de superficies algébricas de dimensdo dois em R3, que sao
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1. Introducao 14

invariantes pelo fluxo desses sistemas. Quando o sistema (1) apresenta uma superficie
algébrica invariante, esse fato auxilia muito no estudo da dindmica do sistema, conforme
mostra os resultados apresentados em |7, 8.

Em [1], os autores fornecem as formas normais dos campos vetoriais ou sistemas di-
ferenciais polinomiais (1) ou, equivalentemente dos campos vetoriais (2), que apresentam
uma quadrica como superficie algébrica invariante. As quadricas ali consideradas sao:
cone, cilindro eliptico, cilindro parabélico, cilindro hiperbolico, paraboloéide eliptico, par-
boldide hiperbélico, hiperboloide de uma folha, hiperboloide de duas folhas e esfera (ou
elipsoide). O artigo (1) traz um estudo puramente algébrico, apresentando todas as for-
mas normais dos sistemas diferenciais que tem estas quadricas invariantes, porém nao
apresenta nenhum estudo sobre a dindmica de tais sistemas. Neste contexto, em [2], os
autores fazem um estudo da dindmica e integrabilidade dos campos vetoriais quadraticos
definidos em R?® que apresentam um paraboléide invariante, utilizando a existéncia de
tal superficie para mostrar a existéncia de ciclos limites, centros, 6rbitas homoclinicas e
heteroclinicas, além de varios outros resultados sobre a dinamica e integrabilidade dos
sistemas considerados.

Neste trabalho, na linha do que foi feito em [2], consideramos sistemas diferenciais (ou
campos vetoriais) quadraticos definidos em R? que apresentam um cilindro como superficie
algébrica invariante. Como esperado, a existéncia de tal superficie apresenta implicacoes
interessantes no comportamento dinamico global das solugoes do sistema e, em particu-
lar, na existéncia de ciclos limites, érbitas homoclinicas e centros. Mais especificamente,
para uma subclasse de tais sistemas, fizemos o estudo da estabilidade e das bifurcacoes
locais dos pontos singulares, utilizando para isto a estrutura do espago de fase, ou seja,
a restricao geométrica dada pela existéncia do cilindro invariante. Provamos que ocorre
uma bifurcacao de Hopf sobre o cilindro, que leva a criacao de um ciclo limite estavel,
para determinados valores dos parametros. Mostramos também a existéncia de orbitas
homoclinicas, heteroclinicas e centros, contidos nestes cilindros. A constatagao da exis-
téncia desses tipos de elementos dinadmicos é importante e ajuda muito na compreensao
do complicado comportamento dindmico da classe de sistemas diferenciais polinomiais em
R? aqui considerada.

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2 sao apresen-
tados alguns conceitos basicos da teoria qualitativa das equacgoes diferenciais ordinérias.
No Capitulo 3 apresentamos a analise da dindmica de uma classe de sistemas diferenci-
ais polinomiais quadraticos em R3 que apresenta um cilindro como superficie algébrica
invariante. No Capitulo 4, apresentamos a teoria de Bifurcacao de Hopf, utilizando-a
para mostrar a ocorréncia de tal tipo de bifurcagao nos sistemas diferenciais com cilindro
invariante, que leva a criacao de um ciclo limite. No Capitulo 4 é apresentado a teoria da
Compactificagao de Poincaré, usada para estudar o comportamento global das solucoes
ilimitadas de campos vetoriais polinomiais, que nao poderiam ser estudadas em regioes
compactas do espaco de fase. Utilizamos tal teoria para fazer uma analise no infinito de
uma classe de sistemas diferenciais quadraticos com um cilindro invariante. No capitulo
5 apresentamos algumas conclusoes e comentarios sobre o estudo desenvolvido e, por fim,
no Apéndice A, sdo apresentados os célculos relativos a bifurcacao de Hopf no sistema
estudado, elaborados com o software MAPLE.



CAPITULO

Conclusao

O estudo e analise de uma classe de campos vetoriais ou sistemas diferenciais poli-
nomiais definidos em R? apresentando um cilindro como superficie algébrica invariante
nos possibilitou determinar resultados interessantes acerca do comportamento dinamico,
como por exemplo a existéncia de integrais primeiras, 6rbitas homoclinicas e centros, con-
tidos nestes cilindros, bem como a existéncia de uma bifurcacao de hopf quando variamos
os parametros do sistema. Fizemos ainda os calculos do primeiro coeficiente de Lyapunov
com o auxilio do software Maple, também usado no desenvolvimento das simulac¢oes nu-
méricas, que dao a descricao dos retratos de fase e que possibilitam comprovar a existéncia
dos ciclos limites oriundo da bifurcagao de Hopf.

Além disso, a analise do sistema via compactificacao de Poincaré permitiu a anélise
global das solugoes, inclusive das nao limitadas e que tendem para o infinito e, com isso,
observamos na carta compactificada Us a ocorréncia de uma bifurcacao homoclinica e de
centros.

Portanto, a existéncia de um cilindro invariante, que determina uma restrigao geomé-
trica no espago de fase, possibilitou o estudo de importantes propriedades dinamicas do
sistema estudado.
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