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“Não podes ensinar nada a um homem;
podes apenas ajudá­lo a encontrar

a resposta dentro dele mesmo.”

Galileu Galilei
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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar as propriedades dos zeros de polinômios
ortogonais de Sobolev e o comportamento assintótico da razão entre estes polinômios e
polinômios ortogonais relacionados. Estes estudos foram realizados para alguns exemplos de
polinômios ortogonais de Sobolev associados aos produtos internos de Sobolev S; e S, dados
por

(f.9)a = (8, 9I)o FHAÍ, 9)ea +H2(f ID, e (fodu=( I)to Ha (FI) go TH2(FA Ida

onde (f, 9); = | f(x)ga(xr)dy(x), x1 e x2 são constantes e todas as medidas envolvidas são
simétricas. No daso do produto interno S, as medidas dv, e dd, são relacionadas entre si da
forma

dio(x) = (1 + gxrº)dgi(x)

e no caso do produto interno S, as medidas dd" e dy, são relacionadas por

1

= Trim),dy (x)

onde q é uma constante. Os exemplos considerados para os produtos internos de Sobolev S,
e S, envolvem as medidas de Hermite e de Gegenbauer.

Palavras­chave: polinômios ortogonais, polinômios ortogonais de Sobolev, zeros de
polinômios, comportamento assintótico.
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A bstract

The main purpose of this work is to study the properties of the zeros of Sobolev ortho­
gonal polynomials and the asymptotic behaviour of the ratio between these polynomials
and the related orthogonal polynomials. These studies are carried out for some examples of
Sobolev orthogonal polynomials associated with the Sobolev inner products S; and S, given
by

(f, 9)s, = (f, I)wYo Fra, 9I)ai +ro(f', I) and (f, 9)s. = (f, 9I)uo Ka (F, SI soFr2(f', Ido

where (fg), = " Sf(x)g9(x)dv(x), «1 and «2 are real constants and the measures are
symmetric. For the inner product S, the measures dy, and dg, are related as

dyo(x) = (1 + gxº)dgd1 (0),

where q is a real constant. For the inner product S,2 the measures dd, and dy, are related as

1
d = —".V1(x) L+qr do(x),

where q is a real constant. We consider examples for the Sobolev inner products S; and S,
regarding the measures of Hermite and Gegenbauer.

Keywords: orthogonal polynomials, Sobolev orthogonal polynomials, zeros of polynomials,
asymptotic behaviour.
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Capítulo 1

Introdução

Chamamos de ponto de aumento de uma função real 4, não decrescente e definida em
um intervalo (a, b), qualquer ponto £ E (a, b) tal que v não é constante em qualquer intervalo
[é = e, E +e] com e > O. Se é é um ponto de aumento isolado, então existe e > O tal que 4 é
constante nos intervalos (€ — e, E) e (6,6 +e).

Seja v : R — R uma função não decrescente, com infinitos pontos de aumento em
(a, b), —0co <a <b < co e tal que os momentos

b

= sapo), n=0,l,...,
existem e são finitos. Nestas condições dy é chamada distribuição (medida positiva) em
(a,b). O suporte E' € (a, b) de dy é o conjunto dos pontos de aumento de v.

Sejam du, k=0,1,..., N, medidas positivas na reta real R, tendo suporte limitado ou
não. Se o espaço das funções diferenciáveis até ordem N em R satisfaz

>Í[FO (a)? dr(0) < oo,
então esse espaço é chamado espaço de Sobolev.

A seqiiência de polinômios ortogonais (Sn )%,, é chamada segilência de polinômios or­
togonais de Sobolev se Sr, é de grau exatamente n e

O, param É n,2/60 DSO (db(1) =
PS >O0, param=n.

Estudaremos estes polinômios no caso em que N = 1 e escreveremos o produto interno como

t.95= f fat)+23 f FO()dn(a)
1
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onde à > O.

A motivação inicial para o estudo de polinômios ortogonais deste tipo surge na teoria de
aproximação, mais precisamente no problema de aproximações por mínimos quadrados. Para
se obter a melhor aproximação, é de grande interesse utilizar uma base de polinômios ortogo­
nais de Sobolev. O problema de aproximação por mínimos quadrados aparece inicialmente
em 1947 em um trabalho de Lewis [9].

Em trabalhos mais recentes sobre polinômios ortogonais de Sobolev associados ao pro­
duto interno (­,­)s, supõe­se que as medidas formam um par coerente ou simetricamente
coerente (definidos no Capítulo 2) pois, neste caso, obtém­se relações interessantes e sim­
ples. No trabalho de Berti e Sri Ranga [3], que será a base dos nossos estudos, foi feito um
estudo dos polinômios ortogonais de Sobolev com uma nova abordagem, obtendo também
resultados simples.

Muito já se conhece sobre o comportamento dos zeros dos polinômios ortogonais de
Sobolev associados ao produto interno (­, ­)s, quando as medidas envolvidas formam um par
coerente ou simetricamente coerente, veja [5, 7, 14, 16).

Estudos assintóticos sobre os polinômios ortogonais de Sobolev associados ao produto
interno (­, ­)s, onde as medidas envolvidas formam um par coerente ou simetricamente coer­
ente, foram realizados em [2, 11, 12, 17, 18, 19, 20) e [1, 10, 13], respectivamente.

Nosso objetivo neste trabalho é estudar o comportamento dos zeros e o comportamento
assintótico dos polinômios ortogonais de Sobolev para alguns exemplos associados aos pro­
dutos internos

(f,9)a = (Ff 9) +FH(fo)a, +r2(S 9)

(S,9)sa = (Ido + ea (FS)do + Ka(S Ido
definidos em [3], onde dy, dd, e dv, são medidas simétricas e dy, e dd, estão relacionadas
da forma

dio(x) = (1 + gxº)dd1 (0),

no caso do produto interno S, e onde dy, dáo e dv, são medidas simétricas e dy, e ddo
estão relacionadas da forma

1
d = ——d

no caso do produto interno S,, onde q pode ser qualquer valor real tal que 1+ gx? é positivo
no suporte E G [­b, bl.

No caso do produto interno S1, como primeiro exemplo consideraremos dd: (x) = dy1(xr) =
72 do ee”* dr e estudaremos o comportamento dos zeros e o comportamento assintótico dos polinô­Pp
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mios ortogonais de Sobolev Sn. E, como segundo exemplo, quando dd1(x) = (1— xº)*­Y?dr
e ddi(x) = (1 — x) dr.

Estudaremos também o comportamento dos zeros e o comportamento assintótico dos
polinômios ortogonais de Sobolev, no caso do produto interno S> para x1 = O, quando
déo(x) = dyo(x) = e * dr e quando dyo(x) = (1 — x2)ºV?dx e déo(x) = (1 — x2)º+V/?dr,

Procurando elaborar um trabalho contendo informações claras sobre o assunto, de forma
a contribuir para possíveis trabalhos futuros, organizamos esta dissertação da seguinte forma.

No Capítulo 2, apresentamos definições e alguns resultados conhecidos sobre polinômios
ortogonais e polinômios ortogonais de Sobolev, bem como a determinação de todos os pares
simetricamente coerentes de medidas.

No Capítulo 3, apresentamos alguns resultados encontrados em [3], onde as medidas
simétricas dv, e dê, estão relacionadas da forma

do(x) = (1 + gxº)déi (0).

Há uma relação entre os polinômios ortogonais de Sobolev, associados ao produto interno
S,, e os polinômios ortogonais, P*%º, associados à medida dyo. A medida dy, é tal que
Pái(x) = nP%7' (x), onde Pé! e P%! são polinômios ortogonais associados às medidas dd:
e dv,, respectivamente. Do mesmo modo, considerando as medidas simétricas dv, e ddo
relacionadas por

1

dy (x) = TragitoE),
existe uma relação entre os polinômios ortogonais de Sobolev, associados ao produto interno
S,, e os polinômios ortogonais, P%º, associados à medida dy, onde dy, é tal que P?» (x) =
nPÉ(x) e P$º são os polinômios ortogonais associados à dd.

Baseando­nos nestes resultados fizemos um estudo, no Capítulo 4, do comportamento
dos zeros dos polinômios ortogonais de Sobolev relacionados aos produtos internos S, e 8»,
para os exemplos citados anteriormente.

Finalmente, no Capítulo 5, estudamos o comportamento assintótico da razão entre os
polinômios ortogonais de Sobolev, relacionados aos produtos internos S, e S2, e os polinômios
ortogonais associados a algumas das medidas envolvidas.
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Capítulo 2

Preliminares

Daremos neste capítulo resultados e propriedades sobre polinômios ortogonais, cujas
demonstrações podem ser encontradas nos textos clássicos de Chihara [6] e Szegó [21], e
informações sobre polinômios ortogonais de Sobolev, encontradas em Iserles e outros [8], que
serão necessárias posteriormente.

2.1. Polinômios ortogonais

Seja v : R — R uma função não decrescente, com infinitos pontos de aumento em
(a, b), —0o <a <b < co e tal que os momentos

b

nt= sao), n=0,1l,...,

existem e são finitos. Nestas condições dv é chamada distribuição (medida positiva) em (a, b)
e, se di(r) = w(r)dr, onde w(r) > O é uma função contínua em (a,b) e não identicamente
nula, então w(x) é chamada função peso. O suporte E C (a, b) de dy é o conjunto dos pontos
de aumento de yv.

Dizemos que à sequência de polinômios (P*$)%,, é ortogonal em relação à medida dy
se PP(x)= » An,xT* é de grau exatamente n e

k=0

(PL,PDs = /PrDPE)AN)= QU PETAT
a pé> O, param=n.

Uma forma equivalente à definição acima é dada por
b

f IMPY(r)iv(s)=0, para m=0,1,...,n— 1.
4
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2.1 Polinômios ortogonais

Na forma mônica, isto é, ann = 1, os polinômios P?, n > O, satisfazem a relação de
recorrência de três termos

Pin(z) = (17 ­ BL, PÍ() ­ dn PL (8), n>1, (2.1.3)

com PY(x) =1 e Pº(r) =x— Bé. Os coeficientes a. e Dé, n > 1, são todos reais e

(P?,P?, n > 0, aº. = NE>
>0, n>1. (2.14)nt PÉ )y

vv —[MA =

Os polinômios ortogonais mônicos P*, satisfazem a seguinte propriedade

onde Q, é um polinômio mônico qualquer de grau n, isto é, dentre todos os polinômios
de grau n, P? é o polinômio que minimiza a norma induzida pelo produto interno (­, dy:
Esta propriedade é conhecida como propriedade extremal e é facilmente provada escrevendo
Qn(x) = Pé(r) + qn­1(x), onde qn­1 é um polinômio de grau n — 1, ou seja,

(Qn, Qn)y = (FP? + Gn­1) P*? + dn=1)y = (P?, Pi) + (qn­1, GIn=1)y 2 (P?, PÉ)y.

Se O <b < co e se dy é uma medida simétrica em [—b,b], isto é, dú(r) = —dv(—r),
então 1%,,=0eBÚ=0,paran>L.

Os zeros dos polinômios ortogonais P* com relação à dy são reais, distintos e estão em
(a,b). Além disso, entre dois zeros consecutivos do polinômio P* ,, existe um zero de PY”,
ou seja, os zeros de polinômios ortogonais de graus consecutivos se entrelaçam. Se esses
polinômios são simétricos, isto é, Pº(—x) = (—1)"” P*(x), então os zeros positivos de P? ,
se entrelaçam com os zeros positivos de P*?.

As medidas que satisfazem a uma equação diferencial do tipo Pearson, da forma

V (x) car+b
v(s) p(0) ; (2.1.5)

onde p é um polinômio de grau menor ou igual a dois, são chamadas medidas clássicas (veja
[6, p. 152]). Os polinômios ortogonais cujas medidas satisfazem (2.1.5) são os polinômios de
Hermite, de Laguerre e de Jacobi que são conhecidos como polinômios ortogonais clássicos.

Faremos agora um breve resumo sobre esses polinômios e sobre fórmulas de quadratura
gaussianas, que serão utilizados posteriormente.
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2.1 Polinômios ortogonais

2.1.1. Polinômios de Jacobi e de Gegenbauer

Os polinômios de Jacobi são ortogonais com relação à medida dy(x) = (1—x)º(1+x)ºdr,
com a > —1, À > —1 no intervalo [­1,1] e são dados explicitamente por

—)l npen = (Tato) (7) (Ci )e­ DM(6+1)77n m=09 NV NM

A relação de recorrência de três termos satisfeita por estes polinômios na forma mônica

ptNx) = (+ = rc)Fna1 (2n+at+B+2)2n+a+B)) *
4n(n+oa)(n+B)(n+a+B) PN),“(M+t+at+b­1)(ntat+Bb (nt+a+B+1) "*

a—Bcom PI! (1x) = 1 e Px) =x + ——— = , e aindao (x) 1 (D) arBr+2

n>l,

— totôêtinilin+a+1C(n+G+1)C(n+a+B+1)
r(âMn+ar+l+2T(Onta+ó+i)piel) = (pio?) Pie?)v

onde (x) é a função Gama definida por

T(x) =/ et" 'dt, Re(r)>O0 ou r>O.
o

Eles também satisfazem a relação diferencial

À pos) (x) = n Petar),
dx *”

Quando a = O = 1—1/2,T7 > —1/2, tais polinômios são conhecidos por Polinômios
de Gegenbauer, que denotaremos por GI). Esses polinômios são ortogonais com relação à
medida dy(x) = (1 — xº)”W?ºdr, 7 > —1/2 e a relação de recorrência para eles se torna

2+27 — ) GoGO = T (x), n>1, (2.1.6)

com GI (x) = 1 e GO (x) = x. Para os polinômios de Gegenbauer
n!T'(n +27)

T(n+7T+1)C(n+7)
9 = (GO, GD) = 227

260(x) = nGIX (0).
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2.1 Polinômios ortogonais

2.1.2. Polinômios de Laguerre

Os polinômios de Laguerre são ortogonais com relação à medida dy(r) = xºe*dr,
a > —1, no intervalo [0, co) e são dados explicitamente pela expressão

Lx Cym yo Oel GCn+a Es
m=0 =m

A relação de recorrência de três termos satisfeita por estes polinômios na forma mônica

LO)(x) = [7— (dn + a + VILO (x) — n(n + a) LO(x), n>1,
com Lx)=1 e Lº (1) =x —a — 1. E ainda pl = (LM, LO), é dado por

pib = T(n+a+l)nNl.

Os polinômios de Laguerre satisfazem a relação diferencial
d22 (a) — (a+1) LO(8) = nLi(0).

2.1.3 Polinômios de Hermite

Os polinômios de Hermite são ortogonais com relação à medida dv(x) = e *dr, no
intervalo (—oco, oo) e são dados explicitamente pela expressão

Ln/2) ( 1W)"niZgAAAM

onde |z] denota o maior inteiro menor ou igual a z.
A relação de recorrência de três termos satisfeita por estes polinômios na forma mônica

Hin(z) = x1H,.(1) — 2 n1(2), n>1, (2.1.8)

com Ho(x) =1 e Hi(r) =x. E ainda pé = (H,, Hn), é dado por

uy Vin!
no 9n '

Esses polinômios satisfazem a relação diferencial

LHa(0) = nH,1(r).
Os polinômios de Hermite e Laguerre estão relacionados da seguinte forma

p.

Hon(x) = (—1)"n!LUV (37º) e Honi(r)=(—1)"nieLU/A(7%,
7
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2.2 Polinômios ortogonais de Sobolev

Como uma conseqiiência da fórmula de Perron (veja [21, p. 199]), dada por

a
1

Fo ­=a/2>= ajié= =nr =LP)= é(<a) Ana ATE + o(n7)),
onde z(n) = O(g(n)) significa que a razão 7(n) é limitada, e da relação entre os polinômios
de Hermite e Laguerre, temos

lim PHn(2) =
n—oo n+2(D)

2, (2.1.10)

uniformemente em conjuntos compactos de CNR.

2.1.4 Fórmulas de quadratura gaussianas

Considere b

f favo,
onde dy é uma medida definida em —co <a < b < oo e sejam Tn1 < Tn2 <... <Tnn, 1.
pontos distintos em [a, bl. A fórmula

" fa)db(a) = DO Waif(sna) + En(1), (2.111)

é chamada de Fórmula de Quadratura, Wni, 1 =1,2,...,n, São OS pesos, Tni,i=1,2,...,n
são os nós e En(f) é o erro da fórmula de quadratura.

Se rTni, i =1,2,...,n, são os zeros do polinômio ortogonal de grau n, P*%, com relação
1 > PU(z

à medida dy e Wr.i =
n (2)

Pr (ni) a Ttni
precisão 2n — 1, ou seja, são exatas para polinômios de grau menor ou igual a 2n — 1,

dy(xr), i =1,2,...,n, então estas fórmulas têm

En(f) = O para f E Pon—1, onde Pon1 é O espaço dos polinômios de grau menor ou igual a
2n — 1. Estas fórmulas são conhecidas como Fórmulas de Quadratura Gaussianas e os pesos
Wai, i=1,2,...,n, são positivos.

2.2 Polinômios ortogonais de Sobolev

Sejam du',, k=0,1,..., N, medidas positivas na reta real R, tendo suporte limitado ou
não. Consideremos o espaço Hy(R) das funções diferenciáveis até ordem N em R satisfazendo

.

(k)k 22. fu (x))ºdwyr(r) < oco.
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2.2 Polinômios ortogonais de Sobolev

Tal espaço é chamado espaço de Sobolev. Suponhamos que estas medidas sejam tais que o
espaço dos polinômios P é um subespaço de Hy(R). Consideremos o espaço P munido do
produto interno

L95=X> [OO Dan), s9€P.
k=0 JR

A seqiiência de polinômios ortogonais (5, )%,, é chamada seqgitência de polinômios or­
togonais de Sobolev se S,, é de grau exatamente n e

O, param É n,
(Sn, Sm)s =

PS >O, param=n.

A partir de agora consideraremos o caso em que N = 1. Neste caso é usual escrever

(f9s= Uia+ Ida = | SON + /FETO, L21)
onde 24 > O.

Muito já se conhece sobre os polinômios ortogonais de Sobolev. Algumas das pro­
priedades dos polinômios ortogonais também são válidas para os polinômios ortogonais de
Sobolev, como por exemplo, a propriedade extremal, que dentre todos os polinômios de grau
n, S, é o polinômio que minimiza a norma induzida pelo produto interno (­,­)s. Mas para
os polinômios ortogonais de Sobolev de forma geral não existe uma relação de recorrência
de três termos. Há relações entre os polinômios ortogonais de Sobolev com relação a (2.2.1)
e os polinômios ortogonais associados à dy", quando dy, e dV, formam um par coerente de
medidas, vejamos agora estas definições.

2.2.1. Pares coerentes e pares simetricamente coerentes de medidas

Sejam (P/%º)1%, e (PÚ1)%, as sequências de polinômios ortogonais mônicos associados
às medidas positivas dy, e dy, respectivamente, então fdyo, d/1) formam um par coerente
de medidas se os polinômios associados estiverem relacionados da forma

Ph) == [Pn(2) +onPº(0)], nO,
onde fon LX, é uma sequência de números reais não nulos. Esta definição foi primeiramente
dada em [8].

No mesmo trabalho foi provado que vale a seguinte relação no caso de polinômios orto­
gonais mônicos

Su1(2) + an(3)Sn(1)= PO (1) +onP*º(x), n>O, (2.2.2)

9
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2.2 Polinômios ortogonais de Sobolev

onde
%o

an(3) = EX n>o.,

Os coeficientes an(A) podem ser obtidos recursivamente por

gnptºan(À) = 'º phº + An2phh, +02 10h — On1PR2An2(2) n>1l,

com ag(A) = ao.
Para o caso de medidas simétricas, de modo semelhante, também foi dado em [8] o

conceito de par simetricamente coerente.
Neste caso, duas medidas simétricas dv, e dy, formam um par simetricamente coerente

de medidas se os polinômios mônicos associados estiverem relacionados da forma

Pis)= n

1 , ,—— [e To (x) + On—1P, (0) 2 N > l,
onde for |, é uma seqiilência de números reais não nulos.

Também para este caso são válidas propriedades semelhantes ao caso da coerência, entre
elas a relação

Sn+1(%) + an 1(9)Sn­1(0) = Pin (0) + on­1 PY (0), nal, (2.2.3)

onde
oan(3)= PTE n>O.p= , =

Os coeficientes podem ser obtidos recursivamente pela expressão

an PE
ph? + An2phL, + 02­2Ph22 — On2Phe 2An­a(A)an(A)

%o
DOcom an(À) = 017 é (A) =AoO») SO piº + xo

Meijer [15] resolveu completamente o problema determinando todos os pares coerentes

. Neste caso os polinômios S, também são simétricos.

e simetricamente coerentes de medidas. Ele provou que necessariamente uma das medidas
deve ser clássica, assim pares coerentes envolvem medidas de Jacobi ou de Laguerre e pares
simetricamente coerentes envolvem medidas de Hermite ou de Gegenbauer. Apresentaremos
aqui apenas os casos quando uma das medidas é de Hermite ou de Gegenbauer, que serão
úteis para o nosso trabalho.

Caso Hermite

(1º + EC)e"dr,e” dr), (tipol)

a?
—s2 e

.
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2.2 Polinômios ortogonais de Sobolev

Caso Gegenbauer

((&º + E)(1— 22)VW ºdr, (1— xº)ºHPAdo),  (tipol)

(1 — xº)o+1/2fa — 21º)?do, PI do ) , E£%50, (tipolID)
(1— x2)e+1/?Prde+ MÓ) +(­O)), lel=1, M20, (tipo IDfa — xº)º HW do,

(8 = 22)(1— 22) HW2do, (1 = 1º)9H/P2dr), lel>1, (tipolV)

(dr + M(6(1) + 6(—1)), dr), M>O0, (tipo V)

onde a > — 1/2.

Depois dos trabalhos de Iserles e outros [8] e Meijer [15] sobre pares coerentes e pares si­
metricamente coerentes de medidas, muitos pesquisadores passaram a estudar os polinômios
ortogonais de Sobolev associados a este tipo de par de medidas. Para citar como exemplo,
em [5, 7, 14, 16] encontramos vários resultados sobre o comportamento dos zeros destes
polinômios, além disso, os trabalhos [1], [10, 13], [2, 11, 17] e [18, 19, 20] apresentam es­
tudos sobre propriedades assintóticas de polinômios ortogonais de Sobolev envolvendo as
medidas de Hermite, Gegenbauer, Laguerre e Jacobi, respectivamente.

Nos capítulos 4 e 5 estudaremos as propriedades dos zeros de polinômios ortogonais
de Sobolev e o comportamento assintótico da razão entre estes polinômios e polinômios
ortogonais relacionados. Os exemplos a serem estudados envolvem os polinômios de Hermite
e de Gegenbauer, onde utilizaremos resultados dos artigos [5, 7] e [1, 10, 13], respectiva­
mente.
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Capítulo 3

Medidas simétricas relacionadas e

polinômios ortogonais de Sobolev

Neste capítulo apresentaremos os principais resultados do trabalho de Berti e
Sri Ranga [3] que consideraram duas medidas simétricas relacionadas apresentando dois
tipos especiais de produto interno de Sobolev e as relações entre os polinômios ortogonais
associados às medidas simétricas e os polinômios ortogonais de Sobolev associados. Optamos
por apresentar apenas as demonstrações mais relevantes ao nosso trabalho.

3.1 Medidas simétricas relacionadas

Sejam dyo e dá, duas medidas simétricas, definidas sobre o mesmo suporte
E € [—b, bl, que satisfazem

dén(a) = ­ Terséu(a). (3.1.1)

Aqui, q pode ser qualquer valor real tal que 1+ qxº é positivo em E.
É possível relacionar os polinômios ortogonais associados à dy, e dá, que satisfazem

(3.1.1). Expressando os polinômios mônicos simétricos, P$1, como combinação linear de
P%,r=0,1,...,n, também mônicos simétricos, da forma

n/2)

Pá(x) = Piº(x) + D dao PUº2(0),
r=l

temos, para à = 1,2,...,|n/2],

ú
n/2)

(PÉ Fº Jwo = (PP? + >» dn—2rPoor Pro 2idao = dn ai (Pro ass Pr aidvon1 n2ilv
r=1

12
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3.1 Medidas simétricas relacionadas

ER Picadas(PÉJo P,neoido 7 i=1,2,...,|n/2).=> dh =

Temos ainda que

(Ph, PA = "Pé (x) Pºº 7, (1)dibo() = f Pé (x)PÉº.,(2)(1+ gx) dé1 ()
­ f Pi1(x) 2º, (1) dg1(2) + qf Pó1(x)PP(a)2?dd1(0)
= a(PÉ, 1º PP da,

portanto, pela condição de ortogonalidade (2.1.2), dn­2:=0, para i =2,3,...,|n/2/ e

a(Péi,1ºPY)A, — godn­2 = =

:v VoPnºa Pn—2

Pór(s) = PÚº(x) + dn­2P3º%2(0), (3.1.2)

CDA
dno2 = dn­2(g) = o 2 N > 2. (3.1.3)

Pn—2

Em [21, p. 30] encontramos a fórmula de Christoffel, que relaciona polinômios ortogonais
associados à dy e polinômios ortogonais associados à p(r)dy, onde p é um polinômio. Neste
caso a fórmula de Christoffel para P%º e Pé! é dada por

FEST [P&(VFI/)P, — PA(V=1/0) Pô! (z), (3.1.4)
e será necessária para obtermos alguns resultados importantes em nossos estudos.

(1 + axrº)PÉº(x) =

Em [3] encontramos uma relação entre os coeficientes aÉ!ne a”9,1 das respectivas relações
de recorrências dos polinômios ortogonais associados às medidas que satisfazem (3.1.1). Para
duas medidas simétricas dy e dd, relacionadas da forma (3.1.1), existe uma seqiiência de
números reais (lh = ln(q)), tal que

1 1

afli = 1a ­N(h4a+1), ofh= 1a —D(lyu+1), n>1 (3.1.5)

1

dh, = dh1(9) = 1a ­D(hu>­1), n>21, (3.1.6)

d1
a

a,

aêln=1+ —.(1­1),az
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3.2 Produto interno de Sobolev S,

3.2 Produto interno de Sobolev S&S,

O seguinte teorema apresentado em [3], fornece uma maneira de explorar os polinômios
ortogonais de Sobolev associados a pares de medidas simétricas.

Teorema 3.2.1 Sejam dd, e div, medidas clássicas simétricas definidas sobre o mesmo su­
porte E & [­b,b] e tais que os polinômios ortogonais mônicos associados PÉ! e P%' satis­
fazem Pdi(x)= nPP! (x), n > 1. Seja a medida do dada por

do(x) = (1 + gxº)déi(z),

então os polinômios ortogonais mônicos, Sn, associados ao produto interno S, definido por

(f, 9)s. = (f, I)pot+rada + ra(f', Is
" f(x)g(xr)dyo(x) +e f(r)a(r)dei(x) + e) f(x) (x)dvi(x), (3.2.1)

E E E

satisfazem So(x)= PÚº (x) =1, Si(1) = PP(tT) =x e

Sn1(2) + an1(9, te, 62) Sami (2) = Ph (2) = PY9(2) + de 1()PÍS(2), n>1

Aqui dr­1(0) = an­1(0, 41,42) = O para n > 1 e quando q £ O,

gafi 20f ada (q)
gaÉ! 2aÉ 3 + dn(a)[Kxa1 + nº(plº!,/pÉ!)Ka + adn­2(9) — gana(q, Ka, K2)]an(g, K1, K2)=

n > 2, onde

gos'afdi(a)
gos aá! + da(g)lxa + (08º/píRa]

gos'a$' do(a)
gas'as + do(g)K: , a1(g, K1, Ka) =an(g, K1, 2) =

e aÉ!, são os coeficientes da relação de recorrência (2.1.3) e que satisfazem (3.1.5). Os
coeficientes dr (gq) podem ser obtidos por

gozo — gal,
ln­1(g9) ln­1(g) + 1 n>2 e h(q)=q08.In(q) = >.­

Aqui, q,K1 e Ko são tais que dio é uma medida positiva e tais que o produto interno S, é
definido positivo.
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3.2 Produto interno de Sobolev S,

Demonstração: O produto interno de Sobolev S, é dado por

(f 9)s, = (f Ilvotxeida + ra(f, IJ) = (1, Ito + ra(f, 9) + ra(f, Ido

Como os polinômios de Sobolev, S,, n > O, formam uma base para polinômios simétricos,
podemos escrever

Lin+1)/2)

PÍn(s) = Sn1(r) + Y» Anar+1Sn—ar+i(o).
r=l

Assim, para i = 1,2,...,|[(n+1)/2),

Ln+1)/2)

(Pé, Sn­2i+1)s, = (Sn+1 + >. An—ar+1Ôncar+l) Sn=2i+1)S, = Adn—2i+1 (Sn2i41) Sn2i+1)s, .
r=l

Por outro lado, de (3.1.2) e pela hipótese do teorema temos, para 1 = 1,2,..., |((n+1)/2],

(Pó, Sn­ainidsy = (PA +di1 PP, Snoin1)s, = (PÉ + dia PÚº, Sn­2i+1) Vo
+x1 (PÉ, Snz2i+1)6, + Mal(n + 1) PÉ, Siod,
dn­1 (P%,, Sn2i+1)%o­

Como para 1 = 1, (PP, Sn=1)4 = (PP,Pr)vo, logo
da­1(PY%,, PÉ wo = dn=10824

(Sn­=1, Sn­=1)s, Pa

e para 1 =2,3,..., |(n+1)/2], an­ai41 = O, e assim obtemos

; (3.2.2)m­1 =

Sn+1(£) + an­1Sn1(1) = PAL (1) = PM (1) + da 1 PÓ (0), n>O1. (3.2.3)

Usando a relação acima, obtemos ainda que

(Sn, Sn)dgy = (PO +dn2oPo— anaSn­o, Sndsa,

pela hipótese do teorema e por (3.1.2)

(Sn Sn)si = (P$º + dn­2PÃ%2, Sndwo + 1 (PÉ!) Sn)o, + Roa(nPi1, Sn)

Novamente pela relação (3.2.3), obtemos

(Sn, So)s, = (PÉ + dn­2PÉ%s, PY + dn­2PPº, = An=2Sn­2)yo
+e1 (PÔ, PP + daaPÚºo — an­aSn­adá,ni "n

+eo(nPLi,nPY, — ancaShodys:

15
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3.2 Produto interno de Sobolev S,

Utilizando (3.1.2) concluímos que

oa = (Sn, Sn)s, = pés + dê apo = dn­20n­2PÉº, + K1pÉ! + eonºpil,.
De (3.1.3) sabemos que pºº 2dn­2 = qpé!, para n > 2, substituindo na relação acima temos
de (3.2.2) que

dnpão dr pfº
mo plo padrao + Kapê + xontph!, — goblana

Sabemos de (2.1.4) que

n>)2. (3.2.4)An=

d1

= — » n>O. (3.2.5)
AXn+2Xn+3

De (3.1.3) temos

logo, pela relação (3.2.5)
=n>O,phº  qaoilafizafia

v vao th não e Mm Ah
V Ó (7 Vo — d1 d1Pnº An+2An+3 Pnº qpn An2%n+a

Dividindo o numerador e o denominador de (3.2.4) por p%º e usando as relações (3.2.6),

n>1. (3.2.6)

chegamos ao resultado para an(g, 1,2) com n > 2.
Para n = 0,

Pr = (So, So)s, = (1, ls, = po + K1 0,
desse modo,

a0(a, kz, to)= dofa)»Aº apê! — qgoflafida(a)
019, K1,K2) = Vo di dl da $d1, d1 d

'

Po +KHPA' qdo Pa qa2'03' + K1do(g)
+kK

do(a) asas!
Para n = 1,

p= (SS, S)s, = (1,7)s, = pPº + 1101 + 1208,
logo,

di(a)ptº
s

gpsº
Vo d1 va d1Ph +Mp, + KopPo qP3 di vaIB 4 ip + xpdi(a) ? º

apirasias gas'af'di(a)
gaba! + di(g)K1 + (06º /pt)Ka]

a1(g, K1, K2)

$1 01, d1
901 X3 q di vi=+ K1P] + Kopdri(a) . º

16
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3.2 Produto interno de Sobolev S,

De (3.1.6), temos que

dii(0) = 2h = Di =D = mao, n>1,
onde ln(g) = bs

1 =1+2g08' => LR(q) =
gqo8º1 =1+2g03' ==> (q) = 4902

Além disso, de (3.1.5)

1 > qaÉ! aa” = —(L — =
n+H1 n+l >

2

%o 1 gazºAnja= 197 )(ln1+1) => al, = lnla) Crea(9)+1) = lh(9)= 1+7 1 n>2,
o que demonstra a última parte do teorema. "

Como um caso particular deste teorema temos os resultados associados à medida de

Hermite, pois considerando dg1(x) = dyn(x) = e“dr, obtemos Pó:(1)=Phi(x)= H,(x),
que são os polinômios de Hermite na forma mônica. Como H,(x) = nH.1(r) temos a
hipótese do Teorema 3.2.1, P'ó!(x) = nP%(x). Definimos ainda dyo(x) = (1+ qxº)a "dr,
para q > O. Observamos que aÉ!, = a%º, = n/2 (veja (2.1.8)). Assim consideramos o
seguinte resultado (dado em [3]) que relaciona os polinômios de Hermite aos polinômios
ortogonais de Sobolev com relação ao produto interno (3.2.1) da forma

(f, 9)Sum = f. f(r)a(x)(1 +K1 + gxº)e Pdr + ka f. (1) (x)e "dr.
Corolário 3.2.1 Dado o produto interno

(f.9)su = " f(xr)9(1)(1+ Ke + arº)e Pdo + e) f(x) (r1)e "dr, (3.2.7)

onde q > O, então os polinômios ortogonais associados, Sn, satisfazem So(x) = 1, S(r) =x
eparan>Ll,

Sn+1(2) + an1(9, 61, K2) Sn­1() = Hny(1)= PY (2) +da1(9)PZ24(0). — (3.28)
Aqui dh­1(0) = an—1(0,Kx1,K2) = O para n > 1 e quando q> O,

a(n + 1)(n + 2)dn(a)
qa(n + 1)(n +2) + 4dn(g)[t1 + 2mx2 + qdn­2(A) — dAna(g, ti, Ka)]' (3.2.9)an(g, 61, K2) =

17
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3.2 Produto interno de Sobolev S,

n > 2, onde

ado(g) 3gd1(g)
———== a1(q,K1,K2) =q+ 2do(q)K:

1(q 1 2)avg, K1, K2) =

Os coeficientes dr(q) satisfazem

dii(9)= nino) n>1 ,

7/4 an/2ln(g) = 1 — In1(9)'
Aqui, K1 e Ka são tais que ka > O e, seq>0, então 1+Kx7 > 0 eseg=0, então 1+K1 >O0.

n>2 e h(9)=2.

Para q > O podemos escrever o produto interno (3.2.7) da forma

l1+m K
fazendo & = eil= "” obtemos

(f,9)sum =9.f(r)9(x) (xº + &?) edr +Í.Fla) a)e de ) :
Observe que neste caso ((xº + €2)ae "dr, e *dz) é um par de medidas simetricamente

coerente de Hermite do tipo I (veja seção 2.2.1).

Um outro caso particular do Teorema 3.2.1 está associado aos polinômios de Gegenbauer,
GIP e, a partir de agora consideraremos 7 = a. Aqui, consideramos dv (x) = (1—xº)º+Vºdry
e ddi(x) = (1— 22)Vºdro, pois Pé1(x) = GP (x) são os polinômios de Gegenbauer mônicos
de parâmetro a e Pú1(x) = GIF) são os polinômios de Gegenbauer mônicos de parâmetro
a +1. De (2.1.7) podemos ver que Gr (x) = nGÍ*(1) e portanto temos a hipótese do
Teorema 3.2.1, Pó1(x) = nPY! (r). Definimos dio(x) = (1 + qxº)(1 — xº)º!V?dr, para
todo q > —1. Além disso, da relação de recorrência (2.1.6) observamos que af!, = a, =

n(ín +2a — 1)
4(n+a)(n+a—­1)'
os polinômios de Gegenbauer aos polinômios ortogonais de Sobolev com relação ao produto

Assim consideramos o resultado abaixo (dado em [3]) que relaciona

interno (3.2.1) da forma

(f 98 = Í, fF()9(xn)(1 + e + gxº)(1— x) Pde + &2 Í, S(£)I'(1)O — 2º) Hdr.
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3.2 Produto interno de Sobolev S,

Corolário 3.2.2 Dado o produto interno

(f9)sie = ff, flx)9(a)(1 + n1 + gxº)(1 = 2º)?da + nº f.Fa) E) 2º)do, (32.11)
onde q > —1l, então os polinômios ortogonais associados, Sn., satisfazem So(x) = 1,

Si(r) =x e paran > 1,

Sn+1(T) + an1(9, 1, K2) Sn­1(D) = GÊ (x) = Pin(8) + da1(9)PZ (8). — (3.212)
Aqui dr­1(0) = an­1(0, 41,42) = O para n > 1 e quando q £ O,

(a) (a)
gar 9a, iadnlqaníq, K1, K2) = (a) (a) nt2 nto n( ) , (3.2.13)

gani2nnia + dn(g)lk1 + n(n + 20)<2a + qdn­2(9) — qan2(A4, K1, t2)]
n > 2, onde

(a) (a) (a) (a)qa; "az do(qg gaz “Aa di(gao(g, K1, K2) = aa ) , a1(q, K1, K2) = (a) (a) 3 2 ( )
.

gas az” + do(g)K, gaz “a” + di(g)[xa + (2a + 1) Ko]

Os coeficientes dn(q) podem ser obtidos por

dai(o) = POR 17, (32.14)
q

(a)
7 9IAnt1 7 (a)lh(Q) = ——=—, n>2 e hl(Q=q0". 3.2.15(a) 1+ha(g) 1(9) 2 ( )

Aqui, se 14 = —1, então q > 0 ex > 0e ser £ —l, entio gd/1I4+ 5) > —­le
Ka/(14+41)>O.

Observando (3.2.15) vemos que

T(— DA Co NAS Ehn) 2 “ro
s alo) o?

1+h(­1) — 20+0)'
­ aí”) A:

1+b(—1) — 2(8+0)

B(­1)

G(­1)

n

Amro Vamos provar por indução matemática. SuponhamosSupomos que [7(—1) =
n—l

2n—1+0)
a)que Lh21(—1) = ­ , para algum n > 3, então, substituindo os valores de ax,

19
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

(a)
­ a ne a hipótese de indução, chegamos que [7(—1) = =——H =­ . Portanto,Pp ção, chegamos que (1) = TC = amo)

podemos calcular explicitamente dn­1(—1), ou seja,

nín +1)
4(nt+a)(n+at+l)' nz! (3.216)dn­1(—1) = >—

1+K1Fazendo 6º =
ser escrito da forma

(sc =Íf; f(o)g(x)(xº + O (1 2º) WVºAAdr +f| fx) (1) — 22) da ) :
eÃ= — para q É O, temos que o produto interno (3.2.11) pode

Observe que f(xº + €2)(1 — 2º)ºY/?drz, (1 — 2º)º+!/?dz) é um par simetricamente coerente
de Gegenbauer do tipo I.

3.3 Produto interno de Sobolev S,

O próximo resultado fornece um outro modo de estudar polinômios ortogonais de Sobolev
associados a pares de medidas simétricas. Este resultado também se encontra em [3].

Teorema 3.3.1 Sejam dd, e dyo medidas clássicas simétricas definidas sobre o mesmo su­
porte E €& [—b,b] e tais que os polinômios ortogonais mônicos associados P$º e P*º satis­
fazem P/Pº(x) = nPÉº (x), n > 1. Seja a medida dp, dada por

di(x)= Tr 2 dois)
então os polinômios ortogonais mônicos, Sn, associados ao produto interno Sa definido por

(f, 9)s. Ido +e 9Deidara,[10f(x)a(a)dvo(s)+ ma ÍAf(x) (2) dgo(a) + xo J. Px)(a)d(s) (3.3.1)
satisfazem So(x) = PÉº (x) =1, Si(x) = PPº(x) = x, Sa(x) = PÍº(1) e

Sn+1 (x) + an—1(9, K1, Ka) Sn—1(D) = P% (x) + da1(9) PÉ (0), n Pa 2.

Aqui da1(0) = an1(0,K1,K2) = O para n > 2 e quando q É O,
vmls1)af?ofdn(a)

mlr1)ARºaf + dn­a(a)(l(n — 1)2 — 1)42 + vnca(t1)(dn­2(9) — an­2(g, 1, 42)])an(g, K1,K2)=
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

n > 3, onde

11 (1) (q)
a2(q4, K1, K2) =

va(s1)d2(g)
mn(Ka)+ s2(08'/06º)' O va(k1)+ 442(p7'/pfº)

vn(ta) = nºk +pto/p,n>le aÉº, são os coeficientes da relação de recorrência (2.1.3)

a1(g, K1, Ka) =

e que satisfazem (3.1.5). Os coeficientes dn(q) são tais que
n+1 In­1(9)in(g)
n—l q

n+1l
= T12n­2(9) = 2 n>2, (3.3.2)dr­1(g) =

ao —— qolhy
,ln1(9) in­1(g) +1

Aqui, q, K1 e K2 são tais que a medida dv, é uma medida positiva e tais que o produto interno

n>2 e h(Q=q08.

So é definido positivo.

Demonstração: Como dyv1(r)= Tr 2 do(s) e Pito(x) = n PÉ(x), n > 1, entãol1+q

PP (2) = P$9(2) + da­2(0) PÍ52(2)= — Pi (2) + di­alA)——Y BA(0), n>2.
Logo,

1 1 ­ ftPi (x) = IP (0) + da­1(9)P 4 (0)), n2> 2,
com d.­1(g9) = 2 n—2(q). À demonstração da última igualdade de (3.3.2) é análoga à
demonstração do teorema anterior.

Consideremos os polinômios S, ortogonais com relação ao produto interno de Sobolev
S?o dado por

(Ff gds = (LI) + (FI dmigornata = (Li I)vo TALET Doo + HF IDO
Expandindo Ru41(7)= PÉ (x) + di1(9)PÉº(x) como uma combinação linear de S,

da forma
L(n+1)/2)

Rovi(t)= Sn1(t)+ Yy» An—ai+1lÔn­arilo), n>2,
i=l

analogamente ao Teorema 3.2.1, obtemos
(Rn+1,Sn=2i+1)S,

(Sn­2i+1 , Sn­2i+1 )saAn—2i4+1 = , 1<i<|(n+1)/2).

Como

(Rnt1, Snz2i+1)8a = (PE +di1 PL", Snzainid)Da. +l(N+1)PA, SL,—2i4+1)4o
+rol(n + 1) PY, Sha)
(PÉ, + da, PÉ, Sn2i+1)4o + M1((n + 1)(PÊº + dn­2PÉº2), Sh2i+1)do
+a2((n + 1)PY, Said
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

temos que (Rn+1, Sn­2i+1)s, = O , para 2<i < |(n+1)/2] e então

Sn+1(2) + an1Sn1(3) = PI9,(x) + dan1(9)PÍ% (0).
Fazendo à = 1 obtemos

(Rnt+1, Sn­1)S, daz10h2a + m((n + 1)dn­2PÊ%2, Shn1)do
di1082 + m1(n + dn2(PÓ%2, PA + dana Pr% — an35%3)do
n1 ha + ra(n + 1)da­2(PÍ%2, (n = 1) PO22 — an­3Sh­3)6o
ne1Ph + tan + 1)dn­a(P$%2, (n — 1)(PÓ%2 + dna PÉ) — an=353) oo

daz1082a + m(n=1)ºda10822.

dan1(pº, + mm (n— 1)º0Éº o) n>2.PesAn—1 = ,

Calculemos agora p&,

pp = (Sn, Sn)s. = (PP + da­2PÉ, — An­25na, Sn)s,
= (PP +di2PH,, PE + daaPÕ,— anaSn­adyon—=2*7"*n

+(n(PÍº, + dn­sPS%4), n(PÍº, + dn­3PÓº3) — an­aSh2)do
+ro(nPLi,nPÚ, = an­2Sh­2dw
pio + di2Phdo ­ dn­20n­2Pho + KinºpÃl, +m(n— 2)º di 20º s
—K1((n — 2) dn2Pº3, an2Sn­adeo + Kan? pl.

Mas,

((n—2)dn­2PÓ23,an2Sh­adáo = analn—= 2) dn2(PÊ2s, PU + dnaPI% = anaSh ado
an­a(n — 2)dn­2(PÊºs, (n— 2)PÉ; — anaShadoo
analn— 2)da­2(POºg, (1 — 2)(PÓ23 + dn­sPÊº5) = ancaShnadeo
an—2(n — 2)ºdn­20Éº 3­

Logo,

dn(pXº +xinºptº,)
po +FZ toe qd a to + 2,%o + ( — 2)22 do — — 2d, do 27/41 'n n—20n—2 nº 20n—2Pn—2 T KINºPRAa TMN n—2Pnea — M1Ana(n — 2)ºdn—aproa+rantpri,

an =

[DA ed = n
do n—2 n?oPn3

Como dn­3 =q dn­3, n>3,temos que

1 .

nºpih = 70 —1)º = 11da 20%,
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

Substituindo na relação acima e dividindo o numerador e o denominador por po1, obtemos

dn eo + eine
[onesan= :

ea + ein? + dao fana 3 — ana + x1(n— 2)2d,­2 So — K1an­2(n—2).po 2+ Sn —1)º —1) Se)Pnel 1 =1

Além disso,

do
Pnz3 1

Pa aaí?2108Pra De
do do 7 do'Pn­1 — pisaol107

e

n—1l
an =n

" " 7
vo ,

La + ein? + dica 4 (dna — Ana) |sta+ mi (n — 2)atas ) + S(n = 1)? = 115 aç
Pn=1 Pn­3%n=129M a 1 Av 1ºnnº—1ºn

ou seja,

an(g,x1,42) = vnlx1)as? afºdn(g) ­
;vnlri)af?af + dn­2(a)(l(n — 1)2 — 1)%2 + vn­alra)(dn­2(9) — an­2(9, 1, 12)])

n > 3, onde vn(k1) = nºk + pbº/pPéº,n >.
Quando n = 1,

=(S1,S))s, = (1,1)s, = p1º + 100º + 200"

e quando n = 2,

= (S2, S2)s, = (PYº, PPº)s, = pSº + n1(2PÉº,2PÉº)4, + xa(2PÉº,2PÉº)y, = pSº + dxiptº + axopt"
Portanto,

dito? +Emo1 1 (41) d1(a)
pt + K1 pé + Kaps' v1(ti) + K2(p8! /póº )a1(g,K1,K2) =

da[p3º + 41ptº] = va(r1)da(a)
psº +d4deipto +4dxaptº — velka)+drxo(pt!/pto)a2(q, K1, K2) =

Como um caso particular desse teorema temos também o associado aos polinômios de
Hermite, pois tomando déo(r) = dWo(x) = e"dr obtemos P$&º(x) = PY(x) = Hh(x),
que são os polinômios de Hermite na forma mônica. Como H,(r) = nHh­1(x) à hipótese
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

do Teorema 3.3.1, de que P%º(x) = nPÉ (x), está satisfeita. Definimos dv1(zx) = (1 +
gx?)le "dr para todo q > O. Além disso, temos que aÉº, = a, =n/2. Assim, obtemos
o seguinte resultado (dado em [3]) relacionando os polinômios de Hermite aos polinômios
ortogonais de Sobolev com relação ao produto interno (3.3.1).

Corolário 3.3.1 Dado o produto interno

Ki +TKa+KIAX? 2
1+ agr?

dr,SEas= | famE FT
q>O0O, então os polinômios ortogonais associados, Sn, satisfazem So(x)
S1(x) = Hi(1) =x, Sa(t) = Ha(x) e

Sn+1 (x) + ana(g, K1, Ka) Sn­1(D) = Hrn(D) + d, ­1(9) Hh­1(02), n > 2. (3.3.5)

Aqui dh­1(0) = an­1(0,K1,K2) = O para n > 2 e quando q O,

nt Imltd(o
n(n — 1)vn(K1) + 4dn­2(9)(2n& + vn2(t1)[dn­2(g) = an­ala, Ev K2)))

an(q, K1, 2) = , (3.3.6)

n > 3, onde

va(K1) do(a)
vala) + 8r2(p7º/Y/n)

mn (r)Á(a)
vn (K1) + 262(08/Vm)

ev(k)=1+2nk,n>1. Os coeficientes dn(q) são tais que

a1(a, K1, K2) = a2(g, K1, K2) =

­ o n+ldn­1(9) — n+1h1(9h()
n—l q

, n>2,n— T2n­2(q)

(n—=1)g
21h­1(g)

Aqui, 7 e Ka são tais kx1 > O ex +K2>O, de modo que o produto interno Sar é definido

n(g9) = —1+ , n>2 e h(g) = qo".

positivo.

Note que no corolário acima qualquer avaliação direta envolvendo a medida dy, só
aparece nas condições iniciais a, as e l1.

1Para x1 = 0 eq>0,se 6? = " tA0eil= — podemos escrever o produto interno (3.3.4)
da forma

2

Edeu= | SODA] FA FT
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

—x?
—,2 € . . . .Observe que € e?” , ———dr > forma um par simetricamente coerente de Hermite do tipoq 2 TER j+

11 (veja seção 2.2.1).
Quando x, É O, as duas medidas envolvidas não formam um par simetricamente coerente.

Um outro caso particular do Teorema 3.3.1 é o associado aos polinômios de Gegen­
bauer, pois considerando déo(t) = (1 — xº)ºV/ºdr e dio(x) = (1— xº)ºW/?dr temos
que P$º(x7) = G(* (7) são os polinômios de Gegenbauer mônicos de parâmetro a + 1 e
P“o(x) = GI (x) são os polinômios de Gegenbauer mônicos de parâmetro a. Como

nº (x) = nG (x), então temos a hipótese do Teorema 3.3.1, P%(x) = nPÉº (x).
12 22)a+1/2

. BRDefinimos dyi(r)= ( ) dr, para q > —l. Então, como ato = of, =
nín +2a — 1)

4(ntoa)(n+a—1l)
de Gegenbauer aos polinômios ortogonais de Sobolev com relação ao produto interno (3.3.1).

1+ ax?

, obtemos o seguinte corolário (dado em [3]), que relaciona os polinômios

Corolário 3.3.2 Considere o produto interno

K1 + Ka + K1gxr?T+ox (1­2º)H/27, (338)(f.9)s16 = fSGA = 22) 2d + ffSO
para q > —1. Então os polinômios ortogonais associados Sn satisfazem So(x) = Go) (rx) =],
Si(z) = GP (2) =x, Sa(z) = GP(1) e

Sn+1(£) + an1(g,K1, 62) Sn­1(2) = GO (2) + de(9)GO(x), n>2. (339)
Aqui da1(0) = an—1(0,K1,K2) = O para n > 2 e quando q O,

(at) lat Ad (g)
» (33.10)an(qg, K1,K2) =

vnlr1)O

a pr e)a at 4 da­a(a)[(n — 12 — 1152 + vaca(ri)[da­2(0)— an­a(0,ta, 12)])
n > 3, onde

va(x1)da(g)
vala) + 442(p%'/pº*P)

mí(r1)d(a)
mv(Ka) + rali! /o6 to)

n>1. Os coeficientes dr(q) são tais que

a1(a, K1, Ko) = a2(g, K1, K2) =

n

e vr(Ki) = nºKk) + ———
7 A n+l
dn­1(9) =no dn­2(g)=

n>2 e h(=q0%

Os parâmetros x; e K2 são tais que, se ki + Kk2 = O, então 119 > O e sex + K2 > O, então
K1q

—— > —1, de modo que o produto interno Sag é definido positivo.1 2
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

Novamente, notamos que, no Corolário 3.3.2, qualquer avaliação direta envolvendo a
medida dy, só aparece nas condições iniciais a1, a2 e h1. Nestas condições iniciais pé! = náo,

vpir=n3" 007 = un /48.

1Fazendo É = = £0eA= o o produto interno (3.3.8), para x1 = 0 e q £ O, pode ser
escrito da forma

(1 — q2)0+1/2
dx2 + & z,(LesS)a)A ­ 29da+)fSlo)(a)

(1 — q2)o+1/2
1º +€e assim, | (1 2º)VWºdr, da ) forma um par simetricamente coerente de Gegen­

bauer do tipo 11.
Novamente para x, *£ O, as duas medidas envolvidas não formam um par simetricamente

coerente.
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Capítulo 4

Localização dos zeros

Neste capítulo faremos um estudo sobre a localização dos zeros dos polinômios ortogonais
de Sobolev com relação aos zeros de polinômios ortogonais associados, para os exemplos de
Hermite e de Gegenbauer, que estão divididos em dois casos: produto interno de Sobolev S&S, e
produto interno de Sobolev S,. Para isto utilizamos resultados análogos aos encontrados em
de Bruin e outros [5] e Groenevelt [7], pois nestes trabalhos são estudados os comportamentos
dos zeros destes polinômios quando as medidas envolvidas formam pares simetricamente
coerentes de Hermite e de Gegenbauer, respectivamente.

4.1. Produto interno de Sobolev S,

Para facilitar a leitura desta seção repetimos aqui algumas definições do capítulo 3, mais
precisamente da seção 3.2.

Sejam dd, e dy, medidas simétricas clássicas tais que os polinômios ortogonais mônicos
associados satisfazem Pó!(x) = nP%! (x), n > 1 e dy tal que

dyo(x) = (1 + gxrº)dgi(x).

O produto interno de Sobolev S, é dado por

(foda =(f, Ilpotxida + ra(f', Id.

4.1.1. Produto interno de Sobolev Sig associado à medida e Pdr
Do Corolário 3.2.1 consideremos

dés(x) = dn(x) =e"dr e dio(z)=(1+0917º)e "dr,
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

para q > O, onde P$!(x)= Pú1(x)= Hr(x) (polinômios de Hermite mônicos). O produto
interno Siy

EnfSEA ++ adePasta [Fl) ()e "da,
para q > O também pode ser escrito na forma

dam =01/ sdata)(2+ 222)Pas + 2 [O pajgaeTas). (411)
Lembramos que os polinômios ortogonais associados, S,, satisfazem So(r) = 1, Si(r) =r e
para n > 1,

Sn+1(2) + an1(9, 1, 42)Sn1(T)=Hhii(t)= Pic (x) + di1(9)PZ% (0), (4.1.2)

onde an­1(g,41,K2) > O e dh­1(g) > O são definidos por (3.2.9) e (3.2.10), respectivamente.

Denotando déo(r) = (a? + Hm) edr, temos que o par de medidas (ddo, dd1) =
í (a? + Hm) e Pdr,e de) forma um par de medidas simetricamente coerente de Hermite
do tipo I.

Assim, baseados nos resultados de [5], onde os autores fizeram um estudo dos zeros de
polinômios ortogonais de Sobolev associados a pares simetricamente coerentes envolvendo a
medida de Hermite, podemos encontrar resultados análogos.

Derivando a relação (4.1.2) e dividindo por n + 1, obtemos

— Saul), Sa)Me) =n41 tn ,

— 1
an­1(g, K1) K2) >O.onde ec, = cn(q, 1, Ka) = =..

Para o estudo dos zeros dos polinômios S, precisamos de alguns resultados preliminares
que distinguimos em dois casos: n par ou ímpar.

n=2r: Parar > 1 ei€E(—2,­1,...,r— 1) definimos
i+1

o). Sar(r(+= e” dr, 1=­1l,...,r—
mZ,a =

O lema abaixo nos dá uma relação de recorrência para os coeficientes mf.

Lema 4.1.1 Parar >2e1<i<r—1 temos

H

25ms = 2 famt, — bimya +2(iq

onde by =2i—1+2(Hm) > O.
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

­ :
1 'Demonstração: Para 1<i<r­—l, (se & += ) = 0. Logo,

Sin

co i+1 :; oo il2 , 1q 7 S2ar(D) (2 += e Pdr+. TS2ar(X) (2 + = fas) =0O.—co

De (4.1.4) temos que

Koi 1— O xSL(0) ( + Ls) e” dr.
——

1

1 o 'Integrando 7 por partes, com u = r (a? + = e = e dv = S,, (r)dr, obtemos
il

= / Sor(D) (2 +ACATIA Sor(x)x? (= +=) e” dri­2

a /Sor(t12º (e2 ++22) e” dr.
l+m l+m5

q

= ­/ se (a) (=? 12).IASo(x) (2+).e“ ºdr
—2l +s/Sor(x) (2 + Em) e” dr

il

—2(i — 1)Í. S2ar(x) (2 + 2=) e” dr
1 i­2

+2(i —1) FF f. Sar(X) (= + =" e” dr.9 Jo q

Usando (4.1.4) chegamos que

mi = == fama ­ [2 —1+2 É=)mF2 +2(

Fazendo xº = xº + nas duas últimas integrais acima

O próximo resultado avalia o sinal de mf, que denotamos por sinal(mi).Pp H %t

Lema 4.1.2 Parar > 2e­l1<i<r—1 temos

(UU mç=0
(11) sinal(m]) = (—1)"H!, j£0,
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41 Produto interno de Sobolev S,

Demonstração: (i) Da equação (S2r, 1)s,, = O e utilizando a definição (4.1.4), encontramos
mo = O.

(1) Usando o Lema 4.1.1 encontramos para 1 = 1

m = amo => sinal(m') = sinal(m”,).
Como (5S2r,7º + Hs, , = 0, então

oo 2 l+m ? 2 2Ka [* , 2
q Sor(r) [|x tn e de + — r1Sa,(r)e dr + =O0.

Usando (4.1.4), obtemos

mi = = Ss, (1)e "dr. (4.1.5)

Portanto para conhecermos o sinal de mf basta conhecermos o sinal da integral acima. De
(4.1.3), temos que

­ Sa(5) Sara(0)
Har­1(1) = + Cor—1

2r 2r—=272 6 > O.

oo oo ! oo Ss" sHy(e)e de= | a deter: | 2 S2r=2(0) o? 17
co so 2r o 272

=> " 252)e"dr = ex 2 220)e Pdro — 27 2r—2

oo é oo ,

=) ae do = (eric cos 22 e dz.
—oo

oo DÁ oo/ 2528) 2­2? q =/ Te” dr>0 e m>O,oo 2 eo

sinal (f. EE do) =(—1)", (4.1.6)

De (4.1.5) e (4.1.6), obtemos sinal(m'1) = (—1)". Assim, sinal(m'7) = sinal(m",) = (—1)”.
Portanto, pelo Lema 4.1.1 e usando indução matemática, concluímos que sinalím]) =
(—1)1+il, =

O lema abaixo avalia o sinal da integral /, que nos ajudará na localização dos zeros dos
polinômios ortogonais de Sobolev associados a (4.1.1).
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Lema 4.1.3 Sejar > 2 e n(r) um polinômio mônico par de grau 2k, 1 < k<r, tal que
todos os zeros de m(x) são reais, mas n(x) £ x1º. Definimos

n= " Sa(x)r(1)e­ "dr,
então 1, £ O e sinal(f1) = (—1)"*+X.

Demonstração: Sejam T1,...,Tx OS zeros não negativos de n(r). Parai =1,...,k, fazemos
l+x«

­B=xrt+ + |, então
k í1 1 1(9) = (242284). (+29) = Dn(2+ e) ;q

i=0

onde n, = 1 e se n; £ O, então sinal(n;) = (—1)*­*, Logo, de (4.1.4)

Pelo Lema 4.1.2, se n; £ O, então sinal(nimry()= (—1)t+r? = (—1)t+", Assim,

sinal(h) = (—1)*+.

Se x&1 = —1 isto não ocorre para n(r) = xº, pois se T(x) = xº,

h= / Sar(r)xºe "dr = mo =.
Portanto, n(x) É xº?.

Analisemos agora o caso em que n é ímpar.

n=2r+1: Parar > 1 eieEf(—2,—1,...,r— 1) definimos

ur = f TIS2r+1(D) (242) e” do. (4.1.7)
oo

O próximo lema é sobre uma relação de recorrência para os coeficientes 417 acima.

Lema 4.1.4 Parar> 2Qel1<i<r­1
2K2

—. fainga — Bina +(i­1)VNIG),un;=

1+m6 l1l+monde a; =2i +1>O, BisilH+1+2 > O.)>o eypn=2
31
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Demonstração: Para 1 <i <r — 1 temos que

Sin
% 1 1 o+2/ Sun)é+ 2“+) + 2ixr"(2 + = | ea) =0.

q9 Soo q q

Pela definição (4.1.7)

mi eSar (x) (2 + 1+tm)e” dr
1 ­PTSara1 (x)x? & +1) e” dr.

l+x 1+x oFazendo 7º = xº + 2 q À na última integral, obtemosq

1+K1 a?=+» Sirala) (a? + ————>"ta). dr
OS

L

q q

2K2i 1 % 1 ­+ — / St (0) (= +a) edr.
SO

——

Tia

ns. +iTK 22 ,

Integrando 7; por partes com u = e” edv=5S2z,(r)dr, obtemos

L= —2Uu7.2 + 2H.

Ássim,

2Kk1 1 +K :
r r: 2[­2(1 — 1)ui3+2H72,7—(2i + D)[=2ipi2 +24] + <>

Ou seja,

: 2) : l+m,Tr uia +(1—1)%XH Ns):H q q
a + )

q
3

Com o resultado abaixo podemos conhecer o sinal de nf.

Lema 4.1.5 Parar > 1 e ­L <i <r—1 temos

sinal(us) = (—1)"**,
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Demonstração: Pela definição (4.1.7) temos para à = —1,

na =/ rSarn1i(r)edr.
—=oo

Integrando por partes com u = Sar41(x) e du = re"dr, obtemos
1/Py= 2) Sar41 (1)e "dr.

Avaliemos o sinal da integral acima. De (4.1.3),

Sar+1(2) ” SarX1(D)
2r+1 "or=1"

— ” 2 Sar41(Tt) , Sar1(2) —z?o=/o do= [ ZeDe "de+o [ ZeDe dr=/Sag1(2)Lear = e / Sar­1 (x) e” dr

Hor(x) = Cor > 0,

2r+1 2r—1
Sar+1(T) 2 ”=/Sa, dx = (—1)"carcar—.afSi(z)e dr.

f Sn) eFdo= | e*”dr>0 e c>O,

sinal ("' Siula)e­"da) = (y (4.1.9)

e portanto, de (4.1.8) e (4.1.9), sinal(u"”,)= (—1)”. Fazendo i = O em (4.1.7), temos que

us = / ISar+1(D) (= +=e” dr.
oo

Como (S2r4+1, r)s,, = O, então

e TSar+1(X) (2422) ePdr +ESarí1l(x)e?"de ) = 0.
Ko > 2—— f Sar1i(x0)e* dr9 J—oo

e por (4.1.9) temos que sinal(us) = (—1)"*!. Portanto, pelo Lema 4.1.4 e por indução

Logo,

concluímos que sinal(ur) = (—1)"+i+H!, =

O seguinte lema nos ajudará na localização dos zeros dos polinômios ortogonais de
Sobolev associados a (4.1.1).
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Lema 4.1.6 Seja r > 2 e n(xr) um polinômio mônico par de grau 2k, O < k < r, tal que
todos os zeros de m(x) são reais. Definimos

n= | rSonlr)n(r)e "do,
—oo

então I7 £ O e sinal(I2) = (—1)"*t,

À demonstração é análoga à demonstração do Lema 4.1.3.

O resultado abaixo fornece uma relação entre os zeros dos polinômios ortogonais de
Sobolev, Sn, associados a (4.1.1) e os zeros dos polinômios ortogonais de Hermite, H,,
mostrando assim que neste caso os zeros dos polinômios ortogonais de Sobolev são reais e
distintos.

Teorema 4.1.1 Consideremos o produto interno (4.1.1). Seja n > 3, então Sm, tem n zeros
reais e distintos. Sejam hn1 <...< hn, 08 zeros positivos de Hr e Ssn1 <...< Snr OS Zeros
positivos de Sn, então

hn1 <Sn1 <... <hnr < Sn.

Demonstração: Sabemos que —hni, 1 = 1,...,r, também é um zero de Hr. Para n = 2r
fazemos

H.2r (x)
TE) = ana =1,2,...,7,

e para n = 2r + 1 fazemos

T(x) — Horn (x)= ——————  .i=1,2...,r
2 —h2 , rã 11º(x hair)

Assim, em ambos os casos o polinômio m(x) tem grau 2r — 2. Usando o Lema 4.1.3 com
n=2rek=r—­leoLemad41l.6comn=2r+lek=r­—1, obtemos

oO H,f Sn(x EORESA <o.
—oo 1º— hai

Aplicando a quadratura gaussiana sobre os zeros de H, temos que a quadratura é exata e,
como os pesos da quadratura gaussiana são positivos, obtemos

hni

Como hn; > O, temos sinal(Sn(hni)) = —sinal(H,(hni)) e como H, tem sinal oposto em
dois zeros consecutivos de Hr, o mesmo ocorre para Sr. Portanto S, tem um zero em cada
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

um dos intervalos (hn, hni+1) € (=hni+1, =hni), i=1,...,r— 1. Como H,(hnr) > O, temos
Snlhnr) < O e como S, é mônico, S, tem um zero à direita de hr, e portanto também um
zero à esquerda de —hr,r. Como S2r+1(0) = O, encontramos n zeros de S, reais e distintos.m

Com o próximo teorema podemos localizar os zeros dos polinômios ortogonais de Sobolev
através dos zeros dos polinômios ortogonais, Péº, associados à medida dd.

Teorema 4.1.2 Consideremos o produto interno (4.1.1). Seja (P$0)X, a sequência de
polinômios ortogonais mônicos com relação a dd", onde dév(x) = (xº + Ha) e do. Seja
n>3, pé, <...< pé denotam os zeros positivos de PÉº e sn1 <... < Snr denotam os
zeros positivos de Sn, então

Sn1 <P <...<Snr <p.

Demonstração: Para n = 2r fazemos

P$º (x)Te) = ãova= (p$X,)?
e para n = 2r + 1 fazemos

r(xº — (PELL1,)2) q

Logo, n(x) tem grau 2r e então usando o Lema 4.1.3 com n =2r ek =reoLema 41.6

com n = 2r +l ek=r, obtemos

doÍ. Sn( FrESC (2 +=e” dr>O0.— (pa)? q

Aplicando quadratura gaussiana sobre os zeros de P%º, obtemos

Sn(oa)Po (ps2
pio.

Como pis,; > O então sinal(S, (pé.)) = sinal(P'$* (pé,.)). Além disso P'* tem sinal oposto em
dois zeros consecutivos de P$º, portanto o mesmo acontece com S,. Logo, S, tem um zero
em cada um dos intervalos (pf%, pê%,,) e (­pú%Sa, DAS), à = 1,...,r—1. Como Sar41(0) = O
encontramos n — 2 zeros de S,.

Suponha que S, tem dois zeros no intervalo (pé, pés,+11), i = l,...,r— 1. Então,
como sinal(Sa(pé) = sinal(Pi$º(pf%)), Sn deve ter um número ímpar de zeros no in­
tervalo (p?º, pés,%41). Suponha que tenha três zeros e então S, teria n + 2 zeros, o que é um
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

absurdo. Logo, Sn tem apenas um zero em cada intervalo (pé, pós4+1) € como S, é mônico
e Pê (pé) > O, Sn não pode ter um zero à direita de péº., caso contrário S, deveria ter um
número par de zeros em (pfº, co) e um número par de zeros em (—oo, —pé). Portanto, S,
possui um zero positivo à esquerda de pio. ­

Teorema 4.1.3 Consideremos o produto interno (4.1.1). Seja (PÉIX%, a sequência de
polinômios ortogonais mônicos com relação a do, onde diio(x) = (1 + gxº)e "dr. Seja
n>3, pts <...< pts denotam os zeros positivos de P*º e sn1 <...< Snr denotam os
zeros positivos de Sn, então

Vo %oSn,1 < Pnl < e... < Sn,r < DPnr*

A demonstração deste resultado é análoga à anterior.

O próximo resultado, encontrado em [4], será utilizado para encontrarmos a posição
dos zeros dos polinômios ortogonais associados à medida dyo com relação aos zeros dos
polinômios de Hermite.

Lema 4.1.7 Sejam Qn(r) e Qn­2(x) polinômios pares (ímpares) com coeficientes de maior
grau positivos e com todos os zeros reais tais que seus respectivos zeros positivos
Tn1 <...<Ttnr E Ln­21 <...< Tnor se entrelaçam, isto é,

Ln1 < Tn291 <<... < Tna9r­1 < nr

Então, para qualquer constante real c, o polinômio

Q(r) = Qn(r) — cQn­2(x)

tem n zeros e seus zeros positivos Ena <... < En se entrelaçam com os zeros positivos de
Qn(r) e de Qn—2(xr). Mais precisamente, se

(1) c>O0, então
Tni < Eni <Tnoirs t=1,...,r—1
Tnr < En)

(11) c<O0, então
En1 < ny,
Tn2i­1 < Eni <Tnáys 1=2,...,7T.

Além disso, todo zero positivo Eni, para i = 1,...,r, é uma função crescente de c.
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Teorema 4.1.4 Seja (PYºY%, a segiência de polinômios ortogonais mônicos com relação
a duo, onde dyo(x) = (1+ gxº)e Pdr, para q > O. Sejan > 3, pés <..< pis. denotam os
zeros positivos de PYº e hn1 <...< hn denotam os zeros positivos de Hp, então

hna < pÉa <...<hnr <p.

Demonstração: Pelos Teoremas 4.1.1 e 4.1.3 temos que

Do
nãohni <P i=l,....,r.

Mostremos então que pts < hniq1, 1 =1,...,7r— 1. De (4.1.2) temos

Hn(x) = P$º(x) + dh­2(a)PYº2(7), onde di2(q)>O.

Sejam Pee o <...< Peº ar os zeros positivos de P*º, e como

pés < PAPO <<Para < PÉ,

então do Lema 4.1.7, como dr­2(g) > O, obtemos hn1 < pis e PAR < Pe aia < hni <
po, i=2,...,7, OU Seja, PDA <hni< pés, i=2,...,7. =

Teorema 4.1.5 Consideremos o produto interno (4.1.1). Seja n > 3, então os zeros de S,
separam os zeros de Hr411.

Demonstração: Sejam hn411 <... < hny41,7 OS zeros positivos de Hh11. Paran = 2r
fazemos

e para n = 2r + 1 fazemos

Har+2(x)
i=1,2,...,r.

2—LhL2 , Êês ,T hara2i
T(r) =

Usando o Lema 4.1.3 com n =2r e k=r e o Lema 4.1.6 com n =2r+l1 ek =r, obtemos

/ 2Sn() LH 2247 > O.—oo 1º — hi

Aplicando quadratura gaussiana sobre os zeros de Hr4+1, obtemos

1
" .

rá

Sa hn+1) Hng1(hns1a) > O = sinal(Sn(hns15)) = sinal(Hyy1(hn+1d)).

Como H,41 tem sinal oposto em dois zeros consecutivos de Hn41, O mesmo ocorre com Sn.
Portanto S, tem um zero em cada um dos intervalos (hn41,1, hn+1,i41) € em cada um dos
intervalos (hn+1,i+1) —hn+1i), i1= 1, a, T— 1.
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Para n ímpar, mostramos que S, tem pelo menos n — 1 zeros. Mas Sr (0) = O, portanto
Sn tem n zeros.

Para n par, mostramos que S, tem pelo menos n—2 zeros. O mesmo argumento utilizado
no Teorema 4.1.2 para provar que S, possui um zero à esquerda de pés pode ser utilizado
para mostrar que S, possui um zero positivo à esquerda de hr4+1,1.

Assim concluímos que os zeros de Sn, nº par ou ímpar, se entrelaçam com os zeros de
Hr =

Um resultado sobre os zeros dos polinômios ortogonais de Sobolev, também importante,
é que zeros de polinômios ortogonais de Sobolev de graus consecutivos se entrelaçam.

Teorema 4.1.6 Consideremos o produto interno (4.1.1). Sejan > 3, então os zeros de
Sn­1 separam os zeros de Sah.

Demonstração: Sejam sn1 <...< Sn, OS Zeros positivos de S, e hh1 <... < hn OS Zeros
positivos de Hr. Para n = 2r ou n = 2r + 1 temos para L<i <r

hn+2i < hni­ (4.1.10)

Pelo Teorema 4.1.5, temos que

Sar­1i <horiri E Sori < horta,

parar >2ei=1,...,r—1. Usando os Teoremas 4.1.1, 4.1.5 e (4.1.10) obtemos para n = 2r,
r>2

Sari < hort1: < har­1i < Sar­1i < hori+1 < Sari+i, t=1,...,7r­1

Portanto, Sari < Sar­1i < Sari+1, t=1,...,r— 1. E para n=2r +1 obtemos para r > 2

Sar+1i < hartoi+1 < Mari+1 < Sori+1 < hort1i+1 < Sornti+1, t=l...,7r­l

Portanto, sor+1i < Sari+1 < Sorri, t=1,...,7r— 12 E

O < sar1 < hort11 < Sar+1,1º

Para mostrar que os zeros de S7 separam os zeros de 53 usamos

Sa(x) = PÍº(x)=xº — (p5%)?,
onde p$º é o zero positivo do polinômio P$º associado a dgo(x) = (x? + Em )enP dr. Como
" P$º(x1)ddo(x) = O, encontramos

oo

821 = ps = y
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Para o zero positivo de H3 temos h3a1 = 4/3/2 > sa, e pelo Teorema 4.1.1, ha1 < s31.
Portanto,

sS$21 <Ô 83,1

"

Os teoremas 4.1.1, 4.1.2, 4.1.5 € 4.1.6 são análogos a resultados que foram mostrados em
(5).

4.1.2. Produto interno de Sobolev SG associado à medida (1—xº)ºV?dx
Consideremos do Corolário 3.2.2 que

dyn(x) = (1­2º)º*Pdz, dd(1)= (12º) W/º2Adr e dbo(x)=(14+98º)(1­22) VW Adro,
para q > —1, Péá1(1) = G(O(x) e Ph(r) = GIP(x). O produto interno de Sobolev Sig é
dado por

1 1

(f 98 = ff f(x)9(n)(1 + me + qxº)(1 = 2º)?dr + «2 ff f()9'()(1 — 2º) *VWPdro,
onde q > —1.

Aqui tomamos q > O e escrevemos o produto interno como

(956 = Íf| fa)a(a) & +2) (1­29)0­V207+ 2 | fa) (A ­ aº)11245 ) (4.111)

Neste caso, definindo dén(r) = (a? + na) (1 — 2º) !/?dr, temos que fdgo, dv1) =
(a? + 4) (1 = x2)ºVWºdx,(1 — 2º)9+/205 é um par de medidas simetricamente
coerente de Gegenbauer do tipo I.

Por isso utilizamos resultados encontrados em [7], onde foi feito um estudo sobre os
zeros dos polinômios ortogonais de Sobolev associados a pares simetricamente coerentes
envolvendo a medida de Gegenbauer, para estudar o comportamento dos zeros dos polinômios
Sn associados a (4.1.11).

Lembramos que os polinômios ortogonais associados satisfazem So(r) = 1, Si(t) =x e
para n > 1,

Sn+1(8) + an1(9, 61, 42) Sn1(2) = GO(2) = PR (5) + da1(9)PÉ (9), — (41.12)
onde an­1(g, 41,42) > O e dh­1(g) > O são dados, respectivamente, por (3.2.13) e (3.2.14).

Derivando a relação (4.1.12) e dividindo por n + 1, obtemos

Got (Z) — Pesa) +eSi) (4.1.13)

39

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



4.1 Produto interno de Sobolev S,

—1n

nm T(9 1 Ko) > O.onde c, = cn(g, 1,42) =

Como anteriormente, precisamos de alguns resultados preliminares para determinarmos
a posição dos zeros de S,, com relação à posição dos zeros de polinômios associados. Nova­
mente trabalharemos com os casos em que n é par ou ímpar.

n=2r: Parar > 1 ei Ee(—2,­1,...,r— 1) definimos
+1mi /. Sarl(a) (2 15)” (1— xº)ºWVºdr, i=—l,...,r­1

mm”, =

O próximo lema fornece uma relação de recorrência para os coeficientes mi.

Lema 4.1.8 Parar > 2e1<i<r—1 temos

17 fimia+(i­ 1)agimi 3) ,

1 1onde e; =2i+2X > O, fi =2i­1+ o (4i+21—2) >O e gj=2 o É + =) >O.
> :

1Demonstração: Para 1<i <r—1, (se (a? +=)) = O. Logo,
S1G

i+l i­laÃ. Sar(x) (2º +=) (1— 2º)dr +2 282, (0) (2 +º=) (1 aaa =0.
De (4.1.14) temos que

i­l

”

DÁ
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

1 o ,Integrando / por partes, com u = x (= +=) (1—xº)º+12 e du = So, (x)dr, obtemos
­1

I / Say (x)'+ So) e(1­Po­2

2/2, l1+tMm = 21a­1/2+(24 +1) EX) x + q (1— xº) dr

ff Sar(D)(« + tm) (1 — 2º) — 2º) q7
­22(1 — vDf Sor(x)xº (= +ºtm) (1=2º)(1 = 2º)VW? dz

14+ xmoSar(r)r"(2 + q=) (1— 22) Vºqx
­

1 1Fazendo xº = xº + o —2EM e usando (4.1.14), obtemos

l1+m l1+m6
q1 = (2C+2N)m; [2 —l1+ (41 + 24 — a)| mr ,+2(i=1)] — É +

Multiplicando 1 por a segue o resultado.
O lema seguinte avalia o sinal de mf.

Lema 4.1.9 Parar >2e­1<i<r—1 temos

(ilmç=0
(1) sinal(msz) = (—1)"HH, j£0.

A demonstração é análoga à demonstração do Lema 4.1.2 substituindo a medida e”dr
por (1 — xº)*!Pdr.

Conhecer o sinal da integral 7, definida abaixo nos ajudará na localização dos zeros dos
polinômios ortogonais de Sobolev associados a (4.1.11).

Lema 4.1.10 Sejar > 2 emn(x) um polinômio mônico par de grau 2k, tal que todos os zeros
de m(x) são reais. Definimos

R= fÍ Sar(r)A(X)(1 = xº)*V?dr.
Sel <k<r en(r) £ xº, então sinal(R) = (—1)"*E.
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Demonstração: Sejam 1, ...,Trx Os zeros não negativos de n(x). Parai=1,...,k, fazemos
1+ K1B=x172+

k i1 1 D 1

i=0

onde n« = 1 e se 7; £ O, então sinal(n;) = (—1)*­*. Logo, de (4.1.14)
k

h= >NM
1=0

, então

e, pelo Lema 4.1.9, se n; £ O, então sinalínimy1) = (—1)*t”. Assim, sinal(11) = (—1)*tr.
Se x1 = —1 e n(r) = xº então,

1

hLh= " Sor(x)xXº(1 = x) W?ºdr =m5=0.
1

n—2r+1: Parar > 1 ei Ee(—2,—1,...,r— 1) definimos
1 14+K i+lnt; = " TSar+1 (x) (= + A) (1 — 1º) Hdr, (4.1.15)

—l

Também obtemos uma relação de recorrência para ur, com demonstração análoga à do
Lema 4.1.4.

Lema 4.1.11 Parar > 2e1<i<r—1 temos

2Ko2uni= Ç— fainga — Bira +(i­ Dvnis),
1+4onde a; = (Hd +U(+A+1/2) > O, Bd = ila+I+ (4+2N| > O e

1 1

q q

Como no caso do produto interno de Sobolev associado à medida de Hermite, temos o
resultado abaixo, que avalia o sinal de ur.

Lema 4.1.12 Parar > 1 e ­1 <i<r—1 temos

sinal(us) = (—1)" +,

O seguinte lema avalia o sinal da integral /7 que também será útil na localização dos
zeros dos polinômios ortogonais de Sobolev associados a (4.1.11).
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Lema 4.1.13 Sejar > 1 emn(x) um polinômio mônico par de grau 2k, tal que todos os zeros
de m(x) são reais. Definimos

1

L= " TSary1(c)A(0)(1 =x)VW do.
1

Se0<k<r, então sinal(la) = (—1)"*F.

Provamos o lema acima com o mesmo argumento utilizado na prova do Lema 4.1.10.

O próximos resultados terão suas demonstrações omitidas por serem análogas às demons­
trações dos teoremas vistos anteriormente, no caso do produto interno de Sobolev Sn.

O teorema a seguir fornece uma relação entre os zeros dos polinômios ortogonais de
Sobolev, Sn, e os zeros dos polinômios ortogonais de Gegenbauer, GO, associados a (4.1.11).

Teorema 4.1.7 Consideremos o produto interno (4.1.11). Sejan > 3, então Sr, tem n zeros
reais e distintos. Sejam gn1 < ... < Gn, OS zeros positivos de GM e Sn1 <...< Snr OS
zeros positivos de Sn, então

Gn1 << Sn1 <<... < Gnr < Snr­

Com o próximo teorema podemos localizar os zeros dos polinômios ortogonais de Sobolev
através dos zeros dos polinômios ortogonais associados à medida ddo.

Teorema 4.1.8 Consideremos o produto interno (4.1.11). Seja (P$)%, a seqiência de
polinômios ortogonais mônicos com relação a ddo, onde ddo(x) = (xº +HEeL)(1 — 2º)VWdo,
Sejan > 3, pés <...< pts, denotam os zeros positivos de PÁº e sn1 <... < Sn7 denotam
os zeros positivos de Sn, então

Sn1 <P <...< sn <DE,.

Também é possível encontrar a posição dos zeros dos polinômios ortogonais de Sobolev
com relação aos zeros dos polinômios ortogonais associados à medida dy.

Teorema 4.1.9 Consideremos o produto interno (4.1.11). Seja (P/º)%, a sequência de
polinômios ortogonais mônicos com relação a dy, onde dpo(x) = (1 + gxº)(1 — x2)ºdo.
Sejan >3B, PE <...< pt denotam os zeros positivos de PÚº esn1 <...< sn, denotam
os zeros positivos de Sn, então

Po
n.ºSn1 <p <..<Snr <P
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Teorema 4.1.10 Seja (P$º)%, a segitência de polinômios ortogonais mônicos com relação
a duo, onde dio(x) = (1 + gxº)(1 — º)ºVW? do, para q> O. Sejan > 3, pa < <p,
denotam os zeros positivos de P%º e gnai <... < gnr denotam os zeros positivos de Go,
então

In1 < pa <...<gnr< pt
Teorema 4.1.11 Consideremos o produto interno (4.1.11). Seja n > 3, então os zeros de
Sn separam os zeros de Ge,
Demonstração: Sejam gn411 < ... < Gn41,r OS zeros positivos de GA. Para n = 2r
fazemos

Go)T(x) = Grnlo)
x? — BPr41io

e para n = 2r + 1 fazemos

Gt) (xx)Tz)= çaFarral) i=1,2,...,7.— raio
Usando o Lema 4.1.10 com n = 2r ek =r e o Lema 4.1.13 com n = 2r +1 e k = r, obtemos

fee] Go" PSA(0) En —Trial) (1 — 1º) MV ºq7 >O.
oo aa,HÁ

Aplicando quadratura gaussiana sobre os zeros de Ga, obtemos

Sn(gn+1CS(gn+1:) > O => sinal(Sn(gn41,1))= sinal(G) (gn+1,i))
Como Gm tem sinal oposto em dois zeros consecutivos de GÊ, o mesmo ocorre com Sn.
Portanto S, tem um zero em cada um dos intervalos (gn+1,i, 9gn+1,i+1) € (—Gn+1,i+t) In+1i),
i=1,...,r—1l

Para n ímpar, mostramos que S, tem pelo menos n — 1 zeros. Mas Sn (0) = O, portanto
Sn tem n zeros.

Para n par, mostramos que 5, tem pelo menos n — 2 zeros. O mesmo argumento utilizado
no Teorema 4.1.2 para provar que S, possui um zero à esquerda de pi pode ser utilizado
para mostrar que S, possui um zero positivo à esquerda de gn+1,1. Portanto, os zeros de S,
se entrelaçam com os zeros de GO. "

Teorema 4.1.12 Consideremos o produto interno (4.111). Seja n > 3, então os zeros de
Sn­1 separam os zeros de Sn.

À demonstração é análoga à demonstração do Teorema 4.1.6.

Os teoremas 4.1.7 e 4.1.8 também são encontrados em [7].
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

4.2 Produto interno de Sobolev S,

Repetimos a seguir algumas definições da seção 3.3 para facilitar a leitura desta seção.
Sejam dd, e dvo medidas clássicas simétricas e tais que os polinômios ortogonais mônicos

associados P$º e Po satisfazem Pºº(x) = n PÉ (x), n > 1. Seja a medida dy, dada por
1

dn(z) = 1+ qr?
Além disso, o produto interno S, é dado por

(f, 9)s. = (f, Ito + (FI )duidotrada

4.2.1. Produto interno de Sobolev S;y associado à medida e Pdr

Consideremos, como no Corolário 3.3.1

ddo(x) = do(s) =e"dr e dii(t)=(1+017º)"e Pdo
para q > O, e P&(x) = P%º(x) = Hr(x). O produto interno S3y é dado por

Ka +K2+KMgrê
1 + qx? dr, (421)Las = | fod+Fa) (a)

onde q > O. Lembramos que os polinômios ortogonais associados satisfazem So(r) = 1,
Si(x) = x, Sa(x) = Ha(r) e para n > 2,

Sn+1(2) + an1(g, Ka, &a) Sn1(D) = Ha1(0) + dis1(9)Han1(0), (4.2.2)

onde an1(g,%1,K2) > O e di1(q) > O, para q > O, são dados por (3.3.6) e (3.3.7), respecti­
vamente.

Além disso,

H. (0)
n+1l

H,1(0)Ph(z) = Hn(2) + de­2(0)Hn2(2) = no+ dn—o (q)

e de (4.2.2), obtemos

Sn (x) +e. Sn1(2)Pi(s) = n+1 n—l ,

n—1l

nI1&l(o, K1,K2) > O.onde ch = cn(g, K1, 2) =

Considerando q > O e x, = O, podemos escrever o produto interno (4.2.1) como
2

q
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

2 2
—=r —=T1Denotando dg ,(r) = TI, temos que fdy,, dé) = fetosao é um par

q q

de medidas simetricamente coerente de Hermite do tipo II. Assim, obtemos resultados aná­
logos aos encontrados em [5].

Antes de determinarmos a posição dos zeros dos polinômios Si para q> Dex =O,
precisamos de alguns resultados preliminares. Como no caso do produto interno de Sobolev
S1, distinguimos em dois casos: n par ou ímpar.

n=2r: Parar > 1 ei €efí­—1,0,...,r— 1) definimos agora

mm = / S2or(D) (+) e Pdr.
Lema 4.2.1 Parar > 3 e2<i<r—1 temos

2K2i
:

2fam, —bimba+(i­ 2)êmis | |
2

onde bi =2i­3+7>O0.
À demonstração é análoga à demonstração do Lema 4.1.1 com x7 = O.

Lema 4.2.2 Parar > 2e0<i<r—1 temos

(i) mç=0
(ii) sinal(m5) = (—1)"*H1, j£o.

Demonstração: (i) Como (S2r, 1)s,, = O, então de (4.2.5) segue que mp = O.
(ii) Usando o Lema 4.2.1 encontramos para 1 = 2

8
: :mi = Emi => sinal(m3) = —sinal(m').

q

Como (S2r,1º + à)s,y = O, usando (4.2.5),

(4.2.6)

Portanto, para conhecermos o sinal de mf basta conhecermos o sinal da integral acima. De
(4.2.3)

Sor (x Sar2alxPh (8) = Sar(2) + cx 220, Cor—­1 > O.
2r 2r—1
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Logo,

co —z? co , —z? co , —z?=/ PR (a) aids | 2ó2() É detexs | 2 S2r=2(2) É dx217 1 24721 — 2171
oo 1º + —o. 27 Tº + 27 2 1º+s

25x) ­ * SOe= / 29r FoTr =(— 1) exatas 1.0 [ a 52 +.
Mas,

2” ls) eo? ” 2 e?fe CSartº | xr ap 1ºt>O e c>O,2” eo i

; ” Sx e á — r­lsinal (feEar rt = (—1)". (4.2.7)

De (4.2.6) e (42.7), sinalím”) = (—1). Como sinalíms) = ­—sinalí(m'i), então
sinal(m5) = (—1)""! e portanto, pelo Lema 4.2.1 e por indução matemática concluímos
que sinal(my) = (—1)"+H+, s

oo

Com o resultado a seguir poderemos localizar os zeros dos polinômios ortogonais de
Sobolev associados a (4.2.4). À demonstração será omitida por ser análoga à demonstração
do Lema 4.1.3 com 17 = O.

Lema 4.2.3 Sejar >2 emn(r) um polinômio mônico par de grau 2k, 1 < k <r—1, tal que
todos os zeros de m(x) são reais. Definimos

n= | Sar(x)n(x)e "do,
então 11 £ O e sinal(11) = (—1)"+HHA,

n=2r+1: Parar > 1 eief—­1,0,...,r— 1) definimos

co 1 HA

Lema 4.2.4 Parar > 3 e2<i<r—1 temos

2K
r . rHi — epi, — Pitta + (1 — PARATI: ,

: : :

2 2i

ondea; =2i+1>O, fis (H+Y(1)+7>O0 en=­ >
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

À demonstração é análoga à demonstração do Lema 4.1.4 com x,1 = O.

Lema 4.2.5 Parar > 1 eO<i<r—1 temos

sinal(ut) = (—1)"++A,
1Demonstração: Temos que”TÉ + )) = O, Logo,S2H

2à. 1 1) em/ Soar+1(X)r (= + 2)etae” ESar+1(%) (az? + 2) 74d.
—co q x? +

q

2 1

Usando (4.2.8), somando e subtraindo 7 no termo 37º + —7 obtemos

Integrando À, por partes com u = e”* e dv = Sar+1(r)dr, concluímos que A; = 247. E de
(Sor+1, D)s.y = O, obtemos

eo=/ TSar+1(X)e"?aee Sar4+1(D) 71d.
—oo x2 + —

Logo, de (4.2.8)

ou seja, As = —— Portanto,
Gka 2

| au=­ (&” + 2) uh => sinal(u7) = —sinal(ug).
Usando a relação 42 obtemosco o * S1(s) ef EO = Tereo T

2Sara1(2) e e”!a Fo PETI PTdr= (—1)"corcar­2..af S1(zae
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

2oo 1 e” oo e*S(é)— —dr = ——dr > O ;>O,Í. Spear: ? [Em 7 es
q

sinal(us) = (—1)"*' e sinal(ul)=(—1)"".

Portanto pelo Lema 4.2.4 e por indução, obtemos sinal(ut) = (—1)" +, =

Lema 4.2.6 Sejar > 2 emn(r) um polinômio mônico par de grau 2k, 0 < k <r — 1, tal que

todos os zeros de m(x) são reais. Definimos

n= | LSarni(c)n(x)e "dr,
—oo

então I2 £ O e sinal(L2) = (—1)"+HA,

Para este caso também existe uma relação entre os zeros dos polinômios ortogonais de
Sobolev associados a (4.2.4) e os zeros dos polinômios de Hermite.

Teorema 4.2.1 Consideremos o produto interno (4.2.4). Sejan > 3, então Sr tem no
mínimo (n — 2) zeros reais e distintos. hn1 <...< hn denotam os zeros positivos de H, e
Sn2a <...< Sn, denotam osr — 1 maiores zeros positivos de Sn, então

hn1 < Sno <­...< Snr < hnr­

Se Si tem nº zeros reais e distintos, e sna denota o menor zero positivo, então

Sn1 < hna­

Demonstração: Sabemos que —hn; também é um zero de H,. Para n = 2r fazemos

T(x) =o, i=1,2,...,7,
2r,i

e para n = 2r + 1 fazemos

Hori (x)
r(x1º — hir1i) 'T(r) = i=1,2,...,r.

Em ambos os casos o polinômio n(x) tem grau 2r — 2. Usando o Lema 4.2.3 com n =2r e
k=r—­1leoLema42.6comn=2r+lek=r­—1,obtemos

foSn( E e dr >O.
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Aplicando a quadratura gaussiana sobre os zeros de H, temos que a quadratura é exata e
como os pesos da quadratura gaussiana são positivos obtemos

Sn(hn.i) H, (hn)
hn

+

> O. (4.2.10)

Como hn; > O, temos sinal(Sn(hni)) = sinal(H/(hni))) E como H, tem sinal oposto
em dois zeros consecutivos de Hr, o mesmo ocorre para Sn. Portanto S, tem pelo menos

um zero em cada um dos intervalos (hni,mi+1) € (Chni+1, ni), it= 1,...,r — 1. Como
Sar+1(0) = O, encontramos n — 2 zeros de S, reais e distintos.

Com o mesmo argumento usado no Teorema 4.1.2 para mostrar que Sr possui um zero à
esquerda de PA mostramos que se 5, tem n zeros reais e distintos, então sn1 < hn1, onde
Sn,1 É O menor zero positivo de S,. "=

Teorema 4.2.2 Consideremos o produto interno (4.2.4). Sejan > 4, hn­21 <... < hn­or
denotam os zeros positivos de Hn­2 e Sna <...< Snr denotam os maiores zeros positivos
de Sn, então

hn21 < Sn2a <... <hnor1 < Snyr­

Se Sn tem n zeros reais distintos, sn, denota o menor zero positivo e

Sn1 < hn­2,1­

Demonstração: Para n = 2r fazemos

Har­a(x) :Tiz)= aaa 1=1,2,...,r— 1,
e para n = 2r + 1 fazemos

Har—1(D)
==, t=1,2,...,r—1l16) (x? — hino)” ' i

Logo, nt(r) tem grau 2r — 4. Usando o Lema 4.2.3 com n =2rek=r­—2e0 Lema 4.2.6
com n =2r + l1ek=r­—2, obtemos

[Ls(e) PeParp<00.2hn—2,i

Temos que esta integral é igual a zero somente para n = 4, pois

f Súr)e "dr =m2=0.
—co
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Aplicaremos agora quadratura gaussiana sobre os n — 2 zeros de nm2. Como o grau dointegrando é 2n — 4 a quadratura não é exata e neste caso o erro é ptº, > O. Portanto,

Sn (hn2i)Hro (hn­2,1)
hn­2i

< O.

Como hn ­2; > O então sinal(Sn(hn=21)) = —sinal(H, a(hn­21)).Além disso H, , tem sinal
oposto em dois zeros consecutivos de Hn­2, portanto o mesmo acontece com Sn. Logo, Sn, tem
um zero em cada um dos intervalos (hn­2i, hn­2,i+1) € (Chnz2i4+1) Pn2i), = 1,...,r— 2.
Como S, é mônico e H, a(hn­27) > O, então Sn(hn­27) < O e portanto S, tem um zero à
direita de hn­2,r e à esquerda de —hn­2r. Como S2r,1(0) = O encontramos n — 2 zeros de
Sn.

Como na demonstração do Teorema 4.1.2 provamos que 5, tem apenas um zero em cada

intervalo (hr­21, hn=2,i+1) € (—hn2i+1, ­hn2i1), é = 1,...,r—2e também se S, tem n zeros
reais e distintos e sn1 é o menor zero positivo de Sn, então sn1 < hn­2,1­ —

Também podemos determinar a posição dos zeros dos polinômios ortogonais de Sobolev,
Sn, com relação a posição dos zeros dos polinômios ortogonais Pê com relação à

—z?

déi(r) = a Para isso precisamos de alguns resultados preliminares envolvendo
OS zeros e os extremos (pontos onde a derivada se anula) dos polinômios relacionados.

Lema 4.2.7 Sejar > 1, então Sar) tem 2r extremos. Sejam Parti <...< Og, OSextremos positivos de Sary1 € Qar1 <­.. < qQary OS zeros positivos deP$!, então

Fort < Tart1,1 <<... < 9or,r < T2rtl,r+

Demonstração: Parar > 1e 0 <t <r considere a integral

co il

L= / Sarg1() (2? + 2) e” dr.
Para 1 = O temos

oo , e”?hn= | San1(£) de
Mas,

(Sa+1,T)sã =0 => Í. TSarvni(x)e"de+1Sai(r= KRLhL= Í.Sl8)­s— = E
K2
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Assim, utilizando o Lema 4.2.5 com 1 = O obtemos

sinal(Io) = (—1)”.

o / 1 Ho 2L= " Sar+1(D) (? + 2) e” dr.—oo q

Integrando por partes com u = (a? + 1) e*”edv=S,p1(t)dr e usando a definição
(4.2.8), encontramos

Podemos observar que para 1 = 1 o segundo termo acima é zero. Portanto, pelo Lema 4.2.5,
(4.2.11) e (4.2.12), para à = 0,1,...,r, obtemos

sinal([;) = (—1)"H, (4.2.13)

Seja Tt(r) um polinômio mônico par de grau 2k, 1 < k < r tal que todos os zeros de
T(r) são reais. Sejam r1,...,Trk OS zeros não negativos de n(x). Para 1 <i < k, fazemos

1

B=x172+ 7 então

n(e)=(22+2­8). (e +2­4)= done + 3E
onde n, = 1 e sinal(n;) = (—1)*­*. Logo,

Í. Sorti(zz)1(z)Fã= Snàs
i=0

De (4.2.13), sinal(n;l;)= (—1)**" e então
2

.

” ! e*sinal (/ Sanl2)1()—yro) = (1),
Fazendo

(7)Por(x
7) " 1º — rá

como T(x) tem grau 2r — 2 então k =r — 1 e (4.2.14) resulta em

ú y Pái(a) e?Í. San1(E)z— 2 12 +ori 1
q
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Aplicando quadratura gaussiana nos zeros de PÉ, obtemos

Sar+1 (Dari) P.Ná (qari) <o.
Dr,i

(4.2.15)

e como gar; > O então sinal(S3,,1(qeri)) = —sinal(PjÉ(qari)).
Sabemos que 02r+1,r < Sar+1,7 € Sar+1(Car+1,­) = O e portanto, para todo y E (gart1,r7, O),

Sar+1(Y) > O. Mas Sar+1(92rr) < O, pois PÉ (q2rr) > O. Assim, qorr < Oort1,r.
Para k = 1,...,r — 1, Oo41k < Sartik € Sopi(Caria) = O. Portanto, para todo

y E (Carti.r=ks Tar+i,r+1­k), sinal(Ss,,1(Y)) = (—1)*. Mas sinal(Sa,,1 (garr=x)) = (1),
pois sinal(Paó (qarr­x)) = (—1)*. Logo, qarr­k < Cart1rx, para k=0,1,...,r—1. =

Lema 4.2.8 Consideremos o produto interno (4.2.4). Então Sar41) tem 2r +1 zeros reais e
distintos.

Demonstração: De (4.2.15), usando r = 2k, podemos determinar o sinal(S1,)(gak1)) €
sinal(Sa,411(—q9ax,1)), Onde gax1 é O Menor zero positivo de Pê.

Saul (gax1)P,O (gax,1)
Jak1

<0=> sinal(Sy,1(gax1)) = —sinal(PÉ (gax1))

Sar+1 (9ar1) PA (qaxa)
—Gak1

< 0 => sinal(Sa11(—qax,1)) = sinal(P$' (—qax,1)).

Pl (dara) < O => Su1(ga1) > O

PÁ (gana) > O => Su(gar) > O.
De acordo com o Lema 4.2.7, Sax+1 não tem extremos no intervalo (—gax1) 94,1), portanto
Sa4+1(0) > O. De (4.2.10) determinamos o sinal(Sax+1(hax+1,1)), Onde hax+1,1 É O Menor zero
positivo de Har+1.

Sax+1 (hax+1,1) agi (Raxri1)
h

>0=> sinal(Sax+1(Rarx+1,1)) = sinal(Hy, (hax+11)).
4k+1,1

Mas, Han11(hax+1,1) < O, portanto Sax+1(hax+1,1) < O. Como Six+1(0) > O, então Sax, tem
um zero em (0, harx+41,1). Portanto, pelo Teorema 4.2.1 segue que Sax4+1 tem 4k+ 1 zeros reais
e distintos.

Do mesmo modo, podemos provar que Sax+3 tem 4k + 3 zeros reais e distintos, o que
demonstra que 52,41 tem 2r + 1 zeros reais e distintos. =
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Lema 4.2.9 Seja r > 2, então Sx, tem 2r — 1 extremos. Seja 0271 < ... < Oaorr—1 OS
extremos positivos de Sar € qar=11 <... < Qar1,r—1 OS Zeros positivos de PÉ! ,, então

Dar—1,1 < Dart <...< QRr—­1,7­1 < O2grr­1­

A demonstração é análoga ao Lema 4.2.7.

—s?
. : . .

e
­Os polinômios ortogonais, P$!, associados à dé1(x) = PL, dependem não ape­

nas de n, mas também do parâmetro q. Para distinguirmos dois polinômios Pé! com um
parâmetro diferente q, usaremos a notação pao Seja

P$1()(7) = lim PE ).
qo

Como PÉ (x) = 1, temos que PÓ!(x) = 1. O seguinte lema mostra que P$º* (x) existe
para n > 1.

Lema 4.2.10 Para n > 1 temos

Pá1()(7) = Han 1(0).

Demonstração: Sejam

[9.º]
as O

oo T

Observe que para 1 + j > 2

oo —x?
. .

E io 1 2lim a;; = lim xt — dr = gi HiNiet do = bias (4.2.16)queo * quem f xº + ­" eo

Se 1 + j for ímpar, temos que a;; = b;; = 0 . Os polinômios (a) podem ser definidos por

ao,0 0 e... Aon
do,0 e. Ion1fo) “. dn

0 “e Una
a2,0 e... A2n

. . : .
42,0 “o UAgn

An—10 An11 (Co Ancin

1 n
In10 An11 (Co Animal

TT ... IL

(veja [6]) e os polinômios H, podem ser definidos da mesma forma, substituindo a;; por b;j.
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

em”1
Como r7º + = <

q

oo —=T oo
e e

—ooXº += oo E
Fazendo t = ry1+q

doo > fe” 1 dt= —A fe a00 = oo Vl +q —A+q oo
Para 1 > 1, temos que

Fazendo xº = t, obtemos

e portanto, para 1 > 1,

21

, então

—

2 +

2

—— dx <
o eAo,2i = " LTe. e”

O a 2i­1Ag,9i < " tEleta=T ( 2
o

—oo

do,2ilim —= =
970 Ano

oo

dr = ef ePULA,
—oo

o

2

ENA
Ato

oo oo/f 1%229 Edy = 2 1º) q7,

(4.2.18)

Então (4.2.17) após expansão através da primeira linha e dividindo numerador e denominador
por av,o resulta em

EA

aAn—1,1

0

42,2

an—1,2

A1n—1

A2n—1

An—1,n—1 In—1,0 An—1,1

a1n—1

A2,n—1

An—l,n—1

Observe que todos os limites dos determinantes são finitos. Então com (4.2.16) e (4.2.18)
encontramos para n > 1,

bo.o
0

P&D = a|
bn­2,0

1

xHn1(D).

0

biz
0

bn—2,1
Tr

bon­1
bin­1
ban­1

bn­2,n­1
qn

boo 0

0 ba:
b2.0 0

bn2,0 bn­2,1
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Lema 4.2.11 (i) Sejam qar1 < ... < qonr OS zeros positivos de PE eba <...<
har—1,r—1 OS zeros positivos de Har­1. Sejar > 2, então para L <i <r—l,

har­1i < Poritl­

(1) Sejam qarv11 < ... < hry1r OS zeros positivos de PS e hor1i <... < horr OS zeros
positivos de H2ar. Sejar > 1, então para L<i <r,

hori < Port1i­

Demonstração: (i) Temos que

oo en” oo en?(PÉ, pá), — " OAPR (2)­S 1d =?" PÉ(7)pra)ad
—co q q

Fazendo PÉ(x) = P$9O(22) temos que
oo —?

dita) pé P Pe 7(PÉ PÉ), — 2 | PO PE (a?) 7 Td,
q

e ainda fazendo xº = t, obtemos
co ­ pV29(PÉ) pala, — " PE PRO dt.t+

Portanto os polinômios PÉ19) são ortogonais com relação a função peso
pet

Gt)=
q

,

em (0,00).
<... < Gi os zeros de Pótaro,Seja e > O, Gra <... < Gl, os zeros de PP, Ge

Então, como
OE) t+rl/(q+o)
Vet)  t+l1/q

é uma função crescente em t, temos para 1 <i <r, (veja [21,p.116]),

Fi <O, (4.2.19)

Seja q3,1 <... < q5,, os zeros positivos de P$!9 e 99 <... < q8º os zeros positivos
de P$º(9*9, isto é, Ge; = (a5,,)º e Gt = (9515)? e de (4.2.19), obtemos

ate — AqDori < DRrio
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

para 1<i<r.

Do Lema 4.2.10 sabemos que os zeros positivos de H>2r­, são também zeros positivos
de P$º(*) (note que PÉ tem um zero de multiplicidade dois em x = 0). Portanto para
1<i<r—­1

— CO oo q qhar1i = Dori < Driv1 < Brivi => Rarii < Brig

(31) Análoga à demonstração do item (i).

Após estes resultados podemos encontrar a relação entre os zeros dos polinômios ortogo­
nais de Sobolev associados a (4.2.4) e os zeros dos polinômios ortogonais associados à medida
ddr.

Teorema 4.2.3 Consideremos o produto interno (4.2.4). Seja (P$1)%, a segúência de po­
2

:linômios ortogonais mônicos com relação a dd,, onde déi(x) = rd. Seja n > 3, para
q

n = 2r+1,qgox1 <... < pr, denotam os zeros positivos de PÉ e Sar+11 <<... < Soartir
denotam os zeros positivos de Sar4+1, então

Qor,1 < Sar+1,1 < ­.. < Qorr < Sortl,r'

Para n = 27, Qpr­11 <... < Qrir denotam os zeros positivos de PÉ!, esa <...< Sar
denotam os maiores zeros positivos de Sar, então

Dar—1,1 < Sor2 <<... < Qr­lr­1 < Sorr

Se Sar tem 2r zeros reais e distintos, s27,1 denota o menor zero positivo, então

S2r,1 < Pr—1,1­

Demonstração: (i) Para n = 2r +1: sejam hor­11 <...< hor­17—1 OS Zeros positivos de
Har1. Do Teorema 4.2.2 temos parar > 2e1<i<r—1

Sar+1i < hor—1i­ (4.2.20)

Do item (1) do Lema 4.2.11 temos para L<i<r—1

hor­1i < DPrit1­ (4.2.21)

Sejam 02ar41,1 < ­.. < Oar11,r OS Extremos positivos de S2r11. Do Lema 4.2.7 obtemos para
1<1<r

ari < Ogrt1i. (4.2.22)
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Também temos para 1 <i<r

FTort+1,i < Soar+Ll,i­

À combinação de (4.2.20)­(4.2.23), para 1 <i <r — 1, resulta em

Dari < Sar+1,i < Pri+l­

Mas de (4.2.22) e (4.2.23), qorr < Cort1.r < Sart1,r, Portanto

Jor1 < Sar+1,1 <­.. < rr < Sornir, T22

Para r = 1 obtemos do Lema 4.2.7 e (4.2.23) que q21 < sa1, O que completa a prova do
teorema para n = 2r + 1.

(1) Para n = 2r: sejam har—21<...< har­ar OS zeros positivos de H2r­2. Do Teorema
4.2.2, temos para r > 3 e2<i<r—l, que

Sori < hora. (4.2.24)

Do Lema 4.2.11 (ii), temos, para 1 <i1 <r — 1, que

har­2i < Pari (4.2.25)

Sejam 027,1 < ... < Oarr— OS extremos positivos de Sa. Do Lema 4.2.9 obtemos, para
2<1<r, que

DPar—=1,i­1 < Tori. (4.2.26)

Também temos para 2<t<r

Oari­1 < Sori­ (4.2.27)

A combinação de (4.2.24)­(4.2.27) fornece, para 2 <i <r—l,

Qar­1,i­1 < Sori < Qr—1,i­

Como qar­1,r­1 < Oarr—1 < Sor temos

Aar—1,1 < S2r,2 < ... < Pr­ir­1 < Sorry:

Se S2xr não tem zeros complexos, então, usando o Teorema 4.2.2 e o Lema 4.2.11 (ii), temos

Sar1 < hor­21 < Pr­11)

que prova o teorema para n = 2r.

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



4.2 Produto interno de Sobolev S,

4.2.2. Produto interno de Sobolev Sxg& associado à medida (1—xº)º­!Y?dx
Lembramos do Corolário 3.3.2 que

(1 — xº)o+1/2do(a)= (1— 2º)da, do(a)= (1­2) dz e di(0)e TT ,

para q > —1, Pé(x) = GI (x) e Pé(z) = GÍO (x). O produto interno S2g é dado por
1 1 2(f, 98% = ff, f(s)a(s)(1 — xº)ºVP do + ff, f'(a)9'(1)O aaa (1— 2º) +? qr,

onde q > —1. Os polinômios ortogonais associados satisfazem So(xr) = 1, Si(r1) = x, Sa(r) =
GI(1) e paran >2,

Sn+1(2) + an1(9, 61, Ka) Sna1() = GO(x) + dis1(9)GO (0), (4.2.28)

onde an1(q,K1,K2) > O e di1(g) > O, para q > O, são dados por (3.3.10) e (3.3.11),
respectivamente. Ainda temos que

a a CARTEIRA CATE)P$'(x) = GEP (x) + da­2(9) GS (3) = .—. + da (9) E
e portanto, derivando a relação (4.2.28) e dividindo por n + 1, obtemos

Sn+1(2) Sn1(%)
n+1l +t& n—l ,Ph(s)=

n—1l

nn Tana(g, K1,K2) > O.onde ec, = cn(g, Kk1,K2) =

Tomando «1, = O e q > O podemos escrever o produto interno Sag da forma

(1­ 22)a+1/2'

2r0a­1/2 Ka
fº

1 'TED fSA=P) de + 2 N"SITÇA: (4230)
(1 — qº)o+1/2

1º +1/q
1— xº)o+1/21­2 a­1/24 (f 7”) DRIq

bauer do tipo II. Por isso podemos encontrar resultados análogos aos encontrados em [7],
onde os autores estudaram o comportamento dos zeros de polinômios ortogonais de Sobolev

Definindo dé,(1) = dr, temos que o par de medidas (dyo,dd,) =

da ) é um par de medidas simetricamente coerente de Gegen­

associados a par simetricamente coerente envolvendo a medida de Gegenbauer.

Inicialmente precisaremos de alguns resultados preliminares para determinarmos a posição
dos zeros de S, com relação aos zeros de Gegenbauer. Também trabalharemos com dois ca­
SOS: n par ou n ímpar.
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Os resultados a seguir terão suas demonstrações omitidas por serem análogas às anteri­
ores e podem ser encontradas em [7].

n=2r: Parar > 1 ei Eef(­—1,0,...,r— 1) definimos
1 Nimi = ff, Sar(x) (2 + 2) (1— 22) V2Adr, i=0,...,r1

m",=OoO.

A relação de recorrência para os mi é dada a seguir.

Lema 4.2.12 Parar > 3 e2<i<r—1 temos

mio, = timia, + (1 2)umi a),
ondes; >0,t;> O eu >O0.

Também podemos avaliar o sinal de mf.

Lema 4.2.13 Parar > 2e1<i<r—1 temos

G)mç=0
(ii) sinal(mY) = (—1)"++A,

Lema 4.2.14 Sejar > 2 en(x) um polinômio mônico par de grau 2k, tal que todos os zeros
de nm(x) são reais. Definimos

1

=hR= f Sar(r)n(X)(1 = xº)ºVW dr.
—l

Sel <k<r—1, então sinal(11) = (—1)"HH,

n=2r+1: Parar > 1 eief(­—1,0,...,r— 1) definimos
1 +

= f 28(+) (1 1º)­V2gr.
—l

A relação de recorrência de nf é dada por

Lema 4.2.15 Parar > 3 e2<i<r—1l1 temos

2K2 .ui = .N.. [int — emp +(1­2)0ANT 3),
ondedó; > 0,e;> 0 e 0;>O0.

Também temos um resultado sobre o sinal de ur.
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Lema 4.2.16 Parar > 1 e O <i<r—1 temos

sinal(ur) = (—1)"HH,

Lema 4.2.17 Sejar > 1 en(xr) um polinômio mônico par de grau 2k, tal que todos os zeros
de m(x) são reais. Definimos

1

L= " rSarn1(r)n(x)(1 = x) Wo.
1

Se0<k<r—1l, então sinal(1]7) = (—1)"+HHA,

Com o resultado a seguir podemos encontrar a relação entre os zeros dos polinômios
ortogonais de Sobolev associados a (4.2.30) e os zeros dos polinômios ortogonais de Gegen­
bauer.

Teorema 4.2.4 Consideremos o produto interno (4.2.30). Seja n > 3, então S, tem pelo
menos n — 2 zeros reais e distintos. Sejam gn1 < ... < Gn OS zeros positivos de GO e
Sn2 <...< Snr 08 Maiores zeros positivos de Sn, então

Gn] < Sn2a <<... < Snr < Gnr

Se Sn tem nº zeros reais e distintos, então sn1 denota o menor zero positivo e

Sn1 < Gn1­

Teorema 4.2.5 Consideremos o produto interno (4.2.30). Sejar > 1, então Sar) tem 2r
extremos diferentes. (P$:1)%, denota a sequência de polinômios ortogonais mônicos com
relação a dáê,, onde dd1(x) = Lda, Rar) < ... < qr, denotam os zeros positivos de
Pó e Dar+1,1 <­... < Oar41,r denotam os extremos positivos de Sar41, então

Dr1 < Tar+1,1 < ­.­ < Prr < Dortlr

Teorema 4.2.6 Consideremos o produto interno (4.2.30). Sejar > O, então Sar) tem
2r +1 zeros reais e distintos.

Como continuidade deste trabalho, de maneira natural, sugere­se a investigação de re­
sultados semelhantes quando «1 É O.
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Capítulo 5

Propriedades assintóticas

Neste capítulo estudaremos as propriedades assintóticas de polinômios ortogonais de
Sobolev associados a certas medidas simétricas relacionadas, envolvendo os dois tipos de
produtos internos apresentados no capítulo 3. Estes estudos foram baseados nos trabalhos
de Alfaro e outros [1], Marcellán e outros [10] e Martínez­Finkelshtein e outros [13], onde
as medidas envolvidas formam par simetricamente coerente do tipo Hermite [1] e do tipo
Gegenbauer [10, 13].

5.1. Produto interno de Sobolev S,

Lembramos novamente algumas definições da seção 3.2.
Sejam dá, e dVy, medidas simétricas clássicas tais que os polinômios ortogonais mônicos

associados satisfazem PP!(x) = nPY! (x), n > 1 e do tal que

dio(x) = (1 + axº)dd1(z).

O produto interno de Sobolev S, é dado por

(fds = (EIvo + REF Ida

De (3.1.2) e (3.1.3) temos

Pi(z) = PP (2) + da­2(a) PIS2(0),
d1  d1, Ó Óof  uloiasi..conkhdn­2(g) =1 Vo Vo %o vo

Pp 3
do n>2.

n—2 Ho %2 3 ­.. An]

Apresentamos a seguir resultados sobre o comportamento assintótico dos coeficientes
drn(g) e an(qg, 41,42) do Corolário 3.2.1, ou seja, no caso em que uma das medidas é a de
Hermite.
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5.1 Produto interno de Sobolev S,

5.1.1. Produto interno de Sobolev Sig associado à medida e” dr
Consideremos neste caso

para q > O, onde Pé!1(x) = Púi(r) = Hr(r) e, como no Corolário 3.2.1,

(f9I)su = f. f(x)9(1)( + x1 + grº)e "dr + «2f fr) (1)e "dr. — (511)
Temos que

vo — [º 21 =? noº — [P(1 2) =?uoº = (1+qgr)e dr==> —— = = +xº Je? dr,
—eo q eo NI

portanto,

lim —po” =| Petdrs= | dup(x)= ugº,q­oo q —oo

onde dup(x) = x?ºe “dr.
Calculemos o valor de a%º, quando q — co. De (2.1.4)

me Pia SRP) +a2)eFado
­1 7? n>3.CISEAPY3(2))2(1+ gr2)e­Pda'

a

Dividindo numerador e denominador da equação acima por q e aplicando o limite, obtemos

x))º dv, Polim a%o So(Pria(r))ºduo(s) pm,)
amoo MA PAGA) Pra =o", n>3.

Assim, quando q — oo

di o d1lim drn­2(g) = dn­2(00)= no ag'as ano — La n> 2. (5.1.2)Vo vo
qo UEAZAR... Om Pn—2

Seja 1Pº7%, a sequência de polinômios ortogonais com relação à medida xºe** em
(—oco, oo), onde À é par, então

o 0, mÉÊN,| PO) (x) PO) (x)xºe”dr = j.
oo po >0, m=n.

Logo, para m É n

frPa)PO (1) dendr=0=  PPO) PO(1)2ºe dr =0.
63
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5.1 Produto interno de Sobolev S,

Fazendo x? = y, obtemos

fPRP (VV Pe tçõady =0=>/ POPFeray=0,o

portanto,
­

—lPO) = LE),
Esonde LÍ 7) são os polinômios de Laguerre de parâmetro E,

Analogamente, para m £ n

—? —.x?[POPA == [ PROPOSTA ar so.
=oo

Fazendo 7º = y

oco p(6) po1 dy =0 " an+1(/4) Pam l/9) 832 uq, =02/4 NE E)
oo= / POPA Fera =0,

o

" PO) (Va) PO (a) Re"

portanto,
, E+1PO) =L24""().

Álém disso,

= PROPROS Ad =2[ PAPASCA do,
e fazendo xº = y, obtemos

o = 2 PPNVDRR VI esa= [ ROBON F er
fUP FT etay=,

portanto,
(9) (LÊ)
2n = Dn ,

B 2 2a= / PRPA da =2 [ PAPR (0) e da,
=0oo

Fazendo novamente xº = y,

po (9)
(9) po) po) Bra. mu 1 1, [OP PonnilVU)Ponii(VO) em —,2n+1 POL VDPALN (VI 2/59” À ST 4 y y

NS 2 so
­ L,f POR OP =[UP Pe = O,

o
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5.1 Produto interno de Sobolev S,

temos então que
(1,8)Pata =0n'º?.

Assim, de (5.1.2) concluímos que

pd AD pQESA
à. Ra Aa AE “A

Piha pa pl?:

" —

Pnti  Pontí
—lim doan=1(g) = dan—1(00) = ciano maio7 Es n, n>1, (5.1.4)

2n­1 Pan­1 nl

pois pf = T(n+a+1)n! (veja seção 2.1.2).

2 is 1Teorema 5.1.1 A segúência (br), = Í ­ e) é limitada por 2x1 e converge para
b= ex de an = anla, 11,152) é dado em (3.2.9), À = " ele) =z+VP­1
com Vxº — 1 > O quando x > 1.

n=l

Demonstração: Das relações (3.1.3) e (3.2.2) temos que

pão pãoan =4q E = b, =2"—Se

Do produto interno S,y e usando a propriedade extremal da norma de polinômios ortogonais,
temos

pr = (Sn Sam = | St(x)do(2) + 5 f sato) + / S(n)dhh(a)
f Proa +m f PL) 46)

oo

+on? f (PA (2))ºdn(0)
oo

f PENA + ar)dói() + pt + man?pts,
—oo

/ (Pto(a))ºdd1(a) +q f ePP() AE) + mol + manot,
=oo

péº + gps, + xapé! + xonºpli,

e portanto,

<
DAR

—

2pfh2
 (n+2)laia + (L+eDA +eantpfia]  (n+ (of, + Eapfo + senaçf,
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5.1 Produto interno de Sobolev S,

1Fazendo agora À = ” ef? = — obtemos
b 20742 208,

n—= .Sm +2)oii, + &E2pt+ ECN (n+2)lota + An2pé!]
nFComo pé!= , chegamos que

n+1 1 2 1
"Oo nt+li+4aon1+4A42 24401

1

Portanto, bj <ST1“ 1, para todo n > 1.
Mostremos agora que (b,)%, converge para b = De (3.2.9) temos que

1

(24 +1)'
(n+1D)(n+2)

a. ==n 2 '(n+D(n+2) +42 + 8n 2 + 4dh­2(g) — dano
dn(q) q q

n> 2.

K l+«Para n par, À = " e&= " À, podemos escrever
(n+DN(2n+2)

+4(e­ 2) + 16nà + 4don—2(9) — 4da9n­2
n — , >1,“ PnFUnT2 nz

dan(g)

fazendo q — oco e usando (5.1.3) temos

(2n + 1)(2n + 2)
242n = ; n>1.2(2n + 1) + 48º + 16nA + 4n — 402972

, Ko 2 l+mPara n ímpar, A= — e 6º = , podemos escrever
q q

(2n + 2)(2n + 3)
— >fPnt+l o on +a)(2n+3) nah

dan+1 (q)

fazendo q — oco e usando (5.1.4) temos

(2n + 2)(2n + 3)
2(2n + 3) + 46º + 8(2n + 1)A + dn — das”A2n+1 = n>1.

De (5.1.5) e (5.1.6) podemos concluir que

(n+1)(n+2)
an=
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5.1 Produto interno de Sobolev S,

Multiplicando os dois lados da igualdade acima por 2 e dividindo por n + 2, obtemos

n+1l
b, =
* 202A+Dn+1+28 = nbh2' n>2.

Suponhamos que b, — bb, quando n — oco Então, º 224 +1)b+1 = O
==> b= 224+1+/(2º4+1)º­1. Comob < 1, temos que b = 224 +1­— (24 +1)º—1,

ou seja, b = EAF Portanto, se (br), converge, temos que (br), converge para
b = TOIFD' Mostremos então que (br), converge.

n+1—b[2(24+1)n+14+28 — nba]
2(2A + 1)n + 1 + 268º — nbn­2

n+1—b[2(24+1)n +1+ 268] + nblbi­2 — b) + nb?
2(24 +1)n +1+282— nbn­2

n[1 — 2(24 + 1)b + bº] + 1 — b(1 + 268º) + nblbi­2 — Ob]
2(24 + 1)n + 1+ 268º — nbn­2 |

n[b? — 2(24 + 1)b + 1) + 1 — b(1 + 28?) nblbn­2— b|
2(2A +1)n + 1+268º — nbn­2 |[2(24 +1)n +1+282 —nbnol'

ln = bj

Temos que br­2 < 1, para todo n > 1. Assim, n +1+28º — nbh­2 > 268º +1>0Oeentão,
(4An +n) +n+1+26º nb 2>4nt+mn. Portanto,

In[b? — 2(2A +1)b + 1) +1—b(14+28)| — blbia— |
(44 +1)n 424 +1

lb — bl <

o que implica

limsup |b, — b| < lim sup |br­2 — b) —=> lim sup |b, — bj) = O

e o resultado segue.

O teorema a seguir mostra o comportamento assintótico da razão entre polinômios or­
togonais de Sobolev associados a (5.1.1) e os polinômios ortogonais de Hermite.

Teorema 5.1.2 Os polinômios ortogonais de Sobolev, Sn, com relação ao produto interno
(5.1.1) satisfazem

lim Sn(r) ­ (24 +1)
noco Hh(t) Q(2A+1)—1

umformemente em conjuntos compactos de CNR, onde à = ” ep(r)=x+yY/xº­Ll
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5.1 Produto interno de Sobolev S,

Demonstração: Com a notação

fn(r) = o cn(r) = MA a(x)
a fórmula (3.2.8) torna­se

fnra(r) =1 + en(x) fa(o), (5.1.7)

onde f, e c, são funções analíticas em CNR e usando o Teorema 5.1.1 e o resultado (2.1.10)

AO 1 DMA 10am ento) = menção)nã 2H) ——pEATD
uniformemente em subconjuntos compactos de CNR.

Se fizermos

ma) = fala) = =,
então de (5.1.7)

gns2(2) =P (fla) = =) + fala)(cn(a) = d) = banla) + (9nl0) + 5) (9) —D),1­0

ou seja,

Gn+2(x) = bgn(x) + en(o), (5.1.8)

com en(x) = (5x) + e.) (en(x) — db).
De (5.1.7) temos

nra(x)| < 1 + len(D)||fa(0)|.

Como cn(r) — b uniformemente e O < b < 1 então, existe N E N, tal que, para todo
n > N, len(tx)|) < m < 1. Logo,

|n+2(x)| 1+m|fv(0)|

n+a(2)| 1+mlfvre(o)| <1+m+mº|fv(x)|
n+6(0)| 1 + mfvaa(t)|) E 1 +m+mº+ mó|fv(o)|

l1­m. .

i
.|fn+2i(T)| l+m+mº+mº+... +mPl + milfv(o)|= + nmlfv(x)|

l1­m
1

< = r)| = M.ss +Ifn(a)|
Portanto, fn(r) e, conseqiientemente, gn(r) são uniformemente limitadas em subconjuntos
compactos de CNR. Além disso, como cr(x) — bh, então lim en(r) = O uniformemente em

n—0oo
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5.1 Produto interno de Sobolev S,

subconjuntos compactos de CWR e de (5.1.8) podemos ver o mesmo comportamento para
g9n(r). Logo,

: 1 . Sn(t)  (2A4+1)
in fls Ting pEATD!

uniformemente em conjuntos compactos de CAR.

Estes resultados são análogos aos resultados encontrados em [1], onde os autores estu­
daram as propriedades assintóticas de polinômios ortogonais de Sobolev associados a pares
coerentes envolvendo medidas de Hermite.

5.1.2 Produto interno de Sobolev Sg associado à medida (1—xº)º!/?dx
Apresentaremos agora resultados sobre o comportamento dos coeficientes dr(qg) e

an(qg, K1, Ka) do Corolário 3.2.2, no caso em que uma das medidas é a de Gegenbauer.
Para isto tomamos

déi(x)= (12º) Pd, dia(s) =(1­2º)9*Pde e dio(s)=(1+97)(1­2º)9Pdo,
para q > —1, onde Pé:1(x) = GIP (x), Ph(s) = GIP(1) e

1 1(f9d8e=f faEA + + PVda+ [ Pa) ()A ­ 221 2do, (519)—l =

para q > —1l. De (3.2.2) sabemos que

drptº
nTnSs .

prG

Seja do = Vo + K1d1, então
1 1 1e = (Sn Sdaç= | Std+m [ Stam>m [ Sam

—l —l —l

Escrevendo os polinômios de Sobolev como combinação linear dos polinômios de Gegenbauer
GÍº e em seguida derivando, obtemos

pro > Kanºphho

Logo,
%o po

0 < 2

sx < :

pnº Kon?phi,
Mas, para q = —1, temos que dy” = dy, e assim

a nín+2a+1) —.l uando n=—co
To am+Hariçm+o) 4 !
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5.1 Produto interno de Sobolev S,

péentão Se. — 0, quando n— co.
Pn

nín +1)
(MnFalmtaA+il)De (3.2.16), podemos observar que da1(—1) = —. para

n —> oo, portanto

an — 0, quando n— co. (5.1.10)

O próximo teorema fornece o comportamento assintótico da razão entre os polinômios
ortogonais de Sobolev associados a (5.1.9) e os polinômios ortogonais de Gegenbauer de
parâmetro a.

Teorema 5.1.3 Os polinômios ortogonais de Sobolev, Sn, com relação ao produto interno
(5.1.9) satisfazem

Sn(x)
CANTO TENSneo Gn (x)

umformemente em conjuntos compactos de CN[­1,1].

,

Demonstração: Usando a notação

GP(x)Sn(z)fn(z) = om cn(x) =.
a fórmula (3.2.12) torna­se

fn+2(x) =1+ cer(x) fn(0). (5.1.11)

O comportamento assintótico de Gl x) é bem conhecido e pode ser obtido de [21]

GI) = 212(72 — 1) /2%(Vr+1+Ve>1)º(p(1)/2)"/(1+0(1)), (5.112)

uniformemente em subconjuntos compactos de CY[­1,1], quando nº — oco, onde
z(n) = o(g(n)) significa que —< — 0, n — co. Logo,9(n)

GI (x) 4
a 2 ,GE (x) º(x) (5.1.13)

uniformemente em subconjuntos compactos de CV[­1,1], onde p(r) = x + Vxº — 1. Como
an — 0, quando n— oco, temos que limn.oo cn(r) = O, uniformemente em subconjun­
tos compactos de CY[—1,1]. Logo, existe N E N, tal que, para n > N, |en| < m < 1. Assim,
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5.1 Produto interno de Sobolev S,

de (5.1.11)

n+2()| 1 + ml fv(x)|

n+a()| 1+m|fv+e(9)| < 1+m+mº|fv(o)|
n+6s()| 1+mlfv+a(t)|) e 1 + m+mº+ mi fo(o)|

1—­m'
e + mil fv(o)nv+alo)| < l+m+mº+mº +... + ml + milfv(o)| =

1
=— = M.< —+lfv(o)|

Portanto, fn(xr) é uniformemente limitada em subconjuntos compactos de CV[—1,1] e então,
de (5.1.11)

,
lim f(x) =1= lim Sn)

n—0oo n—oo Gt)(x)
uniformemente em conjuntos compactos de CV[—1, 1].

Também podemos observar o comportamento assintótico da razão entre os polinômios
ortogonais de Sobolev associados a (5.1.9) e os polinômios ortogonais de Gegenbauer de
parâmetro a + 1.

Teorema 5.1.4 Os polinômios ortogonais de Sobolev, Sn, com relação ao produto interno
(5.1.9) satisfazem

Sn(x) 2
lim =

;neco lt) (0)
umformemente em conjuntos compactos de CN[­1,1], onde p(x) = x+Vxº— 1.

Demonstração: Temos que

Sax) So) GO()
Get!) (x) Gt) (x) Get (x) '

De (5.1.12), obtemos

GM) AMET NI 2
GEP) (Vrerlt+ye­! x+V8P—1 (0)

para n — co. Portanto, de (5.1.14) e do Teorema 5.1.3, obtemos

Sn(x) ss 2
GEN (0) para mn— co.
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5.1. Produto interno de Sobolev S,

Os resultados apresentados acima são análogos aos resultados encontrados em [10] no
estudo do comportamento assintótico da razão entre os polinômios ortogonais de Sobolev e
os polinômios de Gegenbauer, envolvendo pares simetricamente coerentes de medidas. Além
disso, em [10] foi provado que para todo par simetricamente coerente fdu', dus), onde o
suporte de du, é [­1,1], vale

.  Sn(x) 2
1 =

)noco PEº(T) QD)
onde PH? são os polinômios ortogonais mônicos associados à duo.

Analisemos agora o comportamento assintótico dos coeficientes dn(g), quando q > —1,
q ;£ O. Da relação de recorrência dos polinômios de Gegenbauer, obtemos

Gra(e) + al GE (2) = ºC(2) — afPaGTa(0).
Como

GL (x) = GO(2) + a(9,GO),
segue que

GR(x) = [2º— (09 + aQDIGA(3) — al alP GM (0).
De (3.1.2)

GE (x) = PY (x) + da1() PÉ (0)

e pela identidade de Christoffel (3.1.4),
(a)14+ 42x? ” (a) Gr+2(7) (a)——— PYo (7)= GY — —H2:2 Go),(x)= +2(zx) GO) ( )

1 2

onde 4 = /—1/qg. Multiplicando (5.1.16) por — e usando (5.1.17), obtemos
a

1 GO a Gí aGOL(1) = 2242 dei(0) + O GO(5) + dita)EOGO(5). (5.118)Gn) Gn)
Comparando a equação acima com (5.1.15), concluímos que

(a)da.( Erin)7) — (a) o”
GA)(7) n+1Xn+2º

GP) —
GEL) AO quando n— oco
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5.1. Produto interno de Sobolev S,

(ta) n(ín +2a — 1) 1
2e como aj]= Im+amITaAa­D' temos que ol, — =, quando n — oo, então4

(5.1.20)

para q> —l eq *£ O, onde y = yV/­—1/g.

O resultado apresentado a seguir mostra o comportamento assintótico da razão entre os
polinômios ortogonais de Sobolev e os polinômios ortogonais associados à medida do.

Teorema 5.1.5 Os polinômios ortogonais de Sobolev, Sn, com relação ao produto interno
(5.1.9) satisfazem

lim Sn(2) =1­— — ll,
noco PÚº (x) º(7)9º(x)

umformemente em conjuntos compactos de CN[­1,1], para q> —1 eq£0, onde P%º são
polinômios ortogonais com relação a dio(x) = (1 + qax)(1 — x?) Wºdr, = V—1/q e
v(r)=x+yV17º­l.

Demonstração: Substituindo a equação (5.1.16) na equação (5.1.17), obtemos também

Go) Go)Pita(a)= Ja? + 2 = du)+ SE] preta) + dal) niCria)pio (x) (51.21)EO) CEM)

Como dy, é uma medida simétrica, os polinômios ortogonais associados P*%º satisfazem
a relação

PYva(z1) = PY (x) = af PÉ (x) == 1º PÓ (x) = ave PÉ (x) = oo PÚº (x)
xºPYº(x) — of(PPº(x) + atºPÉº2(x))— ala PÉº (0),

ou seja,

Pira(zJ= fx? = (aÉs, + ao.) PÉ (x) = atrats, Poaz)

Comparando (5.1.21) e (5.1.22), obtemos

GE(7)dn­2(g)= —ofºokº, ­” :

GÍ2(7)
Por outro lado, de (5.1.19), temos que
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5.1 Produto interno de Sobolev S,

avoato EFRPM — ta ta Erea(M)n "n+ a — "nn n+ a .

GL) GCP)
1 GO (x)

­

E — —, então1º Gm PO
” 1

atºats, — 76'
Além disso, comparando novamente (5.1.21) e (5.1.22) e também (5.1.15) e (5.1.18) obtemos,
respectivamente, as duas relações abaixo

GELO 1
coy 4

GE)à
Gm1

of, + ado = dh (9) —

,

logo,
GO) ( Ga)Gr ta() a a (1) 1— +º = afod; + afod, ++ Ental») +>­91 + o, +XWZN—GP a Gria(1) 4

e portanto,

a + ao, — 7
1 1 1Como os coeficientes afal — — e atrato — — e ainda a + af, —­2eAnt+1 n+116 16 2

1a%º + af, — = temos que os polinômios Ge. P*%º também convergem para o mesmo
2

GI(x) 4 2 PE) 4
Ga(0) ­ pº(x)' PE Prosa)Pú(&) 5)valor (veja Van Assche [22]). Assim, como

De (3.2.12) sabemos que

Sn+1(2) + an1(9, 1, 62) Sn1(2) = GI (2) = PÚÍ9 (8) + da­1(9) PÉ (0),
dividindo a equação acima por PY (x) e aplicando o limite, obtemos

Pp” nelim Snalz) = 1+ lim (ato 1(z2) ­ lim (ano)no o (xx) nos PX1(r) no Pot (x)

e de (5.1.10) e (5.1.20) segue o resultado desejado.

Note que para q = O temos que dyo(r) = dd1(x) = (1— xº)º!? e Pto(s) = Gs),
então

Sn(£)
1 7 =n—00 Pr o (x)

uniformemente em conjuntos compactos de CV[—1, 1], como mostra o Teorema 5.1.3.

,
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5.2 Produto interno de Sobolev S,

5.2 Produto interno de Sobolev S,

Sejam dd, e dyo medidas clássicas simétricas, tais que os polinômios ortogonais mônicos
associados P$ e PYº satisfazem P%º(x) = nPÉº(1), n > 1e a medida dy, dada por

1

O produto interno de Sobolev S,; é dado por

(f, 9)s. = (S, Ido + (S, I)dmdotrava

7 n+1l

Como no caso anterior, encontramos resultados sobre o comportamento dos coeficientes

dn­2(g), n > 2.

dn(g) e an(qg, k1, 1) do Corolário 3.3.1 que serão importantes para obtermos o comportamento
assintótico da razão entre os polinômios ortogonais de Hermite e Sobolev.

5.2.1. Produto interno de Sobolev S;y associado à medida e“ dr

Para estudarmos o comportamento assintótico da razão entre os polinômios ortogonais de
Sobolev associados a S2 e os polinômios de Hermite, utilizaremos os resultados do Corolário
3.3.1. Consideremos

ddo(r) = duo(r) = e”dr, dhh(x)

para q > O, então Pé&(x) = P%º(x) = Hnh(x),

Em = | foE+ fo

l+qg7
—s?

Ka +Ka+Krigrº
d. 2.IT +or e” dr (5.2.1)

lh)+ desi(a)Hr1(0))
Hh(r) + dh­2(g)Hn2o(T), n>2,

Pi (x)

v1

da­2(a)=q7Fm, n>2,
Pn­2

dn1(g)
n

:
2

e portanto, como foi provado em [1], tende a 1, quando n — co, para x17 = O.

Logo,

2dn(a) — 1, quando n— co, (5.2.2)
n+2

para q> 0 ex, =0. Ássim podemos provar o seguinte resultado.
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5.2 Produto interno de Sobolev S,

com
2a, 1ºTeorema 5.2.1 À segúência (b,)%, = | “ ) 1+1/q

é limit A
— imitada por A + ox"

q>0e converge para b = TEITD' quando x, = O, onde ar = an(g,K1,4%2) é dado
em (3.3.6), À = — ep(r)=x+yxº­L.

n=l

Demonstração: De (3.3.3)

— dr(g)(pto + xin?pio,)
=

S2H
Pn

, nal,n

7 n+2 n+2)0%
onde dr (g) = drn­1(9) = tonaont

don NPn=1
. Mas, déo(x) = dyo(x) = e *dr, logo

aptodo —
PnX1 = n ,plo=pr= RR

2% — qoria pio + mntoia
n+2 pÊº per , n>1l.bn

Temos que

2 f inoetas [ EE a(o) am =/ (= + 2) H2(1)da (x)q oo =oo Ooo

fo(+)| eo >A,
apt,
pfº

então <l,e

< + manto,bn —= pes , n > 1.

Mas, pela propriedade extremal

per = (Sn, Sn)sa2g = (Sn, Sndvo + K1(Sn, Sn) do + r2(Sw Sid 2 pés + einºpi, + ranº pila,
logo,

pão + KainºpÃda
—

1
bn < —

,pio + eimºp, + ranºphl, ronºphl,
pio (1+2nx1)

n>1l (5.2.3)

Como os polinômios PÉ* são simétricos e formam uma base para polinômios simétricos,
podemos escrever (1+ qgxº)H, como combinação linear de PÉ' da forma

n/2]

(1+ qxº)Hn(z) = aPÍ(x) + 3 en­asPiia;(4).
j=0
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5.2 Produto interno de Sobolev S,

Portanto, para 1 = 0,1,...,|n/2],

[0+)o) Pts É nuf (Pix),
logo cn­2;: = O, para à =1,2,...,|n/2]. Assim, para 1 = O, obtemos

e então,
do

(1+ gr?) Ha(x) = qPYL,(x)++Phi(1).
Portanto,

fa + gxº)Ha(r)Ha(r)e"dz = af PUL(z)H, (x1)e*de + x2E Ph(r)H,(x)e”PP dy
oO => pé + af xºPH2(1)e"do=afPi(2)(1 + 22),e)1+q9x?

oo

Da relação de recorrência (2.1.8),

zHn(z)=Han1(1)+ THn­1().
Substituindo na relação acima,

eta xH, (&)(Hrn(r)+ Zn (0)) Parse Ps(x)IºH,()anto)+ E
= n

n —= pfº + qa (oiga + 3080) = Polia + E­2
Dividindo ambos os lados da igualdade acima por pé, obtemos.

do 1 pé 12Pn+2

v vPR — Prel > 1

pi, 26  l1+a(n—3)

e então,

Assim,
2 2 2

nm 2
>

,n+qanº—=8 n+qonto nºl+g)
ou seja,

pa > 2
pi WA +a)

T7
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5.2 Produto interno de Sobolev S,

Substituindo em (5.2.3), temos que

bn<
1+ (1+qg)(1+2nx1)

Portanto, para x, = O,

1+1/g—ESI O <1, >1.
1+1/9+2 para n=

De (3.3.6), obtemos

­ n(n — 1dn(q) n>3
nín— 1) +4d1­2(9)(2n%2 +[dia(a)—=analYan=

2

para x, = 0. Multiplicando ambos os lados da equação por nx? e dividindo numerador e
denominador por n(n — 1), obtemos

2dr(a)

­

n+ 2
= n>3,

8Xdn­2(g) , 4di2(a) 2dn2(a) "

n—1l n(n — 1) n—1l
bn­21+

onde À = ”"
Suponhamos que b, — à, quando n — co. Então, bº — 2(2A + 1)b +1=0e assim

como b, < 1, para todo n > 1, temos que b = —————.. q TO +1)
Mostremos que (br,, converge para , quando x, = O.

dr(a)2
Fazendo en =azendo e = —>»

(24 +1)

temos que

En

+ e? no
n2n —144

n—l

DEln — b] =
1+>

n
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5.2 Produto interno de Sobolev S,

Somando e subtraindo o termo n/(n — 1)en—2b?, obtemos

SF n n
]

nE  bil+ SR +42 En—2] + Enab [bn­a — db] tz[Fo nl n—1 “| n—lbn — bl Rn 2 n n

1+ no qn? + 4h = qn? — no pénmabn­a
——— E — ob?

n­2 + 427 A én­a + n— Enab?—— e 1

n

1+— ot—1 €n =——— cen 2 (44 — bn­2)—
Enabbn­2 — b|

n

—1

ed .+ ?
— 17"? nl En—2(423 = bn­2)

Como bn­2 < 1 então 4º — br­2 > 42% —1. Assim,

n

1+­ 2 +=16
—1—nén­o2(44— bn2) >= en2a (s+an­1+2 ) >O0nNnén­2

e portanto,

1

—lEna (ena+ar=1+ ? )€n—2

1b1+ — nr 6n­2 + 4X— n 2En­al| + Enab
n —

Hlb= bl <
n

n—1

Usando (5.2.2) podemos concluir que

lim sup |b, — bl < ——— lim sup |[bn­2 — bl.
n—00 41X +1 n=0o

1

Ássim, bn — b= FRI+D'
O teorema abaixo mostra o comportamento assintótico da razão entre os polinômios

ortogonais de Sobolev associados a (5.2.1) e os polinômios de Hermite.

Teorema 5.2.2 Os polinômios ortogonais de Sobolev, Sn, com relação ao produto interno
(5.2.1) com x1 = 0 eq> O, satisfazem

lim SnSn(z)meo ala)
umformemente em conjuntos compactos de CAR.
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5.2 Produto interno de Sobolev S,

Demonstração: Como no Teorema 5.1.3 usando a notação

a fórmula (3.3.5) torna­se

gGn+2(x) = en(x)gn(x) + pPn(o),

Hh(r)onde pr(x) = 1 + dn(9) a)
Como

2d (q) 20n 1 nHh(x)
— 1, — e — —2, n—oo,
n+2 n+2 qQE+1) Hio(o)

1

(24 +1)'
uniformemente em subconjuntos compactos de CVR, onde p(xr) = + Vxº — 1.

Pnírt)— O e en(r)— n — o,

Como no Teorema 5.1.3, fn(r) é uniformemente limitada em subconjuntos compactos de
CR e então, de (5.2.4)

lim Sn(z) =
neco Hn(x) "

uniformemente em conjuntos compactos de CNR.

0,

5.2.2 Produto interno de Sobolev Sag associado à medida (1—xº)º­!/?drx
Apresentamos aqui, o comportamento assintótico dos coeficientes an(g, 1, K2) do Corolário

3.3.2 e da razão entre os polinômios ortogonais de Sobolev e de Gegenbauer, apenas para o
caso em que x, =D egq=­1.

Para isto, consideramos

(1 — 1º)o+1/2do(s)= (1—2º)9*ºde, diola)=(1­2º)"ºdr e dhle)= TT do,

para q > —1, então P&º(x) = GS (x), Pio(x) = GO (x) e para 11 = 0 e q=­1

(f 8a = ff f(r)a(x)(1 — 2º)?dr + «2 f| f5)I'()OA — 22)ºVW 2dr.
De (3.3.3), para x1 = 0 e q= —1 temos que

— dn (—1) po
dn = ,pres n>l.
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5.2 Produto interno de Sobolev S,

Pela propriedade extremal,

Pr = (Sn Sn)se=/ Sado + 2 /(S)ºda > 4º /(Sn)º dy > xanºpida,
logo

dn(— Der
2

, n>ll.Kan?pil,né

doMas, para x, = 0 e q=­—1, temos que dy, = dy = (1— xº)º !/?dr e então 2 = o,
|

PRA
assim

­ (a)

Kan

nín +20 — 1) 1d (a) = =,Onde nt Pam+alínta­1)4
nín +1)da1(—1)= — —­ ara n—co

no Ss n+aln+a+l) 4ºP

n — oo. De (3.2.16), temos que

e portanto,

an — 0, quando n—— oco,

para x1 = 0 egq=­l.

O próximo resultado descreve o comportamento assintótico da razão entre os polinômios
ortogonais de Sobolev e os polinômios de Gegenbauer de parâmetro a, quando x, = O e
q=2­l. Este resultado pode ser derivado de resultados encontrados em [10] e é dado
também em [13].

Teorema 5.2.3 Os polinômios ortogonais de Sobolev, Sn, com relação ao produto interno

(5.2.5) satisfazem
Sn(t7)lim =—noco Gl) (x)

umformemente em conjuntos compactos de CN[­1,1], quando 1x1 = 0 eq = ­—1, onde

1)=z+V1º­1.

Demonstração: De (3.3.9) temos que

Sn(x) + an­2Snalx) = Ga) + da­2(a)GÍ2(0).

Dividindo a relação acima por GP), obtemos

Sn(z) GR) — Snolo)GOL(0)
)mmeo
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5.2 Produto interno de Sobolev S,

Gr)
GO (x) º(x)

Além disso, de (3.2.16), temos que

De (5.1.13) temos que

.

nín +1) 1

da1(1) = “4(nt+oal(ntatl) OT para n— co.

Portanto,

Sn(zx) 1 2(1º ­ 1+x7V/rº—1) — 2/7 INV2­1+z0)
GO A) º(x) º(1)

ou seja,
Sn(£)
Gm JE quando n— co.

Em trabalho futuro, estudos análogos podem ser feitos quando x<7 £ 0 e gqÉ —L.
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