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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar as propriedades dos zeros de polinémios
ortogonais de Sobolev e o comportamento assintético da razao entre estes polinémios e
polinémios ortogonais relacionados. Estes estudos foram realizados para alguns exemplos de
polinémios ortogonais de Sobolev associados aos produtos internos de Sobolev S; e S; dados

por

(fu g)Sl = (f: g}'i'ﬂ +Kl(fa g>¢1 +'V‘"2(f!v g!)ifll € (f: 9)52 ™= (fr g}ﬁﬁo +Kl<f’|g’)¢m +K'2(f’1 g’)wli

onde (f,g)y = / f(z)g(z)dy(z), K1 e k2 sdo constantes e todas as medidas envolvidas sdo

R
simétricas. No caso do produto interno S, as medidas di e d@, sao relacionadas entre si da
forma
dipo(z) = (1 + qz?)déy ()
e no caso do produto interno S, as medidas d¢y e di; sao relacionadas por

1

= qugd%(ﬁf)'

dy ()

onde ¢ é uma constante. Os exemplos considerados para os produtos internos de Sobolev S,
e S, envolvem as medidas de Hermite e de Gegenbauer.

Palavras-chave: polindmios ortogonais, polindmios ortogonais de Sobolev, zeros de

polinémios, comportamento assintético.




Abstract

The main purpose of this work is to study the properties of the zeros of Sobolev ortho-
gonal polynomials and the asymptotic behaviour of the ratio between these polynomials
and the related orthogonal polynomials. These studies are carried out for some examples of
Sobolev orthogonal polynomials associated with the Sobolev inner products S; and S, given
by

(fs 9)01 . (f‘ g)u’)o""'cl{fs g)ffu 'Hcﬁ(ff: g!>l¢f)1 and (fa Q)S-z = (f: 9)%+K1<f’: g!>éo+ﬁ'2(f’v g’>1bn

where (f,9)v f(z)g(z)dy(z), k1 and Ky are real constants and the measures are

R
symmetric. For the inner product S; the measures diyy and d¢, are related as

dyo(z) = (1 + qz*)d¢y (),

where ¢ is a real constant. For the inner product S, the measures d¢, and dy; are related as

1

1 + qz? dgo(),

d‘!,l)l(ft) =

where ¢ is a real constant. We consider examples for the Sobolev inner products S; and S,
regarding the measures of Hermite and Gegenbauer.

Keywords: orthogonal polynomials, Sobolev orthogonal polynomials, zeros of polynomials,
asymptotic behaviour.
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Capitulo 1
Introducao

Chamamos de ponto de aumento de uma fungao real v, nao decrescente e definida em
um intervalo (a, b), qualquer ponto £ € (a, b) tal que v nao é constante em qualquer intervalo
[ —€,E+¢€ come> 0. Se £ é um ponto de aumento isolado, entao existe € > 0 tal que ¥ é
constante nos intervalos (§ —¢,&) e (€,€ + ¢).

Seja ¥ : R — R uma func¢ao nao decrescente, com infinitos pontos de aumento em

(a,b), —oo < a < b < oo e tal que os momentos

b
p;f=/;':”d'tj)(1‘), n=0,1,...,

existem e sdo finitos. Nestas condi¢des di) é chamada distribuicdo (medida positiva) em
(a,b). O suporte E C (a,b) de dip é o conjunto dos pontos de aumento de .

Sejam dyx, k =0,1,..., N, medidas positivas na reta real R, tendo suporte limitado ou
nao. Se o espaco das funcgoes diferencidveis até ordem N em R satisfaz

N
> /R O (@) () < oo

entao esse espago ¢ chamado espago de Sobolev.
A seqiiéncia de polindmios ortogonais {S,}32,, ¢ chamada seqiéncia de polinémios or-
togonais de Sobolev se S, é de grau exatamente n e

o= 3 [ sttastiania - {0

n > 0, param =n.

Estudaremos estes polinémios no caso em que N = 1 e escreveremos o produto interno como
(o)s = [ f@at@dvo@)+ A [ 1 (@) @),

1
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onde A > 0,

A motivagao inicial para o estudo de polindmios ortogonais deste tipo surge na teoria de
aproximacao, mais precisamente no problema de aproximagoes por minimos quadrados. Para
se obter a melhor aproximacao, é de grande interesse utilizar uma base de polinémios ortogo-
nais de Sobolev. O problema de aproximac¢ido por minimos quadrados aparece inicialmente
em 1947 em um trabalho de Lewis [9)].

Em trabalhos mais recentes sobre polinémios ortogonais de Sobolev associados ao pro-
duto interno (-,-)s, supoe-se que as medidas formam um par coerente ou simetricamente
coerente (definidos no Capitulo 2) pois, neste caso, obtém-se relagdes interessantes e sim-
ples. No trabalho de Berti e Sri Ranga (3], que sera a base dos nossos estudos, foi feito um
estudo dos polinémios ortogonais de Sobolev com uma nova abordagem, obtendo também
resultados simples.

Muito ja4 se conhece sobre o comportamento dos zeros dos polindmios ortogonais de
Sobolev associados ao produto interno (-, -)s, quando as medidas envolvidas formam um par
coerente ou simetricamente coerente, veja [5, 7, 14, 16].

Estudos assintéticos sobre os polindmios ortogonais de Sobolev associados ao produto
interno (-, -)s, onde as medidas envolvidas formam um par coerente ou simetricamente coer-
ente, foram realizados em [2, 11, 12, 17, 18, 19, 20] e [1, 10, 13], respectivamente.

Nosso objetivo neste trabalho é estudar o comportamento dos zeros e o comportamento
assintotico dos polindmios ortogonais de Sobolev para alguns exemplos associados aos pro-
dutos internos

(f,9)s: = (f, 9)yo + K1{f, 9) o + K2(f', 9"

(fr Q)S-z = (fr g)'flu + Kl(f’i g,‘)@’o + K?(f‘sg,)ﬂ’l’

definidos em (3], onde dvy, dp, e dy; sao medidas simétricas e diy e d¢, estao relacionadas

da forma
dio(z) = (1 + qz*)d¢y (x),

no caso do produto interno S; e onde di, doo e dy); sao medidas simétricas e di; e doo

estao relacionadas da forma )
dy,(z) = md‘ﬁu(ﬂf)s

no caso do produto interno S,, onde g pode ser qualquer valor real tal que 1+ gz? é positivo
no suporte £ C [—b, b).
No caso do produto interno S, como primeiro exemplo consideraremos d¢, (z) = di,(z) =

—2 . F -
e~ " dx e estudaremos o comportamento dos zeros e o comportamento assintético dos poliné-
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mios ortogonais de Sobolev S,. E, como segundo exemplo, quando d¢, (z) = (1 — 2?)*~/2dz
e dy(z) = (1 — z2)*+1/2dz,

Estudaremos também o comportamento dos zeros e o comportamento assintético dos
polinomios ortogonais de Sobolev, no caso do produto interno S, para k; = 0, quando
doo(z) = dibo(z) = e=**dz e quando diy(z) = (1 — 22)*~2dz e dy(z) = (1 — x2)*+1/2dz.

Procurando elaborar um trabalho contendo informagées claras sobre o assunto, de forma
a contribuir para possiveis trabalhos futuros, organizamos esta dissertacao da seguinte forma.

No Capitulo 2, apresentamos definigoes e alguns resultados conhecidos sobre polinémios
ortogonais e polinémios ortogonais de Sobolev, bem como a determinagao de todos os pares
simetricamente coerentes de medidas.

No Capitulo 3, apresentamos alguns resultados encontrados em [3], onde as medidas
simétricas dy e d¢; estdo relacionadas da forma

dio(z) = (1 + qz?)dé (z).

Ha uma relagao entre os polinémios ortogonais de Sobolev, associados ao produto interno
S1, e os polindmios ortogonais, PY°, associados i medida dyp. A medida dy; é tal que
P.%1(z) = nPY,(z), onde P? e P¥' sio polindmios ortogonais associados as medidas d¢,
e dy,, respectivamente. Do mesmo modo, considerando as medidas simétricas di; e dgo

relacionadas por .
d‘!f)l(a‘:) = quzd%(.’ﬂ),

existe uma relagao entre os polinémios ortogonais de Sobolev, associados ao produto interno

Ss, e os polinémios ortogonais, PY°, associados & medida diy, onde dyy é tal que P,;‘b"(x) .

nP2 (z) e P sio os polinémios ortogonais associados a dgy.
Baseando-nos nestes resultados fizemos um estudo, no Capitulo 4, do comportamento
dos zeros dos polinémios ortogonais de Sobolev relacionados aos produtos internos S; e Sy,
para os exemplos citados anteriormente.
Finalmente, no Capitulo 5, estudamos o comportamento assintético da razao entre os
polinémios ortogonais de Sobolev, relacionados aos produtos internos S; e S, € 0s polindmios

ortogonais associados a algumas das medidas envolvidas.
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Capitulo 2
Preliminares

Daremos neste capitulo resultados e propriedades sobre polinémios ortogonais, cujas
demonstracoes podem ser encontradas nos textos classicos de Chihara [6] e Szegé [21], e
informagdes sobre polinémios ortogonais de Sobolev, encontradas em Iserles e outros [8], que

serao necessarias posteriormente.

2.1 Polinémios ortogonais

Seja ¢ : R — R uma funcao nao decrescente, com infinitos pontos de aumento em
(a,b), —oo < a < b < oo e tal que os momentos

b
pf{z[r“dw(:r), B =001 00,

existem e sao finitos. Nestas condigdes dy é chamada distribui¢do (medida positiva) em (a, b)
e, se dy(z) = w(z)dz, onde w(z) > 0 é uma fun¢io continua em (a,b) e ndo identicamente
nula, entao w(z) é chamada fungao peso. O suporte E C (a,b) de dy é o conjunto dos pontos
de aumento de .

Dizemos que a seqiiéncia de polinomios {PY}52,, é ortogonal em relacio & medida dvy

se PY(x z anxz* & de grau exatamente n e
k=0

(P¥, PY),, / PSP ey o (mermir,
p¥ >0, param = n.

Uma forma equivalente & defini¢do acima é dada por

b
/ z™PY(z)dy(z) =0, para m=0,1,...,n—1.
[}

4
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2.1 Polinémios ortogonais

Na forma ménica, isto é, a,, = 1, os polindmios PY, n > 0, satisfazem a relacio de

recorréncia de trés termos
PYa(z)=(z— Bh)PE(z) — ol Pl (), n21, (2.1.3)

com PV(z)=1e P¥ s coeficientes a¥., e Y, n s30 todos reais e
Pl(z)=1e P'(z — BY. Os coeficientes a¥,, e ¥, n > 1, sdo tod

_ (=P}, PY)y v (P, P}y

y >0, ab,,=—=212lF _5(0 n>1. (2.1.4)
4 (Pf—lipr?—l)w

mL T L B

Os polinémios ortogonais monicos PY, satisfazem a seguinte propriedade
(P:), .P,?)w S (Qm Qﬂ)‘u’)v

onde @, ¢ um polindbmio ménico qualquer de grau n, isto &, dentre todos os polinémios
de grau n, PY ¢ o polindmio que minimiza a norma induzida pelo produto interno (-, ).
Esta propriedade é conhecida como propriedade extremal e é facilmente provada escrevendo
Qn(z) = PY(x) + gn-1(z), onde ¢,—; é um polinémio de grau n — 1, ou seja,

(Qm Qn)tb = <‘P:1'rj + qn-1, Pr‘f + qn—l)u’J = <Pr';bv Pr'f)u') + <Qn—ls Qn—l)w (P::IJ! P:f)

Se 0 < b < o0 e se dyp é uma medida simétrica em [—b,b], isto &, dy(z) = —dy(-z),
entdo puy, , =0e 3% =0, paran > 1.

Os zeros dos polindmios ortogonais P¥ com relagdo a dy sio reais, distintos e estdo em
(a,b). Além disso, entre dois zeros consecutivos do polindmio P,'f’_l, existe um zero de PY,
ou seja, os zeros de polinémios ortogonais de graus consecutivos se entrelacam. Se esses
polinomios sdo simétricos, isto é, PY(—z) = (—1)"P¥(z), entdo os zeros positivos de PY_,
se entrelacam com os zeros positivos de PY.

As medidas que satisfazem a uma equagao diferencial do tipo Pearson, da forma

Y'(z) _ar+b
W) - @) (2.15)

onde p é um polinémio de grau menor ou igual a dois, sdo chamadas medidas cldssicas (veja
[6, p. 152]). Os polinémios ortogonais cujas medidas satisfazem (2.1.5) sdo os polinémios de
Hermite, de Laguerre e de Jacobi que sdo conhecidos como polinémios ortogonais classicos.

Faremos agora um breve resumo sobre esses polinémios e sobre féormulas de quadratura

gaussianas, que serao utilizados posteriormente.
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2.1 Polinémios ortogonais

2.1.1 Polindémios de Jacobi e de Gegenbauer

Os polinomios de Jacobi sdo ortogonais com relagio & medida dy)(z) = (1—z)*(1+z)%dz,
com a > —1, 3 > —1 no intervalo [—1,1] e sdo dados explicitamente por

Ped)(z) = ( 2n+a+6)— i ( n+a ) (n+ﬁ)(x—1]m($+1)“‘"‘.
m

L m=0 \ T M

A relacao de recorréncia de trés termos satisfeita por estes polindmios na forma moénica

(a,8) o o? - g (a,8)
Fun’(@) = ( 2n+a+B+2)(2n+a +6)) o)

_ dn(n+ a)(n+ B)(n+a+p) (ag]( )
Cn+a+B-1)2n+a+p)*(2n+a+p3+1) :

a-—f
a+p+2’

n>1,

com Péa'm(x) =] 8 Pf“'m(m) =+ e ainda

rtetBHinifn+a+ 1)(n+ B+ 1)(n+a+B+1)
'2n+a+pB+2)'(2n+a+F+1)

o) = (P, Piel), =

!

onde I'(z) é a fungdo Gama definida por

oo
['(x) :/ e~'t*"ldt, Re(r)>0 ou z>0.
0

Eles também satisfazem a relagao diferencial
d a
PP (z) = nP2T P (a).
Quando a = B =7 —1/2, 7 > —1/2, tais polinémios sao conhecidos por Polinémios
de Gegenbauer, que denotaremos por G\, Esses polinémios sao ortogonais com relacao a
medida dy(z) = (1 — 2%)""2dz, T > —1/2 e a relagio de recorréncia para eles se torna

n(n + 2T — ].) (T)

Gn+l( )_ $G£:)($) - 4(?1+T)(?’1+T 1} n -1

(z), n>1, (2.1.6)

com G};)(r} =1le G‘lr)(:s) = z. Para os polinémios de Gegenbauer

n![(n + 271)
Fn+71+1)(n+171)

(r) — (G(r) G('r)) _ ?T2].—2'r—v2n

2 60(z) = nGTH(a).
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2.1 Polinémios ortogonais

2.1.2 Polinémios de Laguerre

Os polindmios de Laguerre sdo ortogonais com relacao & medida dy(zr) = z%e*dz,
a > —1, no intervalo [0, 00) e sdo dados explicitamente pela expressao

LO(z) = i IZ l)m ( n+:1 )z"‘.
m=0

A relagao de recorréncia de trés termos satisfeita por estes polinémios na forma ménica

Lffﬂl(x) =[z—(2n+a+1)|L¥(z) —n(n+ a)L(“) (z), n>1,
com L (z) =1e L'®(z) =z — a — 1. E ainda p“® = (L, L!™),, & dado por
Pl =T(n + a + 1)n.
Os polinomios de Laguerre satisfazem a relagao diferencial

L) = nLE D z).

2.1.3 Polinémios de Hermite
Os polinomios de Hermite sio ortogonais com relacio i medida di)(z) = e~*’dz, no
intervalo (—o0, 00) e sao dados explicitamente pela expressao
(/2] ( l)m |gn—2m

Halz) = Z 4mml(n — 2m)!’

onde | z| denota o maior inteiro menor ou igual a z.
A relagao de recorréncia de trés termos satisfeita por estes polinémios na forma monica

Hp1(z) = 2H(z) - EH,H(x), n>1, (2.1.8)

com Hy(z) =1 e Hy(z) = z. E ainda p¥ = (H,, H,)y é dado por

V!
pﬁ 21’1 =

Esses polindmios satisfazem a relagao diferencial

4
dzr

Os polinémios de Hermite e Laguerre estao relacionados da seguinte forma

Hn(m) = an—l(I)'

Hon(z) = (=1)"nILSYD(2?) e Hopgi(x) = (—1)"nlzLl/?(z2).

7
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2.2 Polinémios ortogonais de Sobolev

Como uma conseqiiéncia da férmula de Perron (veja [21, p. 199]), dada por

1
lea)(x) - 2ﬁez;’ﬁ(_x)-aﬂ-—l/‘lna/?——l/*ie?m{l 3 O(n-uz)}‘

(n)

onde z(n) = O(g(n)) significa que a razao -::—(—;1—)- é limitada, e da relacao entre os polinémios

de Hermite e Laguerre, temos

lim nHn(z) =
n—o0 n+2($)

(2.1.10)

uniformemente em conjuntos compactos de C\R.

2.1.4 Férmulas de quadratura gaussianas

Considere

b
/ f(@)dy(a),

onde dy é uma medida definida em —oo < a < b < oo esejam Tp) < Tpz < ... < Tpp, N
pontos distintos em [a,b]. A férmula

ff )di(z EWM}' (@as) + Ea(f), (2.1.11)

¢ chamada de Férmula de Quadratura, Wy ;, 1 =1,2,...,n, s30 0S pesos, Tni, t = 1,2,...,n
sao os nds e E,(f) é o erro da férmula de quadratura.
Se sz, 6= 1,2,...,m,880 08 zeros do polinémio ortogonal de grau n, P¥, com relagio

¥
a medida dy e W,,; = ,wl P (@)
(T'n 1} T — In,i

precisao 2n — 1, ou seJa sd0 exa.tas para polinémios de grau menor ou igual a 2n — 1,

dy(z), 1 =1,2,...,n, entdo estas férmulas tém

E.(f) = 0 para f € Py,_, onde Py,,_; € 0 espaco dos polindmios de grau menor ou igual a
2n — 1. Estas férmulas sao conhecidas como Fdrmulas de Quadratura Gaussianas € 0s pesos
Whi,1=1,2,...,n, sao positivos.

2.2 Polindémios ortogonais de Sobolev

Sejam dyy, k = 0,1,..., N, medidas positivas na reta real R, tendo suporte limitado ou
nao. Consideremos o espago Hy(R) das fungoes diferencidveis até ordem N em R satisfazendo

N
> fk F9(@)dyn(z) < oo
k=0
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2.2 Polinémios ortogonais de Sobolev

Tal espago é chamado espago de Sobolev. Suponhamos que estas medidas sejam tais que o
espago dos polindmios P ¢ um subespago de Hy(R). Consideremos o espago P munido do
produto interno

o
Fg)s=3 /R F9(2)g® (2)du(z), frg € P.

k=0
A seqiiéncia de polinémios ortogonais {S,}52,, é chamada segiiéncia de polinémios or-
togonais de Sobolev se S,, é de grau exatamente n e
0, param # n,

(Sns Sm.)S —
p3 >0, param = n.

A partir de agora consideraremos o caso em que N = 1. Neste caso é usual escrever

(£,9)s = (£, 9)vo + X', 9 )on = /Rf(x)g(x)dwo(m) + A/Rf'(x)g'(x)dlbl(x)m (2.2.1)

onde A\ > 0.

Muito ja se conhece sobre os polinémios ortogonais de Sobolev. Algumas das pro-
priedades dos polindémios ortogonais também sao vilidas para os polindmios ortogonais de
Sobolev, como por exemplo, a propriedade extremal, que dentre todos os polinémios de grau
n, S, é o polindomio que minimiza a norma induzida pelo produto interno (-,-)s. Mas para
os polinémios ortogonais de Sobolev de forma geral nao existe uma relagiao de recorréncia
de trés termos. Ha relagoes entre os polindmios ortogonais de Sobolev com relagao a (2.2.1)
e os polindmios ortogonais associados & di, quando di e di); formam um par coerente de
medidas, vejamos agora estas definig¢oes.

2.2.1 Pares coerentes e pares simetricamente coerentes de medidas

Sejam {PY0}22, e {P¥'}22, as seqiiéncias de polindmios ortogonais ménicos associados
as medidas positivas dy e di;, respectivamente, entdo {dy, dy;} formam um par coerente
de medidas se os polindémios associados estiverem relacionados da forma

I

B =T

[P (@) + onPe()], n20,

onde {0, }52, € uma seqiiéncia de nimeros reais nao nulos. Esta defini¢ao foi primeiramente

dada em [8].
No mesmo trabalho foi provado que vale a seguinte relagao no caso de polinémios orto-
gonais moénicos

Sn+1(z) + an(A)Sn(z) = PR, (z) + 0uPP(z), n >0, (2.2.2)

9




2.2 Polinémios ortogonais de Sobolev

onde ‘o
PR Ty
an(A) = , n=>0.
() P

Os coeficientes a,(A) podem ser obtidos recursivamente por

o) = Inpr’ w51
n - P ] = ]
PR° + An2p8t | + 021 pR0 ) — ne1pE 1an—1(N)

com ap(A) = oo.

Para o caso de medidas simétricas, de modo semelhante, também foi dado em (8] o
conceito de par simetricamente coerente.

Neste caso, duas medidas simétricas dy, e dy, formam um par simetricamente coerente
de medidas se os polinémios moénicos associados estiverem relacionados da forma

1

n+1
onde {0,}2, é uma seqiiéncia de nimeros reais nao nulos.

Também para este caso sao vélidas propriedades semelhantes ao caso da coeréncia, entre

P (@) = — [P(@) + 0t PB@)], n21,

elas a relacao
Sn-i—l(:r) + an—l(/\)sn—l(x) = P,‘f)il(x) -+ Jn—l}):?}(m): n 2 11 (2'23)

onde 3
Pn On
an(A) = , n>0.
" Pa
Os coeficientes podem ser obtidos recursivamente pela expressao
TnpR°

= y m22,
pr° + An2pLy + 02 _ophls — Tnoaprlaan-2(A)

an(A)

P‘f’oﬂ 1
. Y + Mg .
Meijer [15] resolveu completamente o problema determinando todos os pares coerentes

com ap(A) = 09 e a;(N\) = . Neste caso os polinémios S,, também sido simétricos.
e simetricamente coerentes de medidas. Ele provou que necessariamente uma das medidas
deve ser classica, assim pares coerentes envolvem medidas de Jacobi ou de Laguerre e pares
simetricamente coerentes envolvem medidas de Hermite ou de Gegenbauer. Apresentaremos
aqui apenas os casos quando uma das medidas é de Hermite ou de Gegenbauer, que serdo

uteis para o nosso trabalho.

Caso Hermite
{(z2 + €2)e~*"dzx,e "' dz}, (tipo )

_g2 g ;
{F.’ dz, mdl’} y € —',‘é 0. (tlpO II)
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2.2  Polinémios ortogonais de Sobolev

Caso Gegenbauer

{(2* + €)1 — 2?)*"V2dz, (1 — 22)*+/2dz}, (tipo I)

o a+l/
{(1 — z2)*-12dg, -(1—3:2)::41:::} , &#0, (tipo II)

2+ €

(1 — z2)+1/2 .
et M@ +6-9)}, 21 M20, (pot)

{(1 _ $2)a—lf2d$’

{(€ — 2)(1 — 2?)*~V2dz, (1 - 2?)** 2z}, €] >1, (tipoIV)

{dz + M(6(1) + 6(-1)),dz}, M >0, (tipo V)

onde a > —1/2.

Depois dos trabalhos de Iserles e outros [8] e Meijer [15] sobre pares coerentes e pares si-
metricamente coerentes de medidas, muitos pesquisadores passaram a estudar os polindmios
ortogonais de Sobolev associados a este tipo de par de medidas. Para citar como exemplo,
em [5, 7, 14, 16] encontramos vérios resultados sobre o comportamento dos zeros destes
polindmios, além disso, os trabalhos (1], (10, 13], [2, 11, 17] e [18, 19, 20] apresentam es-
tudos sobre propriedades assintéticas de polinémios ortogonais de Sobolev envolvendo as
medidas de Hermite, Gegenbauer, Laguerre e Jacobi, respectivamente.

Nos capitulos 4 e 5 estudaremos as propriedades dos zeros de polinémios ortogonais
de Sobolev e o comportamento assintético da razao entre estes polindémios e polinémios
ortogonais relacionados. Os exemplos a serem estudados envolvem os polinémios de Hermite
e de Gegenbauer, onde utilizaremos resultados dos artigos [5, 7] e [1, 10, 13], respectiva-

mente.




Capitulo 3

Medidas simétricas relacionadas e

polindmios ortogonais de Sobolev

Neste capitulo apresentaremos os principais resultados do trabalho de Berti e
Sri Ranga [3] que consideraram duas medidas simétricas relacionadas apresentando dois
tipos especiais de produto interno de Sobolev e as relagdes entre os polinémios ortogonais
associados 4s medidas simétricas e os polinémios ortogonais de Sobolev associados. Optamos

por apresentar apenas as demonstragoes mais relevantes ao nosso trabalho.

3.1 Medidas simétricas relacionadas

Sejam diyy e d¢, duas medidas simétricas, definidas sobre o mesmo suporte
E C [—b,b], que satisfazem

1

— 1 ) qmzdwg(l‘). (3.1.1)

doy(z)

Aqui, g pode ser qualquer valor real tal que 1 + gz? é positivo em E.

E possivel relacionar os polinomios ortogonais associados & dyy e d¢; que satisfazem
(3.1.1). Expressando os polindmios ménicos simétricos, P?!, como combina¢ao linear de
P r=0,1,...,n, também moénicos simétricos, da forma

[n/2]
P (z) = PP(z) + ) dun-2rPi%,(2),
r=1

temos, para i =1,2,..., [n/2],

(n/2)
(R?lvpffm)wa = (Pf'fo i Z d —2!'Pr‘f,—02r'Prf}-02i)ﬂio = n—2i(Pr:bEzs’ P:)Ezs)w

r=1

12




3.1 Medidas simétricas relacionadas

(P%, p% o

(P%z” Pffz,) , i=1,2,..., |n/2].

— dn—?i =

Temos ainda que

(P, PPy = / P9 (2) PYy(2)dio(z) = [ P4 () P¥5i(2)(1 + q2%)déby (<)
E

- [ Pr@PR@nE +a [ PHOPR @)

= ¢(PY, 2P%21)¢1!
portanto, pela condigio de ortogonalidade (2.1.2), d,—o; = 0, parai=2,3,...,[n/2] e
(PSP _ ot

dp_o = .
Pn-2 P:fu—z

P () = P¥(2) + dn-sPYy(2), (3.1.2)

onde
q poﬁz
dn_g = dn_g(q) = ¢;‘ T | 2 2 (3.13)
Pn-2
Em [21, p. 30] encontramos a férmula de Christoffel, que relaciona polinémios ortogonais
associados a di e polinémios ortogonais associados & p(z)dy, onde p é um polindémio. Neste

caso a férmula de Christoffel para P e P! é dada por

(1+ gz®)P¥(z) = ﬁ [P,?‘(v 1/q)P3,(z) — P2ia(v/-1/9) PP 1?)] (3.14)

e sera necessiria para obtermos alguns resultados importantes em nossos estudos.

Em (3] encontramos uma relagio entre os coeficientes a?} e o +1 das respectivas relacoes
de recorréncias dos polindmios ortogonais associados as medidas que satisfazem (3.1.1). Para
duas medidas simétricas dvyy e d¢, relacionadas da forma (3.1.1), existe uma seqiiéncia de
niameros reais {l, = l,(q)}3, tal que

1 1
0‘:::11-1 = 4_q(£n - l)Un—l T 1): aﬁil = E(In - 1)Un+l ar 1)! nz 1 (3-1-5)

1
dpy = dr:—l(Q) - E(Jn i 1)(£n+1 - 1)! n21, (316)

(=3}

(03
com lp =1, l; =1+ 2gad", lz=1+2qa§s’—l¢3 e
ay

a¢l

L n+2
lny1=1+ F(In—l -1),

n
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3.2 Produto interno de Sobolev S,

3.2 Produto interno de Sobolev S;

O seguinte teorema apresentado em [3], fornece uma maneira de explorar os polindmios
ortogonais de Sobolev associados a pares de medidas simétricas.

Teorema 3.2.1 Sejam d¢, e dy, medidas cldssicas simétricas definidas sobre o mesmo su-
porte E C [—b,b] e tais que os polinémios ortogonais ménicos associados P?' e PY' satis-
fazem P%(z) = nP,’f’_‘l(x), n > 1. Seja a medida dyo dada por

dio(z) = (1 + qz°)dé, (z),

entao os polindmios ortogonais moénicos, Sy, associados ao produto interno S, definido por

(fsg>5| = (fag>ﬂ'«‘:;+n1¢|+"i2<f’ J’)'d';
/ F(@)9(z)dvo(z) + 1 f f(2)e(@)ddr(z) + K2 / f(@)g (@) (z), (3.2.1)

satisfazem So(z) = PY°(z) =1, Si(z) = P{°(z) =z e
Sn+1($) + an-1 (Q! K1, "C'Z)S o (:L') P:S—:-l(w) Pr?—?—l(x) + dﬂ—l(Q)Pj—ol :L‘)

Aqui dp—1(0) = apn—1(0,K1,K2) =0 paran > 1 e quando q # 0,

aa(g, K1, %) = qan+2an+3 n(q)
gt ,all s + du(g)[k1 + n2(pEL1 /P8 ) K2 + qdn—2(q) — qan—2(g, K1, K2)]

n > 2, onde

qaa 0!31d0(q) al(q K1 K'Z) =L qagl ¢1dl( )
g3 ad* +do(q)k1 gag e + di(q)[k1 + (03" /p$ )k

Gn(qa K1, ﬁz) =

e all, sio os coeficientes da relagio de recorréncia (2.1.3) e que satisfazem (3.1.5). Os

coeficientes d,(q) podem ser obtidos por

¢
1+ — — = qaﬂ:‘}. )
l-1(q)  laa(g) +1
Aqui, q,K1 e Kz sao tais que dipg € uma medida positiva e tais que o produto interno S, é

n>2 e li(q) =qad".

definido positivo.

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18



3.2 Produto interno de Sobolev S;

Demonstracao: O produto interno de Sobolev S; é dado por

(f: 9)51 = (f; g)'d')u-!-mcﬁl =+ "{’2(.)”: gr)v"l = (f! g)'&'}a + nl(fs g)ff-'l + K'Q(f’v g’)ﬂ'«'l'

Como os polinémios de Sobolev, S, n > 0, formam uma base para polinémios simétricos,

podemos escrever

l(n+1)/2]
P:il(x} = Snt1(z) + Z An-2r+15n-2r+1(T).-

r=1
Assim, parai=1,2,...,|(n+1)/2],

L(n+1)/2]

&
(Prli, Sn—2i41)8, = (Sny1+ Z An—2r+15n-2r+1, Sn—2i+1)8; = On-2i+1{Sn—-2i+1, Sn—2i+1)s, -
r=1

Por outro lado, de (3.1.2) e pela hip6tese do teorema temos, para i =1,2,...,[(n+1)/2],
(Rq:-:-ls Sp-aivt)sy = (P2, + dn-1Pffl‘Sn-2i+1)sl = (Pﬂl 1 ¥y Sz Yo
r

+K1(P2Ly, Sn-zis1)gr + K2{(n + 1) P, Sp_gis1)wn
. dn—l (Pr?—ol y Sn—Ei—i—l)?.bn'

Como parai =1, (P*, Sn-1)ve = (P¥°,, P¥* )0, logo

_ dn—l(PﬁuPﬁl)wo _ dnulpﬁ%il

(3.2.2)

Qpno1 = =
s (Sn—lv Sﬂ—1>51 ,0?_1

eparat=2,3,...,[(n+1)/2], ap-2i4+1 = 0, € assim obtemos
Sn+1(Z) + @n—18n-1(z) = P2, (z) = P, (z) + dp1 PPy (z), n>1. (3.2.3)
Usando a relacao acima, obtemos ainda que
(SnySn)s; = (P¥ + dn_2Py% — an-25n-2, Sn)s,
pela hip6tese do teorema e por (3.1.2)
(Sny Sn)sy = (PY° + duaPY%, Sn)ye + K1(P2", Sn)e, + K2(nPY2y, Sy )y,
Novamente pela relacao (3.2.3), obtemos

(SnySn)sy = (PY+dnaPP, PP +dy 2P?, — an_2Sn-3)%
+K1(P#, PY° + dy_2PY°, — an—25n-2)4,

+"‘"'2(npr?—lla npr'fil = aﬂ—i’S:z—‘z)?a’n'
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3.2 Produto interno de Sobolev S;

Utilizando (3.1.2) concluimos que

P = (Sny Sn)sy = P + d2_ppU2y — dn-2an-2p%0 5 + K198 + Kan?pllL ).

De (3.1.3) sabemos que p,’f‘lgdn_g = gp?', para n > 2, substituindo na rela¢ao acima temos
de (3.2.2) que

dﬂpf:o dnpn%
a’l — e ]
PR PR+ qdn_2pl + KapR! + Kan2pll) — gpian—s

n>2  (3.24)

Sabemos de (2.1.4) que

1 1
¢ _ pn _ pn+2
05,1!{,1 S B pﬁl L Ly ¢ !

Pn-1 OntoQpnig

n>0.

De (3.1.3) temos

logo, pela relacao (3.2.5)

v ¢1_ @1 @
apn L“‘tn+2‘ﬂ’nfi—3

assim,

v v

gos _ dn . Pati .. Prliln
Yo 0 ot BEM B O e R
Pn QppoQnyg Pn Gpn Qi oQnig

Dividindo o numerador e o denominador de (3.2.4) por p¥° e usando as relagdes (3.2.6),

winl] (3.2.6)

chegamos ao resultado para a,(q,K1,K2) com n > 2.
Paran =0,
P = (S0, Sods, = (1, 1)s, = p° + k1",
desse modo,

dold, ko ig) = 0D _ ap3’ _ __g05'a§'do(q)
ol\q, k1, K2) = Yo I 1 &1 — 1 o1 d "
Po t Ki1pPg qps g 2 qay'az' + Kido(q)
do(q) ay'af’

Para n = 1,

p?l = (Sh SI)SI == (‘Trz>51 = p}bo T K'lpfl G R -“?29311
logo,

dy(q)p}° u qp$’

Yo + K @1 _+_ K Y1 i b1
Al e 20 —f(;) + k1] + Kaph!
(31

gpt' af'af _ gaf'ag'di(g)
art'ed ol o u 9efaf +di@)lk+ (o8 /pf ko)
TaG - +K1p1 + Kepp

al(qu K1, -‘62)
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3.2 Produto interno de Sobolev S,

De (3.1.6), temos que

dn-a(g) = 20

onde I,,(q) = JT_ E ainda,

L=1+ 2qo:g’1 = fl(q) = qa?’.

Além disso, de (3.1.5)

1
a?, = E(lt,, 1)l +1) =

: 1 1- = =
ﬂ:;.'-:-l = _(£11_1)([n+1+1) = aﬂ+l qirl(q)(£n+l(Q)+l) = JH(Q) _'1+

49‘ n l(q)

0 que demonstra a tltima parte do teorema.

Como um caso particular deste teorema temos os resultados associados 4 medida de
Hermite, pois considerando d¢,(z) = diy(z) = e * dx, obtemos P?(z) = P¥'(z) = H,(z),
que sdo os polinomios de Hermite na forma monica. Como H,(z) = nH,_;(z) temos a
hipotese do Teorema 3.2.1, P, (z) = nPY*,(z). Definimos ainda dio(x) = (1 + gz?)e~*"dz,
para ¢ > 0. Observamos que a2}, = a¥}, = n/2 (veja (2.1.8)). Assim consideramos o
seguinte resultado (dado em [3]) que relaciona os polindmios de Hermite aos polinémios

ortogonais de Sobolev com relagao ao produto interno (3.2.1) da forma

(f19)s1n = f f(@)g(z)(1 + K + qgz®)e™™ d1:+rcg/ f'(z)d (z)e e

Corolério 3.2.1 Dado o produto interno

= / " F@)e(@)( + ki + qe)ePdz + K2 / " @ @e e, (327)

onde q > 0, entdo os polindémios ortogonais associados, Sy, satisfazem Sp(z) =1, Si(z) ==z
eparan > 1,

Sn+1(z) + an-1(q, K1, £2)Sn-1(z) = Hpy1(z) = P2 (2) + dno1(@)PYy(z).  (3.2.8)

Aqui dy,—1(0) = an-1(0,K1,k2) =0 paran > 1 e quando q > 0,

q(n+1)(n +2)d.(q)
qg(n+1)(n + 2) + 4dn(q)[k1 + 2nk2 + qdn—2(q) — gan—-2(g, K1, K2))’

(3.2.9)

an(q, K1, K2) =

17
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3.2 Produto interno de Sobolev S,

n > 2, onde

3qdi(q)
3(}' =+ le q)[m -+ 252]

qdo(q)
q + 2do(q)k1’

00(9.51.52) = al(q. K1, "vz)

Os coeficientes d,(q) satisfazem

dﬂ—l(q) = Ms n 2 1!

- qn/2
s a2
1- ln-l(Q)
Aqui, Ky e Ko sao tais que ko > 0 e, seq >0, entao 1+ kK, 20 eseq=0, entao 1+ k; > 0.

, n>2 e hLg ==

Para ¢ > 0 podemos escrever o produto interno (3.2.7) da forma

> 95 —q{ ] f(@)g(z) (z — )e-z’m% f : f’(m)g’(x)e'”*dm},

14 Ky
q

(f,9)su =4 {/_Z f(z)g(z) (z* + &%) e~ dz + A/_Z f’(z)g’(a:)e'”’zd:r} .

K
fazendo &2 = e\ = ?2, obtemos

Observe que neste caso {(z2 + £2)e~**dz, e~*"dz} ¢ um par de medidas simetricamente
coerente de Hermite do tipo I (veja secao 2.2.1).

Um outro caso particular do Teorema 3.2.1 esta associado aos polindmios de Gegenbauer,
G\ e, a partir de agora consideraremos 7 = . Aqui, consideramos di; (z) = (1—z2)*+/2dz
e dpy(z) = (1—22)*"12dz, pois P#1(z) = G\ (z) sio os polinomios de Gegenbauer ménicos
de parametro o e P¥'(z) = G**")(z) sdo os polinémios de Gegenbauer ménicos de parametro
a + 1. De (2.1.7) podemos ver que G (")( z) = nG(“H}(r) e portanto temos a hipétese do
Teorema 3.2.1, P9 (z) = nPY,(x). Definimos dio(z) = (1 + ¢gz?)(1 — 2?)*"/2dz, para
t.odo(q > —1. A])ém disso, da relagdo de recorréncia (2.1.6) observamos que a2, = aﬁfﬂl =

n(n+2a —1

dn+a)in+a-1)
os polinomios de Gegenbauer aos polinomios ortogonais de Sobolev com relagido ao produto

. Assim consideramos o resultado abaixo (dado em [3]) que relaciona

interno (3.2.1) da forma

(f:9)s16 = /_ 1] f(2)g(x)(1 + k1 + g2®)(1 — 2°)°72dz + Ky [ 11 f(2)g'(z)(1 — z)**+/ 24z,
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3.2 Produto interno de Sobolev S,

Coroléario 3.2.2 Dado o produto interno

1 1
(£, 9810 = /_ 1 f(@)g(x)(1 + K1 + g2?)(1 — 22)*2dz + Ky _/: 1 f(2)d'(z)(1 - 2?)*+2dz, (3.2.11)

onde ¢ > —1, entao os polinémios ortogonais associados, S,, satisfazem Sp(z) = 1,

Si(z) =z eparan > 1,
Sn1(%) + an-1(q, 1, 52)Sn-1(2) = GLY (z) = PYy(2) + dur(@) P2y (z).  (3.2.12)

Aqui dp—1(0) = ap—1(0,K1,K2) =0 paran > 1 e quando q # 0,

(@) (a)
9, {20 L5dn(q)
an (q, K1, K,Q) = =) n+2-"n+3

. (3.2.13)
Q@ 100 13 + dn(q)[k1 + n(n + 20) k2 + qdn—2(q) — gan—2(q, K1, K2))]

n > 2, onde

Dol (@), (@)

qay “ag "do(g ax o d
ao(q, k1, K2) = —5E u v a1(g, k1, K2) = —= 5 903 @3 di(9) ,
qo Yoz + do(q)ky gas” o + dy(q)[k1 + (2a + 1)k

Os coeficientes d,(q) podem ser obtidos por

sl Z"(Q):+“(Q} s (3.2.14)

(@)

= qa, 7 ()

I(g)=—2 _ a>2 e [i(g) =qal®. 3.2.15
() A 1(q) = qo3 ( )

Aqui, se Ky = =1, entdo ¢ > 0 e ky > 0 ¢, se Ky # —1, entdo q/(1 + K1) > -1 e

Ko/(14 K1) > 0.

Observando (3.2.15) vemos que

l

g
T 2B+a)

Supomos que l,(—1) = — . Vamos provar por indu¢ao matematica. Suponhamos

2(n+ a)
n-—1

2(n—1+a)

(@)

que lp_1(-1) = — , para algum n > 3, entdo, substituindo os valores de a,,,
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

o'

- n
e a hip6tese de inducdo, chegamos que I,(—=1) = — O+l = — . Portanto,
p S g que [n(—1) T L (D) 3+ )

podemos calcular explicitamente d,,—;(—1), ou seja,

n(n+1)

dn+a)n+a+1)’ (3.2.16)

1+ K

Fazendo &% =

ser escrito da forma

1 1
(98 = @ { f F(@)o(a)(@ +€2)(1 - 28) s + ) / Fa)d@) - aﬂ)‘*“ﬂdx} -

el= % para ¢ # 0, temos que o produto interno (3.2.11) pode

Observe que {(z? + £2)(1 — 22)*"Y2dz, (1 — 22)*+'/2dz} é um par simetricamente coerente

de Gegenbauer do tipo L.

3.3 Produto interno de Sobolev S,

O préximo resultado fornece um outro modo de estudar polindmios ortogonais de Sobolev
associados a pares de medidas simétricas. Este resultado também se encontra em [3].

Teorema 3.3.1 Sejam d¢g e dypy medidas cldssicas simétricas definidas sobre o mesmo su-
porte E C [—b,b] e tais que os polinémios ortogonais ménicos associados P?° e PY° satis-
fazem P¥o(z) = nP? (), n > 1. Seja a medida dipy dada por

di () = dcf’n(l")

1+

entao os polinémios ortogonais ménicos, Sy, associados ao produto interno S, definido por

(f\ 9)&» = (f! g}if)n <fjll g’)ﬁl%‘i“nz'ﬂ;
/ e e / £/ (@) (z)ddo(z) + K2 / f(@)d ()dvr (z) (3.3.1)

satisfazem So(z) = PJ°(z) = 1, Si(z) = P{°(z) = z, Sa(x) = Py°(z) e
Sn+1(Z) + an-1(q, K1, K2)Sn-1(z) = +1($) + dn—l(Q) 2.(z), n=>2.

Aqui dp—1(0) = an-1(0, K1, K2) =0 para n > 2 e quando q # 0,

un(nl)aﬁ'i_lag”&n(@
va(k1)ai2 105" + dn-a(g){[(n = 1) = 1152 + v-2(k1)ldn-2(g) — an-2(g, k1, K}

(In(qs K1, "5'2) =
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

n > 3, onde
Vl{”l)él (9) V2(Kl)d_2(‘11)
vi(k1) + K2(py" /p°) va(k1) + 4ka(p}* /pf°)
vn(K1) = n2ky + p¥0/p2 1, n > 1 e a2, sdo os coeficientes da relagio de recorréncia (2.1.3)

ﬂ;(q, "{’11"{’2) = a?(q:nlaﬁﬁ) =

e que satisfazem (3.1.5). Os coeficientes dn(q) sdo tais que

2 n+1 n+110,.1(q)i,
dﬂ—I(Q) = 7 = n I(Q) ﬂ(Q),

dn-2(q) n>2, (3.3.2)

=1, n—1 q

. o Y

L) =it o el
ln1(q)  laa(g) +1

Aqui, q, Ky e Ky sao tais que a medida diy; é uma medida positiva e tais que o produto interno

n>2 e Enl(q)=qa¥1.

S, € definido positivo.
1

B qI2d¢g(z) e P¥(z) = nP%,(z), n > 1, entdo

Demonstracao: Como dy,(z) =

L _pw (z), n>2.

P2 (@) = P() + du-a(0) P2y (2) = —— P05 (2) + dn-2(9) =7 oy

n+1 n+l
Logo,

1 ' s )
P (a)= H__H[Pn‘fl (z) + dna (9P (2)), n>2,

. +1
com dy-1(q) = 2 ldn_g(q). A demonstragao da tultima igualdade de (3.3.2) é analoga a
demonstracao do teorema anterior.

Consideremos os polinémios S, ortogonais com relacdo ao produto interno de Sobolev
S, dado por

(fs 9)52 = (fv g)ﬂ'!o e (f,: gr)ﬁl¢’0+&2¢l = (fv g)‘!’o + K1 (fli gr)éo % n2(f’vg’)’l’1‘
Expandindo R,41(z) = P22, (z) + dn_1(q)P¥,(z) como uma combinagio linear de S,

da forma
[(n+1)/2]

Rua(z) = Spya(z) + Z An-2i+15n-2i+1(Z), N >2,
i=1
analogamente ao Teorema 3.2.1, obtemos
(Ra+1, Sn—2i+1)s,

(Sn-2i+1) Sn—2i+1)s,

, 1<i<|(n+1)/2).

Ap-2i41 =
Como
(I{n+l y Sﬂ—?i+l)$; - (Pf‘f}il + &n—la?_olr Sn—2i+1)q’)o + K1 ((n + l)PflsS:;—ﬂ-H)Qﬁa
+62({(n + 1) P, Sy _sis1)wn
(PY2) + dn-1PY, Sn-sit1)go + K1{(n + 1)(P® + dn—2 P,), Sp—2i+1)é0

+k2((n + 1) P, i1 s
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

temos que (Rn41, Sn—2i+1)s, =0, para 2 < i < |(n+1)/2] e entdo
Sn+1(T) + an-18-1(z) = Rﬁl(ﬂ?) + Jn—l(Q)Pwﬂ( ).
Fazendo ¢ = 1 obtemos

(Rnt1, Sn-1)s dn-1P321 + K1{(n + 1)dn_2P22, S} _1) 6o

dn1pR21 + (0 + 1)dno( PR, P2 + doa P2 — anosS), s a0
19321 + Ka(n + 1)dn—2(P25, (n — 1)PY; — an_35,,_3)e,
&n—lﬂnwil + Kk1(n + l)dn—2(P1?321 (n—1)(P2, + dﬂ—‘lpr?gcl) — n-35;_3) 40

dn1pR2y + K1(n = 1)%dno1p325.

n> 2.

. ﬁ.{n—l(pn%i] s K‘l(n = 1)2pﬁ0—2‘)
An-1 = pgz )
n-—1

Calculemos agora p22,

Pt = (Su,Sus, = (PY®+du2Pl% = an-2n-2,Sa)s,
= (PP dy PR, PY+ dy s PP, — 60280 2)w
K1 (”(Pﬁl + dn—SPfE:;L ”(Pﬁl i g dn—SPfgs) — @n-25,_2)4o
+f‘i2(npr'f)llv nP, — @n-25n_2)y,
P + d2_yp%0 5 — dn20n_2p}% 5 + K1n?p2, + Ky (n — 2)%d5 502 5

~K1{(n = 2)dn-2 P23, an2Sn_s)go + Kan?pll,.
Mas,
((n = 2)dn-2P2, 0028, 2)s0 = an-2(n=2dn-a(P5, Py +dn-sP,Y% — an-sSy_4)eo
an-2(n = 2)dn2(P23, (n = 2P} — an_s5,_4)o
an-2(n = 2)dn_2(P3, (n — 2)(P23 + dn-sP5) — an-45h_4)é0
an-3(n — 2)%dn_2p3° 5.

Logo,

dn(Ph° + Kan®p32 )

ay = — = . = = ;
PR® + d2_pph%; — dn-2an-2p%°, + K1n?p22 | + K1 (n — 2) 4% _2pp2 3 = K1an-2(n = 2)2dn-2p%% 5 + Kan?pht

Y1
17 n
Como dp—3 = qp’;a Led,_ o=

= an_g, n 2> 3, temos que
Pn-3 -

1 ..
nzpf:‘_l = E[(ﬂ 5 1)2 = 1]dn—292°-3-
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

Substituindo na relacao acima e dividindo o numerador e o denominador por p%° ;, obtemos
- [ % 2'
dn ff; + Kin

i Yo v +0 0 ®0 :
e’ 3 3 Pr— P 3 Pr— P 2 Prn—
'@(: & K'Inlz =+ d"—2 {d"—g ﬁao 2 - An-2 pzn i e xl{"’ ' 2)2dn—2 ‘-;—'Pnu 3 - Klﬂ.n_‘z(ﬂ - 2}2T-P“u 2 + Kq [(ﬂ - 1)2 2 1] Pna 3}
n=1 n=1 n=1 n=1

Pl n=1

iy =

Além disso,

Po
Prn—3 e 1

¢ = ¢ )
p;o_l anilci’g
Pn—2 Pn—2

$o d0 _do _do’
Pn-1  Pn—3%p1Q

e

Portanto,

Pni 4

G =
Yo - -
JE::}_ + Nl?"22 + dn—? {(dn—2 == au—?)

ou seja,

va(K1)agn? a5’ dn(9)

A= va(K1)age 108° + dn-2(q){[(n — 1)? — 12 + vn_2(k1)[dn-2(9) — an-2(q, K1, K2)]}

n > 3, onde vn(k1) = n?ky + p¥/p%,,n > 1.
Quando n = 1,

Py = (S1,51)s, = (z,2)s, = p{° + K1P8° + K2p}’
e quando n = 2,
p3? = (83, Sa)s, = (PY°, PY°)s, = p§° + K1 (2P, 2Pf°) 4, + K2(2P{°, 2PF°)y, = p3° + 4k1p}° + 4Kzp}"

Portanto, _ 0
d[0}° + K19’ vi(k1)di(q)
a1(q, K1, K2) = —5 e U1 V17 o
p1 +Ki1pg + K2pg vi(k1) + K2(py" /P5°)

P do[py° + 4kipf) va(%1)da(g)
a2(q, k1, k) = — 4 P 4 4 Y 4 Y1 s doy”
p5° +4r1pl° + droplt  va(kr) +4k2(pyt/01°)

Como um caso particular desse teorema temos também o associado aos polinémios de
Hermite, pois tomando d@o(z) = dio(z) = e~*dz obtemos P%(z) = P¥(z) = H,(z),

que sio os polinémios de Hermite na forma ménica. Como H, (z) = nH,_;(z) a hipétese
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

do Teorema 3.3.1, de que P.¥o(z) = nP¥, (), est4 satisfeita. Definimos diy(z) = (1 +
qz?)~le~**dx para todo ¢ > 0. Além disso, temos que %, = a¥%, = n/2. Assim, obtemos
o seguinte resultado (dado em [3]) relacionando os polinémios de Hermite aos polinémios
ortogonais de Sobolev com relagao ao produto interno (3.3.1).

Corolario 3.3.1 Dado o produto interno

K1 + Kg + K1(}$2 —z3
T e *dz, (3.34)

(9o = [ " f@)g(z)edo + / " @) (@)

g > 0, entao os polindmios ortogonais associados, Sy, satisfazem Sp(z) = Ho(z) =
Si(z) = Hi(z) = z, Sz(x) = Ha(z) e

Sn+1(x) + an-1(q, k1, K2)Sn-1(z) = Hp41(z) + tfn_l(q)Hﬂ_l(x), n > 2. (3.3.5)

Aqui &,,_1(0) = ay,-1(0, K1, k2) = 0 para n > 2 e quando g > 0,

n(n— 1)%1(*@1)~ dn(q)
an(q, K1, K= , (3.3.6
L n(n — 1)v(k1) + 4dn-2(q) {2n"2 + vn_a(x 1)[dn-2(q) — an—2(q, 51, 52)]} )
n > 3, onde

vi(k1)di(q) - va(r1)da(q)
vi(k1) + 262(p8" /)’ b va(k1) + 8ka(pY* /v/T)

ai(q, k1, K2) =

e vp(k1) = 1+ 2nky,n > 1. Os coeficientes dn(q) sio tais que

n+1l n+1£n_ (@)l (q)

n 1((}) —dn 2(@') —1 q n 2 21

onde
(n—1)g

23'?1—1(‘?)
Aqui, K1 e Ko sao tais k) > 0 e Ky + ke > 0, de modo que o produto interno Syy € definido

-1+ , n>2 e fl(q)zqaf‘.

positivo.

Note que no corolario acima qualquer avaliacdo direta envolvendo a medida diy; s6

aparece nas condi¢oes iniciais a,, as e i,.
Parak; =0eqg>0,se &=~ # De = ?, podemos escrever o produto interno (3.3.4)

da forma

2

Fgdsun = [ S@a@e7do 2 [ 1@ @)
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

g

e +E2da:
II (veja segao 2.2.1).

Observe que forma um par simetricamente coerente de Hermite do tipo

Quando k; # 0, as duas medidas envolvidas nao formam um par simetricamente coerente.

Um outro caso particular do Teorema 3.3.1 é o associado aos polindmios de Gegen-
bauer, pois considerando d¢o(z) = (1 — 22)°*2dz e diyo(z) = (1 — 22)*2dz temos
que P%(z) = G*(z) sdo os polinémios de Gegenbauer ménicos de pardmetro a + 1 e
P¥o(z) = G(z) sdo os polinomios de Gegenbauer ménicos de parametro . Como

() = nGLH! ){;‘c) entdo temos a hipétese do Teorema 3.3.1, P,**(z) = nP? (z).

1—1 a+1/2 _
(—)——d:c, para ¢ > —1. Entdo, como o, = o'%, =
1 ()‘.’82 n+l n+1

, obtemos o seguinte coroléario (dado em [3]), que relaciona os polinémios

Definimos dy;(z) =
n(n + 2a — 1)

dn+a)n+a-1)
de Gegenbauer aos polinémios ortogonais de Sobolev com relacao ao produto interno (3.3.1).

Corolério 3.3.2 Considere o produto interno

Ky + K2 + R1Q$2

e (1-2%)**%4z,  (3.3.8)

o / S@o(@)(1 - 272 + [ S @9 @)

para q > —1. Entao os polindmios ortogonais associados S, satisfazem So(z) = Gf)°)(x) =1,
Si(z) = G\ (z) = z, Sa(z) = G (z) e

Sn41(Z) + an-1(g, K1, K2)Sn=1(z) = G (2) + dn-1(q)G¥,(z), n >2. (3.3.9)

Aqui dp—,(0) = an-1(0,K1,K2) =0 para n > 2 e quando q # 0,

Un(-‘il )as—::‘;”alt'lﬂ"‘nd-n (q)

va(k)en iV al™ Y + dua(){[(n = 1)2 = 1% + va-2(k1)[dn-2(q) — an-2(g, k1, K2)]}

, (3.3.10)

an(g, K1, K2) =

n > 3, onde

vo(k1)da(q)
va(K1) + ko (o} /p\* 1)

vi(k1)di(q)
vi(k1) + K2(py" /p

al(q"‘:lsﬁﬁ) = (0-{-1)) a2(q1 K1, ’;2) =

e un(K1) = nk; + n > 1. Os coeficientes d,(q) sdo tais que

n
+ 2a’
n+1 n+1 _
= ——tn-2(0) = — ¢ la-1(9)ln(g), n>2, (3.3.11)

(}'Ct£-|0+”

In-1(q) ,

Os pardémetros K1 e K2 sao tais que, se k1 + ka2 = 0, entdo k19 > 0 e se k1 + k2 > 0, entdo
K14

ln(q)=—1+ n>2 e li(q) =qa}".

= > —1, de modo que o produto interno Sy € definido positivo.
R1 T K2
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3.3 Produto interno de Sobolev S,

Novamente, notamos que, no Corolario 3.3.2, qualquer avaliagdo direta envolvendo a
medida dv); s6 aparece nas condicdes iniciais a;, a; e /. Nestas condigdes iniciais pot = ¥,

Y L] 1, i
Pyt =yt e oyt =yt ug'

1 .
Fazendo 2 =~ #0e A= %, o produto interno (3.3.8), para k; = 0 e ¢ # 0, pode ser
escrito da forma
(1 — I2)a+l/‘2

———$2+£2 dz,

Fiiags = / F(@)a()(1 - 2 + ) / @)@

(1 _ x?)a-klf?

z2 + £2

e assim, {( 1 — z2)*1/2gg, dx} forma um par simetricamente coerente de Gegen-
bauer do tipo 11.
Novamente para k; # 0, as duas medidas envolvidas nao formam um par simetricamente

coerente.




Capitulo 4

Localizacao dos zeros

Neste capitulo faremos um estudo sobre a localizagao dos zeros dos polinémios ortogonais
de Sobolev com relagao aos zeros de polinémios ortogonais associados, para os exemplos de
Hermite e de Gegenbauer, que estao divididos em dois casos: produto interno de Sobolev S, e
produto interno de Sobolev S,. Para isto utilizamos resultados anélogos aos encontrados em
de Bruin e outros [5] e Groenevelt [7], pois nestes trabalhos sao estudados os comportamentos
dos zeros destes polinomios quando as medidas envolvidas formam pares simetricamente
coerentes de Hermite e de Gegenbauer, respectivamente.

4.1 Produto interno de Sobolev S,

Para facilitar a leitura desta se¢ao repetimos aqui algumas defini¢ées do capitulo 3, mais
precisamente da se¢ao 3.2.

Sejam d¢; e dy; medidas simétricas classicas tais que os polindmios ortogonais ménicos
associados satisfazem P/ (z) = nPY*,(z), n > 1 e dyy tal que

do(z) = (1 + qz?)dey ().
O produto interno de Sobolev S; é dado por
(f’ 9)51 = (f; g)ﬂ'u+ﬁl¢1 + 52(-{’!9’!)131'

4.1.1 Produto interno de Sobolev S,y associado & medida e~ dx

Do Corolério 3.2.1 consideremos

dg\(z) = dy(z) = e'dz e do(z) = (1+gz?)e dz,
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

para ¢ > 0, onde P?'(z) = P¥'(z) = Hy(z) (polindmios de Hermite ménicos). O produto

interno Sy
fggm / f 1+m+q:c d:I:-i-.'Cg/ f I)B ;.;2

para ¢ > 0 também pode ser escrito na forma

(f,9)s1u —Q{/ f(z)g(z) (s': + Zm) e dz +—f f'(z)d' (z)e™ } (4.1.1)

Lembramos que os polinémios ortogonais associados, S, satisfazem Sp(z) =1, Si(z) =z e
paran > 1,

Sn+l(x) + an—l(Qs K1, "‘72)8?1—1(:':) — Hﬂ+l(I) n+1($) + dy— I(Q) 1(3: (4-12)

onde a,-1(q, k1, K2) > 0 e d,—1(q) > 0 sao definidos por (3.2.9) e (3.2.10), respectivamente.

Denotando dgo(z) = (:a:2 - %’n) e~*’dz, temos que o par de medidas {d¢o,d¥)1} =
{ (r" + U;ﬂ) e*'dz, e~ dx} forma um par de medidas simetricamente coerente de Hermite
do tipo I

Assim, baseados nos resultados de [5], onde os autores fizeram um estudo dos zeros de
polinoémios ortogonais de Sobolev associados a pares simetricamente coerentes envolvendo a
medida de Hermite, podemos encontrar resultados analogos.

Derivando a relacao (4.1.2) e dividindo por n + 1, obtemos

_ Sppi() Sp1(2)
Hy(z) = n+1 T8 n—1

1

n—1

an-1(q, K1, K2) > 0.
] 1(@’ 1 2)

onde ¢, = ¢;(q, £1, %) =

Para o estudo dos zeros dos polindomios S,, precisamos de alguns resultados preliminares
que distinguimos em dois casos: n par ou impar.

n=2r: Parar > 1lei € {-2,-1,...,r — 1} definimos

o0 1 i+1
?n::/ S2I"(I) (Iz‘i‘ J;K’l) e—IzdI‘ 1= _11"'1T_1

L—
m-, = 0.
O lema abaixo nos d4 uma relagao de recorréncia para os coeficientes m!.

Lema 4.1.1 Parar>2el1<i<r—1 temos

Y
it 200 {Qm;'_l — bml_y +2(i — 1)
q

orzde!)1—21—1+2( = )>0
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4.1 Produto interno de Sobolev S;

i
Demonstragao: Paral1 <:i<r -1, <Szr, (3:2 4 %) > = 0. Logo,

S1n

™ 1 e 2k [ =l
" {/ Sor() (;;2 4 ﬂ) o Pl 22 [T e s (:c s "‘) e 1
—00 q q -0 q

De (4.1.4) temos que

1+.\‘61
q

2 oY) o0 ’
_% .’.ESE,.(.TJ) (3:2 *+

—00
u

e Tdz.

~

I

1+ kK x
q

- 1 i-1 i i-1

—/ Sar () (;t:2 -+ %) e dr + 2/ Sop(z)? (mz + .1:_";1) e dr
oo i-2

—2(i - l)/ Sor ()7 (:.:2 + %) e dz.

-1
Integrando I por partes, com u = z (:e:2 + ) e~ e dv = Sy (z)dz, obtemos

1+ k& 1+ k&
Fazendo 2% = z2 + t} B : -

o0 i—1
—/ Sor(z) (I2 + : +n1) e * dw+2/ Sor(x) (m + d +Kl) e~ *dx
54 q q
4w [* TR
-2 malls / Sor(x) (x2 -+ nl) e dx
gl q
o0 i—1
—2(3‘—1)/ Sar(x) (x2+ 1:”‘) e~ dzx
1 = o0 1—2
+2(i — 1)—2 / Sar(z) (3:2 + ﬂ) e~ dz.
g N q

Usando (4.1.4) chegamos que
1
b p fil):| mi_, + 2(i

O proximo resultado avalia o sinal de m], que denotamos por sinal(m

nas duas tltimas integrais acima

Lema 4.1.2 Parar > 2 e —-1<i<r—1 temos
(1) my =0
(i) sinal(m?}) = (=1)"+-1 i #£0.
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Demonstragédo: (i) Da equagao (Sor, 1)s,, = 0 e utilizando a defini¢do (4.1.4), encontramos
mg = 0.
(ii) Usando o Lema 4.1.1 encontramos para ¢ = 1

2
m} = %blm = sinal(m]) = sinal(m”,).

Como (Syr, 2% + )5, = 0, entdo

o 1 9 2
q { / Sar() (I2 § %) =z + 2:2 28, (z)e~* dx} =0.

Usando (4.1.4), obtemos

2 R
mp = ~? 28, (z)e " dz. (4.1.5)

Portanto para conhecermos o sinal de m] basta conhecermos o sinal da integral acima. De
(4.1.3), temos que

5@ , . Syala)

H‘Zr—i(-r) = o Car-1 o0 —9 '

Cop_1 > 0.

i 2 e 5 00 S'
/ zHar1(z)e”™ ds':=/ :cs""—(z)e"zzdwczr_l/ 22D 2y,

o 2t 2r -2

) ) f
=>[ 82" z) e dx = —cyry f x—wszr_z(x)e_rzdm
oo 2r—2

00 S N ,
=,—*-f 3;._.25_ )e-zEdz = (_I)T_ICEJ-_ICQ,-_:}--.C:;/ rsgéx)e_zz
—_ T N

00 ¢ =
/ 25208) a2y / ez >0 e >0,

o 2 o

sinal (]_m m%ﬂe'xzdx) = (=1L (4.1.6)

De (4.1.5) e (4.1.6), obtemos sinal(m]) = (—1)". Assim, sinal(m]) = sinal(m”;) = (-1)".

Portanto, pelo Lema 4.1.1 e usando indugdo matemética, concluimos que sinal(m]) =
(_1)r+i-l_

O lema abaixo avalia o sinal da integral I; que nos ajudara na localizagao dos zeros dos
polinémios ortogonais de Sobolev associados a (4.1.1).
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Lema 4.1.3 Seja r > 2 e m(x) um polinémio ménico par de grau 2k, 1 < k < r, tal que

todos os zeros de () sao reais, mas m(x) # x. Definimos
20 2
I =/ Sor(z)(2)e™" dz,
—00

entdo I # 0 e sinal(I}) = (=1)"**,

Demonstracao: Sejam z, ..., Ty 0 zeros nao negativos de 7(z). Para: = 1,..., k, fazemos

K

" 14 -
t2 =z + , entao

1'7(:1:}=($2+1—;n1—tf)...($2+1q 1—t2) Zr},(2 1+K1),
q

onde mx = 1 e se n; # 0, entdo sinal(n;) = (—=1)¥*. Logo, de (4.1.4)

k
I = Z’?ﬁm =
i=0
Pelo Lema 4.1.2, se n; # 0, entdo sinal(nmi_,) = (=1)¥*"-2 = (=1)*¥*". Assim,
sinal() = (=1)**.

Se k; = —1 isto nao ocorre para m :.c) = z2, pois se m(z) =

Portanto, m(z) # z2.
Analisemos agora o caso em que n é impar.

n=2r+1: Parar > 1lei € {-2,—1,...,r — 1} definimos

o5 1 i+1
o= / £Ssr41() (x + J;”‘) e~ dz. (4.1.7)

o0

O préximo lema é sobre uma relagao de recorréncia para os coeficientes y! acima.

Lema 4.1.4 Parar>2e¢l<i<r-1

r 2"’52 r : L5
By = {a,,u,“ — Bipi_o + (i — 1)7"“1'—3} )

1+kK 1+ K

= 0.

onde a; =2i+1>0, ﬁ,-=z'(2i+1+2

1)>0 e =2
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Demonstragao: Para 1 <i <r —1 temos que

1 . b
<Sg,.+1,1? (3;2 + ﬂ) > =0=>q {/ $82r+1($) (
q - | —to ¥
oo 1 1=
+? S;,_,_l (z) [(x2 + %) + 2iz? (3:2 + %) ] e'zgdﬂ:} = 0.

Pela defini¢ao (4.1.7)

K *® 1 t
pi = ——2/ Sor1(z) (IQ—I—ﬂ) e dz
q J-x q

298 [ 144\
~== [ Sor+1 ()22 (x2 + —EI) e~ dz.
7 J- q

1+ & 1+& . ;
2 4+ g L : L na tltima integral, obtemos

Fazendo % ==z

o L 1 '
p o= —2(21' + l)f Sor1(x) (:52 + +El) e dr
q S q y

el

I;

21l + K1 [ 1+/\7
P M[ Sor41(x) ($2 + Tﬁl) e~ dz .
—00

q q

"

- -

iy

1+ %\ /
Integrando /; por partes com u = (:n"’ e 1) e™™ e dv = 8,,,,(z)dz, obtemos
[,' =

—2ipi_ + 20
Assim,
2.‘6‘.2?: 1+ K1

K . L of T 2 T T
Wi = _?2(23 + 1)[=2ip;_y + 25, + T q [—2(i - 1)#:‘—3 + 2u;_,),

ou seja,

2K , il o 1+k : d+k&
,u:-":—?2{(23+1),u}"_1—z(22+1+2 ; l)u’{_2+(z—1)2z 7 1;1{_3}.

Com o resultado abaixo podemos conhecer o sinal de .

Lema 4.1.5 Parar>1e—-1<i<r—1 temos

sinal(u}) = (—=1)"HH,
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Demonstracgao: Pela defini¢ao (4.1.7) temos para ¢ = —1,

i = [ sSwn(@leds

o0

Integrando por partes com u = Sy41(z) e dv = ze~* dz, obtemos

1 o ’
= 5/ Sprer(2)e™ " da.
Avaliemos o sinal da integral acima. De (4.1.3),

S (%) Sav1()
T R A

—z = S;r+l($) —z2 » S;r—l(:r) —z?
/ dz __/_.oo2?‘——+—le d$+62r/;w 2?"_‘18 dzx

/ 52r+1 J") —m2d$ = —cy /w S;r-l(:rj e-—-:rzdx
2r+1 ") 2r—1

SoreaE) i ; o coa
./ Srj- 1} dz = (—1)"carCor—2...C2 /rm S (z)e ™ dx.

Hy () = cor > 0,

o0 ’ 2 e 2
/ Sl(x)e"dx=/ e Tdr>0 e >0,

o0

sinal ( /_ : S;,_H(z)e—x‘*dz) (=1 (4.1.9)

e portanto, de (4.1.8) e (4.1.9), sinal(u”,;) = (—1)". Fazendo i = 0 em (4.1.7), temos que
Ho = / TSor+1(T) (3: + 1:‘&1) e~ dr.

o0

Como (Sar+1,2)s,, = 0, entao

q{f S 41(7) (:.: + 1251) e~ dzr + :;3/ S;,H(x)e"zdx} =

Logo,

e por (4.1.9) temos que sinal(uy) = (—1)"*!'. Portanto, pelo Lema 4.1.4 e por indugio
concluimos que sinal(uf) = (—1)"++1, [

O seguinte lema nos ajudard na localizacdo dos zeros dos polindmios ortogonais de
Sobolev associados a (4.1.1).
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4.1 Produto interno de Sobolev S;

Lema 4.1.6 Sejar > 2 e w(z) um polindmio ménico par de grau 2k, 0 < k < r, tal que
todos os zeros de w(x) sao reais. Definimos

I—z = / IS2,-+1 (I)W(I)e_xgdl',

o0

entao Iy # 0 e sinal(ly) = (—1)™*.

A demonstragao é aniloga 4 demonstracao do Lema 4.1.3.

O resultado abaixo fornece uma relagao entre os zeros dos polinémios ortogonais de
Sobolev, S,, associados a (4.1.1) e os zeros dos polinémios ortogonais de Hermite, H,,
mostrando assim que neste caso os zeros dos polindomios ortogonais de Sobolev sdo reais e
distintos.

Teorema 4.1.1 Consideremos o produto interno (4.1.1). Sejan > 3, entdo S, tem n zeros
reais e distintos. Sejam h,) < ... < hy,, 0s zeros positivos de H,, € s,1 < ... < Sp, 08 zeros
positivos de S,, entao

hinil € 831 C oo Ry & B

Demonstragdo: Sabemos que —hy;, i =1,...,r, também é um zero de H,. Para n = 2r

fazemos

z2 — he .

2ri

w(z) = =1, %

e para n = 2r + 1 fazemos

Hy 1 ()

—_— i=1,2,...,1.
o(a? = h3 11 4)

7(z) =

Assim, em ambos o0s casos o polindmio 7(z) tem grau 2r — 2. Usando o Lema 4.1.3 com
n=2rek=r—-1leoLemadlbcomn=2r+1ek=r—1, obtemos

f Sn(:r)—sfi—(z;e‘zzdz <0.

Aplicando a quadratura gaussiana sobre os zeros de H, temos que a quadratura é exata e,
como os pesos da quadratura gaussiana sdo positivos, obtemos

Sp(hni)H, (hns)
hn,i

< 0.

Como hn; > 0, temos sinal(Sy(hn;)) = —sinal(H, (hn;)) e como H, tem sinal oposto em
dois zeros consecutivos de H,, o mesmo ocorre para S,. Portanto S, tem um zero em cada
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

um dos intervalos (fni, hnit1) € (—hnis1, —hni), i = 1,...,7— 1. Como H, (hn,) > 0, temos
Sp(hnr) < 0 e como S, é moénico, S, tem um zero a direita de h,, e portanto também um
zero & esquerda de —h,, .. Como Sy,41(0) = 0, encontramos n zeros de S, reais e distintos.m

Com o préximo teorema podemos localizar os zeros dos polindémios ortogonais de Sobolev
através dos zeros dos polindémios ortogonais, P2, associados 4 medida dgy.

Teorema 4.1.2 Consideremos o produto interno (4.1.1). Seja {P2}2, a segiiéncia de
polinémios ortogonais moénicos com relagdo a dog, onde dpo(z) = (z* + l%‘)B‘Izd&c. Seja
n > 3, pﬁ?l L %5 p denotam os zeros positivos de P e s,1 < ... < sp, denotam 0s
2eros posz'tivos de S,, entao

Gl PP Sl

Demonstragao: Para n = 2r fazemos
Po
= P2 (1Y,
7= (p2r,:')2 q

e para n = 2r + 1 fazemos

() = -

Pir(2) (;z2+—1+“‘) i=1,2
2(2? = (P3r414)%)

Logo, m(x) tem grau 2r e entdo usando o Lema 4.1.3 comn =2re k =r e o Lema 4.1.6
comn =2r+1ek =r, obtemos

/ Su(z)= P ))2 ($2 5 %) e dz > 0.

Aplicando quadratura gaussiana sobre os zeros de P, obtemos

S (pﬂ‘l P¢0 pﬂt)
Po%

Como pi“,- > 0 entdo sinal(S,(p%%)) = sinal(P,e° (pf:“‘)) Além disso P,%° tem sinal oposto em
dois zeros consecutivos de P?°, portanto o mesmo acontece com S,. Logo, S, tem um zero
em cada um dos intervalos (p%%, p2%.,) e (—=p%%, 1, —p%%), i =1,...,7—1. Como Sz,41(0) = 0
encontramos n — 2 zeros de S,,.

Suponha que S, tem dois zeros no intervalo (p%%,p%%,,), i = 1,...,7 — 1. Entio,
como sinal(S,(p%%)) = sinal(Pe°(p2%)), Sn deve ter um nimero fmpar de zeros no in-

tervalo (pﬂf’,-, pﬁ'} +1)- Suponha que tenha trés zeros e entao S, teria n + 2 zeros, o que é um
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4.1 Produto interno de Sobolev S;

absurdo. Logo, S, tem apenas um zero em cada intervalo (pﬂ,pﬁ‘f‘-ﬂ) e como S, é mdnico

e P,%o(pg) > 0, S, ndo pode ter um zero a direita de p%,, caso contrério S, deveria ter um
nimero par de zeros em (pg’,,00) e um nimero par de zeros em (—oo, —pﬁ?,). Portanto, S,

possui um zero positivo a esquerda de pﬂ. =

Teorema 4.1.3 Consideremos o produto interno (4.1.1). Seja {P¥}2, a seqiiéncia de
polindmios ortogonais moénicos com relagao a diby, onde dyp(z) = (1 + ng)e"zzda:. Seja
n >3, pi% < ... < p¥o denotam os zeros positivos de P € s,y < ... < sn, denotam os
zeros positivos de S, entao

‘w
Sn1 <Ppg < -0 < 8pyp < pzor

A demonstracao deste resultado é andloga a anterior.

O préximo resultado, encontrado em [4], serd utilizado para encontrarmos a posi¢ao
dos zeros dos polinémios ortogonais associados & medida dy com relagao aos zeros dos

polinémios de Hermite.

Lema 4.1.7 Sejam Qn(x) e Qn-2(x) polinémios pares (impares) com coeficientes de maior
grau positivos e com todos o0s zeros reais tais que seus respectivos zeros positivos

Tp1 < oo < Tpyp €Tp_a) < ...< Tp_z,-1 Se entrelacam, isto €,
'Ir!,l < Tn-2,1 T & mn—2.r-1 < xn,r-

Entao, para qualquer constante real c, o polinémio
Q(z) = Qn(z) — cQn-2(z)

tem n zeros e seus zeros positivos £, < ... < &,, se entrelagam com os zeros positivos de
Qn(z) e de Qn-2(z). Mais precisamente, se
(1) ¢>0, entao
Tni <ni <Ep-24; t=1...,r=1
Znr < &nrs
(i) e< 0, entao
En1 < Tn,

Tp-2i-1 < &'ﬂ.i < Tngy i=2,...,T
Além disso, todo zero positivo &,;, parai=1,...,r, € uma fungao crescente de c.

AVA
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4.1 Produto interno de Sobolev S;

Teorema 4.1.4 Seja {P¥°}2, a seqiiéncia de polinémios ortogonais ménicos com relagdo
a diy, onde dio(z) = (14 qz2)e~*"dz, para ¢ > 0. Sejan > 3, pff’l < ... < pYe denotam os
zeros positivos de PY° e h,y < ... < hp, denotam os zeros positivos de H,, entdo

By < PR < oo < B < P
Demonstragao: Pelos Teoremas 4.1.1 e 4.1.3 temos que
hoi <pﬁ'f"-, f= b
Mostremos entdo que p%% < hpit1,i=1,...,7 — 1. De (4.1.2) temos
Hy(z) = PY°(z) + dn-3(q)Py%,(z), onde dn—3(g) > 0.

Sejam p¥°,y < o € p,‘{’“_z, os zeros positivos de P¥°, e como

Yo Yo o
Pnil <Pn-21<---<Ppgr1< Pﬁv

entdo do Lema 4.1.7, como dn—2(q) > 0, obtemos hn1 < piy € P < Py < hni <

[ : . + Yo Yo =
Posy 8 =2,...,7,0useja, p,5_1 <hyi<pyi 1=2,...,m [

Teorema 4.1.5 Consideremos o produto interno (4.1.1). Seja n > 3, entao os zeros de S,

separam os zeros de Hp4.

Demonstracao: Sejam hp411 < ... < hpt1, 0S zeros positivos de H,4;. Para n = 2r

fazemos
$H2r+l($)

$=1,9; 0y
9 19 1 3y 1+
2% — hgr11

7(z) =
e para n = 2r + 1 fazemos

Hyyo (x)
2% — hi 40

7(z) = o SR T

Usando o Lema 4.1.3comn =2re k=7 e 0 Lema 4.1.6 com n = 2r + 1 e kK = r, obtemos

/ mSn(;r)HLl(x)e_xzdz > 0.

2 _ L2
—-00 z hn+l,i

Aplicando quadratura gaussiana sobre os zeros de H,,;, obtemos
Sn(hnt1:)Hpsy (hng1s) > 0 = sinal(Sp(hns1:)) = sinal(H,,; (hnt1.))-

Como H;H tem sinal oposto em dois zeros consecutivos de H, .1, 0 mesmo ocorre com S,.
Portanto S, tem um zero em cada um dos intervalos (hp41, Ant1i+1) € em cada um dos

intervalos (—hp41i41, —hnt14), 0 =1,...,7 = 1.




4.1 Produto interno de Sobolev S;

Para n impar, mostramos que S, tem pelo menos n — 1 zeros. Mas S,,(0) = 0, portanto
S, tem n zeros.

Para n par, mostramos que S, tem pelo menos n—2 zeros. O mesmo argumento utilizado
no Teorema 4.1.2 para provar que S, possui um zero a esquerda de pﬁl pode ser utilizado
para mostrar que S, possui um zero positivo a esquerda de h,41,1.

Assim concluimos que os zeros de S,, n par ou impar, se entrelacam com os zeros de
H,... ]

Um resultado sobre os zeros dos polindmios ortogonais de Sobolev, também importante,
& que zeros de polindmios ortogonais de Sobolev de graus consecutivos se entrelacam.

Teorema 4.1.6 Consideremos o produto interno (4.1.1). Seja n > 3, entdo os zeros de

Sn—1 separam os zeros de Sy.

Demonstragao: Sejam s, < ... < s,, 0s zeros positivos de S, e h, ;1 < ... < hy, 08 Zeros
positivos de H,. Paran=2roun=2r+1temosparal <:<r

hn+2,i < hn,i- (4110)
Pelo Teorema 4.1.5, temos que
Sor—1i < horiy1 € Sori < horgr,

parar > 2ei=1,...,r—1. Usando os Teoremas 4.1.1, 4.1.5 e (4.1.10) obtemos para n = 2r,
riz 2

Sori < horp14 < har—15 < S2r—15 < Porgs1 < 82441, t=1,...,7r=1.
Portanto, s2.; < S2r-1 < S2rit+1, ¢ =1,...,7 — 1. E para n = 2r + 1 obtemos para r > 2
Sor41i < horg2it1 < horig1 < Soris1 < Morgrid1 < S2r41i41, E=1,...,r =1
Portanto, sor4+1i < Sori+1 < Sort+14+1,2=1,...,7=1. E
0 < 8951 < hort11 < Sor41,1-
Para mostrar que os zeros de S, separam os zeros de S3 usamos
Sa(z) = Py°(z) = 2% — (p53)°

onde p3% é o zero positivo do polinémio PY° associado a doo(z) = (z% + ”—q"l)e‘“2dx. Como

o0
[ P$°(z)d¢o(z) = 0, encontramos

o0

_nor
S21 =Pg =
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4.1 Produto interno de Sobolev S;

Para o zero positivo de Hj temos hs; = /3/2 > s3; e pelo Teorema 4.1.1, hz; < s3;.

Portanto,
821 < 53‘1.

w
Os teoremas 4.1.1, 4.1.2, 4.1.5 e 4.1.6 sao analogos a resultados que foram mostrados em

[5].

4.1.2 Produto interno de Sobolev S,¢ associado & medida (1—z2)*"'/2dz
Consideremos do Corolério 3.2.2 que

diy(z) = (1—-22)*2dz, déy(z) = (1-22)*Y2dz e dio(z) = (14+qz?)(1—22)* 24z,

para ¢ > —1, P4 (z) = G (z) e P¥1(z) = G (z). O produto interno de Sobolev S, &
dado por

{f:9)816 = /:1 f(@)g(z)(1 + K1 + q2*)(1 — 2°)*~2dz + &2/1 f(@)g (z)(1 - 2°)*+2dz,

onde ¢ > —1.
Aqui tomamos g > 0 e escrevemos o produto interno como

(fratsic =af j:llf(:c)g(x (2 + 2E2) (- oty + 2 / f(@)g/(@)(1 - 22z (4111

Neste caso, definindo dgy(z) = (3:2 + “’—q"’-) (1 — 2%)*~1/2dz, temos que {d¢o,dy);} =
{(z2 + ’%L) (1 — z2)*-1/2dg, (1 - :.:2)““/20?3:} ¢ um par de medidas simetricamente
coerente de Gegenbauer do tipo I

Por isso utilizamos resultados encontrados em [7], onde foi feito um estudo sobre os
zeros dos polinémios ortogonais de Sobolev associados a pares simetricamente coerentes
envolvendo a medida de Gegenbauer, para estudar o comportamento dos zeros dos polinémios

S, associados a (4.1.11).
Lembramos que os polindmios ortogonais associados satisfazem Sp(z) = 1, Si(z) =z e

paran = 1,
Sn+l($} -+ an—l(‘]: Kfl»n‘Z)Sn—l( ) G‘I("IC-?].( ) n+l($) + d = ( ) 1($), (4112)

onde a,-1(q, K1,K2) > 0 e d,—1(g) > 0 sao dados, respectivamente, por (3.2.13) e (3.2.14).
Derivando a relagao (4.1.12) e dividindo por n + 1, obtemos

Spu(z Bilz
Git(z) = n";(l) +¢en nl(l), (4.1.13)
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

n-—1
onde ¢, = Cn(Qs K1, H’Q} = Tl_

iR lan—l(q: h-'laﬁ'?) > 0.

Como anteriormente, precisamos de alguns resultados preliminares para determinarmos
a posicao dos zeros de S, com relagiao i posi¢ao dos zeros de polinémios associados. Nova-
mente trabalharemos com os casos em que n é par ou impar.

n=2r: Parar > 1ei € {-2,—1,...,7 — 1} definimos

1 Y
ml = / Sar(x) (12 . ZM) (1-z2)"V2dz, i=-1,...,r—
-1

m’, = 0.
O proximo lema fornece uma relacao de recorréncia para os coeficientes m!.

Lema 4.1.8 Parar > 2 el <i<r—1 temos

2Ko1
m = =22 (e, = fmi_+ (6~ Do}

ondee; = 2i142X >0, f; = 23‘_1+1 palsr

1 1
(GBA=9Y =0 =it (1+ +""‘)>{J.
q q

" _ 1+,
Demonstracao: Paral <i<r -1, <.5'2,, (x2 -+ qnl) > = 0. Logo,
Sie

1

1 14 5\ 2t 1 1 g
q{f Sar(x) (zu%) a -f)ﬂ—”zdﬁ%/ Sy, (z) (x2+%) (1-22)*+24z \ 0.
-1 -1

De (4.1.14) temos que

. 1 oy i1
—% S, () (3:2 + %) (1 - z?)*+1/2dg,
-1

-

I
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

1+, )\
Integrando I por partes, com u = z (:1:2 - Tﬁ'l) (1-z2)*+1/2 e dy = S, (z)dz, obtemos

1 1 i-1
_/ S2,-(I) ($2 + %) (1 - $2)0+1/2dx
-1
1 i-2
—2(i — 1)/ Sor ()22 (x2 4 1_-;_"3.) (1 — 22)°+/24g
-1
1 i—1
+(2X + 1)/ Sar(z)2? (zz " %) (1 - 22)1 24y
-1

1 1 i-1
—f Sar(z) (:r2 + —J;ﬁ) (1-z3)(Q1 - z?)* 2z
-1

! 14K e
“2i-1) [ Suwlole? (2 + 2552) 7 (-1 - e

-1
1 i-1
+(2A + 1)/ Sor(z)2? (3:2 + 1-;_&1) (1 - 22> 124z
-1

: 1+k 1+ &
Fazendo z2 = z2 + - ZM e usando (4.1.14), obtemos

q

14+ K

1
(4i +2) — 2)] ml_,+2(i—1) J;'“ (1 pat ”‘) ml_s.

I =(2i+2A\)m_,— [21‘ -1+
q

-2 1
Multiplicando I por :23 segue o resultado. o

O lema seguinte avalia o sinal de m].

Lema 4.1.9 Parar >2 e —-1<i<r—1 temos
(1) mf =0
(i) sinal(m?) = (=1)H*1 {1 #£0.

A demonstragao ¢ andloga & demonstracao do Lema 4.1.2 substituindo a medida e*dzx
por (1 — z2)*-1/24z,
Conhecer o sinal da integral I; definida abaixo nos ajudara na localizagao dos zeros dos

polinémios ortogonais de Sobolev associados a (4.1.11).

Lema 4.1.10 Sejar > 2 e w(x) um polindmio ménico par de grau 2k, tal que todos os zeros

de 7(zx) sao reais. Definimos
1
I 2/ Sor(z)m(z)(1 — 22)*V2dz.
=
Sel<k<r en(z)#x?, entdo sinal(l}) = (—1)"**.
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4.1 Produto interno de Sobolev S;

Demonstragao: Sejam z,, ..., T\ 0s zeros nao negativos de (). Parai = 1,...,k, fazemos

14 5

=%+ , entao

1 1
w(x)=(a:2+ +K1—tf)...(x2+ +Kl—ti)w
q q .
onde nx = 1 e se 7; # 0, entdo sinal(n;) = (—=1)¥~*. Logo, de (4.1.14)

k
o T
L = E :Th‘me'—l
=0

e, pelo Lema 4.1.9, se 7; # 0, entdo sinal(mmi_;) = (=1)¥*". Assim, sinal(l}) = (—1)**".
Se k1 = —1 e (z) = z? entdo,

1
g = / Sor(2)72(1 — 22)*V2dg = m = 0.
=1

n=2r+1: Parar > 1ei€ {-2,—1,...,r — 1} definimos

1 1+51 i+1
o= fISQ,-+1($) (3:2-6- - ) (1 - 2?)*"%dz. (4.1.15)

1

Também obtemos uma relacao de recorréncia para pf, com demonstragao anéloga a do
Lema 4.1.4.

Lema 4.1.11 Parar>2el1<i<r—1 temos

- 2:‘(.2 ~ r “ r
M = _"E" aipl;_y — Bili_p + (t- 1)'7:'#’:;'_3} )

onde og = G+ DGEFA+Y2) > 0, f = i|2it1+TGiron| > 0.

q
14K 1
v = 2 il (1+ +”‘)20.
q q

Como no caso do produto interno de Sobolev associado & medida de Hermite, temos o

resultado abaixo, que avalia o sinal de pI.
Lema 4.1.12 Parar > 1 e —-1<i<r—1 temos
sinal(u}) = (=1)"H*,

O seguinte lema avalia o sinal da integral /> que também sera util na localizagao dos
zeros dos polindmios ortogonais de Sobolev associados a (4.1.11).




4.1 Produto interno de Sobolev S;

Lema 4.1.13 Sejar > 1 e w(x) um polinémio ménico par de grau 2k, tal que todos o0s zeros
de m(x) sao reais. Definimos

1
r s f S (2)7(2)(1 — 22)*V2ds.

1

Se 0 < k < r, entdo sinal(ly) = (—1)"**.

Provamos o lema acima com o mesmo argumento utilizado na prova do Lema 4.1.10.

O préximos resultados terao suas demonstragoes omitidas por serem analogas s demons-
tracoes dos teoremas vistos anteriormente, no caso do produto interno de Sobolev S, .

O teorema a seguir fornece uma relacao entre os zeros dos polinémios ortogonais de
Sobolev, S, e os zeros dos polindmios ortogonais de Gegenbauer, fo‘), associados a (4.1.11).

Teorema 4.1.7 Consideremos o produto interno (4.1.11). Sejan > 3, entdo S, tem n zeros
reais e distintos. Sejam gn1 < ... < gnr 08 2eros positivos de G e 858 % 3t Sny 08
zeros positivos de Sy, entao

nl < Sp1 < ...< Gnr < Sppr.

Com o préximo teorema podemos localizar os zeros dos polindmios ortogonais de Sobolev
através dos zeros dos polinémios ortogonais associados a4 medida d¢y.

Teorema 4.1.8 Consideremos o produto interno (4.1.11). Seja {P®}32, a segiiéncia de

polinémios ortogonais ménicos com relagdo a dy, onde do(z) = (¢? +E2)(1—2?)*~12dz.

Sejan > 3, pﬁf’l < ... < pf denotam os zeros positivos de PP e spy < ... < sn, denotam

0s zeros positivos de S, entao
$0
LR o A A T

Também é possivel encontrar a posigao dos zeros dos polinémios ortogonais de Sobolev
com relagao aos zeros dos polindmios ortogonais associados & medida diy.

Teorema 4.1.9 Consideremos o produto interno (4.1.11). Seja {P¥°}3, a segqiiéncia de
polinémios ortogonais monicos com relagdo a diby, onde dibo(z) = (1 + qz?)(1 — z2)*V2dz.
Sejan > 3, piYy < ... < p¥o. denotam os zeros positivos de PY° € sp1 < ... < Sp, denotam
0s zeros positivos de S, entao

R O AL B
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4.1 Produto interno de Sobolev S,

Teorema 4.1.10 Seja {PY°}2, a seqiiéncia de polinémios ortogonais monicos com relagdo
a diyg, onde dio(z) = (1 + qz?)(1 — 2?)*~/2dz, para ¢ > 0. Sejan >3, pi < ... < p¥&,
denotam os zeros positivos de PY° € gn1 < ... < gnr denotam os zeros positivos de G,(f'),
entao

R s R R R

Teorema 4.1.11 Consideremos o produto interno (4.1.11). Seja n > 3, entdo os zeros de

S, separam os zeros de G,m

Demonstragao: Sejam g,+1,1 < ... < Gnt1,r OS Z€ros positivos de fo_'&l. Para n = 2r

fazemos @
X
2r+1 (..\"‘J)

z2 — g2r+1,:

7(z) = i=12,...,r1

e para n = 2r + 1 fazemos

(OJ ( )
7(z) = 2”'2 § =12 w50t
N 92r+2.z

Usando o Lema 4.1.10comn =2rek =r e o Lema4.1.13comn = 2r+1 e k = r, obtemos

2 =
00 gn+l i

[+5] (0‘)
f xSn( ) n+l($) ( $2)a—1f2d$ < 0.

Aplicando quadratura gaussiana sobre os zeros de GnH, obtemos

Sn(Gns1,0) G (Gnt15) > 0 = sinal(Sn(gnt1)) = sinal(G. S (gnt14))-

Como G,H_1 tem sinal oposto em dois zeros consecutivos de Gﬂ +1, 0 mesmo ocorre com S,.
Portanto S,, tem um zero em cada um dos intervalos (gn+1,i, Gn+1,i+1) € (—9n+1,i+1, —9n+1.),
i=1,...,r—1.

Para n fmpar, mostramos que S, tem pelo menos n — 1 zeros. Mas S,,(0) = 0, portanto
S, tem n zeros.

Para n par, mostramos que S, tem pelo menos n—2 zeros. O mesmo argumento utilizado
no Teorema 4.1.2 para provar que S, possui um zero i esquerda de pm pode ser utilizado
para mostrar que S,, possui um zero positivo & esquerda de gn41,1. Portanto, os zeros de S,

se entrelacam com os zeros de fofl. i

Teorema 4.1.12 Consideremos o produto interno (4.1.11). Seja n > 3, entdo o0s zeros de

Sy—1 separam os zeros de S,.

A demonstragao ¢ analoga & demonstracao do Teorema 4.1.6.

Os teoremas 4.1.7 e 4.1.8 também sio encontrados em [7].
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

4.2 Produto interno de Sobolev S,

Repetimos a seguir algumas defini¢oes da secdo 3.3 para facilitar a leitura desta se¢ao.
Sejam d¢y e diyp medidas classicas simétricas e tais que os polindmios ortogonais monicos
associados P% e P¥ satisfazem P.¥°(z) = nP%,(x), n > 1. Seja a medida di; dada por

di,(z) = doo(z),

1+ qx2
Além disso, o produto interno S; é dado por

(f,9)s, = (f, 9o + {F', 9D mrdotramn-

4.2.1 Produto interno de Sobolev S,y associado & medida e~*dz
Consideremos, como no Corolério 3.3.1

déo(z) = dyp(z) = e¥dr e dyy(z)=(1+ qxz)_le_’cgd:f

para q > 0, e P%(z) = P¥(z) = H,(z). O produto interno S,y é dado por

o0 2
(f.9) / f(@)g(z)e™ = dz + ] f(z)g (@Bt T T gy (g2.1)

1+ gx?

onde ¢ > 0. Lembramos que os polindmios ortogonais associados satisfazem Sy(z) = 1,
S1(z) = z, Sa(x) = Ha(x) e paran > 2,

Sn41(2) + an-1(g, K1, K2)Sn-1() = Hp41(2) + dn—1(q) Ha-1(z), (4.2.2)

onde an-1(q, k1,K2) >0 e &RMI(Q) > 0, para q > 0, sao dados por (3.3.6) e (3.3.7), respecti-
vamente.

Além disso,

PY(@) = Ha(o) + dua(@)Hocalz) = 2218 1 g o)

e de (4.2.2), obtemos

S:q+1 (z) 5! S;—1(33)

B (z) = el

3

n—1

an-1(q, k1, K2) > 0.
il 1(9 1 2)

onde ¢, = cu(q, K1, K2) =

Considerando ¢ > 0 e k; = 0, podemos escrever o produto interno (4.2.1) como

2

(f, ), f F@)olz)e="ds + 22 ] /()9 (2) g4z (4.2.4)
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

-2 —z?
Denotando d¢,(z) = e—lda':, temos que {diy,d¢,} = e~ dz, e—lda: é um par
724 - z2 + 3
de medidas simetricamente coerente de Hermite do ¢ipo II. Assim, obtemos resultados ané-
logos aos encontrados em [5].

Antes de determinarmos a posi¢ao dos zeros dos polindmios S, para ¢ > 0 e k; = 0,
precisamos de alguns resultados preliminares. Como no caso do produto interno de Sobolev
S, distinguimos em dois casos: n par ou impar.

n=2r: Parar > 1ei€ {-1,0,...,r — 1} definimos agora

mi = / Sor(z) (:82-}—%) e~ dr.

Lema 4.2.1 Parar >3 e2<i<r-—1 temos

2Kat 2
2 {Qm;'_i —bm_y+ (i — 2)-m;."_3} ,
q q

2
ondcb,-:2i—3+a>0.

A demonstracio é anidloga 4 demonstracao do Lema 4.1.1 com «; = 0.

Lema 4.2.2 Parar > 2 e0<i<7r—1 temos
(i) mg=0
(i) sinal(ml) = (=1)"H* i #0.

Demonstragao: (i) Como (S, 1)s,,, = 0, entao de (4.2.5) segue que mg = 0.
(ii) Usando o Lema 4.2.1 encontramos para ¢ = 2

my = —T‘m’{ = sinal(my) = —sinal(m]).

Como (Sar, 2% + ¢)s,, = 0, usando (4.2.5),

(4.2.6)

9 o0 s —z?
m] = — 52/ 3232,(:.:)2—(13:
—00 T+

k. Tdz.
9 q

Portanto, para conhecermos o sinal de m] basta conhecermos o sinal da integral acima. De
(4.2.3)

g

S2r-2 (3:)

i S’,(:c
() =) o, Srt),

o Car— Cor—1 > 0.

1




4.2 Produto interno de Sobolev S,

Logo,

2

o e © & (x) e= o g e
(}:/_ rPg,’_‘_l(m)—xz_Fldm:/; LE—2( ) dz+r:2r—1f_ (@ )—"—

dz
2 ; % or $2+é 1

. 2
2r 2:1:+qr
i 52 = 1 * S;(I) g
= . dr = (=1)"""¢cgp_1Cop—3...C r—=—
/ I2+— (=L Gre10m 3/_00 2 22+1

Mas,

2

o Six) e = g &F
2 2
\/—NITH—I—i‘dx—/: xmd$>0 e ¢ >0,

2 q

. N S:’?r e—z2 s r—1
sinal (f"w:n T idx) = (-1 (4.2.7)

De (4.2.6) e (4.2.7), sinal(m]) = (-1)". Como sinal(m}) = -sinal(m]), entdo
sinal(m}) = (=1)"*! e portanto, pelo Lema 4.2.1 e por indugao matematica concluimos

que sinal(m?) = (=1)"H+1, n

Com o resultado a seguir poderemos localizar os zeros dos polindmios ortogonais de
Sobolev associados a (4.2.4). A demonstragao serd omitida por ser aniloga 4 demonstragao
do Lema 4.1.3 com k; = 0.

Lema 4.2.3 Se¢jar > 2 e m(x) um polindmio ménico par de grau 2k, 1 < k <r—1, tal que
todos os zeros de w(x) sdo reais. Definimos

L= /00 Sor(z)(z)e™ dx

entdo I # 0 e sinal(l;) = (—1)"tF+1,
n=2r+1: Parar > 1ei€ {-1,0,...,7 — 1} definimos

o0 1 1 "
B = f TSar41(x) (xz - —) e % dz.
S q

Lema 4.2.4 Parar >3 e2<i<r-—1 temos
2’92 ; ; r
K = {O-‘e.u, 5:‘#.-_2 5 (1 = 2)‘?:‘#;‘45} )
) 3 4 2 27
ondea; =2i1+1>0, 6,-=(21+1)(3-—1)+a >08‘}’,—=-&- > 0.
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

A demonstragao é analoga & demonstracao do Lema 4.1.4 com k; = 0.
Lema 4.2.5 Parar >1e0<i<r -1 temos

sinal(u?) = (=1)"*,

Demonstragao: Temos que <Sg,-+1,1‘ (:-: + 1)> = 0. Logo,
San

2

/ Sor+1(z)x (x2 + }_) - 4y = ——/ S;,_H (33: + 1) £ I dz.
—00 q q I? + -
q

2 1
Usando (4.2.8), somando e subtraindo — no termo 3z% + —, obtemos
q q

z2

3.& 2K
2/ Szr+1($ g +_2f S2r+1(5‘3)
172 + ek

-

o

Az

Integrando A; por partes com u = ™% e dv = S,,,,(z)dz, concluimos que 4; = 2uj. E de
(Sar+1,x)s,, = 0, obtemos

oo o0 -z?

0 2/ $32r+1(2?}8_’“'2dx+ 2/ S;r+1($) Z 1d$'
—00 q -0 3:2 + —

q

Logo, de (4.2.8)

ou seja, Ay = —&ipg. Portanto,
2
6k 2 . .
;== (224 2) s = sinal(uf) = =sinal ().

Usando a relagao (4.2.3), obtemos
i 5, e~ % 5 -
[ rpe o= [ @, "G T,

é 2r+lx?+— oo 2r—1 a:2+%

2

: R oy e
dr = (—1)"corCor—2...Co /_w Sl(m)mdw

=>/w S‘;r+1($) g

0o 2r+1 ..'-:2+l
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

2

o0 e—z.'
/ S(x dx—f_ ﬁd:.,'")»[] e ¢ >0,

1‘: -
o q

sinal(ph) = (-1)™' e sinal(p]) = (-=1)"*2

Portanto pelo Lema 4.2.4 e por indugio, obtemos sinal(uf) = (—1)"++1. n

Lema 4.2.6 Sejar > 2 e w(z) um polindmio ménico par de grau 2k, 0 < k < r —1, tal que
todos os zeros de m(x) sao reais. Definimos

I, =/ $82,+1(:c)?r(z)e_z2d$,

o0

entdo I # 0 e sinal(Iy) = (=1)"+k+,

Para este caso também existe uma relagao entre os zeros dos polindmios ortogonais de
Sobolev associados a (4.2.4) e os zeros dos polindmios de Hermite.

Teorema 4.2.1 Consideremos o produto interno (4.2.4). Seja n > 3, entdo S, tem no
minimo (n — 2) zeros reais e distintos. h,y < ... < hyn, denotam os zeros positivos de H, e
Sp2 < ... < Sp, denotam os r — 1 maiores zeros positivos de Sy, entao

hnt <8n2<.oo € 8pp < Ay
Se S, tem n zeros reais e distintos, e s, denota o menor zero positivo, entao
Sn,1 < h’n,l-

Demonstragao: Sabemos que —h,; também é um zero de H,. Para n = 2r fazemos

Hg,-(.’l’?)

w(z) = —=—, 1=12,...,r
P T LB ¥t
T h‘2r,i

e para n = 2r + 1 fazemos

H2r'+i (:‘B)

—_—, 1=1,2,...,r.
z(2? — h3,p1,4) : t

w(z) =

3

Em ambos 0s casos o polinémio 7 (z) tem grau 2r — 2. Usando o Lema 4.2.3 com n =2r e
k=r—1eoLema426comn=2r+1ek=r—1, obtemos

e Al Hﬂ(‘r) —z2
[_m 5,,($)m:6 dz > 0.
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Aplicando a quadratura gaussiana sobre os zeros de H, temos que a quadratura é exata e
como os pesos da quadratura gaussiana sao positivos obtemos

Sﬂ(hn.i)H;; (hmi)

h.ﬂ,,'

> 0. (4.2.10)

Como hy; > 0, temos sinal(Sp(hn;)) = sinal(H,(hn;)). E como H, tem sinal oposto
em dois zeros consecutivos de H,, 0 mesmo ocorre para S,. Portanto S, tem pelo menos
um zero em cada um dos intervalos (hpi, hni+1) € (—hni+1, —hni), 2 = 1,...,7 — 1. Como
Sor+1(0) = 0, encontramos n — 2 zeros de S, reais e distintos.

Com o mesmo argumento usado no Teorema 4.1.2 para mostrar que S,, possui um zero a
esquerda de pﬁf’l, mostramos que se S, tem n zeros reais e distintos, entao s, < hy,1, onde
$n.1 € 0 menor zero positivo de S,,. n

Teorema 4.2.2 Consideremos o produto interno (4.2.4). Sejan >4, hp_21 < ... < hp_a,
denotam os zeros positivos de H,_5 € 8,0 < ... < Sp, denotam 0s maiores zeros positivos
de S,, entdo

h’n—Z,l <8p2<...< hn_g.,-_i < Sp;r-

Se S, tem n zeros reais distintos, s, denota o menor zero positivo e
Sn,1 < hn—ﬂ,l-

Demonstragao: Para n = 2r fazemos

Hzr—z(x)

2 _ 12
T h?r—Z,i

w(z) =

3

e para n = 2r + 1 fazemos

H‘Zr—l (1:)

(@ - 13, _,)’

() = i=12,...,r-1.

Logo, m(z) tem grau 2r — 4. Usando o Lema 423 comn=2rek=r—2e 0 Lema 4.2.6

comn=2r+1ek=r—2, obtemos

f S Hn- 2{“'") e~dz < 0.

n21

Temos que esta integral é igual a zero somente para n = 4, pois

] Sq{x}e‘zzda: = mﬁ =0.
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Aplicaremos agora quadratura gaussiana sobre os n — 2 zeros de H,—». Como o grau do
integrando é 2n — 4 a quadratura nio é exata e neste caso o erro é p*°, > 0. Portanto,

Sn(hn-2,)Hp_y(hn-2;) &0
hﬂ—2,i

Como hy_2; > 0 entdo sinal(Sy(hn-2:)) = —sinal(H,_(hn-2,)). Além disso H,_, tem sinal
oposto em dois zeros consecutivos de H, 2, portanto o mesmo acontece com Sy,. Logo, S, tem
um zero em cada um dos intervalos (hn—2:, hn-2i+1) € (—hn-2i+1, —hn—2:), i =1,...,7 = 2.
Como S, é monico e H,_,(hn_3,) > 0, entdo S,(hn—2,) < 0 e portanto S, tem um zero a
direita de h,—2, e a esquerda de —h,_s,. Como S3,+1(0) = 0 encontramos n — 2 zeros de
S

Como na demonstragao do Teorema 4.1.2 provamos que S,, tem apenas um zero em cada
intervalo (hp—24, hn-2i+1) € (—hn—2i41, —hn-2i), i = 1,...,7—2 e também se S, tem n zeros
reais e distintos e s, ; ¢ 0 menor zero positivo de S, entdo s, < hp-2;. =

Também podemos determinar a posi¢ao dos zeros dos polinémios ortogonais de Sobolev,
S,, com relacio a posi¢cio dos zeros dos polindmios ortogonais P!, com relacdo a

—x2

doy(z) = ﬁd:n. Para isso precisamos de alguns resultados preliminares envolvendo
T =

q

0s zeros e os extremos (pontos onde a derivada se anula) dos polindomios relacionados.

Lema 4.2.7 Seja r > 1, entdo Sir41 tem 2r extremos. Sejam ogr411 < ... < Ogp41r 08

extremos positivos de Sar41 € Gary < ... < Qory 0S 2€T0S pOSitivOs de P{,f.‘, entao

Qorn < O2r411 < ovo < Q2rr < 0241,

Demonstragao: Parar > 1e 0 <1 <r considere a integral

0 ’ 1 e 2
I = / Sors1() (3:2 + —) e *dz.
—00 q

2

o €~
ID = / S2r+1($)x2_+l—-d$.
—50 e

Para i = 0 temos

00 5 ol 6—9:2
(Sﬁr+lax)5m =0 = ] -T'J"S2r+1(-7‘5')*3ﬁI dz + _/ S;r-f-l (‘I)ﬁd‘t =0
—oo q J- z° + q

Gy e q
= Iy= Sopiq1(2)———dr = —— .
0 _/_w ar41 )$2+$ mﬂo
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Assim, utilizando o Lema 4.2.5 com 7 = 0 obtemos

sinal(Iy) = (-1)".

1\ iy
I -—-/ 82,.+1 ( ") e_z dﬂ:.

-1
Integrando por partes com u = (3: + ) e edv =S, +1(z)dz e usando a definigao

(4.2.8), encontramos

Para i = l.ueow;

L=2u0_, — 26 — 1)l (4.2.12)

Podemos observar que para 2 = 1 o segundo termo acima é zero. Portanto, pelo Lema 4.2.5,
(4.2.11) e (4.2.12), para i =0,1,...,r, obtemos

sinal(L;) = (-1)™. (4.2.13)

Seja m(z) um polindmio monico par de grau 2k, 1 < k < r tal que todos os zeros de
7(z) sdo reais. Sejam zj,...,Zx 0S zeros nao negativos de w(z). Para 1 < i < k, fazemos

=2 +l entao
q}

Fazendo

n(e) = 2

z? — 3
como 7(z) tem grau 2r — 2 entdo k = r — 1 e (4.2.14) resulta em

2

PQ:‘I e~%
| SraleZ= S i <o

2” q
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4.2 Produto interno de Sobolev S,

Aplicando quadratura gaussiana nos zeros de Pff,'.‘, obtemos

S;r-!—l (q2r3) P 2fl (gor.i)
qor,i

<0. (4.2.15)

e como gsr; > 0 entio sinal(Sy, . (qari)) = —sinal (P (gars))-

Sabemos que 0ar4+1,; < Szr4+1,r € Syri1(02r41,r) = 0 € portanto, para todo y € (02r41,r,00),
Sars1(y) > 0. Mas Sy,.,1(arr) < 0, pois Pyt (gary) > 0. Assim, @arr < Oarr-

Para k = 1,...,7 — 1, Oorg1k < Sor41k € Sgpy1(02r414) = 0. Portanto, para todo
Y € (Cors1r—k O2rs1r+1-k), Sinal(Syr41(y)) = (=1)F. Mas sinal(Sp41(gorr—k)) = (=1)%+1,
pois sina[(P;f" (Gorri)) = (=1)*; LOKO, Qorrak < Odnpir=k, para k=0,1,...,7=1. B

Lema 4.2.8 Consideremos o produto interno (4.2.4). Entao Sy.+1 tem 2r + 1 zeros reais e

distintos.

Demonstragao: De (4.2.15), usando r = 2k, podemos determinar o sinal(Sy.,(qx1)) e
sinal(Sy1(—qak,1)), onde ga,1 é 0 menor zero positivo de Py

Sirsr (@ar,1) Pl (qar)

. < 0 => sinal(Sis;(qar1)) = —sinal(P.2 (qak.1))

S:1k+1 (—ﬂhk'l)Pa;f' (—qdk,l)
—q4k,1

<0= sz’nal(S;Hl(—q,;k‘l)) = sinai(P;f‘("Q4k,1)).

P2 (qak1) < 0 => Shpr (qar1) > 0

P;il(_q‘ik.l) >0= S;k+1(_Q4k.l) > 0.

De acordo com o Lema 4.2.7, Syx+1 ndo tem extremos no intervalo (—gqak,1,gax,1), portanto
Sik+1(0) > 0. De (4.2.10) determinamos o sinal(Sik+1(har+1,1)), onde hax41,1 € 0 menor zero
positivo de Hyj41.

S4k+l (h4k+l,l)H:1k+l (h4k+l‘l)
h4k+l.1

> 0 = sinal(Sges1(hars1,1)) = sinal(Hyypy (hars1,1))-

Mas, Hy,,,(hars11) < 0, portanto Sgk1(hak+1,1) < 0. Como Sy, ;(0) > 0, entdo Syx41 tem
um zero em (0, hyr+1,1). Portanto, pelo Teorema 4.2.1 segue que Sax41 tem 4k + 1 zeros reais
e distintos.

Do mesmo modo, podemos provar que Syx4+3 tem 4k + 3 zeros reais e distintos, o que
demonstra que Sa,-4+1 tem 27 + 1 zeros reais e distintos. |
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Lema 4.2.9 Seja r > 2, entao Sa tem 2r — 1 extremos. Seja 09,1 < ... < Ogpp_1 08

extremos positivos de Sz € qar—11 < ... < Qor—1,-1 08 2eros positivos de ng}_l, entdo
G2r-1,1 < 02r1 < ... < @2r-1r-1 < O2r,r—1.

A demonstragao é analoga ao Lema 4.2.7.

—z2

Os polinémios ortogonais, P?!, associados & d¢;(z) = éﬁdx, dependem nao ape-
q

nas de n, mas também do parametro q. Para distinguirmos dois polinémios P?' com um
parametro diferente ¢, usaremos a notacio P2*?. Seja

P21)(z) = lim PH)(z),
q—o0

Como P*@(z) = 1, temos que P (z) = 1. O seguinte lema mostra que P2 (z) existe
paran > 1.

Lema 4.2.10 Para n > 1 temos
P,‘f‘(‘"’)(:c) = zH, 1(z):

Demonstragao: Sejam

L P o6 .
aij = / ot dr e b;= / e " dz.
; 2 4 1 J
—oo T“ + E =ad
Observe que para i+ j > 2
2

lim a;; = lim ] Ii+j;—+ld$ =/ gt 1Hi-le=2% gy — bi—1,5-1- (4.2.16)
= : -

grroo 972 J o )
Se 7 + j for impar, temos que a;; = b; ; = 0 . Os polindmios ph@ podem ser definidos por

Qp,0 0 e Qo n

ap,0 crr Qon-1
0 e Ay

, 0 o Q1n-1
a2n
4 / a0 e agmor | (4.2.17)

Up-10 Qn-11 "' Qn-1,n

An-10 Qn-11 *°* Qp-1n-1

1 T "

(veja [6]) e os polinémios H, podem ser definidos da mesma forma, substituindo a; ; por b; ;.
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9=

1
Como 22 + = <
q

o0
Qpp = /
-0

Fazendo t = z/1 + ¢

aUO>Qf \/W

Para i > 1, temos que

, entao

2

—I

00 —T
€
—dz >
1 e s 3112
q q

z2 +

2

o0
q f 6—12
\/1+q o0

gv'm

T VI+g

o0 = e—I o0 . 2 o0 . 5
@g,2i :/ mz‘ﬁdx < f 8 2T dr = 2/ 220D e=2" 4.
IFE A = -0 0

00 it i —
ap,2i < / t*7 - le~tdt = T (23 1)
¥ 0 2

Fazendo z? = t, obtemos

e portanto, para i > 1,

Qp,2i
lim —= = 0.
q—0o0 C.'.Q 0

(4.2.18)

Entao (4.2.17) ap6s expansao através da primeira linha e dividindo numerador e denominador

por agg resulta em

n—1,1

az?2

an-1,2

n-1,n-1

Gn-1,0 Gn-1,1

an-1,n-1

Observe que todos os limites dos determinantes sdo finitos. Entdo com (4.2.16) e (4.2.18)

encontramos para n > 1,

bo,o
0

b?,U

b2,
1

TH, ().

0
b1t
0

bﬂ—2,l
T

bﬂ,n—l
bl‘n—l

b2,n— 1

bn—?.n—l
xn-—l

unesp ™,

bo,o 0
0 bl,l
b2,0 0

bﬂ—i‘,{) bn—?.‘,l

13

bO‘n—'Z
bl,n—?.‘

b2,n—2

bﬂ—2,ﬂ—2

14 15 16 17 18
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Lema 4.2.11 (i) Sejam qory < ... < Qorr 08 zeros positivos de P;,’,‘(Q) e hy_11 < ... <

hor_1r-1 08 zeros positivos de Hayr—y. Sejar > 2, entao paral <i<r—1,
har-1i < Qarit1-
P¢'1(G)

(ii) Sejam Gari1,1 < ... < Qorg1, 08 Zeros positivos de Py e hory < ... < hgr, 0s zeros

positivos de Hor. Sejar > 1, entdo paral <i<r,
hori < Qor41i-

Demonstracao: (i) Temos que
e—xz o0 e—:l:2
5T =2 /0 P3:9)(z) P59 (z)

q

o0
(P’-;:_l((‘r). Pg;:(q))m — / Pgl(Q)(x)Pil(q)(x) di.

1
0o z a

2
T
q

Fazendo P9 (z) = P?'9(22) temos que

- a2

61(2) poi(@ 2 po1(a) (,2) €~
(PY ‘I)‘szl Ny = 2./0 prm(q)(xz)Pk 1(g {1:2)3:2—4_;‘13:’
g

e ainda fazendo z? = ¢, obtemos

t—lf2€—t

1
t+q

(PR, PR, = [~ BHOQRRO ().
0

Portanto os polinémios P 1@ g30 ortogonais com relagio a fungao peso
t—1/2e—£

1
t+q

J"Q(t) = )
em (0, 00).
Seja € > 0, ¢ < ... < G, os zeros de PP*@ e g1t < ... < §@*< os zeros de P9,

Entao, como
We(t) _t+1/(gt+e)
Wa+e(t) t+1/q

¢ uma funcao crescente em ¢, temos para 1 < < r, (veja [21,p.116)),

it < @ (4.2.19)

Seja ¢d,; < ... < g%, 0s zeros positivos de Pg'@ e g2t < ... < g&¥¢ os zeros positivos

de P29 isto 6, @i = (q3.:)% e G = (a37)? e de (4.2.19), obtemos

q+e q
q? ri < Q2r.i ’

56




4.2 Produto interno de Sobolev S,

paral <:i<r.

Do Lema 4.2.10 sabemos que os zeros positivos de Ha,_; sdo também zeros positivos
de P;,’_‘{w) (note que ng}("") tem um zero de multiplicidade dois em z = 0). Portanto para
1<i<r—1

SR - foe] q q
hor—1i = @ori < Gorig1 < Garip1 = har—13 < Grir-

(i1) Anéloga & demonstracao do item (i).

Apbs estes resultados podemos encontrar a relagao entre os zeros dos polinémios ortogo-
nais de Sobolev associados a (4.2.4) e os zeros dos polinémios ortogonais associados & medida
do;.

Teorema 4.2.3 Consideremos o produto interno (4.2.4). Seja {P2}32, a seqiiéncia de po-

—32 -
linémios ortogonais moénicos com rela¢do a dpy, onde dp,(z) = fmdx. Seja n > 3, para
q

n=2r+1, g1 < ... < @, denotam os zeros positivos de Pfﬁ‘ € Sor411 < -nv < Sopglr

denotam os zeros positivos de Ss.41, entdo

Q2or1 < Sor+1,1 < ook < Q2rr < S2r41,re

Paran = 2r, gor—11 < ... < Gor—1,—1 denotam os zeros positivos de Pg,‘_l €S2 <...< Sy

denotam os maiores zeros positivos de Sa,, entdo
Gor-1,1 < 8272 < .. < Q2r—17-1 < S2rr-
Se S, tem 2r zeros reais e distintos, sy denota o menor zero positivo, entao
S2r1 < (or-1,1-

Demonstragao: (i) Paran =2r + 1 : sejam hg,—1; < ... < hop—1 -1 0S zZeros positivos de
Hy,._y. Do Teorema 4.2.2 temos parar > 2e1 <i<r—1

Sarq14 < hap_14. (4-2-20)
Do item (i) do Lema 4.2.11 temos para 1 < ¢ <r —1
har-1: < Gorit1- (4.2.21)

Sejam 0,411 < ... < 041, 05 extremos positivos de Si,41. Do Lema 4.2.7 obtemos para
l<€2L 7

Qori < O2r41i- (4.2.22)
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Também temos para 1 <:i<r
Oor+1,i < S2r+1,i-
A combinacao de (4.2.20)-(4.2.23), para 1 <1 < r — 1, resulta em
Qori < Sor+1,i < Q2ri+1-
Mas de (4.2.22) e (4.2.23), @2rr < O2r41,r < S2r+1,, POrtanto
Qory < S2r411 < - o < Qory < S2rp1y, T2 2.

Para r = 1 obtemos do Lema 4.2.7 e (4.2.23) que ¢2; < s31, 0 que completa a prova do
teorema para n = 2r + 1.

(ii) Para n = 2r: sejam hyr—2 < ... < hgr_a,_1 0S zeros positivos de Ha,_3. Do Teorema
4.2.2, temos parar >3e2<i<r -1, que

Sori < hg,-_g_;'. (4224)
Do Lema 4.2.11 (iz), temos, para 1 <i <r -1, que
hor—2i < qar—1- (4.2.25)

Sejam 09,1 < ... < Oorr—1 08 extremos positivos de Sar. Do Lema 4.2.9 obtemos, para
2<i1<r,que

Gor-1,i-1 < O2ri-1- (4.2.26)
Também temos para 2 <i<r
O2ri-1 < S2r,i- (4.2.27)
A combinagao de (4.2.24)-(4.2.27) fornece, para 2 <i <r —1,
Gor-1,i-1 < S2ri < Qor—1,-
Como gor—1,r-1 < O2rr—1 < Sorr temos

qar-1,1 < S2r2 LEeEeR q2r—-1,r-1 < S2r.r-

Se S,, nao tem zeros complexos, entdo, usando o Teorema 4.2.2 e 0 Lema 4.2.11 (i), temos

Sor1 < hor—21 < Q2r-1,1,

que prova o teorema para n = 2r.




4.2 Produto interno de Sobolev S,

4.2.2 Produto interno de Sobolev Sy: associado & medida (1—z%)*/2dx

Lembramos do Corolario 3.3.2 que
(1 . w’Z)a+l/2

dgo(z) = (1= 2%)*H%dz, dyo(z) = (1-2°)*Y2dz e diy(z) = T
qz

dz,
para ¢ > —1, P»(z) = G (z) e P¥(z) = G (z). O produto interno S, é dado por

4 + Ky + :
/ f(@)g(x 2)u mda:+-/ fl(z f‘f'l lﬁi q;lqﬂ? (1_&:2)c~+1/2d$1

onde ¢ > —1. Os polinémios ortogonais associados satisfazem So(z) = 1, Si(z) = z, S3(z) =
Gi*(z) e paran > 2,

Sn+1(2) + @n-1(q, K1, 52)Sn1(2) = G () + du1(9) Gy (), (4.2.28)
onde an_1(q,K1,k2) > 0 e dn_1(q) > 0, para ¢ > 0, sdo dados por (3.3.10) e (3.3.11),

respectivamente. Ainda temos que

G)(z 8 )G,ff)( z)
ﬂ+l n 1

e portanto, derivando a relagao (4.2.28) e dividindo por n + 1, obtemos

S:;+1(I) S:a—l(x)
n+1 T n—1

P(z) = GEY(2) + du-a(9) Gy (@) =

P¥'(z) =

n—1

- laﬂ—l(Qs K1, K2) > 0.

onde ¢, = ¢,(q, K1, K2) =

Tomando x; = 0 e ¢ > 0 podemos escrever o produto interno S, da forma

(1 _ $2)a+1f2

1 1
(. 5r = / F(@)g()1 - ) s + 2 / ) ) e, (42:30)

(1 _ $2)a+1,‘2
z2+1/q

1.2 I2)a+1[2

o \a-1/2 (
{(1 gl dz, 2 +1/g
bauer do tipo II. Por isso podemos encontrar resultados analogos aos encontrados em (7],

Definindo d¢,(z) = dr, temos que o par de medidas {diy,d¢;} =

d:c} é um par de medidas simetricamente coerente de Gegen-

onde os autores estudaram o comportamento dos zeros de polinémios ortogonais de Sobolev
associados a par simetricamente coerente envolvendo a medida de Gegenbauer.

Inicialmente precisaremos de alguns resultados preliminares para determinarmos a posi¢ao
dos zeros de S, com relacao aos zeros de Gegenbauer. Também trabalharemos com dois ca-

$0s: n par ou n impar.
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Os resultados a seguir terao suas demonstragoes omitidas por serem analogas as anteri-
ores e podem ser encontradas em [7].

n=2r: Parar > 1ei€ {-1,0,...,r — 1} definimos

(z) (m2 + é) (1-2%)*Y%dz, i=0,...,r—1

A relacdo de recorréncia para os m; é dada a seguir.
Lema 4.2.12 Parar >3 e2<i<r—1 temos
252:‘ T r : r
m] = ——={sim]_; — tim]_, + (i — 2)w;m]_5},
onde s; > 0,t; >0 eu; > 0.

Também podemos avaliar o sinal de m].

Lema 4.2.13 Parar>2 el <i<r—1 temos
(i) my =0

(i) sinal(m]) = (—1)"+H+.

Lema 4.2.14 Sejar > 2 e w(x) um polindmio monico par de grau 2k, tal que todos os zeros

de w(z) sao reais. Definimos
1
I ‘—‘/ S (z)7(z)(1 — 22)*V2dz.
-1
Se 1<k <r—1, entio sinal(l}) = (—1)"+5+1,

n=2r+1: Parar >1ei€ {-1,0,...,7 — 1} definimos

1 i
)'-l: = / $Sgr+1(:]':) (.'132 + é) (1 - xz)“_”?dx.

1

A relacao de recorréncia de u! é dada por

Lema 4.2.15 Parar >3 e2<i<r—1 temos

r 2.&2 r - r
M = ——q— {55#,-_1 — €y + (B~ 2)9:‘#;'-3} )

onde 6; >0,¢;, >0e8; >0.
Também temos um resultado sobre o sinal de p.
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Lema 4.2.16 Parar>1e0<i<r—1 temos

r+i+1

sinal(p;) = (—1)

Lema 4.2.17 Sejar > 1 e w(x) um polinémio ménico par de grau 2k, tal que todos os zeros
de 7(x) sao reais. Definimos

1
T / 281 (@)(@)(1 - 22,
i

Se 0 < k <r—1, entdo sinal(ly) = (—1)"+k+1,

Com o resultado a seguir podemos encontrar a relagao entre os zeros dos polinémios
ortogonais de Sobolev associados a (4.2.30) e os zeros dos polindmios ortogonais de Gegen-

bauer.

Teorema 4.2.4 Consideremos o produto interno (4.2.30). Seja n > 3, entdo S, tem pelo

menos n — 2 zeros reais e distintos. Sejam gy < ... < gnr 08 zeros positivos de G ¢

Sn2 < ...< Spr 0S Maiores zeros positivos de S,, entao
Gnl < Sp2<...<Spr < Gnr-
Se S, tem n zeros reais e distintos, entdo s, denota o menor zero positivo e
Sn,1 < gn,1-

Teorema 4.2.5 Consideremos o produto interno (4.2.30). Seja r > 1, entdo Sy tem 2r
extremos diferentes. {P2'}2, denota a segiiéncia de polinémios ortogonais ménicos com
relagdo a d¢,, onde d¢,(z) = Lj?%:jda:, Gorg < ... < Qor, denotam os zeros positivos de

P{' e ogr411 < ... < Ogry1, denotam os extremos positivos de Sar41, entdo
Qor1 < O2r41,1 < - o0 < Q2rr < O2r41,r:

Teorema 4.2.6 Consideremos o produto interno (4.2.30). Seja r > 0, entd@o Sgr41 tem

2r + 1 zeros reais e distintos.

Como continuidade deste trabalho, de maneira natural, sugere-se a investigacdo de re-

sultados semelhantes quando k; # 0.




Capitulo 5

Propriedades assintéticas

Neste capitulo estudaremos as propriedades assintéticas de polindmios ortogonais de
Sobolev associados a certas medidas simétricas relacionadas, envolvendo os dois tipos de
produtos internos apresentados no capitulo 3. Estes estudos foram baseados nos trabalhos
de Alfaro e outros [1], Marcellan e outros [10] e Martinez-Finkelshtein e outros [13], onde
as medidas envolvidas formam par simetricamente coerente do tipo Hermite [1] e do tipo

Gegenbauer [10, 13].

5.1 Produto interno de Sobolev S;

Lembramos novamente algumas defini¢oes da secao 3.2.
Sejam d¢; e dy; medidas simétricas cléssicas tais que os polindmios ortogonais ménicos
associados satisfazem P.%(z) = nP¥,(z), n > 1 e di, tal que
dio(z) = (1 + qz?)do; ().
O produto interno de Sobolev S; é dado por

(f: 9)51 = (fs g)d’o+m¢1 % KQ(.)N: g,)dn'
De (3.1.2) e (3.1.3) temos
P'(z) = PY(x) + dn-2(q) P2 (),

b1 01 ¢ ¢
_ PR kg aplagt...any
dn—?(g) =q Yo Yo Yo Yo Yo 2 2.

Pn—2 Mo Q3 Q3™ ...0n_

Apresentamos a seguir resultados sobre o comportamento assintético dos coeficientes

d.(q) e ay(q, Ky, K2) do Corolario 3.2.1, ou seja, no caso em que uma das medidas é a de

Hermite.
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5.1.1 Produto interno de Sobolev S,y associado & medida e~*’dz

Consideremos neste caso
dpy(z) = dipy(z) = e 'dz e dipo(z) = (1+ gz?)e % dz,
para q > 0, onde P?(z) = P¥'(z) = H,(z) e, como no Corolério 3.2.1,
g = [ 1@a@ + k1 +a)e ot wa [~ fo)f@edo. (511

Temos que

/i = 2 ,U,w *® /1 2
1o = / (1+g¢r?)e ™ dx = 2> = / (— 4 a:g) e *dz,
—-o0 q -co \4

Ju’(] = = 2 —z? = a i D
lim = phe T dp = dvy(z) = pg’,

9 g oo

portanto,

onde dvy(z) = z2e~* dz.

Calculemos o valor de a*°, quando ¢ — co. De (2.1.4)

w o _ ﬂi"’z _ A Ph@P(+eal)e s
5 pn—S f ( ,,_3($))2(1+qx2) _zzdx =

«

Dividindo numerador e denominador da equagao acima por ¢ e aplicando o limite, obtemos

* (P, (z))3dvo(z vo
e, = PR ) gy

a0 T [ (PRg(2))2dve(z) s

Assim, quando ¢ — o0

¢1 @1 ¢'1 1
Ly Qp Qg ..
lim d,—2(q) = dp—2(c0) = o' : :O"'l = ﬁ:,’; , n>2. (5.1.2)
q—00 Iu’(} O.’g 0'3 BT & #t| Prn—-2

Seja {PY ’},;_0 a seqiiéncia de polinémios ortogonais com relagio & medida z%e~** em
(—o00,00), onde 3 é par, entao

0, m # n,

pslﬁ]>0, m=n.

] P,Em [m)Pfi(m)x‘Ge'zzdw =

Logo, para m # n

[ P)(z) P2 (z)zPe ~ dz =0 => f PN D) PE (x)fe ® dz=D.

63
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5.1 Produto interno de Sobolev S,

Fazendo z? = y, obtemos

o0
—e 1
[ PRmPR e
0

_ % B8) () B (41 B2 o 1y —
st =0= [ PPWRD N ey =0,

portanto,
~ =1
POy) = LT (y),
(&)
onde Ly ?

Analogamente, para m # n

530 os polinémios de Laguerre de paridmetro *‘%1—

K —z2 & s
/ Péfll(z)Péﬁ)H(r)mﬁe dr =0 = /n P;Efll(x)Péfl)H(:r)xﬁe 2 g = 0.

o0

Fazendo z2 =y

i ! * Pini (VD) Panss (V) o1
p») MY B/2o-v i 0___?f 2n+1 2m+1 e Vdy =0
A 2n+1(VY) Poma1 (VY)Y 2y Y i ] Vi y Y

=% / PO (y) PO (y)y™ evdy = 0,
0

portanto,
- B+1
BPOy) = LT (y).
Além disso,
i = [ PR@PR@P Tl =2 [ PO@PD e s,
—no 0
e fazendo z? = y, obtemos
®) * 8 ®) 8/2,-y_L % B0 (o) BO) (1 0s 52 o
Pon = 2 'P‘Zn (\/E)Pzn (\@)y € mdy: 5 'Pn (y)Pn (y)y € dy
0
0 (81 Bt - 8=1
/ Lo @)n? (Wl Tevdy=pa" 7,
0

portanto,

8 (L452)
p(2n) = Pn * ]

o0 o0
B -T B
M= [ PRa@PRa@e ds=2 [ D P @,
= 0

oo

Fazendo novamente z* = y,

2n+1

” o2 | oop(f) 7] P(ﬁ]
p&i)ﬁ—l i 2/ Péf-)ﬂ(\/:"j)P(ﬁ) (\/!—;)yﬁ/‘ze v di = 2 +1(\/_) 2n+1(\/§) &L’.e_ydy

—_— y = 2
0 % A 0 1 841 B+1
= / PP (y) PO (y)y T e vdy = f LS L )y evdy = p 5.
0

0
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temos entao que
(8) (L.251)
p2n+1 = Pn W

Assim, de (5.1.2) concluimos que

o5 e pe il
lim da-2(q) = don_2(00) = 28— = =20 — = =n, n>1, (5.1.3)
e e o

Ponsl pgo) o pa
lim dzn._l(q) = d.gﬂ_l(oo) L o DOREL . ET =
o Ao~ A, AT

n, n>1, (5.1.4)

pois p¥® =T(n+ a + 1)n! (veja secio 2.1.2).

Lot 20 1 pe 1
Teorema 5.1.1 A segiiéncia {b,}32, = {n - 2} é limitada por g1 € converge para

b = m, onde a, = an(q,K1,K2) € dado em (3.2.9), A = % ep(z) =z+ V2 -1
com Vz? —1> 0 quando = > 1.

n=1

Demonstracao: Das relagoes (3.1.3) e (3.2.2) temos que

Pﬁ‘+2
(n + 2)p#

pe‘u
an=qn—+2=>bn=2q

S
pnl H

Do produto interno S,y € usando a propriedade extremal da norma de polinémios ortogonais,

temos

P = (Sn,Sn)si = / Sa(@)do(z) + K1 f Sa(x)de () + Ky / S (z)d (2)

[ (Prayane s [ (PR )

o0

s [ " (P2 (2) i (2)

o0

. / (P¥(z))(1 + qz?)de (x) + K1p?* + Kan?pP"

oo
o0

g [ (P¥(z))2den (z) + ¢ ] (zPY(@))ddy (&) + mp? + ran?pfh,

-0

@ 2
> PP+ qply + K12 + Kan?pfL

e portanto,

b & 299ﬂ1+2 i3 2Pﬁ1+2
n = e .
(n+2)lgpnis + (L+ K1)pR + kan®pfLy]  (n+2)[p04, + 1500 + 2n2pfL )
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Ko 1+ K

Fazendo agora A = -q- el = , obtemos

b o 2042 3 20742

T (n+2)[pRh, + 00 + An2pft )] T (n+ 2)[9;?11 + An2pft ]

nl\/m

on 3 chegamos que

Como p¥ =

n+1 _ 1 z 1
"_n+1+4/\n_1+4)«n¢+1 —22+1

Portanto, b, < < 1, para todo n > 1.

—22+1

1
Mostremos agora que {b,}3, converge para b=

_ 2,
AT De (3.2.9) temos que

(n+1)(n+2)
= (n+1)(n+2) K1 Ko |
————— +4— + 8n— + 4d,,—2(q) — 4a,—2
dn(q) q q

1+:“€1

n> 2.

K2

Para n par, A\ = — e £2 = , podemos escrever
q

(2n+1)(2n + 2)

1
+ 4 (62 == a) + 16nA + 4d2n_2(q) — 4(12,;..2

Qgp = ) ﬂ.zl,

(2n+1)(2n+2)
d?n(Q}

fazendo ¢ — oo e usando (5.1.3) temos

(2n+1)(2n + 2)
22n+ 1) + 4€2 + 16nA + 4n — dag, o’

a2n = n2>1

. K l14+k
Para n impar, A = 2 e £2 = Tl, podemos escrever
q

(2n+2)(2n + 3)
1
+4 (52 - E) + 8(2n + 1)) 4 4dan_1(q) — 4agn—1

el (2n +2)(2n + 3)
d?u—f—l(Q)

fazendo ¢ — o0 e usando (5.1.4) temos

) - (2n+2)(2n+3) n>1
T 20+ 3) + A€ 82+ DA+ dn—dagyy’

De (5.1.5) e (5.1.6) podemos concluir que

P (n+1)(n+2) n>9
"ToR2@A+ )n+ 14262 —da,,)
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Multiplicando os dois lados da igualdade acima por 2 e dividindo por n + 2, obtemos

n+1
B > 2.
S AR+ w2

Suponhamos que b, — b, quando n — oo. Entdo, b — 22\ + 1)b+1 = 0

= b=2\+1%++/2XA+1)2—-1. Comob< 1,temos que b=2 \+1—/(2X+1)2 -1,
1

ou seja, b = Portanto, se {b,}32, converge, temos que {b,}32, converge para

e(2A+1)°

1
b= T Mostremos entao que {b,}32, converge.

n+1-=b2(2A + 1)n+ 1 + 262 — nb,_,)
222+ 1)n+ 1+ 262 — nb,,_
n+1—b2(2\ + 1)n + 1 + 262 + nb[b,—y — b] + nb?
220+ 1)n+ 1+ 262 — nb,—2
n[l = 22X+ 1)b+ %] + 1 — b(1 + 262) + nb[by—2 — b]
220+ 1)n+ 1+ 262 — nb,—2 ‘
nb? — 222+ 1)b+ 1] + 1 — b(1 + 2¢?) nb|bp—2 — b
202A+ 1)n + 1 + 262 — nb,_» 12X + 1)n + 1 + 262 — nb,_y|’

Jbﬂ = tt‘]|

Temos que b,_5 < 1, para todo n > 1. Assim, n + 1+ 262 —nb,_5 > 262+ 1 > 0 e entdo,
(An+n)+n+1+ 262 — nb,_o > 4\n + n. Portanto,

[n[b? — 22X+ 1)b+ 1) + 1 — b(1 + 26?)| +b|b,,_2—f;n|
(4X+1)n 4A+1

|bn i bl
o que implica
limsup |b, — b| < llm sup |by—2 — b = limsup |b, — b| =0
n—oo 4 n—o0 n—oco

e o resultado segue.

O teorema a seguir mostra o comportamento assintdtico da razao entre polinémios or-
togonais de Sobolev associados a (5.1.1) e os polindmios ortogonais de Hermite.

Teorema 5.1.2 Os polinémios ortogonais de Sobolev, S,, com relagao ao produto interno
(5.1.1) satisfazem

Sa(@) __e@A+1)
I ) = B =T

uniformemente em conjuntos compactos de C\R, onde A = ? ep(z)=z+ V2?2 - 1.

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18



5.1 Produto interno de Sobolev S,

Demonstracao: Com a notagao

a formula (3.2.8) torna-se

fas2(T) = 1 4 cu(z) fu(2), (5.1.7)
onde f, e ¢, sdo fungdes analiticas em C\R e usando o Teorema 5.1.1 e o resultado (2.1.10)

liITl C';(I) — hm —Qn Hn(l') 2l hm H(n+2)ann(I) _ 1

n—oo n—oco Hyi2(2) " nooo 2H,2(x) T p(2X +1) =5

uniformemente em subconjuntos compactos de C\R.
Se fizermos

1

9n(z) = falz) — T=p

entao de (5.1.7)

.Un+‘2($) =b (fn(x) - %) o fn(x)(cn(x) i b) _— bgn(x) + (gn(x) = ﬁ) (Cn(x) = b),
ou seja,

gn+2(T) = bgn(z) + €n(), (5.1.8)

1-b

com €,(z) = (gﬂ(:z:) + L) (cn(z) = b).

De (5.1.7) temos
|[fat2(z)] < 1+ |en(2)|] fa(Z)]-
Como c¢,(z) — b uniformemente e 0 < b < 1 entao, existe N € N, tal que, para todo
n > N, |ea(z)] € m < 1. Logo,

| fn2(z)] 1+ m|fn(z)|

| fvsa(z)] 1+ m|fns2(z)| < 14+ m+m?|fa(z)]

| fnie(T)] 1+ m|fy4a(z)| < 1+m+m? +m?|fa(z)
1-m
1

i
@) < T+mam®+m’+. . +m' ™+ ml|fy(2)] = T +m|fn(2)|

1
< m+|fN{$)| = M.

Portanto, fn(z) e, conseqiientemente, g,(z) sdo uniformemente limitadas em subconjuntos
compactos de C\R. Além disso, como c,(z) — b, entao lim €,(z) = 0 uniformemente em




5.1 Produto interno de Sobolev S;

subconjuntos compactos de C\R e de (5.1.8) podemos ver 0 mesmo comportamento para

gn(x). Logo,
; — . Sa(z) _ _p(22+1)
I ) = T e T ) R T =

uniformemente em conjuntos compactos de C\R.

Estes resultados sao anélogos aos resultados encontrados em [1], onde os autores estu-
daram as propriedades assintéticas de polindmios ortogonais de Sobolev associados a pares
coerentes envolvendo medidas de Hermite.

5.1.2 Produto interno de Sobolev S;¢ associado 4 medida (1—z2)*"1/2dz

Apresentaremos agora resultados sobre o comportamento dos coeficientes d,(q) e
a,(q, K1, k) do Corolério 3.2.2, no caso em que uma das medidas é a de Gegenbauer.

Para isto tomamos
doy(z) = (1-2%)*V2dz, diy(z) = (1-2%)2dz e dio(z) = (1+q2?)(1—2%)*"V3dz,
para ¢ > —1, onde P#(z) = G¥(z), P¥1(z) = G (z) e

(S o)sa= llf(x)g(x)(l + w1+ a1 — ) Ve 4w [ 11 £(@)g(@)(1 - 22)+2dz, (5.0.9)

para ¢ > —1. De (3.2.2) sabemos que

a0
an = —g—.

Pn
Seja & = o + K101, entao

1 1 1
B0 (G, BN / S2dby + Kz f 2, > 1z / S2dy.
-1 =1 =

Escrevendo os polindémios de Sobolev como combinagao linear dos polinémios de Gegenbauer
G e em seguida derivando, obtemos

: 2 9
e 2 Kan’plLy.

Logo,
P o

S16

0< < .
Pn Kan®pp_y

Mas, para ¢ = —1, temos que dyy = dy, e assim

pYo _o¥ = n(n+2a+1)
o " Yn+a+1)(n+a)

— quando n — o0,

.
4!
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Yo
entao —
[

£—-:- — 0, quando n — oo.
n(n+ 1)
e
dn+a)(n+a+1) g

De (3.2.16), podemos observar que dp_(—1) = — para

n — 00, portanto
a, — 0, quando n — oo. (5.1.10)

O préximo teorema fornece o comportamento assintético da razao entre os polinémios
ortogonais de Sobolev associados a (5.1.9) e os polindmios ortogonais de Gegenbauer de

parametro a.

Teorema 5.1.3 Os polindmios ortogonais de Sobolev, S,, com relacdo ao produto interno

(5.1.9) satisfazem
lim S“Ex}
n—o00 G( ( )

uniformemente em conjuntos compactos de C\[—1,1].

=1,

Demonstrag¢ao: Usando a notacao

G (x)

Sn(;c) .
GE)y(2)

) = Gy

cn(2) = —

a formula (3.2.12) torna-se

fas2(2) = 1+ cn(2) fa(2). (5.1.11)

O comportamento assintético de quﬂ)(a:) é bem conhecido e pode ser obtido de [21]

G,(,‘Q)(-'L') - 21—2a($2 . 1)_0”2(\/37 T \/:I: = 1)2“_1((;)(:1?)/2)““/2(1 + 0(1))’ (5-1'12)

uniformemente em subconjuntos compactos de C\[-1,1], quando n — o0, onde

z(n) = o(g(n)) significa que % — 0, n — oo. Logo,

Gi(z) _,
G(z) )

(5.1.13)

uniformemente em subconjuntos compactos de C\[—1, 1], onde ¢(z) = z + V22 — 1. Como
a, — 0, quando n — o0, temos que lim, . ¢,(z) = 0, uniformemente em subconjun-

tos compactos de C\[—1, 1]. Logo, existe N € N, tal que, paran > N, |¢,| <m < 1. Assim,
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5.1 Produto interno de Sobolev S;

de (5.1.11)

[fr42(z)| < 1+m|fn(z)]
| fv4a(T)| 1+m|fyse(z)| S 14+m+ m2|fN(33)|
| frse(2)] 1+ m|fnea(@)| < 1+ m+m? + md|fn(z)|

T | (@)

| fn42i(z)| L+m+m® +m’+...+m™ +m|fu(z)| = 7=

< == +lin@)| =M.

Portanto, f,(z) é uniformemente limitada em subconjuntos compactos de C\[—1, 1] e entdo,
de (5.1.11)

lim fo(z) =1 = lim ‘S;’;Ew) =,

n—00 n—00 Gn ( )

uniformemente em conjuntos compactos de C\[—1, 1].

Também podemos observar o comportamento assintético da razao entre os polinémios
ortogonais de Sobolev associados a (5.1.9) e os polindmios ortogonais de Gegenbauer de

parametro « + 1.

Teorema 5.1.4 Os polindmios ortogonais de Sobolev, S,, com relagao ao produto interno

(5.1.9) satisfazem
: Sn(x) 2
lim —=o— = —
n—co Glatl () ¢/(x)

uniformemente em conjuntos compactos de C\[—1,1], onde () =z + Vz? — 1.

Demonstragao: Temos que

Su(x)  _ Sa(z) Gi(z)
G£;Q+1}(I) G,t-fr}(ﬂ:) GS;Q-H)(.I).

De (5.1.12), obtemos

G (z) 4v/22 -1 2vr? —1 2

G,(f'“)(z) Wz+1+vVz-1)2 z+V2-1 ¢'(z)
para n — oo. Portanto, de (5.1.14) e do Teorema 5.1.3, obtemos

Sul@) 2
Get(z) ¢'(z)’

para n — 00.
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Os resultados apresentados acima sao anéalogos aos resultados encontrados em [10] no
estudo do comportamento assintético da razao entre os polinémios ortogonais de Sobolev e
os polinémios de Gegenbauer, envolvendo pares simetricamente coerentes de medidas. Além
disso, em [10] foi provado que para todo par simetricamente coerente {du;,duz}, onde o

suporte de dy; é [—1,1], vale
y Sn(x) 2
nmoo P (z)  9(z)’

onde P!? sao os polindmios ortogonais monicos associados a dyi,.

Analisemos agora o comportamento assintotico dos coeficientes d(g), quando ¢ > —1,
q # 0. Da relagao de recorréncia dos polinomios de Gegenbauer, obtemos

GO\ (z) + a¥,G¥\(z) = 22G\(z) — aM2G Wy (2).
Como
2Gy(z) = G2\ (z) + al2,G (),
segue que

= 2% — (@ + a)]CY, (2) — a@a?, G, (). (5.1.15)

Ghi(2) = PRy(2) + du-i(9) P2 (2) (5.1.16)
e pela identidade de Christoffel (3.1.4),

. G
L pio(e) = 6iete) - 2220

GOy

1 2
onde v = y/—1/q. Multiplicando (5.1.16) por +qq$ e usando (5.1.17), obtemos

L+gs? G (z), (5.1.17)

Gk = $2+$—dﬂ-1(q)+ Cubs(1) GO (z) + dny(g) =L "“h)G“"_’l(z). (5.1.18)

G () G, (v)

Comparando a equagao acima com (5.1.15), concluimos que
(a)
dn-1(q )GnH(’Y) (@) L@

—Qn 1Oy

()
Gih(r) 0

quando n — oo
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5.1 Produto interno de Sobolev S;

nn+2a-1 i 1 -
(@) ( ) , temos que a'%, — = quando n — oo, entdo

¢ MO = It a)(n+ta—1)

1

dos(6) — ~ g (5.1.20)

para g > —1 e g # 0, onde v = /—1/q.

O resultado apresentado a seguir mostra o comportamento assintético da razao entre os
polinémios ortogonais de Sobolev e os polindmios ortogonais associados & medida diby.

Teorema 5.1.5 Os polindmios ortogonais de Sobolev, S,, com relagao ao produto interno

(5.1.9) satisfazem
Sn(x) |

m =1-—=——,
n—co P¥0(r) ¢*(7)¢?*(z)

uniformemente em conjuntos compactos de C\[—1,1], para ¢ > —1 e g # 0, onde P¥® sdo

polinémios ortogonais com relagio a dio(z) = (1 + qz?)(1 — 22)*V2%dz, v = /-1/q e

plz)=z+ Vz?-1.

Demonstragio: Substituindo a equagédo (5.1.16) na equagdo (5.1.17), obtemos também

Gniz | poo Gra) pwo_
G () PYe(z) + dn-2(9) e () PP2(x) (5.1.21)

1 Gy
Pl (z) = [2* + G dn(g) + =2

Como dvy é uma medida simétrica, os polinémios ortogonais associados P¥° satisfazem
a relacao

Pﬂ:&(iﬂ) = $Pﬂ:($) - a:fiQPf"(:n) = xzpfu(w) n a’filxpﬁl(m) - aﬁiQPr?o(z)

= ZPP(z) — o} (PPo(z) + oo PR, (2)) — af}. Pl (2),
ou seja,

Pﬁz(x) = [$2 - (ai’il + “ﬁz)]be(x) - an%aﬁilpjfz(z)-
Comparando (5.1.21) e (5.1.22), obtemos

dn-2(q) = _aﬁo anw?i-l

Por outro lado, de (5.1.19), temos que
(@) Ga(qa—)z(’?)

dn-2(q) = —afMa :
n n “ntl G,(f)( )

73
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:1'8

Além disso, comparando novamente (5.1.21) e (5.1.22) e também (5.1.15) e (5.1.18) obtemos,
respectivamente, as duas relagoes abaixo
0{0)2(7) WL

Gﬁs () s
G ()

afﬂ-l'*'ar‘i&?_d (g )_

Ef-?z + 05:23 = dn-1(q) —

logo, @

Gry2(7) | 1 0@, 1 0@
+==apig+ Qi+ ———

Py g RS

1
Yo Yo
Qpyy + Qo — 3

Yo P
l9"n+l + an?l-i’ +

e portanto,

1 1
Como os coeficientes ot Pal?, — — e afra®, — T ainda ol + a

16

1
af’ + ﬂn g temos que os polinémios Gn"‘ e PY0 também convergem para 0 mesmo
G 4 PYo(z) 4

@) P PR@ P

valor (veja Van Assche [22]). Assim, como
De (3.2.12) sabemos que
Sn41(2) + an-1(g, K1, K2)Sn-1() = G2 (2) = P3s () + dn-1(0) Py (2),

dividindo a equacdo acima por P,f’il( ) e aplicando o limite, obtemos
Py o
lim S';:l(m) =1+ lim (dn— (q 1;01{55)) lim (a %1(3:))
L R;+1(-T} M Pri(x) e Pn+l( )

e de (5.1.10) e (5.1.20) segue o resultado desejado. [ ]

Note que para ¢ = 0 temos que dio(z) = dpy(z) = (1 — 2%)*"1/2 ¢ P¥o(z) = G,(r,“](x),

entao
Sn(z) o

1m
n—oo P:f’o (:5)
uniformemente em conjuntos compactos de C\[—1, 1], como mostra o Teorema 5.1.3.

¥
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5.2  Produto interno de Sobolev S,

5.2 Produto interno de Sobolev S,

Sejam d¢y e diyp medidas classicas simétricas, tais que os polindmios ortogonais monicos
associados P e P¥ satisfazem P,¥(z) = nP“130 (), n > 1 e a medida dy; dada por
dyy(z) = T dﬁf’n(if)
O produto interno de Sobolev S, é dado por

(fa g)Sz = (f! g)% + (f’s g’)ﬂlﬁbo+-‘€'zwl

- n+1
dn-1(q) = — dn-2(q), n2>2.

Como no caso anterior, encontramos r&sultaclos sobre o comportamento dos coeficientes

d,.(q) € an(q, K1, K1) do Corolério 3.3.1 que serdo importantes para obtermos o comportamento
assintético da razao entre os polinémios ortogonais de Hermite e Sobolev.

5.2.1 Produto interno de Sobolev S,y associado & medida e~* dx

Para estudarmos o comportamento assintético da razao entre os polinémios ortogonais de
Sobolev associados a Soy € 0s polindmios de Hermite, utilizaremos os resultados do Corolario

3.3.1. Consideremos
1 2

do(z) = dipo(z) = e dz, diy(z) = qu?e" dx

para q > 0, entdo P?(z) = PY(z) = Hy(z),

K1+ Kg + mlq&:? 2

s = [ S@o@e™as+ [ " P2 (@) SN S (5

1
n+1[ n+l($)+d -1(g)H,,_ 1(55')]

HH(I) -+ dn—? Q) n—2(I}1 n Z 2!

PY\(z)

Py

dﬂ Q(Q) q do ! n 2 2!
Prn—
)

2
2
e portanto, como foi provado em [1], ——( tende a 1, quando n — oo, para k; = 0.
n

Logo,

2d,(q)
n+2

para ¢ > 0 e k; = 0. Assim podemos provar o seguinte resultado.

— 1, quando n — oo, (5.2.2)
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5.2 Produto interno de Sobolev S,

m

2a, 141
Teorema 5.2.1 A seqiéncia {b,}32, = { n } +1/q

5 limitad _—
9 elzmzaapor1+1/q+2/\,co

, quando ky = 0, onde a, = an(q,K1,K2) € dado

n=1

q > 0 e converge para b = m

em (3.3.6), A = % ep(z) =z + Va2 - 1.

Demonstracao: De (3.3.3)

_ du(q)(p¥0 + K1n*p%,)

aﬂ - p‘,S;ZH L]

n>1,

_ 9 2 Y1 )
onde d,(q) = E—;—-:—dn_l(q) = q%. Mas, dgo(z) = dio(z) = e™* dz, logo
NPp_1

do _ wo_M b0 _@
Pr. = T on Pn—1 = n ’

_ 2an _ qp¥ly PR + kin?pd,

= — , n=>1.
n-+2 pﬁo pﬁsﬂ’. -

n

Temos que

Po o 2 e 2 e 1
B [Cim@ete = [T ewne) - [ (24+1) B

oo o0 —00
o0

[H,,(:c) (;c 3 %)rdwl (z) = o,

(e o]

Po
P2 + kin?pi |
pras

1

bn <
Mas, pela propriedade extremal
P = (Sny Sn)san = (Sny Sn)un + K1(Sny Sudgo + K2(Spy Sndun 2 P + man?pl2 ) + Kan®pL ),
logo,

¢0+ 2 950_ 1
pn K’ln p'."l. 1 — (5‘2'3)

b:n. S T ]
PR® + K1n2pf° | + Kon2p¥t, " Kanpu’
PR (1 + 2nk;)
‘omo os polindomios Pf’ ' sao simétricos e formam uma base para polindémios simétricos,

podemos escrever (1 + gz?)H,, como combinagdo linear de P/* da forma

In/2]
(1+ gz?)Ho(z) = qPYL5() + ) | cn0j Py, (2).
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Portanto, para i =0,1,...,|n/2],
[ a+ e @@ / (PY15,(a)
=00
logo ¢p—2; =0, parai =1,2,...,|n/2]. Assim, para i = 0, obtemos

P

Cn —
pu!

(1 + gz2)Hy(z) = gPYy(x) + :j P¥\(x).

Portanto,
7 2 —z? = Y1 —z? Pz'] * P —x?
; (1+ gz*)Hp(z)Hp(z)e ™ dz = ¢ Pl o(z)Hu(z)e ™ dz + o PY\(z)H,(z)e " dx

do 20720\ —2? g _ w: e ()2
= piP +¢q aH x)e™ da = Pn+2(x)(1+qx VH, (:1:) dr +

1+ qx? oo

Da relagao de recorréncia (2.1.8),
n
IHn(I) o= Hﬂ+1(x) + 5 n—l(x)'

Substituindo na relacéo acima,

00 P02
P +q cH,(z) ( Hps1(z) + 2Hn_ (z) e *dr = ¢* PV (z)z*H, (z)dy M
f_m ( +1 2 1 ) /_m t2() (z)dyy () + Pz

n (p% $0)2
= p+q (Pﬁ‘ll + Epﬁ”) = quﬁz o ——— )

Dividindo ambos os lados da igualdade acima por p¢°, obtemos

1 29?&2 1
)—q-ﬁ<1+q n+-2-

8 T )

e entao,

Assim,
2 2

T > )
n+qn? -8 T n+qn? " n%(l+gq)

ou seja,
pi']—l S 2
pwe ~ n*(l+q)

7
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5.2 Produto interno de Sobolev S,

Substituindo em (5.2.3), temos que

b, <

+ (14 q)(1+ 2nk,)

Portanto, para k; = 0,

1+1/q
b L ] s
14+1/q+2X P
De (3.3.6), obtemos

__nln—1)da(a) Lo
n(n — 1) + 4du—z(9) {202 + [du2(q) — anal}

ay, =

2
para k; = 0. Multiplicando ambos os lados da equagao por e e dividindo numerador e

denominador por n(n — 1), obtemos

2d(q)
- B2 .
SAdr:-‘Z(Q) e 4d121—2(Q) _ 2dﬂ—2(Q)b -

n—1 n(n—1) n-1

1+

K
onde A = (—2
q
Suponhamos que b, — b, quando n — oo. Entdo, b* — 2(2\ + 1)b+ 1 = 0 e assim

-omo b, < 1, para todo n > 1, temos que b = ———.
c : par n> q PO
g

Mostremos que {b,}32, converge para , quando K; = 0.

2d,,(q)

n+2’

o(2A+ 1)

Fazendo ¢,, = temos que

by = -
n = n n

1+ 4Xep—2 +e 4
n—1 n—

n n
n—b|l+——e ,+ 4\ ——ep0— ——
; [+n—16"_2 n—1"2"n

T
1 B 4\ n—9 —
+n—1E“_2+ n—l6 "%




5.2 Produto interno de Sobolev S,

Somando e subtraindo o termo n/(n — 1)e,-2b%, obtemos

[ n n | n
oy o - 4\ Z —ab[bp_o — b _ob?
E I A= a1 2_+n—16“2[ ] ]+ 16“2
s~ 1+ —— , +aN——e L
n—9 — €n—obn_
n_ln—2 n—1 2 n_1n2n2

j n
—{¢n- 2+4/\ 16" 2 +ﬂ“_1£,,_2b2

— 1 2(4/\ bn 2)

n
e R

1
i 1511—2b|bn—2 o bl

px ;
= 16?‘_2 + mfn_g(éb\ —_ bn_z)

Como b,_2 < 1 entdao 4\ — b,,_o > 4\ — 1. Assim,

L L n n—1
1+ 1 n 2+ len_ (4)‘ b‘-“l—) n_len—i! (En—2+4/\_ ].‘i‘ ))0

N€n-2

e portanto,

1 Enu-zbz

n n n
n—b 2 4\ ——en- S
i [ =13 i 2]+n—

|bn — b] <

-1
2 €En—2 (6"—2 + 4A —cy 1 + = )
n—1 N€n—-2

Usando (5.2.2) podemos concluir que

limsup |b, — b| < 4;) 1hmsup|bn —2—b.

: 1
ASSIIH, bn — b= m n

O teorema abaixo mostra o comportamento assintético da razao entre os polinémios
ortogonais de Sobolev associados a (5.2.1) e os polinémios de Hermite.

Teorema 5.2.2 Os polindmios ortogonais de Sobolev, S,, com relagdo ao produto interno
(5.2.1) com k1 =0 e q > 0, satisfazem

o 5@ _
o ()

uniformemente em conjuntos compactos de C\R.
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5.2 Produto interno de Sobolev S,

Demonstragao: Como no Teorema 5.1.3 usando a notagao

a formula (3.3.5) torna-se

n+2 (-T) = €n (-T)Qn(x) + pn(ﬁf),

H,(z)

onde pn(-’l‘?} =1+ éﬂ{q)m .

Como

2a, 1 nH,(x)

nt2  P@AtY) ° Hyp(®)

entao
1

e(2A+1)’

uniformemente em subconjuntos compactos de C\R, onde ¢(z) = z + vz? — 1.

p(z) — 0 e ey(z) — — 00,

Como no Teorema 5.1.3, f,(z) é uniformemente limitada em subconjuntos compactos de

C\R e entao, de (5.2.4)
lim Sn(z)
n—00 Hﬂ (,T,)

uniformemente em conjuntos compactos de C\R.

=),

5.2.2 Produto interno de Sobolev Sy associado & medida (1—z%)*/2dz

Apresentamos aqui, o0 comportamento assintético dos coeficientes a,, (g, k1, k2) do Corolario
3.3.2 e da razao entre os polinémios ortogonais de Sobolev e de Gegenbauer, apenas para o
casoem que k; =0eqg=-1.

Para isto, consideramos
(1 - xz)a+lf2

dgo(z) = (1 — 2%)*2dz, dyo(z) = (1-2%)°V2dz e dy(z) = 1+ g2

dz,
para ¢ > —1, entdo P¥(z) = G\ (z), P¥*(z) = G¥)(z) e para k; =0 e g = —1

1

(f,9)826 = _/_11 f(@)g(z)(1 - 2%)*"V2dz + K, " f'(z)g'(z)(1 = z*)*2dz.

De (3.3.3), para k; = 0 e ¢ = —1 temos que

(fn —1)p¥o
Q= (+s‘2)‘o.’l,’ n>1.
G
Pr




5.2 Produto interno de Sobolev S,

Pela propriedade extremal,

A9 = {8 Salae = fsid% + Ko /(S;)2d1!)1 > K /(S;)gdd)l > Kon®pity,

logo 1
—1)p¥0
AT .
Kan?pll

o
Mas, para k1 = 0 e ¢ = —1, temos que di; = dipp = (1 — 2%)*~/2dzx e entdo % = aﬁ)l,

; Pn-1
assium . (@)
dﬂ( —4 )an+1

0<a, < 3
KaTl

Bgalll) =1 n(n+2a—-1) _}l
e Umn = fmt+a)n+a-1) 4’

n — oo. De (3.2.16), temos que

_ n(n+1) 1
el R aED @ P A

e portanto,
a, — 0, quando n — oo,

para ky =0eg=—1.

O préximo resultado descreve o comportamento assintético da razao entre os polinémios
ortogonais de Sobolev e os polindmios de Gegenbauer de parametro a, quando k; = 0 e
q = —1. Este resultado pode ser derivado de resultados encontrados em [10] e é dado
também em [13].

Teorema 5.2.3 Os polinémios ortogonais de Sobolev, S,, com relagdo ao produto interno

(5.2.5) satisfazem
Sa(z) 2

1m - ' ’
n—oo G (z)  ¢(z)
uniformemente em conjuntos compactos de C\[—1,1], quando kK, = 0 e ¢ = —1, onde

e(x) =z + V22 - 1.

Demonstracao: De (3.3.9) temos que

5a(2) + an-2Sn-2(z) = G(2) + du-2(g)Gy(2).
Dividindo a relagao acima por G‘Ef’)(x), obtemos

) () (@)
S e
9@ ) 6Pa)

Su(x) -
E:k](:c)




5.2 Produto interno de Sobolev S,

Gih(z) 4
De (5.1.13) temos que —— —_—
Além disso, de (3.2.16), temos que

e de (5.2.6), a, — 0, paraqg = —1e k; = 0.

n(n + 1)
(n+a)(n+a+1)

dn-3(~1) = —3

Portanto,

Su(z) { 2@ —1+ava?—1) 2vz?-1(Val—-1+2z) 2Va?-—1

G (z) v*(z) *(z) ¢*(x) G

ou seja,

Sn(z) 2
P R quando n — oo.
G{(z) ¢ (z)

Em trabalho futuro, estudos analogos podem ser feitos quando k; # 0 e ¢ # —1.
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