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Resumo

A esséncia do cancer € caracterizada pelo crescimento desordenado de células que possuem a
capacidade de invadir tecidos e 6rgaos adjacentes aos que estao lesionados. Classificado como
um problema de saide mundial, se encontra entre as quatro principais causas de morte em todo o
mundo, sendo a metdstase responsavel por mais de 90% de todas as mortes relacionadas ao cancer.
Com intuito de erradicar a doenca, diversas terapias t€ém sido desenvolvidas, dentre as quais a
imunoterapia vem ganhando destaque por ndo apresentar danos severos as células normais, tendo
como finalidade reforcar o sistema imunolégico do paciente para que o0 mesmo possa combater
as células tumorais. Utilizando equacdes diferenciais, foram propostos nesta dissertacdo dois
modelos matematicos de metdstase com abordagens imunoterdpicas distintas. Em ambos os
modelos, a metastase ¢ modelada como um fendmeno migratério, em que duas populagdes de
células tumorais coexistem e se desenvolvem em dois locais diferentes. No primeiro modelo, a
imunoterapia € realizada através do aumento de influxo das células imunes e da interacdo entre
as duas populacdes. Nesse modelo, foi obtido cendrios onde temos a elimina¢do da populacao
tumoral e outros em que a imunoterapia nao € suficiente para combater o crescimento das células
tumorais. No segundo modelo, utilizamos a terapia celular adotiva, com uso de células CAR T
(linfécitos T modificados) no combate ao cancer, nesse modelo obtivemos cendrios em que a
imunoterapia € capaz de controlar o crescimento da populagdo de células tumorais durante um

tempo, porém, ndo foi capaz de elimind-las.

Palavras-chave: Cancer, Células CAR T, Equagdes Diferenciais Ordindrias, Equagdes Diferenci-

ais com Retardo, Imunoterapia, Modelagem Matematica, Terapia Celular Adotiva .



Abstract

The essence of cancer is characterized by the disordered growth of cells having the ability to
invade tissues and injured adjacent organs. Classified as a world health problem, cancer lies among
the four leading death causes worldwide, being metastasis responsible for over 90% of all cancer-
related deaths. In order to eradicate the disease, several therapies are under development, being the
immunotherapy on prominence for not causing severe damages to the normal cells, reinforcing the
patient’s immune system, so it can better fight the cancer cells. Using differential equations, this
dissertation proposed two mathematical models for metastasis with different immunotherapeutic
approaches. In both models, the metastasis is modeled as a migratory phenomenon, where two
cancer cells populations coexist and develop themselves in two different locations. In the first
model, immunotherapy is performed by increasing the influx of immune cells and the interaction
between the two populations. In this model, we obtained scenarios where we have the elimination
of the tumor population and others in which immunotherapy is not sufficient to combat the
growth of tumor cells. In the second model, we used adoptive cell therapy, with the use of CAR T
cells (modified T lymphocytes) to combat cancer. In this model, we obtained scenarios in which
immunotherapy was capable of controlling the growth of the tumor cell population for a period

of time, but was not capable of eliminating them.

Keywords: Adoptive Cell Therapy, Cancer, CAR T Cells, Delay Differencial Equations, Im-

munotherapy, Mathematical Modeling, Ordinary Differencial Equations.
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1 Introducao

Classificado como um problema de sadde ptiblica mundial, o cancer encontra-se entre as
quatro principais causas de morte precoce (antes dos 70 anos) em quase todo o mundo, sendo
considerado como uma barreira no aumento da expectativa de vida no século XXI (BRAY et
al., 2018). Caracterizar o cancer' pode ser uma tarefa drdua, pois néo se trata de uma tnica
doencga e sim de vérias faces de uma mesma patologia. Diferentemente das células normais, as
células cancerosas sobrevivem e multiplicam-se sem respeitar qualquer organiza¢do estrutural e
fisiol6gica (WEINBERG, 2008).

A crescente incidéncia do cancer se da em decorréncia de diversos fatores, dentre eles o
envelhecimento e aumento da populagdo, que cada vez mais estd exposta a fatores de risco de
cancer, sejam eles fisicos ou quimicos. No entanto, essa incidéncia também est4 relacionada ao
desenvolvimento socioecondmico e a incorporacdo de habitos que visam melhores condi¢des de
vida (BRAY et al., 2018). De acordo com a Organizacao Mundial da Satide (OMS), estima-se
que a incidéncia da doenca passard de 18,1 milhdes, em 2018, para 29,4 milhdes, em 2040. Em
2018, houve 9,6 milhdes de mortes no mundo (WHO, 2020).

O Instituto Nacional do Cancer “José de Alencar Gomes da Silva"(INCA) estima que
em 2021, o Brasil terd, aproximadamente, 625 mil novos casos de cancer, sendo 177 mil de
cancer de pele nao melanoma, seguido de cancer de prostata e de mama com 66 mil casos cada.
Estratificada por género, a estimativa indica que ainda 29,2% (65.840) dos novos casos em
homens corresponderdo ao cancer de prdstata, ao passo que 29,7% (66.280) dos novos casos em

mulheres serdo de cancer de mama (INCA, 2020).

Este trabalho tem como objetivo propdr dois modelos matemadticos de metdstase com
abordagens imunoterdpicas distintas e analisar, através de simulacdes computacionais, a dindmica

tumoral.

Neste capitulo, abordaremos conceitos sobre a biologia do cancer, sistema imune e
tratamentos oncoldgicos, necessarios para a compreensao dos modelos matemaéticos que serdo

apresentados nos capitulos seguintes.

' Sua etimologia provém do grego karkinos, que quer dizer “caranguejo". Segundo relatos histéricos, o termo teria

sido cunhado por Hipdcrates quando os vasos sanguineos inchados de um tumor remeteram-se a um caranguejo
enterrado na areia com as patas abertas em forma de circulo (MURKHERIJEE, 2010).



Capitulo 1. Introdugdo 2

1.1 Biologia do Cancer

Cancer € o nome dado a um conjunto de mais de 100 doencas, cuja caracteristica em
comum € o crescimento neopldsico de células pouco diferenciadas que possuem a capacidade
de invadir, através da corrente sanguinea, tecidos e 6rgaos adjacentes aos que estdo lesionados
(metdstase). Sao células pouco diferenciadas derivadas de um processo normal que ocorreu
de maneira incorreta e que nao pode ser corrigido, resultando em um actimulo de mutagdes
(O’DONNELL-TORMEY; TONTONOZ, 2016).

Os proto-oncogenes e 0s genes supressores de tumor sdo uns dos principais percursores
na progressao tumoral, ambos desempenhando papéis cruciais no controle da divisdo celular.
Os proto-oncogenes sao responsaveis por fornecer sinais para que a divisao celular ocorra e os
genes supressores sao encarregados de fred-la. Quando ocorre a mutagdes desses dois genes em
uma Unica célula, o processo normal de divisdo celular € interrompido, ocasionando uma das
principais caracteristicas do cancer: o crescimento neoplasico (WEINBERG, 1996; TOMASETTTI;
LI; VOGELSTEIN, 2017).

O tumor pode ser classificado em benigno e maligno, dependendo das suas caracteristicas
morfoldgicas. Uma neoplasia benigna (tumor benigno) apresenta células altamente diferenciadas,
isto €, sdo semelhantes as células normais, sendo capazes de reproduzir o tecido que lhe deram
origem. As células apresentam uma baixa taxa de divisdo e proliferacdo, em muitos casos, € nao
comprometem a nutri¢do das células normais em seu entorno, além de ndo invadirem tecidos
vizinhos (BOGLIOLO; FILHO; BARBOSA, 2016). Uma neoplasia benigna, geralmente formada
por um agregado esférico, ndo ocasiona riscos fatais ao hospedeiro, no entanto, o crescimento do
tumor pode acarretar algumas complicacdes devido ao seu volume, levando a compressao de
algum 6rgao vital, além da liberacdo de altos niveis de hormonios que podem gerar desequilibrios
no organismo (WEINBERG, 2008).

Em contrapartida, as neoplasias malignas (tumor maligno) exibem células pouco di-
ferenciadas, porém com alto indice mitético, ocasionando um rdpido crescimento do tumor.
Devido a pouca diferenciacao, muitas dessas células perdem suas fungdes e caracteristicas do
tecido original, resultando na alteracdo de suas propriedades fisicas, quimicas e biolégicas. Por
exibirem uma redugio em suas estruturas juncionais® € moléculas de adesdo (caderina), essas
células ganham maior mobilidade, favorecendo a capacidade de invadir tecidos e 6rgaos vizinhos
(metéstase), além de ndo possuir uma massa totalmente agregada, o que dificulta a sua remocao.
Essas neoplasias desencadeiam inimeros desequilibrios fisiolégicos no hospedeiro, levando-o,
na maioria das vezes, a morte (BOGLIOLO; FILHO; BARBOSA, 2016).

Em relag@o ao tamanho de tumores humanos, apresentamos, na Figura 1, informacdes

segundo a divisdo celular. Uma massa tumoral se torna visivel aos raios X quando atinge aproxi-

2 Um conjunto de jungdes celulares que mantém as células unidas, garantindo a vedacdo do espaco intercelular e a

comunicagdo entre células (ALBERTS et al., 2017).
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madamente 10® células e clinicamente palpdvel em humanos a partir de 10° células ~ 1g (JR.,
1975; WEINBERG, 2008).

Figura 1 — Tamanho do tumor, segundo a divisdo celular. A medida em que ocorrem mais di-
visoes, o tempo de duplicacdo da massa tumoral € reduzido, acarretando a inibicao
do crescimento tumoral e, portanto, quanto maior € a massa tumoral, menor € a sua

10 micra

proliferacao.
) Clinicamente Geralmente
| Indetectével I detectavel letal
19
1 célula 1'pg ﬁ
| |

10 Divisdes

20 Divisdes

30 Divisoes

40 Divisdes

Tempo das primeiras
metastases

Fonte: Adaptado de Brasil (2008), com dados extraidos de Jr. (1975).

1.1.1 Hallmarks do Cancer

Segundo Hanahan e Weinberg (2000) e Hanahan e Weinberg (2011), as hallmarks do
cancer representam um conjunto de capacidades distintas, que sdo compartilhadas pela maioria
dos tipos de canceres, constituindo um principio organizador para a compreensao da biologia do
cancer. O corpo dispde de diversos mecanismos antineopldsicos e, a cada aquisi¢do de uma nova
capacidade esses mecanismos sao violados ou inativados pelas células cancerosas. A seguir, é

apresentada uma breve explicacdo sobre as hallmarks.

Figura 2 — As hallmarks do céancer.
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Fonte: Produzida pelo autor, baseada em Hanahan e Weinberg (2011).
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* Autossuficiéncia em sinais de crescimento: uma das caracteristicas fundamentais das
células cancerosas € a sustentacao proliferativa. Diferentemente das células normais, que
necessitam de sinais externos, hormdnios e outras moléculas para se desenvolver e dividir
em perfeita homeostase, as células cancerosas tém a capacidade de se desenvolverem
na auséncia desses sinais promotores de crescimento. Essa independéncia proliferativa
pode ser obtida por diferentes mecanismos, dentre eles a sinalizacao autdcrina, em que as

mesmas produzem seus proprios sinais de crescimento.

* Insensibilidade a sinais de anticrescimento: o corpo dispde de diversos mecanismos e
processos internos que inibem o crescimento e a divisao celular, por exemplo, a proteina
conhecida como gene supressor de tumor (TP53), uma das responsdveis por controlar a
proliferacdo celular. Quando esse gene € alterado, ele pode desempenhar um papel crucial
no desenvolvimento do céancer. As células tumorais conseguem alterar essa proteina para
que divisdo e proliferacdo celular nao sejam interrompidas mesmo a célula apresentando
anomalias. Outro mecanismo de controle da proliferacao € a inibicdo por contato, que
ocorre quando as células preenchem o espaco em que se encontram e as células tumorais,

ndo respeitando essa inibi¢cdo, continuam a se proliferar independentemente do seu entorno.

* Evasao da apoptose: apoptose € uma das formas de morte celular, mecanismo pelo qual as
células sdo programadas para se autodestruirem no caso de apresentarem alguma anomalia.
Essa acdo € necessdria para que o organismo cresca e se desenvolva adequadamente, mas as
células tumorais sdo capazes de contornar esse mecanismo alterando proteinas responsaveis

por identificar essas anormalidades, deste modo evitando o processo apoptético.

* Potencial replicativo ilimitado: as células normais ndo possuem a capacidade de se
dividirem indefinidamente. A cada divisdo, o DNA telomérico encurta-se, até que se torna
tdo curto que ativa o processo de senescéncia, de modo que a célula para de se dividir.
As células cancerosas sdo capazes de contornar essa barreira, manipulando as enzimas
responséveis pelo comprimento dos telomeros. Desta forma, conseguem se replicar sem

ativar o processo natural de envelhecimento (senescéncia).

* Angiogénese sustentada: devido a constante replicacdo e a alta quantidade de nutrientes
que sao consumidos pelas células tumorais, haverd um momento em que a concentracdo de
nutrientes presentes no local nio serd suficiente para o desenvolvimento das células. Com a
escassez de nutrientes, as células sdo induzidas a um estado de hipéxia (falta de oxigénio),
o que acaba reduzindo a velocidade de proliferacao tumoral. Para contornar essa barreira,
as células tumorais liberam fatores angiogénicos (Tumoral Angiogenic Factors, TAF),
capazes de induzirem as células normais em estado de hipdxia a enviarem sinais quimicos.
Esses sinais sdo responsdveis pela neovascularizacao através da liberacao de fatores de
crescimento do endotélio vascular (Vascular Endotelial Growth Factors, VEGF). Com o

crescimento de novos vasos sanguineos a partir de vasos pré-existentes, o tumor consegue
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vascularizar-se, e esse processo € conhecido como angiogénese tumoral (FOLKMAN,
1972; FOLKMAN, 2002).

* Invasao tecidual e metastase: o processo de metdstase inicia-se com um tumor primadrio,
que se desenvolve e libera células cancerosas que migram em direcao aos vasos sanguineos,
dando inicio ao processo de intravasao que ocorre na circulacao sanguinea ou linfatica.
Posteriormente, as células sdo transportadas, sujeitas a forca de cisalhamento e ataques
do sistema imune e, apds o processo de extravasamento, se estabelecem criando sitios

secundarios.

* Metabolismo desregulado: as células tumorais se tornam dindmicas e flexiveis ao longo do
tempo, e utilizam fontes e vias metabdlicas alternativas para gerar energia. Diferentemente
das células normais, que produzem ATP pela oxidagao de glicose, as células tumorais
transformam piruvato em energia. Em condicdes aerdbicas, essas células regulam a glic6lise
e a fermentacao do 4cido lactico no citosol e impedem que as mitocondrias completem a

respiracdo aerdbica normal, processo conhecido como efeito Warburg.

* Evasao do sistema imunoldgico: constantemente células e tecidos sdo monitorados pelo
sistema imune, sendo ele responsdvel por reconhecer e eliminar qualquer anormalidade
presente. No entanto, mesmo com todos os processos inflamatdrios que sdo desencadeados
pelas células tumorais, as mesmas conseguem evitar esse monitoramento imunolégico, o
que ¢ facilitado pela perda da interleucina-33 (IL-33), resultando em um monitoramento

defeituoso.

De acordo com Hanahan e Weinberg (2011), a aquisicdao das multiplas caracteristicas
enumeradas acima depende em grande parte de uma sucessao de alteragdes nos genomas das

células tumorais e promog¢ao da inflamacao.

* Instabilidade genomica: as células cancerosas resultam de um processo normal que
ocorreu de maneira incorreta, acarretando mutacdes no gene. Essa instabilidade gendmica
€ herdada, e a cada geracao ocorre um actiimulo de mutacdes, tais como: bases nitrogenadas
alteradas com algum gene inativo ou disfuncional e a desregulac@o da sintese de proteinas
via transcricdo do RNA e ribossomos. A falta dessas proteinas acarreta alteragdes nos
sinais internos e externos, sem os quais nao € possivel fazer a reparacdo no DNA. Embora
haja variacdo dessas alteracdes entre tipos diferentes de tumores, hd inimeros indicios de
que a instabilidade do genoma € inerente a grande maioria das células tumorais, levando
a conclusao de que os defeitos nessa manutencao e reparo do genoma sao seletivamente
vantajosos, acelerando a taxa com que essas células cancerosas evoluem acumulando

caracteristicas favoraveis.

* Inflamacao: a resposta inflamatdria produzida através do sistema imune, associada ao

tumor, tem cardter promotor na progressao tumoral, possivelmente auxiliando na aquisicao



Capitulo 1. Introdugdo 6

de novas caracteristicas. A inflamacdo pode contribuir através do fornecimento de moléculas
bioativas a0 microambiente tumoral que nutrem as células, fatores de crescimento que

sustentam a proliferacao e sobrevivéncia, além de facilitar o processo angiogénico.

1.1.2 Metastase

Os tumores primarios sdo responsdveis, em média, por 10% das mortes associadas ao
cancer, ao passo que, 90% estao relacionadas a crescimentos neoplasicos em locais distantes do
corpo, onde o tumor primdrio surgiu (RHODES; HILLEN, 2019; GANESH; MASSAGUE, 2021).
Esse processo de migracdo de células é denominado metéstase. A dissemina¢do metastdtica
ocorre muito cedo na progressao maligna de um céncer, no entanto, a manifestacao clinica das
metdstases geralmente leva anos, ou seja, a metdstase pode ocorrer tarde em relacio ao inicio do
tumor primdrio, mas precoce em relacdo a deteccdo clinica (HU; CURTIS, 2020; KLEIN, 2020).

Os sitios secunddrios sdo formados por células que se desprenderam do tumor primdrio e
passaram por diversas etapas, viajando através da corrente sanguinea ou vasos linfaticos em busca
de novos locais para se estabelecerem, formando inicialmente micrometastases (CHAFFER;
WEINBERG, 2011; KITAMURA; QIAN; POLLARD, 2015). Para que a metastase ocorra, as
células tumorais passam por um processo chamado de cascata metastdtica, envolvendo as etapas

descritas na Figura 3.

Figura 3 — Para ocorrer a metdstase, as células tumorais passam por um processo denominado
cascata metastatica, inicia-se com o tumor primdrio que cresce e se desenvolve, e para
sobreviverem as células tumorais precisam evadir dos ataques do sistema imunoldgico.
No sitio primdrio, o tumor libera fatores de crescimento sistémicos, o que fornece
um suporte ao tumor no futuro local metastdtico. As células tumorais iniciam a
invasdo local, destruindo a matriz extracelular e intravasando os vasos sanguineos
ou linféticos. Transportadas na circulagdo, essas células estao sujeitas a ataques do
sistema imune e, devido as iteracoes desenvolvidas com os componentes sanguineos,
essas células param na circulacdo e extravasam, adentrando o tecido. O dltimo passo é
a colonizagdo e desenvolvimento no novo ambiente (KITAMURA; QIAN; POLLARD,
2015; RHODES; HILLEN, 2019).
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Fonte: Produzida pelo autor, baseada em Weinberg (2008) e Kitamura, Qian e Pollard (2015).
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* Crescimento do tumor primario: antes que o cancer possa se disseminar pelo corpo,
primeiro ele precisa se desenvolver, processo esse que envolve a aquisi¢ao de um conjunto de
caracteristicas ( ver Figura 2). Além de escaparem do sistema imune durante esse processo,
as células tumorais sdo capazes de alterar o microambiente ao seu redor em beneficio
préprio, como por exemplo, a estimulag@o para o processo de angiogénese. Posteriormente,
liberam fatores sist€émicos, que sdo responsdveis na preparag¢ao do nicho pré-metastatico,
onde futuramente irdo se estabelecer as colonias migratérias (CHAFFER; WEINBERG,
2011; RHODES; HILLEN, 2019). Nessa etapa, ocorre também o destacamento dessas
células do tumor primério, que € facilitado devido a perda da glicoproteina E-caderina,
que é responsavel pela adesdo célula-célula (GANESH; MASSAGUE, 2021).

* Invasao: essa etapa é possivel por meio da aquisi¢cao do fenétipo invasivo, com isso, as
células tumorais recrutam moléculas e células especificas que atuam na degradagdo da
matriz extracelular, iniciando o processo de invasao local, através da membrana basal. Feito
isso, as células tumorais estdo em uma posi¢ao favoravel, ganhando, posteriormente, acesso
direto ao vasos sanguineos e linfaticos (CHAFFER; WEINBERG, 2011; KITAMURA;
QIAN; POLLARD, 2015).

* Intravasamento: apds a invasiao, com a degradacdo da matriz extracelular, as células
cancerosas conseguem intravasar os microvasos, sejam eles sanguineos ou linfaticos,
iniciando sua trajetdria pelo corpo. A angiogénese pode favorecer essa etapa (KITAMURA;
QIAN; POLLARD, 2015).

* Circulacido: uma vez dentro dessas vias circulatdrias, as células tumorais sdo transportadas,
sujeitas as forgas hidrodindmicas presentes no ambiente e aos ataques do sistema imune. As
plaquetas’ desempenham um papel fundamental, auxiliando as células tumorais a evadirem
desses ataques e dando suporte na sua trajetéria dentro das vias circulatérias. Posterior-
mente, essas células sdo retidas nessas vias, devido ao desenvolvimento de interacoes
adesivas com as células endoteliais e componentes sanguineos (CHAFFER; WEINBERG,
2011; RHODES; HILLEN, 2019).

* Extravasamento: devido a imobilizacao, elas ficam alojadas nos vasos, porém, precisam
evadir-se desses locais e penetrar nos tecidos que as rodeiam. Essas células utilizam
diversas estratégias para realizar a extravasao para os tecidos, por exemplo, podem iniciar
sua proliferacdo para formar um pequeno tumor, empurrando as células endoteliais e
ocasionando o rompimento da membrana basal, de modo que as células tumorais consigam
adentrar no tecido (KITAMURA; QIAN; POLLARD, 2015; RHODES; HILLEN, 2019).

* Estabelecimento da metastase: milhoes de células tumorais sdo liberadas na corrente

sanguinea, no entanto, apenas uma fracao dessa populagdo consegue ter sucesso e metatizar-

3 As plaquetas auxiliam na iniciacdo da coagulagio do sangue, sdo fragmentos celulares, sem niicleo, que

se desprende de um megacariécito na medula dssea e € encontrado em grande niimero na corrente sangui-
nea."(ALBERTS et al., 2017).
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se. Ao adentrarem no tecido, as células tumorais precisam se adaptar para sobreviverem,
pois o novo local pode nio oferecer o mesmo suporte fisiologico (fatores de crescimento)
que o sitio primario (RHODES; HILLEN, 2019; GANESH; MASSAGUE, 2021).

O processo de metdstase pode ser resumido em duas etapas principais: a translocacdo
fisica das células tumorais para outro ambiente e a colonizacdo (CHAFFER; WEINBERG, 2011).
De fato, a disseminagao sist€émica de um tumor primdrio para locais distantes € a principal causa
de mortalidade por cancer, logo a compreensdo da translocagao fisica das células tumorais pode
possibilitar a preven¢do de metdstase em pacientes com diagndstico precoce, e entender como
esses conjuntos de células viajantes conseguem ter sucesso na sua colonizagdo leva a tratamentos
efetivos em pacientes com metdstases ja estabelecidas (CHAFFER; WEINBERG, 2011; HU;
CURTIS, 2020; KLEIN, 2020).

1.1.3 Sistema Imune

Ainda que o nosso corpo disponha de barreiras fisicas e quimicas, como a pele, ldgrimas,
saliva e membranas que revestem os Orgaos internos, os patdgenos, como virus, bactérias e
fungos, ainda conseguem adentrar no corpo. Na maioria das vezes, o sistema imune € eficaz no
combate aos patégenos, sendo capaz de reconhecer esses invasores prejudiciais e distingui-los
das préprias células. E constituido principalmente por dois mecanismos de defesa, que interagem
entre si garantindo a neutraliza¢do de microrganismos invasores, a resposta inata e a resposta
adaptativa (ABBAS; LICHTMAN; PILLALI, 2015).

Essas respostas sdo os principais componentes do sistema de defesa, no qual inimeras
moléculas e células trabalham cooperativamente para proteger o corpo de invasores. A imuni-
dade inata € a barreira inicial contra as infec¢des, porém diversos microrganismos conseguem
resistir. Para eliminacdo desses invasores resistentes, o corpo dispde de uma ferramenta robusta
denominada resposta adaptativa. Existem diversas conexdes entre esses mecanismos de defesa, a
resposta inata influencia estimulando a resposta adaptativa e, por outro lado, o sistema imune
adaptativo auxilia na melhoria dos mecanismos de eliminacdo de invasores da imunidade inata,
juntas essas respostas constituem um sistema de defesa eficaz (ABBAS; LICHTMAN; PILLAI,
2015).

* Resposta Inata

Por se tratar de dois mecanismos que interagem entre si, inicialmente a defesa contra os invasores
¢ feita pela resposta imunoldgica inata e posteriormente pelas respostas da imunidade adaptativa.
A imunidade inata é também denominada como natural ou nativa, atua como primeira linha de
defesa, estando os componentes dessa resposta imunolégica disponiveis desde o nascimento,
0s quais atuam rapidamente contra as infeccoes sem conduzir, entretanto, a uma imunidade

duradoura. Os componentes da imunidade inata sdo especificos para reconhecer estruturas que
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sao comuns a grupos de microorganismos, ndo distinguindo pequenas diferencas entre eles
(MURPHY, 2014; ABBAS; LICHTMAN; PILLAI, 2015).

A imunidade inata dispde de diversos componentes, dentre os principais, pode-se destacar
as barreiras fisicas e quimicas como o epitélio e agentes microbianos que sdo produzidos nas
superficies epiteliais. As células que pertencem a essa resposta incluem macréfagos, células
assassinas naturais (NK, do inglés natural killers), leucécitos, neutréfilos, células dendriticas,
dentre outras proteinas sanguineas (ABBAS; LICHTMAN; PILLAI, 2015; EFTIMIE; GILLARD;
CANTRELL, 2016; MAHLBACHER; REIHMER; FRIEBOES, 2019). Quando as barreiras
fisicas sdo ultrapassadas, iniciam-se as a¢des do sistema imune: 0os mondcitos que estdo no
sangue sao recrutados para o tecido apds a invasdo, passam por um processo de diferenciacgao,
tornando-se macréfagos pro ou anti-inflamatdrios. Os macréfagos s@o capazes de ingerir e matar
os invasores através da producao de toxinas quimicas e enzimas degradadoras. Além de induzir a
inflamacdo, secretam proteinas sinalizadoras para o recrutamento de outras células do sistema
imune (MURPHY, 2014; MAHLBACHER; REIHMER; FRIEBOES, 2019).

Conhecidas também como apresentadoras de antigeno (APCs, do inglés antigen-presenting
cells), as células dendriticas possuem papel essencial no decorrer das respostas imunes, auxili-
ando tanto a resposta inata como a adaptativa, sendo capazes de ativar ou inativar os linfécitos T.
Assim como os macréfagos e neutréfilos, sao capazes de capturar o patégeno e efetuar a degra-
dacdo do mesmo, porém seu papel ndo estd na eliminag¢do do patégeno. Ao realizar o processo
de degradacdo do invasor, essas células se tornam maduras, expressando o antigeno em sua
superficie e, posteriormente, apresentando-o as células especializadas do sistema imunol6gico
(linfécitos T) (MURPHY, 2014).

As células NK sao reguladoras do sistema imune, atuando principalmente nos estiagios
iniciais da resposta imune e, sendo capazes de reconhecer e eliminar células que apresentam
anomalia, cancerosas ou infectada por virus. Quando ocorre o contato das células NK com
essas células anormais, sao liberados granulos que adentram a célula alvo ocasionando sua
lise* (COICO; SUNSHINE, 2010; EFTIMIE; GILLARD; CANTRELL, 2016; MAHLBACHER,;
REIHMER; FRIEBOES, 2019).

* Resposta Adaptativa

Diferentemente do sistema inato, em que ndo € necessdria uma exposicao prévia ao agente
infeccioso para se desenvolver uma resposta imunolégica, o sistema adaptativo ou adquirido
€ estimulado por meio da exposicao do agente e sua capacidade de defesa € reforcada a cada
reexposicdo. A resposta adaptativa € especifica de cada individuo, sendo desenvolvida no decorrer
de sua vida, através do contato com novos patégenos. Devido a essa especificidade, a resposta
adaptativa cria uma espécie de memdoria imunolégica, conferindo ao individuo uma imunidade
protetora contra reinfec¢des pelo mesmo patégeno (MURPHY, 2014; ABBAS; LICHTMAN;

4

E um processo de destruicio da célula causada pelo rompimento da membrana plasmatica, levando a liberacio
do citoplasma (ALBERTS et al., 2017).
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PILLALI 2015; EFTIMIE; GILLARD; CANTRELL, 2016). O sistema adaptativo € composto
por células dendriticas, linfocitos B e T e subdividido em dois tipos de respostas denominados
imunidade humoral e imunidade mediada por células. O sistema imune adaptativo pode reconhecer

e responder a patégenos individuais devido a receptores especializados expressos na superficie
dos linfécitos B e T (MURPHY, 2014; MAHLBACHER; REIHMER; FRIEBOES, 2019).

Mediada pelos linfécitos B, células geradas e amadurecidas na medula 6ssea, a imunidade
humoral é um dos principais mecanismos de defesa contra microrganismos extracelulares. Os
linfécitos B secretam anticorpos que sdo capazes de reconhecer, neutralizar e marcar o invasor,
ligando-se a e, posteriormente, efetivando a destruiciao desses microrganismos (MURPHY, 2014;
ABBAS; LICHTMAN; PILLAI 2015).

A imunidade mediada por células € realizada pelos linfécitos T, que possuem em sua
superficie uma estrutura capaz de reconhecer os antigenos. Essas células sao geradas na médula
Gssea, mas seu amadurecimento ocorre no timo’. Apés a ativacéo do linfécito T, este se prolifera
e diferencia-se em linfocito T efetor. Conhecidos também por células T, sdo divididos em trés
categorias com fungdes distintas. Os linfécitos T citotoxicos sdo responsdveis pela eliminacdo de
células infectadas por virus ou outros patégenos intracelulares. Os linfécitos T reguladores sdao
incumbidos de suprimir as atividades dos outros linfdcitos, atuando no controle dessas respostas
imunes. Os linfécitos T auxiliares sdo capazes de produzir sinais adicionais para a ativacdo de ou-
tras células efetoras, auxiliar na ativacdo de macréfagos para que se tornem eficientes no combate
aos patogenos, podendo também induzir células B ativadas a liberarem anticorpos (MURPHY,
2014; ABBAS; LICHTMAN; PILLAI 2015; MAHLBACHER; REIHMER; FRIEBOES, 2019).

Em relacdo aos linfécitos, tem-se dois tipos de imunizagdo. Quando a imunidade é
conferida pela transferéncia de linfécitos ou células efetoras, temos a imunizacdo passiva. A
imunizacdo ativa pode ser tanto natural como artificial (vacinas), é adquirida quando o sistema
imune do hospedeiro reage a presenca do patdgeno, liberando anticorpos e desenvolvendo a
memoria imunolégica. Em ambas, temos a especificidade, mas apenas na imunizacao ativa € que
o hospedeiro desenvolve uma imunidade duradoura (ABBAS; LICHTMAN; PILLAI 2015).

1.2 Tipos de Tratamentos

Diversos tratamentos oncolégicos sao desenvolvidos com a finalidade de erradicar ou
controlar o cancer. A utilizagcdo desses tratamento varia de acordo com o tipo de cancer, grau,
localizacgdo, dentre outros fatores. No ambito dos tratamentos convencionais, podemos destacar
a cirurgia, quimioterapia e radioterapia. A cirurgia pode ser, de acordo com a sua finalidade,
classificada em: preventiva, paliativa, curativa ou diagndstica. Na fase inicial, o cancer pode
ser curado ou erradicado cirurgicamente, no entanto, quando se trata de neoplasias malignas,

que ndo possuem uma massa agregada, a sua remocao nao € 100% efetiva, ja que a cirurgia

> Um é6rgdo linfatico situado na cavidade tordcica préximo ao coracio.
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€ um tratamento a nivel macroscépico. Terapias que atuam em niveis microscépicos, como
a quimioterapia e a radioterapia, quando combinadas com a cirurgia, podem trazer inimeros
beneficios aos pacientes como, por exemplo, processos cirirgicos menos invasivos (BRASIL,
2008).

Indicada para tratamento de leucemias, linfomas e tumores sélidos, a quimioterapia
antineopldsica consiste na aplicacdo de substancias quimicas, isoladas ou combinadas (poliqui-
mioterapia), que visam eliminar as células cancerosas. A quimioterapia pode ser classificada
em: curativa, paliativa, potencializadora e neoadjuvante. A maioria dos agentes antineoplésicos
atua de forma nao seletiva, isto €, lesionam tanto as células malignas como benignas. Esses
agentes agem diretamente nas células, afetando diversas fases do ciclo celular. Devido a essa
caracteristica, utiliza-se com frequéncia a combinacao de medicamentos (poliquimioterapia).
Pelo fato dos agentes atuarem de forma indistinta nas neoplasias malignas e tecidos normais, o
tratamento € condicionado de forma periddica para que o paciente possa se recuperar dos efeitos
colaterais causados pelo tratamento (BRASIL, 2008).

A radioterapia atua através da administracdo de feixes de radiacdo ionizantes para destruir
ou impedir o crescimento de células tumorais. O objetivo dessa terapia € alcancar um indice
terapéutico favordvel, levando as células tumorais a perderem sua clonogenicidade, resultando
na impossibilidade de realizarem suas divisdes celulares. As doses de radiacdo e o tempo de
aplicacdo sdo escolhidos de acordo com o tipo e tamanho do tumor. As formas de radiacao
mais utilizadas sdo as eletromagnéticas, como os raios X e raios gama. A aplicacdo desse tipo
de terapia pode ser interna (braquiterapia), em que a fonte de radiacdo € colocada dentro de
reservatdrios metdlicos e aplicada préxima ao tumor, ou externa (teleterapia), em que a fonte
produtora de radiacdo estd distante do paciente. Nota-se que tanto a quimioterapia, quanto a
radioterapia visam a administracdo da dose que poderia erradicar a doenca ou controld-la, porém,

sem oferecer danos severos aos 6rgaos e tecidos normais (BRASIL, 2008).

1.2.1 Imunoterapia

A imunoterapia no tratamento contra o cancer tem como fungao principal reforcar o
sistema imunoldgico, para que esse possa reagir com eficicia, sendo capaz de reconhecer e
eliminar células tumorais. A imunidade antitumoral engloba as respostas da imunidade inata
e adaptativa como primeira linha de defesa. Os componentes da imunidade inata reconhecem
e eliminam uma variedade de células tumorais sem a restricdo do complexo principal de histo-
compatibilidade (MHC, do inglés major histocompatibility complex)°. Uma resposta robusta e
eficaz € desenvolvida pela imunidade adaptativa, que € restringida pelo MHC e a apresentacao
do antigeno pelas células dendriticas (MURPHY, 2014; ABBAS; LICHTMAN; PILLAI, 2015).

Pelo fato das células tumorais apresentarem algumas semelhancas com as células normais,

6 Sua principal funcio é codificar um conjunto de glicoproteinas, que atuam no reconhecimento e apresentacio

dos antigenos (ALBERTS et al., 2017).
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a efetividade do sistema imune se torna limitada, ndo sendo capaz de reconhecer e eliminar essas
células. Para superar essa limitacdo, a imunoterapia busca impulsionar o sistema imunoldgico,
através da administracdo de terapias que atuam em diferentes niveis e células do sistema imune.
Os ramos principais da imunoterapia sdo os anticorpos monoclonais, inibidores do ponto de
controle imune, terapia celular adotiva e vacinas (ZHANG; CHEN, 2018).

Os anticorpos monoclonais sdo proteinas produzidas em laboratério a partir de linfécitos
B, que visam determinado tipo de antigeno. Essas proteinas agem de diferentes formas, podendo
interagir com moléculas sinalizadoras e bloquear receptores ou fatores de crescimento, além de
recrutar células do sistema imune (NK ou macréfagos) que promovem a destrui¢ao do patégeno.
Dentre os anticorpos monoclonais, podemos destacar o rituximab, especifico para o antigeno
CD20, que ¢ encontrado tanto nas células normais, quanto cancerosas (O’DONNELL-TORMEY;
TONTONOZ, 2016; ZHANG; CHEN, 2018).

Para evitar que as células T ataquem as células normais, o sistema imune dispdem de
alguns chekpoints, moléculas que desempenham fun¢des que podem ser ativadas ou desativadas.
No entanto, as células tumorais também usufruem dessas moléculas e conseguem evadir do
sistema imune. Um exemplo dessas proteinas € a PD-1 (proteina de morte celular programada)
presente nas células T. O ataque a outras células do corpo € evitado quando a PD-1 se liga ao
PD-L1, outra proteina que € encontrada nas células normais e tumorais. Portanto, a imunoterapia
com inibidores de ponto de controle visa interromper as interacdes entre o receptor tumoral (PD-
L1) e a proteina estimulatéria (PD-1) do linfécito e, uma vez bloqueada essa interagdo, a fun¢ao
efetora da célula T € restaurada podendo eliminar a célula tumoral (O’ DONNELL-TORMEY;
TONTONOZ, 2016; ZHANG; CHEN, 2018).

A transferéncia celular adotiva € uma terapia personalizada, na qual células especificas do
sistema imune sdo extraidas do paciente e, em laboratério, modificadas e submetidas a expansdo
in vitro. Ap0s atingir a quantidade necessdria, essas células sdo transplantadas no paciente
para reconhecer e eliminar especificamente as células tumorais. Essa transferéncia de células
possui grande potencial para pacientes com sistema imunolégico comprometido, pois ignora a
necessidade de imunizagdo ativa. Os linfocitos T sdo comumente utilizados em terapias celulares
adotivas, devido a sua efici€ncia em responder a antigenos de forma especifica e desenvolver uma
memoria imunoldgica, que, posteriormente, em termos de combate ao cancer, pode proporcionar
protecdo a longo prazo contra as células cancerosas (KNOCHELMANN et al., 2018; GUEDAN;
RUELLA; JUNE, 2019).

Uma das abordagens da terapia celular adotiva € o uso de linfocitos infiltrantes de tumor:
essas células T naturalmente surgem e se infiltram na massa tumoral. Essa estratégia terapéutica
€ baseada na extracdo de linfécitos T do tumor, os quais sdo cultivados e expandidos in vitro com

o uso de IL-2 (interleucina)’, e, depois, transplantados no paciente. Em 1980, houve as primeiras

7" Fator de crescimento e diferenciaciio que estimula diversos componentes celulares do sistema imune (WEINBERG,

2008).
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aplicacdes bem sucedidas de linfocitos infiltrantes em pacientes com melanoma metastitico
(ROSENBERG; RESTIFO, 2015; JUNE; SADELAIN, 2018).

Com os recentes avancgos da engenharia genética, tornou-se possivel modificar as células T
através de alteragdes nos receptores TCRs ou CARs, tornando-as mais eficazes no reconhecimento
de antigenos especificos tumorais. Isso acarretou na geracdo de uma nova modalidade de terapia
celular adotiva, que atualmente tem sido objeto de diversos estudos, devido ao sucesso clinico
com neoplasias hematolégicas (GUEDAN; RUELLA; JUNE, 2019). No presente trabalho, o

interesse estd na vertente do uso da terapia celular adotiva.

CART

Os receptores de antigenos quiméricos (CARs, do inglés chimeric antigen receptor), sdo
receptores geneticamente modificados, constituidos principalmente por um dominio extracelular
de ligag¢do ao antigeno derivado de um anticorpo monoclonal para direcionar a especificidade, e
um dominio de sinalizacao intracelular da cadeia CD3-( que ativa a célula T. Esse receptores
sdo capazes de redirecionar a especificidade, funcdo e metabolismo das células T, tornando-as
capazes de identificar e erradicar células malignas com mais facilidade, independentemente do
MHC (WEI et al., 2017; JUNE; SADELAIN, 2018; ZHAO et al., 2020).

Atualmente, existem CARs de primeira, segunda e terceira geragao, a distin¢do € feita pela
quantidade de moléculas co-estimuladoras no dominio intracelular. A primeira geracao utilizou
apenas uma Unica molécula co-estimuladora o, CD3-(, para ativar as células T e obteve sucesso
no reconhecimento do antigeno, porém, nao apresentou respostas significativas na eliminagao
da célula alvo, além de exibir baixa proliferacdao das células efetoras. Os CARs de segunda
e terceira geracdo sdo os mais utilizados em razdo de apresentarem duas ou trés moléculas
co-estimuladoras, respectivamente, o que resultou em um aumento na expansao, persisténcia e
eficacia das células T (WEI et al., 2017; JUNE; SADELAIN, 2018; GORCHAKOV et al., 2020;
SWIECH; MALMEGRIM; PICANCO-CASTRO, 2020). Um esquema representando as etapas

fundamentais da terapia com células CAR T é mostrado na Figura 4.
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Figura 4 — Esquema do processo da terapia com uso de células CAR T. Primeiro, € realizada a

(1)

(2)

extracdo dos linfécitos T do paciente através da leucaférese, em seguida, as células
selecionadas sdo manipuladas para insercao do gene CAR. Com a inser¢do do gene, os
linfécitos T sdo modificados e passam a expressar um novo receptor em sua superficie,
que € capaz de reconhecer de maneira efetiva as células tumorais. As células modifi-
cadas sao expandidas in vitro e, posteriormente, reinfundidas no paciente, dentro do
corpo, essas células identificam as células alvo e iniciam o processo de eliminacao
(WElI et al., 2017; GORCHAKOV et al., 2020).
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Fonte: Produzida pelo autor.

A seguir, descrevemos em detalhes o esquema apresentado na Figura 4.

Selecao de células: por se tratar de uma terapia altamente personalizada e que requer vdrias
etapas, a selec@o da célula ideal torna-se crucial para se obter bons resultados. As células
mais utilizadas sao os linfécitos T, pois os mesmos sdao dotados de caracteristicas essenciais
como capacidade suficiente para eliminacao de células tumorais, habilidade de locomocao
para o ambiente tumoral, efeitos colaterais previsiveis e gerencidveis, entre outros atributos
(WEI et al., 2017). O sangue do paciente € coletado e submetido a um processo de filtragem
(leucaférese), que separa os linfécitos T do componente sanguineo, posteriormente, essas
células sdo purificadas e preparadas para receber o gene CAR (LEVINE et al., 2017;
GORCHAKOV et al., 2020).

Inserc¢ao do gene CAR e expressao dos receptores: o método mais eficiente e amplamente
utilizado pela engenharia genética para esse procedimento € a transdugdo de vetor viral,
utilizando vetor gama-retroviral ou vetor lentiviral. Os genes a serem inseridos nos linfocitos

T sdo incorporados ao material genético de virus inativados e, entdo, essas células sdo
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incubados com o vetor viral. Ao adentrarem as cé€lulas, esses vetores introduzem seu
material genético na forma de RNA, no caso da terapia CAR T, esse material genético
codifica o gene CAR. Quando o RNA ¢€ transcrito, essas codificagdes sao integradas ao
genoma da célula e, a medida que ocorre a proliferacdo, a expressao codificada € mantida
e 0 CAR € expresso na superficie da célula (LEVINE et al., 2017; WEI et al., 2017).

(3) Expansao em cultura: as células geneticamente modificadas sdo cultivadas por varias
semanas em condi¢des favordaveis para sua proliferacao até atingir o volume desejado e,
entdo, o produto € congelado e enviado para o centro de tratamento (LEVINE et al., 2017;
ELLIS, 2019).

(4) Infusao: geralmente, os pacientes sdo submetidos a uma quimioterapia linfodepletadora
antes da infusdo das células modificadas. Essa quimioterapia tem a funcdo de potencializar
a terapia através da reducdo da quantidade de células tumorais, a deplecdo de células T
reguladoras e ativagdo das células imunes inatas, criando um espaco homeostdtico para a
expansao e ativacao das células T modificadas. A intensidade da quimioterapia € um fator
relevante a ser considerado, podendo influenciar na expansao e persisténcia das células
CAR T (ELLIS, 2019; GUEDAN; RUELLA; JUNE, 2019; GORCHAKOV et al., 2020).

(5) Acéao: dentro do corpo, essas células sdo capazes de reconhecer e eliminar inimeras células
tumorais através da liberacdo de compostos quimicos. Os pacientes sao monitorados e,
na maioria dos casos, manifestam algum efeito adverso, porém, todos esses efeitos estdo
relacionados a ativagdo e proliferacdo das células CAR T (WEI et al., 2017; ELLIS, 2019).

Efeitos Colaterais da Terapia CAR T

Todas as terapias existentes no combate ao cancer acarretam algum efeito colateral para
o paciente e a terapia CAR T ndo é uma excecdo. Um dos principais efeitos toxicos relatados
¢ a sindrome da liberagdo de citocinas® (CRS, do inglés cytokine release syndrome), uma res-
posta inflamatdria sist€émica produzida por niveis elevados de citocinas e IL-6. Clinicamente,
¢ manifestada no paciente como uma gripe comum ndo infecciosa, porém, pode evoluir, em
alguns casos, para febre, hipdxia, hipotensao e alteragdes neuroldgicas (WEI et al., 2017; JUNE;
SADELAIN, 2018). No entanto, apesar de ser um efeito que oferece riscos para o paciente, o
inicio dessa “tempestade” de citocinas estd relacionado com as caracteristicas das células T
que envolve, a farmacocinética, ativacao e proliferacao dessas células. Esse efeito toxico foi
comumente relatado em pacientes que apresentaram uma boa resposta clinica a terapia (MAUDE
et al., 2014; GUEDAN; RUELLA; JUNE, 2019).

A carga tumoral influéncia no nivel da CRS, que pode ser de baixa ou alta intensidade,

tornando necessdrio tragar um protocolo que leve em consideracdo esse aspecto. Para controlar a

8 Protefnas que sdo produzidas e secretadas por diferentes tipos de células e medeiam relagdes inflamatérias e

imunes (ABBAS; LICHTMAN; PILLAI, 2015).
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sindrome de liberacdo de citocinas induzidas pelas CAR T, foram desenvolvidos e aprovados pela
FDA’ (Food and Drug Administration) medicamentos, como tocilizumabe, um anticorpo que atua
no bloqueio do receptor IL-6 (MAUDE et al., 2014). Em alguns casos, acompanhando a sindrome
da liberacdo de citocinas, tem-se a neurotoxicidade grave (SNT, do inglé€s serious neurotoxicity),
que clinicamente ¢ manifestada como sintomas do sistema nervoso, dores de cabeca, vOomito,
alteragdes visuais, convulsdo, dentre outros. Ao passo que a CRS € contida ou reduzida, os efeitos
da SNT sdo amenizados e, para casos graves, sdo administrados glicocorticoides. No entanto, os

pacientes se recuperam e ndo apresentam déficits neurolégicos a longo prazo (WEI et al., 2017).

Outra toxicidade relata é em relacdo ao ataque auto-imune, quando as células CAR T
atacam tecidos normais, e isso ocorre quando além das células tumorais, outras células do corpo
expressam o antigeno alvo. Por exemplo, algumas neoplasias de células B expressam a CD19,
uma glicoproteina presente em todos os estdgios da diferenciagcao das células B normais e, embora
esse efeito ndo seja fatal, € possivel ser controlado através da escolha adequada do antigeno alvo.
No geral, todos os sintomas que sao desenvolvidos podem ser controlados e, na maioria dos casos,
reversiveis, quando as células alvo sdo eliminada ou a quantidade de células CAR T no corpo é
reduzida (WEI et al., 2017; JUNE; SADELAIN, 2018).

°  https://www.fda.gov/
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2 Modelos Matematicos em Cancer

A modelagem matematica tem sido utilizada para descrever inimeros fendmenos e o
uso de modelos de equagdes diferenciais tem-se tornado frequente nas mais diversas areas do
conhecimento humano. Os modelos matematicos sdao capazes de descrever um fendmeno de
forma simplificada, podendo quantificar e prever comportamentos do sistema estudado (SAHOO
et al., 2020).

Neste capitulo, apresentaremos modelos matematicos que utilizam equagdes diferenciais
para descrever a dindmica das células tumorais que interagem com células do sistema imunoldgico,

modelos envolvendo metéstase e modelos de imunoterapia com células CAR T.

2.1 Modelos Matematicos de Imunoterapia

Com a finalidade de entender a relacdo entre o sistema imunoldgico e a dindmica tumoral,
diversos modelos matematicos vém sendo desenvolvidos. Um dos artigos pioneiros nessa linha
de estudo foi Kuznetsov et al. (1994), com o objetivo de descrever o crescimento e regressao
de um linfoma B, construiram um modelo matematico composto por um conjunto de equagdes
diferenciais ordindrias (EDOs) que inclui duas populacdes celulares, células tumorais e linfocitos
T citotéxicos. O modelo € capaz de exibir alguns fendmenos que sdo observados in vivo, como a

infiltracdo tumoral por linfécitos e a inativacdo de células efetoras.

Baseado no artigo de Kuznetsov et al. (1994), Kirschner e Panetta (1998) desenvolveram
um modelo para descrever as intera¢des entre células tumorais e células imunes efetoras, porém,
com um diferencial, foi acrescentada ao modelo a populacdo de citocina IL-2. Como tratamento,
utilizou-se a imunoterapia celular adotiva e a administracdo de citocina IL-2. Os resultados
obtidos com a administracao de citocina, indicam que o papel fundamental € desempenhado
pela antigenicidade do tumor, ou seja, para tumores com baixa antigenicidade o sistema imune
nao € capaz de eliminar o tumor. No entanto, com a terapia celular adotiva independente da

antigenicidade € possivel alcancar um estado livre de tumor.

Mantendo a mesma linha de seu artigo anterior, Kuznetsov e Knott (2001), propuseram
um modelo que se ajusta a dados de linfoma B e que descreve os mecanismos de crescimento,

supressao e regeneracao do tumor. Como tratamento, foram considerados dois tipos de imu-
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noterapia, uma adjuvante, que consistia no aumento do fluxo de células imunes ou na taxa de

proliferagdo no local, e a outra foi baseada em inje¢des de linfécitos nas proximidades do tumor.

Cappuccio, Elishmereni e Agur (2006), analisaram os efeitos da IL.-21 na erradicacdo do
tumor. O modelo é composto por EDOs que englobam as populagdes de células tumorais, células
T, células NK e proteinas citotéxicas. A IL-21 desempenha um papel importante na mediacao da
transicdo da imunidade inata para imunidade adaptativa, caracteristica essa incluida no modelo.
Com intuito de investigar os efeitos da IL-21 em diferentes niveis, foram desenvolvidas estratégias
de tratamento, que sugerem regimes eficazes para erradicar ou reduzir a massa tumoral. Os autores
concluem que um tratamento benéfico deverd maximizar a ativacdo da imunidade adaptativa

estimulada pela IL-21, além de minimizar os efeitos negativos da imunidade inata.

Em Cappuccio, Castiglione e Piccoli (2007), criou-se um algoritmo com o objetivo de
otimizar a administracdo de drogas terapéuticas, sendo capaz de encontrar protocolos 6timos, no
que diz respeito ao controle do crescimento tumoral e a reducao de possiveis efeitos colaterais
derivados da terapia. Ao contrario da abordagem padrio utilizada, no algoritmo hd administragdo
de medicamentos por impulso, que consiste em injecdes repetidas de um ou mais medicamentos.
O algoritmo pode ser aplicado para qualquer sistema de EDOs que descreva a farmacocinética e
a farmacodinamica de agentes terapéuticos. No artigo, o algoritmo foi testado para o modelo de

Kirschner e Panetta (1998), explorando trés cendrios imunoterapéuticos.

Pillis e Radunskaya (2001) desenvolveram um modelo que descreve a interacao entre
células tumorais, células normais, células imunes e agente quimioterdpico. Com o objetivo de
identificar protocolos de tratamento que resultassem em melhorias para os regimes de quimi-
oterapia pulsada, utilizaram-se o controle 6timo com restricdes e simulacdes numéricas. Os
resultados foram comparados com o tratamento periddico pulsado tradicional. No entanto, os
resultados obtidos pelo controle 6timo para quimioterapia pulsada produziram oscilacdes maiores

na populagdo tumoral ao longo do tempo.

Com o objetivo de compreender o papel das células imunes na vigilancia e desenvolvi-
mento das células tumorais, Pillis e Radunskaya (2003), Pillis, Radunskaya e Wiseman (2005),
construiram um modelo matematico utilizando um conjunto de EDOs que descreve as interacdes
entre células tumorais, células T e células NK. Ambos os modelos utilizaram parametros esti-
mados através de dados experimentais, porém, o que difere um modelo do outro sdo os termos
utilizados para retratar alguns aspectos da interagdo entre células tumorais e imunes. Através de
dados experimentais, simulacdes numéricas e andlise de sensibilidade, os autores destacam a

importancia das células T na promog¢ao da regressdo tumoral.

Em Pillis, Gu e Radunskaya (2006), Pillis et al. (2009), os autores desenvolveram e
analisaram um modelo de crescimento tumoral que envolve diferentes tratamentos em conjunto.
O primeiro foi uma extensdao do modelo proposto em Pillis e Radunskaya (2003), com a introdug¢@o
de novos termos de interacao celular, tratamento imunolégico, vacinas e quimioterdpico. O modelo

exibe a interacdo entre células tumorais, trés tipos de células imunes e a concentracdo de dois
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tipos de drogas na corrente sanguinea. O segundo artigo traz uma atualizacdo para o modelo de
Pillis, Gu e Radunskaya (2006), acrescentando a dinamica a populacio de IL-2 e outros aspectos
da interacdo tumor-imune. De acordo com as simula¢des, em ambos os trabalhos, a combinagdo

da imunoterapia com quimioterapia é uma estratégia promissora.

Dentre os artigos que utilizam como imunoterapia injecoes de células dendriticas para
aumentar a resposta imunoldgica, pode-se destacar Pillis, Gallegos e Radunskaya (2013). Nesse
artigo, utilizou-se um conjunto de EDOs e EDRs para descrever a dindmica entre células den-
driticas, células efetoras e células tumorais, sendo o modelo constituido por nove equagdes
diferenciais. No modelo, considerou-se o agrupamento de células imunes entre os compartimen-
tos linfatico, sanguineo e tumoral. Foram realizadas simula¢gdes com o objetivo de comparar

diferentes dosagens e tempo entre as aplicagdes de células dendriticas.

Na mesma linha, porém com abordagens diferentes, temos Qomlagqi et al. (2017), em
que foi desenvolvido um modelo composto de equagdes diferencias com retardo (EDRs) para
descrever as interagdes entre o tumor e diversas células do sistema imunolégico adaptativo. O
modelo é composto por células tumorais, células T citotéxicas (maduras e virgens), células T
auxiliares (maduras e virgens), células T reguladoras, células dendriticas, NK e citocina IL-2.
Caracteristicas como o ciclo de divisao celular das células imunes foram consideradas no modelo,
além da otimizacdo de protocolos de imunoterapia utilizando vacinas de células dendriticas. Com
as simulagdes, os autores concluiram que, aplicando a imunoterapia em intervalos mais curtos
foram obtidos melhores resultados no controle do crescimento tumoral, e como trabalho futuro,

indicam a possibilidade de se considerar o tratamento quimioterdpico junto ao imunoterapico.

2.2 Modelos Matematicos de Metastase

Diversos modelos matematicos tém sido desenvolvidos para investigar o fendmeno da
metéstase, dentre eles, temos o uso de EDOs e equagdes diferenciais parciais (EDPs), que sao
capazes de descrever diferentes aspectos do processo metastatico, desde o inicio da invasdo até o
seu comportamento mediante outras células do sistema imune. Portanto, abordaremos alguns

dos modelos mais relevantes para o entendimento da metéstase.

Na década de 70, foram introduzidos os primeiros modelos matemaéticos para metastase.
Utilizando um conjunto de EDOs, Saidel, Liotta e Kleinerman (1976) propuseram um modelo
deterministico, em que vérias etapas da cascata metastatica foram levadas em consideracao. O
modelo engloba células tumorais, superficies vasculares, células tumorais invasoras na superficie

dos vasos, células tumorais presas em vasos pulmonares e focos metastaticos.

Liotta et al. (1977) desenvolveram modelos estocdsticos com intuito de predizer a pro-
babilidade de ndo ter metastase em fungdo do tempo. Uma expressdo matemdtica € obtida para
a probabilidade de que nenhuma metéstase tenha sido estabelecida por um intervalo de tempo

caracteristico apds o inicio do tumor. Os parametros relacionados a expressao tem seus valores
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estimados através de dados experimentais. A probabilidade permanece préxima de um durante
um tempo, mas ao passo em que, esse valor vai para zero, indica que existe um periodo de tempo

no qual as micrometdstases tém praticamente a certeza de terem sido formadas.

Utilizando um sistema de EDPs, Iwata, Kawasaki e Shigesada (2000) introduziram um
modelo capaz de descrever tamanhos de colonias de metédstases. No modelo foram incorporados
a colonizacdo por metdstase e o crescimento de cada coldnia. O tamanho preciso das coldnias
podem ser medidas com técnicas de imagens, no entanto, mesmo as técnicas mais avancadas nao
conseguem detectar pequenas colonias. Porém, o modelo ele € capaz de estimar o nimero de

coldnias abaixo do limite de detec¢do, e prever o comportamento de futuras metéstases.

Em Pinho, Freedman e Nani (2002), temos um conjunto de seis equacdes diferenciais
(EDOs e EDR) que modelam a dinamica das células normais, tumorais e a quimioterapia em
dois locais distintos, sendo que as duas populagdes de células sofrem o efeito do quimioterdpico.
A metdstase € retratada como um fendmeno de migragdo, onde duas populacdes de células
cancerosas coexistem e se desenvolvem em dois locais diferentes. O termo migratério que indica
a translocacao fisica das células tumorais, do sitio primdrio para o secunddrio, apresenta um

retardo.

Empregando um conjunto de EDPs, Eikenberry, Thalhauser e Kuang (2009) apresentam
um modelo que descreve a evolucdo espacial e temporal de diferentes populacoes celulares. O
modelo foi capaz de abordar os processos bdsicos da invasdo de melanoma, a disseminac¢ao
metastdtica e a resposta imunoldgica antitumoral. Com intuito de observar a dinamica da invasio
tumoral sob diferentes niveis da resposta imune, foram realizadas simulagdes. Diante disso,
concluiram que ao dirigir uma resposta imune contra o tumor primdrio, as metastases locais
podem ser suprimidas, porém, quando realizada uma resse¢ao do tumor primadrio, essas metdstases

apresentam uma alta taxa de crescimento.

No modelo proposto por Diego, Calvo e Pérez-Garcia (2012), utilizou-se um conjunto de
quatro EDOs para representar duas populacdes celulares (tumorais e normais) em locais distintos
(sitio primério e secunddrio), porém, no termo de efeito migratério ndo foi considerado o retardo.
Diversos desfechos clinicos do modelo em relacao aos parametros foram apresentados e o efeito
da resse¢do no tumor primdrio foi estudado. Nota-se que, o efeito migratério de células tumorais

ocorrem constantemente ao longo do tempo e € unidirecional.

Outro trabalho que considerou os efeitos do sistema imunoldgico na dindmica tumoral foi
Ghaffari, Bahmaie e Nazari (2016), o modelo € constituido por um conjunto de treze EDOs, que
representam as interagdes entre as populacdes de células tumorais, células imunes (NK, CD8+),
radioterapia e agentes quimioterdpicos em dois locais diferentes. O quimioterdpico afeta ambas
as populacdes celulares e as interacdes entre o sistema imune e as células tumorais também foram
analisadas. O termo que representa o deslocamento das células tumorais do sitio primdrio para o

secunddrio possui retardo.
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Rhodes e Hillen (2019) utilizaram um conjunto de EDOs para abordar a dindmica tumoral
imuno-mediada em dois locais distintos, considerando as populagdes de células tumorais, dois
tipos de células imunes e células necréticas. No modelo, foram incluidos os efeitos anti-tumorais e
pré-tumorais das células imunes, além do fendmeno de plasticidade fenotipica que € induzida nas
células imunes pelas células tumorais. Foi considerada como imunoterapia qualquer intervengao
que resultasse no aumento de influxo das células imunes. Outras observacdes foram realizadas

em relacdo a dindmica tumoral perante resse¢des do tumor primario.

2.3 Modelos Matematicos de Imunoterapia com Células CAR
T

A utilizagdo da modelagem matemadtica para compreender a dindmica tumoral e os fatores
que interferem na eliminacao das células tumorais sao importantes para se obter resultados signi-
ficativos (SAHOO et al., 2020). Na literatura, foi possivel encontrar alguns modelos matematicos
para terapia com células CAR T, em sua maioria, além de apresentarem uma dindmica tumoral
entre células do sistema imune e cancerosas, trabalham com a otimizagdo da dose de células

CAR T injetada no paciente.

Devido aos resultados promissores com neoplasias de células B, alguns pesquisadores
desenvolveram modelos para tumores sélidos. Com o objetivo de auxiliar na previsao e eficicia
da terapia com células CAR T para cancer de mama e na escolha da dose minima eficaz, Levine
et al. (2017) desenvolveram um modelo mateméatico composto por duas EDOs, que retrata a
dindmica entre as células tumorais e células CAR T. Com o modelo, foi possivel concluir que,
utilizando apenas um décimo da dose completa de células CAR T usadas em ensaios pré-clinicos,

seria possivel alcancar resultados semelhantes ao tratamento da dose completa.

Em Mostolizadeh, Afsharnezhad e Marciniak-Czochra (2018), utilizaram um sistema de
EDOs para modelar o tratamento com células CAR T para leucemia linfoblastica aguda (LLA). O
modelo inicial descreve a interagc@o entre quatro populacdes de células, linfécitos B (sauddveis e
cancerosos), células CAR T e outros linfécitos. Diante da manifestacdo da sindrome da liberagdo
de citocinas, que € desencadeada na maioria dos pacientes, foi adicionado ao modelo um novo
compartimento correspondente a citocina. Com o objetivo de minimizar os efeitos da terapia
otimizando a dose de células CAR T, foi aplicado o principio méximo de Pontryagin para controle
otimo.

Schacht et al. (2019) construiram um modelo com intuito de quantificar a concentracao
de células CAR T em trés locais distintos: sangue, tumor e baco. Utilizando um sistema de EDOs

foi possivel prever a quantidade de células em cada local apés um determinado tempo.

Para modelar a dinamica tumoral, Kimmel, Locke e Altrock (2020), utilizaram um

conjunto de EDOs. O modelo retrata o fendbmeno da memoria imunolégica desenvolvida pelas
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células CAR T, a qual € inserida como uma das populagdes, sendo o modelo constituido por
células tumorais, células T normais e células CAR T (efetoras e de memdria). Os autores apontam
como uma propriedade intrinseca que a erradica¢do do tumor se trata de um evento estocdstico.
No entanto, intervencdes que aumentam a populacdo de células CAR T de memoria, podem

melhorar a probabilidade de erradica¢do do tumor.

Com o intuito de compreender os mecanismos de exaustdo, proliferacio e persisténcia das
células CAR T em um sistema in vitro simples e controlado, Sahoo et al. (2020) desenvolveram um
modelo que aborda a dindmica entre células CAR T e tumorais como um sistema predador-presa.
O estudo apontou que a taxa de morte das células tumorais por células CAR T estd inversamente
relacionada a dose de células CAR T, portanto, o aumento da dose nao resulta em uma taxa de

morte maior das células tumorais.

Pérez-Garcia et al. (2021) e Ledn-Triana et al. (2021b) também propuseram modelos
utilizando EDOs para modelar o tratamento com células CAR T para leucemias. O primeiro
modelo € constituido pela populacdo de células CAR T, células T e células tumorais. O segundo é
composto por células B (tumorais e sauddveis), células CAR T, células estaminais hematopoiéticas
CD19 e progenitores de células B CD19+. Ambos os modelos foram capazes de prever que a
expansao das células CAR T no paciente estd associada a carga tumoral inicial e que a terapia

poderia controlar a doenga, mas nao erradicar.

Em Ledn-Triana et al. (2021a), utilizando EDOs para modelar o tratamento de células
CAR T em tumores sélidos, os autores propuseram dois modelos matematicos. Em ambos os
modelos foi considerado a capacidade imunossupressora das células tumorais. O primeiro modelo
do artigo, descreve a competi¢ao entre a populacdo de células tumorais e a populacao de células
CAR'T. O segundo modelo utilizado retrata a dindmica das células CAR T sendo ativadas por dois
tipos de antigenos alvo, o CD19 que € encontrado nas células normais, € um antigeno associado
ao tumor. O modelo é composto por quatro populacdes, a populagdo de células CAR T longe
do local do tumor, células CAR T no local do tumor, células normais e células tumorais. As
simula¢Ges mostram que o uso de um grande nimero de células CAR T direcionadas ao antigeno

do tumor pode superar o potencial imunossupressor.

No ambito da modelagem matemadtica, equagdes diferenciais com retardo (EDRs) sdao
utilizadas em vdrias dreas relacionadas a medicina, engenharia, industria, genética e economia.
Diversos fendmenos ndo ocorrem instantaneamente, em seus processos se encontram alguns
atrasos ou defasagens no tempo, os quais podem estar relacionados a processos ocultos, como
as etapas do ciclo celular, o tempo entre a infec¢do de uma célula e a produgdo de novos virus,
o periodo entre uma resposta imunolégica do hospedeiro ou até mesmo o tempo em que uma
célula cancerosa leva para se deslocar de um sitio primério para o secundario (KUANG, 1993;
MICHIELS; NICULESCU, 2007).

Quando se trata desses atrasos, as EDOs e EDPs nao conseguem expressar o fendmeno

com toda sua veracidade, uma vez que as solucdes desse tipo de equacao no instante t dependem
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apenas do estado do fendmeno nesse instante. Para tais fendmenos, o uso das EDRs se torna
vidvel, ja que a evolucdo de alguns fendmenos em um determinado instante ndo depende apenas
da andlise do processo nesse instante, mas do histérico do processo em momentos anteriores
(KUANG, 1993; SMITH, 2011).

Nos capitulos seguintes, utilizando um conjunto de equagdes diferenciais, propomos
dois modelos matemadticos de metdstase com abordagens imunoterdpicas distintas. No primeiro
modelo, a imunoterapia € realizada através do refor¢o no sistema imune, aumentando a taxa de
influxo das células imunes. No segundo modelo utiliza-se a terapia celular adotiva com células

CAR T no combate ao cancer. Ambos os modelos sdo compostos por EDOs e EDRs.
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3 Modelo Matematico de Imunoterapia e

Metastase

Neste capitulo, utilizando equacdes diferenciais ordindrias e equagdes diferenciais com
retardo, propomos um modelo matematico de metdstase com imunoterapia. A metdstase foi
modelada como um fendmeno migratério, em que duas populagdes de células tumorais coexistem
e se desenvolvem em dois locais diferentes. A imunoterapia € realizada através do aumento das
taxas de influxo e interacdo entre as células imunes e tumorais. Com a finalidade de observar a
dindmica tumoral mediante a imunoterapia, no decorrer do capitulo, apresentaremos o estuda da

estabilidade do modelo e os resultados obtidos.

3.1 Modelo

Em Pinho, Freedman e Nani (2002), temos um conjunto de seis equacdes diferenciais
(EDOs e EDR) que modelam a dinamica das células normais, tumorais e a quimioterapia em
dois locais distintos, sendo que as duas populagdes de células sofrem o efeito do quimioterapico.
A metastase € retratada como um fendmeno de migragdo, onde duas populagdes de células
cancerosas coexistem e se desenvolvem em dois locais diferentes. O termo migratério que indica

a translocacao fisica das células tumorais, do sitio primdrio para o secunddrio, apresenta retardo.

Utilizando um conjunto EDOs, Rodrigues et al. (2019), desenvolveram um modelo que
descreve a dindmica entre linfécitos B (neopldsicos), Linfécitos T (saudaveis) sob o regime de
quimioterapia e imunoterapia. A modelagem segue a proposta de Pillis e Radunskaya (2001),
com a adi¢do de um termo que simula um transplante de células adotivas. A quimioterapia afeta
negativamente ambas as populagdes de linfocitos. Seus resultados apontam que protocolos que
combinam quimioterapia e imunoterapia podem ser eficazes no tratamento de leucemia linfocitica

cronica, desde que a imunoterapia ndo seja limitada pelos efeitos da quimioterapia.

Um dos modelos proposto neste trabalho € baseado em Rodrigues et al. (2019), para a
modelagem das células imunes, e em Pinho, Freedman e Nani (2002), para a modelagem das
células tumorais. Dessa forma, o modelo (3.1) € composto por trés EDOs e uma EDR. Sejam

N; e I;, com ¢ = 1,2, células tumorais e imunes, respectivamente, no sitio primério (z = 1) e
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secundério (z = 2). O modelo (3.1) € dado por:

dN N
dtl - TlNl (1_kll> _01]1N1_5N1
dl, p1 N 14
— = —— — g NI, —di ]
o (7%} i+ N, g14V1dy 141
(3.1)
dN. N.
dt2 = 1N\, (1 — k;) — I, Ny + €N, (t — 1)
dl, p2 N, 1
=2 = a4 P2 N, —
di Qo o+ N, GoiVolg 249

As condigdes iniciais para o sitio primdrio sdo N, (0) > 0 e I,(0) > 0, isso implica que o cancer
ja estd estabelecido. Inicialmente, no sitio secunddrio, ndo temos células tumorais e imunes, ou
seja, N,(0) = 0 e I,(0) = 0. Os pardmetros do modelo (3.1), estdo descritos na Tabela 1, em

que todos sdo positivos e nao nulos.

Para descrever o crescimento das células tumorais, adotamos o termo logistico, em que
r;, com ¢ = 1,2, representa a taxa intrinseca de crescimento e k;, com ¢ = 1,2, a capacidade de
suporte em ambos os sitios. As células que migraram do sitio primdrio para o secunddrio podem
ou nao encontrar um ambiente favoravel, resultando em uma taxa de crescimento diferente em
relagdo ao sitio primario (WEINBERG, 2008). Em Pinho, Freedman e Nani (2002) e Ghaffari,
Bahmaie e Nazari (2016), os autores adotaram valores distintos para as taxas de crescimento no
sitio primdrio e secunddrio (r; < 73), ja Rhodes e Hillen (2019) utilizam os mesmos valores para

ambos os sitios (r; = r,), mas afirmam que os mesmos deveriam ser distintos.

A interagdo entre as células tumorais e as células do sistema imunolégico tem impacto
negativo para ambas populacdes. O coeficiente de interagdo c;, com ¢ = 1,2, retrata a morte das
células tumorais pelo sistema imune, e o pardmetro g;, com ¢ = 1,2, estd relacionado a inativagdo
das células imunes pelas células tumorais. Para o modelo, consideramos que a taxa de mortalidade
das células tumorais pelas imunes € maior que a inativagao das células imunes, ou seja ¢; > g;
(KUZNETSOV et al., 1994; PILLIS et al., 2007; GHAFFARI; BAHMAIE; NAZARI, 2016;
RODRIGUES et al., 2019). Inicialmente, a quantidade de células tumorais no sitio primario
¢ superior ao sitio secundério, o que poderia resultar em um maior nimero de células imunes
recrutadas para o local. Esse recrutamento pode ocasionar uma variacao na taxa de morte das
células tumorais e na inativacao das células imunes no sitio primario (GHAFFARI; BAHMALIE,;
NAZARI, 2016).

A translocagao fisica das células tumorais do sitio primdrio para o secundério é modelada
pelo pardmetro §. Portanto, uma porcentagem ¢ de células tumorais do sitio primadrio € liberada
na corrente sanguinea, porém, apenas uma porcentagem e chega ao sitio secundario com um
retardo 7 no processo. Milhares de células tumorais sdo liberadas na corrente sanguinea, mas

a probabilidade dessas células conseguirem completar os passos da cascata metastitica com
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eficiéncia e chegarem ao sitio secundério € baixa (RHODES; HILLEN, 2019; GANESH; MAS-
SAGUE, 2021). Em Pinho, Freedman e Nani (2002), os autores utilizam ¢ como 0,1% do valor
de §; Rhodes e Hillen (2019) afirmam que apenas 0,01% das células que saem do sitio primdrio
conseguem chegar ao sitio secunddrio e originar uma colonia; Ghaffari, Bahmaie e Nazari (2016),

utilizam e como 10% das células que sdo liberadas na corrente sanguinea ().

As células imunes sdo fornecidas a uma taxa constante «;, com ¢ = 1,2, ¢ morrem
naturalmente a uma taxa d;, com ¢ = 1,2. A presenca de células tumorais estimula a produgao
de novas células do sistema imunoldgico; no modelo, esse estimulo € descrito por uma funcao
do tipo Michaelis-Menten. O parametro p;, com ¢ = 1,2, representa a taxa de recrutamento das
células imunes pelas células tumorais e v;, com 7 = 1,2, a saturagdo do estimulo causado no

sistema imune pela presenga do tumor.

Os parametros tiveram seus valores baseados em um conjunto de artigos (KUZNETSOV
etal., 1994; PINHO; FREEDMAN; NANI, 2002; PILLIS; GU; RADUNSKAYA, 2006; PILLIS et
al., 2007; PILLIS; RADUNSKAYA, 2014; GHAFFARI; BAHMAIE; NAZARI, 2016; RHODES;
HILLEN, 2019; RODRIGUES et al., 2019). Com a finalidade de encontrar um conjunto de
parametros biologicamente relevantes, que adequassem ao modelo proposto, foram realizadas

vdrios testes variando o valor de cada pardmetro em um dado intervalo.

Tabela 1 — Descri¢ao e valores dos parametros usados no sistema de equacdes (3.1).

Pardmetros Descricdo Valores e Unidades Referéncias
71,2 Taxa de crescimento da 0,15 dia~ T
populacdo N;
k1,2 Capacidade de suporte 102 células Weinberg (2008)
da populacdo V;
C1,2 Coeficiente de interacio 1078  células'dia™! -
entre as populagdes I; e N;
0 Taxa com que a populagdo 0,001 dia~! Pinho, Freedman e Nani (2002);
N; deixa o sitio primario Ghaffari, Bahmaie e Nazari (2016)
€ Porcentagem da populacdo 0,00001 Pinho, Freedman e Nani (2002);
N1 que chega ao sitio Ghaftari, Bahmaie e Nazari (2016)
secunddrio
Q12 Taxa de influxo natural das 3,5 x 10°  células dia~* Rodrigues et al. (2019)
células imunes
P12 Taxa de recrutamento das 2,5x 1072  dia~* Kuznetsov et al. (1994);
células imunes pelas tumorais Pillis e Radunskaya (2014)
1,2 Taxa de saturacdo no recru- 2,02 x 107  células Kuznetsov et al. (1994);
tamento das células imunes Pillis e Radunskaya (2014)
g1.2 Coeficiente de interacio 5x 10710  células *dia~! Kuznetsov et al. (1994)

entre as populagdes N, e I;

dio Taxa de mortalidade natural 4,12 x 1072 dia~! Kuznetsov et al. (1994)
das células imunes

T Parametro de retardo 1,0 Pinho, Freedman e Nani (2002)
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3.1.1 Analise da Estabilidade do Modelo

Nesta secdo, serd analisado aspectos relevantes sobre a dindmica do modelo (3.1) e a
sua estabilidade. Definindo que as varidveis de estado sao nao negativas ao longo do tempo,
analisa-se a existéncia dos pontos de equilibrio. Para a obtencao desses pontos, deve-se resolver

o sistema homogéneo associado ao sistema (3.1), ou seja,

N
7”1N1 (1_1{;1) _CIIINI_(SNI - 0
1
N, I
041“‘511_'_1]\;1 - gL —di =0
(3.2)
N,
TzNQ <1_ k) _02]2N2+65N1(t_7—) == 0
2
N, 1.
(07} + m — gQNQIQ — d2]2 = 0
Da primeira equagdo de (3.2), segue que:
N, = 0, (3.3)
ou
+ ks
Nl = 7(7"1 — 01[1 — (S) (34)
(it
Considerando a igualdade em (3.3), tem-se o seguinte sistema:
oy — dljl =0
N,
79N, (1 — /{32) —coNoly = 0 . 3.5)
p2 N, 1,
— dyl. = 0
ot Y2 + N o
Da primeira e segunda equacdo do sistema (3.5), obtemos:
631
L = — 3.6
1 d1 I ( )
Ny, = 0 (3.7)
ou
+ Kz
N2 - 7(7"2 — CQIQ). (3.8)
)
Se (3.7), na terceira equagao de (3.5), obtemos:
Qg
I, =—. 39
2= (3.9)
Dessa forma, temos o ponto de equilibrio livre da doenga, dado por:
Qo
T =10,—,0,—). 3.10
Si = (0.-0.5) (3.10)
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Considerando (3.8), na terceira equacao de (3.5), obtemos:

L=z < . (3.11)
wij\;;_ + ggN; + d2
Assim, temos o seguinte ponto de equilibrio:
. oy ko %)
S; =10, —(r: — 2 1), - : (3.12)
b NNy,
Yo + N3
Agora, considerando a igualdade em (3.4), temos:
L= —x & , (3.13)
'y—|—7]\;+ + gle— +d,
1 1
N, = ON; T (3.14)
L—r1-32
Cala 7’2( k2>
L = — - . (3.15)
’7 _i]\; + g2 Ny + dy
2 2
Dessa forma, temos o seguinte ponto de equilibrio:
Si=|—0r—cl, —9), , ! , . (3.16
3 7"1(1 141 ) 1++91N1++d101_r 1_& B + g, N, + d, ( )
242 2 ka
em que,
B+ —p N,
! Y1+ N1+7
N (3.17)
—p
;_ _ 24V2 .
Y2 + Ny

Para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio é construida a matriz Jacobiana
associada ao sistema (3.1). Seja A(S;) a matriz jacobiana do sistema (3.1) avaliada em cada

ponto de equilibrio S}, dada por:

2r1 N
r — fn — 01[1 -0 —01N1 0 0
k1
i} p1l1B1 — 11y By 0 0
A(Si) = . (3.18)
2r9 Ny
0 0 ro — A — cols —coNy
2

0 0 p2laB3 — g2l By — gaN2 — do
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em que,
By

By

B3

By

(714 Ni) = Ni(n +1)
(71 + N1)? ’
p1N1

= — g1N1 — dy,
71

(y2 + N2) — Na(y2 + 1)
(72 + N2)? ’

p2N2
72 '

Dessa forma, a equagdo caracteristica associada € dado por (SMITH, 2011):

Co02
do

det|\ — A(S?) — e"™B] = 0.
Para o ponto de equilibrio S}, temos:
104
— -6 0 0
1 dl
/C)Zlal _ quCh —d, 0
N\ 1M 1
A(Sl) - 0 0 CoQly
Ty —
2 d,
0 P2y a2y
dz’Yz d,
0 0 00
0 0 00
B —
e 00 0
0 0 00
Logo,
A=+ ctial 5 0 0
1
21011 _ (1;041 A+ dy 0
@i\ —A(ST) —e B =det| DM &
—ede™ ™ 0 A—7ro+
P22 G202
0 0 —
day2

Resolvendo (3.23), obtemos os seguintes autovalores:

)\1 - _dl
i
Ay = T — ;11 -0
)\3 = —d2
Ae = 1y— C20p

da

A+ ds

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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Analisando os autovalores associados ao ponto de equilibrio S}, temos que \; < 0e A3 < 0. Se
(3.25) e (3.26) ocorrer, A\, < 0 e \; < 0. Portanto, o ponto S} € classificado como localmente

assintoticamente estavel.

r am s, (3.25)
d,

r, < 222 (3.26)
d,

Para os valores adotados na Tabela (1), temos os seguintes autovalores associados ao ponto S}:

A = —0,041
X, = 0,064
(3.27)
As = —0,041
. = 0,065

Dado que, A\, > 0e A, > 0, para os valores adotados, o ponto S5 € classificado como instavel.
Para os pontos S; e S; a estabilidade foi verificada numericamente. Dessa forma, para os valores

considerados na Tabela 1, obtemos os seguintes autovalores associados ao ponto S;:

AN = —0,041

A, = 0,064

2 ’ (3.28)
)\3 == —07149

A, = —49951

Analisando (3.28), temos que A\, > 0, A; < 0, A3 < 0e A\, < 0, para o conjunto de valores
(Tabela 1), o ponto S € classificado como instdvel. Entretanto, através da variagcdo dos valores
de ¢;, d; e a;, com i = 1,2, os pontos S} e S; podem sofrer mudancas na sua estabilidade. Em

relagdo ao ponto de equilibrio .S;, obtemos os seguintes autovalores:

)\1 = _0,148

N\, = —499.695

2 ’ (3.29)
)\3 - —0,149

A, = —499992

Através da andlise de (3.29), temos que todos os autovalores associados ao ponto de equilibrio
S sdo negativos, logo o ponto € localmente assintoticamente estdvel para o conjunto de valores

adotados.

Para elucidar a influéncia que determinados pardmetros possuem sobre a dindmica entre
a populacdo de células tumorais e imunes, algumas simulacdes foram realizadas para diferentes
valores de r;, ¢;, o; e d;, com 7 = 1,2, em um dado intervalo, no entanto, ndo € realizada uma
andlise de sensibilidade dos pardmetros. Utilizando os valores listados na Tabela 1 e variando
apenas o parametro ¢; em um dado intervalo, visamos investigar a dinamica tumoral sob diferentes

taxas de intera¢ao (Figura 5). Observa-se que ao utilizar ¢; = 2 x 107%, a populagio de células
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tumorais sao erradicadas em ambos os sitios. Na medida em que essa taxa é reduzida, a populagdo

de células tumorais volta a crescer, atingindo a capacidade de suporte.

Figura 5 — Dindmica tumoral com variag¢do do pardmetro ¢, e ¢, no intervalo [9 x 107?;2 x 1078].

Tumor Primario Tumor Secundario
c=9x10""
10l ——; = 1,0833 x 108
10'° 1010 H— e — 12667 105
—— 0 = 1,4500 x 108
——=1,63x 10"
¢ =1,8167 x 10
—=2x10"°
5
10
5
_ « 10
pz4 =z
R
ot —c=9x10"
10 e L0sBx10®
€ = 1,2667 x 10°° 100+
¢ = 1,4500 x 10°%
¢ =1,63x 107
¢ = 1,8167 x 10
105 — o =2x10""
0 5 10 15 0 5 10 15
t (meses) t (meses)

Utilizando os valores listados na Tabela 1 e variando apenas o parametro r; no intervalo
[0,09; 0,2], podemos observar na Figura 6 a dindmica tumoral sob diferentes taxas de crescimento.
Nota-se que ao utilizar ; = 0,09, a populacdo de células tumorais exibe um crescimento lento,
porém, com r; = 0,2, a populagdo de células tumorais apresenta um rapido crescimento e, em,

aproximadamente 5 meses, alcancam a capacidade de suporte.

Figura 6 — Dindmica tumoral com varia¢do do pardmetro r, e r, no intervalo [0,09; 0,2].
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Na Figura 7, temos a dinamica tumoral sob diferentes valores de «;; nota-se que, ao
utilizar o;; = 6,5 x 10°, a populagio de células tumorais decresce ao longo dos 15 meses. Para os
valores de 4,75 x 10° < a; < 5,99 x 10° a populagdo apresentam um crescimento mais lento em
relagdo a o; < 4,75 x 10°. Portanto, na medida em que a taxa de influxo é reduzida, a populagdo

de células tumorais voltam a crescer e atinge a capacidade de suporte
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Figura 7 — Dindmica tumoral com variagdo do pardmetro «; e c, no intervalo [3 x 10°; 6,5 x 10°].
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Na Figura 8, podemos observar a dinamica das células tumorais sob diferentes valores de
d; nointervalo [2x 107%; 5x 107?]. Ao passo que a taxa de mortalidade das células imunes aumenta,
a populacao de células tumorais conseguem evadir-se do sistema imune, se desenvolvendo e
atingindo posteriormente a capacidade de suporte. Para valores de d; < 3,75 x 1072, nota-se que

a populagdo de células tumorais levam mais tempo para se desenvolver.

Figura 8 — Dindmica tumoral com variag¢do do pardmetro d, e d, no intervalo [2 x 1072;5 x 1072].
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3.2 Resultados e Discussoes

Com a finalidade de observar o comportamento da populagao de células tumorais mediante
as células imunes, foram explorados trés cendrios distintos e, como imunoterapia, foi considerada
qualquer intervencao que resulte no aumento do niimero de células imunes. Para os resultados
apresentados a seguir, utilizamos os valores descritos na Tabela 1, com as seguintes condi¢des
iniciais: NV, (0) =1 x 107, I,(0) = 5 x 107, N,(0) = 0 e I,(0) = 0.
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Cenario I

Para a obtencao do cendrio livre da doenca (cura), alteramos os valores dos pardmetros
relacionados a taxa de influxo das células imunes «;, com 7 = 1,2, e a taxa de interag¢do entre as
duas populagdes c;, com ¢ = 1,2. Com a finalidade de aumentar a populacao de células imunes,
para que a mesma possa combater as células tumorais, primeiramente aumentamos a taxa de
influxo natural ;. Utilizando os valores descritos na Tabela 1 e o; = 6,5 x 10°, foi possivel obter
a eliminacao da populacdo de células tumorais ao longo dos 30 meses observados (Figura 9).
No entanto, devido ao aumento do influxo, a populagdo de células imunes nio apresentam um
decrescimento ao logo do tempo; esse comportamento também pode ser observado em Rhodes e
Hillen (2019).

Com a alteracdo do parametro «; a solucao do sistema (3.1) converge para o ponto de
equilibrio S}, onde temos apenas a populacdo de células imunes. Dessa forma, temos os seguintes
autovalores associados a equacdo caracteristica (3.20) avaliada no ponto de equilibrio ST, com
a; = 6,5 x 10°: \; = —0,041, X\, = —0,008, \; = —0,041 e \, = —0,007. Portanto, como a
parte real de todos os autovalores associados ao ponto S; € negativa, logo o ponto € classificado

como localmente assintoticamente estavel para o conjunto de parametros utilizado.

Figura 9 — Dindmica tumoral utilizando a;; = 6,5 x 10°, com i = 1,2.
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Utilizando as mesmas condi¢des iniciais e os valores descritos na Tabela 1, alteramos
o parametro responsavel pela interacdo entre a populagdo de células tumorais e imunes. Essa
interacao tem impacto negativo para as duas populagdes, levando a morte das células tumorais,
expressa pelo parametro c; e, por outro lado, a inativagao das células imunes, dada pelo g;. Nota-se
que, ao utilizar ¢; = 1,9 x 108, com i = 1,2, a populacéo de células tumorais sido eliminadas em
ambos os sitios (Figura 10). Logo, ao aumentar o valor do parametro c;, a solucao do sistema (3.1)
converge para o ponto de equilibrio S}, com isso obtemos os seguintes autovalores associados a
equacdo caracteristica (3.20) avaliada no ponto de equilibrio: A\; = —0,041, A, = —0,012, A3 =
—0,041 e Ay = —0,011. Consequentemente, o ponto de equilibrio S}, com ¢; = 1,9 x 1075, é
classificado como localmente assintoticamente estavel, dado que, a parte real dos autovalores

associados ao ponto € negativa.
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Figura 10 — Dindmica tumoral utilizando ¢; = 1,9 x 107%, com i = 1,2.
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Com a finalidade de reforcar a populacdo de células imunes, combinamos o aumento na
interagdo entre as duas populagdes e no influxo de células imunes. Utilizando a; = 5,3 x 10°
ec;, = 1,3 x 1078, com i = 1,2, podemos observar na Figura 11, que a populagio de células
tumorais sdo erradicadas ao decorrer dos 30 meses observados. Com o aumento nos valores dos
pardmetros «; € ¢;, a solug@o do sistema converge para o ponto de equilibrio S}. Dessa forma,
temos os seguintes autovalores associados a equagao caracteristica (3.20) avaliada no ponto de
equilibrio S7: A\ = —0,041, A\, = —0,018, \3 = —0,041 e A, = —0,017. Dado que, a parte real
dos autovalores associados ao ponto € negativa, logo o ponto € classificado como localmente

assintoticamente estdvel para o conjunto de parametros utilizados.

Figura 11 — Dindmica tumoral utilizando o; = 5,3 x 10° e ¢; = 1,3 x 1078, com i = 1,2.
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Cenario I1

Neste cendrio, abordaremos apenas o estado metastdtico, significando que o tumor pri-
mario foi erradicado ou controlado pela ac¢do do sistema imune. Para a obtencao deste cendrio,
alteramos os valores de a; e ¢;, os parametros relacionados ao influxo de células imunes e a
interacdo entre as populagdes de células tumorais e imunes. Utilizando os valores descritos na
Tabela 1, com a; = 6,5 x 10° e oy, = 3,5 x 10°, foi possivel obter a eliminag¢ao da populagio
de células tumorais no sitio primario (Figura 12). No entanto, o crescimento da populacado de

células tumorais no sitio secunddrio nao € afetado mediante a imunoterapia no sitio primario.
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Adotando os valores descritos na Tabela 1, com o; = 6,5 x 10° e a, = 3,5 x 10°, a
solugdo do sistema (3.1) converge para o ponto de equilibrio S}, dessa forma, obtemos os seguintes
autovalores associados a equagao caracteristica (3.20) avaliada no ponto S;: \; = —0,041, \, =
—0,008, A3 = —0,149 e A\; = —500,04. Logo, o ponto de equilibrio S; € classificado como
localmente assintoticamente estavel para esse conjunto de parametros, pois a parte de real dos

autovalores associados ao ponto € negativa.

Figura 12 — Dindmica tumoral utilizando o;; = 6,5 x 10° e a, = 3,5 x 10°.
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Adotando ¢, = 1,9 x 1078 e ¢, = 1,0 x 1078, foi possivel erradicar a populagio de
células tumorais no sitio primdrio ( Figura 13). Com a alteracdo do parametro c;, a solucao
do sistema (3.1) converge para o ponto de equilibrio S;. Logo, os autovalores associados a
equacdo caracteristica (3.20) avaliada no ponto S}, com ¢; = 1,9 x 107% sdo: A\; = —0,041, )\, =
—0,012, A\3 = —0,149 e A\, = —500,04. Portanto, o ponto de equilibrio S; € classificado como

localmente assintoticamente estdvel para esse conjunto de parametros.

Figura 13 — Dinimica tumoral utilizando ¢; = 1,9 x 107% e ¢, = 1,0 x 1075,
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Utilizando os valores dos pardmetros descritos na Tabela 1, com a; = 5,3 x 10°, a, =
3,56 x10°,¢;, =1,3x 107® e ¢, = 1,0 x 107%, podemos observar na Figura 14, que a0 combinar
0 aumento da interacdo entre as duas populacdes e da taxa influxo das células imunes no sitio
primdrio, obtemos a erradicacdo da populagdo de células tumorais no sitio primdrio. Logo,

com a alteragdo dos valores de «; e c;, a soluc@o do sistema (3.1) converge para o ponto de
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equilibrio S, com os seguintes autovalores associados a equagdo caracteristica (3.20) avaliada
no ponto de equilibrio: A\; = —0,041, A\, = —0,018, A3 = —0,149 e A\, = —500,04. Avaliando os
autovalores associados ao ponto de equilibrio, temos que o ponto € classificado como localmente

assintoticamente estdvel para esse conjunto de valores.

Figura 14 — Dindmica tumoral utilizando «; = 6,5 x 10°, o, = 3,5 x 10°, ¢; = 1,3 x 107 % ¢
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Cenario 111

Para se obter o cendrio em que temos o estado completo da doenca e também a coexisténcia
de ambas as populacdes celulares, utilizamos os valores dos parametros descritos na Tabela 1. Na
Figura 15, nota-se que, no sitio primdrio em aproximadamente 6 meses, a populacdo de células
tumorais € superior a populagdo de células imunes. Ja no sitio secundério a populagdo de células
tumorais leva mais tempo para superar a populacao de células imunes, entretanto, em poucos
meses a populacao de células tumorais atingem a capacidade de suporte em ambos os sitios.
Para esse conjunto de parametros adotados a solucao do sistema (3.1) converge para o ponto de

equilibrio Sj.

Figura 15 — Dindmica tumoral utilizando os valores descritos na Tabela 1.
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Assim como em Rhodes e Hillen (2019), para este modelo foi considerado como imuno-

terapia qualquer intervencao que resulte no aumento do niimero de células imunes. Variando os



Capitulo 3. Modelo Matemdtico de Imunoterapia e Metdstase 37

parametros de influxo e interac@o entre a populacdo de células tumorais e imunes, foi possivel
obter cendrios em que temos a elimina¢do da populacao de células tumorais e outros em que
mesmo com a imunoterapia, a populacdo consegue se desenvolver e atingir a capacidade de
suporte. Foi possivel observar que as variacoes realizadas nos parametros «; € ¢;, com ¢ = 1,2,

acarretaram mudangas na estabilidade dos pontos de equilibrio S} e S;.
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4 Modelo Matematico de Imunoterapia com
Células CAR T

Neste capitulo, propomos um modelo composto por equacdes diferenciais ordindrias e
equagoes diferenciais com retardo para descrever a dindmica tumoral envolvendo imunoterapia
com células CAR T. A metdstase foi modelada como um fendmeno migratério, em que duas
populacdes de células tumorais coexistem e se desenvolvem em dois locais diferentes. Apresen-
taremos o estudo da estabilidade do modelo proposto e alguns resultados em que variamos a

quantidade de células CAR T e a condicdo inicial das células tumorais.

4.0.1 Modelo

Utilizando um conjunto de EDOs, Rodrigues (2019), desenvolveu um modelo que retrata
a dindmica tumoral mediante a imunoterapia com células CAR T. O modelo é composto por
trés populagoes, células tumorais , células CAR T efetoras e células CAR T de memoria. Foi
considerado em seu modelo o efeito de supressao do sistema imune pelo tumor e a diferenciacdo
das células efetoras em células de memoria. O modelo foi parcialmente calibrado utilizando
dados da literatura e foi capaz de representar a erradicagdo da populagdo tumoral; a populagdo de

células CAR T de memoria tiveram papel importante nos casos de recidiva da populacao tumoral.

O modelo proposto neste capitulo é baseado em Pinho, Freedman e Nani (2002) para a
modelagem das células tumorais e em Rodrigues (2019) para a modelagem com células CAR
T, no entanto, no nosso modelo ndo consideramos a populacao de células CAR T de memoria,
mas apenas o efeito da diferenciacdo de células efetoras para células de memdria. Dessa forma,
o modelo (4.1) € composto por trés EDOs € uma EDR. Sejam NV; e Cr, com @ = 1,2, células
tumorais e células CAR T, respectivamente, no sitio primdrio (+ = 1) e secundério (z = 2). O

modelo (4.1) é dado por:

dN1 Ny
N N (1) Mo - aIN

i 1 1< k1> Y1 N1Cr, — 01.Vq
dC

d;ﬂ = 0101, — p1Cpy — 1 Cpy — ax N1 Cry
AN, N “4.1)
=2 = roNo (1 — 2) — ’VQNQCTQ + 651N1(t — T)

dt o
dC

LR $2C1, — p2C1, — p2C, — 2 N2C'r,

dt
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Assumimos que, para ambos os sitios, as células tumorais crescem de acordo com a lei de
crescimento logistico, a uma taxa r;, com ¢ = 1,2, com uma capacidade de suporte k;, com
1 = 1,2. O deslocamento das células tumorais do sitio primdrio para o sitio secundario € dado
pelo parametro d,. Portanto, uma porcentagem ¢, de células tumorais € liberada na corrente
sanguinea constantemente, porém, apenas uma porcentagem e dessas células consegue chegar ao

sitio secunddrio com um retardo 7 no processo.

Em um dado instante de tempo, € introduzido no sistema uma quantidade de células CAR
T ativadas as quais, tendo contato com as células tumorais, causam sua elimina¢do a uma taxa -;,
com i = 1,2. As células CAR T se proliferam a uma taxa constante ¢;, com ¢ = 1,2, ¢ morrem

naturalmente a uma taxa p,;, com ¢ = 1,2.

As células CAR T se diferenciam em células de memdria a uma taxa p;, coms = 1,2, e sdo
inativadas pelas células tumorais a uma taxa «;, com ¢ = 1,2. Essa inativacdo pode representar,
por exemplo, a interacao entre o receptor PD-1, presente nas células T, com o ligante PD-L1,
presente nas células tumorais (RODRIGUES, 2019).

As condigdes inicias para a populagio de células tumorais sdo N, (0) > 0 e N,(0) = 0,
isso implica que o cancer j4 estd estabelecido. J4 a populacao inicial de células CAR T € introduzida
no sistema pela imunoterapia A. Os parametros do modelo (4.1), estdo descritos na Tabela 2, em

que todos sdo positivos ndo nulos.

Tabela 2 — Descri¢do e valores dos parametros usados no sistema de equacoes (4.1).

Parametros Descricao Valores e Unidades Referéncias
712 Taxa de crescimento da 9x 1072 dia ' -
populacdo N;
k1,2 Capacidade de suporte 1012 células Weinberg (2008)

da populagdo NN,

1,2 Taxa de mortalidade de N; 3,715 x 1076 células™? dia~* Rodrigues (2019)
induzida pelas Cr,

01 Taxa com que a populagdo 0,001 dia~* Pinho, Freedman e Nani (2002);
N deixa o sitio primdrio Ghaffari, Bahmaie e Nazari (2016)
€ Porcentagem da populagao 0,00001 Pinho, Freedman e Nani (2002);
N; que chega ao sitio Ghaffari, Bahmaie e Nazari (2016)
secundério
?1,2 Taxa de proliferacdo da 2,65 x 10! dia™* Rodrigues (2019)
populagio C',
P12 Taxa de conversao da 5% 1072  dia! Rodrigues (2019)
populagdo Crr,
12 Taxa de mortalidade natural 3 x 10~'  dia™* Rodrigues (2019)
da populagdo C,

12 Taxa de inativagdo de C, 4,5 X 10710 células™? dia~? Rodrigues (2019)
devido a interagdo com N;

T Parametro de retardo 1,0 Pinho, Freedman e Nani (2002)
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4.0.2 Analise da Estabilidade do Modelo

Nesta se¢do, iremos analisar aspectos relevantes sobre a dindmica do modelo (4.1) e a
sua estabilidade. Definindo que as varidveis de estado sao nao negativas ao longo do tempo,
analisamos a existéncia dos pontos de equilibrio. Para a obtencdo desses pontos, deve-se resolver

o sistema homogéneo associado ao sistema (4.1), ou seja,

N
TlNl <1_k1) _rlelc’Tl_élNl - 0
1
¢1CT1 - ,01CT1 - ,U1CT1 - 041N1CT1 = 0
N 4.2)
TQNQ <1 - kQ) - ’YQNQCTz + 6(51N1(t - 7—) = 0
2
¢2CT2 - ,OQCTQ - ,UQCTQ - a2NQCT2 = 0
Da primeira equagdo de (4.2), segue que:
N, =0 4.3)
ou
+ ky
Nl = 7(7"1 — ’YlCTl — 51) (44)
1
Considerando a igualdade em (4.3), temos o seguinte sistema:
6:1Cry — p1Crp — 1 Cry = 0
N.
raN (1 - /<:2> — 3 NoCr, - 0. 4.5)
2
¢2CT2 - PzCT2 - MzCTQ - @zNchz = 0
Da primeira e segunda equacdo do sistema (4.5), obtemos:
Cr, =0 (4.6)
ou
¢1—p1— 1 = 0. 4.7
Ny, =0 (4.8)
ou
+ ez
Ny = 7(7’2 - 72CT2)~ 4.9)
2

Considerando a igualdade em (4.8) e substituindo na terceira equacao do sistema (4.5), obtemos:

Cr,=0 (4.10)

2

ou

o — P2 — e = 0. (4.11)
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Dessa forma, temos o ponto de equilibrio livre da doenga, dado por:
Sy = (0,0,0,0). (4.12)

Agora, considerando a igualdade em (4.9) e substituindo na terceira equacao do sistema (4.5),

temos:
Cr, =0 (4.13)
ou
¢2 - pg - Mg - O[QNQ — 0 (4‘.14)
Substituindo (4.9) em (4.14), temos:
ks
042?(7”2 - ’YQCTg) = Py — pg — [l2, (4.15)
2
Ty | To—Q2+ po+
Cp, = 12 4 Te{T02 tPatjta) (4.16)
V2 Qikays
Se (4.10), temos:
N, = k. (4.17)
Dessa forma, obtemos mais um ponto de equilibrio, dado por:
Sy =1(0,0, ky,0). (4.18)
Agora, utilizando a equacgdo (4.14), temos:
N, = w (4.19)
Qo
Desse modo, temos o seguinte ponto de equilibrio:
52* _ (0,0, ¢2—P2—M277"2+7”2(¢2—P2—M2>) . (4.20)
(o7} V2 Qizkyys
Para que o ponto S exista, a seguinte condicdo deve ser satisfeita:
G2 = pa2 Tt o, (4.21)

No entanto, a condi¢do estabelecida em (4.21) ndo pode ser satisfeita, uma vez que, o conjunto
de valores adotados como padrio ndo satisfaz a dada condic@o. Logo, o ponto de equilibrio S

ndo sera analisado.

Considerando a igualdade em (4.4), temos:

Cr, =0 (4.22)

1

ou

O1—p1— 1 — oy Ny = 0. (4.23)
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Substituindo (4.4) em (4.23), obtemos:

2 — oy —
By Oy — 6y = DT (4.24)
(A1 (631
—p1— 1 — ok )
CT1 _ (9251 P1— M1 — Qg 1) + Al (4.25)
ki T
Considerando a igualdade em (4.22) e substituindo em (4.4), segue que:
k0
N, = k — 21 (4.26)
4!
Logo,
N,
T2N2 (1 - k’) — 72N20T2 + 651N1 =0
2 (4.27)
CT2 (¢2 — P2 — M2 — 042N2) = 0
Da segunda equacdo do sistema (4.27), obtemos:
Cr,=0 (4.28)
ou
N, = P22t (4.29)
Qg

Considerando a igualdade em (4.29) e substituindo na primeira equacao em (4.27), segue que:

N.
TQNQ <1 — k‘2) — ’}/QNQCT2 -+ 651N1 = O, (430)
2
kngNg — T2N22 + k2€51N1
Cr, = . 4.31
E ka2 Ny ( )
Substituindo (4.26) e (4.29) em (4.31), temos:
— Py — 4] kyry — k0
0;2 _ E _ ) (Cbz P2 ,Uz) + € 1052( 171 1 1)' (4.32)
Y2 k’2’72042 V2T (¢2 — P2 — Mz)
Dessa forma, obtemos o seguinte ponto de equilibrio:
k.6 — Py —
- (kl Bl G2 “2,0;2> . (4.33)
T Qp
Logo, em relac¢@o ao ponto de equilibrio S;, temos as seguintes condi¢des de existéncia:
o= 0 (4.34)
G2 = pat o, (4.35)
ks > @2 — po — o (4.36)

A condicdo de existéncia (4.34) € satisfeita, dado que, a taxa de crescimento (r,) das células

tumorais é maior que a taxa das células que deixam o sitio primadrio (d,). Ja a condi¢ao (4.35),
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ndo pode ser satisfeita, logo o ponto S; é desconsiderado para o conjunto de parametros adotados.

Agora, considerando a igualdade em (4.28) e substituindo em (4.27), obtemos:

N.
ryN, (1 - kz) + €6, N, =0, (4.37)
2
27,2
— ]i + TQNQ + 651N1 == O, (438)
2
kor? + dryeN k
N, — <_T2 n \/W> <_2> , (4.39)
ko 27y

Assim, temos os pontos de equilibrio em que tem-se a doenga estabelecida em ambos os sitios:

kioy ks ko [kord+dryed ik, 4Ariediky
Si=1k——,0,—=—— — 0]. 4.40
4 ( Yo T2 on, ks riky (4.40)
kidy ko ky [kyrd +Areediky  4ryedik
Si=1k——,0, =+ — — 0]. 441
° < o T2 + 2r, ks riky (441
Tomando,
A = kg/rg -+ 4T2€(51k1 _ 47"26(5%]{:1 ‘ (442)
Ky Tk,
Para o ponto S}, temos as seguintes condic¢des:
A 2 0 < k‘27"17“2 2 —46511{1 (Tl — 61) (443)

Logo, A € positivo, uma vez que r, —d; > 0. Desse modo, temos as seguinte condi¢do em relagdo

ao ponto S;:

) 01, (4.44)
r > VA (4.45)

v

Dada a semelhanca entre os pontos de equilibrio S; e S, a restri¢do (4.44) € aplicada para ambos.
Para o conjunto de parametros adotados as condi¢des de existéncia e satisfeita para os dois pontos.

Dessa forma, os Unicos pontos de equilibrio a serem analisados sdo:

* S; =1(0,0,0,0);

* Sik = (0707 k270>7

o« Sp= (k-T2 0, 2 - 2 -

T 2 27y ko 71k

>

. < k151 kQ kQ /{727’5 + 47’26(51161 47’265%]@1 O) .

707
T1 T 2 + 2T2 kg lefg

Sg _ <k1 B k10, ks ﬁ kQTg + 4ry€d ky B 47”26512161’0) ‘
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Para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio é construida a matriz Jacobiana
associada ao sistema (4.1). Seja A(S;) a matriz Jacobiana do sistema (4.1) avaliada em cada

ponto de equilibrio .S;, dada por:

D 71N 0 0
- —p1— 1 — i N
A(SY) = aCr, g1 —p1— 1 — a1V 0 0 (4.46)
0 0 Do =722
0 0 —a2Cr,  ¢2 — p2 — pi2 — 2Ny
em que,
2r N
Dy =r— == = nCp =0, (4.47)
1
2ry N,
Dy,  =ry— TZ 2 ,Ch,. (4.48)
2
Dessa forma, a equagao caracteristica associada € dado por (SMITH, 2011):
det[]\] — A(S;) —e ™B] =0. (4.49)
Para o ponto de equilibrio S;, temos:
r — 61 0 0 0
0 —p1— 0 0
A(Sg) = oo (4.50)
0 0 Ty 0
0 0 0 s —p2— fio
0 000
B = 0000 4.51)
ey 0 0 O
0 000
Logo,
A — T+ 51 0 0 0
0 A— Dy 0 0
det[\ — A(S;) — e ™ B] = det ! =0. (452
—eb e ™ 0 A—1y 0
0 0 0 A—Dj
em que,
Di = ¢1—p1 — u, (4.53)

D} = ¢g — p2 — [ho. (4.54)
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Resolvendo (4.52), obtemos os seguintes autovalores:

AN o= =0
Ao = Q1 —p1— Il (4.55)
)\3 = T .

Ay = ¢2_02_M2

Analisando os autovalores associados ao ponto de equilibrio S;;, temos que A3 > 0, uma vez
que, todos os parametros sao nao negativos, logo o ponto € classificado como instdvel. Todos os
calculos relacionadas a estabilidade do modelo (4.1) estdo disponiveis no Apéndice (A). Portanto,
para os pontos de equilibrio a seguir serd apresentado apenas os autovalores associados ao

respectivo ponto de equilibrio. Para o ponto de equilibrio S}, temos:

)\1 = T — 51
Ay = <Z51_P1_/J1 (4.56)
As = —Ty .

Ay = ¢2—P2—M2—042k2

Analisando os autovalores associados, temos que A3 < 0. Se (4.57), (4.58) e (4.59) ocorrer,

A1 <0, Ay < 0e Ay < 0. Portanto, o ponto S} € classificado como localmente assintoticamente

estavel.
< 0y, (4.57)
o1 < pi+ o, (4.58)
G2 < P2t o+ ok (4.59)

Entretanto, para o conjunto de valores adotados para os parametros, temos que a condi¢do (4.57)
ndo € satisfeita. Dessa forma, o ponto € classificado como instdvel para o conjunto de valores

utilizados (Tabela 2). Para o ponto de equilibrio S}, temos:

)\1 = -+ 51
)
)‘2 = ¢1—P1—M1—a1k1 (]_—1)
T
kQTg + 47’2661]{;1 4T2€5%]€1 ) (4,60)
A = -
ks, r1ks
)\4 = ¢2 — Py — oy — OCQkQ 1 — @ ]{227‘3 + 4T2€(51]{j1 B 47’265%]{;1
2 "2 2 1Ky

Observando os autovalores associados ao ponto de equilibrio S}, temos que o ponto € classificado

como instdvel, pois 0 A3 > 0. Agora, em relagdo ao o ponto de equilibrio S}, temos os seguintes
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autovalores:
)\1 = —-r+ (51
)
Ao = Q1 —p1— 1 — anky (1—Tl>
' (4.61)
kﬂ”g -+ 47"2651k1 47’265%]?1
)\3 — - -
kg le’g
Ai = Qa—py— fy — M
em que,
M = @ 14 l \/kﬂ% + 4T2651k1 B 47“26(5%]{31 ‘ (462)
2 To kfg 7"1]{52

Analisando os autovalores associados ao ponto de equilibrio S}, temos que A3 < 0. Se (4.63),
(4.64) e (4.65) ocorrer, A\, < 0, A, < 0e A\, < 0. Portanto, o ponto S; € classificado como

localmente assintoticamente estavel.

ro> 4, (4.63)
5

61 < prtmt ok (1-2), (4.64)
B

ng < P2 + |5 + OéQM. (465)

Todas as condicdes (4.63), (4.64) e (4.65) sdo satisfeitas para o conjunto de valores adotados para
os parametros. Utilizando os valores dos parametros descritos na Tabela (2), temos os seguintes

autovalores associados ao ponto S;:

A = —0,090
A, = —0,089
2 ’ . (4.66)
\s = —445,08
A, = —450,08

Logo, o ponto S € classificado como localmente assintoticamente estdvel. Portanto, devido o
conjunto paramétrico adotado, temos apenas um ponto de equilibrio localmente assintoticamente

estavel.

4.0.3 Resultados e Discussoes

Embora a terapia com células CAR T tenha apresentado um grande potencial terapéutico,
a fabricagdo desse tipo de célula tem custos elevados e a sua manipulagdo tem sido um dos
principais obstdculos para uma aplica¢do mais ampla no mercado (JUNE; SADELAIN, 2018). Por
se tratar de uma terapia personalizada, ainda ndo existe um protocolo “universal”, porém, através
da modelagem podemos avaliar diferentes estratégias que visam uma quantidade ideal de células
a serem utilizadas dependendo da massa tumoral (JUNE; SADELAIN, 2018; RODRIGUES,
2019). Portanto, diversas perguntas surgem em relacdo a quantidade necessaria de células CAR
para eliminar uma determinada massa tumoral. Os cendrios a seguir apresentam simulag¢oes

associadas a essa questao.



Capitulo 4. Modelo Matemdtico de Imunoterapia com Células CAR T 47

Cenario I

Utilizando a condigdo inicial das células tumorais N;(0) = 2 x 10° N,(0) = O e
variando a quantidade de imunoterapia aplicada (A), pretendemos analisar para qual dose temos
a eliminacao da dada massa tumoral. Nas simula¢des computacionais, as células CAR T sao
introduzidas no sistema em ¢ = 1,5 meses, quando temos aproximadamente 3 x 107 células
tumorais no sitio primdrio. A aplicacdo da imunoterapia nao € realizada inicialmente, pelo fato
de que as células no sitio secundério tem a condicdo inicial N,(0) = 0 e, no presente trabalho,

pretende-se analisar os efeitos da imunoterapia em um cendrio metastatico.

Na Figura 16, com A = 2 x 10° células, podemos observar que, nos primeiros meses as
células CAR T reduzem a quantidade de células tumorais. No entanto, a dada dose aplicada ndo
foi suficiente, pois a populagdo de células tumorais voltam a se desenvolver, e no final dos 15
meses, como podemos observar pelo zoom na Figura 16, ambas as populagdes tumorais estao

proximas a capacidade de suporte.

Figura 16 — Dindmica tumoral com NV, (0) = 2 x 10° células e imunoterapia com A = 2 x 10°
c€lulas.
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Agora, aumentando a quantidade de imunoterapia para A = 5 x 10°, podemos observar
na Figura 17, que a quantidade de células CAR T nao foi suficiente para controlar o crescimento
da populacdo de células tumorais. Em relacao a simulacao anterior (Figura 16), com o aumento
da quantidade de imunoterapia, a populacio de células tumorais levaram mais tempo para voltar
a crescer, e no final dos 15 meses a quantidade de células tumorais também € inferior em relagao

a simulagdo anterior (observar o zoom na Figura 17).
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Figura 17 — Dindmica tumoral com N, (0) = 2 x 10° células e imunoterapia com A = 5 x 10°
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podemos observar nas Figuras 18 e 19 que foi possivel obter o controle do crescimento tumoral

em ambos os sitios ao longo dos 15 meses.

Figura 18 — Dindmica tumoral com N, (0) = 2 x 10° células e imunoterapia com A = 1 x 10°
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Figura 19 — Dindmica tumoral com N, (0) = 2 x 10° células e imunoterapia com A = 2 x 10°
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Neste cendrio, fixamos a quantidade de imunoterapia em A = 1 x 10° e variamos a

condicao inicial da populacdo de células tumorais no sitio primario. Nas simula¢des a seguir,

as células CAR T sdo introduzidas no sistema em ¢ = 1,5 meses e os valores dos parametros

utilizados estdao descritos na Tabela 2.
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Utilizando N,(0) = 1 x 107 células, podemos observar que em ¢ = 1,5 meses, no sitio
primdrio temos uma massa tumoral de aproximadamente 2 x 10® células, porém a dada quantidade
de células CAR T foi suficiente para controlar o crescimento das células tumorais em ambos 0s

sitios ao logo dos 15 meses observados (Figura 20).

Figura 20 — Dindmica tumoral com IV, (0) = 1x 107 células e imunoterapia fixadaem A = 1x10°

células.
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Na Figura 21, temos N,(0) = 5 x 107 células, podemos observar que a dinimica tumoral
se mostrou distinta da anterior, uma vez que a quantidade de imunoterapia foi suficiente para
controlar o crescimento da populagdo tumoral no sitio secunddrio. Entretanto, observando o
zoom na Figura 21, temos que a populacdo tumoral do sitio primdrio volta a crescer apds alguns

meses.

Figura 21 — Dinamica tumoral com N, (0) = 5x 107 células e imunoterapia fixadaem A = 1x10°

células.
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Aumentando a condicao inicial das células tumorais no sitio primdrio para N, (0) = 9x10”
(Figura 22) e N,(0) = 1 x 10® (Figura 23), podemos observar que, em ¢ = 1,5 meses, nas duas
simulagOes tem-se uma massa tumoral clinicamente palpavel 10° ~ 1g (JR., 1975). Inicialmente,
a quantidade de células CAR T € capaz de combater o crescimento da populacdo de células
tumorais em ambos os sitios, no entanto, ao decorrer dos 15 meses a populagdo de células

tumorais voltaram a crescer.
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Figura 22 — Dindmica tumoral com IV, (0) = 9x 107 células e imunoterapia fixadaem A = 1x10°

células.
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Figura 23 — Dindmica tumoral com N, (0) = 1x 10® células e imunoterapia fixadaem A = 1x10°
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Através das simulagdes computacionais, foi possivel observar que alteracdes nas con-

dicoes iniciais das células tumorais e na quantidade de células CAR T utilizadas, podem levar
ao controle do crescimento tumoral ao longo dos 15 meses observados. No entanto, de acordo
com a andlise de estabilidade realizada anteriormente, o modelo (4.1) tem apenas um ponto de
equilibrio localmente assintoticamente estdvel, portanto, para todo V; > 0 e Cr, > 0, a solugdo

do modelo converge para o ponto de equilibrio S¢ (ver 4.41).
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5 Conclusao

Neste trabalho foi proposto dois modelos matematicos de metdstase com abordagens
imunoterapicas distintas. Ambos os modelos sdo constituidos por trés EDOs e uma EDR, o
diferencial estd na modelagem das células imunes. No primeiro modelo foi considerado como
imunoterapia qualquer intervencdo que resultasse no aumento da populagao de células imunes,
ja no segundo modelo foi utilizado a imunoterapia com células CAR T (terapia celular adotiva).
Nos dois modelos a metdstase € retratada como um fendmeno migratdrio onde duas populacoes

de células tumorais coexistem e se desenvolvem em dois locais diferentes.

No primeiro modelo, a imunoterapia foi realizada através da variacio da taxa e influxo
das células imunes e da interacdo entre as duas populac¢des. Logo, ao aumentar os valores dos
parametros «; € c;, obtivemos cendrios onde temos a eliminagdo da populacio tumoral e outros
em que a imunoterapia nao € suficiente para combater o crescimento das células tumorais. Nas
simulagdes numéricas do cendrio II, foi possivel observar que a dindmica da populacio de células
tumorais no sitio secunddrio nao € afeta mediante a imunoterapia no sitio primério. Portanto, a
imunoterapia do primeiro modelo € eficaz quando € realizada nos dois sitios, uma vez que, ela

ocorre gradativamente ao longo dos 30 meses observados.

O segundo modelo abrange a proliferagdao, morte natural, inativacdo e diferenciacio das
células CAR T efetoras. Por se tratar de uma terapia personalizada, ainda ndo existe um protocolo
universal, contudo, através das simulacdes computacionais, podemos avaliar estratégias que visam
uma quantidade ideal de células CAR T a serem utilizadas dependendo da massa tumoral. Através
da andlise de estabilidade para o conjunto de valores descritos na Tabela 2, obtemos apenas
um ponto de equilibrio estdvel S; (ver 4.41). Para o conjunto de valores adotados, obtivemos
como resultado nas simula¢des computacionais juntamente com a andlise de estabilidade, que
para o segundo modelo temos apenas o controle do crescimento tumoral durante os 15 meses

observados.

No primeiro modelo, temos uma populacao de células imunes que agem na eliminagao
das células tumorais ao longo dos 30 meses. Essa eliminacao é realizada de forma gradual nas
simulagdes, porém, observando as simulacdes relacionadas ao modelo de imunoterapia com
células CAR T, nota-se que em um curto espaco de tempo ocorre a eliminagdo de uma grande
quantidade de células tumorais. Nos dois modelos o parametro de retardo 7, ndo exerce nenhuma

influéncia em termos de estabilidade e convergéncia dos pontos de equilibrio.
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A Analise da Estabilidade do Modelo (4.1)

Definido que as varidveis de estado sdo nao negativas ao longo do tempo, analisa-se a

existéncia dos pontos de equilibrio. Para obten¢do desses pontos, deve-se resolver o sistema

homogéneo associado ao sistema (4.1), ou seja,

N
TlNl <1 - ?1
1

) - 71N10T1 — 0,V
¢1OT1 - plCTl - ,U1CT1 - alNlch
) — Y% NoCr, + €6, N1 (t — 7)

GbQOTQ - ,OQCTQ - ,UQCTQ - a2N2CT2

Da primeira equagdo de (A.1), segue que:

Ny
Considerando a igualdade em (A.2), temos o seguinte sistema:

¢1CT1 - plch - ,UICTl

N1:0

ou
ky

(A1

N.
2N, <1 - kQ> - '72N2OT2

2

szOTQ - PzCT2 - ,UzCT2 - a2N20T2

Da primeira e segunda equacgado do sistema (A.4), obtemos:

CTZO

1

ou

(7“1 - ’Y1CT1 - 51)-

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A4)

(A.S)

(A.6)
(A.7)

(A.8)
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Considerando a igualdade em (A.7) e substituindo na terceira equagdo do sistema (A.4), obtemos:

Cr,=0 (A.9)

2

ou

Qo — p2— o2 = 0. (A.10)
Dessa forma, temos o ponto de equilibrio livre da doenga, dado por:
Sy =(0,0,0,0). (A.11)

Agora, considerando a igualdade em (A.8) e substituindo na terceira equacao do sistema (A.4),

temos:
Cp,=0 (A.12)
ou
G2 — p2 — p2 — aaNy, = 0. (A.13)
Substituindo (A.8) em (A.13), temos:
ko
042?(7”2 - ’VQCTg) = Qg — P2 — [a, (A.14)
2
T ro(—¢2 + p2 +
OT2 — i + 2( ¢2 p2 :u’2) (A.IS)
V2 042]92’72
Se (A.9), temos:
NQ - kQ. (A.16)
Dessa forma, obtemos mais um ponto de equilibrio, dado por:
Sy = (0,0, k3,0). (A.17)
Agora, utilizando a equacao (A.13), temos:
N, = w (A.18)
Qo
Desse modo, temos o seguinte ponto de equilibrio:
S;_<o,o,¢2_p2_“2,”+r2(¢2_p2_“2)>. (A.19)
Qo V2 CY215272
Para que o ponto S, exista, a seguinte condi¢do deve ser satisfeita:
G2 = P2t o, (A.20)

No entanto, a condi¢d@o estabelecida em (A.20) ndo pode ser satisfeita, uma vez que, o conjunto
de valores adotados como padrao nio satisfaz a dada condi¢ao. Logo, o ponto de equilibrio S,

ndo sera analisado.
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Considerando a igualdade em (A.3), temos:

Cr, =0 (A.21)
ou
O1— p1 — p1 —a; Ny = 0. (A.22)
Substituindo (A.3) em (A.22), obtemos:
k o
By Oy — 6y = LT T (A.23)
(A1 651
—p1— 1 — ok )
CTl _ [(9251 P1— M1 — Oy 1) 4 Al (A.24)
041k1’)/1 T
Considerando a igualdade em (A.21) e substituindo em (A.3), segue que:
k10
N, = k—— (A.25)
71
Logo,
N.
TQNQ (]_ - k'2> - 72N2CT2 + 651N1 - 0
2 (A.26)
CT2(¢2 — P2 — M2 — 042N2) =0
Da segunda equacdo do sistema (A.26), obtemos:
Cr,=0 (A.27)
ou
N,= PP (A.28)
Qg

Considerando a igualdade em (A.28) e substituindo na primeira equacao em (A.26), segue que:

N.
raly (1 - 192) 1 NyCp + eb Ny = 0, (A.29)
2
kngNg — T2N22 + kQGélNl
Cr, = . A.30
E ka2 Ny ( )
Substituindo (A.25) e (A.28) em (A.30), temos:
C;,i _ Q _ T2 (¢2 — P2 — ,Uz) €010y (k1T1 - klél) ‘ (A31)
2 V2 karyacs V2T (¢2 — P2 — Mz)
Dessa forma, obtemos o seguinte ponto de equilibrio:
kio — Py —
S = (k:l B0 Sz e ,C;2> . (A32)
™ &)
Logo, em relag@o ao ponto de equilibrio S;, temos as seguintes condi¢des de existéncia:
rl Z 517 (A.33)
P2 = P2t fia, (A.34)

kycy = @y — pa — fo. (A.35)
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A condigdo de existéncia (A.33) € satisfeita, dado que, a taxa de crescimento (r,) das células
tumorais é maior que a taxa das células que deixam o sitio primario (4,). Ja a condi¢ao (A.34),
ndo pode ser satisfeita, logo o ponto S; € desconsiderado para o conjunto de pardmetros adotados.

Agora, considerando a igualdade em (A.27) e substituindo em (A.26), obtemos:

N.
ryN, (1 - ]{;2) + €6, N, =0, (A.36)
2
N2
. ;"“2 + 73N, + €6, N, =0, (A.37)
2
kor? + dryeN k
N, = (—rgi\/QTZ+ iz ) <_> (A.38)
ko 27y

Assim, temos os pontos de equilibrio em que tem-se a doenca estabelecida em ambos os sitios:

klél kg ]{fg ]{327“5 + 4T2€51k1 47426651’{]1
Si=k——,0——— — 0]f. A.39
4 ( ! ry 2 2r ks riky ( )
kidy  ky ko kori 4 Areedik,  dryedik
Si=|k—-——,0—=4—"7 — 0]. A.40
> ( ! ry 2 + 21, ks riks ( )
Tomando,
4 - kyrs + 4ry€d ky B 47’26(?]61' (AAD)
Ky 1k,
Para o ponto S}, temos as seguintes condicdes:
A>0 <= koriry > —4ediky(r; — 6y). (A.42)

Logo, A é positivo, uma vez que r; — d; > 0. Desse modo, temos as seguinte condi¢ido em relagdo

ao ponto S;:

Ty o1, (A.43)
r, > VA (A.44)

v

Dada a semelhanga entre os pontos de equilibrio S} e S, a restri¢ao (A.43) é aplicada para
ambos. Para o conjunto de paradmetros adotados as condicoes de existéncia e satisfeita para os

dois pontos. Dessa forma, os Gnicos pontos de equilibrio a serem analisados sao:

Sg = (0,0,0,0);

Sik = (07 07 k270>7

5t = <k‘1 B kidy ke ko [kord 4 dryediky 4T265fk170> ;

Mo g2 2 _
ry 2 2 ko 71k

MO P2 _
ry 2 + 21y ks 71k

S5 = <k1 — k10, ks ﬁ kary + 4ryediky 47"26(5%]?1,0) )
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A.0.1 Classificacao dos Pontos de Equilibrio

Para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio é construida a matriz Jacobiana

associada ao sistema (4.1). Seja A(S7) a matriz Jacobiana do sistema (4.1) avaliada em cada

ponto de equilibrio S;, dada por:

D, -V 0
e —p—m—aiN; 0
A(st) _ o by ¢1 P1 H1 Q11V1
0 0 Do
0 0 —OZQCTQ
em que,
2r, N-
Dy, =1 — ]; - — ’Y1CT1
21y N.
DQ =Ty — 2 Q—VQCTQ.
2

0
0

—v2N2

_517

2 — p2 — p2 — aaNo

Dessa forma, a equagao caracteristica associada € dado por (SMITH, 2011):

det]\] — A(S?) — e ™B] = 0.

Para o ponto de equilibrio S;;, temos:

ry — 0
0
0
0

A(5g) =

Logo,

det[\] — A(S:) — e ™B] = det

em que,

0 0 0
¢r—p1—pr O 0
0 T9 0
0 0 ¢y — pa— po
0 0 00
0 0 00
ey 0 0 0
0 0 00
A—ri+6; 0 0 0
0 A—Df 0 0
—eb e ™ 0 A =1y 0
0 0 0 A— Dy

Df:fbl—ﬂl—ﬂb
D;:%—Pz—/h-

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)
(A.53)
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Dessa forma, obtemos a seguinte equacao caracteristica:
()\ -1+ 51)()\ — ¢1 + P1 + M1)<)\ — TQ)()\ — ¢2 + P2 + MQ) = 0. (A54)

Resolvendo (A.54), obtemos os seguintes autovalores:

)\1 = ' — (51
Ao = Q1 —p1— Il (A.55)
As = Ty .

Ay = ¢2_02_M2

Analisando os autovalores associados ao ponto de equilibrio S, temos que A; > 0, uma vez que,
todos os parametros sdo nao negativos, logo o ponto € classificado como instdvel. Em relacio ao

ponto S}, temos:

A—r1r 40, 0 0 0
0 A— D 0 0
det[]\] — A(S7) — e ™ B] = det 8 =0. (A.56)
—eb e ™ 0 A1y =k
0 0 0 A—Df
em que,
D:;r = ¢y — P2 — o, (A.57)
DZ = (g — P2 — o — k. (A.58)
Dessa forma, obtemos a seguinte equacao caracteristica:
(A=r1+0) A= 1 + p1 + ) A+ 72) (A = do + po + pto + anky) = 0. (A.59)
Resolvendo (A.59), obtemos os seguintes autovalores:
A o= 11— 0
Ay = — P —
2 O1— p1— [ (A.60)
)\3 = —T9

Al = Qo — P2 — s — ks

Analisando os autovalores associados, temos que A3 < 0. Se (A.61), (A.62) e (A.63) ocorrer,
A1 <0, Ay < 0e Ay < 0. Portanto, o ponto S} € classificado como localmente assintoticamente

estavel.

r < 0y, (A.61)
o1 < prt o, (A.62)
G2 < P2t e+ agks. (A.63)
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Entretanto, para o conjunto de valores adotados para os parametros, temos que a condicao (A.61)
nao ¢ satisfeita. Dessa forma, o ponto € classificado como instavel para o conjunto de valores

utilizados (Tabela 2). Para o ponto de equilibrio S}, temos:

k.0
-7 + 51 —M (k’l - 1) 0 0

1
A(S)) = 0 Dy 0 0 [. (A.64)
0 0 Df Df
0 0 0 Df
0 000
0 000
B= (A.65)
e, 000
0 000
Logo,
A+r =01 —m <k1—]{1($1) 0 0
1
det] [~ A(S3)—e~™B] = det 0 A=Dg 0 0 | =0. (A66)
—edre ™ 0 A — Dér D7+
0 0 0 A— D¢
em que,

(81

k.16
D; =1 —p1— 1 — <k’1— - 1>,

Di = kyrs + 4ry€d ky B 47“26(5%]{1’
ks 1k,
(A.67)
I kg kg kgrg + 4T2€51k1 474265%]6’1
Df =-n(5 -5 - ,
2 27, ko r1ks
kz k'z kz?ng —+ 4T2€61k'1 47”265%]{1
D = ¢y — py— iy — - - — )
8 Go — P2 — [l — Qs < 5 oy s ik
Resolvendo (A.66), temos os seguintes autovalores:
)\1 — _Tl + 51
01
Ay = Qor—pr—p— ik | 1——
™
/{,‘27’3 + 47"2651]{51 47’265%]@1 : (A68)
Ay = —
ks 1k,
V. oks - ky kyra + 4ry€d ky B Aryedik,
2 Ty kQ leQ
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Observando os autovalores associados ao ponto de equilibrio S}, podemos concluir que o ponto

é classificado como instdvel, pois A; > 0. Agora, em relacdo ao ponto de equilibrio S}, temos:

)
—ry + 0 —%<kzl— “) 0 0

1
A(SY) = 0 Dy 0 0 1. (A.69)
0 0 D, D,
0 0 0 Dj
0 0 00
0 0 00
B= (A.70)
e, 0 0 O
0 000
Logo,
)\+T1—51 -1 <I€1—I€;51> 0 0
1
det[\] — A(SZ) — e~ ™ B] = det 0 A= Dyg 0 0 |=o0. (A7D)
—edie ™A 0 A—Dj,  Df;
0 0 0 A\ — Dj,
em que,
k.0
Dy = ¢1—p1—jn—o </€1— ; 1>7 (A.72)
1
kor2 4+ 4reed ky 4raed?k,
Df = 2 — L A.73
10 \/ kz leg ’ ( )
ko ko [kor? 4 4dreedik,  4re€d?k,
Dl = — — 4+ —= 2 — ! A.74
H L (2 + 27, ks r1kso ’ ( )
ko ko [kor? 4 4droedik,  4re€d?k,
D, = — Do — by — — 4+ —= 2 — ! . A.75
12 ¢2 P2 e @2 ( 2 + 27’2 /{32 7”1/{52 ( )
Resolvendo (A.75), temos os seguintes autovalores:
)\1 — _Tl + 51
)
Ay = ¢1—01—M1—a1]€1 (1—rl>
' (A.76)

)\3 -

kg leg
A = ¢2_P2_l~02_a2M

\/k2r§ + droediky  Aryedik,

em que,

M = @ 14 l \/kgrg + 47’2651k1 _ 4T2€(5%k1 ‘ (A77)
2 To kg leQ
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Analisando os autovalores associados ao ponto de equilibrio S, temos que A3 < 0. Se (A.78),
(A.79) e (A.80) ocorrer, \; < 0, A\, < 0 e Ay < 0. Portanto, o ponto S; € classificado como

localmente assintoticamente estavel.

ry > 0y, (A.78)
)

o1 < itk (1= ), (A.79)
T

Oy < po+ o+ M. (A.80)

Todas as condi¢cdes (A.78), (A.79) e (A.80) sdo satisfeitas para o conjunto de valores adotados
para os parametros. Utilizando os valores dos parametros descritos na Tabela (2), temos os

seguintes autovalores associados ao ponto S;:

A = —0,090
A, = —0,089
2 ’ . (A.81)
Ns = —445,08
A, = —450,08

Logo, o ponto S; € classificado como assintoticamente estdvel.
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