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Resumo

Neste trabalho abordamos um tema introdutoério na intersecao de duas areas da Matematicas,
Sistemas Dinamicos e Teoria dos Numeros. Através de um jogo aparentemente ingénuo, a
Paciéncia Builgara, estudamos dinamicas em conjuntos finitos. Devido a finitude do dominio,
todos os pontos do sistema convergem para uma Orbita periddica, mas interessante é saber
quantas orbitas distintas o sistema apresenta em funcao da quantidade de elementos do dominio.
Outra pergunta natural é sobre o tempo de convergéncia a estas érbitas. Estudamos também

uma variacao deste jogo, a Paciéncia Carolina.

Palavras-chave: Paciéncia Bulgara. Particoes de Inteiros. Aplicacao Shift. Paciéncia

Carolina.



Abstract

This work refers to a introductory topic in the intersection of two areas in Mathematics, Dynam-
ical Systems and Number Theory. Motivated to a game seemingly naive, Bulgarian Solitaire,
we study dynamics in finite sets. Due to the finiteness of the domain, all points of the sys-
tem converge to a periodic orbit, but it is interesting to know how many distinct orbits the
system displays depending on the size of the domain. Another natural question is about the

convergence time of these orbits. We also study a variation of this game, Carolina Solitaire.

Keywords: Bulgarian Solitaire. Integer Partitions. Shift application. Carolina Solitaire.
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Introducao

Antes de comecarmos com a matematica, vamos a um breve histérico do surgimento do pro-
blema que sera estudado.

Em meados de 1980, em uma viagem de trem de Moscou a Sao Petersburgo:

— Ol4, para vocé que é um matematico deixe-me mostrar uma coisa interessante - disse o
estranho sem nome no trem.

Mas eu estou tentando trabalhar na minha palestra, pensei. Enquanto o trem percorria os
trilhos, o homem sentado a minha frente me olhava ansioso. OK, vamos acabar logo com isso.

— Aqui temos 15 cartas de um baralho, divida-as em quantas pilhas quiser, e em cada pilha
coloque quantas cartas quiser.

E eu as dividi em pilhas de tamanho 3, 1, 4, 1, 6.

— Agora retire uma carta de cada pilha e forme uma nova pilha com estas cartas.

A operacgao me deixou com pilhas de 3—1 = 2 cartas, 4—1 = 3 cartas, 6—1 = 5 cartas, duas
pilhas vazias e uma nova pilha de 5 cartas. Eu percebi que a ordem das pilhas nao importava,
entao por convencao, as coloquei em ordem nao crescente, 5,5, 3, 2.

— Agora repita isso de novo e de novo. Eu sei o que vai acontecer — e assim o homem olhou
para o outro lado, onde nao estavam as cartas.

Ele jd consequiu pensar através das iteracoes? Quanto tempo isso levara?. Fu estava curioso
agora. Assim obtive a seguinte sequéncia do tamanho das pilhas:

(6,4,3,1,1) = (5,5,3,2) — (4,4,4,2,1) — (5,3,3,3,1) = (5,4,2,2,2) —
— (5,4,3,1,1,1) — (6,4, 3,2)

Nossa! E quase como eu comecei. Quando isso ird terminar? E entao, de repente, terminou:
(6,4,3,2) — (5,4,3,2,1) — (5,4,3,2,1) de novo.

— Hmm — eu disse.

— Vocé terminou com uma pilha com 5 cartas, outra com 4 cartas, outra com 3 cartas,
outra com 2 cartas e por fim uma com 1 carta, nao foi? — e assim o homem voltou os olhos

para as cartas.

10



— Isso é o que sempre ocorre. Tente novamente!

Eu comecei com uma tnica pilha com 15 cartas. Levou mais movimentos, mas chegou no
padrao 5,4,3,2,1. Entao eu comecei com 3 pilhas de 5 cartas. Demorou um pouco mais, mas
novamente chegou na mesma configuracao.

Trés exemplos nao é uma prova, mas o fato é razoavel. Sempre serd alcancada a mesma
configuracao? Quanto tempo demora para alcancar a configuragao padrao? O que acontece com
outro numeros de cartas?

— Isso é interessante — admiti.

Esse “quebra-cabeca” foi popularizado por Martin Gardner em 1983 [3], com um nome pe-

culiar “Paciéncia Bulgara”.

Antes de Gardner:

Por volta de 1980, Kostantin Oskolkov do Steklov Mathematical Institute de Moscou viajou
em um trem para dar uma palestra em Leningrad, agora Sao Petersburgo. Um homem no trem
lhe explicou sobre o problema, no entanto os detalhes do didlogo acima ¢ ficticio, Oskolkov
compartilhou isso com seus colegas no instituto. Dizem que quando um matématico da area
de teoria dos nimeros soube sobre o problema, “o seu rosto assumiu uma expressao satanica,
correu para seu escritério, trancou a porta e nao saiu de 1a até resolver o problema”.

O “quebra-cabeca” chegou a Victor Gutenmacher, editor do jornal Kvant. O problema
apareceu por la em 1980, no contexto de pilhas de livros. Andrei Toom, um cientista na Uni-
versidade Estadual de Moscou, publicou uma solucao em 1981. O material foi também incluido
em um livro de olimpiadas de matematica em 1981 no qual os autores incluem Gutenmacher e
Toom.

No fim de 1980, Anatolii Alexeevich Karatsuba viajou de Steklov para o Instituto de
Matematica da Academia de Ciéncias da Bulgaria em Sofia. Depois de uma palestra de teoria
de aproximacao, ele compartilhou a histéria de Oskolkov e do quebra-cabeca. Novamente, ele
capturou a atencao de muitos matematicos, e Milko Petkov o publicou na secao de “competicao
de problemas” de um jornal de uma escola de nivel médio em 1980, no contexto de monte de
bolas. Nenhum estudante conseguiu resolver o problema, e entao a solucao de Borislav Bojanov,
colega do instituto de Petkov, foi publicada em 1981.

Gert Almkvist da Universidade Lund, estava visitando a cidade de Sofia enquanto Karatsuba
estava la. Quando Almkvist retornou para a Suécia, ele compartilhou o quebra-cabecga com seus
colegas, incluindo Henrik Erikisson da KTH Royal Institute of Technoloy, que publicou uma

solugao também em 1981, com o nome “Bulgarisk patiens”, no contexto de pilha de cartas.
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Jorgen Brandt, terminou seu mestrado na Universidade de Aarhus, e de algum modo apren-
deu o quebra-cabega também (sem nenhum nome). “O problema pareceu tao puro, que eu nao
pensei muito de onde ele possa ter vindo”, explicou recentemente. Sua solucao, no cendrio de
particoes de inteiros, foi submetida para Proceedings of the American Mathematical Society em
1981 e publicada em 1982.

Enquanto isso, Eriksson viajou de Estocolmo para a Califérnia, onde ele chamou o quebra-
cabeca de Bulgarian Solitaire, na traducao literal, Paciéncia Bulgara. Ele explicou recente-
mente, “O nome bobo foi minha invencao, bobo porque nao é nem Bilgaro e nem é jogo de
paciencia”’. Donald Knuth comecou em 1982 semindrios de programacao e solugao problema
com a Paciéncia Bulgara. Ron Graham passou isso a Gardner que em 1983 popularizou com o
mesmo nome dado por Erikisson, que até hoje perdurou.

Apos isso, outras variagoes da Paciéncia Brlgara foram criadas. O intuito deste trabalho é
estudar a versao original e uma variagdo chamada Paciéncia Carolina [4]. Vamos transformar
a Paciéncia Bulgara no cendrio de Sistemas Dinamicos, trocando cartas por ntmeros inteiros
positivos, o conjunto de pilhas por particao desses niimeros e o movimento do jogo por uma

aplicagao shift bem definida no conjunto das particoes.
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Capitulo 1
Conceitos Inicias

Um sistema dinamico ¢ uma funcao f definida em um certo conjunto X, ou seja,
f: X—X

A dinamica, isto é, a passagem do tempo, é visto como sendo a iteracao dessa funcao.
Desta forma, se comegamos com um ponto = € X (que corresponde ao instante zero) depois ele
estard em f(z) (instante 1), depois f(f(x)) (instante 2) e assim sucessivamente. Para evitarmos

escrever expressées COomo
FUSSSE))))) (1.1)

usaremos a seguinte convengao, padrao nessa area:

fola)y=a  fU2):=flx)  fHx):=f(f"""(2)) paran =1

Desta maneira a expressdo (1.1) pode ser reescrita simplesmente f°(z) significando que f
foi iterada 5 vezes. Nao se deve confundir isso com com elevar f(x) a poténcia 5, até porque
essa operacao algébrica pode nao fazer o menor sentido no conjunto X. Nessa nova notacao,

entdo, o que se pretende estudar ¢ a evolugao do tempo de um ponto z, ou seja, x, f(z), f(x),

f3(x),. ... Este conjunto é conhecido como a érbita do ponto :
O(x) = |J /(@)
neN

Dizemos que x é um ponto peridédico ou ciclico de periodo p se p é o menor inteiro tal
que fP(x) = z. Quando p = 1, ou seja, temos f(z) = xz, entdo dizemos simplesmente que x é
um ponto fixo para f.

Quando x é periédico entao sua érbita x, f(z), f2(x), f3(z), ..., fF~' é um conjunto finito

conhecido como orbita periédica ou ciclica.
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Definicao 1.0.1 Seja n um inteiro positivo, dizemos que n € um numero triangular se

1

5 para algum k € Z+.

Exemplo 1.0.1 Os numeros 1,3,6,10,15,21,28 sao os 7 primeiros numeros triangulares.

Definicao 1.0.2 Seja x wm numero natural, a funcao totiente, as vezes chamada de to-
ciente, ou funcao fi de Euler, representada por ¢(x), é definida como sendo igual a quanti-

dade de niumeros naturais menores ou iguais a r coprimos com respeito a ele, ou seja,
p(x) =H{n e N[ (n <z)A(mde(n,z) = 1)}

Exemplo 1.0.2 ¢(8) = 4, uma vez que os numeros 1, 8, 5 e 7 sdo coprimos de 8. p(1) =1,

ja que mde(1,1) = 1.
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Capitulo 2

Paciéncia Bulgara

2.1 Particoes e aplicacao B-shift

Definigao 2.1.1 (Particao) Seja n um inteiro positivo, dizemos que A = (A1, Ao, ..., As) € Z°,
s=1,....n, € uma partisg:do de n, e escrevemos A\Fn, se \; >0,Vi=1,...,s,

A > >0 > A e Z)‘i = n. Nesse caso chamamos cada \;, 1 = 1,...,s de i-ésima
parte da particao. O ndi;llero de partes da particao definimos como sendo o seu comprimento

(tamanho), e escrevemos |A| = s.

Exemplo 2.1.1 A= (1,1,1,1,1,1) e p = (4,2) sao particoes do nimero 6. \ possui 6 partes

) Y ) Y )

iguais, ou seja, |\ =6 e p possui 2 partes distintas, |p| = 2.

Definigao 2.1.2 Seja n um inteiro positivo, definimos A, = {\ | A b n} o conjunto de todas

as particoes de n.

Em Teoria dos Numeros, a cardinalidade de A, (#A,) é a Funcao Particao p(n) que
calcula a quantidade de particoes possiveis de n. Quando precisarmos calcular a quantidade de
partigdes de um determinado inteiro n, utilizaremos o comando “Lenght[IntegerPartitions[n]]”

do software “Wolfram Mathematica”.

Exemplo 2.1.2 Seja n = 4. No software “Wolfram Mathematica” utilizando o comando
“IntegerPartitions[A]” obtemos as partigoes de 4, que sao: (4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1).
Utilizando o comando “Lenght[IntegerPartitions/4]]” obtemos o wvalor 5 que é a quantidade
de particoes de 4 que, em teoria dos numeros, € p(4), e pela defini¢ao anterior é também a

cardinalidade de Ay (A4 =5).
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Definigao 2.1.3 Sejam n um inteiro positivo e A = (A, A, ..., As) F n. Definimos por
B-shift a aplicacao, B : A, — A,,, que associa A\ a uma nova particio de n denotada por
B(X), obtida da sequinte maneira:

1) diminui-se uma unidade de cada parte N;, i1 =1,...,s.

2) Descarta(m)-se a(s) parte(s) nula(s), caso houver.

3) Insere-se uma parte de tamanho s de forma que B(\) seja uma partigao de n.
Observagao 2.1.1 Se |\| = s entao, pela defini¢io, |[B(N)| < s+ 1.

Exemplo 2.1.3 Sejam A = (2,2,2,1,1), 0 = (7,1) e v = (2,2,2,2) parti¢oes de 8.
B(A) = (5,1,1,1), B(0) = (6,2) e B(y) = (4,1,1,1,1).

Geometricamente podemos ver a aplicacao B-shift da seguinte maneira:
Suponha que o numero inteiro dado seja uma quantidade de blocos, como ilustrado na

Figura 2.1.

n=2~&

Figura 2.1: 8 blocos

Uma particao desse niimero pode ser representada por uma pilha desses blocos dispostos de
maneira nao crescente. Por exemplo a particao A = (2,2,2,1,1) é representada como mostra a

Figura 2.2.

H B
HEEBN
=(2,2,2.1,1)

> 0l

Figura 2.2: Uma particao de n =8
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A aplicagao B-shift retira um bloco de cada pilha (por convengao pode-se supor que o bloco
retirado é o do topo da pilha), e com esses blocos retirados forma-se uma nova pilha que é
colocada de maneira que os blocos continuem organizados de forma nao crescente, conforme a

Figura 2.3.

>~ Wl
|
i
R
o
o
-
ja—
e
=
—~—
>
e
|
o
o
il
'—I.
'—I.
St

Figura 2.3: B-shift

Com base nos conceitos do Capitulo 1, dado n um inteiro positivo vamos estudar a dinamica

do conjunto A, pela aplicacao B-shift.

Definicao 2.1.4 Dada uma particao A de um inteiro positivo n, descrevemos a “Paciéncia

Bilgara” de A\ como sendo a sequéncia:
A, B\, BP(N),...

tal que BY(N), i € Z*, representa a particio de n, obtida através de sucessivas aplicacoes de
B-shift em X\, no total de i vezes. Nesse caso dizemos que B(i)()\) € a 1-ésima iterada de X pela

aplicacao B-shift.

Ou seja, a “Paciéncia Bulgara” de uma particao A F n, pensando como um sistema dinamico

no conjunto A, com a aplicacao B-shift, nada mais é do que a sua orbita.

Observacao 2.1.2 Como o numero de particoes de um niumero inteiro € finito, entdo as

particoes da sequéncia da Paciéncia Bilgara comecam a repetir em algum momento.

Exemplo 2.1.4 Seja A\ = (2,1,1,1,1) F 6, entdo temos B(\) = (5,1), BA(\) = (4,2),
B®(\) = (3,2,1), BH(\) = (3,2,1), ....
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B B B B
e LLLD —GD) —>&2) > G210 —> G210 —» -

Figura 2.4:

B B B B B
6,1 —»(5,2) —» 421 —»@331) —»322) »3211
K/
B

Figura 2.5:

Exemplo 2.1.5 Seja = (6,1) = 7, assim temos B(p) = (5,2), B (u) = (4,2,1), B®(u) =
(3,3,1), BH(n) = (3,2,2), BO(u) = (3,2,1,1), BO(n) = (4,2,1), BT () = (3,3,1),... .

Observe que no Exemplo 2.1.4 apés 4 iteradas de B em A chegamos em uma particao que
nao se modifica através de B. Ja no Exemplo 2.1.5; as particoes comecaram a se repetir apos

6 iteradas de B em p.

2.2 Particoes ciclicas, dg(\) e Dp(n)
Sejam n um inteiro positivo, A-ne B: A, — A,.

Definicao 2.2.1 Dizemos que \ é B-ciclica, ou simplesmente ciclica, de periodo i, se 1 € o
menor inteiro positivo tal que BY(X\) = . Assim o conjunto O(X) = {\, B(A), BA()\),..., B ()\)}
¢ a sua orbita periodica, ou ciclo, e o seu periodo € i. Nesse caso também podemos dizer que A

¢ periodica de periodo 1.

Observagao 2.2.1 (1) Se i =1 dizemos que X € uma parti¢ao fixa.

(2) Se \ € ciclica de periodo i, entio O(\) = O(B(\)) = ... = OB ()\))

No Exemplo 2.1.4, a partigao (3,2, 1) é uma particao fixa, ou seja, uma parti¢ao B-ciclica de
periodo 1, enquanto no Exemplo 2.1.5 as partigoes (4,2,1), (3,3,1), (3,2,2), (3,2,1,1) também

sao periddicas, todas de periodo 4.

Definicao 2.2.2 Definimos dg()\) como sendo o menor inteiro i > 0 tal que BY(X\) é B-ciclica

e Dp(n) == maz{dg(\) | A n}.

18



Observagao 2.2.2 Nesse caso i € o menor tempo necessdrio (nimero de iteradas) para a
particao A alcancar um ciclo. Pode-se falar também que \ levou t iteradas para alcancar um

ciclo ou uma particao B-ciclica. Dg(n) é o maior valor de dg(\), A+ n.

Exemplo 2.2.1 Seja A = (4,1) = 5. Fazendo as iteragoes em A\ obtemos:

B B B
“4,1)—3,2) —» (2,2,1) — 3,1, 1)

w
B

Figura 2.6:

Assim ds(X\) = 1 pois a particio pn = B(\) = (3,2) é B-ciclica, jd que B® (1) = p.

Exemplo 2.2.2 Dg(4) = 2, pois as parti¢oes de 4 sio X = (1,1,1,1), a = (4), v = (3,1),
o= (27 2)) B = (27 1a ]-) ¢, dB(A) = 2; dB(a) = 17 dB(’Y) = dB((S) - dlg(ﬁ) =0.

B B B B
(1,1, 1, 1) > (4) > 3,1) —» (2,2) —» (2,1, 1)

> 7
B

Figura 2.7:

Os valores de Dp(n), 4 < n < 36, sdo mostrados na tabela a seguir, calculados computa-
cionalmente. A representacao de n é da forman=14+2+3+...+(k—1)+r, 1 <r <k.

Um dos objetivos principais deste trabalho é encontrarmos o valor de Dg(n) e para isso
precisaremos introduzir varios conceitos, para assim termos ferramentas necessarias para de-
termina-lo. Para n triangular Dg(n) é um valor exato, quando n nao for triangular vamos

encontrar um limite superior e um limite inferior, que é conjecturado como sendo o valor exato.
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Tabela 2.1: Valores de Dg(n), n =4,...,36

k=3 k=4 k=5 k=6 k=17 k=38
r=1|Dg(4)=2| Dg(7)=4 | Ds(11)=8 | Ds(16) =15 | Dg(22) = 24 | Dy(29) = 35
r=2|Dg(5)=3| Dg(8) =5 | Ds(12) =8 | Dp(17) =12 | Dg(23) = 18 | Dy(30) = 28
r=3|Dp(6)=6| Dp(9) =7 | Ds(13)=9 | Dg(18) =13 | Dy(24) = 18 | Dy(31) = 24
r=4 Dp(10) = 12 | Dy(14) = 14 | Dg(19) = 16 | Dg(25) = 19 | Dy(32) = 25
r=>5 Dg(15) =20 | Dg(20) = 23 | Dg(26) = 26 | Dp(33) = 29
r=6 Dg(21) =30 | Dy(27) = 34 | Dg(34) = 38
r=7 Dp(28) = 42 | Dy(35) = 47
r=8 Dp(36) = 56

2.3 Plotando diagramas através do software “Wolfram

Mathematica”

O software “Wolfram Mathematica” serd muito util neste trabalho pois dado n um inteiro
positivo, é possivel plotar a “Paciéncia Bulgara”, ou seja, um diagrama contendo a dinamica
de todas as suas particoes através da aplicacao B-shift, o qual daremos o nome de Diagrama
B-shift de n. Nesse diagrama os simbolos “e” representam as parti¢oes de n e as flechas, re-
presentam as aplicagoes B-shift. As parti¢oes ciclicas em especial, serao coloridas em vermelho.
A tnica diferenga de notacao é que no texto definimos as partigoes entre parénteses “( )” e nos
diagramas as partigoes aparecem entre chaves “{ }”

O diagrama nos ajudara a entender melhor as defini¢oes deste trabalho, assim como nos
ajudara no entendimento de demonstracoes de resultados.

O codigo utilizado, feito por Ken Levasseur, disponibilizado em seu blog:
http://applieddiscretestructures.blogspot.com.br/2011/01 /bulgarian-solitaire-follow-up.html, é
composto de 3 linhas, onde a primeira linha define a iteracao que usamos, a segunda linha é
usada para para definir a plotagem do diagrama e a terceira linha é para executar o comando:
1 Linha: Bulgaria|pile_List| := Sort[Select[Prepend[pile —1, Length|pile]], # > 0
&), #1 > #2 &]
2¢ Linha: BulgariaGraphLabeled[n_| := Graph[Map[# -> Bulgaria[#] &, Inte-
gerPartitions[n]], VertexLabels -> “Name”, PlotRange -> All, VertexSize -> Nor-
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mal, PlotRangePadding -> 1, ImagePadding -> 1, GraphStyle -> “BasicBlack”,
GraphLayout -> “SpringElectricalEmbedding”]

3% Linha: BulgariaGraphLabeled[n]

onde n é um inteiro positivo.

Na 2% linha ¢é possivel fazer vérias alteracoes, como por exemplo, caso nao for interessante
a rotulacao da particao basta trocar VertexLabels -> “Name” por VertexLabels -> None. E
importante observar que neste software ha o chamado Case sensitive que é a diferenciacao de
letra maitscula de mintuscula.

Se for interessante também é possivel rotular a particdo com o respectivo tamanho, bastando
substituir na segunda linha, VertexLabels -> “Name” por VertexLabels -> Map[# -> Length[#]
&, IntegerPartitions/n]].

H4 vérias opgoes para GraphStyle (Cores) e GraphLayout (Estilo de disposicao das parti¢oes)

que estao elencadas no préprio Help do software.

Exemplo 2.3.1 A Figura 2.8 representa a dinamica das particoes de n = 7. Pelo diagrama

consequimos encontrar o valor de dg(\) para qualquer X particio de n, assim como o valor de

DB(TL)

3,2, 1, 1}

4,2, 1}

{5, 2}

3, 1,1, 1,1}

2.2, 1,11 2,2,2, 1} {7} 2. L1L L L1

{L L L1001

Figura 2.8: Diagrama B-shift de n = 7, estilo LayeredDrawing
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A Figura 2.9 também representa a dindamica das particoes de n =7, a diferenca € apenas o

GraphLayout.

(2.2.1,1.1)

[ER ]
(5.1.1)

3.3, 1)
S o i 5.2)
= I SN

‘\F : :ﬁxr
B.2.1.1)
A
v

(6. 1)
,,,,7%7%‘ g —

{7

\(2. LLLL1

Figura 2.9: Diagrama B-shift de n=7, estilo SpringElectricalEmbedding
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2.4 Caracterizacao das Particoes Ciclicas

Nesta secao introduziremos alguns elementos e conceitos para encontrar uma caracterizagao
para particoes ciclicas.

A principio vamos definir uma matriz formada apenas por entradas com valores 0 ou 1 que
represente uma dada particao, afim de conseguirmos encontrar um padrao de comportamento
desses 0’s e 1’s ao longo das iteradas da aplicacao B em A. Veremos que podemos obter B(\),

B@()),... apartir de um certo processo de shift nas entradas da matriz.

Definigao 2.4.1 Dada uma parti¢ao X = (A1, Aa, ..., As) b n definimos por My a sua matriz
assoctada, de forma que:

1, se g <sei<\;

M, = [mij];’;:l, onde m;j; =

0, c.c.
Exemplo 2.4.1 Seja A = (5,3,2,1,1) - 12, entdo:
1 1 1 110
1 11000
1 1.0 0 00
My=] 100 00 O
10 00 00
00 0O0O0OQO0

ou seja, o numero de 1’s de cada coluna corresponde a respectiva parte da partigao.

Vamos mostrar que Mp(y) pode ser obtida a partir de M) através de um processo de
“shifting” ou “deslocamento” dos 0’s e 1’s da matriz. Com isso obtemos as partigoes B(\),

B2()\), B3(\), ... a partir da matriz.

Definicao 2.4.2 Dada uma matriz M = [my;] definimos, para cada w € Z*, como a w-ésima
diagonal, ou diagonal w de M, como sendo a w-upla formada pelas entradas m;; tal que

1+ 75— 1=w, ou seja, a diagonal w € dada por:

Dyr(w) = (1M1, Maw—1,2, Maw—2,3 - - -, Muw—ijit1s - - -, M2w—1, M)

Vv
w elementos
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1" dingonnl 2 disgonal 3 dingonal

Figura 2.10: Diagonais de M),

Exemplo 2.4.2 Sejam A uma particio e My = [m;;| a sua matriz associada. Assim, a 1*
diagonal consiste apenas da entrada mqy, a 2* diagonal € formada pelas entradas mis e Moy,
ja a 3* diagonal é formada pelas entradas msy, mag € mys. Logo, Dy, (1) = (ma1), Dar, (2) =

(ma2, ma1) € Dar, (3) = (ms1, maa, mays), conforme ilustra a Figura 2.10.

Definicao 2.4.3 (Processo B-shifting) Sejam A = (A1, A, ..., As) Fn e My = [my;] a sua
matriz associada. O processo de obtengdao de Mgy a partir de My, chamado de
Processo B-shifting é composto de no mdximo 2 passos:
Passo 1: Shifting Circular Diagonal: Nesse passo vamos criar uma matriz M} = [m;j}
tal que mj ; =miy1 51 se j > 2 em;; =my; sej=1, ou seja, para cada diagonal de My, por
exemplo, Dy, (w) = (v1, V2, ..., V), Teordenamos as suas entradas e escrevemos
Dy (w) = (Vi v1, V2, ..., Vy-1). Note que o niimero de 1’s nas colunas de M} sio s, \; — 1,
Xo—1,...,0 —1,0,0,0,....

Se s > A\ — 1, ou seja, se houver mais 1°s na primeira coluna do que na sequnda coluna,

entdo My = Mpy). Se s < A\ — 1 entao precisamos de um passo a mais para obter Mpy).

VU

V-1

U3

U2

U1
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Passo 1:

Figura 2.11: Representacao do Passo 1

Vw—1

Vw—2

U2

U1

Passo 2: Shifting pela esquerda: Removemos todos as entradas nulas da primeira coluna
da matriz My e deslocamos cada entrada da posicao (i,7) tal que i > s+ 1 e j > 2 para a

posicio (1,7 — 1) . A nova matriz € a matriz Mpy).

/ / / / / ! ! /

My Mg Mgy My - myp Mg Mg My

My Moy Moy My« My My Mg My

My = 0 mg msy my e Pﬂ;QMB(,\) = | ms miy my My
0 mipy mjz mlyy - My Mg Migy Mis

Observacao 2.4.1 Note que o Passo 1 do processo faz com as colunas de M) o equivalente

com o que a definicao da aplicagao B-shift faz com as partes da parti¢cao, a menos de ordem.
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Por isso as vezes € necessdario o Passo 2, para poder manter a ordem nao crescente das partes

da particao (respectivamente colunas da matriz).

Observagao 2.4.2 Com a definicao do processo B-shifting, a partir de My oblemos Mgy,
Vk € Z" e portanto, obtemos a particao B(k)()\). Ou seja, sempre que conveniente, ao invés de
trabalharmos com a aplicacao B-shift em A, iremos trabalhar com o processo B-shifting em

M.

Exemplo 2.4.3 Seja A = (2,2,1,1). Pela definicao da aplicagao B-shift sabe-se que
B(\) = (4,1,1). Aplicando o processo B-shifting em M), obtemos:

— = )
o O o O

1111 11
1100 00
My=|000 0 - |y = 0 0
0000 00

Como ha mais 1’s na primeira coluna de My do que na sequnda entao My = Mpy).

Exemplo 2.4.4 Seja A = (4,2), entdo aplicando o processo B-shifting:

1 10 1 11 1 11
1 10 110 110
Passol 5 -, Passo2
My=|10 0 =010 o [T My =] 1 0 0
1 00 000 0 00

Agora temos as ferramentas necessarias para encontrar a caracteristica de uma particao

B-ciclica.

Teorema 2.4.1 Sejan=1+2+3+...+(k—1)+r, 1 <r<k keZ".

A n € B-ciclica se, e somente se, A tem a forma, chamada de forma ciclica:

(k=140 1,k—240k_2,...,24 02,1+ 01,0)

1
tal que 6; € {0,1}, para todo i =0,...,k—1, e 0;=r.

1=0
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Demonstracgao:

(<) Suponha que A = (k — 1+ 01,k — 2+ Op_9,...,2 + 02,1 + 1,0p), tal que §; € {0, 1},

k-1
para todoi=0,...,k—1, ¢ 26i = r. A matriz associada de \, M,, é formada apenas de 1’s
i=0
nas (k — 1) primeiras diagonais, a diagonal k é formada por (dy_1,0k_2,...,d2,01,0p), OU seja,
D, (k) = (0k—1,0k—2, ..., 02,01,00), € as diagonais abaixo da diagonal k sdo formadas apenas

de 0’s.
Desta forma a cada aplicagao do processo B-shifting em M), apenas a diagonal k é alterada.
Como Dyy, (k) possui k elementos, depois de utilizados k vezes o processo B-shifting, a matriz

M () = M. Logo, B®)(X) = X e, portanto, A é B-ciclica.

1Hinha 1 1 - 1 1 4 0
2linga 1 1 - 1 & 00
k=2Migha 1 1 6.5 0 0 0 0
k—12linha = M,
oy 1 &6, 0 0 0 00
kZlinha Seey O 0 0 0 0 0
O 0 0 0 0 0 0

(=)No processo B-shifting, notamos que o Passo 1 mantém todas as entradas da matriz na
mesma diagonal, enquanto que o Passo 2 sempre traz a entrada 1 da posi¢ao (s + 1,2) para
uma diagonal de indice menor. Assim, para qualquer partigao u que é B-ciclica o processo de
obtencao de Mp,) através de M, pelo processo B-shifting, deve envolver apenas o Passo 1.

Sejam A uma particao B-ciclica e M) a sua matriz associada. Suponha que A nao possua a
forma ciclica. Entao para algum w € Z*, hd um 0 na w-ésima diagonal e um 1 na (w+1)-ésima
diagonal da matriz M,. Como a série de processos B-shifting de M) para Mp\) para Mpe)(y),
e assim por diante, apenas envolve o Passo 1 (Shifting Circular Diagonal) entao iremos chegar
em uma matriz M, em que a entrada (1,w) é 0 e a entrada (w + 1,1) é 1. Assim o processo

B-shifting de M, para Mg, envolve o Passo 2, o que ¢ uma contradicao.
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11 1 1 00
11 1 0 0 00

:M)\
110 0 0 00
wilinha 00 0 0 0 00
witflighe L g 0 0 0 0 0 0
11 1 1 00
11 1 1 00
11 1 0 0 00

=M,
110 0 0 00
wllinha 10 0 0 0 00
et 1 10 0 0 0 00

Corolario 2.4.1 Sejan =T, =1+4+2+3+...+k, k € Z", entao (k,k—1,...,2,1) € a tnica

particao de n que € B-ciclica.

Demonstracao: Seja A - n uma particao B-ciclica, assim pelo Teorema 2.4.1

A=(k—1400_1,k—2+0k_2,...,2+ 09,1+ 01,00), onde cada §; é0ou1l,i=0,....,k—1,¢
k-1

Z 0; = k. Logo 0; =1Vi,i =1,...,k— 1, e portanto, A é escrita de maneira tnica. n
i=0

Exemplo 2.4.5 Sejan =1+4+2+3 =6. Assim pelo Coroldrio 2.4.1, (3,2,1) € a unica parti¢ao

B-ciclica, como ilustra a Figura 2.12.

Exemplo 2.4.6 Jd para n = 1+ 2+ 3+ 4 = 10, pelo Coroldrio 2.4.1, (4,3,2,1) é a unica

particao B-ciclica, como mostra a Figura 2.13.
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3, 1,1, 1}

(3.3) (5.1

4
@ ./

2.2.1,1) (L1111, 1)

2, 1)
\\
//

3.
{
\
21,1, 1,1

}
)

Figura 2.12: Diagrama B-shift de n=6, estilo LayerredDrawing

Observagao 2.4.3 Dadon=1+2+ ...+ (k—=1)+r=T,1+r, 1 <r <k, com a forma
de uma particio \ = n, B-ciclica jd caracterizada, teremos também uma caracterizacao de sua
matriz associada My, que € de que as suas diagonais de 1 a (k — 1) sao sempre formadas
apenas de 1’s e as diagonais abairo da diagonal k sao todas nulas, ou seja, quando aplicarmos
sucessivamente o processo B-shifting em M, apenas a diagonal k se modifica e assim sempre

serd utilizado apenas o Passo 1 do processo (Shifting Circular Diagonal).
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Figura 2.13: Diagrama B-shift de n=10, estilo LayerredDrawing

2.5 Quantidade de Ciclos

Dadon=14+2+3+...4(k—=1)+r, 1 <r <k, k€ Z", podemos ver pelo Teorema 2.4.1
que se r = k,k — 1 ou 1, comecando por qualquer particao de n, apds repetidas aplicagoes de
B-shift sempre chegamos em um tunico ciclo de particoes de n. Se 2 < r < k — 2 dependendo

da particao de n podemos chegar em diferentes ciclos.

Exemplo 2.5.1 Paran =1+2+2 =15, qualquer que seja a particao de 5 sempre chegaremos

em um unico ciclo conforme mostra a Figura 2.14. Note que esse ciclo tem periodo 3.

Exemplo 2.5.2 Paran = 1+ 2+ 3+ 2 = 8 podemos chegar nos ciclos conforme a Figura
2.15. Note que o ciclo da esquerda, na Figura 2.15, tem periodo 4 e que o ciclo da direita tem

periodo 2.
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2,1, 1,1}

{3. 1, 1}

{4, 1}
3,2) /.
{5}
A &

Figura 2.14: Diagrama B-shift de n=>5, estilo SpringElectricalEmbedding

{1, 1,1, 1, 1}
{2.2, 1}

{4, 3,1} {5, 3}

3,3.2 (6,1, 1)

[
A

{4, 1,1, 1, 1}

A

{4.2,2}

{4, 4}

2,2, 1,1, 1,1} {2,2,2,2} {33, 1,1}

B3,L L1 L1} (5, 1,1, 1}

/ 2L 1,1, L1, 1} (2,2,2,1, 1}
l LLLLLL LT

Figura 2.15: Diagrama B-shift de n=8, estilo LayeredDrawing

Assim para a contagem de ciclos na “Paciéncia Bulgara”, ou seja, o nimero de drbitas,

temos o seguinte Teorema, demonstrado em [2] e [1].

Teorema 2.5.1 Sejan=1+2+3+...+(k—1)+r, 1 <r <k, k€Z", enltao o nimero
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de ciclos para a Paciéncia Bilgara é €z(n) = — Z o(d) , onde p(d) é a fungao
dlmdc(k,r) r/d

totiente de Fuler.

Exemplo 2.5.3 Seja n = 18. Pela notagao do Teorema 2.5.1 escrevemos

n=142+3+4+5+4+3 =18 e assim temos k =6 er = 3. Logo o numero de ciclos para a

Paciéncia Bilgara quando n = 18 é:

1 6/d \ 1 6/d
Cs(18) =~ > ¢(d) =) o(d) =
6 dlmdc(6,3) 3/d 6 d|3 3/d
1 6\ 1 2 1 6 1 2l 20 4 24
— ~(1 Z (3 — . ].— 4 Z.9. Sy
sl WP IO 6 33 611 66 6

A Figura 2.16 mostra o Diagrama B-shift de n=18 sem os rotulos das particoes e também

sem as flechas. Nessa figura podemos observar a quantidade de ciclos que calculamos.

LI
Y .
'\.\J e ®° % o ]
e eV, R
b ¢‘ I - / s
LN |7 ol | |4/ \ 4
\’ o« 6,,,,,‘\ / . | [
. '/ e o« \\ ¥ . o o .//6—‘\ e
| | | .
| \ | e e
LI Ta\\. . . . o
- s e

Figura 2.16: Diagrama B-shift de n=18, estilo RadialDrawing

Quanto maior o natural n mais interessante fica o seu Diagrama B-shift.
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Exemplo 2.5.4 A Figura 2.17 mostra o Diagrama B-shift de n=32 com o estilo SpringElec-
tricalEmbedding, sem os rotulos das particoes e sem as flechas. Por questao de zoom fica dificil

de ver os periodos de cada ciclo porém a figura mostra claramente a quantidade de ciclos, que

coincide com a quantidade de “redes” de particoes distintas.

G, 1 Yoy %
s R $
gl ‘w’-
4 ‘\
h
5 Vi
s Y ¢ # 4
#

N

ES\Va) ; T
- - — \"V l\ 7
A A e
<

Figura 2.17: Diagrama B-shift de n=32, estilo SpringElectricalEmbedding
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2.6 Particao raiz, gerada, pré-ciclica e caracterizacoes

Observacao 2.6.1 B-shift nao é uma aplicagdo injetora pois dados A = (4,3,1,1,1) e
0 = (6,3,1) particoes de 10, temos B(X) = B(0) = (5,3,2). B-shift também ndo é sobrejetora
pois se A= (1,1,1,1,1) F 5, nao existe O 5, tal que B(0) = \.

Com a Observagao 2.6.1 foi motivada a seguinte proposicao:

Proposicao 2.6.1 Sejam n um inteiro positivo e X = (A, Ay, ..., Ag) Fn:

(1) Se Ay < s—1,Vi=1,...,s, entdo ndo existe p1 = n tal que B(n) = A. Nesse caso dizemos
que \ € uma particao raiz.

(i7) Se para algum i, i =1,...,8, \; > s — 1, entao existe 0 = n tal que B(#) = . Nesse caso

dizemos que A é uma particao gerada por 0, e nesse caso 0 é a geratriz de \.

Demonstragao: (i) Suponha que existe p = (u1, p2, ..., i) B n tal que B(p) = A, logo
i possui pelo menos s — 1 partes (ver Observagao 2.1.1) e assim para algum ¢, i = 1,...,s,
A > s—1, 0 que é um absurdo.

(17) Segue direto da definigao da aplicacao B-shift.

Observagao 2.6.2 Em [7] a parti¢ao raiz é chamada de particao “Garden of Eden” na tradugao
literal “Jardim do Eden”, que provém da terminologia de automatos celulares e teoria combi-
natéria de jogos. Também em [7] foi provado a quantidade dessas parti¢oes, dado um inteiro

Positivo.
Exemplo 2.6.1 A = (3,2,2,1,1,1) € uma parti¢cio raiz.

Exemplo 2.6.2 « = (4,2,1) = 7 é uma parti¢ao gerada por p = (3,2,1,1) 7 e = (52)F7
pois B(p) = B(0) = (4,2,1), ou seja, as geratrizes de wma particao ndao sao unicas e isso ocorre

pelo fato da aplicacdo B-shift nao ser injetora.

3,2,1,1 5,2)
N4

4,2,1)

Figura 2.18:
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Definigao 2.6.1 Dizemos que \ é uma particd@o pré-ciclica se A\ ndao é ciclica e B(\) é

ciclica, ou seja, A € uma geratriz nao ciclica de uma particao ciclica.

Exemplo 2.6.3 Sejan =18 e A = (7,6,3,2). Entdio A\ é uma particao pré-ciclica pois \ nao

¢ ciclica jd que nao tem a forma ciclica do Teorema 2.4.1 e B(\) = (6,5,4,2,1) que € ciclica.

Lema 2.6.1 Seja A = (A, Ay, ..., A\s) F n uma particao gerada. Se \ possui | partes distintas

maiores ou iguais a (s — 1), entdo X possui | geratrizes distintas.

Demonstracao: Seja \; para algum ¢ = 1,...,s uma parte de A tal que \; > s — 1. Pela

definicao de B-shift, existe u F n, |u| = A, p # A, tal que B(u) = A, a saber:

Ai—(s—1)
—
p=M+L X+ o0+ L+ 1L A+ 1L

Ai
Portanto, como A possui [ partes distintas maiores ou iguais a (s — 1), entao conseguimos
determinar [ geratrizes distintas para . [
Questao: Qual a caracterizacao das partigoes pré-ciclicas?
Seja n um inteiro positivo, n =T 1 +7r, 1 <r < k.

Se A F n é uma particao B-ciclica, entao A\ tem a forma ciclica dada no Teorema 2.4.1:

(b —=1+46p—1,k =2+ 02,k =3+ 0p—3,...,3 403,24 2,1+ 01, 00)
k-1

talqueéizlou()ez&-:r.
i=0

Se n é triangular, ou seja, 7 = k, entao pelo Corolaro 2.4.1:
A=(kk—1k—2,...,321)

e assim A possui k partes, ou seja |A\| = k. Logo possui 2 partes, \; = k e Ay = k — 1 tal que
A1, A2 > k — 1 e assim, pelo Lema 2.6.1, \ possui 2 geratrizes distintas, ' e &2
- Seja k! a geratriz com k partes, logo, pela definicao de B-shift, k! = X que é ciclica.
- Seja k? a geratriz com k — 1 partes, logo, pela definicao de B-shift:
= (k+1L,k—1,k=2,...,43.72) (2.1)

-~

k—1

que nao ¢ ciclica.
Portanto, para n triangular, as particao pré-ciclicas sao da forma dada em (2.1).

Se n é nao triangular, ou seja, 1 < r < k entao:
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e Se 0y = 1 entdo A possui k partes, ou seja, |A| = k. Logo possui 2 partes, a saber,
M=k—14+00_1eX=k—2+40,_o, com d,_o = 1, tal que A\, Ay > k — 1 e assim, pelo Lema
2.6.1, X possui 2 geratrizes p' e p? com p! # p?.

- Seja p! a geratriz com (k — 1) + &, partes, logo, pela definicao de B-shift:

,ul:(k‘—1+(5k,2,l€—2+5k,3,...,3+62,2+(51,1+50,(5k73)

-

(k=1)+0x—1
que é ciclica.

- Seja p? a geratriz com (k — 2) + 0;_o partes, dx_o = 1, logo, pela definicao de B-shift:

pt = (k4 0k 1,k =240, 3,k =34 04, .., 3+ 05,2+ 01, 0o + &)

(k—2)+05—2

Se 0,1 = 0 entao pu? é ciclica.

Se 0,1 = 1 entao pu? nao ¢é ciclica.

e Se §p = 0 entao A possui (k — 1) partes, ou seja, |A| = k — 1, logo possui 3 partes, a saber
M=k—14+0 1, =k—24+0p 2e A3 =k—3+0,_3, com d,_3 =1, tal que A\, Ao, \3 > k—1
e assim, pelo Lema 2.6.1, \ possui 3 geratrizes distintas 6!, 62 e 63.

- Seja 0! a geratriz com (k — 1) + d;_1 partes, entao 6! = u'.

- Seja 6% a geratriz com (k — 2) + d;_o partes, entdao 62 = p?.

Se 0,_9 = 1 entao:
se 0p_1 = 0, entao 6% é ciclica.
se 0,_1 = 1, entao 02 nao é ciclica.

Se §_o = 0 entao 2 nao é ciclica.

- Seja 8% a geratriz com (k — 3) + 0_3 partes, d,_3 = 1, logo, pela defini¢ao de B-shift:

93:(lf—i_(gkfbk_1+5k72ak_3_'_576747"'73_‘_5272—’_53)

~
(k—=3)+0k—3

que nao ¢ ciclica.

Portanto, se n é nao triangular, entao as partigoes pré-ciclicas sao da forma:
C: (k+5k_1,]€—2+5k_3,]{3 _3+5k—47~~~73+5272+5175k—2+50) (22)

com (50 S (Sk_g (§ (6k—17 6k_2) 7& (0, 1)

ou

V= (k+ 0ok 1,k— 1+ 2,k—3+0k4,...,34+02,2+01) (2.3)
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com 0g =0 e dp_3 = 1.

No caso em que 6p_o =g =0 e dp_3 =1 temos ( = 1.
Exemplo 2.6.4 Sejan =T, +2=12. As particoes ciclicas de 12 sao da forma:

(4+64a3+5372+5251+61760)

tal que 0; =1 ou 0, para i =0,...,4, 624:51':2
Logo as particoes pré-ciclicas sao da?oorma:
(54 04,3 4 02,2 4 01,03 + do) com 0y < 03 e (d4,03) # (0, 1)
ou
(54 04,4+ 03,2+ 01) com dp =0 e dy = 1.
E as possibilidades sao: (6,4,2), (6,3,3), (5,4,3), (6,3,2,1) e (5,5,2), como mostra a
Figura 2.19.

{5, 4,3}

{4,3,2,2, 1}

{4,3,3,2}

{6, 3.3}

Figura 2.19:
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2.7 Calculo de Dg(n) para ntimeros triangulares

Na Secao 2.2 definimos Dg(n) e nesta se¢ao vamos encontrar o valor de Dpg(n) para nimeros

triangulares.
Teorema 2.7.1 Sen=T,=1+2+...+k, k € Z", entio Dg(n) > k? — k.

Demonstragao: E suficiente mostrar que existe A\ F n tal que dg(\) = k* — k ja que
Dg(n) :== maz{dg(\) | A\F n}. Seja A = (A1, Ao, ..o, Agqa), talque My =k =1, N\, =k —i+1
parai =1,....,k,e \pyy = 1. Assim A= (k—1,k—1,k—2k—3,...,3,2,1,1). Fazendo
a matriz associada M), temos que as diagonais de 1 a (k — 1) s@o formada apenas por 1’s, a
diagonal k é da forma (0,1,1,...,1,1), a diagonal k + 1 é da forma (0,0,0,...,0,0,1) e as

diagonais abaixo da diagonal k£ 4+ 1 sao formadas apenas de 0’s.

11 - 1 1 11
11 .- 1 1 00

k—13%inh Lot = M,

e 11 0 0 0 00

Kllinga 00 0 0 0 00

Fwha L g 00 0 0 00

Com a forma da matriz M, definida, ao aplicar k vezes o processo B-shifting em M), apenas
Dy, (k + 1) é alterada, pois as outras diagonais sao formadas apenas por 1’s ou s@o formadas
apenas por 0’s e a diagonal k permanece a mesma também pois possui k elementos. Note
que nessas k vezes foi preciso apenas utilizar o Passo 1 (Shifting Circuarl Diagonal) por causa
da configuracao de M. Assim as diagonais Dy, (k) e Dy, (k + 1) se comportam da seguinte

maneira:
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t Processo B-shifting em M), (Passo 1) D, (k) Dy, (k+1)

k (0,1,1,...,1,1,1) | (0,0,0,...,0,0,1,0)

e At
2% (0,1,1,...,1,1,1) | (0,0,0,...,0,1,0,0)

e e
(k —2)k (0,1,1,...,1,1,1) | (0,0,1,0,...,0,0,0)

& e
(k— 1k (0,1,1,...,1,1,1) | (0,1,0,0,...,0,0,0)

& e

Assim depois de aplicados (k — 1)k vezes o Passo 1 do processo B-shifting em M), chegamos

em uma matriz My com a seguinte configuracao:

11 - 1 110
11 -~ 1 100

o 11 1 0 0 00 .

e 110 0 0 00

Kilinha 01 0 0 0 00

Rhe L0 0 0 0 00

H&4 mais 1’s na segunda coluna do que na primeira, logo precisamos aplicar o Passo 2 do
processo B-shifting em My e assim obtemos a matriz MB<<;€71);€)(A) que é a matriz associada da
particdo BU*=DR(\). Logo BFVR(N\) = (k,k — 1,k —2,...,3,2,1) que é ciclica e portanto
dg(\) = k* — k.

11 1 1 10
11 1 1 00

k—12linha L n e = Mp-viy) u

it 110 0 0 00

Klinja 10 0 0 0 00

Fhe L g 00 0 0 00

Antes de provarmos o proximo teorema vamos precisar de algumas ferramentas, notacoes e

lemas.
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Vamos comecar com um exemplo para para um natural n = 15. O nimero 15 possui 176
particoes. Como 15 é um ntmero triangular escrito na forman =142+ 3+ 4+ 5 =T, pelo
Corolério 2.4.1, sabemos que a partir de qualquer particao de 15, sempre alcangamos a particao
(5,4,3,2,1) em um certo numero de iteradas.

As 176 particoes do nuimero 15 podem ser agrupadas em uma arvore, ilustrada na Figura
2.20, cujo os vértices correspondem ao nuimero de partes da respectiva particao e a ligacao de

cada vértice, lendo de cima para baixo, representa a aplicacao B-shift.

Figura 2.20: Representacao dos tamanhos das 176 particoes do niimero 15

Por exemplo, o niimero 5 na base da &rvore representa a partigao (5,4, 3,2, 1) que possui 5

partes. O nimero 4 que vem logo acima desse 5 representa a particao (6,4,3,2) que possui 4
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partes.

Definigao 2.7.1 Seja A+ n, associamos a A a sequéncia seqs(\) =< ¢1,¢a, ... >, tal que

ci = |[BUY(N)|, i € Z*, ou seja, ¢; é o tamanho da particio BU~Y()\).

Exemplo 2.7.1 Na Figura 2.20, o vértice no topo e mais a esquerda, corresponde a particao
A=1(4,4,3,2,1,1) F 15. Logo ela possui a sequéncia associada:
seqp(N\) =< 6,5,5,5,4,5,6,5,5,4,5,5,6,5,4,5,5,5,6,4,5,5,5,5,...>.

Dado n um inteiro positivo, podemos também plotar através do software “Wolfram Math-
ematica” um diagrama semelhante ao Diagrama B-shift de n, de tal forma que os vértices
agora sao rotulados com o tamanho das respectivas particoes. Chamaremos esse diagrama de

Arvore B-shift de n.

Exemplo 2.7.2 A Figura 2.21 representa a Arvore B-shift de 10. Comparando com a Figura

(2.13) € possivel ver a associa¢ao entre a particio e o respectivo tamanho.

Figura 2.21: Arvore B-shift de 10

Na Figura 2.20, observamos que o padrao “x — 1,z,z,...,z,x,x + 17 aparece com grande

frequéncia nas sequéncias associadas. Esse padrao é fundamental para o cdlculo preciso de

Dp(n). Para estudarmos esse padrao, associamos um diagrama para cada particao.
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Definigao 2.7.2 Dada uma particio X = (A1, Aa, ..., As) F n, seja seqp(N\) =< ¢1,¢9,... > a
sua sequéncia associada. O diagramag(\) € definido como o diagrama mostrado na Tabela 2.2,
tal que cada coluna rotulada por (respc., @) possui \; (respec., ¢;) 1’s a partir do topo e
em sequéncia, e infinitos 0’s em todas as outras entradas. Os simbolos / no diagramag(\)

sao ignorados.

Tabela 2.2: diagramag(\)

NN/ 7 D ]| | [
/@

/| /| @

/@)

Exemplo 2.7.3 Se A = (4,2,2,2) entao o diagramag(\) é:

AV AVAVAVAVAVa eIl iviIviEv
NSNS S @
SOV ® e
oM 1@ 1] oflo]o0
I N 1@ 11110010
I 1@ 11| 1]1]0l0|0]oO
I/ 1@ 1|11 |1]o]ol0o|l0]oO
1@l 1|11]{ofl1|lo]0o|0|O]O
@ 1|1|{1|1]0l0|0[0]|0|0]0O
IL/ 1110 |lo]|ojojoflO]O0]|O
L/ 1|1lo0o]o0o|lo]lojojoflO]O]|O
L 1]oflojo|lo]o]jojOoflO]O]|O
L o0jloflojo|lo]lo]OojOo]lO]O]|O
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Observagao 2.7.1 1) Pela defini¢io do diagramag(\) hd ¢; 1’s na coluna de @) 1 € 7.
Temos também o mesmo numero de 1’s na linha de @, 1850 pelo fato da propria definicao de
seqg(A) e diagramag(\). O que difere os 1’s das colunas e das linhas de (¢) € que nas colunas

0s 1’s sao consecutivos e na linhas os 1°s nao necessariamente sao.

2) Além disso o diagramag(\) pode ser considerado como um “lembrete” para a operagao
B-shift em A, jd que podemos obter facilmente BY(\) a partir do diagramag(\) para qualquer
natural i. As vezes precisaremos reorganizar as colunas. Por exemplo, o retangulo formado
abaizo de c; = (5) e a direta de c3 = (8) nos mostra, ignorando os zeros, B#(\) = (5,3,2) e o
retangulo abairo de c; = @ e a direta de cg = @ resulta, ignorando os zeros, em B (\) =

(4,3,2,1).

Proposicao 2.7.1 Sejam A\ Fn e seqz(N\) =< ¢1,¢a,... >. Entao:

(1) ¢iv1 < ¢+ 1 parai > 1.

(2) Paran=142+...+(k—1)+r, onde 1 <r <k, k € Z", a soma de quaisquer k termos
consecutivos da seqg(\) € no mdzimo k(k — 1) 4 r.

(3) (Propriedade do Sanduiche) Sejam i,j,x € N*. Sei < j e ¢; < x < ¢j, entdo existem
inteirosp e q tal que i <p<q<j,q>p+2, e (CpCpi1,-..,¢q) = (x—1,2z,2,...,2,0+1).

Demonstragao: (1) Seja A F n uma particao cujo nimero de partes é ¢;. Logo, pela defini¢ao
de seqg(A), ¢it1 é o ntmero de partes da particdo B(\) e, pela definigao da aplicacao B-shift,
apenas um dos seguintes casos pode acontecer:

i) ¢i11 = ¢, se uma das partes de A for igual a 1 e as outras partes maiores que 1.

ii) ¢;11 < ¢, se duas ou mais partes de A forem iguais a 1.

iii) ¢;+1 = ¢; + 1, se nenhuma das partes de A for igual a 1.

Portanto, ¢;y1 < c¢; + 1.

(2) Observe no diagramag(\) que para ¢ > 0, ¢;41 + Ciyo + ... + ¢iox € 0 nimero de 1’s nas
k linhas rotuladas por ¢;11 + ¢i19 + ... + ¢iix. O retangulo formado abaixo de ¢; e a direita
de ¢;11 nos mostra, ignorando os zeros, a particio B ()), ou seja, hd n 1’s nesse retangulo.
Olhando verticalmente ao lado esquerdo desse retangulo, como estamos somando k termos
consecutivos, temos (k — 1) + (k —2) + ...+ 2 + 1 casas para serem completadas por 0 ou
1. Essa soma tera valor maximo quando todas as casas forem completadas por 1. Assim
Ciy1+Caot+ ..t <n+1+2+... +(k=1)=(k—-Dk+r.

(3) Escolha p o maior inteiro possivel tal que i < p < j e ¢, = v — 1. Como escolhemos o maior

p tal que vale essa condig¢ao entao c,y; = x, pois se c,y1 > = + 1 chegarfamos em um absurdo
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por (1), e se ¢p41 < x — 1, entdo nao terfamos escolhido o maior p. Temos que ¢,12 = x ou
x+1, pois se ¢pr2 > T+ 2 ou ¢ppo < o — 1, chegarfamos nos mesmos absurdos do caso anterior.
Cpro = T nta ¢ istei c,+9 = T entao raciocinan mesm rma c =z
Se cpt + 1 entao (3) ¢ satisfeita, se ¢,y entao raciocinando da mesma forma cp;3
ouz+1.... Assim para um determinado g com p < ¢ < j, ¢, = £+ 1 e teremos a condigao (3)
satisfeita. [

Precisaremos agora de uma série de lemas que relacionam a Proposigao 2.7.1 e o diagramag(\).

Definigao 2.7.3 Sejam X\ = (A, Ao, ..., Xs) b n, seqg(\) =< ¢1,¢0,... > ei,j € ZT. Para
t > j, denotamos por e;; a entrada da linha @ com a coluna @ do diagramag(\). Para

Jj€{1,...,s}, denotamos por f;; a entrada da linha @ com a coluna .

SN S S e
s @ Jia | fiz | | fis
/ @ €21 f2,1 f2,2 T f2,5
@ €32 | €31 f3,1 f3,2 T f3,s

€43 | €42 | €41 f4,1 f4,2 f4,s

NN NN

Observagao 2.7.2 Sejam i,j € 2", i > 2. Seque das definicoes:

1) €1 =1

2) See;j =1, entao ¢c; >i—j. Se ainda e;11; =0 entdo c; =1 —j

3) Por outro lado, se e;; =1, entdo €;_1; =e€;_o; =...= 1.

4) See; ;=0 entao e;11; = €40 =...=0. Se ainda ;11 41 = 1 entao cj41 = ¢ + 1.

5) Dados i,k € 7", se ¢; = k e ¢iy1 = ¢; + 1 e, sem perda de generalidade, as k primeiras
entradas da linha de c; forem 1’s entao as k+1 primeiras entradas da linha de ¢;+1 sao também

formadas por 1’s.

Lema 2.7.1 SejaAFn=1+2+...+k, k€ Z", e seqz(\) =< ¢1,¢a,... >. Entio

(1) dg(N) =t, com seq(N) =< C1,...,C1,Ct, Ca1, Cran, - . >=<C1,..., 1,k — 1k k... >.

(2) Se dg(\) =t, comt >k + 1, entdo pelo menos uma das sequintes condigoes é satisfeita:
(1) (Cpy Cpi1s Cpras - -y Cqa1,¢q) = (kK — 1,k ky ... k, k4 1) para inteiros positivos p,q com
t—k<p<q<t—1leq>p+2
(11) (Cp, Cpt1s Cpr2y - oo Cqo1,Cq) = (k—2,k—1,k—1,.... k—1,k) para inteiros positivos p, q

comt—k+1<p<qg<t+leqg>p+2.
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Demonstragao: (1) Como dg(\) = ¢, por definicio B (\) é B-ciclica. Pelo Corolario 3.3.1,
BO(N) = (k,k—1,...,2,1),jAque n = 1 +2+ ... + k. Assim, por definicdo, ¢;; = k. Pela
definicdo da aplicagdo B-shift temos BY(\) = B (\) = B2 (N) = ..., 1ogo cryp1 = Crin =
Ciyz = ... Assim, seqp(N\) =< c1,...,c, kK, ... >.

Falta provarmos que ¢; = k — 1. Para isso, sejam p e 7 as particoes de tamanhos ¢; e ¢;4q
respectivamente, entao p # vy pois se 1 = 7, entao dg(A\) < t, o que é um absurdo.

Pelo Corolario 3.3.1, v = (k,k — 1,...,2,1). Se ¢, = k, entao pela definicao de B-shift,
pw=(kk—1,...,2,1), o que é um absurdo. Assim ¢; # k.

Sec; >k+1,entao ¢s+ o1+ ... +cn > k+1+(k—1)k = k? + 1, o que é um absurdo pela
Proposicao 2.7.1(2).

Se ¢; < k — 2, entdo ¢,y > ¢ + 1, 0 que é um absurdo pela Proposigao 2.7.1(1).

Logo, ¢, = k — 1 e portanto seqg(\) =< c¢1,...,¢-1,k — 1,k k... >,

(2) Pela Observagao 2.7.2, temos e;¢—1 = 1. Como ¢ = k — 1, seque que ¢;; = 0 para algum ¢,
t —k <1 <t—2. Escolhemos tal < como sendo o maior possivel.

Assim e; ;41 = 1, e, como ¢y = k = ¢ + 1, pelo item 5) da Observagao 2.7.2, temos
ery1:4+41 = 1. A Proposi¢do 2.7.1(1) nos da ¢; > ¢;41 — 1, o que forga e;_1; = 1. Logo, temos
e—1;=1ee,; =0 e peloitem 2) da Observagao 2.7.2 segue que ¢; =t —i — 1.

Como e;; = 0 e e;11,41 = 1, pelo item 4) da Observacao 2.7.2 segue que ¢;41 = ¢; + 1 e
assim temos c;11 =1 — 1.

Set—k+1<i<t—2entdo, ¢; < k—2 e assim (ii) vale pela propriedade do sanduiche,
pois temos ¢; =k —2 quando i =t —k+1, ¢ <k—-1<c¢; =k, com j =t+1, logo existem
inteiros pegtalque it =t —k+1<p<q<j=t+1com (¢ Cpt1,Cpt2s---,Cq—1,Cq) =
(k—2k—1,k—1,... . k—1,k).

Sei=t—kentaoc,_p =k—1lecpp1 =k Sec; <k—2paraalgum j, t—k+2 < j <t—1,
entdo (ii) vale pela propriedade do sanduiche pela mesma justificativa anterior. Se ¢; > k + 1
para algum j, t —k+2 < j < t—1, entao (i) vale pela propriedade do sanduiche, pois ¢; = k—1
comi=t—k,cg+1l=kec;<k+1,t—-k+2<j<t—1,ouseja, temos ¢; < k < ¢j, logo
existem p e g tal que i <p < q<je (¢ Cpt1,Cpras---sCq-1,¢9) = (k=1 k, k... k k4 1).
Suponha por absurdo que k —1 <¢; <kparaj=t—k+2,t—k+3,...,t—1, pois caso isso
ocorrer (i) ou (i) nao vale. Como i =t — k, a linha de ¢ consiste em k — 1 1’s consecutivos,
seguidos por 0’s. A linha ¢;y; é formada de k£ 1’s consecutivos, seguidos por 0’s. Ha k 1’s no
topo das colunas ¢y 1, ¢iia, - - ..

Assim no retangulo formado abaixo de ¢;_; e a direita de ¢; temos k — 1 1’s na primeira linha

e k— 7+ 1 1’s nas linhas j, 2 < 7 < k. Nas linhas abaixo, tudo é zero. No total temos
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n — 1 1’s nesse retangulo, o que é uma contradi¢cao, ja que esse retangulo representa, depois de

reordenadas as colunas se necessério, a particio BY(\) de n. n
Lema 2.7.2 Sejam A+ n e seqg(\) =< ¢1,¢a,...>. Se para inteiros p e k,

(Cps Cpt1y Cpt2s -+ oy Cpthoet1, Cpik) = (K — 2,k = Lk —1,... k= 1,k),
entao p+k <n+1.

Demonstracao: Temos que €,15-2, =1 ¢ €,15-1, = 0, ja que ¢, = k — 2. Pela condicao dada
na hipétese, na linha ¢, também temos e, ; =1 paraj =p+1,p+2,...,p+k — 1. Note
que a soma dessas entradas resulta em k — 1, e, portanto, ainda falta completar uma entrada
com 1 no diagramag(X) na linha de ¢,1x, j4 que c,4, = k. Esse 1 que falta em uma dessas
entradas no diagramag(A), ou vem da coluna de algum A;, 1 < j < s, ou vem da coluna de
algum ¢;, 1 <j<p-—1

Se acontecer o primeiro caso entao temos p+k < \; <ne j =1, pois se 2 < j < s, como
Al > Ay > ... entao \j_; = 1 e af haveriam £k + 1 1’s na na linha de c,, absurdo.

Se acontecer o segundo caso entao p+k < c¢; < n+lej =1 poissep—1<j <2
teremos €yt ;-1 = 0 e como ¢,1p = k = cpyp—1 + 1, comparando as linhas ¢, € cpyr—1
no diagramag(A\) também teremos e, j_1,-1 = 0. Analogamente, como cpip_1 = Cpri—2,
eptk—2p = 1 € epip_1, = 0, comparando as linhas ¢,14_1 € ¢prx_2 no diagramag(\) teremos

eptk—2j-1 = 0. Assim ¢; > ¢;_1 + 1, o que é uma contradigao pela Proposicao 2.7.1(1). [
Lema 2.7.3 Sejam A= n e seqg(\) =< ¢1,¢a, ... >. Se para inteiros x, p e q, comq > p+3 e
(Cps Cpt1s Cpt2s o -3 Cg1,Cq) = (v — Ly, oo,y + 1),
entao oup < T ou
(Cpry Cpri1s Cpraay - ooy Cp—1, ) = (& — L2/l oo 2l 2l + 1),
para inteiros &', p' e q, comx' <x,2<q —p <qg—p,ep—ax<p <qd <p+1.

Demonstragao: Vamos assumir p > x + 1 e provar a existéncia de p/, ¢’ e 2’. Como

¢, = = — 1 entdo temos que e, = 0 para algum p’, p — 2z < p’ < p — 2. Escolhemos o maior
P’ possivel que satisfaga essa condi¢do. Assim e,; = 1l para j =p' +1,p'+2,...,p — 1, ¢,
como ¢y = & = ¢, + 1, comparando as linhas de ¢, e ¢,1 no diagramag()) , também temos

epr1; =1 paraj=p +1,p+2,...,p. A coluna abaixo de ¢,/;; possui 1’s até pelo menos no
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cruzamento com a linha ¢,.;. A Proposicao 2.7.1(1) nos diz que ¢y > ¢y41 + 1, 0 que forca
todas as entradas, acima de 0 em e, ,/, e serem 1. Assim ¢, = p—p' — 1, pois e,_1 ,y = 1 entao
¢y > p—1—p etambém e,,, = 0. Também temos ¢, 11 = p — p', pois e,41,41 = 1 entao
1 >p+1—p —1=p—p etambém e, 9,1 =0, pois se ey12,,41 = 1 entao c,y11 > ¢y +1,
absurdo.

Como ¢p2 = & = ¢p41, comparando as linhas de ¢,.9 € ¢,41 N0 diagramag(\) temos 49 ; = 1
para j =p' +2,p'+3,....,p+ 1. Seepigpyio=1lentdo cyio >p+3—p —2=p—p' +1le
COMO €44 ,4+2 = 0 entdo cyig = p — p' + 1 e assim terminamos. Assim podemos assumir que
eprapt2=0ecpp=p—p.

Como ¢p3 = & = ¢p42, comparando as linhas de ¢,.3 € ¢,42 N0 diagramag(\) temos e,;3,; = 1
para j =p' +3,p' +4,....p+2. Seeprapis=lentdaocys >p+4—p —-3=p—p' +1le
Como €15 ,y4+3 = 0 entdo ¢yy3 = p — p' + 1 e assim terminamos. Assim podemos assumir que
eptap+3 =0 e cyr3 =p—p'. Continuando esse processo...

Podemos assumir que €,_1 py4q—p-2 =0, ¢prg—p-2=p—1', € eq_1; = 1 para
j=v+q-p—-1,p+q¢—p,...,¢q—2. Como ¢, =2+ 1= c¢,1 + 1, comparando as linhas
de ¢, e ¢,—1 no diagramag(X), temos eqy4q—p—1 = p —p' + 1. E assim completamos a prova do

teorema. -
Lema 2.7.4 Sejam A\ n e seqg(\) =< c1,¢,...>. Se

(Cps Cpt1, Cpy2) = (¢ — Lz, z + 1)
entao p < .

Demonstracao: Vamos supor que p > z. Entao ¢, = v —1 < p — 1 que implica e,; = 0
para algum i, 1 < i < p — 2. Escolha o maior ¢ possivel que satisfaca essa condicao, e assim
epit1 = 1. Como c,p1 = =cp+1ecypo=a+1=cpp1 + 1, comparando as linhas de ¢, ¢p41
e Cpy2 NO diagramag(N), temos também e, 9,11 = €p41,41 = 1. Assim ¢4 > ¢; + 1, 0 que é
uma contradi¢ao pela Proposi¢ao 2.7.1(1). m

Agora temos condicoes de provar o préximo teorema.
Teorema 2.7.2 Sen=T,=1+2+...+k, k€ Z", entao
DB(N) = ]{32 — k.

Demonstragao: Provamos no Teorema 2.4.1 que Dg(n) > k? — k. Basta agora provarmos que

que Dg(n) < k? — k.
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Seja A F n, é suficiente mostrar que dg(A\) < k? — k. Vamos assumir que k > 3, pois quando
k <2, ds(\) < k? —k, j4 que para k = 1, (1) é a tnica particao de 1 e quando k = 2 temos
n = 3, e as parti¢oes de 3 sao (2,1),(3),(1,1,1). Além disso, assumimos que dg(\) > k + 1,
pois se dg(\) < k, como k > 3, entao dg(\) < k < k* — k.

Seja seqg(\) =< ¢1,¢9, ... >onde < ¢, ¢y1, Cpn, ... >=< k—1,k k,...>. Assim dg(\) =t
e pelo menos (i) ou (i) do Lema 2.7.1 vale.

Se (i1) vale com ¢ = p + k (que é o valor maximo para ¢), entdo temos p =t —k+1e
q =t+1. Note que o Lema 2.7.2 nos dd p+k < n+1. Entao dg(\) =t = p+k—1<n < k*—Fk,
ja que k > 3.

Se nao, (i) ou (i) vale e ¢ < p+ k — 1. Utilizando os Lemas 2.7.3 e 2.7.4, a seqg(\)
tem no maximo (k — 1)+ B3 +4+...+ (k—-2)+ (k-1)+(k=3)+ (k-4 +...+2+1) =

k% — 2k — 1 termos antes do termo Cp:

fh—1 43 fh—3 44 fo—a
seqp(N) =<C1, ..., Cl—1,Cl, Cht 1, Chit2s ChitBs - - - » Coki—1s Coks C2Uit 1> Cokit 2y C2ht 3 C2hotds - - - Cal—Ty - - -
fk—2 #2 fk—1 #1 tk
7z - N 7 - N 7 - ~N /'/\ 7z S .
coy Cp—2ky -+ o3 Cp—k—3, Cp—k—2; Cp—k—15 Cp—ky - - -, Cp—2, Cp—1,Cp; - - -, Cppk—1>
Assimdg\) =t <(p—1)+k+1<(B*—2k—1)+k+1<k*>—k. n

Defini¢ao 2.7.4 SejaAFn, n=14+2+...+k, k € Z". Sedg(\) = k* — k entao chamamos

A de particao extrema.

Observamos que para k = 2 (resp. k = 3), A = (1,1,1) (resp., A = (2,2,1,1)) é a tinica
particio de n = 1+ 2+ ...+ k tal que dg(\) = k* — k. Para k > 4,temos:

Teorema 2.7.3 Sejam k >4 en=1+2+...+k ke Z". Se Xt n, comdsg(\) = k* -k,
entao a sua matriz associada My = [mij]g’jzl satisfaz as sequintes condigoes:

(1) mi; =1 para j <k + 3 — 2i,

(2) mi; =0 para j > 2k +1—2i, e

(3) {(i,5) : 7 =k+4—2i,m;; =0} < 2.

Demonstragao: Se k > 4 e dg(\) = k*—k, a demonstragao do Teorema 2.7.2 implica que (i) do
Lema 2.7.1 vale e ¢ = p+k — 1. Portanto, temos seqz(\) =< ¢, ¢a, ... > onde (¢g, Chi1, Cria) =
(k — 1,k k+ 1) e (cok, Corr1, Cokro, Coprs) = (k— 1,k k, k 4+ 1). Nessas condi¢oes temos no
diagramag(\) que egiopk+1 = 1 € egpox = 1. Também temos egi9; = 1 parai=1,2,...,k —1,
pois caso contrario escolhemos o maior 7 possivel tal que 1 <7 < k—1e epyo,; = 0, comparando
as linhas de g9, cx11 € ¢ no diagramag(\), teremos ey ; = ex41; = 0 0 que implica ¢; 1 > ¢;+1,

o que é um absurdo. Portanto, ¢; > k+ 2 —iparai=1,2,...,k+ 2, e assim a Condigao (1)
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vale.

Temos também egy,; = 1 para i = k+ 1,k + 2,...,2k — 1, pois caso contrario escolhemos o
maior ¢ possivel tal que k+3 <@ <2k —2 e eg; = 0. Logo egiir1 = 1. Note que egpq1 1 = 1
e eaptakt1 = 0, ja que cgr1 = k. Comparando as linhas cop, cort1 € Copro N0 diagramag(N),
temos egg42i41 = €2k4+1,441 = 1 € assim ¢;1; > ¢; + 1, o que ¢ um absurdo. Portanto, eg,; = 0
parai=1,2,... ke a Condicao (2) vale.

Como ey 43 = 1, comparando as linhas cok, Copt1, Cokt2 € Coprs no diagramag(N), temos
k+2

Coht3.k+3 = C2h+2.k+3, €2k+1,k+3 = 1, € assim ci13 > k. Portanto, temos E er+3; > k, e assim a
Jj=1
Condigao (3) vale. "

Computacionalmente foi checado que a reciproca do teorema é valida para k = 4,5,6,7, em
particular a reciproca com a condi¢ao (3) removida também é valida para k = 4,5,6. Quando
k = 8, existem 1.276 partigoes de k satisfazendo as 3 condigoes do Teorema 2.7.3, mas 9 dessas
particoes tem dg(A) # 20 = k? — k, sdo elas:

(1) (7,7,6,6,3,3,2,1,1)

(2) (7,7,6,6,3,2,2,2,1)

(3) (7,7,6,6,3,2,2,1,1,1)

(4) (7,7,4,4,3,2,2,1,1,1,1,1,1,1
(5) (7,7,4,3,3,3,2,1,1,1,1,1,1,1
(6) (
(7) (
(8) (
(

7 (5,5,4,3,3,2,2,2,2,2,2,2,1,1
8) (5,4,4,4,3,2,2,2,2,2,2,2,1,1
9) (5,4,4,3,3,3,2,2,2,2,2,2,1,1)

)
)
6) (7,7,4,3,3,2,2,2,1,1,1,1,1,1)
)
)

Portanto as trés condi¢oes do Teorema 2.7.3 sao necessarias mas nao sao suficientes para a

matriz associada das partigoes extremas.

2.8 Calculo de Limites de Dg(n) para ntimeros nao tri-

angulares

Para qualquer niimero nao triangular n, podemos escrevé-lo comon = 14+2+. ..+ (k—1)+r,
talque 1 <r <k, keZ".
Nesta se¢do primeiramente vamos provar que Dg(n) < k? — k baseado no Teorema 2.7.2 e

depois vamos melhorar esse limite para k* — 2k — 1 para k > 4. Também apresentaremos um
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limite inferior.
o

Seja A = UAZ-, onde A; denota o conjunto que contém todas as particoes de i, conforme

=1
definido em 2.1.2.

Definigao 2.8.1 Para A = (A, \a,...) € p = (1, o, ...) € A, definimos uma ordem parcial,

ou seja, reflexiva, antissimétrica e transitiva por:
A< pu<= N\ <, parat=1,2,...

Lema 2.8.1 Sejam x1,z3,... € y1,Y2,... (nao necessariamente em ordem nao crescente) as

partes das particoes x ey, x,y € A, respectivamente. Se x; < y;, para i > 1, entdao x < y.

Demonstracao: Sem perda de generalidade assumimos que w1, s, ... estdao em ordem nao
crescente. Se y; < yo, trocamos y; e yo e x; < y;, para ¢ > 1, continua valendo. Se ys < ¥,
trocamos 1, e y3 e assim x; < y;, para ¢ > 1, continua valendo. Continuando com esse processo,
podemos rearranjar todos os yis em ordem nao-crescente e x; < y;, para i > 1, e assim = < y.

]
Teorema 2.8.1 Se A\, u€ A e X\ < entao B(N\) < B(u).

Demonstracao: Seja A, u € A entao para algumn € N*, A € A, e para algumm € N*, u € A,,.
Sem perda de generalidade suponha que A = (A, Ao, ..., A\s) Fneque p= (ug, pio, ..., 1) Em

Entao as partes de B(A) s@o x1 = s, 9 = A\ — 1, 23 = Ay — 1,..., T4y = As — L.
Analogamente as partes de B(p) sdoy1 =1t, yo=p1 — 1, ys=po — 1,..., ypo1 = py — L.
Como x; < y;, para i > 1, pelo Lema 2.8.1, temos B(A) < B(u). m

Combinando o Teorema 2.8.1 com o Teorema 2.7.2, podemos mostrar o proximo Teorema.
Teorema 2.8.2 Sejan=1+2+...+(k—1)+7r, 1 <r <k. Entdo:
DB(TL) S k’Z —k

Demonstracao: Seja A F n. B suficiente mostrar que dg(\) < k* — k. Escolha p ¢ v tal
que p - (1+24+...+k—-1),vF Q+2+...4k) ep <A< v Pelo Teorema 2.8.1,
temos que B&* =9 (1) < BE-*(\) < BE -k (1). Note que o Teorema 2.7.2 nos dd B** =% (1) =
(k—1,k—2,...,2,1) e B¥ R () = (k,k—1,...,2,1). Portanto B**~¥)(\) tem a forma ciclica
do Teorema 2.4.1 e assim dg()\) < k? — k. n

Vamos provar um lema andlogo ao Lema 2.7.1, mas agora para ntmeros nao triangulares.
Aplicando esse Lema junto com os Lemas 2.7.2, 2.7.3 e 2.7.4, vamos melhorar o limite superior

de Dp(n) para numeros nao triangulares.

20



Lema 2.8.2 Sejamn=14+2+...+(k—1)4+r, 1 <r <k, AFn eseq()) =<c,c,...>.
(1) Se (o, s civn1) = (Coaky-- o) Claok_1) = ..., OU S€Ja, Ciri = Crrirr para i > 0, entdo
dp(N\) < t—1. (Assim podemos encontrar dg(\) escolhendo talt como sendo o menor possivel.)
(2) Se c; =k —1, cip1 =k, ¢ryi = Cpigr parai > 0, dg(N) > k+1 e (¢ip,...,c-1) F#

(Cty...,Ciyr—1), entao pelo menos (i) ou (ii) do Lema 2.7.1 vale.

Demonstragao: (1) Se ¢4y = ¢ivk para i > 0, entao cada ¢y é 0 numero de partes de
alguma particao B-ciclica de n, e assim o Teorema 2.4.1 nos garante que k — 1 < ¢;; < k para
i > 0. Em particular, note que cada linha de ¢;, ¢;11, .. ., ¢iyk_1, n0 diagramag(\), consiste em
k—1ouk 1.

Pela Observagao 2.7.1 item 2), temos que o retangulo formado abaixo de ¢;_; e a direita de
¢;, ignorando os zeros e, se necessario, reorganizando as colunas, nos dd B ()). Observe que
se ¢y = k—1paratodoi=0,...,k—1, entdo haverd 1+2+...4 (k—1) 1’s nesse retangulo,
o que seria uma absurdo, pois ele representa B (\). Assim ¢,,; = k para pelo menos algum
1=0,....k—1

Também nao podemos ter ¢,.; = k para ¢ = 0,...,k — 1, pois chegariamos no mesmo
absurdo do caso anterior e assim temos que ter ¢;1; = k — 1 para algum ¢ =0,... .k — 1. (Ver
Exemplo abaixo com n = 13).

Logo a particiao BEY()\) possui a forma ciclica do Teorema 2.4.1 e assim é uma particao

B-ciclica , e portanto dg(A) <t — 1.

NSNS S SN S

o / / S S e

S S J/ / AR 1 1] 1|11
S S J/ Sl e | 1 1 171 17]0
S S S e | 1 1 1 1101 07]0
S L ews | 1 1 1 1 1101 07]0
S ol ca | 1 1 1 1 0 0701} 07]0

Exemplo: n =13, ouseja, k=5er =3

(2) A demonstracao é andloga a do Lema 2.7.1(2). No ultimo caso, vamos supor por absurdo

quecip=k—1,¢c 441 =k, ek—1<c¢; <k, paraj=t—k+2,t—k+3,...,t—1. Andloga
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a demonstragao de (1) o retangulo abaixo de ¢;_,_; e a direita de ¢;_ no diagramag(X), nos
mostra que BV ()\) é B-ciclica. Assim, pelo Teorema 2.4.1, B=*F=1+) () = B+ ()) para
i > 0. Contando o nimero de partes de cada partigao, temos (¢;_g,...,¢—1) = (Cty -+, Ctak—1),

o que contradiz a hipdtese.. [

Teorema 2.8.3 Seja n um nimero nao triangular, n =1+2+ ...+ (k—1)+r, 1 <r <k.
Entao:

(1) Ds(n) < k? — 2k — 1 para k > 4.

(2) A igualdade vale quando k >4 er =k — 1

Demonstragao: (1) Se k = 4 temos que r pode assumir os valores de 1, 2 ou 3 e assim n
pode assumir os valores de 7, 8 ou 9. Dg(7) = 4 pela Figura 2.8, Dp(8) = 5 pela Figura 2.15
e Dg(9) = 7 pela Figura 2.22. Portanto Dg(n) < 7 para k = 4, e assim podemos assumir que
k> 5.

Sejam A b n e seqa()\) =< ¢1, ¢, ... >. B suficiente mostrar que dg()\) < k% — 2k — 1. Seja
B®1(X\) uma particio B-ciclica para algum ¢ > 1. Logo o Teorema 2.4.1 nos da ¢,4; = Crpitn
ek—1<c¢y; <kparai >0, e assim pelo Lema 2.8.2(1), dg(\) < ¢ — 1. Também podemos
assumir ¢, = k — 1 e ¢y 1 = k, ja que r # k, e escolhemos tal ¢ como o menor possivel.

Set <k,entao dg(\) <t—1<k—1<k*—2k—1,jaquek >5.

Logo, assumimos t > k+ 1 e (¢i—g,...,c—1) # (¢ty-- ., Car—_1), j& que escolhemos o menor ¢
possivel. Assim, pelo Lema 2.8.2(i7), pelo menos (i) ou (i7) do Lema 2.7.1 vale.

Se (i7) vale com g = p + k, temos (p,q) = (t —k + 1,t + 1). Note que o Lema 2.7.2 nos da
p+k<n+1 Assim,dg(\) <t—1=p+k—-2<n—-1<k*—2k—1jiquek>5.

Se nao, (i) ou (i7) vale e ¢ < p+k — 2, pelos Lemas 2.7.3 e 2.7.4, a seqz(\) tem no maximo
k* — 3k — 1 termos antes do termo c¢,. Logo, dg(A\) <t —1<(p—1)+k < (K*—3k—1)+k =
k? — 2k — 1.

Se nao, suponha por absurdo que (i) ou (i7) vale com ¢ = p 4+ k — 1: se (i) vale com

q=p+k—1, temos que (p,q) = (t — k,t —1) e ;-1 = k+ 1, o que é uma contradicao,

k elementos

pois teremos (cp, ..., ¢,) = (M) = (k—1,k,...,k,k+1). Fazendo a soma desses k
elementos ¢, +...+c¢,=(k—1)+ (k—2)k+k+ 1= (k— 1)k + k e pela Proposicao 2.7.1(2)
essa soma ¢ no maximo (kK — 1)k +r, 1 <r < k. Se nao (i) vale com ¢ = p+ k — 1 e temos
(p,q) = (t—k+2,t4+1)eci o =Fk—2, 0 que é uma contradigao, ja que, comparando as
linhas de ¢;41 € ¢; no diagramag(A), temos que ¢; 1o # k — 2.

(2) Suponha k >4 er = k—1. Por (1), é suficiente exibir A - n tal que dg()\) = k? — 2k — 1.
Seja A = (A, Aoy ooy Ay Apyr),onde Ay =k — 1, o=k —2 N\, =k—i+ 1parai=3,4,...,k
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Figura 2.22: Diagrama B-shift de n=9, estilo RadialDrawing

e M1 =1 Assm A= (k—1,k—2k—2k—3k—4,...,3,2,1,1). Fazendo a matriz asso-
ciada M) temos que as diagonais de 1 a (k — 1) sdo formada apenas por 1’s, a diagonal k é da
forma (0,0,1,...,1,1), a diagonal k+ 1 é da forma (0,0,0,...,0,0,1) e as diagonais abaixo da

diagonal k£ 4 1 sao formadas apenas de 0’s.
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11 1 1 00

11 1 0 0 00 y
—12linha = A
h=Lllinh 10 0 0 0 00
kHinfa 00 0 0 0 00
ke 1000 0 0 0 0 0

Com a forma da matriz M, definida, ao aplicar k vezes o processo B-shifting em M), apenas
Dy, (k + 1) é alterada, pois as outras diagonais sao formadas apenas por 1’s ou sao formadas
apenas por 0’s e a diagonal £ permanece a mesma também pois possui k elementos. Note que
nessas k vezes foi preciso apenas utilizar o Passo 1 do processo (Shift Circular Diagonal) por
causa da configuragdo de M,. Assim, as diagonais Dy, (k + 1) e Dy, (k) se comportam da

seguinte maneira:

f Processo B-shifting em M), (Passo 1) Dy, (k) Dy, (k+1)

k (0,0,1,...,1,1,1) | (0,0,0,...,0,0,1,0)

e e
2% (0,0,1,...,1,1,1) | (0,0,0,...,0,1,0,0)

pe Kt
(k — 3)k (0,0,1,...,1,1,1) | (0,0,1,0...,0,0,0)

) e
(k—3)k+ (k —1) (0,1,1,...,1,1,0) | (0,1,0,0,...,0,0,0)

pe e

Assim depois de aplicados (k — 3)k + (k — 1) = k* — 2k — 1 vezes o Passo 1 do processo

B-shifting em M), chegamos em uma matriz My com a seguinte configuracao:

o4



11 1 1 00

11 1 0 0 00 y
—12linha = 0
h=Lllinh 11 0 0 0 00
kHinfa 01 0 0 0 00
Ffigha 10 0 0 0 0 0 0

H& mais 1’s na segunda coluna do que na primeira, logo precisamos aplicar o Passo 2 do processo

B-shifting em Mj e assim obtemos a matriz MB(kz—Qk—l)( A que ¢ a matriz associada da particao
B*E=2-1(X). Logo B*~2+-D(\) = (k,k — 1,k —2,...,3,2) e portanto dg(\) = k? — 2k — 1.

11 - 1 100
11 -~ 1 100
11 1 0 0 00 -
EeRligha |91 9 0 0 0 0 - B
Kllinha 10 0 0 0 00
FMwhe g 00 0 0 00

[
Até agora obtemos um limite superior para Dg(n) no Teorema 2.8.3. A seguir iremos

determinar um limite inferior para Dp(n) que é conjecturado como o valor exato.

(k—=3—rk+r+2 para 1<r<|[E1]
Dg(n)>< n—k+1 para = 52| ou 2]
(r—2)k+r para |") <r <k

Demonstracao: E suficiente exibir A F n tal que ds(\) é o valor do respectivo limite inferior
para Dg(n).

Vamos considerar trés casos:

Caso (1) 1 <r < [E2]: Seja A= (A1, Ao, ..., Ag) tal que Ay =k — 2, \; = k — i para
i =23,...,k—r—1, el =k—j+1paraj=k—rk—r+1,...,k Seja M, a sua

matriz associada. Assim as diagonais de 1 a (k — 2) s@o todas compostas de 1’s, Dy, (k— 1) =
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r4+1
——
(0,1,1,...,1) e Dy, (k) = (0,0,0,...,0,1,1,...,1), e as diagonais abaixo de Dy, (k) sao todas
——— ~

J/

-~
k—1 k

nulas. Com essa configuragao dada, ao aplicar (k— 1) vezes o processo B-shifting em M), sendo

necessario apenas o Passo 1, somente Dy, (k) se altera. Logo temos o seguinte comportamento

na matriz M,y:

& Processo B-shifting em M) (Passo 1) Dy, (k—1) Dy, (k)
r+1
——
(k—1) (0,1,1,...,1,1,1,1) | (0,0,0,...,0,1,1,...1,0)
k-1 &
r+1
—
20k — 1) (0,1,1,...,1,1,1,1) | (0,0,...,0,T,1,...,1,0,0)
k-1 &
r—+1
——
(k—r—2)(k—1) (0,1,1,....1,1,1,1) | (0,T,1,...1....,0,0,0)
k1 &

Assim depois de aplicados (k —r —2)(k — 1) vezes o Passo 1 do processo B-shifting em M,
chegamos em uma matriz My e andlogo a demonstracao do Teorema 2.8.3, usando o Passo 2

do processo B-shifting, obtemos a matriz Mpx-—r—2k-1)(y) que é a matriz associada da particao
T

——
BET=2Gk=D()\) = (k — 1,k — 2,k —3,...,3,2,1) + (0,0,1,1,...,1,0,...,0) que por sua vez
é B-ciclica e, portanto, dg(\) = (k—r—2)(k—1) = k*—k—kr+r—2k+2 = (k—3—7r)k+r+2.
Caso (2) r = 52| ou [E2]: Seja A = (1,1,...,1).

Vamos provar primeiramente através de inducao sobre i que:
BUAFSEAD Ny — (n — (1424 ...,0),4,i —1,i—2,...,2,1) (2.4)

parat=1,.... k— 2.

Por defini¢io da aplicagao B-shift, B(A) = (n) e B#()\) = (n —1,1). Assim, (2.4) vale para
1 =1.

Agora suponha que (2.4) vale para i = k — 3 e vamos provar que vale para i = k — 2. Assim,

sejaz=1+14+2+3+...4+ (k—3), temos:
BAN) = (n—(1+424.. +(k=3)), k=3,k—4,...,2,1) = (k=2)+(k—1) 47, k—3,k—4,...,2,1)

e assim a sua matriz associada Mg é da forma:
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111 1 1 100
111 1 00
111 1 0 000
111 0 0 0 000

Mgo=| 110 0 0 0 000
100 0 0 0 000
100 0 0 0 00O
100 0 0 0 00
000 0 O 0 000

As diagonais de 1 a (k — 2) de Mg s@o formadas apenas por 1’s. Portanto a cada vez
aplicado o processo B-shifting em Mgy apenas as diagonais com indices maiores que (k — 2)
sao alteradas. Note que a coluna 1 possui (k —2) 4+ (k— 1)+ 1’s e a coluna 2 possui (k — 3)
1’s. Sendo assim aplicando o Passo 1 do processo B-shifting em Mp.) a coluna 2 fica maior
que a coluna 1 e portanto precisamos aplicar o Passo 2 para encontrarmos Mp+1). Aplicando
o Passo 2 a diagonal (k — 1) recebe um novo 1 que é o mesmo 1 que a coluna 1 perde.

Assim, ao aplicar o processo, aumentou-se um 1 na diagonal (k — 1) e diminui-se um 1 na

coluna 1. Seguindo com o raciocinio temos:

# Processo B-shifting em Mp.) D, (k—1) Quantidade de 1’s na coluna 1
0 (1,0,0,...,0) (k—2)+ (k—1)+7r
k—2
1 (1,1,0,0,...,0) (k—=3)+(k—1)+r
k—3
2 (1,1,1,0,0,...,0) (k—4)+k-1)+r
k—4
(k —3) (1,1,...,1,1,0) 1)+ (k—1)+7r
—— ————
k—2
(k —2) (1,1,...,1,1,1) (k—1)+r
——— ————
k—1
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Logo, as diagonais de 1 a (k — 1) de My+@x-—2) sdo formadas por 1’s e a coluna 1 possui
(k—1) 4+ r 1I’s. Sendo assim My+x-2) é a matriz associada da composicio BE+HE=2)()\) =
BUFIHZES+ A=) — (K — 1)+ 7 k—2,k—3,...,2,1) e assim terminamos a demonstracio da
inducao.

Sejay=z+(k—2)=(1+14+2+3+...4+ (k—2)), logo, como demonstrado acima as
(k — 1) primeiras diagonais da matriz Mg sao formadas apenas por 1’s, e assim utilizando o
mesmo raciocinio utilizado, a cada aplicacao do processo B-shift em My, apenas as diagonais

de indice maiores que (k — 1) s@o alteradas e assim:

# Processo B-shifting em Mpy,) D, (k) Quantidade de 1’s na coluna 1
0 (1,0,...,0) (k—1)+r

k

1 (1,1,0,...,0) (k—1)+7r—1

k

2 (1,1,1,0,...,0) (k—1)+7r—2

(r—2) (1,1,...,1,0) (k—1)+2

——N—
(r—1) (1,1,1,...,1,0 (k—1)+1
k

Assim, as diagonais de 1 a (kK — 1) de My+-1) sao formada por 1’s e a coluna 1 possui
(k—1)+ 1 1’s. Sendo assim Mpgu+e-1)) é matriz associada da parti¢ao
Butr=(\) = (k-1 +1,(k—2)+1,...,(k—r)+1,...,3,2,1) que é B-ciclica e portanto
dgN)=y+(r—1)=141+24+3+... +(k-2)+(r—1)=n—k+1.

Caso (3) L%J <r <k:Sejal= (A, ..., Agr1)onde \; = k—iparai=1,2,..., k—r+1,
Ni=k—j+lparaj=k—r+2,k—r+3,...,ke Xy = 1. Seja M, a sua matriz associada.

r—1
—
Assim as diagonais de 1 a (k — 1) sao todas compostas de 1’s, Dy, (k) = (0,0,...,1,1,...,1) e

J/

k
Dy, (k+1)=1(0,0,...,0,1). Logo temos o seguinte comportamento na matriz M,:
——— ——

k+1
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# Processo B-shifting em M), (Passo 1) D, (k) Dy, (k+1)
r—1
—
k 0,0,....T1,. 1) (0,0,...,0,1,0
e k+1
r—1
—
2% 0,0,.... 11, 1) (0,0,...,1,0,0
be k1
r—1 : r—1
— ———
(r — 2)k 0,0,....T1,. 1) | (0,0,....1.0,-..,0,0)
e e
r—1
—
(r—2)k+ (r — 1) (T.1,....1,0,...,0) (1,0,...,0,0)
~ — —_———
k kt1
r—1
—
(r —2)k + (r) (0,1.1,....1,0,...,0) | (0,1,0,...,0,0
* k1

Assim depois de aplicados (r — 2)k + (1) vezes o Passo 1 do processo B-shifting em M,,
chegamos em uma matriz My e andlogo a demonstracao do Teorema 2.8.3, usando o Passo 2
do processo B-shifting, obtemos a matriz Mge-2k+(y) que € a matriz associada da particao
Br=2k+)(\) = (k—1)+1, (k—=2)+1,(k=3)+1,..., (k—7)+1, (k—r+1), (k—r+2),...,3,2,1)
que por sua vez é B-ciclica e, portanto, dg(\) = (r — 2)k + (r).

2.9 Conjectura

Em [4] foi langada a seguinte conjectura, que até o presente trabalho nao se tem noticia de que

foi provada.
Conjectura 2.9.1 No Teorema 2.8.4, “Dg(n) >" pode ser substituido por “Dg(n) =".

A conjectura foi confirmada quando r =k — 1, k e paran = 3,4, ..., 36, ver Tabela 2.1.
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Capitulo 3

Paciéncia Carolina: Uma variacao da

Paciéncia Bulgara

Vamos neste capitulo definir formalmente a Paciéncia Carolina, criada por Andrey Andreev
e os elementos usados para mostrar as relagoes com a Paciéncia Bulgara e também demonstrar

alguns resultados andlogos ao da Paciéncia Bulgara.

3.1 Composicoes e aplicacao C-shift

Definigao 3.1.1 (Composigao) Seja n um inteiro positivo, dizemos que

A= (A, .., N) €Z5, s =1,...,n, é uma composi¢cao de n, e escrevemos A | n, se
S

AN >0, Vi=1,...,s¢ Z)‘i =n. Assim como na particao, \;, 1 = 1,...,s € i-ésima parte

i=1
da composi¢ao e também o seu comprimento (tamanho) é |\ = s.

A diferenca entre composicao e particao de um numero, é que na composicao nao necessari-
amente as partes tem que estar em ordem nao crescente e se estiver a composicao coincide com

a particao.

Exemplo 3.1.1 A = (6,1,6) é uma composi¢ao do nimero 13 e possui 3 partes, |\ = 3.

pw=(1,1,1,1,5,3,8) € uma composi¢ao do nimero 20 e possui 7 partes, |u| =T.

Definicao 3.1.2 Seja n um inteiro positivo, definimos I';, = {\ | A\ = n} o conjunto de todas

as composigoes de n.

Anélogo as partigoes de um inteiro n, vamos definir uma aplicagao de I',, em I'), e posteri-

ormente a “Paciéncia Carolina”.
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Definigao 3.1.3 Dado um inteiro positivo n e X = (A1, Aa, ..., As) = n. Definimos por
C-shaft a aplicacao, C : T, — T',,, que associa A a uma nova composicao de n denotada por
C(N), obtida da seguinte maneira:

i) diminui-se uma unidade de cada parte N;, i =1,...,s. i=1,...,s.

ii) Descarta(m) se a(s) parte(s) nula(s), caso houver.

iii) Cria-se uma nova parte de tamanho s, colocando-a como primeira parte.

Observacao 3.1.1 Assim como na aplicagio B-shift, se A\ = n possui s partes entdo C(\)

possui no mdzrimo s+ 1 partes.

Exemplo 3.1.2 Seja A = (1,5,1,7) = 14, logo C(\) = (4,4,6). Se p=(2,3,1,4) = 10, entao
Cu) = (4,1,2,3).

Utilizando a mesma ideias de blocos, podemos ver geometricamente o comportamento de

C-shift, conforme ilustra a Figura 3.1

C-shift 1
—  » [ N
B
B

]

EEENE

]
EEEEEN
EEEEEN

>
I
=
!
L
-]
—
)
~
> 9
S—
]
™
L
=

Figura 3.1:

Definigao 3.1.4 (Paciéncia Carolina) Dada uma composicio A de um inteiro positivo n,

descrevemos a “Paciéncia Carolina” de A como sendo a sequéncia:
A C(N),CP0N),...

onde CD(N), i € ZT, representa a composicdo de n, obtida através de sucessivas aplicacies de
C-shift em X, no total de i vezes. Nesse caso dizemos que C%(\) € a i-ésima iterada de X pela

aplicagao C-shift.
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Ou seja, a “Paciéncia Carolina” de uma composigdo A = n, pensando como um sistema

dinamico no conjunto I',, com a aplicacao C-shift, nada mais é do que a sua érbita.

Exemplo 3.1.3 Seja A = (2,1,1,1,1) | 6, entdo temos C(\) = (5,1), CA(\) = (2,4),
CHN) = (2,1,3), CY(N) = (3,1,2), CO(\) = (3,2,1), CO(N) = (3,2,1), ... .

Exemplo 3.1.4 Seja pn = (6,1) = 7, assim temos C(p) = (2,5), CP(n) = (2,1,4), C® (u
(3.1.3), €9(1) = (3.2.2), CO(u) = (32,1, 1), CO) = (4,2,1), €D () = (3.8,1), €O (1) =
(3.2,2), €O () = (3.2,1,1), CH(u) = (4.2,1), ...

~—

Observe que no Exemplo 3.1.3 apds 5 iteradas de C em A\ chegamos em uma composicao que
nao se modifica mais através de C. Ja no Exemplo 3.1.4, apés 4 iteradas de C em p chegamos

em uma composicao que se repete ao longo da sequéncia de iteradas.

Definigao 3.1.5 Dizemos que uma composicao = (1, pia, - - ., bs) = n € uma permutagdo
da composi¢ao X = (A1, Mg, ..., Xs) E n, se as partes p; de p sao permutacoes das partes \; de
ANt=1,...,s.

Exemplo 3.1.5 A composicio = (2,1,2,4) =9 € uma permutac¢ao da composi¢ao
A=(1,4,2,2) 9.

Pela defini¢ao, podemos observar que dada uma composi¢ao p = (p1, f2, ..., fs) = n ela
¢ sempre uma permutagdo de uma unica particaio A = (Aq, Ag,..., As) F n. Por exemplo, seja
pw = (2,1,4,5) | 12, organizando suas partes em ordem nao crescente, temos que g é uma

permutacao da partigao A = (5,4,2,1) - 12.

Observacao 3.1.2 Um fato interesante e importante que serd utilizado em demonstragoes é
que se i = n € uma permutacio de A - n, entdo Vi > 0, C? () = n € também uma permutacao
de BY(X\) F n. Isso vem direto das definicoes de B-shift e C-shift jd que ambas as aplica¢des
fazem exatamente o mesmo a menos de ordem das partes. Assim no mesmo “nivel” i de iteracdo

sempre teremos a permutacao entre a composicao e a particao.

3.2 Composicoes ciclicas, d¢(\) e De(n)

Analogamente para uma particdo pu F n B-ciclica, dg(p) e Dg(n) na Paciéncia Brlgara,
podemos definir uma composigao A = n C-ciclica, d¢(A) e De(n) na Paciéncia Carolina.

Sejam n um inteiro positivo, A jEneC: T, — T',.
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Definicao 3.2.1 Dizemos que X é C-ciclica, ou simplesmente ciclica, de periodo i, se i € o
menor inteiro positivo tal que CD(\) = . Assim o conjunto O(X) = {\,C(A\),CP(N\),...,C=V(\)}
¢ a sua orbita periodica, ou ciclo, e o seu periodo € i. Nesse caso também podemos dizer que A

¢ periodica de periodo 1.

Observagao 3.2.1 (1) Se i =1 dizemos que A € uma composi¢ao fixa.

(2) Se a composicdo \ é ciclica de periodo i, entdo O(N) = O(C(N)) = ... = O(CED(N))

No Exemplo 3.1.3 (3,2,1) é uma composi¢ao fixa, enquanto no Exemplo 3.1.4 (3,2,2) é uma

composicao C-ciclica, de periodo 4.

Definicao 3.2.2 Definimos de(\) como sendo o menor inteiro i > 0 tal que C% () é C-ciclica

e De(n) := maz{dc(\) | X E n}.
Analogamente, vale também a mesma interpretacao da Observacao 2.2.2.
Exemplo 3.2.1 A= (4,1) = 5. Fazendo as iteracoes em A obtemos:
4152352125610 56.2522)561,0)5 ..
Assim de(X\) = 3 pois a composicio = C3(\) = (3,1,1) é C-ciclica, ji que C® (u) = p.

Exemplo 3.2.2 D¢(4) = 3, pois as composi¢oes de 4 sao: (1,1,1,1),(3,1),(1,3), (2,2),
(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2),(4), e:

(1,1,2)
le
1,1,,1) S @ S 13 S 22 S 2Ly S 610 S22 Sen). ..
Te
(1,2,1)

Pelo diagrama acima de(1,1,1,1) =3, de(3,1) =0, de(1,3) =1, de(2,2) =0, de(2,1,1) =
07 dC<1727 1) = 17 dC(L 172) = 17 dC(4) =1

Os valores de D¢(n), 4 < n < 36, sao mostrados na Tabela a seguir, calculados computa-

cionalmente. A representacao de n é da forman=14+2+3+...+(k—1)+r, 1 <r <k.
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k=3 k=4 k=5 k=6 k=1 k=8
r=1|Dc(4)=3|De(7)=6 | Dc(11) =11 | De(16) = 19 | Dc(22) = 29 | Dc(29) = 41
r=2|Dc(5)=5| De(8) =8 | De(12) =12 | De(17) = 17 | Dc(23) = 23 | Dc(30) = 34
r=3|Dc(6) =8| Dc(9) =10 | Dc(13) =13 | Dc(18) = 18 | D¢(24) = 24 | D¢(31) = 31
r=4 De(10) =15 | De(14) = 18 | De(19) = 21 | De(25) = 25 | De(32) = 32
r=>5 De(15) = 24 | De(20) = 28 | De(26) = 32 | De(33) = 36
r=6 De(21) = 35 | De(27) = 40 | De(34) = 45
r=7 Dc(28) = 48 | D¢(35) = 54
r=8 De¢(36) = 63

3.3 Caracterizacao das Composicoes Ciclicas

Vamos tracar o mesmo caminho que foi feito para a “Paciéncia Bilgara” para encontrarmos
a caracterizacao das composicoes ciclicas e assim vamos definir uma matriz formada apenas por

0’s e 1’s que represente uma composicao.

Definigao 3.3.1 Dada uma composi¢cio X\ = (A1, Ao, ..., As) |E n definimos por My a sua

matriz assoctada, se forma que:

1, se g <sei<\j;

M/\ = [mij]‘;‘}:l, onde mi; =

0, c.c.

Portanto, a matriz associada é a mesma usada para particoes.

Exemplo 3.3.1 Seja A =(2,5,3,2,4) E 16, entao:

M, =

o O O O O = =
O O == = =
o O O O ===
o O O O O = =

1
1
1
1
0
0
0

o O O o o o O
o O O o o o O

ou seja, o numero de 1’s de cada coluna corresponde a respectiva parte da composicao.
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Anélogo ao processo B-shifting para particoes p, vamos definir o processo C-shifting para
composigoes A, para obtermos Mc(n), Me@)(y, - - -, & partir de My somente deslocando 0’s e 1’s

das diagonais da matriz associada.

Definicao 3.3.2 (Processo C-shifting) Sejam A = (A, Ao, ..., As) = n e My = [my] a
sua matriz associada. O processo de obtengao de My a partir de My, chamado de Processo
C-shifting, € composto de no mdzrimo 2 passos:
Passo 1: Shifting Circular Diagonal: E 0 mesmo Passo 1 do processo B-shifting para
parti¢oes, descrito na secdo 2.4. Apds esse passo, obtemos uma nova matriz, denotada por M} .
Note que a quantidade de 1’s nas colunas de M} sdo s,A\; —1,Aa —1,..., A —1,0,0,....
SedNi—1=0e)XN1—1>0 para algum i, 1 =1,...,s, ou seja, se tivermos uma coluna de
M toda nula e a coluna posterior ndo nula, entdo precisamos de um passo extra para obtermos
Meyy. Caso contrdario, My = Mey).
Passo 2. Shifting pela Esquerda: Sempre que para algum inteiro positivo j tal que a coluna
j de M for toda nula e a coluna (j + 1) de M} nao for, removemos a coluna j e deslocamos
cada coluna com indice maior para a esquerda. Repetimos esses deslocamentos até nao existir

tal inteiro j. A nova matriz € Me(y).

Observacao 3.3.1 Note que o Passo 1 do processo faz com as colunas de My o equivalente com
o que a definicao da aplicagao C-shift faz com as partes da composicao. As vezes € necessdrio
o Passo 2, pois quando uma coluna € toda nula e a posterior nao, isso quer dizer que hd uma
parte nula na composicao e a posterior nao nula e assim hd a necessidade de eliminac¢ao dessa

coluna da matriz (respect. parte da parti¢io)

Observagao 3.3.2 Com a defini¢ao do processo C-shifting, a partir de My obtemos Moy,
Vk € ZF e portanto, obtemos a composicio C*)(N). Ou seja, sempre que conveniente, ao invés
de trabalharmos com a aplicagao C-shift em X\, iremos trabalhar com o processo C-shifting

em M.

Exemplo 3.3.2 Sejam A\ = (3,2,4) = 9 e M) a sua matriz associada. Pela defini¢ao da
aplicagao C-shift, sabe-se que C(A\) = (3,2,1,3). Aplicando o processo C-shifting em M, obte-

mos:
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My =

[ R = S
o O = =

—_ = =
o O O O

Passol
— M;\ = MC()\) =

Exemplo 3.3.3 Para A\ = (1,3) =4 temos:

0
0
M, 0
0

O = =

1
0
=0
0

Passol
— M|

1
1
)\:O
0

o o o O
S O ==

Passo2
—

O = =

Moy =

o O = =

o o o =

O = =

o O = =
o O = =
o O O O

Foi necessdrio a utilizacdo do Passo 2 pois ao aplicar o Passo 1 a coluna 2 de M ficou toda

nula.

Vamos demonstrar o proximo resultado que caracterizaa as composicoes C-ciclica.

Teorema 3.3.1 Sejan=1+2+3+...+(k—1)+r, 1 <r<k, keZ".

A = n € C-ciclica se, e somente se, \ tem a forma ciclica:

(k=14 6k_1,k—2+ 0k_o,..

k—1
onde cada 6; ¢ 0 ou 1,1=0,...,k—1, GZ(L:T.
i=0

.24 09,14 61,00)

Demonstragao: (<) Analoga a demonstragao do Teorema 2.4.1(<=), trocando B-shifting por

C-shifting.

[\v) =
& o
S 3
3 3
= =
S| S|

1 - 1 1 4
1 1 6 0
1 0.3 0 0 0
S 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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(=) No processo C-shifting, notamos que o Passo 1 sempre mantém as entradas da matriz
associada na mesma diagonal, enquanto que no Passo 2 sempre deslocamos algumas entradas da
matriz para diagonais de indice menor. Assim para qualquer composicao C-ciclica u, devemos
usar apenas o Passo 1 no processo de obtengao da matriz Me(,).

Sejam A = n uma composicao C-ciclica e M) a sua matriz associada. Suponha que A nao
possui a forma ciclica. Assim para algum w € N*, ha um 0 na w-ésima diagonal e um 1 na

(w+1)-ésima diagonal na matriz M), ou seja, Dy, (w) = (...,0,...) e Dy, (w+1) = (..., 1,...).
N—— ——

w w—+1
Como a série de processos C-shifting de M, para Mc(y), para Mee)(y) € assim por diante

envolve apenas o Passo 1, em algum momento chegaremos em uma matriz My cuja entradas
(2,w—1)e (3,w—1) sdo iguais a 0.

Assim o processo C-shifting de My para M) envolve o Passo 2, o que ¢ um absurdo.

)
11 - 1 1 11
11 - 1 100
11 .- 0 100

:M/\
11 1 0 0 00
wllinha 110 0 0 00
wilflighe 1 9 0 0 0 0 0 0
11 1 1 11
11 1 0 10
11 1 0 00

— M,

Corolario 3.3.1 Sejan =T, =1+4+2+3+...+k, k € Z", entao (k,k—1,...,2,1) € a tnica

composicao de n que é C-ciclica.
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Demonstragao: Seja A\ = n uma composicao C-ciclica, assim pelo Teorema 3.3.1 A = (k— 1+
k—1

Op—1,k —2+0p—2,...,24+ 93,1+ 91,0p), onde cada §; 6 0oul,i=0,...,k—1, ¢ Z(Si = k.
i=0

Logo §; =1Vi,i=1,...,k— 1, e portanto, \ é escrita de maneira unica. [

Portanto, a caracterizacao das composicoes ciclicas é a mesma das particoes ciclicas.

3.4 Calculo de D¢(n) para niimeros triangulares

Pelos Teoremas 2.4.1 e 3.3.1 temos que A = n é C-ciclica se e somente se A F n é B-ciclica.
Portanto, o nimero de ciclos para a Paciéncia Carolina é o mesmo que na Paciéncia Bulgara.
A seguir veremos alguns resultados que envolvem a relacao entre Paciéncia Bulgara e

Paciéncia Carolina que serao fundamentais para o calculo de De¢(n).

Proposicao 3.4.1 Sejamn =142+ ...+ k e A |=n. Entao A\ é uma permutagdo
de (k,k—1,...,2,1) se, e somente se, de(A) < k — 1.

Demonstragao: (=) Seja A = n uma permutagao de (k,k—1,...,2,1). Assim
A= (A, Ag, .., ) tal que N, € {k,k—1,...,2,1} e \; # \jsei # j, 4,5 =1,....k Se
M=k, o=k—1, ..., o1 =2eN=1lentdo de(N\) =0<k— 1.

Se nao, pela definigdo de C-shift temos que C(\) = (k, N[, N), ..., \._) tal que
Noe{k—1k—2...21 e N # Nosei#j,ij=1,... k=1 Se N =k—1 X =
E—2,..., N, s=2,eX,_;=1lentdode(N\) =1<k—1

Se ndo, pela definicio de C-shift temos que CP(\) = (k,k — LAY, Ny, ..., \7_,) tal que
Noedk—=2k=3,...,21} e N] # N sei #j,4,7=1,....,k=2. Se \] =k -2, \j =
E—=3,..., Ni_3=2eX_,=1entdo de(N\) =2 <k —1.

Se ndo, continuando com raciocinio, temos que C*2(\) = (k,k — 1,k —2,...,3, X" \J)
tal que A € {2,1},i=1,2e A" #XJ. Se \["=2e N =1 entao de(\) =k —2 <k —1.

Se ndo, C*V(\) = (k,k — 1,k —2,...,2,1) e assim de(\) = k — 1.

(<) Suponha que A nao é uma permutacao de (k,k—1,...,2,1). Logo A é uma permutacao
de alguma partigao X' F n, tal que X # (k,k —1,...,2,1). Como n é um nimero triangular
entdo pelo Teorema 2.4.1 3i > 0 tal que BO(X) = (k,k—1,...,2,1) e B=D(X) =
— (kL k—1,k—2,...,4,3,2).

Como A é uma permutagao de A’ entdo C~V()\) = p é uma permutacio de BU=D(\) =
=(k+1,k—1k—2,...,4,3,2). Logo pu = (p1, pt2, .-, ptx—1) com p; € {k+1,k—1,
E—2,...,432ep; #pjsei#j,i,7=1,....k—1
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Assim pela definigao de C-shift, C(p) = (K — 1, p}, gy, . .., ptf_y) com p € {k, k — 2,
k=332 1} el A plsei# jij=1,... k-1

Seguindo o raciocinio temos que C*~V () = (k,k —1,...,3,1,2), que nio é C-ciclica.

Logo de(p) > k e portanto de(N) > k, o que é um absurdo. "

Combinando a Proposi¢ao 3.4.1 com o Teorema 2.4.1, temos o seguinte corolario que descreve

a relagao entre a Paciéncia Carolina e a Paciéncia Bilgara, quando n é um nimero triangular.

Corolario 3.4.1 Sejamn=1+2+...+k, k € ZT, e A = n uma permutagao de N + n.
(1) de(N\) <k—1<dg(N)=0
(2) Se de(\) > k entdo de(N) —dg(N) =k —1

Demonstragao: (1) = Se d¢(A\) < k — 1 ent@o pela Proposicao 3.4.1 A é uma permutagao de
(k,k—1,...,2,1). Como A é permutacgao de X' - n, entdao N = (k,k —1,...,2,1) e portanto
ds(N') = 0.

(<) Se dg(N) =0 entao N = (k,k—1,...,2,1), pois como n é triangular, pelo Coroldrio
241, (k,k—1,...,2,1) é a unica particao B-ciclica. Como A é permutacao de X entao pela
Proposicao 3.4.1 temos que de(A) <k —1

(2) Se dc(M\) > k entao pela Proposigao 3.4.1, A ndo é uma permutacao de (k,k—1,...,2,1),
logo N # (k,k—1,...,2,1). Como n é triangular 3 > 0, tal que BO(\) = (k,k—1,...,2,1)
e Bi=U(\N) = (k+ 1,k —1,...,3,2) e assim dg(\) = i. Como \ é permutaciao de X' entdo
C=V()\) = p é uma permutacdo de B V(N) = (k+ 1,k —1,...,3,2). Assim C(u) = (k —
Lpi, phoy ooy i) com p; € {k,k—2,k—3,...,2, 1} e pi; # pj parai # j, i,5 =1,...,k— L.
Aplicando repetidamente C-shift em C(u) temos C*=2(C(n)) = C*V(u) = (kk — 1,k —
2,...,3,1,2) eassim C¥) (y) = CW(CD(N\)) = (k,k—1,k—2,...,3,2,1). Logodc(\) = k+i—1
e portanto de(A\) —dg(N)=k+i—1—i=Fk—1. n

Combinando o Corolario 3.4.1 com o Teorema 2.7.2 podemos provar o proximo teorema.
Teorema 3.4.1 Sen=1+2+...+k, k€ Z", entdo Dc(n) = k* — 1.

Demonstragao: Vamos mostrar que De(n) > k? — 1 e depois que De(n) < k% — 1 e assim
provamos o teorema.

Para mostrar que Dc(n) > k* — 1 basta exibirmos A = n tal que de(\) = k* — 1, ja
que De(n) = mazx{de(A\);\ = n}. Seja A = n uma permutacao de X F n, tal que N =
(AL A o A ), onde Ny = k=1, \i =k—i+1,i=2,...,ke ), = 1. Pela Proposicao 3.4.1
de(A\) > k, ja que A nao é uma permutagao de (k,k—1,...,2,1). Pelo Corolario 3.4.1(2) temos
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que de(A\) —dg(N) = k —1 e pela demonstragao do Teorema 2.7.1 sabemos que dg(\') = k? — k
e portanto de(\) = k* — 1.

Para mostrarmos que D¢(n) < k? — 1 temos que mostrar que de(A\) < k? — 1, VA | n. Seja
A E n, se A for uma permutacao de N = (k,k —1,...,2,1), como dg(\') = 0, pelo Corolério
3.4.1 temos de(\) <k —1<k?—1.

Se A nao for uma permutagao de N, entao pela Proposicao 3.4.1 d¢(\) > k e pelo Corolério
3.4.1:

de(\) —dg(N) =k —1=de(N\) =k —1+dp(N) <k*—1

pois pelo Teorema 2.7.2, dg(\) < k* — k.

3.5 Calculo de Limites de D¢(n) para nimeros nao tri-

angulares

Proposicao 3.5.1 SejaAEnen=142+...+(k—1)+r, 1 <r<k.
(1) Se A é uma permutagdo de alguma composicao C-ciclica de n, entao de(N) < k —1

(2) Se A nao é uma permutacao de alguma composicao C-ciclica, de n, entao de(\) >k — 1.

Demonstragao: (1) Seja p uma composicao C-ciclica, dada na forma ciclica do Teorema 3.3.1.
Seja A = (A1, Ag, ..., A\x) uma permutacao de p.

SeMi=k—140_ 1, =k —240k_9,...,_1 =1+ e \y = d entao A tem a forma
ciclica e assim de(\) =0 < k — 1.

Se nao, pela definicao de C-shift, temos
C(/\) - (k -1+ 507 /\,1’ /\,2’ BRI )\;C,1>

tal que (A}, Ay, ..., \,_;) é permutacao de (kK — 2+ g1,k — 3+ Op—2,...,2+ 03,1 + 09,01). Se
N =k—=2+0,1,\; =k —34+60k2,...,\,_o =14+ e \,_, = dp, entdo C(\) tem a forma
ciclica e assim de(\) =1 <k — 1.

Se nao, temos

C(2)()\) = (k —1 —|—51,k— 2+5O;)\,1/7A/2,7"'7A/k:—2)

tal que (A], A5, ..., A\}_5) é permutacdo de (k —3 + dp_1,k — 4+ 0p—2,...,2 4 04,1 + 03,02). Se
N =k—=34+0_1, N =k —4404_2,...,N[_3=1+405 e \]_; = 09, entdo C?()) tem a forma
ciclica e assim de(\) =2 < k — 1.
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Se nao, continuando com o raciocinio
CHF VN = (k=14 080,k —2404_g,..., 14, 01)

que possui a forma ciclica e portanto de(A) =k — 1.

(2) E facil verificar que a afirmacio ¢ valida para k < 3. Logo, vamos assumir que k > 4.
Se A ndo é uma permutacio de alguma composicio C-ciclica de n, entdo existe p = C®(\),
para algum ¢ > 0, tal que g nao é uma permutacao de alguma composigao C-ciclica e C(u) é
permutagao de alguma composicao C-ciclica. Desse modo, p é permutagao de uma partigao

pré-ciclica, vistas na Secao 2.6, ou seja, u é uma permutacgao de:
C=(k+0p—1,k—2+ 03,k =34 0p—4,...,3+ 62,24 01, 02 + do)
com 0y < Op—2 € (0p—1,0k—2) # (0,1)
ou
V= (k+0p—1,k =1+ 02,k =34 0k—s,...,3+ 02,2+ 61)

com 0g =0 e dp_3 = 1.

Utilizando o mesmo raciocinio da demonstracao de (1) temos:

C(k_Z)(C) - (k -1+ 5k:—47 k—2 + 5k—57 s 73 + 507 1+ 5]{:—27 Cl; CQ)

tal que ¢; € {24 O0p_1,0r_3}, i = 1,2, que nao é ciclica.

CH (W) = (k — 1+ s,k — 2+ S5, ..., 3 + S0, 53, V1, Ua)

tal que ¥; € {2+ 01,1+ 02}, i = 1,2, que nao é ciclica.
Assim C*~2) (1) ndo possui a forma ciclica. Logo de(p) > k—1 o que implica de(\) > k—1.

Notemos que a partir da condigdo “d¢(\) = k — 17, ndao podemos determinar quando A\ é
uma permutacao de alguma composicao C-ciclica de n.

Por exemplo, quando £ = 4, A\ = (3,2,4) = 9 com dc¢(\) = 3 é uma permutacao da
composicao C-ciclica (4, 3,2). No entanto, u = (5,4) = 9 com d¢(p) = 3 ndo é uma permutagao
de qualquer composicao C-ciclica.

Analogo ao Corolario 3.4.1 para nimeros triangulares, temos o seguinte corolario que de-

screve a relacao entre a Paciéncia Carolina e a Paciéncia Bilgara, quando n nao é triangular.
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Corolario 3.5.1 Sejamn=1+2+...+(k—1)+7r, 1 <r <k e\ En uma permutagio de
N Emn.

(1) Se de(N) < k —2 entao dg(N') = 0.

(2) Se de(N) > k —1 entdo de(N) —dp(N) =k —2 ou k — 1.

Demonstragao: (1) Suponha que dg()') # 0, assim A\’ ndo é uma partigao B-ciclica. Logo
A nao é uma permutagao de uma partigao B-ciclica, e, pela Proposigao 3.5.1(2) d¢(\) > k — 1,
o que é absurdo pela hipotese.

(2) Vamos mostrar o resultado através de inducao sobre de(A). Como base de indugao
vamos provar que se de(A\) =k — 1 entao de(N\) —dp(N) =k —1ou k — 2.

Se d¢(M\) = k — 1 entao, se X for ciclica segue dg(\') = 0 e assim de(\) — dp(N) =k — 1.

Se A nao for ciclica entdo como d¢(A) = k — 1 implica de(C(\)) = k — 2. Como X é
permutacao de A, pela Observagao 3.1.2, B(\') é permutagao de C(A) e pelo item (1) temos
entao que dg(B(\')) =0 e assim dg(\') = 1. Logo de(N\) — dp(N) =k — 2.

Vamos usar como hipétese de indugao que se de(A\) = x, > k — 1, entao de(\) — dp(N') =
k — 1 ou k — 2 e vamos provar que a mesma implicacao vale se d¢(\) = = + 1.

Se de(A\) = x + 1 entao de(C(A\)) = x. Pela hipdtese de inducao dg(B(N)) =z —k+ 1 ou
r—k+2, assim dg(\N) =2 —k+2oux—k+3 e portanto de(A) —dg(N) =k —1ouk—2. m

Temos o suficiente para prova o proximo Teorema.

Teorema 3.5.1 Seja n um inteiro nao triangular, n =1+2+ ...+ (k—1)+7r, 1 <r < k.
Entao:

(1) De(n) < k* —k —2 para k > 4.

(2) No entanto, a igualdade vale quando k >4 er =k — 1.

Demonstragao: (1) Devemos mostrar que de(\) < k* — k — 2, VA = n. Sendo assim, seja
A = n. Se A for permutagao de alguma composigao C-ciclica de n entao pela Proposigao 3.5.1(1)
temos de(\) <k —1<k*—k—2jaque k > 4.

Se A\ nao for uma permutacao de qualquer composicao C-ciclica de n entao pela Proposicao
3.5.1(2) de(X) > k—1. Seja X' a particao na qual A é permutagcao, pelo Corolério 3.5.1(2) temos
de(N\) —dg(N) =k —1ouk — 2.

Se de(A\) — dp(N') = k — 1 entao:

de(N) =k —1+dgN)<k—-14+k -2k—-1=k k-2
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ja que pelo Teorema 2.8.3 ds()\') é no méximo k? — 2k — 1.

Se de(A\) — dp(N') = k — 2 entao:

de(N) =k —24+dgN) <k —24+k -2k —1=k k-3 <k?®—k—2

(2) E suficiente exibir A E n tal que de(\) = k* — k — 2. Sejam XA = (Mg, Ay ooy Ay At )
talque \y =k —1, o =k—=2, \; =k—i+1,1=3...,k e M\y1 =1, e M, a sua matriz
associada.

Assim as (k — 1) primeiras diagonais de M, sao formada por 1's, as diagonais abaixo da

diagonal (k + 1) sdo todas nulas e as diagonais k e k + 1 sao da seguinte forma:

k
Dy (k) = (@
k—2
Da(k+1) = (0,0,0,0,...,0,1)
e

Assim ao aplicar k vezes o processo C-shifting em M), sendo necessario apenas o Passo 1,
apenas Dy, (k + 1) é alterada, pois as outras diagonais sdo formadas apenas por 1’s ou por 0’s

e Dy, (k) possui k elementos. Assim o comportamento das diagonais sao:

t Processo C-shifting em M), (Passo 1) Do, (k) D, (k+1)
k (0,0,1,1,...,1) | (0,0,0,...,0,1,0)
—— ~ -
k—2 k+1
2% (0,0,1,1,...,1) | (0,0,...,0,1,0,0)
N—— ~ -
k—2 k+1
k—2)k 0,0,1,1,....1 0,0,1,0...,0,0
(—2) ( ) [ o000
k—2 k+1
(k—2)k +1 (1,0,0,1,1,...,1) | (0,0,0,1,0...,0)
ks e
(k —2)k +2 (1,1,0,0,1,1,...,1) | (0,0,0,0,1,0...,0)
A e
kE—2)k+ (k-2 1,1,...,1,0,0 0,0,0,0,...,0,1
(k=2)k+(k=2) ( k ) | ©06,00,...,01)
-2 k+1

Assim depois de aplicado (k — 2)k + (k — 2) vezes o Passo 1 do processo C-shifting em M),

chegamos em uma matriz My que possui a k-ésima coluna toda nula e (k + 1)-ésima coluna
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nao nula e assim utilizando o Passo 2 obtemos Mc((k—2)k+(k—2))(/\) que é a matriz associada da
composicao C(F=2k+(F=2)(\) = (k,k —1,...,4,3,1,1), que por sua vez é C-ciclica e portanto
de(\) = (k= 2)k+ (k—2) =k* — k — 2.

Anélogo ao Teorema 2.8.4 para Dp(n), temos o seguinte Limitante inferior para Dg(n).

Teorema 3.5.2 [Limite Inferior] Paran >3 en =142+ ...+ (k—1)+7r, 1 <r <k,

kelZt,
’(k—Q—’f‘)k—‘rT para 1<r<[E1]
n—1 para |5 <r <[l er=1
De(n) 2 n k-1 k1
para |5 <r <[] er>2
(r—Lk+r—1 para [ <r<k

\

Demonstracio: E suficiente exibir A = n tal que d¢(A) é o valor do respectivo limite inferior
de D¢(\) para cada caso. Vamos considerar 4 casos.

Caso (1) 1 < r < [E2]. Seja A = (A, Aoy, ) = ntal que Ay = k—2, \; = k — i para
t=2,3,...,k—r—1leXj=k—j+1, paraj=k—nrk—r+1,...,k e M, asua matriz
associada, ou seja, A = n é igual a partigao dada na demonstragdo do Caso (1) do Teorema

3.5.2, e assim M, é também a mesma. Logo temos o seguinte comportamento em My:
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t Processo C-shifting em M), (Passo 1) Dy, (k—1) D, (k)

(k—1) (0,1,1,...,1,1,1,1) | (0,0,0,...,1,1,...,1,0)
k—1 k

——
2(k — 1) 0,1,1,...,1,1,1,1) | (0,0,...,T,1,...,1,0,0)

k—1

r+1
—
(k—r—2)(k—1) (0,1,1,...,1,1,1,1) | (0,1,1,...,1,...,0,0,0)
k1 b
r+1

—
(h—r—2)(k—1)+1 (1,0,1,1,...,1,1,1) | (0,0,T.1,....1,...,0,0)
ko1 he
r+1
—
(h—r—2)(k—1)+2 (1,1,0,1,1,...,1,1) | (0,0,0,T,L,....1,...,0)

J/

~
k—1 k

——
(k—r—2)(k—1)+ (k—3) (1,1,1,1,...,1,0,1) 1,1,...,1,0,1,1)
e

k—

—

T

———
k—r—2)k—1D+ (k-3 +1 (1,1,1,1,...,1,1,0) | (1,1,1,...,1,0,0,1)

) Y )
L

k—

—_

k

Assim depois de aplicado (k—r—2)(k—1)+ (k—3)+ 1= (k—2—1)k+1 vezes o Passo 1
do processo C-shifting em M) chegamos em uma matriz My que possui a (k — 1)-ésima coluna
toda nula e (k)-ésima coluna nao nula e assim utilizando o Passo 2 obtemos Me(—2-rr+n) (5 que

¢é a matriz associada da composicao
Cl=2k ) (N = (k= 1)+ 1, (k—2)+1,....,(k—r)+ 1, (k—r+1),(k—r+2),...,3,2,1)),

que por sua vez é C-ciclica e portanto de(A) = (kK —2 —r)k + 7.

Caso (2) |5 <r <[] er=1
Caso (3) "' <r < [M]er>2

Para os casos (2) e (3) seja A = (1,1,1,...,1,1) = n. Vamos provar primeiramente através

n

de indugao sobre ¢ que:
CUHF2S Tt (\)y = (i —1,i—2,...,2,1,n— (1+2+...,1)) (3.1)
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parat=1,.... k—2.

Por defini¢ao da aplicacdo C-shift, C(A) = (n) e CP(\) = (1,n — 1). Assim, (3.1) vale para
1 =1.

Agora suponha que (3.1) vale para i = k — 3 e vamos provar que vale para i = k — 2. Assim,

sejaz=14+14+2+34+...4+ (k—3), temos:
CON) = (k=3,k—4,...,2,1,n—(1424.. . +(k=3))) = (k=3,k—4,...,2,1, (k=2)+(k—1)+7)

e assim a sua matriz associada My é da forma:

111 1 1110
111 1 1010
1 11 1
1 11 0 0010
My — 110 0 0 0010
100 0 0 0O0T1O0
000 0 0 0O0T12©0
000 0 0 0O0T1F©0
000 0 0 0O0O0©O0

As diagonais de 1 a (k — 3) de M) sao formadas apenas por 1’s. Portanto a cada vez
aplicado o processo C-shifting em Mp,(.) apenas as diagonais com indices maiores que (k — 3)
sdo alteradas. Observe que C*)(\) possui (k — 2) partes, ou seja, M) possui (k — 2) colunas
nao totalmente nulas. Em particular, a coluna (k —2) possui (k—2)+ (k—1)+r 1’s e a coluna
(k — 1) possui apenas um unico 1. Sendo assim aplicando o Passo 1 do processo C-shifting em
Me(-) a primeira coluna recebe um novo 1, a coluna (k—1) passa a ter (k—2)+(k—1)+r—11’se
assim a coluna (k —2) fica toda nula e portanto precisamos aplicar o Passo 2 para encontrarmos
Me(-+1) e a coluna (k — 2) passa a ficar com (k—2)+ (k—1)+r —1 e a coluna (k — 1) torna-se
nula.

Ou seja ao aplicar o processo, aumentou-se um 1 na diagonal (k — 2) e diminui-se um 1 na

coluna (k — 2). Seguindo com o raciocinio temos:
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# Processo C-shifting em M. Dy, (k —2) Quantidade de 1’s na coluna (k — 2)
0 0,0,...,0,1 k—2)+ (k—1)+
( ) (k=2)+(k=1)+r
k=3
1 1,0,0,...,0,1 k—3)+ (k—1)+
( - ) (k=3)+(k=1)+r
P 1,1,0,0,...,0,1 k—4)+ (k-1
(1, ) (k=4)+(k=1)+r
k=5
(k — 4) (1,1,...,1,0,1) 2)+ (k—1)+r
—— ———
k—2
(k —3) (1,1,...,1,1,1) (1) + (k—1)+r
—— ————
k—2
(k —2) (1,1,...,1,1,1) 1
~—— ——
k—2

Logo, as diagonais de 1 a (k—2) de My(-+x-2) sao formadas por 1’s e a coluna (k — 1) possui
(k — 1) +r 1I’'s. Sendo assim Mpe1-2) é a matriz associada da composicao CETE=2)()) =
CUAIH2H3+ 4 (k=2) — (b —2 k —3,...,2,1,(k—1) 4+ r) e assim terminamos a demonstracio da
inducao.

Sejay=z+(k—2)=(14+1424+3+...4+ (k—2)), logo, como demonstrado acima as
(k — 2) primeiras diagonais da matriz M., sao formadas apenas por 1’s, e assim utilizando o
mesmo raciocinio utilizado, a cada aplicacao do processo C-shift em M) apenas as diagonais

de indice maiores que (k — 2) sao alteradas e assim:

t Processo C-shifting em M) Dy, (k—1) Quantidade de 1’s na coluna (k — 1)
0 (0,0,...,0,1) (k—1)+r
————
k=2
1 (1,0,0,...,0,1) (k—2)+r
————
k=3
p (1,1,0,0,...,0,1) (k—1)+r
————
k-4
(k —3) (1,1,...,1,0,1) (2) + 7
—— ———
k-1
(k —2) (1,1,...,1,1,1) (1) +r
——— ———
k-1

Assim, as diagonais de 1 a (k — 2) de My+x-2) sao formada por 1’s e a coluna (k — 1)

possui (1) 4+ 7. Sendo assim Mp+@k-2) é matriz associada da composicio CUT*=2)()\) =
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(k—1,k—2,....3,2,(1)+7)

Se r =1 entao
CUtk=2)(\) = cUHIF2F k=D E=2)(\) = (K — 1,k — 2,...,3,2,2)
que é C-ciclica e assim:
deN)=1+1+2+... +(k—-2)+(k—-2)=14+2+.. +(k—2)+(k—1)=n-1
Se r > 2 entao CUHIHZF-FE=1)(\) = (k — 1,k —2,...,2,1,7) e assim
Cr=VEeHF2 AR (\)) = (k—141,k—2+1,... k—(r—1)+1,k—r k—(r+1),...,2,1,1)

que é C-ciclica e assim de(A\) =14+ 1+24+...+(k—1)+r—1=n

Caso (4) M) < r < k. Sejam A = (A1, A2, ..., A\, Aeg1) = 1 tal que \; = k — 4, para
=12, k—r+1, \j=k—j+1l,puraj=k—r+2k—r+3,...,kelqp1=1e M, a
sua matriz associada, ou seja, A = n é igual a partigao dada na demonstragao do Caso (3) do

Teorema 3.5.2, e assim M), é igual também. Logo temos o seguinte comportamento em M,:

f Processo C-shifting em M), (Passo 1) Dy, (k) Dy, (k+1)
r—1
—
k (0,0,...,0,T1,.. .. ) (0,0,...,0,1,0
pe e
r—1
——
2% 0,0,...,0,1,L,....1) (0,0,...,1,0,0)
. ~~ ~ D e Y ——
k k+1
r—1 T
—— —T
(r— 1)k (0,0,...,0,T.L,...1) |(0.0,...,0,1,0,...,0,0)
& ket
r—2 r—1
—— —T
(r—1)k+1 (1,0,...,0,T,1,. .1) |(0,0,...,0,1,0,...,0,0)
he e
r—3 r—2
— ———
(r— 1)k +2 (1,1,0,...,0,T,1,...1) | (0,0,...,0,7,0,..-,0,0)
& e
r—2
—
(r—Dk+ (r—2) 1,1,...,1,0,...,0,1) (0,0,...,0,1,0
& e
r—1
——
(r— 1k + (r — 1) (1,L,...,1,0,...,0,0) (0,0,...,0,0,1)
- ~ - N——
k k+1




Assim depois de aplicado (r — 1)k + (r — 1) vezes o Passo 1 do processo C-shifting em M),
chegamos em uma matriz My que possui a (k)-ésima coluna toda nula e (k + 1)-ésima coluna
nao nula e assim utilizando o Passo 2 obtemos Meo—nrre-1(n) que é a matriz associada da
composicio CTVF0=D(\) = (k—1)+1,(k—2)+1,..., k—(r—1)+1, k—r k—r4+1,...,3,2,1),
que por sua vez é C-ciclica e portanto de(\) = (r — 1)k + (r — 1). m

3.6 Conjectura

Em [4] foi lancada uma outra conjectura, que até o presente trabalho nao se tem noticia de que

foi provada.
Conjectura 3.6.1 No Teorema 3.5.2, “D¢(n) >7 pode ser substituido por “De(n) =".

A conjectura foi confirmada quando r =k — 1, k e paran = 3,4, ..., 36, ver Tabela 2.1.
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