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Resumo

O objetivo desta dissertagao ¢ sugerir duas formas de apresentagao do estudo da
equagao geral de uma quéadrica. Uma delas, quando seu publico alvo é formado por
alunos ingressantes (do primeiro ano de um curso da Area de Ciéncias Exatas e da

Terra) e a outra quando seu publico alvo tem nogoes de Algebra Linear.

Palavras-chave: Algebra Linear, Estudo da equacio geral de uma quadrica, Movi-

mentos rigidos, Geometria Analitica.



Abstract

In this work we present two ways to study the general equation of a quadric. One
of them when the public is formed by beginners students and the other one when the

public is formed by students with notions of Linear Algebra.

Keywords: Linear Algebra, The study of general equation of a quadric, Rigid motions,

Analytic Geometry.
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1 Introducao

Tanto em um curso regular de Geometria Analitica quanto em um curso regular de
Algebra Linear, em geral, nio é feito o estudo do caso geral de superficies quadricas.
Pretendemos, com este trabalho, fazer um estudo detalhado destas superficies.

Para isso, nosso objetivo é confeccionar um texto didatico para alunos de graduagao
na area de Ciéncias Exatas e da Terra, concernente ao estudo das superficies quadricas,
objetivando classificar estas superficies, isto é, obter todas as possiveis quadricas do
espago tridimensional.

Em um primeiro momento, sera dado um tratamento supostamente adequado para
alunos ingressantes, isto é, estudaremos as Superficies Quédricas dentro de um contexto
apropriado para um curso de Geometria Analitica. Em um segundo momento, daremos
um tratamento para alunos que ja tenham feito um curso introdutoério de Algebra
Linear, isto é, estudaremos as Superficies Quadricas dentro de um contexto apropriado

para um curso de Algebra Linear.
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2 O estudo de superficies Quadricas

via Geometria Analitica

2.1 Preliminares

Nesta secao deduzimos as equagoes de translagao e rotacao no espago bem como

resolvemos alguns exercicios necessarios para o desenvolvimento da proxima sec¢ao.

2.1.1 Equacoes de translacao e rotacao no espago

Definicao 2.1.1. Por um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais nmo espaco,

¥, entendemos o par (O, B) onde O é a origem do sistema e B é uma base ortonormal.

Frequentemente em problemas de Geometria Analitica somos levados a passar de
um sistema de coordenadas ortogonais no espago > = (O,Z, f, /;) para outro Y =
(O, i,7, K ) mais conveniente.

Sendo B = {;,j, E} e B = {?,f’,%’}, considere ¥ = (O, B) e ¥/ = (O, B') dois

sistemas de coordenadas cartesianas ortogonais no espago.

x
—
Denotemos [OX } = | y | as coordenadas de um ponto X qualquer do espaco
B
z
relativamente ao sistema 3J, [OO/] = | yo | as coordenadas de O' relativamente ao
B
<0
T
’ . .
sistema X e [O X } = | y; | as coordenadas de X relativamente ao sistema X'
B/
21

Sabemos da Geometria analitica (vide [1],p.49) que

o I
[OX] = Mg OX] (2.1)
B i B
onde ME' ¢ a matrlz de mudanga da base B para a base B’.
Desde que O X = —OO + OX segue que O X}B = [OO ]B [O—>X}B.

19
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—Xp i r — T

!/
Logo [OX}BZ Yo |ty | =] YW
—20 z Z— 20

Portanto, segue de (2.1) que

r — Tg T
Y=Y | = Mg, 1 (2.2)
zZ— 20 21

Definicao 2.1.2. Por uma translacao entendemos uma transformacao do sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais no espaco que permite deslocar a origem do sistema
de coordenadas, ficando inalterada a base.

Nosso objetivo agora é estabelecer as formulas de uma translagao. Neste caso,
devemos passar do sistema de coordenadas ortogonais > = (O, B) para o sistema
> = (0, B).

De (2.2) temos:

r — Xy T T

_ B _
Y=Y Mg |y | =1]|wn |,
Z— 20 Z1 21

onde [ denota a matriz identidade de ordem 3. Logo,

§
T =1+ To

Y=y +Y (2.3)
| 2 =21+ %

As equagoes (2.3) sdo chamadas Fquagoes de Translagao.

Definicao 2.1.3. Por uma rota¢do entendemos uma transformacao do sistema de co-
ordenadas cartesianas ortogonais no espaco que permite movimentar a base do sistema

de coordenadas (preservando a ortonormalidade), ficando inalterada a origem.

Nosso objetivo agora é estabelecer as formulas de uma rotagao. Neste caso, devemos
passar do sistema de coordenadas ortogonais ¥ = (O, B) para o sistema %' = (O, B').
Para isso consideramos como conhecidos os angulos que formam cada um dos vetores

7', 7', k' com os vetores i, j, k, a saber

il |k
7 ap | B | m
j "lag | B2 | 7
' as | O3 | s
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Como B é uma base temos i’ = «i + 37 + vk, onde «, 5 e v sdo univocamente
determinados.
Para encontrar «, sendo B uma base ortonormal, basta calcularmos o produto

escalar i'.7, pois
=1

77 = (ad+B]+k)0
= qii+ B+ ki
= al4+ 50470

= .

De modo anélogo temos ;’; =fe k= .

-

)
Mas i'.i = cosaq, i'.j = cos B1 e i’ .k = cosy;. Portanto
i’ = cos i + cos 31 + cos Vi k.

Da mesma forma também obtemos:

7' = cos i + o8 Ba) + cos Yok

e
k' = cos asi + cos B3] + cosY3k.
COS(p COSQg COS Q3
Assim ME' = | cosfi cosfBy cosfs
COS7y; COS7Yy COS7Y3
Logo, segue de (2.1) que:
x COsS(p COSQg COS Q3 T
y | = | cosfy cosfBy cosfs | .| n
z COS7y1 COS72 COS7s Z1
Portanto

T = COS (X1 + COS (oY1 + COS (321
y = cos 511 + cos Bayy + cos G321 (2.4)
Z = COS7Y1X1 + COS YY1 + COS Y321

As equagoes (2.4) sao chamadas Fquagdes de Rotagao.

Definigao 2.1.4. Se A denota uma matriz real de ordem 3, por uma equag¢ao caracte-
ristica de A na varidvel  entendemos o polinémio de grau 3 dado por det (A — z1),

onde I denota a matriz identidade de ordem 3.

Sabemos que para todo polindémio na variavel z com coeficientes reais, se w for uma
raiz complexa deste polindmio entao w também é uma raiz complexa deste polindmio,
onde w denota o conjugado do nimero complexo w. Assim, as raizes complexas de um
polindmio na variavel x com coeficientes reais, aparecem aos pares.

Observagao 2.1.1. Se A é uma matriz real de ordem 3, a equagao caracteristica de A
na variavel x possui pelo menos uma raiz real. De fato, como a equagao caracteristica
¢ um polindmio na varidvel = com coeficientes reais, de grau 3, ela possui uma ou trés

raizes reais.
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2.1.2 Exercicios

(132

Para os exercicios a seguir denotamos para o produto escalar e “A” para o

produto vetorial. Ainda observamos que dois vetores 4 e U s&0 ortogonais se, e somente
u-v

7.
o]

se, - U =0 e que a projecao de @ na direcao de v é dada por

Exercicio 2.1.1. Seja A uma matriz real simétrica de ordem 3.

Zo 0
a) Mostre que existe ¢ = | yo | # | 0 | tal que ||ci|]| = 1 e Aci = A\ié] para
<0

algum A; real.

b) Supondo zy # 0, considere P = [ i Gy C3 } onde ¢1 é dado no item a), ¢; =

—Yo —X020
X ec3 =CcNcy = —yozo |- Mostre que P & inversivel, P'P ¢ da
0 x5+ U5
1 0 0 A 00
forma | 0 o 0 | coma>0e3>0e PPAP édaforma | 0 w 2z | onde
00 g 0 2z wy
P! denota a matriz transposta de P, w, y, z sao reais e \; ¢ o encontrado no item

a).

¢) Mostre que det (A—z1) = 0 se, e somente se, det (P*AP—xP'P) =0 e conclua
que A é raiz da equacao caracteristica de A na variavel x se, e somente se, \ é
raiz do polinomio det (P'AP — zP'P).

d) Mostre que todas as raizes do polinémio det (P*AP — xP'P) sao reais e conclua
portanto que todas as raizes da equagao caracteristica de A na variavel x sao

reais.

Solugao: a) Pela Observagao 2.1.1 a equacao caracteristica de A na variavel x
possui pelo menos uma raiz real, digamos A;. Assim, det (A— X\ I) =0e A— A\ ndo
¢ inversivel. Portanto o sistema (A — A\J)X = 0 possui pelo menos uma solugao real
X, #0. Logo 0 # & = X1 /]| X1|| também é uma solucéo do sistema (A — M\ I)X =0,

ou seja, Aci = A\iéq e ||é|| = 1.

i) 0
b) Suponha ¢i = | yo | # | 0 | com digamos, xy # 0 e considere
20 0
—Y —Z0Ro
P:[c_i 5 c?g]ondecéz T |ea=aAa=| —yz

0 x5+ Y
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To —Yo —To<o
Logo P = | yo xo —zyo | com det P = (22+32)(z2+y2+22) =22+y2 #0.

2 0 x% + ?Jg
Portanto P é inversivel.

1 1-¢1 €1-Cy €1-C3
Também, P'P = | & [ 1 G C3 ] = |- - C3-c3 |. Mas cl,és e
G GG GG GG
1 0
¢3 sao ortogonais dois a dois e ||¢1|| = 1. Logo PPP = | 0 a 0 | com a = ||é]]*> >0
0 B
e 8 =]|lel||* > 0.
Além disso,
P
PAP = | & || A6 Ac AG |
C3
o T
= | & || na a5 Ag |
| G
[ M\ G- Aé ¢ - Ad

1
= MGG Cy-Acy ¢ - Acs
| Aicz-c1 3 Acy c3- Acs
[N G -AG G- Ad
= 0 c3-Acs ¢ Acs

0 ¢3-Acy ¢3- Acs

Mas A é uma matriz simétrica e portanto P! AP também é uma matriz simétrica, uma
vez que (P'AP)! = P'A'P = P'AP.

Assim
AN G- Acy - Ac A1 0 0
0 ¢3-Acyg c3-Acs | = | ¢1-Acy ¢3-Acy c3-Acy |,
0 ¢3-Acy ¢3- Acs ¢ -Acs cy-Acy c3- Acs

donde segue ¢1 - Acs =¢1 - Acz =0e ¢3- Acz = ¢3 - Acs.

Portanto
A 0O
PAP=| 0 w =z |,
0 2z vy

comw = ¢3 - Acs, y =¢3- Acs e z = ¢ - Acz = ¢3 - Acy niimeros reais.

¢) Observamos que det (P*AP — xP'P) = det (P'AP — xP'IP) = det (P'(A —
xl)P) = det (P') det (A—=xI) det (P) = det (P) det (A—=xI) det (P) com det(P) >
0 e assim det (A — xl) = 0 se, e somente se, det (P*(A—xzI)P)=0.
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Logo, X é raiz da equacgao caracteristica de A na variavel x se, e somente se, \ é
raiz do polinomio det (P*AP — zP'P).

d) Temos
AL — A 0 0
P'AP — \P'P = 0 w— A z
0 z y— A3
AL — A 0 0
Assim, det (P*AP—AP'P) = 0 se, e somente se, det 0 w—-JXda =z =
0 z y— A0
0.
AL — A 0 0
Mas det 0 w— A\ z :(Al—A)det[w_A : ]e
0 z y— A3 : y=2
w—X\ oz 9 .
det Y = (aB)N\? = (Bw+ay) A+ (wy—2?%). Portanto, det (P'AP—

AP'P) = 0 se, e somente se, (A} — \)[(af)\* — (Bw + ay)\ + (wy — z?)] = 0, ou
equivalentemente, A = A\; ou (aB)A* — (Bw + ay)\ + (wy — 2?) = 0. Mas como o
discriminante desta equagao de segundo grau é A = (Bw + ay)? + 4af2% com a > 0
e # > 0 temos que A > 0 e portanto esta equagao de segundo grau possui duas raizes
reais.

Assim det (PPAP—AP'P) = ( possui trés raizes reais e consequentemente det(A—

Al) = 0 também possui trés raizes reais, como queriamos demonstrar.

Exercicio 2.1.2. Sejam A uma matriz real simétrica de ordem 3 e pi, ps dois vetores

quaisquer.
a) Mostre que Ap7 - p3 = p1 - Aps.
b) Conclua que se Ap; = A\ip1 e Aps = A\ops, com A; # Ay numeros reais, entao

p1-pa =0.

a
Solugao: a) De fato, tomando A = | d , com a,b,c,d,e e f reais, p; =
e

-~ o X
QO = O
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my | epa= | mo |, temos
ny No
[ a d e I Iy |
Api-p» = | d b f my | | ma
e f ¢ ny ny |
[ aly 4+ dmy + eny ly |
= dly +bmy + fng | - | mo
| ely + fmy +emy ng |
= alily + dmyly + enyly + dlyms + bmyms + frnymse + eling + fming
+cnine.

Por outro lado,

l a d e lo
p1-Apy = my |- |d b f my
| e f ¢ ny |
[ I i _alg—i-dmg—i-enQ_
= my | - | dls +bmo+ fng
| | _612+fm2+6n2_
= alyly + dlymg + elyng + dmyly + bmymy + fmyng + enqls + fnyme
+cninsg.

Assim, Api - p3 = p1 - Aps, como queriamos demonstrar.

b) Pelo item a) temos que Api-p; = p1-Aps. Como Apy = Ap1 e Apy = Aaps, segue
que, (Ai1p1)-p2 = pi - (Aep3) = Ai(p1-p2) = Ae(pi-p2) e portanto (A1 — A2)(pi - p3) = 0.
Como A\; # )\2 entao p1 - po = 0.

Exercicio 2.1.3. (Processo de ortonormalizagao de Gram-Schmidt) Dada a
base (fi, f;, f;;,), ache uma base ortonormal (€7, €3, €3), tal que e_i//ﬁ, €5 seja combina-

¢ao linear de €7 e fy e €3 seja combinacao linear de €1, €35 e f3.

Solugao: Seja g1 = fi e considere g = fg — == ﬁ Entao

g2 - (fz f2: flf)'ﬁ f2 f1 fa fl(ﬁ~f1)=ﬁ-ﬁ—ﬁ-ﬁ:0

e assim ¢ é ortogonal a g.

' L e figiL fi g G
Consideramos g3 = f3 — [ 391 ||1291 B | 392 ||22 .
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Entao temos:

o (s Ba. gL\ L
gs- g1 = fs— g — 7 5592 90

g1 12 g5 |12
7o fs g1, - fs 92, . .
= f3 g1 — =501 G1) — =5 (920 g1)
A AR
= fz-q1—fz3-q1
=0
L 2 fiai L fig L) L
93 92 fs— =m0l — e 02 | 92
g1 | g5 |l
= fi g5 fs 0 (Gi - G2) — = 3(93-93)
- g1 |? g2 12
= f3 92— f3-9
=0
e assim g3 é ortogonal a g7 e g3.
Considerando €; = HQTZH , 1=1,2,3, temos que {é7, €3, €3} ¢ uma base ortonormal
Gi

tal que €1// f1, €3 € combinagao linear de €] e fs e €3 é combinagao linear de €7, €5 e fs.

2.2 Aplicacao das translacoes e rotacoes do espaco ao

estudo da equacao de uma quadrica

Definigao 2.2.1. Uma quddrica ¢ um subconjunto de pontos (x,vy, z) de R?® definido

por uma equagao da forma:
azx® + by* + c2® + dwvy +evz + fyz+gr+hy +iz+j=0 (2.5)
onde a,b,c,d,e, f, g, h e i sao nimeros reais nao todos nulos.

Nas subsegoes a seguir, vamos fazer algumas redugdes na equagao (2.5).

2.2.1 Simplificacao da equacao de uma superficie quadrica por

meio de uma translacao

Consiste em descobrir o ponto O° = (z¢, 30, 20) para o qual se deve transladar
o sistema ortogonal ¥ = (O, B), onde B = (i, , l;), para o sistema ortogonal ¥/ =

(O', B), de modo que a equagdo (2.5) se transforme em uma equacio da forma:
a2} + biy; + 1z + dizys + vz + fiyiz + 51 =0 (2.6)
Substituindo as Equagoes de Translagao (2.3) na equagao (2.5), obtemos:

a(xy + $0)2 + b(y: + yo)Q +c(z + 20)2 + d(z1 + o) (Y1 + vo) + e(x1 + 20) (21 + 20)
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+f(y1 + yo)(z1 + 20) + g(x1 + x0) + h(11 +yo) + (21 + 20) + 5 = 0,

ou equivalentemente,

CLI‘% + by% + CZ% + dxlyl +ex1z1 + fy121 + (2(1%’0 + dy() +ezp + g)xl + (dl’o + 2by0
+f20 + h)yr + (exo + fyo + 2cz0 + i) 21 + (axf + byg + c25 + dwoyo + exozo + fYozo
+g£B0 + hy() + iZo + j) =0 (27)

Assim, devemos encontrar xg, 3o, zg de modo que:

2axg + dyo +ezo+9g =0
d$0—|-2by0+f20—|—h20 5
exo+ fyo+2czo+i=0

ou equivalentemente,
aro+ Syo+ 520+ 4 =0
oo +byo+Lz+2=0,
Sxo+ Lyo+ezo+i=0

ou ainda, na forma matricial,

a dj2 e/2 o —qg/2
/2 b /2 yo | = | —h/2 (2.8)
e/2 f/2 ¢ 20 —i/2
Definigao 2.2.2. Chamaremos de discriminante §, da equacao (2.5), o determinante
a dj2 e/2 a dj2 e/2
damatrizA= | d/2 b f/2 |,ouseja,0=|d/2 b [f/2
e/2 f/2 ¢ e/2 f/2 ¢

Se 0 # 0, temos um sistema compativel e determinado, ou seja, o sistema possui
uma tnica solugao. Neste caso temos uma Quédrica Central.

Se § = 0, temos um sistema indeterminado (com infinitas solug¢oes) ou incompativel
(que nao possui solugdo). Neste caso é impossivel “eliminar os termos do 1° grau por
meio de uma translacao”.

Observamos agora a equagao (2.7). Os coeficientes dos termos de 2° grau sao
os mesmos (a,b,c,d, e, f) que na equagao (2.5). Portanto translagbes nao afetam os
coeficientes dos termos de 2° grau. Dizemos, neste caso, que os termos de 2° grau sao
invariantes por translagao.

Além disso, chamando de Q(z,y,2) = ax? + by? + c2% + day + exz + fyz + gx +
hy 4+ iz + j, vemos que o termo independente da equagao (2.7) é Q(xo, Yo, 20). Estas
consideragoes serdo necessérias para a obtengao da equagao (2.6).

Portanto, se o sistema for compativel determinado, sempre serd possivel encontrar
(20, Yo, 20) de modo que a equagao (2.5) se reduza a equagao (2.6) com a; = a, by = b,

cp=c dy=d,eg =e, f1 = feji=Q(xo Y, %), ou seja, & uma equagao da forma

ax? + by + czi + dryyr + exiz + fyiz + j1 =0,
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onde j; = Q(zo, Yo, 20), que referiremos como sendo a equagao de uma Quadrica Cen-

tral.

2.2.2 Redugao de uma Quadrica Central a sua expressao mais

simples.

Neste caso a equagao (2.5) ja esta simplificada a forma
ax? +byi + czi + dxyyy +exiz + fyiz + 51 =0 (2.9)

que é a equacao de uma Quadrica Central.
Reduziremos a equagao (2.9) a sua expressdo mais simples fazendo os eixos de

coordenadas sofrer uma rotagao em torno da origem fixa. Necessitaremos do seguinte:

Teorema 2.2.1. Pontos médios de cordas paralelas de uma Quddrica Central encon-

tram-se em um mesmo plano.

Demonstracao. Seja p'= (I,m,n) um vetor ndo nulo e consideremos todas as cordas
paralelas de uma Quédrica Central tendo direcao p.
Tomando My = (z1,y1,21) € My = (9, Yo, 22) extremidades de uma corda qualquer,

seu ponto médio P = (z,y, z) é tal que

r1+ T2 Y1+ Y2 21+ 22
— — = 2.10
2 Y 2 ¢ = 2 ( )

_ .
Como MM, é paralelo ao vetor p, segue que (xs — x1,ys — Y1, 22 — 21) = t(l,m,n),
t # 0. Portanto

To — 1 = tl
Y2 — Y1 =tm (2.11)

29— 21 =1n
Como M; e M, pertencem & Quédrica Central de equagao (2.9), temos

ax] + by} + czi + driyy + ez + fyrz+ 51 =0 (2.12)

aatg + by% + czg + dxoys + exo29 + fyp20 + 71 =0 (2.13)

Subtraindo (2.12) de (2.13), obtemos

a(z3 — 21) +b(ys — yi) + c(2f — 21) + d(2ay2 — 21y1) + e(2220 — 2121)
+f(y222 —y121) =0 (2.14)
Em virtude de (2.10), (2.11) e do fato que (23 — z?) = (z2 + 1) (72 — 71), obtemos

(22 — 2?) = 2xtl (2.15)
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Analogamente,

(v — 7)) = 2ytm (2.16)

(25 — 22) = 2ztn (2.17)
Além disso,

(ZL’Q + $1)(y2 — yl) + (LL’Q — xl)(yg + yl) _ 2xtm + tl2y

ToY2 — T1Y1 = 5 5 = xtm + ytl,
ou seja,
Toljs — X1y = wtm + ytl (2.18)
Do mesmo modo,
Tozg — X121 = ant + zlt (2.19)
YoZo — Y121 = ynt + zmt (2.20)

Substituindo as equagoes de (2.15) a (2.20) na equagao (2.14), obtemos
a2xtl + b2ytm + c2ztn + d(xtm + tly) + e(axnt + zIt) + f(ynt + zmt) =0,

ou equivalentemente, dividindo por 2t,

d d e e f f
alx + bmy + cnz + me—l— §ly+ §nx+ élz—l— Eny—i— 5me = 0,
ou ainda,
d e d f e f
bt et Z L - = = 2.21
(al—|—2m+2n>x+<2l+bm+2n)y+<2l+2m+cn>z 0 (2.21)

Para concluirmos nossa demonstragao, basta verificarmos que (2.21) é a equagao
geral de um plano.

Para isso devemos mostrar que os coeficientes de z,y e 2z nao se anulam simultane-
amente.

Suponha que se anulem simultaneamente, isto é,

al + 4m+&n =0 a dj2 e/2 l 0
dI+btm+Iin=0 ou a2 b f/2|.|m|=1]0 (2.22)
%l—l—%m—l—cn:() e/2 f/2 ¢ n 0
[ 0
Como a quadrica é Central, 6 # 0 e portanto | m | = | 0 |, o que é um absurdo,
n 0

pois p = (I, m,n) é nao nulo.

Assim, (2.21) representa a equac¢do de um plano. [
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Definicao 2.2.3. O plano ao qual pertencem os pontos médios das cordas de uma

Quédrica Central é chamado de plano diametral conjugado a estas cordas.

Definicao 2.2.4. A direcao de cordas paralelas perpendiculares ao plano diametral

que lhes é conjugado, é chamada direcao principal em relagao a quadrica.

Segue da defini¢ao acima que o vetor p = (I,m,n) é de diregao principal se for

perpendicular ao plano diametral (2.21), isto é, o vetor p' é paralelo ao vetor normal

L d e d f e f
n= <al+Em—ir§n,§l+bm+§n,§l+§m+cn).

Logo, n = Ap, ou equivalentemente,

al+%m+§n:)\l
Itbm+LIn=xm ,
§l+£m+cn:)\n

ou ainda,

(a—Nl+&m+<n=0
Grb—Nm+in=0 (2.23)
S+ Im+(c—ANn=0

Para que (2.23) tenha solugao nao trivial, devemos ter

a— A

N

>
N[~ NI

=0 (2.24)
c— A

NIo NI
ol |

que é chamada de equagao caracteristica de (2.5) e nos permitiré determinar os valores
admissiveis de .

Desenvolvendo o determinante vemos que esta equacao é do 3° grau e portanto tem
trés rafzes. Chamamos de Aj, X2 e A3 as raizes da equacdo caracteristica. E mais do que
evidente que todos os coeficientes da equagao (2.24) sdo reais e portanto pelo menos
uma raiz desta equacao deve ser real. De fato as trés raizes sao reais, como vimos
anteriormente na secao de exercicios.

Substituindo A = A; na equagao (2.23) e escolhendo uma solugao nao trivial, obte-
mos um vetor nao nulo p; = (I1,my,n;) para a diregao principal correspondente a raiz
A1

Da mesma forma obtemos p3 = (I3, mg,n2) € p3 = (I3, m3, ng) dire¢des principais
correspondentes as raizes Ay e A3, respectivamente.

Sabemos também que se todas as raizes forem diferentes teremos trés direcoes
principais perpendiculares duas a duas, caso contrario, devemos escolher vetores que
satisfacam a condicao de perpendicularidade, como foi mostrado na secao de exercicios.

Levando a base {zj 7, I;} do sistema de coordenadas ¥/ = (O',f,f, l;) sobre a base

{27, 7, /5’} do sistema de coordenadas ¥ = (O, i g, lg’), onde i/ = H ij Tk j = H ? H
1 2

e
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J = || i_z R com || p; ||[= /12 +m? +n?,i=1,2,3, obteremos as formulas da equagao

de rotagao, necessaria, para reduzir a equagao (2.9) a sua forma mais simples, como

segue:
Temos:
—/» ( ll my >
1
[Fzuianly2u b 2u|
P~ (e TRr )
1Pz |’ ||p2 171l vz |
(T TRTTAT)
| 3 H H P3 H | P3|
l;
Fazendo cos o; = ” — ” cos (3; = ” || e cosy; = ” 71 H para ¢ = 1,2, 3, a equacao
i y2i
de rotagao (2.4) toma a segumte forma:
[ l l
T = i T2 + 2 Yo + 3 )
| pi |l 13 | | p3 ||
my ma ms
Y1 = =Ty + Y2+ —=—22 (2.25)
1 I p2 |l I3 |
ny %) n3
21 = ——To + S Y2 -+ —— 29
[waul |92 |l 193 |

Substituindo (2.25) em (2.9), obtemos:
ll 12 l 2 mq meo ms 2 nq
a —— T + Yo+ —— +o | T+ =yt = +e| —
[waul I 92 |l s 1| 12 | A [yzul
No 2 [ [ [ m m
To+ =2+ ) +d (—_1.202 + _2, Yo + _3, 2’2) ( _,1 T2 + _,2
Al || P || | p1 || | P2 |l [zal | p1 || | P2 |l
m [ [ [ n n n
+ T?)Zz) +e (—il’z o Y2 + 2 22) ( T Y2 + = 22)
[wzal [wzul 192 | I3 | [waul || P2 | [zl

mo ms 1 Mo .
+f< Yo+ —= )( ST+ Y2+ )+]1:0,
s H P2 || AN | 2 || H j2 H

ou equivalentemente,

a17y + b1ys + 125 + dizoys + €17920 + fiypze + j1 =0 (2.26)

(s ||) (1 ||)2+C (77 ||>:+d ()= (e ) ()
= () () + <H7;T§n)2+d(||l§o?ﬁ2> (i) (Ttk)
E ) +b§ o) () +4 () (lnz (i)

)3
21 lQ 1 b %mlmg ) T ( 2711%2 ) ( 1Mo
[paulliyzyl I3 [ 22 |l I3 [ 22 |l o1 ([ 22 |l

onde

a = a

+

pi

_|_

CiT = a
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lom lin lom min Mon
Ll )+e( hnp  bm )+f< mang o mamy );
| p1 Il P2 | ot Moz Il (o1l 22 Ipi o2l (21l 22l

2141 2 2 l
(—) %M) +(—> +d(+%
| o1 (1] 23 || | p1 (1] 23 || | p1 (1] 23 || | o1 |1 23 ||

lsmy ling lsny mins msany
T T——Tl e o S S S - + S - - =
o1 Il p3 || ol pa Il Noen Il ps | Rz 2y .z Z|

2151 2mom 2nom lam
flza( ﬁ23ﬁ )+b( _'QE )+C( ﬁ23ﬂ )+d< ﬂ2 3ﬁ
I} pa |l P3|l zH pa |l o3 || z INZRIIZEl IFZRZE
m n n mMon man
|| D2 |||| Y& || || b2 |||| Y2 || || D2 |||| Y& || || b2 |||| b3 || || D2 |||| Y2 ||

Escrevendo o sistema (2.23) correspondente a equagao (2.26), obtemos

€1 =

(1 )l‘|‘dl +?1 n=>0
%{Jr(bl ) +§ﬁ:0 (2.27)
S+ L+ (cp = M) =0

Como o eixo Oz, ¢ direcdo principal correspondente a A = )3 o sistema (2.27) deve
ter uma solucdo [ =0, m=0en£0. Assime; =0, f1=0e¢; = A = 5.

Da mesma forma com os eixos O/yg e O'xy concluimos que d; =0, by = A= Ay €
fi=0ea; = A= A1, di = 0 e e; = 0, respectivamente.

Portanto, a equagao (2.26) reduz a

M5+ Aays + A3z5 + 1 =0 (2.28)

Esta é a equacao na forma mais simples.

2.2.3 Redugao da equacao de uma quadrica a sua expressao

mais simples para o caso em que 6 =0

Se § = 0, o sistema de equagoes (2.8), que define o centro, sera incompativel ou
indeterminado. No caso em que o sistema é incompativel, a superficie quédrica nao
tem centro e, portanto é impossivel reduzir sua equagao por meio de uma translagao.
Neste caso efetuaremos uma rotagao dos eixos coordenados (ficando imovel a origem),

de modo a eliminar os termos mistos do 2° grau.

a dj2 e/2
Sendo nulo o discriminante da equaca@o (2.5), ou seja, 0 = | d/2 b f/2 | =0,
e/2 f/2 ¢

entdo a equagao (2.24), que é a equagao caracteristica de (2.5), possui solugao A = 0.
Como a equagao caracteristica de (2.5) é o determinante de uma matriz simétrica
real igualado a zero, sempre teremos trés raizes reais. Chamamos de A1, Ay e A3 =0 as
raizes reais da equagao caracteristica de (2.5).
Substituindo A = A; no sistema (2.23) e escolhendo uma solugao nao trivial, obte-

mos o vetor nao nulo p; = (I, my,ny), correspondente a raiz A;.
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Da mesma forma obtemos p3 = (la, m2,ng) € p3 = (I3, m3, n3) vetores nao triviais

correspondentes as raizes Ay e A3, respectivamente.
Como vimos na secao de exercicios, se todas as raizes forem diferentes, teremos

trés vetores que satisfazem a condicao de perpendicularidade por meio do Teorema de

Gram-Schmidst.
Agora, fazemos:

> [ D2 - D3
V= —=—,j = — e kK =-—
AR 175

e efetuamos uma rotagdo dos eixos coordenados (ficando imovel a origem) de modo
que o sistema de coordenadas ¥ = (O,ff,j’, E) seja levado no sistema ¥/ = (O, i, l;’)

através da transformagao dada pela equagao de rotagao (2.4):

lo l3

[
T =T Ty + e
Lol g 17 s |
1 o ms
Yy=-—=501+t =70+ =74 (2.29)
Pl g 17 s |
1 N2 ns3
2=+ =S+ TS24
Ipi " oz ™ 1l ps i
Substituindo (2.29) na equagao (2.5) obtemos
(2.30)

)\11‘? + )\Qy% + g1 + hlyl + ilZl —f-j =0

Por meio do completamento de quadrados e efetuando a translacao

a1
To =21+
2 1 30
i
Y2 =41 My 7
_ gt _ M
Z9 =21+ 4/\.1 Ao
\ 11

reduzimos a equagao (2.30) a uma equagao do tipo:

)\1.’13'% + )\ng + i122 =0 (231)

Esta é a equacao na forma mais simples.
Inicialmente, escolhemos um

No caso indeterminado, teremos infinitos centros.
centro para reduzirmos a equagao (2.5) na forma ax? + by} + c2? + dxiy1 +ex12; +

fy1z1 +71 =0com 6 =0.
Para finalizar, procedemos como acima para reduzir a equagao a forma (2.31).

Esta discussao pode ser resumida do seguinte modo:
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Reducgao da equacgao geral de uma quadrica via Geometria Analitica

1° Dada a equacdo ax? + by? + c2? + dry + exz + fyz+gx +hy+iz+j =0,
a d/2 e/2
calcule seu discriminante 6, isto é, 6 = | d/2 b  f/2
e/2 f/2 ¢
2° Para 6 = 0: Para 6 # 0:
Encontre as raizes A\, Ao e A3 =0 Temos uma quadrica central.
da equagao caracteristica, ou seja, Neste caso, efetue uma translacao
os valores admissiveis para A em para o0 = (0, Yo, 20), de modo que:
a—X\ 4 s a dj2 e/2 Zo —g/2
4 bv-x L [=o0. /2 b f/2 || w | =] —h/2
5 % c—A e/2 f/2 ¢ 20 —i/2
3° Substitua A = A1 no sistema Denotando Q(z,y, z) = az? + by*+
(a—)\)l—kgm—i—%nzo cz? +dry + exz + fyz 4+ gx + hy + iz + j,
%l +b=XNm+ gn =0 calcule Q(zo, Yo, 20), para obter a equagao
Sl+ gm—i—(c—)\)n:O az? +by? + c2? + dxiys + exrz1+
para obter p1 = (I3, m1,n1), diregio fyiz1 + j1 =0, onde j; = Q(zg, Yo, 20)-
principal correspondente & raiz \p.
Repita este processo com as raizes
A2 e A3 = 0 para obter
P2 = (la,ma2,n2) e p3 = (I3, m3,n3).
4° Determine a nova base {27 , ]'7, K } Encontre as raizes A1, A2 e A\3 da equacao
do sistema de coordenadas fazendo caracteristica, ou seja, os valores admissiveis
= ( l my n1 )
1 = = 0 = 5 =
[Fzulin iz e a-\ 4 e
o ly my N2 d 7
j'= - para A em 5 b— A\ 5 =0
o2 7 o2 7l w3l . s
b ( s m3  ng > 2 7 c—A
s 7 1lws [ 11w |l
5° Substitua os valores de z, y e z
dados pela rotacao abaixo Finalize com a rotagao
l l l l l l
&= ey + ey a2 T = Ty + s + a2
Il pi | Il p3 |l Il p5 |l I pi |l Il p3 |l | 95 |l
mi m ms mq m m3
Y= =72+t =70+ =721 Y= =522t o2 TR
o1l P2 |l (zyl il P2 |l Il 95 |l
nq No ns n n2 ng
==+ =71+ =21 21 =7 ST+ =Y+ =22
| pi || | P2 || Il 23 | | pi || | P2 || Il 23 |
na equagao inicial e reagrupe através dos passos 3°,4° e 5° da coluna ao
para obter a equagao na forma: lado para obter a equagao na forma:
Alw% + /\QQJ% + 9121 + hiyr + 4121+ 75 =0. )\1CE% + >\2y§ + )\32% + 71 =0.
6° Por meio do completamento de

quadrados, efetue a translacio

g1
To =21+
2 1 W
oy
Y2 =1 Mg
g1 hi
2g = 21 + 4A-1 Ao
11

para obter a equagao na forma:
/\1.73% + /\2y§ + ilzg =0.

Tabela 2.1: Redugao da equagao geral de uma quadrica via Geometria Analitica
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2.3 Aplicacoes

Nesta sec¢ao faremos uso da teoria desenvolvida na se¢ao 2.2 para identificar algumas
quéadricas e observamos que as figuras inseridas nos exemplos foram feitas utilizando-se
o software Maple.

Exemplo 2.3.1. Identifique a quadrica 322 + 2xy +x — 1 = 0.

Figura 2.1: QuAdrica 32° +2zy +x — 1 = 0.
010
1 0 0|=-3#0, esta
00 3

superficie quéadrica representa uma quéadrica central. Assim, devemos eliminar primeiro

Como o discriminante da equagao desta quadrica é § =

os termos do 1° grau por meio de uma translacao.

. . !
Para isso, devemos encontrar a nova origem O = (zo, Yo, 20), de modo que:

01 0]/ —1/2
100w /|=] o
00 3| 2 0

Nestas condicdes, obtemos O = (0, —1/2,0) e além disso, sendo Q(z,y, 2) = 32% +
2zy + x — 1, temos Q(0,—1/2,0) = —1. Desta maneira, a quadrica fica reduzida a

forma: 3,212 + 2z — 1 =0.

Figura 2.2: Quédrica 322 + 2z1y; — 1 = 0.
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Devemos entao efetuar uma rotagao nos eixos coordenados, de modo a eliminar os
termos mistos do 2° grau.

Para isso, calculamos as raizes da equacao caracteristica desta quadrica, por meio

0—A 1 0
da equacao 1 0—2A 0 =0, obtendo \y =1, \s =3 e A3 = —1.
0 0 3—-2A

Sendo assim, encontramos o vetor (1,1,0) como dire¢ao principal correspondente
araiz Ay = 1, (0,0,1) como diregao principal correspondente a raiz Ay = 3 e o vetor
(1,—1,0) como diregao principal correspondente a raiz A3 = —1.

Sendo || (1,1,0) | = v/2, || (0,0,1) || =1 e (1,—1,0) || = V2, temos:

5 1 1 0 (V2 V2 o).

CAF@ Lo Loyt Loy)  \ 272"
- 0 0 1

j/: Y Y :(07071);
(0,0, 1) [ ] (0,0, 1) " [} (0,0,1) H

. 1 1 <\/_ V2
k/
10 |

\)

) ’ 5 0 __70
Neste caso, a equacao de rotacao (2.4) ¢é dada por:

2 2
ry = gIQ -+ Oyg + §2’2
V2 V2
o= 5 + 0y + - 5 2
Z1 = Oxe + 9y + 0 29

Substituindo esses valores de zy, y; e z; na equagao 327 + 2z;y; — 1 = 0 e reagru-
pando, obtemos

T3+ 3y; — 25 =1,

que é a equacao de um Hiperboléide de uma folha.

Figura 2.3: Quadrica x3 + 3y3 — 25 = 1.

Portanto, a quadrica 3z? + 2xy + 2 — 1 = 0, ap6s uma translacao seguida de uma
rotacao, é o Hiperboldide de uma folha dado pela figura 2.3.
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3 3
Exemplo 2.3.2. Identifique a quadrica, §y2 + 522 +yz+3c—5V2 + V22 —-7=0.

3 3
Figura 2.4: Quadrica §y2 + §z2 +yz + 31 — 52y + V22 — 7 =0.

0 0 O
Como o discriminante da equagao desta quadricaé d =| 0 3/2 1/2 | =0, nao é
0 1/2 3/2

possivel eliminarmos primeiro os termos do 1° grau por meio de uma translagao. Neste
caso devemos efetuar uma rotagao nos eixos coordenados, de modo a eliminar os termos
mistos do 2° grau.

Para isso, calculamos as raizes da equacao caracteristica desta quadrica, por meio

0—A 0 0
da equacao 0 3/2—-X 1/2 =0, obtendo \y =1, \a =2 e A3 =0.
0 /2 3/2—\

Sendo assim, encontramos o vetor (0, —1, 1) como dire¢ao principal correspondente
araiz \; = 1, (0, —1, —1) como diregao principal correspondente & raiz Ay = 2 e o vetor
(—1,0,0) como diregao principal correspondente a raiz A3 = 0.

Sendo || (0,—1,1) || = v/2, || (0,—1,-1) || = V2 e || (=1,0,0) || = 1, temos:

B ( 0 —1 1 ) B £ \/_’
SO, PO, =1, ) 0. -1 1) (1) b

2
= - S Y () 2y
PO T o101 To.-1-n1) ~\" 272

- —1 0 0
k_<HPL&®WHFLQ®WH(10®H> (71.0.0).

Neste caso, a equagao de rotagao (2.4) toma a seguinte forma:

=

x = 0Oz, + Oy; + —12z
2 2
2 2

z = gl’l + —§y1 + 021

Substituindo esses valores de x, y e 2z na equacao inicial e reagrupando, obtemos
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AT s
TR
<
\}
WY

A
N

74T
N

Figura 2.5: Quéadrica a:% + Qy% + 621 +4y; — 321 — 7=0.

Completando-se quadrados obtemos
(1437 =942 +1)*—2—-32 —7=0,
ou equivalentemente,
(1 +3)° +2( +1)° =3 (21 4+6) = 0.

Efetuando-se a translacao

$2:$1+3
2=y +1
22221+6

obtemos
x5+ 2y — 32, =0,

ou equivalentemente,

2 2
Ty Yy
FRE

3

G

N

s
W7

30 30

2
Figura 2.6: Quédrica % + 75 = 2.
2

Y3

3 3
Portanto, a quadrica §y2 + 522 +yz+3r — 5\/§y +22—7=0, ap6s uma rotacao
seguida de uma translacao, é o Paraboloide eliptico dado pela figura 2.6.
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Exemplo 2.3.3. Identifique a quadrica xy + zz + yz = 0.

Figura 2.7: Quadrica zy + zz +yz = 0.

0 1/2 1/2
Como o discriminante da equac@o desta quadricaé d =| 1/2 0 1/2 [=1/4#
/2 1/2 0
0, esta superficie quadrica representa uma quadrica central. Como a equac¢ao nao
possui termos do 1° grau, iniciamos efetuando uma rotac¢ao nos eixos coordenados, de
modo a eliminar os termos mistos do 2° grau.
Para isso, calculamos as raizes da equacao caracteristica desta quadrica, por meio
0—X 1/2  1/2
daequagdo | 1/2 0—X 1/2 |=0,obtendo \y =Xy =—1/2e X3=1.
/2 1/2 0-2A\
Sendo assim, encontramos os vetores ortonormais (pelo processo de ortonormaliza-
B

¢ao de Gram-Schmidt) (— 55 6 63

> como direcoes principais

correspondentes a raiz \; = Ag = —1/2 ¢ (ﬁ, \/—g, ﬁ

333 ) como dire¢ao principal cor-

respondente a raiz A3 = 1.
Neste caso, a equagao de rotagao (2.4) é dada por:

( V2 V6 V3

S L T
V2 V6 V3

O R T
V6 V3

\ z = Oz + ??ﬂ + ?2’1

Substituindo esses valores de z, y e z na equacao xy + xz + yz = 0 e reagrupando,

obtemos
2 1 2 1 1 )

que é a equacao de um Cone duplo.
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1 1
Figura 2.8: Quédrica §x% + éy% —22=0.

Portanto, a quadrica xy + xz + yz = 0, apés uma rotacao, € o Cone duplo dado
pela figura 2.8.

Exemplo 2.3.4. Identifique a quadrica zy +z +y = 0.

Figura 2.9: Quadrica xy +z +y = 0.

0 1/2 0
Como o discriminante da equagao desta quadricaé d=|1/2 0 0 |=0, naoé
0 0 0

possivel eliminarmos primeiro os termos do 1° grau por meio de uma translagao. Neste
caso devemos efetuar uma rotacgao nos eixos coordenados, de modo a eliminar os termos
mistos do 2° grau.

Para isso, calculamos as raizes da equacao caracteristica desta quadrica, por meio

0—X 1/2 0
daequacao | 1/2 0—X 0 = 0, obtendo \; = —%, Ay = % e A3 =0.
0 0 0—2A\

Sendo assim, encontramos o vetor (1, —1,0) como dire¢ao principal correspondente
araiz A\ = —%, (1,1,0) como direc¢ao principal correspondente a raiz Ay = % e o vetor
(0,0,1) como dire¢ao principal correspondente a raiz A3 = 0.

Sendo || (1,—1,0) || = v/2, || (1,1,0) || = v2 e (0,0,1) || = 1, temos:



Aplicagoes

41

- ( 1 ~1 0 ) V2 \/§
v = ) ) 5 0 _7
ﬁ_< 1 1 0 )_ V2 V2
(1, 1,0) 711 (1,1,0) ||| (1,1,0) 2727
- 0 0 1
H:( | , )zmam
1(0,0,1) " 1] (0,0, 1) || || (0,0,1) |
Neste caso, a equacdo de rotagao (2.4) toma a seguinte forma:
2 2
r = %:Lj + Tyl + 0z
2 2
y = —§$1 + g% + 0z
z = Oz + Oy + 1z

Substituindo esses valores de x, y e z na equacao inicial e reagrupando, obtemos

2

2
Ty Y
— — = 2x1 = 0.
5 2+\/_SU1

2

2
Figura 2.10: Quadrica % — ’%1 + 22 = 0.

Completando-se quadrados obtemos

%{(:@1+\/§)2—2}—y§:0.

Efetuando-se a translacao

$2:$1+\/§
Y2 =11 )
Z9 = 21

obtemos ) )
T _ %

2 2 7
que é a equacao de um Cilindro hiperbolico.
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2

Figura 2.11: Quéadrica % -5 = 1

Y

Portanto, a quadrica xy + x +y = 0, apés uma rotacao seguida de uma translacao,

¢é o Cilindro hiperbélico dado pela figura 2.11.

Exemplo 2.3.5. Identifique a quadrica x? + 4y* + 922 + 42y — 622 — 12yz = 0.

1 2 =3
Como o discriminante da equagao desta quéadrica é 6 = | 2 4 —6| = 0,
-3 —6 9

devemos efetuar uma rotacao nos eixos coordenados, de modo a eliminar os termos
mistos do 2° grau.
Para isso, calculamos as raizes da equacao caracteristica desta quadrica, por meio
1-Xx 2 -3
da equacao 2 4—)X —6 |=0,obtendo \y =14 e Xy = A3 =0.
-3 -6 9-—A
Sendo assim, encontramos os vetores ortonormais (pelo processo de ortonormaliza-

14 214 —3v14
cao de Gram-Schmidt) \{4_, \1/4_, 1\1_

~2v5 V5 O) (3@ 6v70 5v70
5 N €

como direcao principal correspondente

5 70 7 70 770
correspondentes as raizes Ay = A3 = 0.

araiz \y = 14 e ( ) como direcoes principais

Neste caso, a equagao de rotacao (2.4) é dada por:

( V14 2v/5 N 370
xr = —xy — U1 21
14 5 7
214 V5 6\/'70
Yy = T — —y1 + Z1 -
14 5 7
_osV L BVTO
\ Z = 11 X U1 ) 21

Substituindo esses valores de z, y e 2 na equacao x?+4y>+92% +4xy—6x2z—12yz = 0
e reagrupando, obtemos
1427 = 0,
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ou equivalentemente,
€Ty = 07
que ¢é a equacao de um Plano.

Portanto, a quadrica x% + 4y? + 92% + 4xy — 622 — 12yz = 0, ap6s uma rotacao, é
o Plano z; = 0.

Exemplo 2.3.6. Identifique a quadrica xy +x +y+ 1= 0.

4
]
]
S
K
]
]
]
=S
=Y

Figura 2.12: Quadrica zy +z +y+ 1 = 0.

0 1/2 0
Como o discriminante da equagao desta quadricaéd=|1/2 0 0 |=0, naoé
0 0 0

possivel eliminarmos primeiro os termos do 1° grau por meio de uma translagao. Neste
caso devemos efetuar uma rotagao nos eixos coordenados, de modo a eliminar os termos

mistos do 2° grau.

Para isso, calculamos as raizes da equacao caracteristica desta quadrica, por meio
00—\ 1/2 0
daequacao | 1/2 0—X 0 = 0, obtendo A\ = —%, Ay = % e A3 =0.
0 0 00—\
Sendo assim, encontramos o vetor (1, —1,0) como dire¢ao principal correspondente
araiz A\ = —%, (1,1,0) como direcao principal correspondente a raiz Ay = % e o vetor
(0,0, 1) como diregao principal correspondente a raiz A3 = 0.

Sendo || (1,~1,0) || = V2, || (1,1,0) | = v2 e || (0,0, 1) || = 1, temos:

ﬁ:( 1 ~1 0 ): Q—Qo .

(1, =1,0) || (1, =1,0) [|"[| (1, =1,0) | 27 27 )

f'—< 1 1 0 )_ @_20‘
(L, L,0) 171, 1,0) 171 (1,1,0) 2727 )7

i

0 0 1
- <H (0,0,1) 1" (0,0, 1) || || (0,0, 1) H) =(0.0,1).
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Neste caso, a equagao de rotacao (2.4) toma a seguinte forma:
2 2
r = \/7—$1 + gw + 0z
2 2
y = —£$1 + £?/1 + 0z
2 2
z = 0Oz, + Oy1 + 1z
Substituindo esses valores de x, y e z na equacao inicial e reagrupando, obtemos
2 2
0N r1=0.
2 2
. Ty
Figura 2.13: Quadrica 35 +V2r,+1=0.
Completando-se quadrados obtemos
1 2 vt
8 [ s [
2 2
Efetuando-se a translacao
To = X1 + \/§
Y2 = Y1 )
29 — 21
obtemos ) )
BB
2 2

que é a equacao de dois planos que se intersectam.
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2

Figura 2.14: Quéadrica % -5 = 0.

Y

Portanto, a quadrica xy + x + y + 1 = 0 representa dois planos que se intersectam,

dada pela figura 2.14.

Exemplo 2.3.7. Identifique a quadrica 422 + 4y? + 422 + day + 4wz + 4yz = 0.
4 2 2

Como o discriminante da equagao desta quéadrica é § = | 2 4 2 | = 32 # 0,

2 2 4
esta superficie quadrica representa uma quadrica central. Como a equag¢ao nao possui

termos do 1° grau, iniciamos efetuando uma rotagao nos eixos coordenados, de modo
a eliminar os termos mistos do 2° grau.
Para isso, calculamos as raizes da equacao caracteristica desta quadrica, por meio
4—-X 2 2
da equacao 2 4— X\ 2 =0, obtendo A\ = Ay =2 e \3 = 8.
2 2 4-=A

Sendo assim, encontramos os vetores ortonormais (pelo processo de ortonormaliza-
2 2 6 6 V6
¢ao de Gram-Schmidt) —i, i, 0]e —i, —i, £ como direcoes principais
272 6 6 3
V3

3 V3
correspondentes as raizes A\; = Ay = 2 e <?, \/?_, %) como direc¢ao principal cor-

respondente a raiz A3 = 8.

Neste caso, a equagao de rotagao (2.4) é dada por:

( V2 NG V3

S I R T
V2 V6 V3

O R T
V6 V3

\ z = Ox; —+ ??ﬂ + 721

Substituindo esses valores de x, ¥ e z na equacao inicial e reagrupando, obtemos
277 + 2yi + 827 = 0,

que é a equagao de um ponto, a saber, (0,0,0).
Portanto, 422 + 4y? 4+ 422 + 4xy + 422 + 4yz = 0 representa um Ponto.






3 O estudo de superficies Quadricas

via Algebra Linear

3.1 Preliminares

3.1.1 Definicoes

Definicao 3.1.1. Seja K um conjunto com as operagoes + : K x K — K e - :
K x K — K definidas, respectivamente, por + : (o, ) — a+ e - : (a, f) — - 3,

satisfazendo:
D (atB)+y=a+(B+7),Va,b,7€K;
2) a+f=0+a,Va,b € K;
) Vaoe K, e K|la+0=0+a=q;
) Voe K,3d e K|la+d' =0=d +
5) (a-B)-y=a-(B-7),Va,0,7 € K;
6) a-b=0-a,Va,f € K;
) Vae K, eK—{0}a-1=1 a=a;
8) Vae K —{0},3pe K|a- =0 -a=1;
9) (a+B)y=a-v+B-yea - (B+y)=a-f+a-v,Va,B,7€ K.
Nestas condigoes dizemos que (K, +,-) é um corpo comutativo.

Definicao 3.1.2. Dizemos que um conjunto V' # @ é um espago vetorial sobre o corpo
comutativo K se, e somente se,
I - Existe uma adi¢ao + : V x V — V dada por (u,v) — u + v, com as seguintes

propriedades:

a) u+v=v+u,Vu,v €V,

47
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b) u+ (v+w) = (u+v)+w,Vu,v,w e V;
c) 30V |u+0=u,YueV;
d) VueV,3(—u) e V|u+(—u)=0.

IT - Existe uma multiplicagdo - : K x V' — V dada por (a,u) — au, com as

seguintes propriedades:
a) a(fu) = (af)u,Va, [ € K,Yu e V;
b) (a+ f)u = au+ pu,Va, f € K,Yu € V;
c) a(u+v)=ou+av,Va € K,Vu €V,
d) lu=u,Vu e V.

Para as definigoes a seguir V' denota um espago vetorial sobre o corpo comutativo
K.

Definicao 3.1.3. Um subespago vetorial de V é um subconjunto @ # W C V, tal que:
a) 0 eV,
b) Vu,v € Wu+v € W;
c)Va € K,Yu e W,au € W.

Definicao 3.1.4. Sejam U e W subespagos vetoriais de V. Indicamos por U + W e

definimos como a soma de U com W o seguinte subespaco de V:
U+W={u+w|uelUweW}.

Se UNW = {0} dizemos que U + W é a soma direta de U e W e denotamos por
UoW.

Definigao 3.1.5. Seja S = {x1,x2, - , 2, } um subconjunto de V. Dizemos que x € V

é combinacao linear de x1,xs, -+ ,x, se existem aq, ao, -+, € K tais que
T =021 + Qg+ -+ + QpZy.
Indicamos por [S], o subespago de V' gerado por S, a saber:
[S] = {anzy + agza + - + x| @1, € K}

Definicao 3.1.6. Dizemos que V' é finitamente gerado se existe S C V, S finito, de
modo que V' = [S].

Defini¢ao 3.1.7. Dizemos que um conjunto S = {x1, 29, - ,x,} C V é linearmente

independente (L.1.), ou que, os vetores x1, xs, ..., x, sdo L.I. se, e somente se,

a1x1 + s+ -+ o, =0=0a0;,=0,0=12,...,n.
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Defini¢ao 3.1.8. Dizemos que um conjunto S = {xy, 29, ,x,} C V é linearmente
dependente (L.D.), ou que, os vetores 1, xs, ..., 2, sdo L.D. se, e somente se, S nao

for L.I., ou seja, for possivel termos a igualdade
Ty + ey + -+ apey, =0,
sem que os escalares a;,7 = 1,2,--- ,n sejam todos iguais a zero.

Definicao 3.1.9. Seja V finitamente gerado. Uma base de V' é um subconjunto finito

B C V para o qual as seguintes condigoes se verificam:

b) BéLL.

Definicao 3.1.10. Seja V finitamente gerado. Denomina-se dimensio de V' (dim V)
o numero de vetores de uma qualquer de suas bases. Diz-se também, neste caso, que

V' é um espaco vetorial de dimensao finita.

Definicao 3.1.11. Sejam U e V espacgos vetoriais sobre o corpo comutativo K. Uma

aplicacao T': U — V' é chamada transformacao linear de U em V se, e somente se,
a) T(uy +ug) = T(uy) + T(uz), Vuy, uy € U
b) T(au) = oT(u),Va € K,Yu € U.

No caso em que U = V., uma transformacao linear T : U — U é chamada de

operador linear.

Definicao 3.1.12. Sejam U e V espacos vetoriais sobre o corpo comutativo K. Defi-
nimos L(U, V') o espaco vetorial sobre o corpo comutativo K de todas as transformagoes
lineares de U e V' e chamamos de espaco das transformacgoes lineares de U em V. No
caso em que U =V denotamos por L(U) e chamamos de espago dos operadores lineares

sobre U.

Definicao 3.1.13. Sejam U e V espacos vetoriais sobre o corpo comutativo K e T :

U — V uma transformagao linear. Indica-se por Ker(T') e denomina-se nicleo de T o
seguinte subespago de U: Ker(T) ={u e U | T(u) = 0}.

Definicao 3.1.14. Seja K o corpo dos niimeros reais ou o corpo dos niimeros complexos
e seja V um espago vetorial sobre o corpo K. Um produto interno sobre V é uma

aplicacdo (, ) : V xV — K dada por (u,v) — (u,v) satisfazendo:
a) (u+v,w)=(u,w)+ (v,w),Vu,v,w € V;
b) (au,v) =alu,v),Va € K,Yu € V;

c) (u,v) = (v,u),Yu,v € V, onde a barra indica conjugagao complexa;
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d) (u,u) >0seu##0.
Deve-se observar que as condigoes a),b) e ¢) implicam que
e) (v,av+w) =a(u,v)+ (u,w),Va € K,Yu,v,w € V.

Definicao 3.1.15. Um espago com produto interno é um espago vetorial real ou com-

plexo, munido de produto interno especificado sobre aquele espaco.
Definigao 3.1.16. Uma fungdo || ||: V — R é uma norma se, e somente se, satisfaz

a) [u||>0,VueVel|ul|=0<u=0;

b) || au ||=| a |l v], Va € K,Yu € V;

O Nutol<lul+]vll.

Observamos que sendo V' um espago com produto interno (, ), a funcao

-V —R
dada por
[ull=v/{u,u)

define uma norma e para quaisquer vetores u,v € V' vale | (u,v) |<|| w ||| v ||

Definigao 3.1.17. Sejam u e v vetores num espago V' com produto interno (, ). Di-
zemos que u é ortogonal a v se (u,v) = 0; com isso implica que v é ortogonal a u
e dizemos simplesmente que u e v sao ortogonais. Se S é um conjunto de vetores de
V', dizemos que S é um conjunto ortogonal se S = {0} ou S é um conjunto com a

propriedade de que quaisquer dois vetores distintos em S sao ortogonais.

Definicao 3.1.18. Se S é um conjunto de vetores de V', dizemos que S é um conjunto
ortonormal se S = {u} com || u ||= 1 ou S é um conjunto ortogonal com a propriedade

adicional de que || u ||= 1 para todo u € S.

Definigao 3.1.19. Seja V' um espago de dimensao finita. Se o conjunto B = {g1, go, - - -
, gr} for uma base de V' e simultaneamente um conjunto ortogonal, dizemos que B é
uma base ortogonal.

Definigao 3.1.20. Seja V' um espago de dimensao finita. Se o conjunto B = {g1, g2, - -
, gr} for uma base de V' e simultaneamente um conjunto ortonormal, dizemos que B é

uma base ortonormal.

Definigao 3.1.21. Sejam V' um espago com produto interno (, ) e U um subespago
vetorial de V. Denominamos complemento ortogonal de U, o subespago vetorial de V'
definido por U+ = {v € V | (v,u) = 0,Yu € U}.
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Definigao 3.1.22. Seja V' um espago com produto interno (, ). Denominamos (caso
exista) adjunto de um operador linear T sobre V', e indicamos por 7™, o operador linear
T :V — V tal que (T'(u),v) = (u,T*(v) ),Yu,v € V. Se T = T*, dizemos que T é

autoadjunto.

Definigao 3.1.23. Seja W um subespago de V e T € L(V,W). Dizemos que T é uma

transformacao linear idempotente de V sobre W se T?> =T, onde T> =T o T.

Definigao 3.1.24. Seja V um espago vetorial sobre K e T' € L(V'). Se existir v € V,
comv #0e )\ € K, tal que T'(v) = v, dizemos que X é autovalor de T e v é autovetor

de T associado ao autovalor \.

Definicao 3.1.25. Sejam W um subespago de V e T' € L(V). Dizemos que W ¢é
invariante sob T se T(W) C W, isto é, Yw € W, T(w) € W.

Definigao 3.1.26. Sejam m > 1 e n > 1 dois nimeros inteiros. Denotamos M, (K),
o espaco vetorial sobre K das matrizes do tipo m x n com elementos em K. Se m = n,
utilizamos a notacado M, (K) para o espago vetorial sobre K das matrizes quadradas

de ordem n, com elementos em K.

Definicao 3.1.27. Uma matriz quadrada A de ordem n é inversivel se, e somente se,

existe uma matriz B, também de ordem n, de modo que AB = BA = 1.

Definicao 3.1.28. Uma matriz quadrada A de ordem n é dita uma matriz simétrica
se At = A.

Definicao 3.1.29. Uma matriz quadrada A de ordem n é dita ortogonal se A*A = 1.

Definigao 3.1.30. Seja A uma matriz quadrada sobre K. Um autovalor de A em K

é um escalar A € K tal que a matriz A — A\ nao é inversivel.

Definicao 3.1.31. O polinémio pa(A) = det(A — XI) é chamado de polinémio ca-
racteristico de A. Observe entdao que A\ é autovalor de T' se, e somente se, pa(\) =

det(T — \) = 0.

Definigao 3.1.32. Sejam V' um espago vetorial sobre K e T' € L(V'). Dizemos que T'

é diagonalizdvel se existe uma base de V' formada por autovetores.

Principio da Indugao Finita

Muitas vezes, para provarmos que uma relacao é valida para todo n € N, empre-
gamos o principio da indugao finita (P.I.F.), cujo enunciado é o seguinte:
Uma proposi¢ao P(n), aplicavel aos nimeros naturais n, é verdadeira para todo

n € N, n > ng, quando:
1°) P(ng) é verdadeira, isto é, a propriedade é valida para n = ng, e

2°) Se k € N, k > ng e P(k) é verdadeira, entdao P(k + 1) também é verdadeira.
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3.1.2 Resultados

Nesta subsecdo veremos alguns resultados da Algebra Linear necesséarios para o
desenvolvimento da proxima segao.

Em toda esta subsecao K denota o conjunto dos niimeros reais R ou o conjunto dos
niameros complexos C, M,,x,(K) denota o espago das matrizes do tipo m x n sobre
K, V denota um espago vetorial sobre o corpo K munido de um produto interno ( , )

e L(V) denota o espago dos operadores lineares sobre V.

Teorema 3.1.1. Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo K munido de um produto
interno ( , ) e seja W um subespaco de V' de dimensao finita n. Considere P :V — W
a projegao ortogonal de V- em W definida por P(v) = Y ,_, (v, vg) v, Vv € V, onde
{v1,v9,++ ,v,} € uma base ortonormal de W. Entao P € uma transformagao linear
idempotente de V sobre W, KerP =W+ e W W+ =V,

Demonstracao. Sendo {vy, vy, -+ ,v,} uma base ortonormal de W temos que P é uma

transformacao linear pois se uy,us € V e a € K, entao

Plauy +ug) = dp_; (auy + ug, vg) vy,
= > po ((au, vg) + (uz, vg) vy
= D e (0 (un, ) vg 4 (uz, vg) vx)
= D ey @ (U, vp) v + D0 (U2, vE) vk
=y (un, k) vk + 3oy (s, vg) vk
= aP(uy) + P(us).

Além disso, se v € V' entao

|
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k=1 k=1
Mas N
Plog) => (v v)v;=vp (1)
j=1
desde que {vy,vq, -+ ,v,} & base ortonormal de WW.

Logo, Yv € V., P?(v) = Y 1_, (v,up) P(vg) = > p_y (v, 0) v, = P(v) e assim, P ¢
idempotente.

Para verificar que KerP = W+, basta mostrar que KerP C W+ e KerP > W+.
De fato,

(a) KerP C W+ pois se v € KerP entao
P(U) :0:>Z<U,Uj>7jj =0= <’U,Uj> :O,VJZ 1727... , 1,
=1

pois {vy, vz, -+ ,v,} € uma base de W. Além disso, Vw € W, w =377 | ajv; e

portanto (v, w) = <v, > i1 Ozjvj> = >, @ (v,v;) = 0. Logo v € W,
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(b) KerP > W+ pois se v € W, (v,w) = 0,Yw € W e como v, € W,Vk =1,---n,
segue que P(v) => 7 (v,vx) vy = 0. Logo v € KerP.

Portanto, de (a) e (b), temos que KerP = W+,

Mostremos que I'mP = W, pois desta forma, para mostrar que W @ W+ =V,
basta provar que ImP & KerP =V.

Para mostrar que ImP = W, basta provar que ImP D W pois como P :V — W,
ImP CW.

De fato, se w € W, temos que w = 37|

Logo, P(w) = »7_, a; P(v;) & i1 @jv; = w e portanto w € ImP.

Assim, ImP =W.

Para finalizar, provemos que ImP @& KerP = V, ou seja, ImP + KerP =V e
ImP N KerP = {0}.

Para provar que ImP+ KerP =V, basta provar que V C ImP+ KerP. De fato, se
v €V, entdov = P(v)+(v—P(v)). Mas P(v—P(v)) = P(v)—P?(v) = P(v)—P(v) = 0,
ou seja, v — P(v) € KerP e como P(v) € ImP segue que v € ImP + KerP. Assim
V C ImP + KerP e portanto ImP + KerP =V.

Para verificar que ImP N KerP = {0}, basta mostrar que ImP N KerP C {0}.
De fato, v € ImP N KerP = v € ImP ev € KerP = v = P(w), para algum w €
Ve P(v) = 0. Logo, 0 = P(v) = P*(w) = P(w) = v. Entao, ImP N KerP C {0} e
portanto ImP N KerP = {0}. O

Oéj’Uj.

Teorema 3.1.2. Sejam V um espago vetorial sobre o corpo K de dimensdo finitan > 1
munido de um produto interno e T € L(V') autoadjunto. Entdo T possui um autovetor

associado a um autovalor real.

Demonstragao. Sejam (3 = {uy,ug, -+ ,u,} uma base ortonormal de Ve A = [Tz a
matriz de T em relacdo a base 3. Como T = T* segue que A = A*, onde A* = Al

Se K = C, considere W = M,,»;(C) com o produto interno (X,Y) = Y*X. Entao
U: W — W definido por U(X) = AX, define um operador linear autoadjunto
sobre W, pois (U(X),Y) = (AX,Y) = Y*AX = Y*A*X = (AY)*X = (X, AY) =
(X,U(Y)) e portanto U* = U.

Consideramos o polinémio caracteristico de U, Py(\) = det(A — A1)

Como Py (A) é um polindmio de grau n > 1 sobre C, entao Py (\) possui pelo menos
uma raiz ¢ € C.

Logo, det(A — ¢I) = 0 e portanto ¢ é um autovalor de U. Logo 3X # 0 autovetor
de U associado a ¢, isto é, U(X) = AX = ¢X.

Observamos de fato, que como U é autoadjunto, ¢ € R. Com efeito, temos
(U(X),X) = (X,U(X)) & (X, X) = (X,cX) & (X, X) = ¢(X,X) & (¢c—
(X, X)=0ec-tc=0ec=tc<ceR
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Se K = R, podemos tomar X € M,y1(R) e como A e A — cI tem elementos reais,
existe x = X' # 0 € R" tal que Tz = cx, ou seja, T possui um autovetor associado ao

autovalor real c. O

Corolario 3.1.1. Sejam V um espago vetorial sobre o corpo K de dimensao finita
n > 1 munido de um produto interno e T' € L(V') autoadjunto. Entio autovetores de

T associado a autovalores reais distintos sao ortogonais.

Demonstracao. Se vy e v9 sao autovetores de T associados, respectivamente, aos auto-
valores reais \; € Ag, com A\; # Ao, entdo Av; = \jv; e Avg = A\gvy onde A = [T]5 com 3
uma base ortonormal fixada de V. Como por hipotese T'= T™, segue que A = A*, pois
A" = [T*]|p. Assim, (Avy,v9) = (v, Avy) pois A* = A. Mas (Avy,ve) = (\vy,v2) =
A1 (v1,v9) € (vg, Avg) = (v1, AgUa) = Ag (v1, Va)

Sendo assim, (Avy,ve) = (v1, Avg) = A1 (v1,02) = A (v1,09) = (A1 — A2) (v1,v2) =
0 = (v1,v2) = 0, pois A\; # Ay. Portanto, v; é ortogonal a vs. O

Teorema 3.1.3. Sejam V' um espago vetorial sobre o corpo K de dimensao n > 1
munido de um produto interno e T € L(V') autoadjunto. Se W é um subespago de V

invariante sob T, entdo W+ é um subespaco de V invariante sob T .

Demonstragdo. Queremos provar que T'(W+) ¢ W+,

De fato, se x € T(W') entdo # = T(y) com y € W+. Assim, Vw € W, (z,w) =
(T(y),w) = (y, T(w)), pois T" & autoadjunto.

Como T(W) C W segue que T(w) € W. Mas y € W+, logo (y,T(w)) = 0.
Portanto (z,w) = 0,YVw € W e assim x € W+. O

Teorema 3.1.4. Sejam V um espago vetorial sobre o corpo K de dimensao finita
n > 1 munido de um produto interno e T € L(V') autoadjunto. Entdao existe 3 base

ortonormal de V' formada por autovetores de T associados a autovalores reais.

Demonstracao. Facamos a prova por inducao sobre a dimV =n > 1.

Se n = 1, pelo Teorema 3.1.2, T possui autovetor v # 0 associado a um autovalor

cp € R, isto é, T'(v) = cyv. Logo, f = ﬁ é uma base ortonormal de V' e como
v
v 1 1 v .
T = —T(v) = ——c1v = ¢;7——, segue que 3 é uma base ortonormal
[ v v | v v

constituida de um autovetor de 71" associado ao autovalor ¢; € R.
Suponhamos que o teorema seja valido para espagos de dimensao n — 1.

Seja v; = HU—H e W = [v1]. Como v; é autovetor de T, temos que W é invariante
v

por T, pois x € T(W) = = = T(w) paraalgam w € W = z = T(av,) = x =
al(vn) =z =alcv) =z = (ac))vy =z € 1] = W.

Como T & autoadjunto, pelo Teorema 3.1.3, T(W+) C W+.

Temos que W+ com o produto interno de V' é um espaco com produto interno de
dimensdo n — 1, pois pelo Teorema 3.1.1, W @ W+ =V e assim dimW + dimW~+ =

dimV = n o que implica dimW+ =n — 1.
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Seja U : W+ — W+ dado por U(w) = T'(w). Entao Va,y € W, como T é auto-
adjunto, (U(z),y)) = (T(z),y) = (x,T(y)) = (z,U(y)) e portanto U é autoadjunto.

Pela hipotese de indugao, existe v = {vs, v3, - ,v,} base ortonormal de W+ for-
mada de autovetores de U, isto ¢, Uv; = ¢jv;, j = 2,3,--- ,n, com ¢; € R.

Logo, v;, j = 2,3,--- ,n sao autovetores de T, pois T'(v;) = U(v;) = c¢jv;, com
c; €R.

Como W @& W+ = V, entdo 8 = {v1,v2,+-+,v,} é uma base ortonormal de V
formada por autovetores de T, pois como v; € W e v; € W, j = 2,3,--- | n, temos
que (vj,v1) =0,7 =2,3,--- ,n. ]

Corolario 3.1.2. Se A € M,(R) é simétrica, entao existe P € M,(R) ortogonal (i.e.
P'P =1) tal que detP =1 e P'AP € uma matriz diagonal.

Demonstracao. Seja V- = R™ com o produto interno canénico dado por (z,y) =
Yo xiy;, onde x = (x1,22,-- ,x,) €Y = (Y1,Y2, - ,Yn) € seja T : R" — R”
definido por

T

T2
T(x1, 29, o) =A| (3.1)

Tn

onde A é simétrica. Portanto, T' é autoadjunto, e assim, pelo Teorema 3.1.4, existe

B = {v1,v9, -+ ,v,} base ortonormal ordenada de V' tal que
T(vj) = cjvj,j =1,2,--,n (3.2)
(§ Cj S R.
Se D = [T, entao D é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal sdo os ¢;,
7 =1,2,---  n, mais explicitamente,
(¢, 0 -~ 0|
0 ¢ -+ 0
D=1 . :
0 0 - ¢
Seja P a matriz cujas colunas sao vy, vg, - - - , U, € €SCrevamos
P = V1 Vg - Un
Entao P! é a matriz cujas linhas sao vy, vs, - - - ,v,, e temos
U1
pi=|"

Un
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Logo, )
U1
pp — | 7 [U ]
. 1 V2 Un
[ () (un,ve) e (o)
. </U27 U1> <U27 U2> e <U27 /Un>
L <’Un,'U1> <U7L7U2> e <Unavn>
= [(Ui?vj>]i,j€{1,2,---,n}
= [04)ijeq1,2, m}s
onde
0 sei#j
Assim,
10 0
pp— |t Yy
00 --- 1

Desta forma, P € M, (R) é ortogonal e além disso podemos tomar P tal que det P =
1, pois, P'P = I = det(P'P) = det(I) = detP'.detP = detl = detP?> = I = detP =
1 ou detP = —1. Se detP = —1, basta tomarmos a base 3 = {vg, v1,v3, -+ ,v,} que
obtemos detP = 1.

Também,

U1

U
PtAP = | [Avl Avy - Avn]
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_ o
3.1,3.2 (%) [ ]
= C1U1 CoUg -+ CpUp
e (v, 1) (Ui, v2) -y (U1, Up)
- C1 <1127 Ul) Co (Uz, UQ> o Cp (UQ,Un>
L C1 <Un7 U1> Co <Una U2> e Cn <Un7 Un>
I c1.l .0 -+ ¢,.0
c1.0 ¢c.1 -+ ¢,.0
L Cl.O CQ.O Cn.l
[ e1 0 0
0 Co 0
I 0 0 - ¢
= D.
Portanto, PPAP ¢ uma matriz diagonal. O

3.2 O Teorema de classificacao das quadricas

Nesta segao estudamos as superficies que tém equagoes cartesianas dadas por ex-

pressoes quadraticas em x, y e z. Temos as seguintes defini¢oes:

Definigao 3.2.1. Uma quddrica é um subconjunto de pontos (x,vy, z) de R?® definido

por uma equagao da forma:
ar® +by? + e +dey +exz + fyz +gr+hy+iz+5=0 (3.3)
onde a,b,c,d,e, f, g, h e i sao niimeros reais nao todos nulos.

Definicao 3.2.2. Por um movimento rigido de R® entendemos uma aplicacao M :
R3 — R? dada por M =T o R, onde R é uma rotacao em torno da origem e 7' é uma

translacao.

Com base nestas definicoes e nos preliminares da secao anterior, provaremos o

seguinte



58 O estudo de superficies Quéadricas via Algebra Linear

Teorema 3.2.1. A equacao geral de uma quddrica, por meio de um movimento rigido
em R3, pode ser transformada em uma das equagoes cartesianas sequintes (em cada

caso, k,l e m sao constantes nao nulas):
2 2 22

x
(1) Elipsdide: =) + ?;—2 +— =1;
Figura 3.1: Elipsoide.
2 .2 2
(2) Hiperboldide de uma folha: RN A 1;

k212 m?

Figura 3.2: Hiperboldide de uma folha.

. 3 o2t oyt 2 .
(3) Hiperboldide de duas folhas: T + i 1;

AV Z VYAV _'
b
vy A Vd LA W= S

A %annna:‘:éf:z:ﬂ VAF
‘ V

%
AV ardY, A AT

Figura 3.3: Hiperboldide de duas folhas.

(4) Paraboldide Eliptico: x_2 + y_2 = 2
k22 ’
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o
g =
2 s)
2 =
= &)
S =t
o S S SY =
..um S Y ®
S =
ANy = N <
/] L\V,A_v. SN = B
A AW >~ S &
N < _ - I
g ~ _2 L0 «~
g 8l = hlE
[
= S o |
.20 < =
& = o0 A |
= - y_l
S +
& N |
Sw S RE
< S
S S5
S =
~
A )
-~ ~
NG NI

Cone duplo.

Figura 3.6
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eSS

CZZESSSIS SIS SN
VZ/7/7/2 NN NN Y

AT AVAVAYVAYVAVAVAVAAVAVAVAVAVAYAAVAYiiY

\SSAAAAAAAAAAAAAAAAAAARAAANA7

(7) Cilindro eliptico:

Cilindro eliptico.

Figura 3.7

(8) Cilindro hiperbdlico

ilindro hiperboélico.

C

Figura 3.8

(9) Cilindro parabdlico

LI I AAAXAAAAAAAAAAANAANAAAAAANAS

2/ v a7 a7V AV AV AV AV AV AV AV AV AV AV AV AV AV AVAVAVAVAVAVAYY

Cilindro parabdélico.

Figura 3.9

9

(10) Plano: x =0
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(11) Dois planos paralelos: z* = k?;

N

7

7

2.
2

2
77
19

Z
%
47
7
7

R
g
AV

Figura 3.11: Dois planos que se interceptam.

2 2
(13) Reta: % ?ZJ_? =0;
.TQ y2 2;2
(14) Ponto: = + = + = 0;

(15) Vazio: x* + k* = 0.

Demonstracao. Podemos escrever a quadrica (3.3) matricialmente, na forma

x x
xy z|Aly|+]|g h y | +17] =0,
z 2

com A uma matriz simétrica de ordem 3.



62 O estudo de superficies Quéadricas via Algebra Linear

De fato, para determinar a matriz A basta fazer

11 a1z 413 X X
[xyz} (12 Q2 A23 Y +[9hi] y |+l =
@13 Ag23 a33 z z

ax? + by? 4+ c2* + doy + exz + fyz +gr + hy + iz + 7.

Portanto,
apx’ + a22y2 + a3322 + 2a100y + 201302 + 2a93Yyz + gr + hy + 12 + j =

az? + by? + c2® + dey + exz + fyz + gr + hy + iz + J.

e :
LOgO7 ayj;p = a,a92 = b, as3 = C,a19 = 5,@13 = 5 € Q93 = E, ou seja:
a dj2 e/2
A=1d/2 b f/2
e/2 f/2 ¢
Assim, a quadrica (3.3) pode ser escrita na forma
a d/2 e/2 x x
[xyz] a2 b f/2 y —i—[ghz’] y | +y]=0 (3.4)
e/2 f/2 ¢ z z

Porém, como vimos pelo Coroléario 3.1.2, como A é simétrica, existe uma matriz

ortogonal P tal que

P'P=1 (3.5)
detP = 1 (3.6)

€
A = P'AP (3.7)

é uma matriz diagonal, de modo que os elementos na diagonal de A’ sdo os autovalores
de A e as colunas de P sao os autovetores de A. Observe que os vetores de P sao
ortogonais e assim para ortonormaliza-los basta dividir cada vetor pela sua norma.

Definamos:

[331 U zl}Z[xyz}P (3.8)

[gl Iy z‘l}:[ghz’}P (3.9)
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Da equagdo (3.7) segue que (P~1)!A’P~1 = A. Como P! = P! entdo (P!)!A'P! =
A e portanto PA'P! = A.
Substituindo A = PA’P' na equagao (3.4) e utilizando a equagao (3.5), temos:

[g; y z]PA’Pt z +[g h z’}PPt i +[j] =0.
z z

Das equagoes (3.8) e (3.9) seguem que

1 1 A 000
[xl U1 zl]A' U1 +[g1 h1 il} y1 |+j]=0,onde /=] 0 X 0 |,
2 21 0 0 X
a d/2 e/2
com Ai, Ay e Az autovalores da matriz A= | d/2 b f/2
e/2 f/2 ¢

Desta maneira, a expressao inicial da quadrica fica reduzida a forma
Mt + Aoyt + Aszi 4wy + lays + iz +5 =0 (3.10)

Neste caso, se \; # 0, completando-se quadrados obtemos

Mzi? + 91T =\

Fazendo x5 = x; + , temos que \x? + g111 = \wo? — 2.

9
2\
Substituindo esta expressao na equagao (3.10) obtemos

MT2” + Aoyt + A3zt + hayr + i1z + 1 = 0,

Nt
Comjl—]—4—)\1.

Isso mostra que quando A; # 0, podemos supor g; = 0 na equacao (3.10), isto é,

eliminamos a variavel ;. O mesmo processo mostra que podemos, na equacao 3.10,

h
supor hy = 0, se Ay # 0, fazendo yo = y; + # ou ainda supor 7; = 0, se \3 # 0,
, 2
41
f; d = —.
azendo z9 = 21 + g

Temos assim que analisar apenas quatro casos:

1° Caso: Quando todos os autovalores de A sao diferentes de zero, isto é, A1, Ao, A3 #
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Neste caso, na equagao (3.10), fazendo z, = a:1+£, Yo = Y1+ ﬂ €29 = zﬁ—i—l,
2\ 29 2)3

obtemos a expressao

MTo? + Aoy’ + A3z +j1 = 0,
g1 h% Z'12
ANy 4he 4N

De acordo com os sinais de A\i, Ay e A3 temos:

Se j1 = 0, obtemos as equagoes (6) ou (14). A equagao (6) ¢ obtida quando dois
dos autovalores de A tém o mesmo sinal e o outro tem sinal contrario e a equagao (14)
é obtida quando todos os autovalores de A tém o mesmo sinal.

Se j1 # 0, obtemos as equagoes (1), (2) ou (3). A equagao (1) ¢ obtida quando
todos os autovalores tém sinal contréario ao de ji, a equagao (2) é obtida quando apenas
um autovalor tem o mesmo sinal de j; e a equagao (3) é obtida quando apenas um

autovalor tem sinal contrario ao de jj.

2° Caso: Quando apenas um dos autovalores de A é igual a zero.

Suponha que A, Ay # 0 e A3 = 0.

Neste caso, na equagao (3.10), fazendo x5 = 21 + 29—/\11, Yo = Y1 + 2—)\12 ez =2
obtemos a expressao

Maa® + Aayo® + i1z + 1 =0,
comjlzj—g—%—h—%.
4N 44X

Assim:

Se i1 = 0, obtemos A\ 722 4+ \oys? 4+ j1 = 0.

Sendo assim, de acordo com os sinais de A; e Ay temos que:

Se j1 = 0, obtemos as equagdes (12) ou (13). A equacdo (12) é obtida quando
Ay < 0 e a equagao (13) é obtida quando A\ Ay > 0.

Se j; # 0, dividindo a equacao A\z9% + Aay? + 71 = 0 por —j;, obtemos as equacoes
(7) ou (8). A equagao (7) ¢ obtida quando A; e A2 tém sinais contréarios ao de j; e a
equagao (8) é obtida quando A; e As tém sinais opostos (independentemente do sinal
de ji).

Se i1 # 0, observamos que

)\1![‘22 + /\2y22 + 120+ 51 =0= )\11‘22 + /\2y22 + 21 (22 + ‘Z—l) =0.
1

)
Fazendo x3 = x9, y3 =y € 23 = 29 + —, obtemos
31

/\15(732 + )\2y32 + ’ilzg =0 (311)

Como iy # 0, podemos dividir a equagao (3.11) por i; e supor que o coeficiente i,
de z3 seja igual a 1, obtendo assim uma equagao do tipo: )\’19[:32 + /\/2y32 + 23 = 0 onde

¥ ,
A= Z,—lj, para j = 1,2.
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Neste caso, se XI, XQ < 0, obtemos a equagao (4); se Xl, )\'2 > 0, efetuando-se uma

rotacao de 180° em torno do eixo Ox3, ou seja, fazendo

1 0 0
[154 Y4 2’4}—[333 Y3 23} 0o -1 0 |,
0 0 -1

também obtemos a equacdo (4) e se A}, < 0 obtemos a equagao (5) (observamos que
para o caso onde A} >0 e \, < 0, basta efetuarmos uma rotagéo de 180° em torno do

eixo Oxg).

3° Caso: Quando apenas um dos autovalores de A é diferente de zero.
Suponha A\; 0 e Ay = A3 =0.

Neste caso, na equagao (3.10), fazendo xo = x1 + ——, Y2 = y; € 23 = 2z; obtemos a

2)\
expressao
Mao® + hiye + 1120 + j1 =0 (3.12)
com j; =j — 9_1
4N
Assim:

Se hy = i; = 0, temos A\ 292 + j; = 0.
Portanto, se j; = 0, obtemos a equacao (10) e se j; # 0, obtemos as equagoes (11)
u (15). A equagao (11) é obtida quando A1j; < 0 e a equagao (15) é obtida quando
Aji > 0.
Se apenas um deles (hy ou i;) é diferente de zero, digamos que hy # 0 e iy = 0,

entao temos que

)\11‘22 + h1y2 + jl =0= )\1ZE22 + hl (yg + }jl ) 0.
1

Fazendo x3 = w9, y3 = yo + ]jl— e z3 = 2y, obtemos
1

)\11'32 + h1y3 =0 (313)

Como hy # 0, podemos dividir a equagao (3.13) por h; e supor que o coeficiente hy

~ ~ A
de 3 seja igual a 1, obtendo assim uma equacao do tipo: A\jz3%+1y3 = 0 onde \; = h_l
1

Neste caso, se M < 0, obtemos a equagao (9). Se A > 0, fazendo uma rotagao de

180° em torno do eixo Ozs, ou seja,

-1 0 0

[1'4 Ya 24}:[563 Y3 2’3} 0 -1 0],
0 0 1
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também obtemos a equagao (9).

Se hi,i; # 0, consideramos a equacgao (3.12), a saber
M2 + hays + i120 + j1 = 0.

Efetuando-se uma rotagao do plano Oyy2s de modo que o eixo Oy, fique paralelo

ao vetor (hy,i1), ou seja,

[ 0 0 |
0 hl _ il
[$3 Y3 23}:[1’2 Y2 22] V242 R +i2
0 hy
L 1Ty 1T
obtemos
(
T2 = X3
hi
Yo = =Y3 -
VI A+ VR + i3 (3.14)

i

h
Pp— ys + 4 Z
2 = =3 =23

\ Vhi+ 3 Vhi+i2

Substituindo xs,ys € 2o em (3.12) obtemos que

)\1$32+h1< +1=0=

hl il . il hl
=3 — =3 | tu | —F—=YP+ -2

(hi +13)

Mxg? + ~—A——=ys + j1 = 0
VhE+3
: : . (h} +143) :
e assim reduzimos ao caso onde o coeficiente de y3, a saber, ? # 0 e o coeficiente
+1
19

de z3 é zero, que conforme ja estudamos se reduz a equagao (9).

4° Caso: Quando todos os autovalores de A sao iguais a zero, ou seja, Ay = 0, Ay =0
e A3 =0.

Neste caso, a equagao (3.10) fica reduzida a forma giz1 + hiys + 4121 + 7 = 0, com
g1, h1 e i1 nao sao simultaneamente nulos e portanto ¢ a equagao de um plano, que
ap6s um movimento rigido se reduz & equagao (10). De fato:

a) Se apenas um dos coeficientes g1, hy ou i; é diferente de zero. Supondo g; # 0,

hy =0 e 1; =0, temos:

g1 +j=0=q (931+;—) =0.
1

Fazendo 2o = x1 + i, obtemos g;z2 = 0 ou, equivalentemente, x5 = 0 que é a
251
equacao (10).
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b) Se apenas um dos coeficientes g1, hy ou i; é igual de zero. Supondo g; = 0,
hi # 0 e iy # 0, temos:

h1y1 + 112 —|—] =0= hlyl + 7 (21 + Zi) = 0.
1
Fazendo o = =1, yo = y1 € 29 = 21 + ,i, obtemos hiys + 2129 = 0. Neste caso,
1

efetuando-se a rotagao (3.14) do plano Oyszs de modo que o eixo Oy, fique paralelo ao
vetor (hy,i1), ou seja,
(
To = X3

hy

(1
Y2 = =Y3 — =23
Vi + i \/hzﬂf
41 + 1 4
Vh3+

29

= =13
\ V3 + 2

h? + i

VI3 + 2

c) Se todos os coeficientes g1, hy e i; sao diferentes de zero, ou seja, g1 # 0, hy # 0

Obtemos ( > ys = 0, ou equivalentemente, y3 = 0, que é a equagao (10).

e i1 # 0, temos:

gixy +hiyn +iz + 5 =0= gio + iy + 0 (21 + %) =0
1

Fazendo o = 1, yo = y1 € 20 = 21 + ,i, obtemos gyxs + h1ys + 1120 = 0. Assim,
efetuando-se a rotacao (3.14) do plano Oy;zlg de modo que o eixo Oy, fique paralelo ao
vetor (hq,11), ou seja,

( To = T3

ha

1
Yo = =3 — =<3
VI + i \/hz—kz% )
41 1

Zy = =13 + =<3
\ Vhi+i2 Vhi+i2
hi + i ) - )
obtemos g 3 + N ys = 0 que é uma equagao como a do item b), que como
+1
19
ja vimos, pode ser reduzida a equagao (10). O

A tabela da préoxima pagina apresenta os passos que simplificam a equagao geral

de uma quédrica:
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Reducgdo da equagéo geral de uma quadrica via Algebra Linear

1° Dada a equagdo az? + by? + cz? +2dxy +exz + fyz +47+ hy +iz+j =0,
a d/2 e/2
considere A = 2 d/2 b f/2
e/2 f/2 ¢
2° Resolva a equag@o det(A — AI) = 0 e encontre A1, A2 e A3, os autovalores da matriz A.
3° Determine os respectivos autovetores associados aos autovalores A1, A2 e Az de A
4° Considere as matrizes A’ e P, onde A’ uma matriz diagonal, cujos elementos de sua diagonal
sdo ps autovalores die A § Péa matriz cujgs colunas sdo op regpectivos autovetores de A.
5° Defina =z y1 21 = o y 2z Pe g hi 41 = g h i P parareduzira
expressao inicial da quadrica a forma )\1{17% + )\Qy% + )\32% +g1x1 +hiy1 +i121 +5=0
e siga os passos do caso em que a equagao se enquadra:
1° Caso: 2° Caso: 3° Caso: 4° Caso:
Quando todos os Quando apenas um Quando apenas um Quando todos os
autovalores de dos autovalores dos autovalores de autovalores de
A sao diferentes de A é igual A é diferente A sao iguais a
de zero, isto &, a zero, digamos de zero, digamos zero, ou seja,
A1, A2, A3 # 0. A, A2 #0e A3 =0. A #0ed2=X3=0. Al =X2=X3=0.
6° | Efetue a translagao: Efetue a translagao: Efetue a translagao: Temos um plano.
8 P g1 8 s 9L s o Efetue translacao e
% %)Il % T2 =171 221 3 =z + E se necessario rotagao
§92:y1+2T2 §y2:y1+2thQ = »=u Oanédogasz‘jsdo
= zzzz1+l—1 S = 20 = 21 3° caso no 7° passo
23 para obter (10).*
7° | Reagrupe a equagdo | Se na equagao obtida Se na equacao obtida
e obtenha (1), (2), i1 = 0, obtenha h1 =141 = 0, obtenha
(3), (6) ou (14).* (7), (8), (12) ou (13).* (10), (11) ou (15).*
ée i1 # 0, efetue: Se h1 ou i1 é
S T3 =22 diferente de zero,
ys=v2 efetue translacao
- 23 =22+ Z—l (se necessario também
e obtenha (4) ou1(5)* rotacdo) como as do
(se necessério, efetue 2° caso no 7° passo
a rotagao x4 = 3 para obter (9).*
Ya = —y3 e 24 = —23).

Se hi,i1 # 0, faga
a rotagao (3.14)
para reduzir a
equacao ao caso
em que hj ou i1
é diferente de
zero, obtendo (9).*

* As enumeragdes de (1) até (15) sdo as mesmas do Teorema de Classificagdo das Quadricas.

Tabela 3.1: Reducao da equacao geral de uma quadrica via Algebra Linear
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3.3 Aplicacoes

Para finalizar esse capitulo, faremos nesta secao algumas aplicacoes do Teorema de
Classificacao das Quédricas, transformando uma quadrica de R?, em uma outra, cuja
equagao é uma das 15 descritas no Teorema 3.2.1 e também observamos que as figuras

inseridas nos exemplos foram feitas utilizando-se o software Maple.

Exemplo 3.3.1. Identifique a quadrica 422 + 4y? + 42% + 4oy + 4oz + 4yz — 3 = 0.

AR
,,,A&www“gb‘
ARAARTL
%AV \ANV \VAYAVAVE G
n«u"lﬂgj"

Figura 3.12: Quadrica 422 + 4y* + 422 + 4oy + 4wz + dyz — 3 = 0.
4 2 2
2 4 2
2 2 4
Para diagonalizar a matriz A, resolvemos a equacao det(A — A\I) = 0, encontrando

ﬂ3§06(¢6\@¢ﬂ

ERE RN A G

Temos que A =

A1 = Ay = 2 e A3 = 8 os autovalores da matriz A, (— "6 3

V3 V3 V3
37373
o autovetor unitario de A associado ao autovalor A3 = 8. Sendo assim, temos que

os autovetores unitarios de A associados aos autovalores A\ = A\ = 2 ¢ (

—_i\/_ig-
200 2 6 3
A=1]020 ep:%ﬁ_ﬁg
0 0 8 0 L%Lg

L 3 3

Definamos:
[:vl Y1 zl]:[x Y z}P

[gl Iy il}Z[g h @}P:[o 0 O}P:[o 0 o}.

Desta maneira, a expressao inicial da quadrica fica reduzida a forma

207 + 2y} +82f —3 =0,
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ou equivalentemente,

N

: R
RISRERN
N =LA

= v

2
Figura 3.13: Quadrica — L + — 9L 4 1
IMTERTE
2 2 8

Portanto, a quadrica 4x? + 4y? + 422 + 4xy + 4wz + 4yz — 3 = 0, apds uma rotacao,
¢é o Elipsoide dado pela figura 3.13.

Exemplo 3.3.2. Identifique a quadrica 32% + 2zy + 2 + 1 = 0.

Figura 3.14: Quadrica 32% + 22y +x + 1 = 0.
010
1 00
00 3

Para diagonalizar a matriz A, resolvemos a equagao det(A — A\I) = 0, encontrando

Temos que A =

2 V2
A =1, = 3 e A3 = —1, os autovalores da matriz A e V2 V2

,—,0 ] o autovetor
27 2

unitario de A associado ao autovalor A\; = 1, (0,0, 1) o autovetor unitario de A associado
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2 2
ao autovalor Ay = 3 e \/7_, —g, 0 | o autovetor unitario de A associado ao autovalor
A3 = —1. Sendo assim, temos que
V2 V2
10 0 PR
A=103 0 e P=|V2 o V2
00 —1 2 2
0 1 0

Definamos:
[xl Y1 21]:[:16 Y z}P

Desta maneira, a expressao inicial da quadrica fica reduzida a forma
V2

2
x%+3yf—zf—l—7m1+§zl+1:0.

V) V4

VAV AYAVAVAYAA A
OO0 H SRR
et

2 2
Figura 3.15: Quadrica z? + 3y? — 22 + \/——xl + £z1 +1=0.

2 2
Neste caso, completando-se quadrados obtemos
2 2
V2 1 V2 1
“Z ] ==+ 3y - — | —= 1=0
T+ 4 3 + Y1 Z1 + 4 3 + 5
ou equivalentemente,
2 2
2 2
x1+£ + 3y; — zl+£ = —1.
4 4
2 2
Fazendo xy = 1 + %, Yo =1Y1 € 29 =21 + v obtemos

vy +3yy — 2 =1,
ou ainda,
—2y =3y + =1,

que é a equacao de um Hiperboléide de duas folhas.
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S AW
TAVAYAV) LR
TAVLATATATAVSS"S
W AVAV Zaravare B a
LXAPNG) N D
RNNLD\NCTT\\DOGFKIR
AN AVAYIVATAVATYAS Ay
YR\ 27PN >

Figura 3.16: Quadrica —z3 — 3y + 23 = 1.

Portanto, a quadrica 322 + 2zy + 2 + 1 = 0, apés uma rotacao seguida de uma

translacao, é o Hiperboloide de duas folhas dado pela figura 3.16.
Exemplo 3.3.3. Identifique a quadrica 2zy — 6x + 10y + z — 31 = 0.

Figura 3.18: Quédrica 2zxy — 62 + 10y + z — 31 = 0 vista de cima.
010
1 00
000

Para diagonalizar a matriz A, resolvemos a equagao det(A — A\I) = 0, encontrando

V2 V2

A = —1,2 = 1e A3 =0, os autovalores da matriz A e TRECR

Temos que A =

o autovetor
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0 | o autovetor unitario de

V2 V2
27 27
A associado ao autovalor Ay = 1 e (0,0,1) o autovetor unitario de A associado ao

unitario de A associado ao autovalor \; = —1,

autovalor A3 = 0. Sendo assim, temos que

V2 V2

-1.0 0 5 2 Y
A=]0 10| e P=| V2 2
0 00 2 2

0 0 1

Definamos:
[xl Y1 zl]z[x Y z}P

[gl hy il}:[g h @}P:[_(s 10 1}]3:[—8\/5 2,/2 1].

Desta maneira, a expressao inicial da quadrica fica reduzida a forma
—a% +y? — 822 +2v2y; + 2 — 31 = 0.

Neste caso, completando-se quadrados obtemos
2 2
—[<l’1+4\/§> —32}+(y1+\/§) -2+ —-31=0,

ou equivalentemente,

- (:v1+4\/§)2+ (v +\/§)2+ (1 —1) =0,

Figura 3.19: Quéadrica — (xl + 4\/5)2 + (y1 + \/5)2 +(z1—1)=0.
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Figura 3.20: Quéadrica — (xl + 4\/5)2 + (y1 + \/5)2 + (21 — 1) = 0 vista de cima.

Fazendo xs = 21 + 4v/2, Yo = Y1 + V2 e 25 = 2, — 1 obtemos
_xg—i_yg_'—ZQ :Oa

ou ainda,

2 2
Ty — Yo = 22,

que ¢é a equacao de um Paraboldide hiperbdlico.

Figura 3.21: Quadrica 23 — y3 = 2.

Figura 3.22: Quadrica x5 — y3 = 2, vista de cima.

Portanto, a quadrica 2xy — 6x + 10y + z — 31 = 0, ap6s uma rotagao seguida de

uma translacao, é o Paraboloide hiperbolico dado pela figura 3.21.
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Exemplo 3.3.4. Identifique a quadrica 22 +4xy+4y*+92% —6rz—12yz+2+3y—2z = 0.

Figura 3.23: Quadrica 2% 4 4oy + 4y + 922 — 622z — 12yz + 2 + 3y — 2z = 0.

1 2 =3
Temos que A = 2 4 -6
-3 —6 9

Para diagonalizar a matriz A, resolvemos a equagao det(A — A\I) = 0, encontrando

V14 2¢/14 —3/14

A1 = 14 e Ay = A3 = 0 os autovalores da matriz A, 11 1a o autovetor
—2v5 V5 370 6470
unitario de A associado ao autovalor \; = 14 e —\/_, £,0 e L, i,
5 5 70 70
570
\7/—0_> os autovetores unitarios de A associado aos autovalores Ao = A3 = 0 . Sendo
assim, temos que
[ V14 —2v6 3V70 ]
14 0 0 14 5 7
A= o000| ¢ p=| 2V V5 V0
14 5 7
R =
L 14 70

Definamos:
[xl Y1 zl]z[x Y z}P

[gl Iy il}Z[g h z}P:[1 3 —1]P:[5_\§ﬁ ? %}

Desta maneira, a expressao inicial da quadrica fica reduzida a forma

5\/_ NG 8/70
1422 ]+ ——x1+ ?y1 35

21:0.
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(3.15)

o
I
— -
OZ <
S | 3
[ap] —
* OZ 10 |2
+ D~ 1 N TIJ o
— (ap]
> 00 _ Il
o)
i + N g gl
AAVVay,y m m m ==
Y avavivae A% + " - S I _
$1 Q 10 o 0] < N
< g o N
— ) l_l l_l — =]
¥ r~ = - N ~he
/ | — o
S ¥ o - . I 2
»11\,,5 m % 74 f 0 N
+ S — & +
2$1 1% | + (D] ™
<t 1@ N ™ Ulu 5y
= £ T o 0 Sl
— S
5} — —
s e D I
ﬂuw 3 + + = | 3
] — — —
.. < 8 8 0
X = N— N——
N
= — >
@ g = = 8
= [} [}
= 3 = I
m.b 07 5] [\l
— R + 8
< = o
() b =
o g =
+ o= L
n = N
5] = <
Z 3 —
=
o

Yo +

V5
5

Figura 3.25: Quadrica 14z3
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Efetuando-se a rotagao do plano Oxsy, de modo que o eixo Oy, fique paralelo ao
V5 8V70
57 35
Teorema 3.2.1):

vetor , obtemos (conforme a equagao (3.14) vista na prova do 3° caso do

To9 = T3
” RV 105y 8/ 302
9 = 3 — 3
4 4 )
L 8v/30 L Y105
2T Ty BT Ty

Substituindo xs,ys € 25 em (3.15) obtemos

, V5 [V/105 8v/30 8v/70 [ 8v/30 V105 25
141‘3—1— — z3 | + + 25 | —

5\ 15 BT s 35 5 BT =Y

ou equivalentemente,

3v/21 25
ys — — =10,
7 196

1425 +

S
S
<
S
<

|y
>
=
=
=
»A
3
=
N
<l
S

3v21 25

Fi 3.26: ddrica 1422 - — =
igura Quadrica 14z5 + 7 Y3 196
e assim

3v21 25v/21

1423 + —— | y3 — =0
7 1764
25v/21 . -
Com as mudangas x4 = T3, Yy = Y3 — 1764 e z4 = z3 chegamos & equagao
3v21
1422 + =Y = 0,

ou seja,

1421
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<
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I
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8
Qo
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— o
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M S 3 Il Vo 27277 AT A YAV AV AV AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYAVAYAVAYY
& QEEEECEooe e oo oe oo oo oeeoees
@ 3 2 RS : \ldgegeeegeceeceecgececces”
= SIS S
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV.AVAVAVAY o) m Aw XN =
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY & T g > 2
AVAVAVAVAVAVAVAAVLY, = . 2 = 2
ANV c S o z
7\ D <
= — o A ﬁ_é
N v &

. < 2 o
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= 3 S
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< W &
7 &
= o
2 3
o | <
= N
al o
10 =
> o

2

, apos

6lico dado pela figura 3.28.

2 —6rz—12yz+2+3y—2=20

Figura 3.28: Quéadrica

Portanto, a quéadrica x? + 4xy + 4y* + 92
alguns movimentos rigidos, representa o Cilindro Parab
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Exemplo 3.3.5. Identifique a quadrica 2% +y*+ 2% + 22y + 222+ 2yz+z+y+2—1 = 0.
Figura 3.29: Quéadrica 22 + y? + 22 + 22y + 222+ 2yz+z +y+2—1 = 0.
111
Temosque A=|1 1 1
1 11
Para diagonalizar a matriz A, resolvemos a equagao det(A — ) encontrando

A = 3 e Ay = A3 = 0 os autovalores da matriz A,

=0,
V3 V3
? ? o autovetor

V3

ER
V6 V6 V6 (_QQO
63 2

unitario de A associado ao autovalor Ay =3¢ | ——, —

os autovetores unitarios de A associados aos autovalores Ay = A3 = 0 . Sendo assim,

temos que
(V3 V6 V2]
300 3 6 2
A—looo]| e po| V3 V6O V2
3 2
0o N 0
L 3 3 J
Definamos:
[xl U1 zl]z[a:yz}P
e

[gl hy il]:[g h z‘]P:[l | 1}13:[\/3 0 o].

Desta maneira, a expressao inicial da quadrica fica reduzida a forma

3x§+\/§x1—1:0.
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Figura 3.30: Quadrica 322 + v/3z; — 1 = 0.

Neste caso, completando-se quadrados obtemos

2
V3 1
—_— _—— —1:
3 (:1:1+6 15 0,

NN
3(3314—7) _4_1:0
V3

Fazendo xo = 1 + —, yo = y1 € 29 = z; obtemos

6
9 \/5 ?
e _\/12 7

que é a equacao de dois planos paralelos.

ou equivalentemente,

2
Figura 3.31: Quadrica z3 = ( V5 ) .

V12
Portanto, a quadrica ? + y? + 2% + 22y + 222 + 2yz +x +y + 2 — 1 = 0, apos

uma rotacao seguida de uma translagao, representa dois planos paralelos conforme a
figura 3.31.
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2 2
Exemplo 3.3.6. Identifique a quéadrica % + % + 22— 2y — V2 +V2y+2:+2=0.

1 1
- — 0
2 2
Temos que A = 11 0
2 2
0 0 1
Para diagonalizar a matriz A, resolvemos a equagao det(A — M) = 0, encontrando
A = Xy = 1 e A3 = 0 os autovalores da matriz A, (——,\/7_ ) (0,0,1)

autovetores unitarios de A associados aos autovalores A\ = s = 1 € 2 5 > 0

autovetor unitario de A associado ao autovalor A3 = 0. Sendo assim, temos que

V2 V2

L 00 B
A=1010| ¢ P=| V2 V2
000 2 2

0 1 0

Definamos:
[xl Y1 zl]z[x Y z}P

[gl hy z‘l}:[g h i}P:[—\/@ V2 Q}P:[z 2 o].

Desta maneira, a expressao inicial da quadrica fica reduzida a forma
27+ yi + 211 + 241 +2 = 0.
Neste caso, completando-se quadrados obtemos
(1 + 1) =1+ (g +1)°*—14+2=0,

ou equivalentemente,
(z1+ 1)+ +1)* =0

Fazendo o =214+ 1, yo = y1 + 1 e 25 = 21 obtemos

r5+y; =0,
que é a equagao de uma Reta.
72 2
Portanto, a quadrica 5 + % + 22— 2y — V2x + \/§y + 22 4 2 = 0 representa uma

Reta.
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Exemplo 3.3.7. Identifique a quadrica 2% +y*+ 2% +2zy+ 222+ 2yz+x+y+2+1 = 0.

111
Temosque A= |1 1 1
111

Para diagonalizar a matriz A, resolvemos a equacao det(A — A\I) = 0, encontrando

3 V3 V3
A = 3 e Ay = A3 = 0 os autovalores da matriz A, L_, \/?_, g) o autovetor
6 6 V6 2 V2
unitario de A associado ao autovalor \; = 3 e —%, —%—, \/T—) e <_§’ §,0>

os autovetores unitarios de A associados aos autovalores Ay = A3 = 0 . Sendo assim,
temos que

}'%
SEEIES
“[Smlgels

ok
2

A=

2
0

S O W
o O O

Definamos:
[xl Y1 zl]:[x Y z}P

[gl hy il}Z[g h i}P:[1 1 1}P=[¢§ 0 0].
Desta maneira, a expressao inicial da quadrica fica reduzida a forma
322 + V3, +1=0.

Neste caso, completando-se quadrados obtemos

ou equivalentemente,

que é o vazio.

Portanto, a quadrica 2% + y? + 22 + 2xy + 222 + 2yz + x +y + 2 + 1 = 0 representa
0 vazio.



4 Conclusao

Para finalizar, exemplificamos a reducao da equagao geral de uma mesma quadrica
segundo as duas versoes apresentadas nos capitulos anteriores e também observamos

que a figura inserida no exemplo foi feita utilizando-se o software Maple.

2 2

Exemplo 4.0.8. Identifique a quadrica % + % +22 -2y —V2r+V2y+22+1=0.

\AAA NN

INININININININININ NNN

ISSSSNENMSEN
ha
AV

v

NNNNNINININININON/ SN

NINININININININISUNIN/INAS
\/\

7/ B\ I R R R R RN A R R

K
004

5

ZAYA

\/

e e o o P P P P oy o P

2 2

Figura 4.1: Quédrica % + % + 22 —ay— V22 +V2y+224+1=0.

4.1 Solucgao segundo a versao de Geometria Analitica

Como o discriminante da equacao desta quadrica é § = = 0, nao

1
!
2

0

¢é possivel eliminarmos os termos de 1° grau por meio de uma translagao. Neste caso

OoON| Y| =
_ O o

devemos efetuar uma rotagao nos eixos coordenados, de modo a eliminar os termos

mistos do 2° grau.
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Para isso, calculamos as raizes da equacao caracteristica desta quadrica, por meio

1 1
da equacao _1 1 Y 0 =0, obtendo A\; = Ay =1e \3 =0.
2 2
0 0 1—-X

Sendo assim, encontramos os vetores (—1,1,0) e (0,0,1) como dire¢oes principais
correspondentes as raizes A\; = Ay = 1 e o vetor (1,1,0) como diregdo principal cor-
respondente a raiz A3 = 0.

Sendo || (—=1,1,0) || = v/2, || (0,0,1) || = 1 e | (1,1,0) || = v/2, temos:

(—ﬁ Ry
5 V|

a5 ( -1 1 0 )
|| (_17170) H’ || (_17170> ||’ H <_17170) || 2 ’

7 0 0 1 B
o (H (0,0,1) || [} (0,0, 1) " ]| (0,0,1) H) = <0\0f71),f
o= (T 1 0 \_ (22

= (1 )—( Q.

LL0) |7 (1, 1,0) "1l (1,1,0) ] 2727
Neste caso, a equagao de rotacao (2.4) toma a seguinte forma:

Y

2 2
r = _§$1 + Oy1 + gzl

2 2
y = £551 + Oy + £21

2 2
z = Ozy + w1 + 02z

Substituindo esses valores de x, ¥y e z na equacao inicial e reagrupando, obtemos
34y 422 + 2y +1=0.
Completando-se quadrados obtemos
2 2
(r1+1)" =1+ (@ +1)" =0,

ou equivalentemente,
(21 + 1)+ + 1) =1.

Efetuando-se a translacao
To = 2T + 1

Y=y +1

Z9 = 21
obtemos

x5+ s =1,

que é a equacao de um Cilindro Eliptico.

2
Portanto, % + % + 22 — 2y — V22 + 2y 4+ 22 + 1 = 0 representa um Cilindro

Eliptico.
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4.2 Solucao segundo a versao de Algebra Linear

1 1
- — 0
Temos que A = _i i 0
2 2
0 0 1
Para diagonalizar a matriz A, resolvemos a equagao det(A — AI) = 0, encontrando
A = A = 1 e A3 = 0 os autovalores da matriz A, (——,\/7_ ) (0,0,1)

autovetores unitarios de A associados aos autovalores A\ = s = 1 ¢ (— 5 >

autovetor unitario de A associado ao autovalor A3 = 0. Sendo assim, temos que
V2

—2= 0
2
e P=| V2
2
0

A =

o O =

o = O

o O O
= o] el &
[\ [\

1

Definamos:

[xl Y1 zl]z[x Y z}P
[gl hy z’l}:[g h i}P:[—\/ﬁ V2 Q}P:P 2 0].
Desta maneira, a expressao inicial da quadrica fica reduzida a forma
x7 4yt + 21 4+ 2y + 1 = 0.
Neste caso, completando-se quadrados obtemos
(21 +1)° =1+ +1)° =0,

ou equivalentemente,
(21 +1)* + (g +1)* = L.

Fazendo xo =21+ 1, ys = y1 + 1 e 29 = 21 obtemos

w5+ s =1,
que é a equacao de um Cilindro Eliptico.
22
Portanto, a quadrica 5 + 5 + 22 —xy— V2x+ \/ﬁy +2z+41 =0, ap6s uma rotagao

seguida de uma translagao, representa a equacao de um Cilindro Eliptico.

As figuras a seguir, mostram todas as transformacoes de coordenadas que fizemos
neste exemplo.
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Figura 4.2: Quadrica 3 4+ y? 4+ 221 + 2y; + 1 = 0 (obtida apés uma rotagao).

Figura 4.3: Quadrica 3 + y? + 211 + 2y; + 1 = 0 vista de cima.
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Figura 4.4: Quadrica 23 + y3 = 1 (obtida ap6s uma translagao).

Figura 4.5: Quédrica z3 + y2 = 1 vista de cima.
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