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RESUMO

Este trabalho lida com o conceito de hiperbolicidade seccional em dimensdes
arbitrarias e a extensao, para este contexto, de uma versdao do Anosov
Connecting Lemma, previamente estabelecido por Bautista e Morales para
fluxos singulares hiperbolicos em dimensédo 3. Apresentamos ainda algumas

condigdes suficientes para que um conjunto Lyapunov estavel seja um atrator.

Palavras-chave: Hiperbolicidade seccional. Connecting Lemma, Conjuntos

Lyapunov estaveis.



ABSTRACT

This work deals with the concept of sectional hyperbolicity in higher dimensions
and the extension to this setting of a version of the Anosov Connecting Lemma,
previously established by Bautista and Morales, for singular hyperbolic 3-flows.
Furthermore, we present some sufficient conditions to a Lyapunov stable set to
be an attractor.

Keywords: Sectional hyperbolicity. Anosov Connecting Lemma. Lyapunov
stable sets..
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Introducao

Este trabalho lida com a extensao, para dimensoes arbitrarias, de resultados
existentes no contexto de hiperbolicidade seccional, especificamente tratando
dos conceitos de fluxos Seccionais-Anosov e de conjuntos Lyapunov estaveis.

O conceito de hiperbolicidade seccional, ou mais precisamente, de um con-
junto seccional-hiperbdlico, grosso modo, envolve um conjunto (nao-trivial)
onde se coadunam a presenca de pontos regulares com a presenca de singu-
laridades (hiperbdlicas).

No que concerne aos fluxos Seccionais-Anosov, como o nome indica, trata-
mos com uma generalizacao do conceito de fluxos Anosov, ou seja, fluxos para
os quais existe uma estrutura hiperbdlica bem definida em toda a variedade.

Dada a importanica da classe dos fluxos Anosov, ao longo dos tempos,
diversos autores, partindo de diversas motivagoes distintas, construiram ge-
neralizagoes e adaptacoes desse conceito, como os fluxos pseudo-Anosov e os
fluxos projetivamente-Anosov.

A diregao que nos interessa seguir é aquela introduzida em [24], que apre-
senta a nogao de campo seccional-Anosov como aquele em que o conjunto
invariante maximal é seccional-hiperbdlico e o fluxo é transversal a fronteira
da variedade M, quando esta é nao-vazia.

A classe de sistemas seccionais-Anosov é bem ampla e engloba, por exem-
plo: fluxos Anosov, atratores hiperbdlicos, atrator de Lorenz Geométrico e
multimensional, entre outros.

Muitos estudiosos tém trabalhado no sentido de entender o comporta-
mento assintotico desses fluxos e estender ou verificar as propriedades dos
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sistemas Anosov aos sistemas seccionais-Anosov. Muito ja se sabe em vari-
edades de dimensao 3. Em dimensao maior que 3, muito ainda ha para ser
feito.

Os primeiros estudos dos fluxos seccionais-Anosov datam de 1963 quando

E. Lorenz, ao analizar numericamente a equacao

r = —10x 4+ 10y

y = 28z—y—axz
o 8

Z = —3ztuwy

verificou que esta equacao definia um conjunto com certas caracteristicas de
atracdo (attracting set, ou conjunto atrativo) contendo um ponto de equilibrio,
o qual era sensivel as condicoes iniciais.

Mais tarde, Smale estabeleceu o conceito de conjuntos hiperbdlicos e o
desenvolvimento da Teoria Hiperbdlica, que acabou incluindo, como um dos
seus pilares, o estudo dos sistemas Anosov, com suas ricas propriedades.

Um dos resultados centrais e mais tteis da teoria dos fluxos Anosov é o

Anosov Connecting Lemma [8]: Seja X um fluro Anosov sobre uma
variedade compacta M e sejam os pontos p,q € M tais que para todo € > 0
existe uma trajetoria de um ponto e-prérimo a p a um ponto e-proxrimo a
q. Entao eziste um ponto x € M cujo a-limite coincide com «(p) e cujo

w-limite coincide com w(q).

Um dos objetivos desse trabalho é estender esse resultado para fluxos
seccionais-Anosov em variedades de dimensao qualquer.

Teorema A. Seja X um campo seccional-Anosov sobre uma variedade M
compacta de dimensao n > 3. Suponha que X tem codimensao 1 e seja
M(X) o connunto invariante maximal de X. Considere pontos p,q € M(X),

satisfazendo

(C) Para todo € > 0 existe uma trajetdria de um ponto

E-PTroxiMo a p a um ponto €-prorimo a q

e assuma que o conjunto a-limite de p € nao-singular. Nessas condigoes,
existe um ponto x € M tal que o(x) = a(p) e w(x) = w(q) ou w(zx) € uma
singularidade.

Universidade Estadual Paulista 2 27 de agosto de 2015
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Em [8], Bautista e Morales provaram uma versao do teorema acima para
fluxos seccionais-Anosov em variedades compactas de dimensao 3, usando a
versao para Fluxos Anosov, Lema 1.4, e uma caracterizacao para o conjunto
omega-limite de pontos em uma variedade M de dimensao 3 para fluxos sec-
cionais Anosov. Esta caracterizacao nao é valida em variedades de dimensao
maior, entao o argumento de Morales e Bautista nao pode ser utilizado em
nossa prova. Nosso desafio, nesse sentido, é o de sobrepujar as limitacoes do
argumento a dimensao 3.

Outro foco deste trabalho diz respeito a dois conceitos cuja relacao muito
tem intrigado especialistas da area: os conceitos de conjunto Lyapunov-
estavel e atrator. Em certo sentido, ambos os conceitos tentam capturar
a ideia de um conjunto que atrai orbitas préoximas. Ja é conhecida uma rica
teoria que lida com as propriedades dinamicas, geométricas, topologicas e
ergddicas desses objetos. Entretanto, alguns exemplos importantes nao sao
englobados por essa teoria. E o caso dos atratores geométricos de Lorenz e
o atrator de Hendn.

No Capitulo 3, estudamos atratores seccionais-hiperbdlicos. Alguns re-
sultados sao extensoes de resultados provados em [25] para variedades de
dimensao 3. O Teorema 3.7 é um resultado inédito.

Universidade Estadual Paulista 3 27 de agosto de 2015



CAPITULO 1

Preliminaries

Nesse texto M sera sempre uma variedade Riemanniana compacta sem bordo,
conexa de dimensao finita n. Fixemos em M uma métrica Riemanniana
que induz uma distancia sobre M e define uma forma de volume a qual
chamaremos medida de Lebesgue ou simplesmente volume. Para qualquer
subconjunto A de M denotaremos o fecho (topolégico) de A por A.

Um campo de vetores X sobre M é uma correspondéncia que associa a
cada ponto x de M um vetor X (x) em T, M, o espaco de vetores tangentes
a M no ponto .

Denotaremos por X"(M) o espaco dos campos de vetores de classe C",
r > 1 definidos em M e consideraremos o fluxo global associado (X;)icr.
Como X ¢ definido na variedade toda, que é compacta, X ¢é limitado e X;
estd definido para todo t € R

O fluxo {X;}ier é uma familia de difeomorfismos a um parametro que

satisfaz a propriedade de grupo:

1. Xo=1d, onde Id: M — M ¢ a aplicacao identidade;
2. Xt OXS = Xt+57 Vt,s c R

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solugoes, para cada campo
X € XY (M), existe um tnico fluxo X; associado a X tal que

d
EXt(‘r)h:tO = X(Xto(l’)), Vx € ]\47 Vto eR
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Dado X € X"(M) e x € M denotaremos a derivada de X; por D, X; =
DX;(x) com respeito a variavel ambiente . Quando nao houver risco de
confusao, escreveremos simplesmente DX;. De maneira andloga D, X repre-
sentard a derivada do campo X com relacao a varidavel ambiente x. Quando
nao houver risco de confusao escreveremos DX. Um ponto de equilibrio ou
uma singularidade de X é um ponto ¢ € M tal que X;(0) = o para todo
t € R, isto é, 0 é um ponto fixo para o fluxo de X o que corresponde a um
zero de X, X (o) = 0. Denotaremos por Sing(X) o conjunto das singula-
ridades de X. Um ponto x € M que nao é uma singularidade é chamado
ponto regular de X.

Uma érbita de X é um conjunto

O(q) = Ox(q) = {Xi(q) : t € R}

para q € M.

Um ponto p € M é chamado periddico, para X;, se existir um nimero
real T > 0, que chamaremos periodo de p, tal que Xr(p) = p e Xy (p) # p
para 0 <t < T. Dizemos, nesse caso, que a orbita de p é fechada. Usaremos
a notagao Per(X) para denotar o conjunto dos pontos periédicos do fluxo de
X.

Uma érbita de X é critica se é fechada ou uma singularidade. Denotare-
mos Crit(X) := Per(X) U Sing(X) ao conjunto de todas as dérbitas criticas
de X em M.

Dizemos que x € M é nao-errante para X se para todo T > 0 e toda
vizinhanga U de x existe t > T tal que X' (U) N U # 0.

O conjunto dos pontos nao-errantes de X sera denotado por Q(X),

O conjunto 6mega-limite, wx (), de um ponto x é o conjunto dos pontos
de acumulacao da érbita de x por Xy, ou seja,

wx(x)={y e M; Ity — +o0; klim Xy, () =y}

—+00

Definimos o conjunto alfa-limite, ax(x), do ponto = por ax(x) = w_x(x),
onde —X é o campo reverso, isto é, satisfazendo (—X)(z) = —(X(x)) para
todo x € M.

E imediato que ax(2) Uwx () C Q(X) para todo 2 € M.

Dizemos que um conjunto A é invariante para o fluxo de X, ou simples-
mente, X-invariante se X;(A) = A para todo t € R.

Os conjuntos ax(x), wx(z) e Q(X) sdo X-invariantes.

Universidade Estadual Paulista 5 27 de agosto de 2015
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Considere um conjunto A compacto e invariante para o campo X sobre
uma variedade n-dimensional M, com n > 3. Se existir uma vizinhanga U
de A tal que

A= X(U)

>0
com X;(U) C U para todo t > 0, entdo A é um sumidouro (ou attracting set)
de X. Um conjunto A C M ¢é transitivo se A = wy(x) para algum =z € A.
Um atrator de X é um sumidouro transitivo de X. Assim, um atrator tem
a propriedade de atrair érbitas de pontos préximos a ele. Um repulsor é um
atrator para —X.

Vale lembrar que um conjunto L ¢é Lyapunov estdvel para X € X!(M) se
para toda vizinhanca U de L existe uma vizinhanca V' C U de L tal que
X (V) C U, para todo t > 0.

Note-se que todo conjunto atrator é Lyapunov estdvel e transitivo, mas
a reciproca nao € verdadeira.

Para todo subconjunto A compacto e invariante para X definimos o con-
junto estavel de A como

W5 (A) ={qe M :wx(q) C A}

analogamente, define-se o conjunto instavel:

W¥(A) ={qe M:ax(q) C A}

Dizemos que um conjunto A é transitivo para X se existe um ponto z € M
cuja orbita é densa em A.

Definigao 1.1 (Conjunto Hiperbdlico). Um conjunto compacto invariante A
é hiperbdlico para X se existem constantes C' > 0, A > 0 e uma decomposi¢ao
continua, D X;-invariante, do fibrado tangente de M sobre A

T\M = E; ® EY ® E}
e uma métrica riemanniana (x, %) tais que para todo x € A e t > 0,
o |DX;(z)v]| < Ce|lv|| para todo v € E2;
o BX = (X(2));

o | DX, (z)w| < C~teM||w| para todo w € E* .

Universidade Estadual Paulista 6 27 de agosto de 2015
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Note que EX é 0-dimensional se x ¢ uma singularidade e 1-dimensional
se x é um ponto regular.

Dizemos que ¢ é uma singularidade hiperbdlica se os autovalores de DX (o)
tém a parte real diferente de zero. Em particular, pocos e fontes sao exem-
plos de singularidades hiperbdlicas. A orbita de um ponto periédico p, que
denotaremos O(p), ou Ox(p) se houver necessidade de explicitar o campo, é
hiperbdlica se é um conjunto hiperbdlico.

Nesses 1ltimos casos, ou seja, quando temos um elemento critico hiperbé-
lico, seus conjuntos estavel e instavel tém uma estrutura de variedade invari-
ante C" mergulhadas em M, e sao chamadas variedade estavel forte e variedade
instavel forte, e podem ser definidas assim:

W) ={qg e M :d(X,(q), X¢(p)) = 0,t — oo}

Wx'(p) ={q € M : d(Xi(q), Xi(p)) — 0,t = —o0}

respectivamente.
A partir desses objetos, definimos a variedade estavel W§ (p) e a variedade
instavel de p como:

Wi (p) = W3 (Xu(p))

Segue-se, dessas definicoe, que W (p) é tangente a ES & EX e W (p) é
tangente a E]‘f ® E,.

Dizemos que um conjunto A é invariante para o fluxo X se satisfaz
Xi(A) = A para todo t € R. Chamamos conjunto maximal invariante de
X ao conjunto M (X) := ("), X¢(M). Se M é uma variedade compacta sem
bordo entao M (X) = M. )

1.1 Fluxo Linear de Poincaré
Seja x € M um ponto regular de X, isto é, X (x) # 0, denotemos por

N, ={veT,M:v-X(zx)=0}

Universidade Estadual Paulista 7 27 de agosto de 2015
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o complemento ortogonal de X (z) em T, M. Denote por O, : T,M — N, a
projecao ortogonal de T,,M sobre N,. Para todo t € R defina

P; : Nx — NXt(:r) por P; = Oxt(x) o DXt(x)

A familia P = {P! : t € R, X(z) # 0} é chamado Fluxo Linear de
Poincaré de X e satisfaz P;™* = Pg, () o P; para todo t,s € R
Um fato bem conhecido sobre conjuntos hiperbdlicos para campos de

vetores é o seguinte

Teorema 1.2. [15] Seja A um subconjunto sem singularidades, invariante e
compacto para X € X(M). Entdo A € hiperbdlico se, e somente se, o Fluxo

Linear de Poincaré € hiperbolico sobre A.
Demonstracao. Veja o Teorema 2.27 de [6]. O

A relacao entre a decomposicao hiperbdlica E* @ EX @ E* sobre T\ M e a
decomposicao N* @ N" é dada por: N = O,(E2) e N = O,(EY) para todo
x € A

1.2 Conjuntos Seccionais-Hiperbdlicos

A dificuldade de se estudar sistemas com singularidades levou alguns es-
tudiosos a definirem sistemas com propriedades de expansao menos rigidas
que aquela definida para os sistemas hiperbélicos. E o caso dos sistemas
seccionais-Anosov.

Esses sistemas foram bem estudados por Morales, Pacifico, Bautista e
outros em variedades de dimensao 3. O exemplo mais conhecido é o Atrator
de Lorenz geométrico introduzido por Guckenheimer, Williams em [16].

Dizemos que um subfibrado Ey é seccional expansor quando a derivada de

X, restrita aos subespagos de dimensao 2, L, C F\ expande areas, isto é,
|Det(DXy(x)|1,)| > KeM
para todo K,t > 0.

Definigao 1.3 (Conjunto seccional-hiperbélico). Um conjunto compacto in-
variante A C M ¢é seccional-hiperbdlico para X se cada singularidade em A
¢ hiperbdlica e existe uma decomposicao continua, D X;-invariante, do fi-
brado tangente ThAM = E3 @ EYf, constantes positivas C' e A e uma métrica

riemanniana (x, %) tais que para todo x € A et > 0,

Universidade Estadual Paulista 8 27 de agosto de 2015
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o |DX;(z)v]| < Ce||v|| para todo v € E3;

o |IDX(z)v]||w|| < Ce M| DX (z)w]|| - ||v|| para todo (v,w) € ES x E;

o || DX (z)w1, DXy(z)wsl x, ) < C7'eM|lwy, wsl|, para todo wy, wy € E-
onde E¢ = EX @ B

Na definicao acima a primeira condi¢ao nos diz que o subfibarado E; é
uniformemente contrator, a segunda nos diz que o subfibrado central domina
o subfibrado contrator e a terceira condicao nos diz que o subfibrado central,
E¢, é seccional expansor.

Um campo X é seccional-Anosov se o conjunto invariante maximal de X,
M (X), é seccional-hiperbdlico.

1.3 Propriedades basicas dos conjuntos

seccionais-hiperbdlicos

Enumeraremos agora mais algumas propriedades dos conjuntos seccionais
hiperbdlicos e também propriedades dos fluxos seccionais-Anosov. Embora
alguns desses resultados nao sejam utilizados em nossas demonstragoes, eles
trazem informacoes que ajudam a compreender um pouco mais a dinamica
desses fluxos.

Em toda a teoria com que estamos envolvidos aqui, dos fluxos seccionais-
hiperbdlicos, um resultado que pode ser considerado bésico, se nao ja classico
na teoria, ¢ o chamado Lema Hiperbdlico:

Lema 1.4. [Lema Hiperbdlico| Se A é um conjunto compacto, invariante,
seccional-hiperbdlico para X tal que AN Sing(X) = 0, entdo A € uniforme-

mente hiperbdolico.

Demonstragao. Veja o Lema 3, p. 3397 de [28], ou ainda, o Lema 2.7, p. 67
do livro [10]. Note que os argumentos nao validos em qualquer dimensao. [

Uma consequéncia imediata do Lema Hiperbdlico, por exemplo, é a hiper-
bolicidade de qualquer 6rbita periddica em um conjunto seccional-hiperbdlico.
No caso de um campo seccional-Anosov sobre uma variedade compacta, to-
das as orbitas periodicas do fluxo sao hiperbdlicas e existe uma quantidade

enumeravel de tais érbitas.

Universidade Estadual Paulista 9 27 de agosto de 2015
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Em cada ponto x, nao singular, de um conjunto seccional-hiperbdlico,
nao é dificil ver que a dire¢ao do campo X (x) nao pode estar na fibra estavel
E*(x). Mais que isso, o teorema bésico abaixo, estabelece que a diregao do

campo, nesses casos, sempre esta na fibra central.

Teorema 1.5. Seja A um conjunto compacto X -invariante, seccional-hiper-
bolico, nao-trivial . Entao, na decomposi¢ao T, M = E° @ ES a direcao do
fluro, RX | estd contido em ES para todo x € A\ Sing(X).

Demonstragao. Veja os Lema 2.1 e 2.2 de [10]. O

1.3.1 Conjunto seccional-hiperbdlico e suas singulari-
dades

Introduzimos agora as importantes nocgoes de singularidades tipo-Lorenz e

fluxo de codimensao um.

Definicao 1.6. Uma singularidade o de X ¢ tipo-Lorenz se o ¢é tipo sela
hiperbodlica com pelo menos um autovalor com parte real negativa, pelo menos
um autovalor real A de multiplicidade 1, e a parte real dos demais autovalores
estao fora do intervalo [A, —\]

Definigao 1.7. Um campo seccional-Anosov é de codimensdo 1 se seu subfi-
brado central E° tem dimensao 2, isto é,

dim(ES) =2 Vaxe M(X)

Toda singularidade tipo-Lorenz é hiperbdlica, logo as variedades invari-

antes W*(o) e W* (o) estao bem definidas. A variedade estavel W*(o) possui
uma subvariedade W**(o) a qual chamaremos variedade estavel forte de o, e
que se relaciona com W#(o) da seguinte forma:
W#(o) é tangente, em o, ao auto-espago associado ao conjunto dos auto-
valores com parte real negativa e W* (o) é tangente em o ao auto-espago
associado aos auto-valores cuja parte real é menor que . Portanto W* (o)
é uma subvariedade de codimensao 1 de W#(o), logo W**(o) separa W*(o)
em duas componentes conexas.

Em resumo, existem duas possibilidades para as dimensoes das variedades
estaveis associadas as singularidades de um conjunto seccional-hiperbélico:

1. dim(W3 (o)) = dim(W3(0)), e nesse caso teremos W (o) = W5 (o),

Universidade Estadual Paulista 10 27 de agosto de 2015
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2. dim(W$(o)) = dim(W$(o)) + 1, nesse caso, as singularidades s@o
tipo-Lorenz.

Se A C M é um conjunto seccional-hiperbdlico transitivo, todas as sin-
gularidade de X em A sao tipo-Lorenz. Quando A nao é transitivo, isso
pode nao contecer. Em [22] e [7] os autores dao um exemplo de um conjunto
seccional-hiperbdlico no qual nenhuma singularidade é tipo-Lorenz.

A seguir enunciaremos alguns resultados que serao usados para provar os
teoremas principais desse texto. Aqui M é sempre uma variedade compacta
de dimensao n > 3.

Lema 1.8. Seja X um campo seccional-Anosov definido em M , entao M (X)N
W#*(c) = {o} para toda singularidade o € Sing(X).

Demonstragao. Suponha que existe xg # o com xg € M(X) NW#* (o). Note
que necessariamente xy € um ponto regular. Considerando a invariancia de
W=*(o), vemos que X;(zg) € W* (o) e, desse modo, X (x) é tangente a essa
variedade, o que nos conduz, também, a X (z9) € Ej . Por outro lado, pelo
Teorema 1.5, temos que X (79) € Ef, e assim, X (x9) € E; NES . Entretanto,
a soma T, M = E} & Eg ¢ uma soma direta entao X (z9) = 0 contrariando
o fato de esse é um ponto regular. Isto prova o resultado.

O

Dizemos que A é um conjunto isolado se possui uma vizinhanca compacta
U, chamada bloco isolante, tal que A = Ax(U) onde

Ax(U) = () X:(U)
teR
¢ o conjunto invariante maximal de X; em U.
Teorema 1.9. Seja o0 uma singularidade de um campo seccional-Anosov

X e seja U um bloco isolante do conjunto maximal invariante M(X). Se

x € U\W(0) € tal que 0 € wx(x), entdo o € tipo-Lorenz.

Demonstragao. Ver prova do Teorema 4 de [9]. Os argumentos sao indepen-
dentes de dimensao. O]

O resultado a seguir nos d& uma condicao suficiente para uma singulari-

dade de um campo seccional-Anosov ser tipo-Lorenz.
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Teorema 1.10. Toda singularidade no fecho da variedade instdvel de uma
orbita periddica de um fluxo seccional-Anosov sobre uma variedade compacta
n-dimensional € tipo-Lorenz.

Demonstracdo. Seja X um campo seccional-Anosov sobre uma variedade M,
compacta de dimensao n, e seja O uma Orbita periddica de X. Fixemos o €
Cl(W"(O)). Se o nao é tipo-Lorenz, entao W (o) = W (o) e tem dimensao
(n—1). Como o € CI(W"(O)) mas o ¢ O temos que CI(W"(0O)) também
contém W#*(o). Mas, pelo Lema 1.8, sabemos que M (X) N W* (o) = {c},
logo W#*(o) = W*(o) nao estd contido em M (X) = M que é um absurdo.
Portanto, o é tipo-Lorenz e o resultado esta provado. O

Um interessante fato sobre (a auséncia de) variedades estdveis fortes em

conjuntos seccionais-hiperbdlicos:

Teorema 1.11. Seja M uma variedade compacta e X € X1 (M). Seqe M ¢
tal que wx(q) € um conjunto seccional-hiperbolico, com singularidades, entao

wx (q) ndo pode conter qualquer variedade estdvel local forte.

Demonstracao. (Veja o Lema 2.9 de [10]). A prova é feita por contradigao
supondo-se que w(q) = A possui uma variedade estével forte local W?*(x) de
algum ponto x em A. O conjunto

H={ye M;3z, e W),3t, - —o0, comy = lim X; (2,)}

n—oo

é um compacto contido em A.
Supondo que H possui alguma singularidade, chega-se a A N W (o) =
W§*(o) para algum d > 0, o que contradiz o fato de que ANW*(o) = {o}.
Supondo que H é nao-singular, entao H é hiperbdlico. Dai conclui-se que
q € H e portanto A = H o que se configura como um absurdo, pois A contém
singularidades. O]

Como consequéncia desse teorema, citamos dois corolarios, o primeiro
nos da informagao sobre os conjuntos transitivos isolados contendo uma va-
riedade estével forte local W?*(z) e o segundo nos fala sobre as propriedades
topoldgicas de um conjunto transitivo préprio, ou seja, que nao ¢ toda a
variedade.

Corolario 1.12. Um conjunto seccional-hiperbolico transitivo e isolado con-
tendo uma variedade estdvel forte local de um campo de vetores sobre uma

variedade compacta é um repulsor hiperbélico tipo sela.
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Recordemos que um subconjunto A de uma variedade M é préprio se
AN#M.

Corolario 1.13. Um conjunto transitivo, proprio, seccional-hiperbdolico de

um campo de vetores sobre uma variedade compacta tem interior vazio.

1.4 Secao transversal em dimensao superior

Uma secdo transversal a um fluxo X, em uma variedade compacta M de
dimensao n, é uma subvariedade compacta > de dimensao n — 1 para a qual
existe uma subvariedade My de M com ¥ C int(My) tal que X é transversal
a int(My).

Em dimensao n > 3, a segdao ¥ ¢ difeomorfa a um hipercubo I* = [—1, 1]*
de dimensao k = n — 1, ou seja, existe um difeomorfismo f : I¥ — 3.

Mais precisamente, seja ¢ uma singularidade tipo-Lorenz, denotaremos
dim(Wg (o)) = s, dim(W¥(o)) = u e dim(W5 (o)) = s+ 1. Além disso,
como ja vimos, W¢(o) separa W} (o) em duas componentes conexas que
denotaremos por W7 (o) e W7 (o) respectivamente.

Assim, podemos considerar a bola de raio 1 centrada em zero contida em
R*, B*[0,1] ~ I*, onde u = dim(W"(c)). Da mesma forma, consideraremos
B**[0,1] ~ I**, a bola de raio 1 centrada em zero contida em R* onde s =
dim(W#*(0)).

Definicao 1.14. Uma secdo transversal singular associada a uma singular-

idade tipo-Lorenz o é um par de subvariedades 1,3~ respectivamente
: s,+ s,—

transversais a W, " (o) e W (o).

Toda secao transversal singular possui um par de subvariedades [*, [~
definidas como a interseccao das variedades estdveis locais de o com YT e
Y7, Além disso, dim(l*) = dim(W**(0)) (+ = +,—). Esses objetos serao
referidos como subvariedades singulares de >*. Escreveremos [ para denotar a
subvariedade singular [ U~ ou lx quando houver necessidade de especificar
a se¢ao transversal e [, para especificar a singularidade.

Assim, uma segao transversal singular ¥* serd uma subvariedade difeo-
morfa a um hipercubo de dimenséao (n—1), ou equivalentemente, difeomorfa a
B"[—1,1] x B*[—1,1]. Seja f : B*[—1,1] x B*[—1,1] — ¥* o difeomorfismo
tal que

{0} x BU[-1,1)) = I
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onde {0} = {(0,0,0,...,0) € Ru}.
Denotaremos a fronteira de ¥* por 9¥* = 9"¥* U 9V¥*, onde:

Ohy* = {a unido das subvariedades fronteiras que sio transversais a [* }

0" = {a uniao das subvariedades fronteiras que sao paralelas a [* }

1.5 Folheacao estavel sobre secoes transver-
sais

Consideremos Ty M = E}®E{ uma decomposigao seccional-hiperbélica sobre
um conjunto A C M. Como dim(M) = n, temos

1. dim(E$) = k < n para todo z € A
2. dim(ES) =n — k para todo x € A e
3. X(x) € ES para todo z € A

A estrutura parcialmente hiperbélica permite estender £ continuamente
a um subfibrado Ej; definido sobre uma vizinhanga U de A. Além disso, Ej;
é tangente a uma folheagao continua F* definida em U, ou seja, para cada
x € U, F; denota uma folha de F* tal que T, F) = E.

Se ¥ C U é uma segao transversal de X projetamos, como em [9], F*
sobre X e obtemos uma folheagao k-dimensional F3 = F* N Y cujas folhas
sao componentes conexas das folhas de F* em 3.

Note que as subvariedades singulares [* correspondem precisamente as
folhas de F3 obtidas a partir de F (o), intersectando com a segao transversal.

Uma subvariedade de ¥ serd chamada vertical (horizontal) se for paralela

(transversal) a folha estavel singular [.

Definicao 1.15. Dizemos que uma subvariedade S de ¥ é uma k-superficie
se ela é a imagem de uma aplicacdo injetiva C*, S : Dom(S) C R* — %.
Aqui, k <n—1 e usaremos S para representar a imagem dessa aplicacao em
Y. Uma k-superficie S é vertical se ela representa o grafico de uma aplicacao
CH h: 1Pt — [k Assim, S = {(h(z),z);x € ["* 1} C X
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Definigao 1.16. Uma folheacdo continua F sobre ¥ é vertical (folheagdo
vertical) se suas folhas sdo s-superficies verticais e 0% C F. Aqui, s =
dimB**[0, 1].

Segue da definigao acima que as folhas de uma folheagao vertical sao

s-superficies diferencidveis.

Observagao 1.17. Se dim(W) = 1, cada folha estdavel F? é uma variedade
de dimensao n — 1, para x € W"(o). E o espaco de folhas estaveis F* pode
ser associado a um intervalo compacto [0,1] C R. Assim, podemos definir

(localmente) uma ordem natural “<” em F?*.

1.5.1 Campos de Cones e Particoes Singulares

Usaremos a folheagao estavel F para construir um refinamento de uma sec¢ao
transversal singular > de A.

Como ja vimos, uma secao transversal associada a uma singularidade o €
Sing(X) é um par ¥ = {XF,5-} el = {If,I;} é a respectiva subvariedade
singular de X.

Por construcao [ divide ¥ em componentes conexas.

Escolhendo duas folhas L', L? € F tais que:

L L'<lf<IL?e
2. L, =L'nSF#£0, L4, =L>NX; #0

definimos a secao transversal singular ZJLQ 2 C YT da seguinte forma:

avz+ 2 — LlEJr U LQEJ,» e ahzzl L2 C ahz+.

L',L
Da mesma forma definimos 3, ,,.
O conjunto de todas as se¢oes transversais singulares Ei 1; com LI 7 ¢

F formam um refinamento de Y.

Definigao 1.18. Dizemos que a aplicacao F': Dom(F) C ¥ — X preserva
a folheagdo F sobre X se para toda folha L € F, com L C Dom(F), existe
uma folha f(L) em F tal que

F(L) C f(L)

e a aplicagao restrita F|; : L — f(L) é continua.
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Se F é uma folheacao sobre Y, um subconjunto B C X ¢ saturado por F
se ele é uma uniao de folhas de F. Nesse caso, dizemos que B é F-saturado.

= Campos de Cones

Fixemos uma vizinhanga U de A tal que a extensao da decomposi¢ao
T\M = E} ® Ef esteja definida. E seja ¥ C U uma segao transversal a
X associada a uma singularidade tipo-Lorenz ¢ € A. Podemos assumir,
tomando a secao suficientemente préxima da singularidade, que Ef; também
esta definido em X. Isso nos permite definir um fibrado Fy, da seguinte forma:

Para todo x € ¥ considere
F,=T,SNE e Fy=|]JF,
z€x
Assim, o fibrado Fy, é transversal a folheacao estavel Fyx. Além disso, esse
fibrado induz um campo de cones em ¥ da seguinte forma:
Fixado a > 0, para todo x € ¥ definimos o cone

Co(x) ={v, € T,X | L(vg, Fy) < a}.

onde Z(v,, F,,) denota o angulo entre o vetor v, € T,% e o subespaco linear
F,.

A aplicacao

Co:x€X i Cy(x)

define um campo de cones com inclinagdo o em ¥, centrado em F,, x € 3.

Um campo de cones C, é chamado transversal a uma folheagao F sobre
uma secao transversal ¥ se T, L nao estiver contido em C,(x) para todo z € L
onde L € F.

Uma curva diferencidvel em ¥ é uma aplicacao diferencidvel v : Dom(~y) C
R — > cujo dominio de v é um intervalo compacto. Também denotaremos
por v a imagem de 7.

Dizemos que «y é tangente ao campo de cones C, se v'(t) € C,(7(t)) para
todo t € Dom(7).

Se C, é um campo de cones definido em uma segao transversal > entao
C, estd definido em toda segao Xi;/ ;» C 3 por restri¢ao, onde L'.L' eF.

Dado € > 0 podemos encontrar ¥, tal que, se v é uma curva tangente a
C, em Y. e v liga duas componentes conexas de 9"%,, entdo |y'| < e. Dai, o

comprimento de ~ satisfaz

(1—e)d<ly)<(1+ed (1.1)
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onde d mede a distancia, na métrica usual de M, entre as componentes
conexas de 0"%, e £(y) é o comprimento de ~.
= Aplicagcao de Retorno

Agora introduziremos a aplicacao de retorno Iy, associada a se¢ao transver-
sal > e ao campo X.
Seu dominio é definido por

Dom(Ily) = {z € ¥; X;(z) € ¥ para algum ¢ > 0}
Definiremos o tempo de retorno
ts : Dom(Ily) — (0,00) ; tg(z) = inf{t > 0; X,(x) € X}

e a aplicagao de retorno

Iy : Dom(Ily) C ¥ = X

IIy(z) = Xty (2)

O lema a seguir nos diz que, se X; nao possui érbita periddica em A e X
¢ uma secao transversal singular, entdo Dom(Ily) = X\[.

Lema 1.19. Seja X seccional-Anosov sobre M e X uma se¢do transversal
singular prézima a uma singularidade tipo-Lorenz o € A = M(X). Se X,

nao possui orbitas periodicas em A, entdo
Dom(IT) = ¥\I

ondell : 3 — ¥ € a aplicacdo de retorno el € a folha singular de F associada
a singularidade o.

Demonstracao. Pela defini¢ao da aplicagao de retorno jé temos que Dom(II) C
YL

Provaremos a inclusao inversa.

Fixemos x € ¥\l e U, um bloco isolante de A = M(X) tal que ¥ C
U. Afirmamos que w(z) N Sing(X) # 0. Suponha por contradi¢do que
w(z)NSing(X) = (). Entao w(z) é hiperbdlico e pelo Lema do Sombreamento
para fluxos [21], podemos encontrar uma érbita periédica O de X; préximo

a w(z). Desse modo, temos O C U e assim existe 6rbita periédica em A
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(lembre-se que A é o maximal invariante em U). Esse fato contraria a hipotese
do lema. Portanto temos w(z) N Sing(X) # 0.

Seja entao uma singularidade o € w(x) N Sing(X). Afirmamos que o é
tipo-Lorenz.

De fato, se o nao é tipo-Lorenz temos W§ (o) = W§(o). Além disso,
x € ¥\l C U entao, x € U\W?*(0) = U\W?**(0) e, pelo Teorema 1.9, temos
que o € tipo-Lorenz, chegando a uma contradicao. Portanto a orbita positiva
de x, O"(z) ndo deixa U nem se acumula em o.

Assim O (z) intersecta ¥ em algum tempo ¢(z) > 0. Isso implica x €
Dom(II). Como z foi tomado arbitrariamente em 3\! temos Dom/(II) = £\l

[

Denotaremos 1I;; a aplicagao de retorno induzida por X em X 1,

HLi7Lj . DOm(HLi7Lj) C ELi7Lj — ELi7Lj

onde L', L7 pertencem & da folheagao induzida Fx, e i 1; é um refinamento
de .

O lema a seguir lista algumas propriedades da aplicacao de retorno Ily
associada ao refinamento X;; de X.

Dizemos que um subconjunto B C X é Fy-invariante se toda folha de Fy,

que intersecta B estd contida em B.

Lema 1.20. Seja A C M um conjunto seccional-hiperbolico, U uma viz-
inhanca de A e ¥ C U uma secao transversal singular associada a uma

singularidade tipo-Lorenz o de X, o0 € A, tal que
AN =0

e {¥;;} um refinamento de ¥. FEntdo a aplicagdo de retorno satisfaz as
sequintes propriedades:

1. Dom(11;;) € Fx-invariante;

2. para toda folha L de Fy, contida em Dom(1l;;) existe uma unica folha
L' de Fs, tal que IL;(L) C L' ellj|;, : L = L' € continua.

Demonstragao. Veja Lema 3 de [8], p. 283.
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m Existéncia de partigoes singulares

O conceito de particdo singular é uma generalizacao do conceito de secao
transversal incluindo conjuntos com singularidades. Se & = {¥q,..., %}
¢ uma colecao de segoes transversais, denotaremos também por & a uniao

desses elementos. Denotaremos ainda

k k
0§ = U(?ZZ- e Int(S) = U Int(%;)
i=1 i=1
Definicao 1.21. Uma parti¢do singular de um conjunto invariante A de um
campo de vetores X é uma colecao disjunta finita & de secoes tranversais de
X talque ANIS =0 e AN Sing(X)={ye A: X,(y) ¢ S,Vt € R}

O diametro de § ¢ a soma dos diametros de seus elementos.
A Proposigao 2 de [4] prova a existéncia geral dessas parti¢oes.

Proposicao 1.22. [4] Seja A um conjunto invariante compacto cujas sin-
gularidades sao todas hiperbolicas de um campo de vetores X. Se, para todo
d >0 ez e A\Sing(X) existe uma se¢ao transversal ¥, com diametro de
tamanho no mdzximo ¢ tal que

zeInt(X,) e ANIX, =10
entdo A tem particoes de diametros arbitrariamente pequeno.

Demonstracao. Como toda singularidade de A é hiperbdlica podemos escol-
her g > 0 tal que

AnSing(X)=(X( |J Bs0). (1.2)

teR ceANSing(X)

Reduzindo f3, se necessario, podemos supor que

H=m( U By
oeANSing(X)
nao ¢ vazio, pois caso contrario, (1.2) implicaria A = A N Sing(X), e nesse
caso a prova estaria completa.
Claramente H C A e H N Sing(X) = () entdo existe X,, como no enunci-
ado, para todo z € H.

Para cada z podemos definir

Vo= U Xni(s.).

te(—1,1)
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E 6bvio que z € V. e entdo {V. : z € H} é uma cobertura aberta de H que é
um conjunto compacto. Entao, existe um subconjunto finito {z1, ..., 2.} € H
tal que

Hc| V.,

i=1
Movendo as secoes transversais ao longo do fluxo, podemos assumir que a
cole¢io S = {X.,, ..., X, } é dois a dois disjunta. Além disso, como ANIJY, =
) temos AN IS = 0.
Se z € A\Sing(X), entao por (1.2) existe t € R tal que

Xz ¢ U Bslo)

ceANSing(X)

Mas X;(z) € A pois z € A portanto X;(z) € V,, para algum i e entao a 6rbita

de z intersecta 3., pela defini¢ao de V.. Isto prova que
ANSing(X)={2z€eA: Xi(z) ¢S VteR}

0 que prova o resultado.

1.6 Secao Transversal adaptada

Nesta seccao discutiremos a existéncia de se¢oes transversais adaptadas para
fluxos seccionais-Anosov em variedades compactas, conexas de dimensao n.
Como ja vimos nas se¢oes anteriores, a aplicacao de retorno associada ao

fluxo X e a secao transversal ¥ é definida por
Iy : Dom(lly) C ¥ — 3 ; () = Xy, (2)

cujo dominio é dado por Dom(Ily) = {z € ¥|Xi(z) € ¥ para algum t > 0} e
o tempo de retorno ty : Dom(Ily) — (0,00) ; ts(x) = inf{t > 0| X;(z) € X}

Uma generalizacao dessas ideias nos conduz a definicao de aplicagao holono-
mia IIp z de um subconjunto D C M em um subconjunto R C 3. Seu

dominio é dado por

Dom(llp ) = {z € D | Xi(x) € R para algum t > 0}

o tempo de alcance é

tp.r : Dom(Ilg) — (0,00); tpr(x)=inf{t > 0/X,(x) € R}
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e a aplicagao holonomia é

pr: Dom(pr) C D — R; Hpp(z) = Xy, @) (@)

A aplicacao holonomia pode ser descontinua para trajetérias positivas
de pontos * € Dom(Ilpy) e a imagem do ponto x, IIp »(z), pode tocar o
bordo da secao transversal 0¥ em um ponto intermediario z. Para evitar
que isso aconteca utilizaremos as chamadas secOes transversais adaptadas que

introduziremos a seguir.

Definicao 1.23. Seja X uma secao transversal de X. Dado R C X dizemos
que X é R-adaptada se a drbita positiva de todo ponto z € R nao intersecta
Y\ R. Em outras palavras, X;(z) ¢ ¥\ R para todo (z,t) € R x (0,00).

Quando R é a fronteira 0¥ da secao transversal dizemos que X é 0-
adaptada.

O lema a seguir nos da condicoes suficientes para a continuidade da
aplicacao holonomia.

Lema 1.24. [8, Lema 3.2] Seja R um subconjunto fechado de uma se¢ao
transversal ¥ R-adaptada. Se D C M ¢€ disjunto de X, entdo Dom(Ilp s\r)

¢ aberto em D e Ilps\r € continua.

Demonstragao. A prova é a mesma apresenta em [8] para variedades de di-
mensao 3. 0

Os resultados a seguir nos dao informacgoes sobre a existéncia de segoes
transversais adaptadas de um fluxo X sobre uma variedade compacta de

dimensao n. As provas apresentadas em [23] valem em dimensao qualquer.

Lema 1.25. [23, Lema 3.8] Seja M uma variedade compacta de dimensao n
e N C M um subconjunto seccional hiperbdlico. Considere as se¢oes transver-
sais X, Yo tais que Yo C X e "X N A = 0. Se a aplicagio de retorno 1l|x,
satisfaz

9" (3o) NI, (Int(30)) =0
Entao X € uma secdo transversal 0-adaptada, de X .

Lema 1.26. [23, Teorema 3.9] Seja Ly uma folha de F, a folheagio estdvel

de X em . Se LoN Per(X) =0, entdo existe uma se¢ao adaptada, Yo C 3,
arbitrariamente proxima a Lo com Ly C Y.
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O proximo resultado estende o Teorema B em [8] para variedades de
dimensao n > 3. Na prova do teorema escreveremos X4 pj, para representar
uma secao transversal cuja fronteira vertical sao as variedades A e B, e ¥4 p)
para representar uma secao transversal menos a fronteira vertical, isto é,
X(a.) = T\ (AU B).

Teorema 1.27. Toda secao transversal singular ¥ prézima a M(X), tal
que 0" N A =0, possui uma secdo transversal O-adaptada contendo a folha

singular estdvel | = Is,.

Demonstracao. Fixemos U vizinhanca de A = M (X) tal que a decomposigao
TyM = Ef;® Ef; ¢ uma extensao continua da decomposicao TaM = E{ @ EY.

Seja ¥ C U uma secao transversal de X préxima a A, satisfazendo 9"% N
A =10, e Xy um elemento de um refinamento de X.

Como 0"¥y C 9" temos que 0"Sy N A = () e assim voltaremos nossa
atencao ao estudo da fronteira vertical 9"% e 9V%,.

Vamos assumir que a folha singular [ de > e ¥y é acumulada por 6rbitas
periddicas. Caso contrario, o resultado segue dos Lemas 1.25 e 1.26 fazendo
Lo =1.

Definiremos Xy = X,- ;+ C X, onde LT, L~ sdo folhas da folheacao
estavel F¢ induzida por F em ¥ e L™ <[ < L™ obedecem a ordem natural
do espaco de folhas estdveis F, com L™, LT equidistantes de .

Devemos provar que

9" NI, (int (o)) =0 (1.3)

No que segue, escreveremos F*° em lugar de F3 para denotar a folheacao
estavel induzida sobre .

Como [ é acumulada por orbitas periédicas podemos tomar uma folha
Ly € F* contendo uma 6rbita periédica de X e Lo C Int(X) .

Note que Ly C Dom(Ilg,) e, pelo Lema 1.20, sabemos que Dom(Ily)
¢ JF’-invariante. Desse modo, existe um conjunto finito de folhas B =
{L1,..., Ly} C Dom(Ily,) tal que 11§, (Lo) = L; parai=1,..., k.

Certamente Ly # [ e assim devemos ter Ly < [ ou Ly > [, segundo a
ordem no espaco de folhas estaveis.

Sem perda de generalidade, assumiremos Ly < [, ja que o outro caso pode
ser tratado de forma similar.

Temos aqui as seguintes possibilidades:
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1. L; <l paratodot=1,.. k;
2. existe j € {1,2,..,k} tal que L; > I.

No caso (2), consideremos as folhas L;, L; € B satisfazendo que realizam
L; <l < L; e tais que nao existe indice m para o qual L; < L,, < [ ou
I < Ly, < Lj. Assim, a secao X, , com bordo L; U L; satisfaz (1.3) e a
conclusao do teorema.

Agora, consideremos o caso (1): L; <[ para todo i =1,..., k.

Seja L* € B tal que L* realiza a distancia minima a [. Tomemos uma
folha LT € F*, com L* <[ < L™, tal que

L*NIL o (Int(Sge 1+)) = 0

Temos trés situagoes a considerar:

1. LT N Dom(jz« r+1) =0

2. Lt C Dom(Iljp« r+)) e Mjpe p+y(LY) € L*U LT
3. LT C Dom(Iljp+ p+7) e I(L*) C Int(Xp- 1+)

Se (1) ou (2) ocorre, entdo a se¢ao transversal ¥+ + é adaptada e satisfaz
(1.3) e o teorema estd provado.

Agora, suponha que L™ C Dom (I« p+)) e II(LY) C Int(Xp« +).

Entao podemos selecionar uma folha L** € Int(X.« 1+) tal que a secdo
(e 4] C Dom(Ilj+ 1+)) e a aplicagao Iz« 1+ restrito a B« ) ¢ C' e
além disso, Xz« 1+ ¢ maximal com essa propriedade (ou seja L™ estd o mais
distante possivel de L1). Assim devemos ter [ < L**.

Novamente temos 3 situagoes a considerar. Dessa vez, com L** em lugar
de L:

Se L*NDom(Ijz« p+1) = 0 ou L** C Dom(Iljp 1+)) € iz« p+(L*) C L,
a segao transversal X -+ satisfaz o teorema.

Agora, suponha que L** C Dom(Iljz+ 1+)) mas I}z« r+(L*) nao pertence
aInt(Xp r+). Como X(p+« +] € a se¢do maximal C' em X, entao s6 podemos
ter

L™ C Dom(Iljp- 1)) e H[L*,LH(L**) c L'

Como iz« r+)(LF) C Int(X L+ 1+) implica que a aplicacao Iljz« 1+] restrita

a segao X(r- 1+ inverte a orientagao. Assim, {7+ 1+ possui um ponto fixo
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em Yz« r+], que denotaremos Ly. Entao a secao transversal ¥y = Yire Ly é

uma secao transversal 0—adaptada. O
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CAPITULO 2

Um Lema de Conex3do para Fluxos Seccionais-Anosov

Neste capitulo provaremos o Teorema A, enunciado na Introducgao, o qual
estabele que o resultado de Morales e Bautista é verdadeiro para fluxos
seccionais-Anosov de codimensao 1 em variedades de dimensao qualquer.

Para beneficio do leitor, reenunciamos aqui o resultado.

Teorema 2.1 (Teorema A). Seja X um campo Seccional-Anosov sobre uma
variedade M compacta de dimensdo n > 3. Suponha que X tem codimensao
1. Considere os pontos p,q € M(X), com o conjunto a-limite de p ndo-
singular, satisfazendo a sequinte propriedade:

(C) Para todo € > 0 eziste uma trajetoria de um ponto

E-ProTiMo a p a um ponto e-prorimo a q

Nessas condigoes, existe um ponto x € M tal que a(z) = a(p) e w(x) = w(q)
ou w(x) € uma singularidade.

Comecamos relembrando o conceito de singularidade tipo-Lorenz. Em

cada singularidade o desse tipo, o fibrado tangente se decompoe como
T,M =FE>® EY

onde E # () e E* # () com dim(E") = 1. Além disso, se  é um ponto
regular entao
T.M =E:0E); ®E'=FE®E’

25
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ou seja, o fibrado central E¢(z) possui dimensdo dois. Lembre-se que EX
representa a direcao do campo.

A prova do Teorema A serd estabelecida a partir da prova de um caso
particular mais simples: quando o ponto p é periddico. Precisamos antes, no
entanto, de alguns resultados técnicos auxiliares.

Lema 2.2. Sejam X um fluxo seccional-Anosov em uma variedade M de
dimensaon > 3 e S uma particao singular de A, o conjunto mazximal invari-
ante de X. Seja Il a aplicagao de retorno associada a X e S. Entao existe

uma vizinhanca O de ANS tal que, se um subconjunto B C O satisfaz
II'(B) € Dom(II)
para todo 1 € {0,1,...,n — 1}, entao
1" (B)\Dom(II) C I
onde | € a subvariedade singular de S conforme as secoes 1.4 e 1.5.

Demonstracao. Dos fatos sobre partigoes singulares do capitulo anterior,
sabemos que (AN S)\I C Dom(II) e TI(ANS)\I C int(S).

Suponha que A possui k singularidades entao parai € {1,2, ..., k} existem
secgOes transversais S; da partigao S e V;* C int(S;), onde ¥ = +, —, de modo

que:
e [NV;" ¢ uma folha de Fy..
e (NI (V) =1
o V*\l C Dom(II)
Definamos

Ao=ANS\ | J int(Vy), =+, -

ie{1,..,k}

Temos que Ay é um subconjunto compacto de (A NS)\l. Assim,
II(Ag) C II(A\l) C int(S).

Como Ay N IS = ) o Teorema do Fluxo Tubular [29] implica que para
todo x € A¢ existe uma vizinhanca V, C int(S) de z tal que V, C Dom(1I)
e II(V,) C int(S).
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A familia {V, : © € Ay} é uma cobertura aberta de Ag. Por compacidade
Ay possui uma subcobertura finita {V,,, ..., V,, }.
Agora definamos

Op = (Ui, Vi, ) |J (U {int(V7)) i€ {1, kb = +, 1.
Entao, Op ¢ uma vizinhanca de ANS em S satisfazendo Op\l C Dom(II).
Observe que

Oo\Dom(Il) = {(Op\l) Ul}\Dom(II) (2.1)
= {(O\D\Dom(I1)} U {I\Dom(II)} (2.2)
C {Dom(I)\ Dom(I)} U {I\Dom(II)} = (2.3)

Assim, Op\Dom(II) C I. Como X é seccional-Anosov e A é invariante maxi-

mal temos que A é Lyapunov estavel. Assim, existe uma vizinhanca O C O,

de AN S tal que, se z € O e t > 0 satisfaz X;(z) € S entao Xi(x) € Oy.
Vamos provar que O satisfaz as propriedades desejadas.

Tomemos B C O, n € N tais que

B,1I(B),11*(B),...,I""*(B) ¢ Dom(II)

e exista y € II"(B)\ Dom(II).
Segue que y = II"(x) para algum x € B. Denotamos t(-) o tempo de

retorno. Temos

II"(7) = Xi(a)+(11(2))+.. +110-1(2) (T)-

Concluimos entao que y € Og pois T' = t(x) +t(Il(z)) +... +t(I1" 1 (x)) >

0. Como y ¢ Dom(Il), chegamos ao fato de que y € Op\Dom(II). Assim,
1" (B)\Dom(II) C Oy\Dom(II) C I, como queriamos.

O

Lema 2.3. Seja X um campo seccional-Anosov sobre uma variedade com-
pacta M n-dimensional. Entao para todo o € (0,1] existe uma vizinhanga
Uy, CU(A) de A = M(X) e constantes positivas Ty, Ky, Ao tais que:

1. sexe U, et >1T,, entao

DXi(x)(CalE7)) C Coya(Ex ()
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2. sex € Uy, € reqular, X(x) € Co(ES), t > T, e v, € Co(E,)NN,, entao

12 () 11X (X (@)l = Kae [Joa || X ()]

onde P. é o fluxo linear de Poincaré.

Demonstracao. A demonstracao é a mesma do Lema 6.5 de [25] substituindo
a hipétese “Lyaponov estavel” por “A isolado”, que funciona analogamente.
O

Considere a parti¢ao singular S = {¥;} em A = M (X).

Lema 2.4. Seja X um campo seccional-Anosov em uma variedade compacta
n-dimensional M. Entdo o conjunto maximal invariante de X, M(X), ad-

mite uma particao singular S e constantes positivas «, € tais que:
1. se x € Dom(Il), entdo

DI(2)(Ca(ES) N TS,) C int(Coya( By N TSm)))

2. se v € Dom(Il) e v, € Co(ES) NTE,, entao

IDI () (v2) | = € vl

3. inf{L(v, E2):x € S,v, € Co(BE)NTE,} >0

Demonstracao. Seja A = M(X) o conjunto maximal invariante de X e € > 0
fixado mas arbitrario. Como ja vimos, a decomposicao ThM = E3 & Ef
pode ser estendida continuamente a Tya)M = Ejjy) @ Efy(), onde U(A) ¢
uma vizinhanca de A.

Sempre temos Z(v,, E%) > 0 para v, € ES, © € A por causa da decom-
posicao seccional-hiperbélica Tha M = E3 & Ef, o mesmo vale se z € U(A).

Podemos escolher a € (0,1] tal que v, € Co(ES) NTE,. Tal a existe
porque a decomposicao Tya)yM = Ei,( n® E,CJ( A) é uma extensao continua de
Ta\M = E{ @ E}. Assim temos

inf{Z(vy, E}) : x € UA), v, € Co(ES)NTE,} > 0.

provando o item (3) do lema.
Seja U, CU(A) e Ty, Ku, Ao > 0 dados pelo Lema 2.3.
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Pelo Teorema 1.5 temos X (z) C C,(ES) e pelo Teorema 1.27 para cada
singularidade o € A existe uma se¢ao transversal singular X, = 3T U X C
U(A) satisfazendo

An(o"suatxs;) = 0.

Vamos representar a particao singular da seguinte forma

S'={ZH S

onde k é o nimero de singularidades de X em A.

71 +71 _71
por [ e [;

. .. 1 _
Denotaremos as folhas singulares estaveis de X' e 3; ;

(2
respectivamente.

Por simplicidade assumiremos que
TS =N, Ve S!

onde N, é o complemento ortogonal de X (z) em T, M, veja Segao 1.1.

Seja D positivo, dependendo somente de S, tal que

> D (2.4)

para todo z,y € S.
Escolha T, > T, suficientemente grande de modo que

K,e™'D > et vt >T. (2.5)

Consideremos agora segoes transversais 2:,5 C Zf’l para ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno, onde cada ¥ contém ' com diam(X1°) < 26 e, além
disso

P nov(sr) =0

para todo 7 e ¢ suficientemente pequeno.
Como AN (3% U A%, ) = 0, pelo Teorema 1.27 as secdes transversais
E:"S sao segoes adaptadas. Em particular, ANS? =, onde & = |, (E:f"s) .

Portanto S = S&° é uma particao singular de A.

Agora, provaremos que para ¢ > 0 suficientemente pequeno, a familia
C={C(ENTY,: %, €S =8

verifica (1), (2) e (3) do lema.
Fazendo TS! = N, para todo z € S' temos
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DII(z) = P® Yz € Dom(II) (2.6)

onde II é a aplicacdo de retorno em S, t5(z) é o tempo de retorno de x €
Dom(II) e P' é o fluxo linear de Poincaré definida na Segao 1.1.

Observe que ts(z) — oo com § — 0. Entao existe § > 0 tal que t5(z) > T,
para todo x € Dom(II). Por 2.6 temos

Dl(z)(Ca(E;) NTE,) = pia(x)(ca(E;) NN)
pelo Lema 2.3 item (1), tem-se
DH(z)(Co(E;) NTE;) C Copa(Efyyy) N T )

para todo x € Dom(Il) porque t5) > T, > T,. Isso prova (1).
Agora, provaremos (2). De (2.6) temos que DIl(z) = PP para z €
Dom(II), pelo Lema 2.3, (2.4), (2.5) e a definigao de 7T, temos

IDI@) @) = [PAw)l (o= ta(e) 2.7)
P IX K@Y K@) (28
o IX(@)]
2 Kt ey 1! .
> Ko Dljuyl| = o] (2.10)

parax € Dom(Il) e v, € C,(ES)NT,S pois X (z) € C,(ES) para todo z € S!
e ts(x) > T, e x € Dom(II).Isso prova a propriedade (2) do Lema.
[

J& vimos que dado um conjunto seccional-hiperbédlico A uma secao transver-
sal singular Y é formada por duas secoes transversais X1 e X~ que intersectam
a variedade estavel da singularidade W#(o). Do Lema 1.8 e do Teorema 1.27
dada uma se¢ao transversal singular 32, existem sec¢oes transversais singulares

O-adaptadas Ef contidas em X tais que:
.Y cYteX; X

2. a fronteira 0¥, de ¥; é definida por:
O, = 0°YF U 0°%F onde 0°X7 C F° e 0°Sf é tangente a EC|E%, e
YT NA=0.
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3.5 NF =1t e X NF* =1 com folha singular [ = [T U~ =
Fn(Efuxy).

Identificamos ©F com um subconjunto compacto de R*'. Entao cada
componente conexa Y é uma subvariedade de R"~!. A folha estavel F?
de cada ponto regular x é uma subvariedade de dimensao (n — 1) e a folha
singular Iy = Ig+ U ;- é uma subvariedade de dimensao (n — 2).

Proposicao 2.5. Seja X um campo seccional-Anosov de codimensao 1 sobre
uma n-variedade compacta e conexa M. Se um ponto periodico p e uma
singularidade o de X satisfazem a propriedade (C), entao existe x € M tal

que a(x) = a(p) e w(x) é uma singularidade.

Demonstracao. O primeiro passo é mostrar que o é uma singularidade tipo-
Lorenz. Para tanto, sejam U e V vizinhancas arbitrarias disjuntas de p e
o respectivamente. Como p e o satisfazem a propriedade (C'), considere
t > 0 tal que X;(U) NV # (. Escolhendo U suficientemente pequena em
torno de p, podemos concluir que X_;(X;(U) N'V) contém algum ponto z
cuja variedade estével forte (que existe pois X é seccional-Anosov) intersecta
W*(O) = W"(O(p)) em algum ponto z’. Considerando ainda que o ¢ O(p),
o tempo t pode ser considerado arbitrariamente alto. Como z e 2’ estdo
na mesma variedade estavel, podemos supor X;(z) e X;(2’) arbitrariamente
préximos. O fato que X;(z) € V nos permite também supor que X;(z') € V.
Por outro lado, 2/ € W*(O) que é invariante, portanto X;(z') € W*(O) e as-
sim temos W*(O)NV # (). Como V foi tomado arbitrariamente, concluimos
que o € CI(W*(0)). Segue do Teorema 1.10 que o é tipo-Lorenz.

Para terminar a prova da Proposicao 2.5 é suficiente mostrar que
W(o) N W*(p) # 0

assim vai existir um ponto z em M tal que a(p) = «a(z) e w(z) é uma
singularidade.

Neste contexto temos que W3#(o) divide W (o) em duas componentes
conexas. Denotaremos essas componentes conexas por W™t (o) e W3 (o).

Como a érbita de p é periddica e, portanto, nao possui singularidades,
o conjunto O(p) = {Xi(p);t € R} é hiperbdlico, logo cada ponto x € O(p)
possui variedade instavel forte W"*(z) bem definida.

Em particular, podemos escolher X7 suficientemente préximo & singular-
idade o de modo que O(p) N T = . Em seguida, escolhemos um dominio
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fundamental D* de W**(p) arbitrariamente préximo de p e disjunto de X7,
Como dim(W**(p)) = 1 podemos identificar D" com um intervalo compacto
la,b] de R.

Agora, definimos a aplicagao holonomia Ilpu rny(s,) de D" em Int(¥;) =
Int(X7) U Int(Z]).

Denotaremos II em lugar de IIpu rny(s,) para simplificar a notacao. Pelo
Lema 1.24 aplicado a D" e Int(X;) temos que o dominio de II é aberto em
la,b], e II é continua.

A partir do fato de ser ¢ do tipo-Lorenz, uma analise local em torno
de o (via Grobman-Hartman, por exemplo) garante de que toda 6rbita que
passa perto de o, necessariamente cruza a secao >, desde que esta secao
seja tomada suficientemente proxima da singularidade em questao. No nosso
caso, estabelecemos que W*(O) se acumula em o. Estas consideragdes, por
seu turno, nos permitem afirmar que W*(0O) se acumula em algum ponto da
subvariedade singular ly;,. Ademais, ajustando a construgao de D", podemos
considerar que a estd no dominio da holonomia II.

Considerando que Il(a) € Int(X;) e Dom(II) é aberto, fixamos s > a
de modo que II([a, s]) C Int(3;). Assim, temos uma curva ¢ = II([a, s])
transversal a E*, contida no interior de ¥;. Como ¥; é 0-adaptada, temos
ainda que ¢ nao toca a fronteira de .

Claramente, se ¢ NIy, # () a proposi¢ao fica automaticamente provada.
Portanto, podemos supor que ¢Nly, = 0.

Agora, considere a aplicagao de retorno Iy, : (Dom(Ily,)) C X1 — X e

defina a composigao

I =1y, o Ilpu iz, : Dom(I) — 3.

Observe que II é uma aplicacao de retorno com dominio e imagem contidos
em ¥;. Como %; é O-adaptada, entao a imagem de Ily, |x\o(z,)) C Int(3:),
ou seja, Im(Ils, |\ (ox,))) nao toca a fronteira de ¥;.

Vamos adotar a seguinte notacao:

co = o([a, s]),c1 = (cp), co = T(e1), ..., e = (ck_1), - -

Lembre-se que ¢g NIy, = (). Nosso desafio é mostrar que chegaremos a
algum indice n tal que ¢, Nlg, # 0.
O fato crucial para nossa analise é aquele estabelecido pelo Lema 2.4:
existe € > 0 tal que
IDII(2) - vel| = € s (2.11)
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para todo v, € Co(ES) N Xy, onde = € ¥.

Nossa construcao seria 0bvia se inicialmente tivéssemos toda a curva cg
“dentro” do campo de cones. Mas nao podemos assumir isso. Por outro
lado, fixado x € ¢y, note que a fibra estavel E, tem codimensao um em
T,>;. Dali, podemos decompor o vetor tangente a curva ¢y nesse ponto, o

) )
qual denotaremos por T, (cy) da seguinte maneira:

T.(co) = vs(x) + ve(x)

onde vs(x) € Ef e v.(x) € E¢(x) sdo determinados de modo tnico.

Agora, se y = II(x), entdo temos, respectivamente,

Ty(c1) = vs(y) + ve(y)
e vée-se que
vs(y) = DH(I) : US(ZL') vc(y) - DH(:E) ' Uc<x)

Note, agora, que vs(y) < vs(x), porque vs(x) é tangente a uma folha con-
trativa. Além disso, por (2.11), temos que v.(y) > v.(x). Levando em conta
a compacidade de ¢y, existe um tempo minimo uniforme entre os retornos
a secgao transversal ;. Repetindo o argumento, podemos ver que existe
um indice, digamos k, tal que a curva c; é realmente tangente ao campo de
cones.

A partir dai, o crescimento imposto por (2.11), o fato de que as curvas ¢;
sao afastadas do bordo de ¥; e o diametro finito desta se¢ao, nos permitem
concluir que, para algum n > 1, temos ¢, Ny, # (). Lembrando que ¢, C
Wh(p) e ls, C W*(0o), segue-se a conclusao esperada: W*(p) N W*(a) # 0.

Isto finaliza a prova da proposicao.

m

Para a demonstracdo do Teorema A precisaremos de alguns resultados

adicionais.

Proposigao 2.6. Seja X um campo seccional-Anosov sobre uma n-variedade
compacta M. Sep € M(X) e q= o € Sing(X) satisfazem a propriedade (C)
com «a(p) nao-singular, entao existe x € M tal que a(x) = a(p) e w(x) é
uma singularidade.

Demonstragao. Como a(p) é nao singular, segue do Lema Hiperbdlico que
a(p) é hiperbdlico. Além disso, dado y € a(p) existem sequéncias de tempos
positivos tais que X_; (p) — y quando t,, — oo.
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Como a 6rbita negativa de p permanece proxima a a(p) podemos utilizar
a técnica da transformada do gréafico [21] para obter € > 0 e uma sequéncia
de intervalos abertos (lembre-se que W"* é unidimensional)

]n - (th (p) - E7 th (p) + 6) C Wuu(X_tn (p))
convergindo para o intervalo aberto
I'=(y—ey+e) W™y

Agora, aplicamos o Lema do Sombreamento para fluxos a érbita negativa
de p. Mais precisamente, cada trecho de érbita de X, ,(p) a X;, (p) pode
ser sombreado por uma érbita periddica p,, (Lembre-se que esse trecho pode
ser assumido como estando suficientemente préximo do conjunto hiperbdlico
a(p)). Veja a Figura 2.1.

Essa sequéncia de érbitas periddicas cumpre p, — y quando n — oo
e, além disso, podemos assumir que a variedade instavel (forte) de cada p,
possui tamanho uniformemente grande, por continuidade e proximidade com
y. (Veja ainda o Remark 2.7 de [13]). Podemos tomar, ainda, para cada n,
um intervalo J,, C W"*(p,,) de modo que J,, — I com n — 0.

Assim, J,, e I,, tendem ao mesmo interval I.

Agora, podemos fixar inteiros positivos ng, n; tais que vale o seguinte:

(*) a variedade estavel de todo ponto préximo a X 4, (p)
intersecta W""(p,,) e, reciprocamente, a variedade
estavel de todo ponto préximo a p,, intersecta I,,.

Pela propriedade (C'), a érbita positiva de X _;, (p) passa e-préximo a g,
logo existem sequéncias 2z, — X 4, (p) e t,, > 0 tal que Xy, (z) — ¢.

Como ng, ny foram escolhidos satisfazendo (*), conseguimos uma sequéncia
21 € W (p,,) na variedade instdvel de z,, cumprindo, também, X;  (z,) —
q. Dessa maneira, temos que p,, e ¢ satisfazem a propriedade (C). Mas p,,
é periddico e entdo, pela Proposicao 2.5, existe z* tal que a(p) = a(z*) e
w(z*) é uma singularidade o*.

Tomando a orbita de £* no tempo passado, podemos assumir que x* esta
préximo de p,,. Entao, usando novamente (*), temos que a variedade estavel
de z* intersecta I, em algum ponto x. Ora, esse ponto cumpre a(z) = a(p),
pois I,,, C W"(p), e, por outro lado, w(z) = w(z*) = ¢* j4 que = e =* estao

ma mesma variedade estavel. Isso finaliza a prova do resultado. O
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Figura 2.1: A sequéncia p,,

O préximo Teorema traz um caso classico bem conhecido.

Teorema 2.7. [Anosov Connecting Lema/ Seja X um fluro Anosov sobre
uma variedade fechada M e p,q € M satisfazendo a propriedade (C). Entao
existe v € M tal que ap) = a(z) e w(z) = w(q).

Demonstracao. Seja € > 0 pequeno, 6 > 0 e U uma vizinhanca de A como
no Lema do Sombreamento para fluxos [21] para A = M.

Se g pertence a orbita positiva de ¢ entao x = p satisfaz a conclusao do
teorema.

Vamos supor que g nao pertence a orbita positiva de p. Assim, podemos
usar a érbita negativa de p, a érbita positiva de ¢ e a trajetoria de um ponto
que passa proximo a p a um ponto préximo a ¢q. Dessa forma, construimos
uma 0-6rbita, y(t), de X em U. Pelo Lema do Sombreamento essa d-6rbita
pode ser e-sombreada pela érbita de algum ponto x € M. Em particular,
a Orbita negativa (resp. positiva) de x permanece e-préximo a érbita de p
(resp. a drbita de g), portanto x € W*(p) (resp. x € W*(q)) de onde temos

a(p) = a(z) (resp. w(z) = w(q)). O
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2.0.1 Prova do Teorema A

Prova do Teorema A. Seja X um campo seccional Anosov sobre uma var-
iedade compacta M e p,qg € A = M(X) com «(p) nao-singular. Suponha
que o par (p,q) € M x M satisfaz a propriedade C, isto é, para toda vizin-
hanga U de p e V de ¢ existe x € U e t > 0 tal que X;(z) € V. Provaremos
que existe € M tal que a(x) = a(p) e w(q) = w(x) ou w(z) é uma singu-
laridade.

Ha dois casos triviais, em que tomar x = p estabelece a tese do teorema:
se ¢ esta na Orbita positiva de p ou se w(p) é uma singularidade. Podemos
assumir, entdo, que ¢ nao pertence a drbita positiva de p e que w(p) nao é
uma singularidade.

Se w(p) ou w(g) possuir uma singularidade o, entdo a continuidade do
fluxo implica que o par (p, o) satisfaz a propriedade (C) e, nesse caso, temos
o resultado pela Proposicao 2.6.

Se a(g) contém uma singularidade o, entdo a continuidade do fluxo e
o fato de ¢ ndo estd na érbita positiva de p implicam que o par (p,o) sa-
tisfaz a propriedade (C) e, nesse caso, temos novamente o resultado pela
Proposicao 2.6.

Vamos supor que os conjuntos limite acima mencionados sao todos livres
de singularidades.

Como A é maximal invariante e p,q € A, entdo a(*),w(x) C A com
x =D, q.

Seja U um bloco isolante de A positivamente invariante, isto é, A =
Nier X¢(U) e Xy(U) C U para todo t > 0.

Assumindo a(*) e w(x) nao-singular para * = p,q, podemos definir o

conjunto Hy, com p,q € Hy, como segue

H, = () Xu(U\Bs, (Sing(X))

teR

com §; > 0 escolhido de forma que H; seja hiperbdlico. Aqui, Bs(A) =
U,ea Bs(z) onde Bs(x) ¢ a bola aberta centrada em x de raio 4.

Sendo H; hiperbdlico e p € H; temos que W**(p) estd bem definida e é
uma variedade invariante de dimensao 1.

Por hipétese, o par (p,q) satisfaz a propriedade (C), ou seja, existem
sequéncias z, — p e t, > 0 tais que Xy, (2,) — ¢. Podemos tomar ¢, — oo
pois ¢ nao pertence a érbita positiva de p.
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Além disso, a variedade estével forte W**(z,) existe, para cada n, tem
tamanho limitado acima de zero e dimensao (n — 2). Entao, para cada
W*%(z,) tomemos um ponto y,, € W**(z,)NW"(p) de forma que a sequéncia
Yn — p e Xy, (yn) — ¢ com t,, — o0.

Suponha que

Cl(|J Ot (yn)) N Sing(X) # 0
n=k

Seja o € Cl(Us2, O (y,)). Como y, — p entdo o par (p, o) satisfaz a
propriedade (C) e assim o resultado segue pela Proposigao 2.6.

Agora, vamos assumir que existem kg € N e 0 < d9 < 7 tais que

(U OF(wa)) N Bs,(Sing(X)) = 0

n=~k
para todo k > k.

Temos que, O" (y,) C U pois U é invariante positivamente. Dai
O™ (yn) C U\Bs,(Sing(X))

para todo n > kg. Além disso, para todo n, y, € W¥%(p) entao a(y,) é nao

singular pois a(y,) = a(p).
Como y, — p, podemos tomar d3 com 0 < d3 < d5 tal que

O~ (yn) C U\Bs,(Sing(X))

para todo n > kg. Onde O~ (y,,) representa a érbita negativa de y,.
Consequentemente, cada y,, com n > kg, p e ¢ pertencem a

H = () Xu(U\Bs,(Sing(X)))
teR
que é hiperbdlico, pois é um conjunto nao-singular contido em A seccional-
hiperbdlico. Entao, pela Proposicao 2.7(Caso Hiperbdlico), existe = tal que
a(z) = a(p) e w(z) = w(q), finalizando a prova do Teorema.
m

O Teorema A é falso sem a hipdtese de que a(p) é ndo-singular. O exemplo
abaixo, devido a Bautista, Morales e Pacifico, mostra que essa condicao é

necessaria.
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Exemplo 2.8. Considere M uma variedade compacta de dimensao 3 e X um
campo seccional-Anosov transitivo definido em M. Suponha que X possui
uma unica singularidade o, com dim(W*(o)) = 1 e W*(o)\{o} possuindo
dois ramos conexos, ambos densos, em M (X).

Facamos p = ¢ e ¢ um ponto periédico de X. Como X é transitivo p e g
satisfazem quase todas as hipotéses do Teorema A, excetuando-se o fato de
que a(p) é singular. Se existe z € M(X) com a(z) = a(p), entdo x € W*(o).
Entao temos as seguintes possibilidades:

1. x = 0. Nesse caso teremos w(z) # w(q)

2. © # 0. Nesse caso, = pertence a um dos ramos instaveis de W*(o),
entdo w(z) = M(X) e assim w(x) # w(q).

Em qualquer caso nao existe x € M que satisfaga a conclusao do Teorema.

Lembre-se que dado um conjunto invariante A C M definimos sua vari-
edade instavel por W*(A) = {z € M : a(x) C A}.

Enunciamos agora algumas consequéncias do Terema A.

Corolario 2.9. Seja A € um subconjunto compacto, invariante, sem sin-
gularidades de X, um campo seccional-Anosov sobre a variedade compacta
n-dimensional M. Entao CL(W™(A)) N Sing(X) # 0 se, e somente se, tiver-
mos W*(A) NW#(o) # 0 para alguma singularidade o € Sing(X).

Demonstrac¢ao. (=) Seja z,, uma sequéncia contida em W*(A) tal que x,, —
o € Sing(X) e a(x,) C A para todo n.

Seja p € Cl(U,a(zy,)). Assim, p e o satisfazem as hipdteses do Teorema
A. Entao existe z € M tal que a(z) = a(p) e w(z) = 0.

De w(z) = o segue que x € W?*(o) e como A é compacto segue que
a(x) = a(p) C A, logo x € W*(A). Portanto x € W*(A) N W*(o).

A outra implicacao é imediata.

O

Corolario 2.10. Se O ¢ uma drbita periédica de um campo seccional-Anosov
X sobre uma variedade compacta n-dimensional M, satisfazendo a condi¢ao
Cl(W™(0)) N Sing(X) # 0, entao existe o € Sing(X) tal que W*(O) N
W) £ 0.

Demonstracao. Considerando que qualquer ponto na érbita periddica, p € O,

tem «a(p) nao-singular, o resultado segue como consequéncia do Corolario
anterior. 0
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Definicao 2.11. Uma singularidade tipo-Lorenz o, em um conjunto seccional
hiperbdlico A, é do tipo fronteira se A intersecta somente uma componente
conexa de W*(a)\W** (o).

Corolario 2.12. Se X; € um campo seccional-Anosov de codimensao 1, com
uma unica singularidade o, e esta € do tipo fronteira, entao X; possui uma

infinidade de orbitas periodicas.

Antes de provarmos o Corolario acima vamos relembrar um resultado
provado em [30].
Dizemos que um campo seccional-Anosov X satisfaz a propriedade H se

para toda orbita peridédica O e toda singularidade tipo-Lorenz o de X temos
CI(W*(O))NWi(o) #D =W (O)NW:(o) #0
* € {_7 +}'

Teorema 2.13. [30] Seja X; campo seccional-Anosov de codimensio 1 em
variedades compactas satisfazendo a propriedade H. FEntao X; possui uma

infinidade de orbitas periddicas.

O Corolério 2.12 foi provado em [30] para variedades compactas de di-
mensao 3. A mesma prova vale para variedades de dimensao qualquer desde
que o Connecting Lemma Seccional-Anosov seja valido .

Prova do coroldario 2.12. Seja M uma variedade compacta e X; um campo
seccional-Anosov com uma unica singularidade do tipo fronteira, o e A o
conjunto invariante maximal de X;. Pelo Teorema 2.13 basta mostrar que
X, satisfaz a propriedade H.

Seja o tipo fronteira. Vamos supor, sem perda de generalidade, que

Wi(o)NA#£DeWs(o)NA=10

De [3] temos que X; possui 6rbitas periddicas. Seja O uma érbita periddica
de X; em A, pelo Teorema A existe * € M tal que a(z*) = O e wx(z*) = 0.
Como A é fechado a érbita de x* esta contida em A entao

ClW*(O))NW3(o) #0 (2.12)
Como W*(O) C A, entao

CLW™(0)) C CU(A) = A (2.13)
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De (2.12) e (2.13) temos que W3 (o) N A # (). Além disso, por (2.12) o é
um ponto de acumulagao de W*(O).

Pelo Connecting Lemma Seccional-Anosov existe x € M tal que a(z) = O
e w(x) = o. Isso significa que existe y € O(z) tal que y € W*(O) N W*(0o).
Como o é do tipo fronteira temos que W (o) N A = (. Portanto W*(O) N
Wz (o) #0. O
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CAPITULO 3

Atratores Seccionais-hiperbdlicos

3.1 Atratores Seccionais-hiperbdlicos e Con-

juntos Lyapunov estaveis

Os lemas a seguir listam algumas das propriedades dos conjuntos Lyapunov
estaveis que utilizaremos nesse capitulo. As provas desses resultados podem
ser encontradas em [14] para variedades de dimensao arbitraria.

Lema 3.1. Seja L um conjunto Lyapunov estavel de X. Entao,
1. Sex, € M et, >0 satisfaz x, - x € L e X, (x,) =y, entao y € L;
2. W¥(L)C L
3. Se T € um conjunto transitivo de X e T N L # (), entio " C L.

Lema 3.2. Um conjunto Lyapunov estavel L de um campo de vetores X €
um atrator de X se, e somente se, existe uma vizinhanca U de A tal que
wx(x) C A, para todo xz € U.

Considere X'(M) o conjunto dos fluxos suaves munido da toplogia C*.
Dizemos que uma propriedade P é genérica em X1 (M) se existir uma quanti-
dade enumerével de conjuntos abertos e densos I',, C X1(M) tal que qualquer

fluxo Y € R =) . ['n possui a propriedade P.

neN
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Dizemos que um conjunto A possui ramos singulares instaveis densos se
para cada singularidade o de X em A tem-se, A = wx(q) para todo ¢ em
Wx(o)\{o}-

Em [25][Teorema D], provou-se que :

Todo conjunto singular hiperbdlico A C M3, Lyapunov estdvel com ramos
singulares instdveis densos de X € X' (M) é um atrator.

Provaremos que esse resultado é verdadeiro para variedades de dimensao
n > 3. Apresentaremos ainda, um resultado inédito, relacionado a este.

Antes, porém, vale notar que a hipotese exigida, de que A possua ramos
singulares instaveis densos é bem razoavel: essa propriedade é genérica em

X1(M), pelo menos em variedades de dimensao 3.

Teorema 3.3. [25] Eriste um subconjunto residual em R C X'(M), onde
dim M = 3, tal que, todo conjunto A transitivo, Lyapunov estdvel com sin-

gularidades, tal que

dimWy(o) =1 Vo € Singx(A)
possui ramos singulares instdveis densos.

Lema 3.4. [25] Seja M uma variedade compacta coneza de dimensdo n > 3
e N C M um conjunto Lyapunov estavel, seccional hiperbdlico de codimensao
1, com ramos singulares instdveis densos de X € X'(M). Se A exibe uma

secdo transversal X satisfazendo
int(X)NWINA#D (3.1)
para todo x € int(X), entdo A € um atrator.

Demonstracao. Nas condicoes acima, para provar que A é um atrator basta
provar que: se x, € M é uma sequéncia convergindo a p € A, para n
suficientemente grande wx (z,) C A.

Para wx(p) consideraremos dois casos:

1. wx(p)N Sing(X) =0

Entao pelo Lema Hiperbdlico 1.4 wx(p) é um conjunto hiperbdlico tipo
sela, assim para y € wx(p) regular, W"(y) estd bem definida e tem
dimensao 2. Como A é Lyapunov estavel entao W"(y) C A.
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Seja ¥ uma secao transversal de X contendo y. Escolhendo ¥ suficien-
temente pequena, existe € > 0 tal que para todo z € V = X(g (%)
existe z € W¥(y) C A tal que xz € W*(z2).

Como y € wx(p) a érbita positiva de p intersecta V. Isso implica que
a Orbita positiva de x, também intersecta V' para n suficientemente
grande pois x, — p. Em particular, para todo n suficientemente grande
existe z, € A tal que x, € W¥(z,). Assim, wx(z,) = wx(z,) C A.

2. wx(p) N Sing(X) # 0.

Vamos supor, por absurdo que, para n suficientemente grande wx (z,,)
nao esta contido em A.

Como wx(p) N Sing(X) # 0 existe uma singularidade o € wx(p) e
como p € A temos que o € A.

Como A é transitivo, pois possui ramos instaveis densos, entao o é tipo-
Lorenz. Além disso, a codimensao 1 de X implica que dim(W"(c)) = 1.
Como z,, — p e wx(x,) ndo estd contido em A para n grande, entdo
existe ¢ € W"(o)\o (possivelmente um ¢ em cada componente conexa
de W"(o)) tal que a érbita positiva de x,, passa préxima a g para n
grande.

Como A possui ramos singulares instaveis densos temos que A = wx (q)
entdo a 6rbita positiva de ¢ intersecta int(¥X). Como ¥ é uma segao
transversal de X satisfazendo (3.1) concluimos que pra todo n suficien-
temente grande existe z, € A tal que z,, € W¥(z,). Isso contradiz a
hipétese de que wx (z,) nao esta contida em A para todo n grande. A

prova esta completa.

]

Proposicao 3.5. Seja A um conjunto Lyapunov estavel, seccional hiperbdlico
para um fluzo de X € X' (M) de codimensdo 1 com ramos singulares instdveis
densos sobre uma variedade compacta M. Se existe ¢ € A tal que wx(q) nao
tem singularidade entao A é um atrator de X.

Demonstracao. A prova é analoga ao item 1 da prova do teorema anterior.
m

O proximo resultado é uma generalizacdo do Teorema D de [25], para
variedades de dimensao arbitraria. Mas, com a restricao de codimensao 1
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para o fluxo, ou seja, mantemos dim(W*(o)) = 1 para toda singularidade de
X em A.

Teorema 3.6. Seja A C M™, n > 3, um conjunto seccional hiperbdlico,
Lyapunov estdvel para um fluro X de codimensdo 1, com ramos singulares

instdveis densos. Entao A é um atrator de X.

Demonstracao. Recentemente foi provado em [3] que sob as hip6tese acima, A
possui classe homoclinica nao trivial H. Entao existe um ponto periédico g €
A tal que wx(gq) ndo possui singularidades. O resultado segue da Proposigao
3.5. m

Teorema 3.7. Erxiste um conjunto residual R C X'(M) tal que se X €
R, N C M"™ € transitivo, seccional-hiperbolico para X e além disso, toda
singularidade o € A € tal que W*(o) C A e dim(W"(0)) =1, entao A é um

atrator.

Antes de provarmos o teorema 3.7 vamos relembrar alguns resultados que
serao necessarios a demonstracao.

Proposigao 3.8. [14] Seja M uma variedade compacta conexa de dimensdo
n. Eziste um residual Ry de X'(M) tal que se X € R e o € Sing(X), entdo
o conjunto

{peWi(o): Cl(O%(p)) é Lyapunov estdvel para X }
¢ residual em Wi (o).
Lema 3.9. [14] Se X € X' (M) e p € M, entio Cl(O%(p)) é Lyapunov

estdvel para X se, e somente se wx(p) € Lyapunov estdvel.

Demonstragao. [Prova do Teorema 3.7]

Seja R = Ri, o residual da Proposicao 3.8. Provaremos que, sob as
hipoteses do teorema, A possui ramos singulares instaveis densos.

Fixada uma singularidade ¢ de X, por hipétese W"(c) C A e pela in-
variancia de A, temos wx(q) C A para todo ¢ € W"(o). Pela Proposigao 3.8
podemos supor que wyx(q) é Lyapunov estével, pois o conjunto dos pontos
de W"(o) com essa propriedade é residual em W*(o). Além disso, quaisquer
dois pontos contidos na mesma componente conexa de W*(o), estd contido
numa mesma trajetéria, pois dim(W"(o)) = 1.

Como A é transitivo, segue do Lema [3.1], que A C wx(q) e assim A =
wx(q). Portanto A possui ramos singulares instéveis densos.

Assim, A é secccional hiperbdlico, Lyapunov estavel e possui ramos sin-
gulares instaveis densos. Entao, pelo Teorema 3.6, A é um atrator. O
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