
 

1Abstract— In recent years, the concern for voltage stability 
issue has gained global highlighted when referring to the energy 
sector industry, this is because this issue is related to the 
operation and planning of electrical power systems. Factors such 
as the increasing energy demand, the transfer of large amounts 
of power to meet the consumption, combined with the economic 
and environmental requirements has led the systems operate in 
stressful conditions. In the literature, a study to analyze stability 
and voltage instability is related to the P-V curve (power versus 
voltage magnitude) and the maximum loading point (MLP) 
(point on the curve that separates the stable operation of the 
unstable). The maximum loading point may be consequent to a 
saddle node bifurcation (SNB) related to transmission capacity 
limit in an electrical system where the Jacobian matrix is 
singular, or limit induced bifurcation (LIB), related the reactive 
power limit of the generator, where the matrix is not singular. In 
this sense, it is presented in this first part of the paper, a 
flowchart for the determination of the Jacobian matrix 
determinants modified for large systems such as two realistic 
systems of 638 and 787-bus corresponding to part of South-
Southeast Brazilian system and of a 904-bus Southwestern 
American system. Also presented an analysis of the modified 
Jacobian matrices (Jm) of the methods of continuation power 
flow (CPF) reported in the literature (parameterization 
methods), the study was developed in order to analyze the 
changes that the matrix conventional Jacobian (J) have to 
eliminate the singularity problems in the MLP and in the 
bifurcation points of each method.  
 
Keywords— Voltage stability, Maximum loading point, 

Bifurcation, Continuation power flow, Continuation method. 

I.  INTRODUÇÃO 
TUALMENTE com o aumento crescente da demanda de 
energia elétrica, os estudos dos métodos de fluxo de 

carga continuado têm aumentado muito ao redor do mundo. A 
importância destes métodos se deve ao fato deles 
possibilitarem a obtenção do PMC com uma precisão pré-
estabelecida e sem problemas numéricos, o traçado completo 
das curvas P-V e a determinação da margem segura de 
carregamento. Vários métodos foram desenvolvidos visando 
obter toda a curva P-V e eliminar os problemas numéricos 
relacionados à matriz J [1-6]. Em [1] foi proposto um método 
da continuação utilizando uma técnica de parametrização 
denominada de parametrização local. Neste método, o 
parâmetro de continuação inicialmente escolhido é o fator de 
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carregamento do sistema (λ). Posteriormente, próximo ao 
PMC, efetua-se a troca, sendo que a variável escolhida como 
novo parâmetro é aquela que apresentar a maior variação no 
vetor tangente. Em geral, ou magnitude da tensão nodal (Vk) 
ou ângulo da tensão nodal (θk) de uma barra k qualquer é 
escolhida como novo parâmetro da continuação. Em [2], 
também foi apresentada uma técnica de parametrização local 
para o método da continuação envolvendo equações de retas 
no plano cartesiano fator de carregamento (λ) e magnitude da 
tensão nodal (Vk), λ- Vk. A singularidade da matriz J é 
eliminada pela equação de uma reta passando por esse plano. 
Com isso, ao se incrementar o coeficiente angular dessa reta, 
obtém-se as sucessivas soluções do fluxo de carga. Uma ideia 
similar foi apresentada em [3], a diferença é que o plano para 
obtenção das curvas P-V é formado pelo fator de 
carregamento (λ) e o ângulo da tensão nodal (θk), λ-θk. Em [4] 
apresentou-se uma técnica global de parametrização 
geométrica que possibilita o traçado completo das curvas P-V 
sem os problemas de mau-condicionamento. Na técnica, que 
associa a robustez com a simplicidade, a singularidade da 
matriz J é eliminada pela adição da equação de uma reta que 
passa por um ponto no plano formado pelas variáveis fator de 
carregamento (λ) e a perda total de potência ativa (Pa). Em 
[5] apresenta-se uma eficiente técnica global de 
parametrização geométrica para o fluxo de carga continuado 
na qual a singularidade da matriz J é eliminada pela adição de 
uma equação da reta que passa através dos pontos no plano 
determinado pelas variáveis fator de carregamento (λ) e soma 
de todas as magnitudes das tensões nodais (ΣVk), plano λ-
ΣVk, ou de todos os ângulos nodais (Σθk), plano λ−Σθk. E por 
fim, em [6] utiliza-se a equação quadrática no plano formado 
pelas variáveis λ-Pa. As vantagens e particularidades de cada 
uma dessas técnicas podem ser verificadas nas respectivas 
referências. Na literatura existem diversas outras propostas 
para o método de fluxo de carga continuado [7-12]. 

O objetivo nesta primeira parte do trabalho, foi apresentar 
uma modelagem matemática dos métodos aqui citados, ou 
seja, apresentar um fluxograma para obtenção dos 
determinantes das matrizes Jacobianas modificadas de 
sistemas de grande porte e também apresentar uma análise da 
matriz Jacobiana dos métodos de fluxo de carga continuado, 
uma vez que para cada método ocorrem modificações na 
matriz Jacobiana (J) convencional em consequência das 
reparametrizações necessárias para se eliminar os problemas 
de singularidade de J no PMC. 
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II.  MATRIZ JACOBIANA DO FLUXO DE CARGA CONTINUADO 
 

As equações convencionais do fluxo de carga são: 
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e θ e  V são os respectivos vetores de ângulo de fase e 
magnitude de tensão nodal; Pesp é o vetor da diferença entre os 
vetores de potência ativa, gerada (Pg

esp) e consumida (Pc
esp), 

especificada para as barras de carga (PQ) e geração (PV); e 
Qcesp é o vetor de potência reativa consumida especificada 
para as barras PQ.  

A equação (1) assume que o carregamento da rede é 
proporcional ao do caso base e considera o fator de potência 
constante. Pesp e Qesp também pode ser definido como sendo 
igual a (kPgPg

esp + kPcPc
esp) e kQcQc

esp, respectivamente. Os 
vetores kPg, kPc e kQc são parâmetros fixos usados para 
caracterizar um específico cenário de carga. 

A resolução do sistema de equações (1) pelo método de 
Newton é feita através da linearização da função )(xG , em 
que '][]',[)( ...,G,G 21== ΔQΔPxG  e ],,[ Vθx = para x 
= xi considerando os dois primeiros termos da série de Taylor: 
 

iiiii ΔxxJxGΔxxG )()()( +≅+               (3) 
 
sendo a matriz jacobiana J dada por: 
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O vetor de correção Δx  é calculado impondo-se que: 

 
0iii ΔxxJxG =+ )()(                         (5) 

 
que é a maneira linearizada de se resolver o problema 

0ΔxxG ii =+ )( . No caso em que n = 2, a equação (3) 
assume a forma: 
 
 

(i)
2

i2

2(i)
1

i1

2i
2

i
12212

(i)
2

i2

1(i)
1

i1

1i
2

i
11211

Δx
x

G
Δx

x

G
)x(xGxxG

Δx
x

G
Δx

x

G
)x(xGxxG

,),(

,),(

∂

∂

∂

∂
+≅

∂

∂

∂

∂
+≅

+

+
  (6) 

 
e na forma matricial representa: 
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A nova solução x(i+1) é: 

 
ii1+i Δxxx +=                              (8) 

e 
)()]( 1[ iii xGxJΔx −−=                        (9) 

 
Para o fluxo de carga continuado o sistema de equações (1) 

passa a ter uma variável a mais, ou seja, adiciona-se uma 
variável λ que representada o fator de carregamento do 
sistema, tornando-se: 
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O traçado da curva P-V pode ser feito por sucessivas 

soluções de (10), utilizando um FC. Adotando λ como 
parâmetro obtém-se o PMC. A partir do caso base (λ = 1), seu 
valor é aumentado gradualmente até um valor para o qual 
nenhuma solução seja obtida, ou seja, para qual o processo 
iterativo do fluxo de potência não convirja ou divirja. Em 
geral, neste ponto, haverá um controle de passo consistindo de 
uma simples redução no incremento (tamanho do passo) de λ 
e a nova solução é obtida a partir da última solução 
convergente. Considera-se o PMC como o último ponto 
convergido após várias repetições desse procedimento. No 
entanto, a divergência do FC é uma consequência da 
singularidade da matriz Jacobiana (J) de (10) no PMC e, 
portanto, seu valor não pode ser determinado com precisão. A 
fim de eliminar as dificuldades numéricas resultantes da 
singularidade de J e permitir a determinação do PMC, foram 
propostas diferentes parametrizações para o método da 
continuação [1-13]. Como o sistema apresenta uma variável a 
mais do que equação, é necessário acrescentar mais uma 
equação. Logo, a partir da equação (10) cada método 
apresenta a sua particularidade. 
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III.  FLUXOGRAMA PARA OBTENÇÃO DOS DETERMINANTES DE 
SISTEMAS DE GRANDE PORTE 

 
Uma das alternativas de verificar a singularidade da matriz 

J é através da inversão do sinal do determinante no PMC, ou 
seja, o determinante é nulo exatamente no PMC, podendo ser 
verificado em sistemas de pequeno porte por meio do gráfico 
dos valores numéricos do determinante em função do 
carregamento λ. A dimensão da matriz quadrada J é da ordem 
de (2nPQ + nPV), sendo que nPQ e nPV correspondem ao número 
de barras PQ e PV, respectivamente. Então, por exemplo, para 
um sistema como o IEEE-14 barras que é representado por 9 
barras de carga, 5 barras de geração e 20 linhas de transmissão 
(LT), a matriz J convencional é da ordem de 23×23 (2×9 + 5). 
Sistemas de grande porte como o IEEE-300 barras, duas 
configurações do sistema Sul-Sudeste Brasileiro de 638 e 787 
barras e um sistema de 904 barras localizado no Sudoeste 
Americano podem apresentar matrizes Jacobianas da ordem 
530×530, 1189×1189, 1461×1461 e 1675×1675 
respectivamente, acarretando em valores muito altos para os 
determinantes, maiores do que 1e+309.  

Determinantes dessa ordem são representados no 
MATLAB [16] por meio do símbolo inf (∞, infinito). Como 
alternativa para visualizar graficamente os seus valores efetua-
se a sua redução através da multiplicação dos elementos da 
matriz por 1/n, em que n neste caso é igual a 10 para o sistema 
IEEE-300 barras e igual a 100 para o sistema de 638 e 787 
barras. Outros valores podem ser utilizados.  

Estudos envolvendo estas análises dos determinantes foram 
iniciados em [17], porém, para sistemas maiores do que o 
IEEE-300 barras, não foram possíveis a sua obtenção, 
principalmente a parte gráfica. A Fig. 1 a seguir representa o 
fluxograma desse procedimento para obtenção dos 
determinantes de sistemas de grande porte, em que m é a 
ordem da matriz J.  

Para o sistema de 638 barras, por exemplo, os 
determinantes atingiram valores em torno de 102084. Essa 
análise do valor e também para o esboço dos gráficos, só 
foram possíveis de obter, com a utilização da metodologia 
apresentada pelo fluxograma na Fig. 1. Os resultados são 
apresentados na segunda parte deste trabalho. 

 
Figura 1.Fluxograma para obtenção dos valores dos determinantes de sistemas 
de grande porte. 
 

O fluxograma apresentado na Fig. 1 corresponde ao 
seguinte algoritmo. 
 

i.  Obter a matriz Jacobiana J; 
ii.  Adotar n = 10; 

iii.  Multiplicar a matriz J por 1/n obtendo A; 
iv.  Se -10308 ≤ |A| ≤ 10308.  

Guarda os valores de |A|.  
Plota os gráficos dos determinantes.  
Valor real de |J| = nm.|A|. 
Caso contrário; 

v. n = n+5 e volte ao passo iii. 

IV.  ANÁLISE DA MATRIZ JACOBIANA MODIFICADA DO FLUXO 
DE CARGA CONTINUADO 

A equação E(θ, V, λ) foi acrescentada ao sistema de 
equações (10) no método proposto em [1], passando a ser: 
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Linearizando pelos dois primeiros termos da série de 

Taylor: 
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e que na forma matricial torna-se: 
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Caso o parâmetro for a variável λ (Fig. 2(a)), então se 

utiliza 0(λ),,E( )λλ 0 == −Vθ , e nesse caso: 
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em que Jm é dada por: 
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ou por: 
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caso a variável escolhida como parâmetro seja θk 
( 0)θθ(λ),,E( 0

kk == −Vθ ) ou Vk 0))(λ),,(E( 0
kk VV == −Vθ , 

ver Fig. 2(b). 
 

   
Figura 2. Método da parametrização local: (a) λ como parâmetro, (b) Vk ou θk 
como parâmetro. 
 

No método apresentado em [2] acrescentou-se ao sistema 
de equações (10) a equação de uma reta W: 
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sendo α o coeficiente angular da reta, e λ0 e 0

kV  os pontos 
escolhidos no plano representando o centro do feixe de retas 
inicial, Fig. 3(a), os quais podem ser alterados.  

Linearizando a equação (19) pelos dois primeiros termos 
da série de Taylor, tem-se: 
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e que na forma matricial torna-se: 
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sendo Jm dada por: 
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Formulações similares foram obtidas em [3], a diferença é 

que o plano utilizado para obtenção da curva P-V é o λ-θk, ver 
Fig. 3(a). Nesse caso se acrescentou ao sistema de equações 
(10), a equação da seguinte reta R: 
 

0)θθ(( αα)λ,,,R( 0
kk

0 )λλ =−= −−Vθ    (25) 
 
obtendo-se assim a matriz Jm: 
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Figura 3. Métodos: (a) parametrizado por α no plano λ- Vk ou λ-θk, (b) 
parametrizado por α no plano λ –Pa, (c) parametrizado por Pa. 
 
 

Já no método proposto em [4], que é uma parametrização 
global, a equação acrescida à equação (10) é a seguinte: 
 

0),([( αα)λ,,,T( ]Pa)λλ 00 =−= −− VθVθ Pa  (27) 
 
sendo 
 

 −−+=
∈Ωjei

jiji2
j

2
iij )]θθcos(VV2VV[g),( VθPa  (28) 

 
e α o coeficiente angular da reta (parâmetro utilizado). Pa 
representa a perda total de potência ativa, por isso trata-se de 
uma técnica de parametrização global, ver Fig. 3(b). Caso α 
=0 e variando-se o valor de Pa0 a solução do sistema (29) 
resultará em Pa como parâmetro [14-15], Fig. 3(c). 
Linearizando pelos dois primeiros termos da série de Taylor, 

obtém-se o sistema: 
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no qual a matriz Jm é dada por: 
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Outra técnica de parametrização global foi proposta em [5], 

em que acrescenta-se ao sistema de equações (10) a seguinte 
equação: 
 

0)
μμ

(( αα)λ,,,S(
0

0 )λλ =−= −− YYVθ      (31) 

 

sendo µ o número de barras do sistema e 
=

=
μ

1i
iVY  ou 


=

=
μ

1i
iθY . 

 

Expandindo em série de Taylor, considerando 
=

=
μ

1i
iVY , 

tem-se o seguinte sistema de equações, que na forma matricial 
torna-se: 
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A matriz Jm do método passa a ser dada por: 
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Já para 
=

=
μ

1i
iθY , a matriz Jm passa a ser dada por: 
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
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A Fig. 4(a) apresenta a geometria da trajetória de soluções 

do método proposto em [5]. 
 

 
Figura 4: Métodos: (a) parametrizado pelo coeficiente angular da reta α no 

plano λ–Y, (b) parametrizado pelo coeficiente α das equações das parábolas. 
 
 

Em [6], a equação acrescida à equação (10) é dada por: 
 

( ) 0]()([,,),,(M =+)+λ+α+λ−λ=αλ, 2 cbaPa αVθVθ  (35) 
 
sendo que Pa, a perda total de potência ativa, é dada pela 
equação (28), enquanto que os coeficientes a, b e c são 
calculados através do desenvolvimento do produtório do 
coeficiente do polinômio interpolador de Lagrange para três 
pontos conhecidos do plano λ-Pa. Após a determinação 
desses coeficientes, para cada valor atribuído ao parâmetro α 
define-se novas equações de parábolas, ver Fig. 4(b). Nota-se 
que neste caso, equação (35), α é o parâmetro que representa o 
coeficiente da equação da parábola e não mais da reta 
conforme foi apresentado nas equações (19), (25), (27) e (31). 
Nesse caso a matriz Jm passa a ser dada por: 
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Para o cálculo do determinante, por exemplo, utilizando 

esta última equação (36) que representa a metodologia 
utilizando as parabolas no plano λ-Pa, o determinante é 
calculado por meio da equação (37). 
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V.   CONCLUSÃO  
Nesta primeira parte do artigo foi apresentado um 

fluxograma para obtenção dos determinantes da Jm de 
sistemas de grande porte e uma análise da singularidade da 
matriz Jacobiana do fluxo de carga continuado para várias 
técnicas de parametrização geométrica visando a obtenção do 
PMC de sistemas elétricos de potência. Os parâmetros 
utilizados foram: o fator de carregamento (λ), a magnitude de 
tensão da barra crítica ou de uma barra específica, a perda 
total de potência ativa (Pa), o coeficiente angular da reta e 
equações de parábolas.  

As principais equações de cada método foram apresentadas 
visando um melhor entendimento e mostrando o que cada 
método tem em comum. 
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