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“Black holes have no hair. “
(John Archibald Wheeler)



RESUMO

Neste trabalho, é estudado um método de obtencdo de solugdes que descrevem buracos negros com
cabelos, o desacoplamento gravitacional. Esse método € usado para separar as equacdes de Einstein
para n tensores energia-momento acoplados. A partir da solucdo obtida por esse método, o algoritmo
de Newman-Janis foi aplicado para obter uma métrica que descreve um buraco negro com cabelos em
rotacdo. Além disso, a métrica obtida por desacoplamento gravitacional foi utilizada para estudar o
comportamento desse tipo de buraco negro diante de perturbacdes escalares. Os resultados mostraram
assinaturas particulares dos buracos negros com cabelos obtidos por desacoplamento gravitacional

com potencial aplicagdo na fisica de buraco negros.

PALAVRAS-CHAVE: Relatividade geral. Desacoplamento gravitacional. Buraco negro com cabelos.



ABSTRACT

In this work, a procedure for deriving solutions that describe hairy black holes, the gravitational
decoupling, is studied. This method has the purpose to separate Einstein’s equations for n coupled
energy-momentum tensors. Using the solution obtained from this procedure, the Newman-Janis
algorithm was applied to obtain a metric that describes a rotating hairy black hole. Furthermore, the
metric obtained by gravitational decoupling was used to study the behavior of this type of black hole in
the face of scalar perturbations. The results showed particular signatures of hairy black holes obtained

by gravitational decoupling with potential application in black hole physics.

KEYWORDS: General relativity. Gravitational decoupling. Hairy black holes.
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1 INTRODUCAO

Os métodos de desacoplamento gravitacional (DG) compreendem protocolos bem estabelecidos
para obtencdo de solugdes analiticas das equagdes de campo de Einstein, com variadas aplicagdes
relevantes na fisica e astronomia (OVALLE, 2017;|OVALLE! 2019). O desacoplamento gravitacional
e algumas extensoes sdo estudas em (CASADIO; OVALLE, 2014; OVALLE; CASADIO; SOTO-
MAYOR| 2017) e tem sido aplicadas para construir novas solucdes a partir das solugdes ja conhecidas
da relatividade geral (RG). Inclusive solu¢des que descrevem de maneira apropriada distribui¢cdes
anisotropicas como em estrelas (ROCHA| 2020; SHARIF; SABA| 2018)). Os métodos de DG sao
capazes de produzir a partir de uma dada fonte gravitacional isotrépica compacta, fontes gravitacionais
anisotropicas compactas, que estdo fracamente acopladas. Por exemplo, um fluido perfeito pode
ser acoplado, a partir do seu tensor energia-momento, a outros tipos mais elaborados de tensores
energia-momento. O resultado disso serd uma configuragdo mais proxima das encontradas na realidade
(CONTRERAS; OVALLE; CASADIO, 2021; MAURYA; TELLO-ORTIZ, 2020). Em particular, o
caso de DG envolvendo solu¢des com cabelos tem sido explorado com surpreendentes e relevantes
ramificagdes (OVALLE; CONTRERAS; STUCHLIK! 2021; OVALLE et al.,|2021). Buracos negros
com cabelos apresentam graus de liberdade adicionais de natureza macroscépica. Esses graus de
liberdade nao estdo associados com quantidade conservadas quasilocais que podem ser computadas
no nivel do horizonte de eventos do buraco negro com cabelos obtido a partir de DG. A maneira
como se apresenta a descricao microscopica de buracos negros com graus de liberdade adicionais,
correspondentes aos cabelos, aponta para um procedimento efetivo para obten¢ao de solucdes analiti-
cas. Portanto, quantidades termodindmicas dos buracos negros obtidos por DG podem ser estudadas.
Com as primeiras observagdes de ondas gravitacionais pelo LIGO/Virgo, buracos negros com cabelos
obtidos por DG podem ser propostos e investigados no cendrio das ondas gravitacionais, explorando
aspectos de gravidade em regime ndo-linear forte e comparando qualquer desvio da configuragcao da
RG. Nos dltimos anos, a relatividade numérica tem se consolidado como uma ferramenta essencial no
regime totalmente linear da RG, corroborando resultados importantes também decorrentes do regime
pOs-newtoniano e da teoria de perturbacdo de buracos negros (BARRETO et al., 2005]). Apesar do
enorme progresso no campo, a RG ndo € uma teoria completa (KRASNOV/| 2020). Existem questoes
persistentes em seus fundamentos, como o significado fisico de singularidades e a falta de uma te-
oria quantica de gravidade. Essas questdes também motivaram um ndmero considerdvel de teorias
alternativas focadas em aborda-las. O espectro de extensOes dos buracos negros da RG, juntamente
com a melhor sensibilidade das futuras antenas capazes de captar ondas gravitacionais, podem cons-
tituir um conjunto de testes inéditos dos fundamentos da prépria gravidade. Desde os trabalhos de
Regge e Wheeler (REGGE; WHEELER| [1957; CHANDRASEKHAR; CHANDRASEKHAR, |[1998),
a teoria de perturbacao de buracos negros tem desempenhado um papel fundamental na investigacao
de problemas no regime de campo forte da RG, assim como em aspectos astrofisicos, fisica de altas
energias e aspectos da interacdo gravitacional (PANI, 2013; | CARDOSO; PANI, 2019; BARACK et al.,

2019). Com o aumento no interesse em ondas gravitacionais, a teoria de perturbacdo de buracos negros
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volta a tona. Os avancos nessa teoria constituem uma ferramenta valiosa para fisica gravitacional,
tanto tedrica quanto observacionalmente. Dentre os principais resultados, os modos quase normais
quantificam o comportamento do buraco negro ap6s uma perturbacio externa. Modos quase normais
podem indicar a estabilidade do espago-tempo de fundo diante perturbacdes. Eles consistem em modos
dissipativos de energia de campos com diferentes spins no espaco-tempo de fundo do buraco negro.
Formalmente derivadas das equagdes linearizadas da GR, restringindo as perturbacdes ao redor de uma
solucdo que descreve um buraco negro. Eles sdo de fato governados por equagdes diferenciais parciais
de segunda ordem lineares associadas a condi¢des de contorno adequadas no horizonte de eventos do
buraco negro e no infinito espacial. Os modos quase normais calculados utilizando a aproximacao
linear apresentam total conformidade com aqueles determinados a partir de um sistema acoplado
ndo-linear de equacdes de Einstein, em um tempo suficientemente tardio. Além disso, modos quase
normais podem trazer elementos que nos levam a identificacdo de buracos negros com cabelos obtidos
por GD (CARDOSO; PANI, 2019). Para obter informag¢des substanciais dos detectores de ondas
gravitacionais, deve-se conhecer cuidadosamente as principais aspectos e comportamento dos modos
quase normais destes buracos negros com cabelos. Uma caracteristica relevante desse sistema € o fato
de que o horizonte de evento emula uma membrana para campos cldssicos, produzindo um problema
de valor de contorno ndo-hermitiano com frequéncias complexas (CAVALCANTI; PAIVA; ROCHA,
2022)). A parte imagindria das frequéncias carrega a escala de tempo de decaimento da perturbagdo
do buraco negro e quantifica a energia perdida pelo buraco negro. Buracos negros perturbados sao
inerentemente dissipativos, devido aos efeitos do horizonte de eventos, portanto modos quase normais
sdo caracteristicas universais na fisica dos buracos negros. Um aspecto perceptivel sobre modos quase
normais € que eles dependem somente dos pardmetros do buraco negro que estao associados. Nesse
sentido, o espectro de objetos compactos em extensdes da GR podem revelar possiveis assinaturas
observacionais de teorias alternativas de gravitagcdo (BARACK et al., 2019), como a configuragcdo da
GD. As frequéncias quase normais sdao independentes da maneira que o buraco negro ou qualquer
campo em suas redondezas sdo perturbados, sendo suficiente e exclusivamente caracterizados pelos
parametros do buraco negro. O principal objetivo desse trabalho € obter o espectro de frequéncias
quase normais de buracos negros obtidos a partir de GD, analisando os desvios das solu¢des padrao da
GR.

1.1 NOTACAO E CONVENCOES

A Teoria da Relatividade Geral € uma teoria geométrica de gravitacdo proposta por Albert Einstein
que se contrapde a teoria newtoniana, vigente na época de sua publicacdo. A teoria descreve o
espago-tempo como um variedade lorentziana munida de métrica g,,,. Neste trabalho, sdo utilizadas
bases coordenadas e ndo-coordenadas, dependendo do contexto e necessidade. Além disso, adota-se a
assinatura da métrica (- + + +) para g,,,. Os termos g"” podem ser vistos como entradas de uma matriz
4 x 4, logo descer os indices, por exemplo, é 0 mesmo que calcular os componentes da matriz inversa.

Quanto a diferenciagdo, o operador V , refere-se derivada covariante e d,,, a derivada parcial. Além
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disso, o operador de d’ Alembert é definido por:
0=vv,. (1)

Diferente da teoria newtoniana, a Teoria da Relatividade Geral considera que energia € momento
também influenciam na gravidade, ou seja, influenciam na curvatura do espaco-tempo. As equacdes de
Einstein s@o as responsdveis por expressar o comportamento da métrica que caracteriza o espaco-tempo

em resposta a presenca de energia € momento:

pv = 81, (2)

Ao lado direito, tem-se o tensor energia-momento 7*”. Enquanto ao lado esquerdo, o tensor de

Einstein dado por:
R

2

Dentre suas propriedades, destaca-se que o tensor de Einstein é simétrico e que

G;w = R/u/ - 5 9uw- (3)

V.G = 0. @)

O tensor de Einstein € definido a partir do tensor de Ricci R*” e escalar de curvatura de Ricci R. O

tensor € Ricci € o trago do tensor de curvatura de Riemann R® 5, isto €,

RNV = Rauau' (5)

e o traco do tensor de Ricci 1, € conhecido como escalar de Ricci R.

A parte sem trago do tensor de Riemann é conhecida como tensor de Weyl C,,,5,,, dado por:

1
Cauﬁu :Ra,u,ﬁu + 5 (Raug,uﬁ - Raﬁguu + Ruﬂgau - Ruugaﬂ) (6)

1
+ ER (gaﬁguu - gauguﬁ) .

N3ao € raro encontrar as equacgdes de Einstein escritas com um termo adicional ao tensor de Einstein
relacionado a constante cosmoldgica A. Porém, neste trabalho as equacdes de Einstein possuem o
termo da constante cosmoldgica igual zero. Além disso, € utilizado unidades naturais neste trabalho,
isto €, as equacdes sdo escritas assumindo que a velocidade da luz e a constante de gravitacdo universal
sejam unitdrias, ou seja, c = G = 1. E pertinente apresentar a notacio que foi utilizada para a parte

real e a parte imagindria de um nimero complexo. Um niimero complexo z pode ser escrito pela soma:
z=R(z) +1i3(2), (7)

onde R(z) é a parte real e J(z) a parte imagindria do niimero complexo z.
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2 DESACOPLAMENTO GRAVITACIONAL E BURACOS NEGROS COM CABELOS

O teorema no-hair estabelece que solucdes de vacuo de um sistema de Einstein-Maxwell sdo
caracterizadas por trés parametros classicos: massa, momento angular e carga elétrica. Entretanto,
sabe-se que buracos negros podem ser caracterizados por outros parametros associados a simetrias
de calibre e campos, além da existéncia de cabelos quanticos. Esses parametros nio cldssicos sdo
chamados de cabelos em contraposi¢ao ao teorema. Ao longo dos anos, estudaram-se maneiras de se
contornar o teorema no-hair e com isso, estudar solu¢des que descrevem buracos negros com cabelos
(OVALLE et al., 2021)). Nesse capitulo € discutido o método de desacoplamento gravitacional (DG).
O método € utilizado quando o tensor energia-momento que descreve as propriedades de uma regiao
do espaco-tempo pode ser escrito como a soma de n tensores associados a fontes gravitacionais. Os
tensores adicionais podem ser utilizados para descrever configuragdes mais proximas da realidade. O
DG pode ser utilizado para obter novas solugdes além das tradicionais da Relatividade Geral, como
buraco negros com cabelos. Aplicando o DG € possivel desacoplar o sistema de equacdes de Einstein
em outros n sistemas de equagdes mais simples que o original. Mais do que isso, 0 DG € capaz de
produzir modificacdes em solugdes cosmoldgicas bem conhecidas, como a métrica de Friedmann-
Robertson-Walker. Modificagdes que em cosmologia podem ser tteis para resolver problemas como a
planicidade espacial do Universo, matéria escura e energia escura (CEDENO; CONTRERAS, 2020).
Nesse capitulo, é discutido o processo de obtengdo de uma solu¢do obtida por DG que descreve um
buraco negro com cabelos presente em (OVALLE et al., 2021). Essa solu¢do é um dos objetos de
estudo deste trabalho. No Capitulo 4, com o auxilio do algoritmo de Newman-Janis, ela é utilizada
para obter uma métrica associado a um buraco negro com cabelos em rotagdo. Ja no Capitulo[3] as

perturbacdes escalares em um espaco-tempo descrito pela solugdo obtida por DG sdo objeto de estudo.

2.1 DESACOPLAMENTO GRAVITACIONAL E BURACOS NEGROS COM CABELOS

O algoritmo do DG pode ser implementado quando se toma as solu¢des das equagdes de campo de
Einstein para separar um dado tensor energia-momento em partes computacionalmente mais trataveis
(MEERT; ROCHAL 2022 |CASADIO et al., 2019). As equagdes de Einstein sdo dadas por:

G = 81T, (D)
onde G, = R, — %Rg,w € o tensor de Einstein e o tensor energia-momento pode ser escrito como
T,uz/ = 1w + Oé@,uzw (2)

A Equagio (2) remete a uma solugdo da GR usual para 7,

uw» €nquanto O, estd associado a uma fonte

gravitacional adicional com o como um parametro de DG. O tensor ©,, representa propriedades
geométricas ou fisicas de um termo adicional qualquer que pode surgir da presenca de interagdes

extras, como aquelas geradas pela presenca de algum tipo de campo ou por alguma teoria alternativa
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de gravitacdo (BURIKHAM; HARKO; LAKE;, [2016).
Além disso, a equacdo de conservagao VHT“” continua vélida, de maneira geral. Uma métrica

arbitréria estdtica e de simetria esférica dada por:
d82 g _e’y(r)dtz + eﬂ(r)drz + TQdQQ’ (3)

pode ser usada na Equac@o (I). O sistema de equagdes torna-se:

0 0 1 (1 B
8%(T0+a@0):—73+e B (4)
1 1 &
1 1y —p
87 (T} + a© 1)——ﬁ+e (r—2+7) (5)
e 1
8W0§+a®%%=7;(%W+WQ—EV+;0%—HO (©)
O sistema de Equacdes (@)-(0)) estd relacionado a densidade:
p=p+ad’ (7
e as pressoes tangencial e radial
pr=p—a®?, ®)
pr=p—aB,. )

Com essas quantidades definidas, a anisotropia do sistema é dada por:
A = p, — pr. (10)

Uma solucao para o sistema de Equagdes (EI)—(EI) para o = 0, isto €, para a fonte descrita por T,W é
(MEERT; ROCHAL 2022 |(CASADIO et al., 2019))

d32 = —GH(T)dtQ + Gé(r)d’l“2 + 7‘2d927 (11)
onde . ) ,
e—f(r) =1 _7T TQTOO(T')d’I" —1_ m(r) (12)
rJo r

€ a massa de Misner-Sharp, massa quase local dentro de uma esfera de raio r, em um determinado
tempo proprio ﬂ A massa de Misner-Sharp nos fornece uma prescricdo quase local da energia
acomodada no buraco negro que produz a curvatura no espago-tempo. A fonte adicional ©,,, induz o
desacoplamento gravitacional da métrica raiz expressa na Equacdo (IT)), a solu¢do usual das equagdes

da RG, feito a partir das fun¢des

R(r) = (r) = &(r) + afa(r) (13)

A massa de Misner-Sharp € uma massa quase local significativa de um campo gravitacional, isto é, definida em um
limite de uma dada regido do espago-tempo (HU; ZHANG, 2015).

1
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S 5 7P = 80 Lo fy (1), (14)

onde f; e f sdo as componentes temporal e radial, respectivamente. Utilizando as Equacdes (13))-(T4)
podemos desacoplar as Equacdes de Einstein em dois sistemas. O primeiro sistema envolve o sistema

para o tensor 7, cuja solucdo € dada por (]'1;1'[) O segundo sistema estd associado ao tensor O,

870" = a (f—; + fi) : (15)
T T

& 1 /
8%@11=a{€ LI (%+l)] (16)

T T T
8mO%, = a {fl (27” + 42+ 277,) + fZ{ (v’ + ;) + Z(r)} , (17)

onde o

Z(r)=e* (2fé’ + % + 25 f3 = £’f£> . (18)

O tensor-védcuo, definido quando ©,,, # 0 e T),, = 0 simultaneamente, fornece buracos negros
com cabelos por desacoplamento gravitacional. Analisando o sistema [))-(6), percebe-se que a pressao

radial assume valores negativos
pr = —p, (19)

e associado a solu¢do de Schwarzschild, obtém-se:

2M
afi(r) = (1 - —) ("2 —1), (20)
r
com isso a solucdo do sistema original expressa na Equacdo (3) torna-se
2M oM\ !
ds® = — (1 - —) e 2t + (1 - —) e dr? 4 120, (21)
r r

Para r» > 2M, o tensor-vicuo € dado expressando ©,, pela combinagdo linear mais genérica das

componentes radial e tangencial do tensor energia-momento:

0%, = a0', + 6%, (22)
O sistema (T3)-(T7) nos fornece
roh (r —2M) + 20 [r(b+a—1)+2M(1 —a)] +2(a — 1)(h — 1) = 0, (23)
onde
h(r) = e, (24)

De forma trivial, a solu¢do de Schwarzschild pode ser obtida quando a = 1. A solucdo da Equagao
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@3)e
B 1 L\

onde ¢y = af € uma carga “cabeluda” primériaﬂ e

m = %(a—l), (26)

com m > 1 para satisfazer a condicdo de planicidade assintética. Por outro lado, a condi¢@o de energia

dominante implica

>
vV
>

1Pt (27)

|21l (28)

S
v

fornecendo m < 2. Portanto, restringindo os pardmetros a e b pelas Equagdes (22)-(26). Além disso, a

condicao de energia forte implica

p+2p+pr =0, (29)
pr+p =0, (30)
pe+p =0, (31
com isso a Equacdo (19) ser lida como
_e, <2, <. (32)

Ao impor as condi¢des de energia a um tensor energia-momento evita-se fontes de matéria exdtica ou

configura¢des ndo-fisicas. Considerando o sistema (T5)-(T7), a Equagdo (32) pode ser reformulada

como
Gi(r) :=h"(r —2M) + 20" > 0, (33)
Ga(r) :=h"(r —2M)r +4h'M — 2h + 2 > 0. (34)

A transformacao )
h(r) — h(r) — ﬁ (35)

torna (G1(r) e G(r) invariantes. Solugdes com um horizonte préprio em r ~ M e que se aproximam
da solugdo de Schwarzschild padrdo no regime de r > 20/, implicam em G1(r) = 0. Logo, a solucdo
da Equagdo (33)) é dada por:

(36)

onde d é uma constante de integracdo. Porém, é importante ressaltar que A(r) também depende da

2 O termo carga nio remete necessariamente a carga elétrica de um sistema auto-gravitante. Como consequéncia do

teorema no-hair, uma solucdo do tipo buraco negro nio carregaria outras “cargas” além da massa, momento angular e
carga elétrica. Nesse sentido, uma carga pode ser entendida como um parametro caracteristico do buraco negro. As
cargas ou parametros ndo cldssicos podem ser chamados de cabelos em contraposi¢do ao mesmo teorema. Logo, uma
carga “cabeluda” seria uma carga ndo cldssica (OVALLE et al}2021).
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desigualdade expressa em (34)). Substituir a expressdo de h(r) na Equagdo implica na métrica

ds® = —f(r)dt* + f(r)"'dr® + r*d0* + r*sin® 0dg”, (37)
onde IM o
fir)y=1-224qe (%), (38)
T

com horizonte em 7y = 2M. A métrica ¢ utilizada ao longo de todo o trabalho. Ela descreve um
buraco negro com cabelos. Conforme ja citado, o teorema no-hair estabelece que a estrutura de um
buraco negro ¢ determinada unicamente por sua massa, carga elétrica e momento angular (THORNE;
MISNER; WHEELER| 2000). Entretando, a solu¢do obtida depende de outros parametros para uma
completa caracterizacdo, o que a faz ser conhecida como um buraco negro com cabelos. No Capitulo
5, o comportamento desta métrica diante de perturbagdes escalares é estudado. Ao estabelecer v = 0,
a solucdo acima se reduz a métrica de Schwarzschild, € realizada a comparagao entre essas métricas.
A andlise feita procura avaliar quais os efeitos e desvios causados pelo parametro o na métrica de
Schwarzschild. Além disso, a métrica apresentada nesse capitulo € utilizada para obter um tipo de

buraco negro com cabelos de simetria axial no Capitulo 4.
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3 FORMALISMO DE NEWMAN-PENROSE

O formalismo de Newman-Penrose é extremamente ttil na Relatividade Geral. Ele € utilizado, por
exemplo, no estudo da teoria perturbativa de buracos negros, através da equacao master de Teukolsky, e
na classificacdo de Petrov de um espacgo-tempo que nos permite identificar o tipo de campo gravitacional
em determinada regido (NEROZZI, 2011). Nesse capitulo € apresentado o formalismo de tétrada e
em seguida, um caso especial, o formalismo de Newman-Penrose. Essa discussdo serd pertinente nos
capitulos seguintes. O uso do formalismo de Newman-Penrose € essencial na discussdo da equacao
master de Teukolsky, usada para estudar perturbacdes em espagos-tempo. Além disso, no Capitulo
3 € apresentado o algoritmo de Newman-Janis, onde as tétradas nulas e sua relacdo com a métrica
do espacgo-tempo s@o exploradas para obter solu¢des de simetria axial a partir de métricas esféricas e
estdticas. Na ultima secdo deste capitulo, é apresentada a classificacio de Petrov de um espago-tempo
como um exemplo de aplica¢cdo do formalismo de Newman-Penrose. Além disso, em muitos momentos
ao longo deste trabalho, o tipo de Petrov de um espaco-tempo é referido. Algumas relagdes sdo validas
somente para determinado tipo. Sendo assim, uma discussdo, mesmo que breve, dos tipos de Petrov

com um método de obter a classificacdo de um espago-tempo € vélida.

3.1 TETRADAS

Nessa secdo € feita uma breve discussdo sobre tétradas, o texto € baseado no apresentado em
(CARROLL, 2003). Quando € necessdrio uma base para o espago tangente a uma variedade em
um ponto p, por exemplo, recorre-se ao fato de que ela pode ser dada pelas derivadas parciais em
relagdo as coordenadas naquela ponto, isto €, €(,) = 0,. Além disso, existe uma outra op¢do, utilizar
outra base qualquer para o espago tangente, desde que o conjunto de vetores da base seja linearmente
independente e gere o espago tangente . Sendo assim, considere que em cada ponto p da variedade
exista um o conjunto de vetores que foram uma base {€(,)}. A partir daqui, os fndices latinos serdo
usados como uma forma de simbolizar que tais indices ndo estdo relacionados a nenhum sistema
de coordenadas. Como j4 dito anteriormente, desde que o conjunto de vetores seja base, pode-se
escolher qualquer conjunto com quaisquer caracteristicas. Sendo assim, seja a base {€(,) } um conjunto
ortonormal de vetores, considerando o produto interno ou forma bilinear definidos. Denomina-se a

forma candnica da métrica por 7, e se estabelece uma relagdo para os vetores que compdem a base:

9(E(a): €5)) = Nabs (1)

onde g € o tensor métrico usual. Em um espaco-tempo lorentziano, 7,, € a métrica de Minkowski
(CARROLL; 2003). O conjunto de vetores que compdem uma base ortonormal é chamado tétrada.
Logo, a base de vetores {é(a)} € uma tétrada. Por se tratar de uma base, a tétrada pode ser utilizada

para expressar os vetores da base antiga {é(,} e vice-versa, como

8M =€ aé(a), (2)
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€a) = €40y, 3)
onde e e e/, satisfazem:

e’ e, =0k, 4)

e e, =0y ()

Conforme pode-se observar, e, e e/, sdo as componentes dos vetores em cada uma das bases. Assim
como define-se um conjunto de vetores como base para o espago-tempo, pode-se definir uma base
para as 1-formas da variedade. Portanto, suponha que exista um conjunto de 1-formas ortonormal
el = dgo, que seja base das 1-formas da variedade. Com isso, escreve-se as 1-formas da base

coordenada na nova base utilizando as componentes ¢, e e/, definidas anteriormente e vice-versa:
a
dzt = et dx*, (6)

dz® = e, "dx". (7)

Posto isto, € plausivel expandir a interpreta¢do das, até entdo, componentes dos vetores da tétrada e ,*
e e/,. As componentes e, e ¢/, sdo também componentes da base ortonormal de 1-formas na base
coordenada e componentes da base coordenada de 1-formas na base ortonormal, quando se diz base
ortonormal remete-se a tétrada. A vantagem de definir uma base para o espaco tangente naquele ponto
da variedade, é que, naquele ponto, qualquer vetor ou 1-forma, quando for o caso, pode ser escrito
como combinagdo linear dos vetores que compdem essa base. Na sec¢do (3.2), é discutido o formalismo
de Newman-Penrose. Com ele s@o apresentadas as tétradas nulas, bases para o espaco-tempo. O fato
da tétrada ser base do espaco tangente em um ponto qualquer da variedade torna possivel que um
tensor arbitrario possa ser escrito a partir dela naquele mesmo ponto. O que € utilizado para determinar
os escalares de Weyl, relacionados com as componentes do tensor de curvatura de Weyl. A partir do
que foi apresentado até agora, é possivel escrever os vetores da base coordenada na nova base, tétrada,
e vice-versa. Consequentemente, podemos escrever qualquer vetor em qualquer uma das bases sem

dificuldades. Inicialmente, considere um vetor qualquer V' escrito em cada uma das bases como
V =VH"9,=V"0,. )
Sabe-se que J, = €*,0,,, 0 que permite relacionar as componentes de I em cada uma bases:
V#D, = Vel 0, = VI =el V. 9

Continuando a discussdo a respeito de mudancas de base. Desta vez, considere uma tétrada 0, a qual
deve-se aplicar alguma transformacdo a fim de obter uma nova base para o espaco-tempo que preserva

a ortonormalidade do conjunto. Considere as mudancas de base da forma:
Cla) = ) = A 4 (2)a). (10)

As mudancas de base estdo representadas pelas matrizes A® ,(z) sdo transformagdes dependentes
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somente da posi¢do e que satisfazem:
A A e = Ny (11)

ou seja, ndo alteram a forma canonica da métrica. Essas transformacdes sao chamadas transformacdes
de Lorentz locais (LLTs). A mudanca de tétradas é importante, pois a necessidade de adaptar a base
ao problema de estudo € algo natural. Outro aspecto das tétradas que merece atengdo especial € a
diferenciacdo. Quando trata-se de tensores, a derivada covariante usual é dada pela derivada parcial e
por termos de correcio envolvendo o proprio tensor € simbolos de conexdo, os simbolos de Christoffel.
Em uma tétrada, o procedimento se assemelha, porém os simbolos de Christoffel Ffw sao substituidos
pelos coeficientes spin w,*,. Logo, a derivada covariante de um tensor 7, na base de tétrada ¢
(CARROLL, 2003):

V1% =0,T%+w, . T%—w, T, (12)

3.2 FORMALISMO DE NEWMAN-PENROSE

O formalismo de Newman-Penrose € um caso especial do formalismo de tétradas. Um referencial
de Newman-Penrose € estabelecido em uma variedade lorentziana quadridimensional de métrica g, a

partir de quatro vetores nulos complexos {/,,, n,, m,,m,} que satisfazem:

Fm,, = "m, = n'm, =ntm, =0, (13)
"1, = n*n, = mh'm, = m"m, =0, (14)
F'n,=-1 mh'm, =1, (15)

Guw = —luny, — il + My, + mym,,. (16)

Com isso, a métrica do espaco tangente, a métrica de Minkowski 7, é:

0O -1 0 0

I e (17)
0 0 01
0 0O 1 0

Foi discutido brevemente as mudangas na derivada covariante quando apresentado o formalismo de
tétradas. No formalismo de Newman-Penrose, a derivada covariante € expressa utilizando quatro
simbolos diferentes. Todos os simbolos representam a derivada covariante na direcio de cada elemento
da tétrada:

D =1"v,, (18)

A =ntV,, (19)
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§ =m'V,, (20)
5= mhv,. 1)

Conforme discutido anteriormente, os simbolos de Christoffel serdo substituidos por seus equivalentes,
os coeficientes spin. Ambos simbolos s@o equivalente, ja4 que ambos carregam as mesmas informacdes.
No formalismo de Newman-Penrose existem 12 coeficientes spin complexos. Nesse caso, cada um dos
coeficientes spin recebem nomes especiais, sao eles (COMPERE; FIORUCCI, 2018, I CAMPBELL;
WAINWRIGHT, [1977):

1
k=-m"l"V,l,, \=-n'm"V,m, o= —3 (n*m”"V,l, + m'm”V,m,),

1
p=-m'm"V,l, —v=-nn"V,m, [B= ) (n*m"V, 1, + m*m"V,m,),

(22)
1
o=-m"m"V,l,, p=-n"m"V,m, = —3 (n*'n"V,l, + mtn"V,m,),
1

T=-m'n"V,l,, w=-n'l"V,m,, €= —3 (n""V, 1, +m*"V,m,) .

Um préximo assunto relevante a este trabalho € a discussao do tratamento da curvatura dado pelo
formalismo de Newman-Penrose. Em uma variedade quadrimensional, o tensor de Riemann possui
vinte componentes reais independentes, enquanto o tensor de Ricci, dez componentes reais. O tensor de
Ricci contém o traco tensor de Riemann, porém nesse trabalho € mais interessante estudar a parte sem
traco do tensor de Riemann, o tensor de Weyl C,,,,,. Feitas as consideracdes, o tensor de Weyl possui
dez componentes reais ou cinco componentes complexas. No formalismo de Newman-Penrose, define-
se os escalares de Weyl W; como o conjunto de cinco escalares complexos capazes de caracterizar um
tensor de Weyl arbitrario(?2CAMPBELL; WAINWRIGHT, [1977):

Uy = Clppol!'m”1Pm?, (23)
Uy = Clupeltn”l’Pm?, (24)
Uy = Clupolt'm”mPn?, (25)
Uy = Cppolt'n”mn?, (26)
Uy = Cppent'm”nPme. 27)

Observa-se a partir da definicdes que os escalares de Weyl ndo s@o invariantes, pois dependem da
tétrada escolhida como base. De acordo com o que foi apresentado anteriormente, se for realizada
uma transformagdes de Lorentz locais na tétrada o resultado serd novas bases ortonormais para a
variedade em questdo. Com isso, pode-se determinar qual serd o resultado dessas transformacdes nos
escalares de Weyl. A mudanca de tétrada € algo natural que surge durante a resolu¢do de problemas.
Realiza-se essa mudanga aplicando transformagdes de Lorentz locais, que mantém as propriedades
da base. Inicialmente, considere uma transformacao em que [* se mantenha inalterado. Em seguida,
determine n*, m*, m* de forma a simplificar os coeficientes spin, por exemplo. A transformagao

manterd [* inalterado e m* serd reescrito como uma soma entre m* e um multiplo de [* a fim de
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modifica-lo (O’NEILL] [2014), isto é,
m* — mt + zI#, (28)

onde z € C. Estabelecido isso, determina-se os outros elementos da tétrada, n* e m*. No caso de m,

basta determinar o complexo conjugado de m*, logo:
mt — mt 4 zZI". (29)
Considere que n” se transforma como uma combinagdo linear de elementos da tétrada antiga, ou seja,
n* — al® + bn* + cm* 4+ dm*. (30)

Agora, existe outro problema. E preciso determinar os coeficientes a, b, ¢, d para que seja possivel ter a

relac@o que traz como n* se transforma nesse processo. Considerando as propriedades expressas nas

Equacdes (13)-(15):

Pn, = —1 = blfn, = —1 = b =1, (31)

n*m, =0 = zn”l, +dm"'m, =0 = —z+dn'm, =0=d = z, (32)
n*m, = 0= zn"l, + em"m, = 0= —Z+ cm'm, = c = Z, (33)
n*n,=0= —2a+4+222=0=a = zZ. (34)

Com isso, a nova tétrada ap0s a transformacao € caracterizada. Ainda, existe a possibilidade de
propor uma transformagdo semelhante com n* assumindo o papel de [* e os resultados obtidos serdo
semelhantes. Caracterizadas as transformacdes, pode-se estabelecer os seus efeitos nos escalares de
Weyl. Com o objetivo de categorizar tais transformacgdes, agrupa-se todas as possiveis transformagdes
de Lorentz locais em trés classes de acordo com suas caracteristicas (COMPERE; FIORUCCI, 2018):

* Classe I: rotagdes em que [* se mantém inalterado. Seja z € C, entdo:

H = 1",
nt — zzZI" 4+ nt 4+ Zm* + zm,
(35)

mt — mt + zI*,

mt — mt 4 zI".
Com isso, os escalares de Weyl transformam-se conforme:

Yo — Uy,

Uy — 20 + Uy,

Uy 220 4+ 220, + T, (36)
Uy 220, 4 32%0, + 320, + U,

Uy 240 4+ 4230, + 6220, + Uez + Uy,
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* Classe II: rotagdes em que n* se mantém inalterado. Seja z € C, entdo:

M= 1"+ zzn" + Zm* + 2m,
nt — n*,

(37)
mt — mt + zI*,

m* — mt + ZIP.
Com isso, os escalares de Weyl transformam-se conforme:

Vo = Uy + 420, + 6220, 4+ 42505 + 240,

Uy = Uy 4 320, 4+ 32% + 230,

Uy > Uy + 2205 + 220, (38)
Us— Ug + 20y,

U, — Uy

* Classe III: nas transformacgdes de Classe III mantemos as dire¢des de [* e n* inalteradas, isto &,
sdo feitos boosts nesses elementos da tétrada. Além disso, rotaciona-se m, consequentemente 17,

no plano mm. Sejam a, § € R, entdo:

1" s al?,

1

n* — a n”,

mt — eiem“, 59

mt — e OmH.

Com isso, os escalares de Weyl transformam-se conforme:

Ty = a2e?W,,
Uy — a_lew\lfl,
Uy = Uy, (40)
Y > ae_w\llg,

Uy a2€_2i0\114.

3.2.1 Classificacao de Petrov

Uma das aplica¢des do formalismo de Newman-Penrose € classificar campos gravitacionais a partir
da classificacao de Petrov. A classificacdo de Petrov de um espago-tempo pode ser dada determinando
as diferentes maneiras em que W € nulo sob uma transformacao de Classe II. Considere um referencial
de Newman-Penrose {I*,n*, m* m*} no qual pode-se determinar os escalares de Weyl ¥; com
U, # 0. Porém, se W, for nulo, existe a possibilidade de realizar uma transformagdo de Classe I
que resolveria este problema (COMPERE; FIORUCCTI, 2018). Em transformacodes dessa classe, ¥,

transforma-se de acordo com uma lei que depende de todos os escalares de Weyl e a0 menos que
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todos os escalares de Weyl sejam nulos, transformagdes de Classe I sempre nos fornecerdo W, # 0.
Todos os escalares de Weyl sdo nulos, se a variedade considerada for assintoticamente plana. Sob uma

transformacao de Classe II, ¥ transforma-se conforme:
Uo = Uo 4+ 420, + 6220y + 42305 + 240, 41)

E evidente que se U = 0, a equagdo acima é de quarto grau em z. Para descobrir de quantas diferentes

maneiras V¥ € nulo, basta encontrar as raizes desta equacao:
Wo + 4207 + 62°Uy + 42°U5 + 2* 0, = 0. (42)

Pelo teorema fundamental da 4lgebra, esta equacao admite até quatro solu¢des ndo necessariamente
distintas. O tipo de Petrov de um espago-tempo pode ser determinado pelo nimero de raizes distintas
da Equagdo (OWEN; YUNES; WITEK! [2021)). Para cada valor de z, [* mudard, conforme descrito
nas transformagdes de Classe II. Os diferentes [# sdo chamados de direcdes nulas principais. Assim,
determina-se o tipo de Petrov do espaco-tempo (COMPERE; FIORUCCI, 2018; |O’NEILL, 2014):

* Tipo I: quatro direcdes nulas principais simples (1,1,1,1) - todos os valores de 2 sdo distintos;

e Tipo II: uma direcao nula principal dupla e duas dire¢des nulas principais simples (2,1,1) - trés

valores de b distintos com duas raizes iguais.

* Tipo D: duas direcdes nulas principais duplas (2,2) - dois valores de z distintos com as quatro

raizes formando dois pares distintos.

* Tipo III: uma dire¢@o principal tripla e uma dire¢@o nula principal simples (3,1) - dois valores de

b distintos com trés raizes iguais.
* Tipo N: uma direcao nula principal quadrupla (4) - todos os valores de z sdo iguais.
* Tipo O: o tensor de Weyl € nulo.

Conforme dito anteriormente, a classificagdo de Petrov € vista como uma classificacdo de campos
gravitacionais. Na se¢do [5.2]¢é derivada a equacdo master de Teukolsky. Ela é obtida adicionando
termos relacionadas a perturbagdo aos escalares de Weyl relevantes ao problema. A equacgao master
de Teukolsky € utilizada para estudar perturbacdes de diferentes tipos em buracos negros em rotagao,
como € o caso descrito pela métrica de Kerr. De maneira geral, as relagdes apresentadas na se¢o[5.2]

sdo vdlidas para espacos-tempo do tipo D, como € o caso do espaco-tempo de Kerr e de Schwarzschild.
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4 ALGORITMO DE NEWMAN-JANIS

O algoritmo de Newman-Janis € um método de obtencdo de solucoes das Equacdes de campo. A
partir do algoritmo é possivel obter métricas com rotagdo a partir de métricas estéticas. Inicialmente,
foi 0 método original para a obtencdo da solucdo de Kerr-Newman (JUNIOR et al.,2020). O algoritmo
utiliza do processo de complexificacdo de coordenadas associado a uma transformacao complexa das
coordenadas para obter uma nova solu¢do a partir de uma métrica semente ja existente. Originalmente,
o algoritmo utilizava o formalismo de Newman-Penrose, apresentado no capitulo anterior, utilizando
o fato de que nele a métrica do espaco-tempo pode ser escrita a partir da base de tétrada nula.
O procedimento consiste em escrever a base de tétrada nula em relacdo a semente, aplicar uma
complexifica¢do associada a uma transformacao de coordenadas para obter uma nova base de tétradas
para por fim, utiliza-la para escrever a nova métrica. A descricdo com mais detalhes do algoritmo
de Newman-Janis € feita nesse capitulo. Na secdo[d.1} € apresentada a prescri¢do de Newman-Janis,
onde o formalismo de tétrada discutido anteriormente € necessario. Na se¢cdo seguinte, uma prescricao
alternativa € apresentada, nela o formalismo de tétrada pode ser abandonado, o que torna o algoritmo
menos trabalhoso. Ambas prescri¢cdes sdo equivalentes e fornecem os mesmos resultados. Na tltima
secao deste capitulo sdo apresentados exemplos de aplicacdo do algoritmo de Newman-Janis, nessa
secdo é obtido o elemento de linha da métrica de Kerr, a partir da métrica de Schwarzschild. Além
disso, a métrica obtida no Capitulo [2] que descreve um buraco negro com cabelos, € utilizada como
uma semente e ao aplicar o algoritmo de Newman-Janis, € obtida uma solu¢do que descreve buraco
negros com cabelos em rotacdo. Esse resultado € de especial interesse, pois € possivel derivar a equagao
master de Teukolsky, apresentada no Capitulo 5, para a métrica obtida e estudar perturbacdes em um

espago-tempo descrito por ela.

4.1 PRESCRICAO DE NEWMAN-JANIS

A prescri¢ao de Newman-Janis foi a originalmente proposta. Considere uma métrica que representa

um espaco-tempo de simetria esférica com elemento de linha:
ds® = —f(r)dt* + f(r)"*dr® + h(r)(d? + sin® §d¢?). (1)

A métrica expressa na Equagdo (I)) serd a semente. Reescreva a semente de maneira que o compo-
nente g, seja nulo (ERBIN, 2017; BAMBI; MODESTO\ [2013). Portanto, reescreva a semente em

coordenadas de Eddington-Finkelstein introduzindo,
du=dt — f(r) 'dr. (2)

Obtendo assim,
ds® = — f(r)du® — 2dudr + h(r)(d6? + sin® 0d¢?). (3)
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Em seguida, em relagdo a inversa da semente,
02 = —20,0, + f(r)02 + h(r)~" [9; + csc? 007] 4)

tem-se a tétrada complexa nula composta pelo vetores [*, n*, m*, m* , conforme apresentado no
Capitulo f] Neste mesmo capitulo foi estabelecida uma relagdo entre a tétrada e a métrica g, do

espaco-tempo. A inversa da semente deve ser escrita como
g = —=l'n" — I"n" + mtm” + m”"m". (5)

Assim é possivel de determinar os componentes da tétrada nula (ERBIN, [2017; BAMBI; MODESTO,
2013)):

= (6)

nt = o1 — f(;)éjf, (7)

ST S TR ®)
2h(r) O " sing ?)"

gur — gru — _1’
9" = f(r),

00 -1 )
g - h(?") )

g%? = (h(r)sin?9)7".
Em seguida, realize a transformac¢do de coordenadas (ERBIN| 2017; BAMBI; MODESTO, [2013):
r =1 —iacosb, (10)

u=1u'+1iacosb, (11)

onde a € um pardmetro com dimensdo de momento angular por unidade de massa. Na métrica original, a
semente, 7 e v assumiam valores reais. Porém, a transformagao expressa em (L0} [IT)) mostra que, sendo
r e u reais, entdo r’ e u’ devem ser complexos, o que ja ndo corresponde a semente. Reciprocamente,
se ' e v’ sdo reais, r e u devem ser complexos. Associada a transformacdo de coordenadas, realize
a complexificacdo das fungdes f(r) e h(r) (ERBIN, 2017; BAMBI; MODESTO, 2013). Em um
primeiro momento, ndo serd discutido qual complexificacao seria aplicada a cada uma das funcdes .
Chamaremos as novas fungdes , ap6s a complexificacio , de f(r’) e h(r), fungdes reais de dominio
complexo. O processo de complexificacdo das fun¢des da métrica é um dos problemas do algoritmo
de Newman-Janis, pois carrega consigo uma arbitrariedade na escolha da complexificacdo dentre
as varias possiveis (ERBIN, 2017). Dando continuidade ao procedimento, aplique a transformagao

de coordenadas na tétrata, obtendo os vetores componentes dados por (ERBIN| 2017; BAMBI;
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MODESTO! 2013)):

' =0, (12)
we= a0, (13)
1 1
T 9V B g no_ su
m = (59 + sin85¢ iasin (0!, 57~/)) : (14)

2h(r")

Conforme ja apresentado, no formalismo de Newman-Penrose a métrica do espaco-tempo pode ser
expressa como um produto dos vetores que compdem uma tétrada nula, conforme expresso na Equagao
(E[), os componentes nao nulos sdo (JUNIOR et al., 2020):

g™ = a?sin? Oh(r') 7,
¢"" = g™ = —1+ a®sin® Qﬁ(r/)_l,
" = g™ = ah(r),

g = f(r'") + a*sin? Oh(r) 7, (15)
grqb _ gqbr _ —aiz(r’)_l,
909 _ ;L / —1’

Por fim, utilizando a Equagao , o0 novo elemento de linha ds’? em coordenadas nulas avangadas é
dado por (BAMBI; MODESTO, 2013):

ds'* = — f(r'Ydu™ — 2du/dr’ + h(r")d6* — 2asin? 0 [1 — f(r’)] du'dg
. N (16)
+ 2asin® Odrde + sin® 0 [h(r’) + a*sin® 0 (2 — f(r’))] de?,

ou ainda,

ds* = — f(du' — asin® 0d¢)? — 2(du’ — asin® 0de)(dr’ + asin’ 0de)

8 (17)
+ h(r') (d6* + sin® d¢?) .

Claramente, a métrica acima difere da semente. A Equagdo (I6) expressa a métrica obtida apds a
aplicagdo do algoritmo de Newman-Janis. Seria pertinente adicionar dois passos opcionais ao algoritmo
de Newman-Janis (ERBIN| 2017 JUNIOR et al., 2020):

* reescrever o elemento de linha obtido em coordenadas de Boyer-Lindquist, o que nem sempre

serd possivel;

* verificar se a métrica satisfaz as equacdes de campo de Einstein, pois o algoritmo produz métricas

nio necessariamente on-shell.
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4.2 PRESCRICAO DE GIAMPIERI

O desenvolvimento da prescricao de Giampieri feito nessa sec¢do foi desenvolvido a partir de
(ERBIN, 2017). Inicialmente, foi discutida a prescri¢do original do algoritmo feita por Newman-
Janis. Esta prescri¢do pode ser muitas vezes trabalhosa, por isso € interessante apresentar uma versao
alternativa em que as etapas mais trabalhosas possam ser evitadas. Na prescricio de Giampieri,
descarta-se a necessidade do formalismo de Newman-Penrose com as tétradas nulas, o que por si
s6 torna o procedimento mais simples (ERBIN, 2017). Embora a formulac¢iao ndo seja a original, os
resultados obtidos sdo equivalentes. A seguir, € discutida a prescri¢do de Giampieri e a sua construgao.
Considere uma métrica semente que representa um espago-tempo de simetria esférica com elemento
de linha:

ds* = —f(r)dt* + f(r)"'dr® 4+ h(r)(d6* + sin® §d¢?). (18)

Inicialmente, escreva o elemento de linha em coordenadas de Eddington-Finkelstein. Obtendo assim,
ds® = — f(r)du® — 2dudr + h(r) (d6* + sin® d¢?) . (19)

Em seguida, realize a transformacdo de coordenadas (ERBIN, [2017):
r=r1r"—iacosf, wu=u +iacosb. (20)

Associada a transformacgdo de coordenadas, realize a complexificacdo das fun¢des da métrica (ERBIN|
2017). A mesma notacdo utilizada na prescri¢do anterior para a complexificagdo das fungdes f(r)
e h(r) é adotada. Novamente, ndo é apresentado qual complexifica¢do serd utilizada. Com isso, a

semente € reescrita como
ds? = — f(r')du® — 2dudr + h(r") (d6* + sin® d¢?) . (21)

As fungdes f(r') e h(r') sdo fungdes de valores reais que substituem as fungdes f(r) e h(r). A partir
desse ponto, as prescricdes comecam a se diferenciar. A relagdo a seguir, norteard o desenvolvimento

desta prescri¢do. Assuma que (ERBIN| 2017):
1df = sin 0d¢. (22)
Em relagdo a transformagdo de coordenadas expressa na Equacdo (20), tem-se:
dr = dr' + iasin 6d6, (23)

du = du' — asin® 0d6. (24)
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Ao substituir os resultados das Equagdes (23) e (24) na semente em coordenadas de Eddington-

Finkelstein expressa na Equagao (]2;1'[), o elemento de linha pode ser reescrito como (ERBIN} 2017)):

ds* = — f(du' — asin® 0d¢)? — 2(du’ — asin® 0de)(dr’ + asin’ §de)

8 (25)
+ h(r') (d6* 4 sin® d¢?) .

O resultado acima é exatamente o mesmo resultado obtido pela prescri¢c@o original, a prescri¢ao de
Newman-Janis. Pode-se observar que o resultado € obtido abrindo mao de muitos passos da prescri¢ao

original, principalmente evitando o uso das tétradas.

4.3 REGRAS DE COMPLEXIFICACAO

Durante a descri¢ao das prescricdes nao foram apresentadas as regras de complexificagdo das
fungdes da métrica. A seguir, sdo introduzidas algumas regras empiricas para a complexificacao das
fun¢des da métrica presentes em (ERBIN| 2017)). Esse processo € um dos principais pontos fracos do

algoritmo de Newman-Janis, ja que carrega arbitrariedade nas escolhas, ou seja, as escolhas nao sdo

justificaveis.
r o %o« ) = R, (26)
1 1/1 1\ R(r)
y §(F+F)‘W’ @D
r? e |r|?. (28)

Outras fun¢do que, eventualmente, aparecam na métrica podem ser escrita como uma combinagdo das
fungdes apresentadas acima, utilizando assim as apropriadas combinagdes para obter a complexificacao.
Todas as configuracdes conhecidas que nao envolvem uma carga magnética, uma carga NUT, campos
escalares complexos ou poténcias superiores maiores que a quadratica de r podem ser derivadas com
essas regras.

Ao aplicar as regras acima, pode-se escrever o elemento de linha obtido pelo algoritmo em
coordenadas de Boyer-Lindquist aplicando a transformacdao (BAMBI; MODESTO, 2013):

2 2
i = dr — g (29)
dp = dp — 2y’ (30)
- ()0 A 7ﬁ?
com
A = f(r')p? + a®sin? 6. (31)

Com a apresentacao das regras de complexificacao, todas as etapas para a aplicacdo do algoritmo de

Newman-Janis foram apresentadas.
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A seguir, serdo apresentados exemplos para ilustrar o uso do algoritmo de Newman-Janis. Como

ultimo exemplo € apresentado o buraco negro com cabelos em rota¢do, obtido aplicando o algoritmo de

Newman-Janis a solucdo obtida no Capitulo 2. Os resultados apresentados nessa se¢do foram obtidos

utilizando o software SageMath e a extensdo SageManifolds.

4.4.1 Meétrica de Kerr

Considere a métrica de Schwarschild, dada pelo elemento de linha:

oM oM\ !
@2:—<1———)dﬂ+(1———> dr* 4 r* (d6* + sin® 6d¢?) .

r T

Inicialmente, escreva o elemento de linha ds? em coordenadas de Eddington-Finkelstein:

2M
ds? = — (1 — —) du? = 2dudr + r* (d9 + sin® 0d¢?) .

r

Em seguida, considere a tétrada composta pelos vetores:

* = o,
nt =t + 2M v oH
“ 2r "
m“:ﬁég—l—i 281n6’6§’
2r 2r
m“—ﬁé“—i 256 .,
oo ? o2 ¢

Com a tétrada definida, complexifique as fun¢des da métrica, conforme as regras apresentadas:

(-2) - -239)

r? |7’\2.

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

Associada a complexificacdo das fungdes da métrica, realize a mudancga de coordenadas expressa nas

Equacgdes (10H11). Permita que 7 e u assumam valores complexos para que ' e u’ sejam reais. Com

isso, as Equagdes (38 39) podem ser reescritas como:

]

r[> = 7,

(40)

(41)
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onde p? = 12 + a? cos? f. Aplicando a mudanca de coordenadas expressa na equacgio (10)) na tétrada

utilizada, os vetores que a compdem se tornam:

' =", (42)
2_2M /
P </)2—27“) 5, (43)
P
2 sin 0 V2
[ M/ _ M/ V= 1% 12 44
m >, (0¥ 5?“)+2p (59+sm95) (44)

_,M:ia 2sind o \/_
m > (Op — Ow) + e Op —

Recorrendo a Equagdo , o0 novo elemento de linha ds™ obtido a partir do algoritmo de Newman-Janis

8¢> (45)

sin 8

sera:

2M 4Mar' sin® @

ds? = — (1 — " ) du”? — 2du'dr' — %du'dqﬁ + 2asin® Odr'd¢
P2 p

(a® +1?)?sin?0 — (a* — 2Ma*' + a*') sin* 6

2

(46)

+ p*d6* + do?.

O elemento de linha acima pode ser escrito em coordenadas de Boyer-Lindquist, realizando a mudanga
de coordenadas:

12 2
d = df — Y g (47)
dp = dp — %dr’, (48)
onde Y
A_(l— r)p + a2sin20. (49)
p?

Finalmente, o elemento de linha ds?, em coordenadas de Boyer-Lindquist:

2M 4M
dsa:_(l_ T)da Mdtd Y
(p2_|_ 2)2 : 29 (p4 2M 2 + QA) : 49 (50)
L2 + a” +r°)*sin ap2 a“r + a“r)sin i,

O elemento de linha acima representa a métrica de Kerr. A métrica de Kerr-Newman pode ser obtida

de maneira anéloga.

4.4.2 Buraco negro com cabelos em rotacao

Nessa subsecdo € apresentada uma métrica que descreve um buraco negro com cabelos, obtida a
partir da aplicacdo do algoritmo de Newman-Janis. Considere a métrica obtida no capitulo anterior
que descreve um buraco negro com cabelos obtida por DG:

2

d
ds® = — f(r)di* + Wr) 4 r2d6% + 12 sin? 0de?, (51)
T
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onde 1
fir)=|1—=(2M+al+are ). (52)
,

O elemento de linha pode ser escrito em coordenadas de Eddington-Finkelstein:
ds* = —f(r) — 2dudr + r*d6? + r* sin® Odp>. (53)

Além disso, seja a tétrada composta por [#, n”, m*, m* dada por:

" = ok, (54)
= op 4 110 (27")5,%, (55)
mt = b oy + ! ol (56)
r\/§ 0 sin @ ¢ )7
1 1
= ——(8f — —=d0, | . 57
m r\/§ < 0 sin 8 (b) ( )
Em seguida, aplica-se a transformacgdo de coordenadas
r=r1r"—1iacos0, (58)
u=u+iacosb. (59)
As fungdes da métrica se transformam conforme as regras de complexificacdo como:
1 o r!
1=~ (2M +al+are i) > 1= 2 (2M + al +ar'e™¥7) (60)
r p?
et (61)

onde p? = 12 4+ a? cos? f. Os componentes da tétrada definidos anteriormente transformam-se em

s (62)
M:55/+f(r)557 (63)
ol iv2a Sln05 iv2a sm95 £5“ l\/? 55, (64)
2p 2p v 2psinf
L 2\/_a sm@ z\/_a sin 95u \/56” iv?2 5. (65)
2p 2p 2p % 2psinf’?
onde /
. r
f(r )_1—IO—<2M+oz€+ozre M). (60)

Com a transformacao de coordenadas aplicada e feitas as complexificacdes das fun¢des da métrica,

usa-se a Equagdo (5)) que relaciona o novo elemento de linha e a tétrada apds a transformacdes de
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coordenadas e das fun¢des da métrica. Os termos nao nulos sdo:
1o, ! . _
guu :a281n20p 2’

gu’r’ _ gr’u’ _ —(Cl2 sin2(9+p2)p*2,
gr/r/ _ (12 SiIl2 epr + f~(7’/), (67)
g0 =g" =—ap?,
9" =p?
g% =sin"20p~ 2

Com isso, o novo elemento de linha, em coordenadas avancadas nulas, é dado por:

ds” = — f(r')du* — 2du'dr’ + 2asin® (f(r') — 1)du'd¢ + 2asin® 0dr'de

- (68)
+ p*d6* + [2@2 sin® @ — a*sin® 0f(r) + sin? 9/)2} do?.
Aplicando a transformagéo expressa nas Equacdes (29)-(30), onde
/ U
A= (1 - 7“_2 <2M +al + ar’e‘h)) p* + a*sin® 0,
p (69)

=r?fa® - <2M + al + ar'e_ﬁ> ,
o novo elemento de linha que representa a métrica de um buraco negro com cabelos obtido por GD em

rotacdo, em coordenadas de Boyer-Lindquist, pode ser escrito como

/

ds? = — [1 _ L <2M+ ozé—i—ow”e_frv;)] dt'

2
2ar’ sin® 0
- S (oM + a4 ar'e i) dbdy (70)
p
2 2 2\2 QA : 29
gy p*do* + (T +a’) — a”Asin sin? fdy?.

A p?

O elemento de linha expresso acima se reduz a solu¢do de Kerr, obtida na subsecao quando o pa-
rametro « € nulo. Além disso, o resultado obtido é equivalente ao resultado obtido em (CONTRERAS;
OVALLE; CASADIO\ 2021), onde os autores apresentam um algoritmo para o desacoplamento das
equacgOes de Einstein para um sistema de simetria axial. O algoritmo apresentado pelos autores envolve

a determinag@o da fungdo m(r) e substitui-la na métrica de Gurses-Gursey, uma extensiao genérica da
métrica de Kerr (CONTRERAS; OVALLE; CASADIO, 2021):

~9 i
dtde + %dﬁ + 26 + = sin®0dg?,  (71)
P

N o,
ds* = — {1 — 2rm(r)} dt® — Aarm(r) sin”

p? p?
onde

p= r? + @2 cos? 0, (72)
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A =% —2ri(r) + @2, (73)
¥ = (r? 4 a*)?* — a*Asin® 6, (74)
a=JM™, (75)

com J , 0 momento angular, e M , a massa total do sistema. O método € relativamente simples, pois €
possivel obter a nova solucgdo resolvendo as equacdes de Einstein para os n tensores acoplados, porém
sem necessidade de considerar a simetria axial do problema. J4 que pelo algoritmo apresentado, é
somente necessdrio determinar a fungéo m(r), soma das fun¢des m;(r) obtidas resolvendo as equacdes
de Einstein para os n tensores acoplados, pode-se estabelecer que o parametro associado a0 momento
angular do buraco negro € nulo e resolver as equacdes de campo de Einstein para o caso de simetria
esférica. Com isso, ja é possivel determinar as fungdes m;(r) e substitui-las na métrica de Gurses-
Gursey (CONTRERAS; OVALLE; CASADIO,[2021)). Considerando que basta resolver o sistema para
o caso de simetria esférica, uma interpretacdo alternativa para este novo método € que ele € capaz
de gerar métricas de simetria axial a partir de métricas de simetria esférica e estdticas, assim como o
algoritmo de Newman-Janis. Porém, sem a necessidade de complexificacao das funcdes da métrica,
ponto fraco do algoritmo de Newman-Janis. Como os resultados obtidos aplicando os dois métodos

sdo os mesmos, pode-se dizer que eles sdo equivalentes.
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5 TEORIA DE PERTURBACAO DE BURACOS NEGROS

Dentre as previsoes da teoria da relatividade, uma das mais intrigantes € a existéncia de buracos
negros. Um buraco negro em equilibrio é descrito somente por seus parametros: massa, momento
angular e carga. Porém, na natureza buracos negros dificilmente encontram-se em equilibrio, pois
sofrem os efeitos de sua interacdo com suas vizinhangas. Um buraco negro real, que estd sob o efeito

de perturbacdes, pode ser descrito pela métrica :

Guv = ggy + 59#% (1)

O termo ggy ¢ a métrica do espago-tempo sem perturbacdo, o que chamamos de espaco-tempo de
fundo, exemplos simples sdo a métrica de Kerr ou Schwarzschild. Enquanto o termo dg,, refere-se
a perturbacdo. Um buraco negro responde a uma perturbacdo emitindo ondas gravitacionais. Os
pioneiros no estudo do problema de estabilidade de buracos negros foram Regge e Wheeler. Eles
investigaram perturbagdes lineares no exterior do espaco-tempo de Schwarzschild, isto é, se a métrica
de Schwarzschild era estdvel sob uma perturbagio como a descrita na Equacio (I) (SANTOS; FABRIS]
PACHECO, 2019). Um espaco-tempo de simetria esférica e estitico pode ser descrito pela métricaﬂ

ds® = —f(r)dt* + f(r)"'dr® + r2d6* + r? sin® 0d¢>. 2)
O principal resultado obtido por Regge e Wheeler mostra que ao aplicar a separagdo de varidveis
U(t,r,0,0) = “"R(r)S(9, p) 3)

na equagdo que descreve uma perturbagdo em um buraco negro desse tipo, obtem-se uma expressao
semelhante a equagdo de Schrodinger (REGGE; WHEELER| [1957)):

d*R(r)

2
dr?

+ [w? = V(r)]R(r) = 0, 4)

onde 7, é a coordenada de tartaruga e S(f, ¢) sdo os harmonicos esféricos. O potencial efetivo
V(1) depende da solug@o e do tipo de perturbagdo, que pode ser axial ou polar (SANTOS; FABRIS;
PACHECO, 2019). Teoricamente, as perturbacoes no espaco-tempo nas vizinhangas de um buraco
negro podem ser geradas adicionando campos ao espago-tempo ou perturbando a métrica da regido
(KONOPLYA; ZHIDENKO, 2011)). Em uma aproximagao linear, as perturba¢des causadas adicionando
campos ao espago-tempo se reduzem ao estudo da propagacao desses campos pelo espago-tempo de
fundo do buraco negro. A partir disso, surge a necessidade de estudar os modos quase normais e qual sua
relacdo com a resposta dada por buracos negros a uma perturbacio externa. Em tempos suficientemente

tardios, a resposta a essas perturbacdes € geralmente dominada por oscilagcdes amortecidas. Tais

' Essa afirmagio ¢ vilida somente no contexto da Relatividade Geral. Esse formato pode niio ser o mais geral em teorias

alternativas de gravitag@o.



40

oscilagdes sdo caracteristicas intrinsecas ao buraco negro e podem, em principio, ser usadas para
identificar o buraco negro (KONOPLYA; ZHIDENKO, [2011). Perturbagdes externas podem excitar
os modos quase normais de um buraco negro com cabelos, por exemplo, aparentando oscilagdes
amortecidas como resposta do buraco negro. Essas vibracdes sdo caracteristicas inerentes a geometria
externa, identificando unicamente o buraco negro com cabelos. Para estudar os modos quase normais
analiticamente, nesse trabalho utiliza-se a aproximacao WKB e uma relagao entre eles e estados ligados
do potencial inverso de buracos negros. Nesse capitulo sera feita a comparacdo, tanto qualitativamente
quanto quantitativamente, do espectro de perturbacdes escalares da métrica que descreve o buraco
negro com cabelos obtida no capitulo anterior e o j4 bem conhecido buraco negro de Schwarzschild,
procurando por possiveis assinaturas do primeiro. Os resultados apresentados nesse capitulo foram

obtidos utilizando o software SageMath e a extensdo SageManifolds.

5.1 PERTURBACOES ESCALARES

Nessa secdo, sao determinados os modos quase normais de um buraco negro sob influéncia de
perturbacdes escalares. Os resultados aqui apresentados estdao reunidos em (CAVALCANTI; PAIVA;
ROCHA| 2022). Conforme ja dito, ao considerar uma aproximacao linear, perturbacdes causadas ao
adicionar campos ao espago-tempo de fundo do buraco negro se reduzem ao estudo da propagacao

desses campos pelo espago-tempo de fundo buraco negro. Considere a métrica dada por

1
ds® = —f(r)dt® + mdﬁ + r?df? + r* sin® 0d¢?, (5)
onde .
fr)=|1—=(2M+al+are ). (6)

r

e um campo escalar ® ndo-massivo propagando nesse espago-tempo de fundo. A propagacdo de um

campo escalar € descrita pela equacdo de Klein-Gordon
Lo = 0. (7)

As solugdes da Equagdo (7)) s@o compostas pelos modos de frequéncia w, nimeros orbital j € Ne

azimutal m € Z, com —j < m < j, com 0 ansatz

\ijl (7‘)

r

D (t, 7,0, 9) = exp(iwt — imao) Sim(0), (8)

onde S,,,(#) simboliza os harmonicos esféricos escalares. Como de costume, as coordenadas de

dre (1 _al+2M +a€_&) ‘ ©

dr r

tartaruga sdo usadas,

O resultado da separacdo de varidveis é dado na forma da equagao de Schrodinger por (BEYER,|1999):

V() + [w? = Vi(re, o, 0)] U(r,) =0, (10)
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com o potencial efetivo do buraco negro com cabelos dado por

M1+ 1) 2M
bt ) <1 2] [0 201
alll+1)+2 . e 4ML (1 +1)—2Me 3 — ¢
+? r «r M 3 r2 (1D

o | be % leTr  e~w (2
+ PR — -

r 72 + Mr M 73

Note que, assim como as equagdes de campo do DG, o potencial pode ser escrito como um polindmio
do parametro «.. O termo de ordem zero é simplesmente o potencial de Schwarzschild e as corre¢des

dependem do parametro £ obtido por DG. Para o caso extremo (¢ = 2M/e?):

itr. o) :{1 - QM} [(z ub QM}

r r 73

_ 2M—r
alll+1)+2 . e w  8M22 2Me 2(l(l+1)—1—e 2 )
+? r ©rT M o 2 12

r 2 r M 73

o? [2Me_r+1\24M N 9e~ S5t e~ 4M264]
. )

Quanto maior o valor do parametro o, menor € o pico do potencial efetivo. O DG atenua a influéncia

Figura 1 — Potencial efetivo expresso na Equagio (12)) para diferentes valores do parAmetro . Potencial
efetivo, em coordenadas de tartaruga, para [ = 1, no caso extremo (¢ = 2M/ 62), com «
variando. O caso em que o = 0 se trata da solucao de Schwarzschild.
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fonte: Producao do préprio autor

do potencial efetivo. Para o = 0.6, o pico do potencial efetivo é 10% menor que o potencial do caso
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de Schwarzschild. Além disso, numericamente verifica-se que o pico do potencial efetivo depende de

a, paral = 1, como
M?V,ieo(a) = 0.022220° — 0.017260° — 0.01045c + 0.09865, (13)

com erro de 0.001%. Percebe-se também que quanto maior o valor do pardmetro «, mais suave é a

curva do potencial efetivo.

5.1.1 O método Mashhoon e o potencial de Poschl-Teller

A solucdo exata dos modos quase normais nao é simples de ser obtida analiticamente, por isso
aproximacodes podem ser aplicadas (KONOPLYA; ZHIDENKO, 2011). Devido a sua simplicidade e
resultados razodveis, o método Mashhoon foi considerado. A maioria das dificuldades em calcular os
modos quase normais de buracos negros vem do potencial efetivo ter um decaimento lento quando
se aproxima assintoticamente do infinito radial. O método Mashhoon contorna essas dificuldades e
solugdes exatas podem ser obtidas quando um potencial de Poschl-Teller que decai exponencialmente
no limite » — oo for usado. Além disso, o potencial de Poschl-Teller carrega consigo muitas
caracteristicas do potencial efetivo de Schwarzschild (BEYER, [1999). As condi¢bes de contorno
para resolver a equagdo de onda produz uma func@o de onda escalar infinitesinal na fronteira. O que
implicar em calcular os modos quase normais como se calcula estados ligados para um potencial
inverso, V. — —V/, existindo um intervalo adequadamente aproximado por um potencial de Poschl-
Teller dado por (FERRARI; MASHHOON, |1984):

Vo
Vpr(r) = , 14
pr(r) cosh?[B(r — ro)] (14)
com as frequéncias quase normais dadas por
w=uwy+ I, (15)
onde
2
wo =1/ Vo — ﬁ—, (16)
4
1
r=g (n + 5) 17)
onde n € N € o nimero do harmonico e [ estd associado a curvatura do potencial no pico:
1 d*V
2 _ - 18
5 2% drz o 9 ( )

com V} é o valor maximo do potencial e V = V' (r(). O método Mashhoon produz bons resultados
para algumas solucdes do tipo buraco negro bem conhecidas. Por exemplo, no caso de perturbacdes
gravitacionais em um buraco negro de Schwarzschild quadridimensional, o erro dos valores obtidos
nao excedem 2% (KONOPLYA; ZHIDENKO, 2011). A Tabela 1| apresenta as frequéncias quase



43

normais calculadas utilizando o método, para vérios valores de [ e n, no caso extremo (£ = 2M /e?) ﬁ
Observa-se que fixando um valor arbitrdrio do parametro o, observa-se que quanto maior o valor de [,
maior € a parte real da frequéncia. Por outro lado, fixando [, e portanto fixando os valores da parte
real da frequéncia dos modos quase normal, quanto maior o nimero do harmdnico, maior € a parte
imagindria da frequéncia. Se fixados [ e , quanto maior o valor do parametro a,, menor sio as partes
reais e imagindrias das frequéncias quase normais.

5.1.2 Aproximacao WKB

O desenvolvimento feito subsecdo € baseado naquele feito em (SCHUTZ; WILL,|1985). Considere

uma equacao de onda na forma

d>(r,)

2
dr?

+ Q(r)¥(r.) =0, (19)

onde ¥ € a parte radial da fun¢do que descreve a perturbacdo e r, € a coordenada de tartaruga. A
fungdo —Q)(r,) é uma constante quando r, — +00 e assume o seu méaximo nas proximidades de

r. = 0. Como Q(z) tende a uma constante, pode-se escrever
U ~ eFiors quando 7, — Fo00, (20)

com R(«) > 0. Além disso, se Q(r.) — 0, w = «. Iremos analisar a fun¢do Q(r.), dividindo-a em

trés regides:
e regido I: 2 esquerda do ponto de virada, onde Q(r ") = 0,
e regido II: regido com ) < r, < r,
e regido III: a direita do ponto de virada, onde Q(r) = 0

Nas regioes I e II, utilizando a aproximacdo WKB tem-se

W~ QF exp {iz / *[Q@)]%dt} | Q1)

@

e
1 .
\D(III) ~ Qil exp {il/
Tx

Em seguida, as solu¢Oes para regides I e III precisam estar relacionadas na regido intermedidria, ou

[Q(t)]édt} - (22)

seja, a regido II. Expandindo Q)(r.) na regido II,

Q) = Qo+ L (- r0) 1 0 (- 1), 23)

2 A Tabela estd presente na pagina 54.
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Aplicando a mudanga de varidveis dada por

t = (4k)7 (re —7?) exp (%T) (24)
comk =9 4 equacio 1i pode ser reescrita como
2 b
d>v ) 1
—+ |- ZQOI—ZR U =0, (25)
! (2Q6)*
Considere um novo parametro v tal que
y=_@ 1 (26)
(2007 2
Portanto, a Equacdo (23) transforma-se em:
A2 1, 1

A solugdo na regido II é composta por uma superposi¢io de fungdes cilindricas parabdlicas D, (z)
(ABRAMOWITZ; STEGUN, |1972; BENDER; ORSZAG; ORSZAG,[1999):

U =AD,(2)+BD_,_4(iz); =z= (QQS)% (re —Ts)€exp (%) : (28)
Utilizando o comportamento assintético das func¢des cilindricas parabdlicas e condiciao que estabelece

ondas de saida no infinito espacial, W no horizonte pode-se escrita como

5im z2

U~ A e — IV2A[D(—v) e Tz te T, (29)

As condi¢des de contorno para modos quase normais exigem que o termo de saida seja nulo, ou
22 —
seja, o termo que aparece multiplicado por eT desapareca. Logo [['(—v)] "—0ouveN. Logo, a

aproximac¢ao WKB de primeira ordem define as frequéncias quase normais como (SCHUTZ; WILL,

1983)):

Qo . < 1)

=iln+=); neNl. (30)
V20 2

Ao comparar as Equagdes (19) e (10), é evidente que

Q(T*) :w2—‘/2(7",(1/7£). (31)

Portanto, é possivel determinar as frequéncias quase normais. Existem corre¢des de maiores ordens
para essa aproximagdo. A aproximacdo WKB de terceira ordem para as frequéncias quase normais é
dada por (SANTOS; FABRIS; PACHECO, 2019):

Wt = [VO 4 (—2VE An)| —ia (—21)? [1 n Q(r)} , 32)
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o= (n—i—%) (33)

onde

~ 1 1 V(4) 1 1 v 2
A(n) = NordE ( ‘20” ) <Z +a2> - 5% (VLO,,) (7+60a%)| , (34)
0
~ 1 5 AN 1 V///2V(4)
Q(n) — Y 188a2) — — 20 Yo
="y | 6otz (Vg/) (77 1880%) = o1~ vpm
2
1 ‘/0(4) ) 1 VONVE)(5) )
_— — 1 9 (35)
+ 2301 ( V7 (67 4+ 68« )+288 Ve (19 + 28a*)
1 VY
— @ ‘30” (5‘|‘4O&2)

Nas expressdes acima V(™) simboliza a n-ésima derivada do potencial efetivo, enquanto o 0 subscrito
remete ao valor da fung@o em r dado por Vi.x = V (19). A Tabela apresenta as frequéncias quase
normais para o potencial expresso na Equacao Em relacdo ao comportamento das partes real
e imagindria das frequéncias quase normais, observa-se o mesmo que trazido anteriormente. Porém,
diferente do método Mashhoon para um mesmo valor de [, a parte real da frequéncia ndo é a mesma,
mas sim diminui conforme n aumenta. Isso ja era esperado, pois diferente do método Mashhoon, na

aproximacdo WKB a parte real da frequéncia quase normal também depende do nimero n.

5.1.3 Modos quase normais de buracos negros com cabelos obtidos por desacoplamento gravi-
tacional: resultados numéricos

Nesta subsecao, a equacdo de onda da perturbagdo escalar de um buraco negro com cabelos, no caso
extremo, foi resolvida numericamente. Isso permite uma andlise precisa da evolu¢do dos modos quase
normais para uma faixa confiavel do pardmetro .. Pode-se ver que, apesar do desvio significativo
das frequéncias quase normais quando « aumenta, o desvio da onda do caso de Schwarzschild é
relativamente pequeno, embora indique claramente uma assinatura de solu¢des com cabelos do DG.
Antes de resolver a equagdo de onda, como ndo existe solu¢do analitica para a Equagéo (9)), o membro
direito da equacdo pode ser expandido até a termo de segunda ordem de «, correspondendo a mesma
ordem do potencial efetivo:

dr, r (2M6*2 — re_ﬁ)r ) (2]\4672 — re‘ﬁ)Qr 5
=— +a 5 —a 3 + O(a”). (36)
dr 2M —r (2M —7) (2M —7)
A Tabela estd presente na pagina 55.
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A expansdo expressa em (36) pode ser integrada analiticamente, fornecendo:

re &= 2Mlog (—2M +71) +7r

AM?%e=2  AMPe~3 — Mr?e~w
+a[2Me2log(—2M+r)+ < ¢z Le M}

2M —r AM? —AMr + r2
AM2e4 (37)
2M —r
SM3e=t + 16M3e~ "7 — 16M2re i — AM3e~ 31 + AM2re= % + Mr2e~ 31
2(4M? — 4AMr + r?) ’

9
+a {4M Ei (—% + 2) e~ _ 2MEi (—MT n 4) et 4

onde Ei(z) simboliza a integral exponencial:

z e’u,

Ei(z) = / —du. (38)
s U

Truncar a expansdo até o termo O(a?) ndo afeta os resultados, jd que o erro nessa aproximagao é

de cerca de 0.00198%. A Figura demonstra isso, assumir tal aproximagio é um método

confidvel para obter os modos quase normais do buraco negro com cabelos. O grafico a seguir mostra

Figura 2 — Esse gréfico corresponde a o = (.2, ele retrata a alta precisdo da série truncada para dr, /dr.
O comportamento préximo ao horizonte, localizado em 2M no caso extremo, € o principal
interesse aqui.

fir
ar,
dr

~ O(a?)

o
L

e —

2.2 24 2.6 2.8 3.0

fonte: Producao do proprio autor

que o parametro « for¢a a coordenada de tartaruga a atingir um valor mais alto, para valores fixos da
coordenada radial r. Para todos os valores de «, a coordenada r, ainda é uma fun¢do monotonamente
crescente de r. Finalmente, o método pode ser propriamente aplicado. Ao invés de aplicar o ansatz da

Equagio (8), somente a parte angular da equagdo de Klein-Gordon é separada. A equagdo de onda,
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Figura 3 — Gréfico da funcao r, em relagdo a r, para 0 < o < 0.6. O comportamento proximo ao
horizonte, localizado em 2M/ no caso extremo, € o principal interesse aqui.

37

2.2 2.4 2.6 2.8 3.0

fonte: Producao do préprio autor

para o caso extremo, € dada por

ov, Y,

= Vi)W =0, (39)

onde V;(r, a) € o mesmo potencial efetivo expresso na Equacao (12). Essa equag@o pode ser escritas

em coordenadas do cone de luz

du = dt — dry, 40)
dv = dt + dr,, 41)
fornecendo
I Vi(r,a) ¥, = 0 (42)
Oudv wh e

A equagdo anterior pode ser resolvida numericamente, expressando:

h2
U(N) = U(E) +¥(W) = U(S5) — = Vi(S) [T(W) + T(E)]. (43)
Ospontos N = (u+ h,v+h), S = (u,v), E = (u,v + h) e W = (u + h,v) formam um retdngulo
nulo com posicdo relativa e h é uma escala de grade geral. Para aplicar a Equacdo (43]), uma onda

gaussiana serd aplicada como condic¢ao de contorno, tal que

o2
Wi(v, —50) = Aexp G%) (44)
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BQ
Uy (=50,u) = Aexp (_E> (45)

com A = 0.01, B =30e C = 3. Os resultados sdo mostrados nas Figuras a seguir, onde os perfis das
ondas sdo encontrados numericamente como solu¢do da Equacgao @), em uma grade de 103 x 103,
para varios valores de j. Apesar de pequenos desvios, o comportamento qualitativo remete ao caso de
Schwarzschild, novamente representado por o« = (. No entanto, os buracos negros com cabelos obtidos

por DG tém uma assinatura Unica, em relacdo aos modos quase normais, codificados no parametro «.

Figura 4 — Os perfis de onda, solu¢des da Equagao (@, em func¢do da coordenada do cone de luz v,
para diversos valores do parametro «.
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0.001 —a=050
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(=1
= S 0.000 % \] \N
~0.002 a =0.00 \ \ l
a=0.10 ~0.001
—a =020 \
y —a =030 |
—0.004 —a=040 ~0.002
—a =050
—a =060
~0.006 : ~0.003
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
v v
x10—°
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a =000 20 a =000
) —a=0.10 —a =010
0.0003 =q— 090 1.5 —a—=020 I
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S0 0.0000 vn\ Mv-.-_ S 00 A
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| 05 ' "
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—0.0004 —2.0
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
v v

fonte: Producao do préprio autor

A Figura[Figura 4 mostra que o pardmetro v diminui a taxa de amortecimento dos modos, inde-
pendentemente do valor [. Portanto, esse buraco negro com cabelos se comporta como um melhor
oscilador, quando comparado ao caso de Schwarzschild padrao, correspondente a a = 0. Além disso,
para cada valor fixo do parametro de DG «, quanto mais alto o valor da coordenadas do cone de luz
v, mais rdpido a amplitude da onda desaparece, mais concentrado € o pacote de onde e mais baixo a
amplitude €. Também observa-se que para altos valores da coordenada do cone de luz v, a amplitude
da onda oscila mais rapido para o valor do pardmetro . E um comportamento geral do modo de
onda, independentemente do valor de [. A Figura mostra o valor absoluto para a fun¢do de
onda encontrada numericamente como solug¢do da Equacao paral = 0,1, 3,5, em uma grade de
103 x 103.
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Figura 5 — Valores absolutos dos perfis de onda, solu¢des da Equagao @b, em fungdo da coordenada
do cone de luz v. A imagem a esquerda estd em escala logaritmica.
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fonte: Producao do préprio autor

Apesar da dispersdo para diferentes valores de o, 0 comportamento qualitativo se assemelha ao

caso de Schwarzschild, representado por = 0. O parametro « faz com que a taxa de amortecimento
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dos modos quase normais diminua, independentemente /. Embora os aspectos qualitativos dos buracos
negros com cabelos obtidos por DG se assemelhem aos de Schwarzschild, pelo menos no que diz
respeito as perturbacdes escalares. Do ponto de vista quantitativo os principais resultados aqui mostram
que existem assinaturas fisicas categdricas que sdo intrinsecas aos buracos negros com cabelos obtidos

por GD e inequivocamente diferentes do caso de Schwarzschild.

5.2 EQUACAO MASTER DE TEUKOLSKY

A equacao master de Teukolsky (EMT) € utilizada para descrever perturba¢des em buracos negros
em rotacdo. A EMT foi originalmente obtida por Teukolsky em (TEUKOLSKY/, 1973)), o desenvol-
vimento presente nesse trabalho € feito de maneira semelhante. Durante essa se¢do, € apresentado o
método de obten¢do da EMT para o espaco-tempo de Kerr e Schwarzschild, como espago-tempos de
fundo. Para isso, o formalismo de Newman-Penrose, apresentado anteriormente, é de suma importancia.
E importante ressaltar que a classificacio de Petrov tanto da métrica de Kerr quanto da métrica de
Schwarzschild é a mesma, sao do tipo D. Considere uma tétrada de Newman-Penrose {e )}, definida

anteriormente no Capitulo 3:
{e@} = {l",n",mt, m"}. (46)

A notacgdo para os coeficientes spin e os escalares de Weyl € a mesma apresentada no Capitulo 3. O
conjunto {e(, } € tal que todos os escalares de Weyl sdo nulos, exceto W,. Considere perturbacdes de
primeira ordem nas quantidades definidas no formalismo de Newman-Penrose representadas pelos

termos linhas:

U, = U eV, i=0,1,2,3,4, 47)
D—D+eD (48)

A — A+eAN, (49)

d— 6 +ed, (50)

Kk — K+ ek, (51

considerando tal transforma¢do em todos os coeficientes spin, como para . Os escalares de Weyl
v, sdonulos para0 <n <4dekx =0 = v = XA = 0 para espacos-tempo do tipo D (TEUKOLSKY],
1973 ILIMA, 2019). Seja € pequeno e mantenha somente os termos de primeira ordem de <. Para

espagos-tempo do tipo D, temos as identidades (LIMA, 2019):
DWy = 3pWs, (52)

5‘1’2 == 37'\112, (53)

[D—(p+1le+é+ap—pl(d —pB+ar)—[B—(p+1)—a+7+qr](D—pe+qp) =0, (54)

com p e q sdo constantes quaisquer. Conforme dito anteriormente, em uma aproximacao linear, o
estudo de uma perturbacao resume-se a propagagao de campos pelo espaco-tempo espaco-tempo de

fundo. Por isso para obter a EMT, deve-se considerar cada tipo de perturbacdo. Aqui é apresentado o
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procedimento para o caso de uma perturbacdo vetorial de spin 1, descrita pelas equacdes de Maxwell.

No formalismo de Newman-Penrose o tensor de Maxwell F' é dado por trés escalares complexos
(LIMA, 2019):

G0 = Ejlimja (55)
1 . S

b1 = 5Fl.j(llnj +m'm’), (56)
¢2 = Fijfninj. (57)

Além disso, as equagdes de Maxwell sdo dadas por (LIMAL 2019)):
Fiijie =0, (58)

"™ Fyjm = 0, (59)

onde F,, = e,*(V,F,)e,”. Entdo, escreve-se:

(D —2p)py — (6 + 7 — 2a)hy = 27, (60)
(0 =27)d1 — (A4 p— 29)¢0 = 21, (61)
(D — p+ 26)1y — (6 + 2m)hy = 2w T, (62)
(6 =7 +28)ths — (A +2u)¢hy = 21y, (63)

onde indice inferiores em J simboliza a contragdo da quadricorrente J,, e o respectivo elemento da
tétrada. Depois de algumas manipulacdes, tém-se as equacdes desacopladas (TEUKOLSKY|1973;
LIMA| 2019):

(D—e+e—20+p)(A4+p—2y)— (0 —p—a—2r+7)(6+m—2a)]¢y = 21Ty, (64)

(A+y—F+2u+a)(D—p+26) —G+a+B+2r—7)(6—7+28)]ps =2mJs.  (65)

As equacdes apresentadas até agora foram obtidas para um espago-tempo espago-tempo de fundo do
tipo D e para tétrada ndo especifica. Agora, considere a métrica de Kerr dada pelo elemento de linha
(TEUKOLSKY! [1973):

2Mr daMrsin® 6 >
2 _ . 2 = .2
ds* = (1 > )dt > dtde + Adr

2Ma2;sin2 9) d¢?,

(66)
+ %dh? + sin® 6 (7‘2 +a®+

onde ¥ = 72 + a*cos’0 e A = r? + a® — 2Mr. Considere a base dada por um conjunto {e()}
composto por quatro vetores nulos definidos em cada ponto do espago-tempo de fundo, ou seja, o
espaco-tempo de Kerr. O conjunto dado pelos vetores (IEUKOLSKY/, [1973):

1
[
A

[(r® + a®)0f' + Ad + ad] (67)
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1
nt = 75 [(r* + a®)6' — AdF + aéﬂ (68)
1 l
B i AE L SH o
m V2 (r +iasind) (za sin 00 + 0y + sin05¢’) (69)

que satisfazem as condi¢Oes apresentadas no Capitulo 3. Os escalares de Weyl sdo nulos, exceto
(TEUKOLSKY, |1973):

U, = Mp®. (70)

Além disso, € possivel determinar os coeficientes spin ndo-nulos (TEUKOLSKY/, [1973):

1
p:_(r—mcosﬁ)7 D
cot 6
— _ 7 72
B NG (72)
T = me Si;l;, (73)
. _sinf (74)
T =lapp——,
PP\/§
A
p=pps, (75)
r—M
7=u+ijrl, (76)
a=m— . (77)

A Equacio (64) ¢ separdvel e a Equacio torna-se separdvel, se ¢, = 1p~2 (TEUKOLSKY, 1973},
LIMA}2019). Um procedimento semelhante pode ser feito para perturbacdes gravitacionais. Por fim,
é possivel escrever a equagdo master de Teukolsky para o espaco-tempo de Kerr, em coordenadas de
Boyer-Lindquist (TEUKOLSKY! 1973):

(r*+a?)? 5 . 5 0%  4Mar 0% a> 1 0% s 0 541 O

{ A sl St R e T |d swtel a2 o \A

Lo 0PN a(r — M) icosf] 0y M(r* — a?)
090 (Slnﬁ—) 2s [ A + sinQH] 70 25 | ————

or

ob
20

+ (s cot? 0 — s)p = 47T,

—r—iacos@}

(78)

onde s € o spin do campo que descreve a perturbacao e 7' € termo da fonte. Considere 7' = 0, ou seja,

0 caso em que ndo exista fonte. A Equacdo pode ser separada usando:

P = “emOS(O)R(r). (79)
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As equagdes para R(r) e S(6) sao (TEUKOLSKY/|1973; LIMA| 2019), respectivamente,

2 2is(r — MK
A—Si (ASHd_R) + (K is(r ) + diswr — S)\lm> R=0, (30)

dr dr A

1L d (. o3
sinfdo \"" e

2 2ms cos 6
+ (a2w2 cos? ) — m — 2aws cos ) — ———— — s?cot’f + s + sAlm> S =0,
sin sin” 0

(81)

onde K = (r? + a*)w — am, ;A é a constante de separagio e A = Ay, + a’w? — 2amw. A equagio
radial pode ser resolvida para certos valores complexos das auto-frequéncias w. Esses valores sdo os
modos quase normais do buraco negro de Kerr. Ainda é possivel, estabelecer a = 0 na Equagio (78).
Assim, obtendo a equag@o master de Teukolsky para o espaco-tempo de Schwarzschild (ANDERSON;
CREIGHTON, 2012):

2 2\2 92 2
(r* 4+ a*)* 0%y 4Mar8w_A_sg As+la_¢ B .1 0 Sinea_@z}
A ot? A Otdo or or sin 6 00 00
1cos 6 Oy Mr? oY
Smﬁ_gzﬁ — 25 [ N r] e + (5% cot? 0 — s)¢p = 47 ¥ T,

(82)

onde A = r? — 2Mr. No Capitulo 4, a partir da métrica obtida por DG, que descreve o espaco-tempo
no exterior de um buraco negro com cabelos, foi obtida a métrica para um buraco negro em rotacao.
A equacgdo master de Teukolsky pode ser utilizada para estudar perturbagdes que se propagam pelo

espaco-tempo descrito por ela.
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6 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS

Nesse trabalho foram estudadas perturbacdes escalares em solucdes que descrevem buracos negros
obtidas por desacoplamento gravitacional. No Capitulo 2, foi discutido o método de desacoplamento
gravitacional e a obtencdo da métrica que descreve um buraco negro com cabelos utilizando tal método.
A métrica obtida se reduz a métrica de Schwarzschild quando o parametro de DG « € nulo. A solugdo
obtida foi explorada ao longo deste trabalho. No Capitulo 4, a soluc¢do foi utilizada como um semente
pelo algoritmo de Newman-Janis para gerar uma métrica que descreve um buraco negro com cabelos
em rotacdo. O resultado condiz com o obtido em (CONTRERAS; OVALLE; CASADIO, 2021)) e
conforme esperado, se reduz a métrica de Kerr, quando o pardmetro «, advindo do DG, € nulo.

No Capitulo 5, o comportamento da métrica do buraco negro com cabelos obtida no Capitulo
2 diante perturbacgdes escalares € estudado. Devido ao fato da métrica se reduzir a solugdo de
Schwarzschild quando o pardmetro « € nulo, foram feitas comparagdes entre as solu¢gdes no caso
extremo. Com isso, tentava-se encontrar possiveis desvios da solucdo cldssica da relatividade e a nova
obtida por DG. Além de prever possiveis assinaturas dos buracos negros com cabelos. Os modos quase
normais causados pelas perturbacdes escalares de buraco negro com cabelos no caso extremo foram
obtidos e discutidos, caracterizando e estabelecendo o comportamento tardio do campo escalar. Os
picos do potencial efetivo também se mostraram influenciados pelo parametro «. No que diz respeito
aos desvios no potencial efetivo causados pelo parametro o, observou-se que quanto maior o valor de
a, menor foi o pico do potencial efetivo, além desse pico tornar-se cada vez mais suave.

Em seguida, o método Mashhoon e a aproximagdo WKB de terceira ordem foram aplicados para
determinar as frequéncias quase normais e sua dependéncia dos parametros adicionais obtidos por GD.
Observou-se que ao fixar um valor arbitrdrio do pardmetro «, quando o valor de [ aumenta, a parte
real da frequéncia associada a frequéncia real de oscilacdo do buraco negro também aumenta. Por
outro lado, se fixado um valor de [ e r, aumentar os valores de «, implica em menores partes reais e
imagindrias das frequéncias quase normais. No que diz respeito aos métodos, houve uma discordancia
entre os valores encontrados para as frequéncias quase normais. No método Mashhoon a parte real
da frequéncia quase normal € constante para 0 mesmo valor [, pois depende somente dele, ou seja, o
nimero 7 ndo influéncia na parte real dessa grandeza. Porém na aproximacao WKB de terceira ordem,
tanto a parte real quanto a parte imagindria das frequéncias quase normais dependem dos nimeros
[ e n, o que faz a parte real ndo ser constante para um mesmo /. A maior causa de diferenca deve
residir nesse fato, ja que para os termos em que n = 0, ou seja, a parte real tem dependéncia somente
de [, os valores da parte real das frequéncias quase normais calculadas pelos dois métodos possuem
discrepancias menores do que para n # 0. Além disso, foram observadas assinaturas particulares dos
buracos negros com cabelos descritos pela solucdo, passiveis de distingui-los da solugdo cléssica.

Dentre as perspectivas, ressalta-se o estudo da métrica obtida no Capitulo 4, que descreve um
buraco negro com cabelos em rotacdo. Utilizando a equacdo de Teukolsky seria possivel determinar os
modos quase normais e obter possiveis assinaturas desse tipo de buraco negro. Além disso, a propria

solucdo obtida no Capitulo 2, ainda pode ser fonte de estudos. Nesse trabalho € obtido os modos quase
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normais e possiveis assinaturas que caracterizam um buraco negro com cabelos estaciondrio obtido
por DG diante perturbagdes escalares. Porém, o estudo do comportamento desse tipo de buraco negro
diante outros tipos de perturbagdes, como gravitacionais e eletromagnéticas, pode fornecer outras

caracteristicas passiveis de serem detectadas.
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