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Resumo

O objetivo deste trabalho é estabelecer similaridades entre os complexos e 0s
hipercomplexos, motivados em explorar idéias de Murnaghan, que introduziu, pela primeira vez,
em uma apresentacdo elementar, a teoria dos quatérnios baseados no teorema de Moivre. E
mostrada em detalhes uma analogia da relagdo complexa classica de Moivre para quatérnios, e
em brevidade para octdnios generalizados, e apresenta-se as conexfes com 0s operadores da
teoria de Fueter e as funges transcendentais. A extensdo do teorema de Moivre é estudada para

quatérnios em definindo-se uma funcéo exponencial quaternionica.

Palavras-chaves: Quatérnios, funcdes hipercomplexas, relacdes de Moivre.



Abstract

In this work we establish similarities between the complex and the hipercomplex numbers,
motivated in exploring ideas of Murnaghan, that introduced, for the first time, in an elementary
presentation, the theory of the quaternions based on the theorem of Moivre. We show an analogy
of the classic complex relation of Moivre for quaternions, and briefly discuss generalized
octonions, as well as to present connections to operators of the theory of Fueter and
transcendental functions. We consider them to study the extension of the theorem of Moivre for

quaternions, in defining a exponential function on the quaternions.

Keywords: Quaternions, hypercomplex functions, de Moivre relation.
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Introducao

O célculo da raiz quadrada de um ndmero negativo foi um dos mais fascinantes desafios
da historia da matematica. O ano de 1545 nos remonta o primeiro sinal dos numeros complexos,
quando Geronimo Cardano (1501-1576), com “Ars Magna”, estudou a solucdo algébrica das
equacdes cubicas com sugestdes de Nicolo Tartaglia (1500-1557) e quérticas descobertas por
Ludovico Ferrari (1522-1565). Em 1777, Euler introduziu a notacdo i e —i para as duas raizes
quadradas de -1, provavelmente referindo-se a expressdo ndmeros imaginarios, introduzida por
René Descartes (1596-1650). Euler visualizou nimeros complexos como um ponto no plano com
coordenadas retangulares x,y. Introduzindo coordenadas polares r,6, ele escreveu
X+1y = r(cos@+isen 6) e representou as raizes da equacdo z" =1, n>3 com vértices de um
poligono regular no plano (x,y). Muitos matematicos importantes deram contribuicBes notaveis,
entre eles, Augustin Cauchy (1789-1857) que construiu uma rigorosa teoria para funcdes
complexas. William Rowan Hamilton (1805-1865), fez importantes contribuicdes a fisica e a
astronomia mas nos interessa aqui ocuparmo-nos de suas idéias matematicas. Em 1833, aos 28
anos de idade, deu a fundamentacéo definitiva dos nimeros complexos como pares ordenados de
nameros reais, tal como é apresentada atualmente. Hamilton percebeu que seus pares ordenados
podiam ser entendidos como entidades no plano e tentou estender a idéia a trés dimensdes indo
dos nimeros complexos, a+bi, para ternas ordenadas, a-+bi+cj. O problema era, uma vez
conhecida a regra para multiplicar os niUmeros complexos, encontrar uma regra para multiplicar

ternas. Em 1843, Hamilton teve a idéia de usar quatro nimeros que ele chamou quatérnios e



renunciar a lei comutativa da multiplicacdo. Esta € uma das poucas grandes descobertas

matematicas que esta muito bem localizada no tempo e circunstancias.

Dizem que Lord Hamilton teve a idéia de definir
0 produto quaternidnico num passeio que fez
com a Lady Hamilton. Deu-se o tal “insight” no
momento exato que passeavam pela ponte de
Brougham, que hoje é chamada de “Quaternion
Bridge”, Dublin. Ele repentinamente parou sob a

ponte, tirou seu canivete, e arranhou a formula

fundamental:

1 Figur 1.1: Placa erguida em honra a
descoberta de Hamilton.
em uma pedra.

Nenhum sinal disto pode ser encontrado hoje, mas em 1956 uma placa foi erguida no local,
comemorando a descoberta e exibindo a férmula. Hamilton passou o resto de sua vida
trabalhando com quatérnios; ele apresentou uma detalhada teoria de um sistema ndo comutativo
algébrico, percebendo a relacdo de quatérnios com o espaco tridimensional e tendo interpretado o
quatérnio como a razéo entre dois vetores, ele pensou na interpretacdo fisica da parte escalar.
Hamilton morreu em 1865 deixando inacabado seu trabalho sobre quatérnios. Mais tarde, apos
sua morte, seu filho, William Edwin Hamilton, publicaria o famoso ““Elements of Quaternions”.

A perda da propriedade comutativa da multiplicacdo para sistemas numéricos foi de particular
importancia para as sucessivas investigacbes. Em 1843, Graves encontrou uma algebra nédo
associativa com 8 elementos de base, a algebra das oitavas ou octonios. Em 1845 os octdnios
foram redescobertos por Arthur Cayley , por causa disto os octdnios também sdo conhecidos
como numeros de Cayley. Os quatérnios eram de muito interesse para o fisico James Clerk
Maxwell que buscou aplicar esta matematica em seu trabalho. Em 1864, ele descobriu as
equacbes do eletromagnetismo. Gibbs, na década seguinte introduziu a analise vetorial e
Heaviside desenvolveu o célculo vetorial promovendo sua aplicagdo em Fisica. O célculo

vetorial foi muito bem aceito na comunidade cientifica e, desta forma, os quatérnios foram sendo



deixados de lado. A teoria da relatividade especial revelou-se uma aplicacdo natural dos
biquatérnios, ou quatérnios complexificados, introduzidos previamente por Clifford. Mais tarde,
este formalismo foi revisado, expandido e usado por Wigner, F. Klein, Lanczoz, entre outros.
Embora discretamente, os quatérnios estavam reaparecendo na Fisica.

Esta tese esta dividida da seguinte maneira: no capitulo 1 apresentamos uma breve
introducdo a teoria das funcdes de variavel complexa, que teve sua origem cercada de suspeita e
desconfiancga; o que € notado pelo uso dos termos “imaginario” e “complexo” em sua literatura.
N&o foi sendo a partir do século XIX que Cauchy, Gauss e Riemann colocaram-na em bases
solidas, mostrando tratar-se de um dos mais poderosos instrumentos matematicos, seja para o
matematico, como para o fisico ou o engenheiro. Sua estrutura elegante e ldgica influenciou e
penetrou em quase todos 0s ramos da matematica pura e aplicada. Hoje a teoria das variaveis
complexas € indispensavel na resolucéo de problemas de fluxo de calor, mecénica dos fluidos,
aerodindmica, teoria eletromagnética, e, praticamente, qualquer outro ramo da ciéncia e da
engenharia. O capitulo 2 sera dedicado a alguns topicos de algebra quaternidnica. Foram muitas
as tentativas de generalizar os quatérnios para trés dimensdes, na esperanca de que efetuassem
entdo transformacdes geométricas no espaco tridimensional através de operacGes simples, como
os complexos faziam em duas dimensdes. A forma pela qual se tentava a generalizacdo, hoje
entendemos bem, ndo era possivel. A alternativa foi generalizar os complexos para quatro

dimens@es, um quatérnio é o que agora chamamos de vetor quadrimensional, escrito da forma
q=9+0q,i+q,J+d,k. Finalizamos o capitulo, lancando a base tedrica deste nosso trabalho. O

capitulo 3 € baseado essencialmente no artigo recentemente escrito por Borges e Machado [17].
Apresentamos em detalhes uma analogia da relacdo complexa classica de Moivre para quatérnios
e sem muitos detalhes alguns resultados obtidos para octénios, que podem ser encontrados
detalhadamente na dissertacdo de Pendeza [20]. E apresentamos conexdes com o0s operadores da
teoria de Fueter e as fungdes transcendentais. Definimos uma funcéo exponencial quaternionica a

partir da extensdo do teorema de Moivre.



Capitulo 1

Breve introducéo as variaveis complexas

O estudo das fun¢Bes de uma variavel complexa constitui um dos ramos mais importantes da
Matemaética. Cauchy, Riemann, Weierstrass e Gauss muito contribuiram para o desenvolvimento
desse estudo, no século XIX. Neste capitulo apresentaremos uma breve introducgéo as variaveis

complexas, as quais julgamos necessarias para um bom entendimento do texto.

1.1 Ndmeros Complexos

Um nimero complexo z é um par ordenado (a,b) de ndmeros reais a e b; isto €,
z=(a,b),

sujeito a certas regras e leis.
Os numeros reais a e b chamam-se, respectivamente, parte real e parte imaginaria do

complexo z; isto é,
a = parte real de z =Re(z), b = parte imaginariade z = Im(z).
O par (x,0)se identifica com o nimero real x; e um par do tipo (0,y)é um imaginario
puro. O par (0,1)é a unidade imaginéria i.
Os complexos z, = (a,,b,)e z, =(a,,b,) sdo iguais se, e somente se, suas partes reais a,

e a,sao iguais, e suas partes imaginarias b, e b, sdo tambem iguais, isto &,



Breve introducéo as variaveis complexas 1.1 Numeros Complexos

z,=1,se, esomentese, a, =a, eb =b,.
Os numeros complexos satisfazem as seguintes regras de operacao:

Adicéo: A cada par de complexos z, e z, corresponde um unico complexo z, chamado

soma e denotado por z, =z, +2,; define-se como segue: Se z, =(a,,b,), z, =(a,,b,), entfo

2,=2+12,=(a,b)+(a,,b,)=(a, +a,,b +b,). (1.1.2)

Multiplicagdo: A cada par de complexos z, e z, corresponde um Unico complexo z,,

chamado produto de z, e z, e denotado por z,.z,; define-se como segue: Se z, =(a,,b,) e
z, =(a,,b,), entdo

2,=12,-7, =(a,b,)-(a,,b,)=(a,a, -bb,,ab, +a,b, ). (1.1.2)

Sejam z,,z,,z, trés complexos arbitrarios. Entdo, as seguintes regras da Aalgebra

complexa decorrem diretamente das propriedades dos nimeros reais, da definicdo de igualdade e
das regras de adi¢cdo e multiplicacao:

A igualdade aditiva é o complexo 0 = (0,0) com as propriedades

z+0=0+z=12, (1.1.3)
7.0=0.2=0. (1.1.4)
A identidade multiplicativa é o complexo 1= (1,0) com a propriedade
lez=z.1=12. (1.1.5)
Lei comutativa para a adi¢éo:
2,+2,=2,+1,. (1.1.6)

Lei comutativa para a multiplicagéo:
Z)02,=17,41,. (1.1.7)
Lei associativa para a adicdo:

2, +(2, +2,)=(2, + 2,)+ 2,. (1.1.8)



Breve introducéo as variaveis complexas 1.1 Numeros Complexos

Lei associativa para a multiplicacao:
2,4(2,+25)=(2, - 2,) 2. (1.1.9)
Lei distributiva para a multiplicacdo em relacao a adicao:
2,(2,+2,)=2,+2,+12,+ ;. (1.1.10)
Lei do corte para a adi¢do: Se z, +z, =z, +z,, entdo
Z,=1,. (1.1.11)

Lei do corte para a multiplicagdo: Se z, .z, =2, .z,,ese z, # 0, entdo

z,=1,. (1.1.12)
O inverso aditivo z* de um complexo z = (a, b) é um complexo com a propriedade
Z+7*=2*+2=0. (1.1.13)
Pela definicdo (1.1.1) de adicdo, se z*= (— a,—b), entdo (1.1.13) é satisfeita. Assim, todo
complexo tem um inverso aditivo.
O inverso multiplicativo z™* de um complexo z = (a,b) ndo-nulo é um complexo com a

propriedade
zozt=z"z2=1 (1.1.14)

Pela definicdo (1.1.2) de multiplicacdo, se z™ :( a _bsz, entdo (1.1.14) é

a’+b?'a’+
satisfeita. Assim, todo complexo ndo-nulo tem um inverso multiplicativo.

O complexo conjugado de um complexo z = x+iy é um complexo z =X—iy, que tem a
mesma parte real de z, mas cuja parte imaginaria tem sinal oposto. De acordo com esta
definicdo, z € também o conjugado de z; por isso, z e z dizem-se complexos conjugados. Para
z arbitrario,

2.2 = (x+iy)x—iy)=x* +y?. (1.1.15)

Assim, o produto de um complexo pelo seu conjugado € sempre um numero real.



Breve introducéo as variaveis complexas 1.2 Representacdo Geométrica

1.2 Representacdo Geométrica

Quando os complexos estdo em correspondéncia biunivoca com os pontos de um plano
cartesiano, este chama-se plano complexo ou plano z. Os eixos coordenados s@o os eixos real e
imaginario do plano z. Assim, para o complexo z =x+iy = (x, y), X € a projecdo de z sobre o
eixo das abscissas (eixo real) e y é a projecao de z sobre o0 eixo das ordenadas (eixo imaginario).
Obviamente, o complexo z=0= (0,0) representa a origem. Note que a cada ponto do plano z

corresponde um e um s6 complexo z, e reciprocamente.

Na figura (1.2.1), r € o comprimento do segmento da origem ao ponto z = (x, y), edéo
angulo de inclinacao desse segmento. Entdo, x =rcosd e y =rsend . Assim, um complexo ndo-

nulo z escrito em forma polar é

Z=Xx+iy=rcosd+irsend=r(cosd +isend), (1.2.1)

re € sdo as coordenadas polares de z.

Figura 1.2.1 Representacdo geométrica de numeros complexos como pontos no plano

complexo ou plano z.

plano z

y=rzend




Breve introducéo as variaveis complexas 1.2 Representacdo Geométrica

Da figura (1.2.1) , r=x>+y*, e se x=0, G:arctg(%). Sex=0e y>0,

9:%ﬂ+2k7z,enquantoquesex:Oe y<0, 9=%7z+2k7r, k=0, £1, +2,...Sez=0,isto

é,sex=y =0, 8 ndo é definido. O comprimento

r=+x’+y” (12.2)
é chamado mddulo de z; denota-se por |z| 6 (grandeza plurivalente) é chamada argumento de z
e se denota por 8 =argz.

O complexo z = x+ iy pode também ser encarado como o segmento orientado, ou vetor,
da origem ao ponto (x, y)no plano complexo; ou também como qualquer vetor obtido pela
translagio desse vetor paralelamente a si mesmo. Assim, o vetor do ponto (a,,b,) ao ponto
(a,,b,), que tem a, —a, como componente —x , e b, —b, como componente -y, representa o
namero z = (a, —a,)+i(b, —b,). (Ver Figura 1.2.2). O ponto inicial (a,,b,)do vetor é chamado

origem, e o ponto terminal (a,,b, )¢ a sua extremidade.

Figura 1.2.2 Representacdo geométrica dos complexos como vetores no plano z.

v plano z

(e, )

(.8 )

z=(a, —a)+ilb, -4 X



Breve introducéo as variaveis complexas 1.2 Representacdo Geométrica

As operacOes de multiplicagdo e divisdo podem dar-se interpretacdes geométricas simples
utilizando-se a forma polar (1.2.1) de um complexo. As igualdades (1.2.3) e (1.2.4) nos da um

importante instrumento para trabalhar com a forma polar.

(cos@, +isend, )cosd, +isend,)=cos(d, + 6,)+isen(6, + 6,), (12.3)
(cosé, —isend,)(cosd, —isend,)=cos(6, +6,)—isen(6, + 6,); o
(cosé, +isend, )cosh, —isend,)=cos(6, - 6,)+isen(6, - 6,), (1.2.4)
(cosé, —isend,)(cosd, +isend,)=cos(6, —6,)—isen(6, - 6,); o
para angulos arbitrarios 6, e 6, .
O teorema de De Moivre afirma que, para € e n arbitrarios, n inteiro,
(cos@+isend)" =cosnd £isennd, (1.2.5)
(cos@+isend) " =cos(—nd)+isen(-no) (1.2.6)

A demonstracdo de (1.2.5) é simples. Mostremos primeiro, por indu¢do matematica, que
(cose+isen 6)” =cosn@d+isennd. Suponhamos que, para algum inteiro k >1, se tenha
(cos@ +isen )< = coskd +isenké.

Entdo, para o proximo inteiro k + 1,

(cos@ +isend)" = (coskd +isenkd)(cosd +isen @)=
= (cosk@cos @ —senk@sen @) +i(senk@cos @ + coskfsen ) =
= cos(k +1)9 +isen(k +1)6.

Logo, se o teorema vale para algum inteiro k > 1, vale também para o préximo inteiro k +
1. E como, obviamente, é vélido para k = 1, isto é, (cos@ +isen@)" = cos@ +isen @, vale também

parak = 2 e, dai, para k = 3, 4, ..... Consequentemente, o resultado € valido para todo inteiro

positivo n, isto &,
(cos@+isend)" =cosnd+isennd. [1.2.5]

O resultado (cos@ —isend)" =cosnd —isenn@ decorre agora de (1.2.5), substituindo & por - 6.



Breve introducéo as variaveis complexas 1.3 Func¢bes de uma variavel complexa

Como as identidades trigonométricas sen(—¢@)=—seng , cos(— @)= cosg, sio validas qualquer
que seja ¢,

(cos@—isend)" =[cos(—&)+isen(— )" = cosn(-6)+isenn(-0)=
= cos(—n@)+isen(—-nd)=cosnd —isenné.

Seja z um complexo com representacdo polar r(cose+isen 49), com r :|z|. Entdo, uma

consequéncia direta de (1.2.5) e (1.2.6) é
2" =r"(cosn@ +isennd), (1.2.7)

2" =r"(cosné —isenn@) (1.2.8)

1.3 Funcdes de uma Variavel Complexa

Uma funcéo f de um conjunto A para um conjunto B é uma regra que associa um Gnico
elemento de B a cada elemento de A . Se z e w, sdo variaveis em A e B, respectivamente , a

expressao w = f (z)é usada para indicar que f € uma funcédo de A para B.

O dominio de definicdo de f € o conjunto A, e seu contradominio é o conjunto R de
elementos de B que f associa a elementos de A.

Uma variavel independente é uma variavel z definida no dominio de definicdo A de f ;
uma variavel dependente é uma variavel w definida no contradominio R de f .

Se R é subconjunto de B, a funcdo f de A para B é chamada uma transformacéo , ou
aplicacdo, de A em B ; enquanto que , se R = B, f se diz uma transformacao, ou aplicacéo, de A
sobre B.

Uma aplicacdo sobrejetora é também injetora, mas reciproca ndo é necessariamente
verdadeira.

Uma regra f que associa mais de um elemento de um conjunto B a um elemento de um
conjunto A é uma funcdo multiforme de A para B.

Se as variaveis z e w sdo complexas, chamam-se variaveis complexas, e f € uma funcéo

10



Breve introducéo as variaveis complexas 1.3.1 Representacdo Geométrica

complexa , ou mais precisamente , uma funcdo complexa de variavel complexa.

Se o0s pontos de A sdo numeros complexos e os de B sdo reais , f € uma funcéo real de
variavel complexa .

Se 0s pontos de A sdo reais e 0s de B sdo complexos, f € uma funcdo complexa de variavel

real .

Note que o conjugado z do complexo z é uma funcéo dez:

Ll

z=—paraz#0
z

=0 para z=0.

1.3.1 Representacdo Geométrica

E freqilente 0o emprego de graficos para ilustrar o comportamento e propriedades de
funcdes reais e complexas. Para o grafico de uma funcdo complexa de varidvel complexa séo
necessarias quatro dimensdes; isto é, duas para a variavel independente (uma para a parte real,
uma para a parte imaginaria) e duas para a varidvel dependente. Em outras palavras, as
quantidades complexas z (variavel independente) e w (variavel dependente) sdo representadas em
planos complexos separados, chamados plano z e o plano w. Entéo, a relacdo funcional w = f(z)
estabelece uma correspondéncia entre o plano (x, y) no plano z, no dominio D de defini¢do de
f(z), e os pontos (u,v) no plano w. Na prética, faz-se o grafico de f(z) determinando-se os
valores de w no plano w correspondentes aos valores de z em D do plano z.

A correspondéncia entre os pontos (x,y)e (u,v) é chamada uma aplicagdo, ou
transformagéo, dos pontos (x,y) do plano z nos pontos (u,v) do plano w, pela fungfo f. Os

pontos correspondentes chamam-se imagens um do outro.

11



Breve introducéo as variaveis complexas 1.4 Limites

1.4 Limites

Uma vizinhanga & N,(z,) de um complexo z, é um conjunto de pontos {z} que

satisfazem [z -z,|< 5.

Uma vizinhanga o restrita, NA(S(ZO) de z, € uma vizinhanga ¢ se z, da qual se exclui o
proprio ponto z,.

Um ponto z diz-se ponto interior de um conjunto S de complexos se existe uma
vizinhanga o de z que contem somente pontos de S.

Um dominio € um conjunto conexo por arcos cujos pontos sao todos interiores.

Uma regido € a unido de um dominio com um subconjunto de sua fronteira.

Se f e uma fungdo definida em todos os pontos z (exceto possivelmente z =z,) de uma regiéo R,

entfio um complexo w, é o limite de f(z) quando z tende para z,, isto &,

Ilm f(Z):Wo

717,

se, para cada ¢ >0, existe um & > Otal que | (z)—w,| <& sempre que ze Ns(z)nR.

Se existe o limite de z quando z — z,, ele € Unico.

Note que , se |f(z)-w,|<& vale para todo 2eNs(z,)NR e se 6,<5, entdo

|f(z)-w,|<& também vale para todo ze Ns(z)nR. Alem disso, comoltla(zo)mR é um
subconjunto de I/\\la‘(zo), a desigualdade |f (z)—w,|<¢ vale para todo ze Ns(z)) "R sempre

que for vélida para todo z IQI(s(zO) :

Se w= f(z)e &=g(z) sdo duas fungbes tais que lim f(z)=w, e lim g(z)=¢&,, entfo

12



Breve introducéo as variaveis complexas 1.5 Continuidade

(1) lim[f (2)+ g(2)]=w, +& (14.1)
¥y lim[f (2)-9(2)]=w, - &, (1.4.2)
3) lim[f (2)9(2)] = woés (1.4.3)
4 !Lﬂ{%} = \g—zo quando &, #0.

(5)se limg(z)=¢, e !Ir? f (&) existe e se hd uma vizinhanca restrita Klg(zo) de z,

tal que g(z) # &, para ze l(la(zo) entdo lim f[g(z)]:glir? f(&).

1.5 Continuidade

Uma funcéo f, definida em uma regido R, é continua num ponto z, € R se, e somente se,

satisfaz as seguintes condigdes:
@) f(z,) existe @ lim f(2)= f(z,)

-2,

Isto é para cada £>0, existe um o&>O0tal que [f(z)-f(z)<e para todo

zeNs(z,)nR. O nimero &, que corresponde a um & dado, pode, também , depender do ponto
Z,.

Uma fungéo que ndo é continua em z, é descontinua ai ( ou tem uma descontinuidade
em z,).

Uma funcao f(z)é continua em uma regido R se 0 é em cada ponto de R.

A composta de duas funcGes continuas é continua; isto €, se uma funcéo f é definida numa

13



Breve introducéo as variaveis complexas 1.6 Diferenciacdo

regido R, e para todo z em alguma vizinhanga N de um ponto z, o contradominio de uma fungéo
g estd em R, entdo a composta f[g(z)] é definida quando z esta em N e é continua em z,
quando f e g sdo continuas em g(zo) e z, respectivamente.

Seja f definida numa regido R. Se, para todo £ e Re para todo >0 existe um 6 >0,

onde &=5(¢), independentemente de &, tal que |f(z)- f(&)<epara todo zeNs(£)NR,

entdo f é uniformemente continua em R.

1.6 Diferenciacao

Se uma funcéo f é definida numa regido R e z ¢ um ponto na vizinhanga N s(z,)de um

ponto fixo z,, Ns(z,) € R, entdo a derivada f*, ou df

f'(zo): ||m f(z)_ f(20)1

117, Z-— Zo

OIZ,defem z, €

se o limite existe. Escrevendo Az =z -z, (variagdo ou acréscimo de z, ) e Af = f(z)- f(z,)
(variac&o ou acréscimo de fem z,), a derivada f'(z,) de fem z, se escreve
A
f'(z,)= —.
@)=lim;
As regras para diferenciacio de fungdes complexas f,(z) e f,(z), supondo-se existirem

f'.(z) e f',(z), sdo

@) %(c) =0, onde c é qualquer constante complexa. (1.6.1)
®) e, 2)] = - [1,(2)] (162)
dz- dz-

14



Breve introducéo as variaveis complexas 1.6.1 As Equacbes de Cauchy-Riemann

© 6= L= (L] (6] (163)
(d) %[fl(z)- B@)]= FL(@2)5)+ L@)f(2) (16.4)
e i fl(z) — fz(z)f'l(z)— fl(z)f'z(z) esde que 7)==

(e) dz[fz(z)} o0l desde que f,(z)=0. (1.6.5)

1.6.1 As Equac0Oes de Cauchy- Riemann

Uma condig&o necesséria para que uma fungdo f(z)=u(x,y)+iv(x,y) seja diferenciavel
num ponto z = x+1iy num dominio D é que, em D, as derivadas parciais de u e vem relacdo a x e
y existam e satisfagam as equacgdes de Cauchy-Riemann
ou_ov o u_ o
oXx oy oy OX

Se as derivadas parciais em (1.6.1.1) sdo continuas, entdo as condi¢Ges de Cauchy-

(1.6.1.1)

Riemann sdo suficientes para que f(z) seja diferenciavel em D.

As fungbes u e v dizem-se conjugadas; conhecida uma, pode-se determinar a outra, a
menos de uma constante, de modo que f =u+iv seja diferenciavel.

Para mostrar que se a fungdo f(z)=u(x,y)+iv(x,y)é diferenciavel no ponto z = x +iy,

entdo as equacdes de Cauchy- Riemann (1.6.1.1) séo satisfeitas no ponto z, € simples.

Como f'(z) existe, ||mw também existe, e € igual a f'(z). Escrevendo as

partes reais e imaginarias de f'(z) e f(z) e as partes real e imaginaria de z’ e z,

f'(z)= |Z| m Ju(x',y)- u((xx_y)/())] : Il([\;(i(y )y) —v(x,y)]

Este limite se calcula de duas maneiras. Se X’ = x, entao
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Breve introducéo as variaveis complexas 1.7 Integrais

[l y)—u(xy)l+ilvx y)-vix y)]

He)= lim i(y-y)
i YY)V y) e ulxy)-u(xy)
B Iylm y-y Iylm y-y

pois os dois Ultimos limites existem. Eles sdo ov/dy e du/dy . Portanto,

f'(z) ov .ou

SR L (16.1.2)
o oy
Sey’ =y, entado
, . u(x', y)—=ulx, y)[+ifvix', y)—vix,
f(z)zllm[( y) (y)XI_[( y)-v(x,y)]
e U Y)-u(xy) e V(K y)-v(xy)
- lem X'=X ! Iylm X'=X
Pois os dois Ultimos limites existem. Esses limites sdo du/ox e dv/ox . Portanto,
ou .ov
f'(z)=—+i—. 1.6.1.3
@) 8x+lax ( )

Comparando (1.6.1.2) e (1.6.1.3),

u_ovoa_
ox oy oy  ox
0 (ue prova se f'(z)existe em um ponto z, as equagdes de Cauchy- Riemann sdo satisfeitas nesse

ponto.

1.7 Integrais

1.7.1 Curvas no Plano Complexo

Uma curva C no plano z complexo é um conjunto de pontos
x=x(t), y=y(t), a<t<b, (1.7.1.1)

com z e y fungdes continuas da variavel real t no intervalo fechado [a,b]. Como z = x +iy,
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Breve introducéo as variaveis complexas 1.7.1 Curvas no plano Complexo

(1.7.1.1) pode escrever-se como
z=12(1) , a<t<b. (1.7.1.2)

O ponto z(a) é chamado ponto inicial de C , e o0 ponto z(b) ponto terminal de C . z(a) e
2(b) sdo as extremidades de C .

Se z(a) = z(b), C diz-se uma curva fechada; caso contrario, um arco.

Se existem dois valores distintos de t,t, e t, com t, <t,e t, #a,t, b, em [a,b], tais
que z(t,) = z(t,) diz-se que a curva C se intercepta.

Um arco que ndo se intercepta diz-se um arco simples, ou arco de Jordan.
Uma curva fechada que ndo se intercepta diz-se uma curva fechada simples, ou curva de

Jordan.

Uma curva diz-se suave se z'(t) existe, é continua e ndo se anula para nenhum t em
[a,b].
Uma curva diz-se retificavel se tem comprimento finito L ; isso é , se a integral
b - 2 - 2
L=[ IXOF +[y Pt

existe . Se C é suave , é retificavel , pois a integranda ainda acima € entdo funcéo continua de t

em [a, b], 0 que € suficiente para assegurar a existéncia da integral .

Sejam C;,C,,...,C, narcos suaves tais que o ponto terminal de C; coincida com o ponto

inicial de C,,,,

j=12..,n=1 . A unido desses n arcos suaves € uma curva seccionalmente
(parcialmente) suave , se chama um contorno .

Se um contorno ndo se intercepta , € chamado contorno simples. Se o ponto terminal de
C,, coincide com o ponto inicial de C, o contorno se chama contorno fechado.

Um contorno fechado que néo se intercepta chama-se contorno fechado simples; isto é ,
um contorno fechado simples € uma curva de Jordan parcialmente suave, retificavel.

Nota: A palavra curva significard aqui sempre curva retificavel.
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Breve introducéo as variaveis complexas 1.7.2 Integracdo Complexa

1.7.2 Integracdo Complexa

Se [a,b]é um intervalo fechado e {t,.t,,...,t,} € uma seqiiéncia finita crescente de valores
taisque t, =a e t, =D, entdo o conjunto de intervalos {[tj_1 —th}, j=1,2,...,n € chamado uma
decomposicdo p, do intervalo [a,b].

O maior dos ndmeros t; —t;,,j =1, 2,.., né chamado norma de P, e se indica por

P

Qualquer conjunto de n numeros formado pela escolha de um nimero t'; de cada
intervalo [tj_l,tjj,j =1, 2, ..., néchamado um refinamento Q, da decomposi¢do P, .Se Q, =
{t', .t',,...t'" } éum refinamento de uma decomposicdo P, = {t,.t,,...t,,.t, } de [a,b], entdo

15n-11"n

a=t, <t <t,<.<t <t =b e t <t <t; j=1,2,..n

Seja z:z(t), ast<b, umcontorno C e Q, um refinamento da decomposicdo P,

de [a,b]com norma

P

. Denotemos z(t;) por z;, j=0,1,2,..,n,e z(t';) por z';.Entdo,

a soma de Riemann , baseada em P, , para qualquer funcdo f definida paratodozemCé
S(f,P.Q))=2, f(Z'j)(Zj —Zj_1)=2 f(z'j)Azj (1.7.2.1)
=1 j=1
onde Az, =z;-z;,,, j=1,2,.,n
Se um numero J é tal que , paratodo ¢ >0 , existe um & >0 tal que

3-S(f,P,.Q,)|<¢

para todas as decomposi¢des P, e todos os refinamentos Q, de P, para os quais <o ,entdo

P

fse diz integravel sobre C e o nimero J € a integral de f sobre C , escreve-se
J=J.Cf(z)dz ou J:Lf(g)dg ou J:Lf

SeC: z=z(t)+iy(t), a<t<b , éum contorno qualquer , entio C tem um “sentido”

18



Breve introducéo as variaveis complexas 1.7.3 Integrais Curvilineas Reais

isto é , quando t varia de maneira crescente de a para b, o ponto z(t) se move ao longo de C

de alguma maneira (em algum sentido). Define-se como segue uma curva C™ que tenha 0 mesmo
lugar , ou conjunto, que C , porém sentido oposto .

Se C° é a curva parametrizada por s=-t—b<s<-a, e cuja equacdo &

=7(s)=x(~s)+iy(~s) , entdo o lugar de C~ é o lugar de C, mas o ponto inicial de C~ é

N
I

Z(-b)=1z(b) (que é o ponto terminal de C ) e o ponto terminal de C™¢é Z(—a)=z(a) (que é o
ponto inicial de C) .
A mudanca de varidvel de t para -t inverte entdo o sentido em uma curva e permuta 0s

papeis dos pontos inicial e terminal.

A curva C™ diz-se reversa, ou oposta , ou negativa , da curva C .

1.7.3 Integrais Curvilineas Reais

Passaremos em revista as integrais curvilineas reais para mostrar a existéncia de integrais
de fun¢des de uma variavel complexa.

SejaC:x=x(),y=y(t), a<t<b ,umcontorno,e P, :a=t, <t <..<t , <t =b
uma decomposicdo qualquer do intervalo fechado [a,b]. Representando por (xj,yj) 0 ponto
(x(t;) ylt, ), a decomposicdo P, define uma sequéncia (xq, Y, ) (%Y, )-.,(x,.,y,) de pontos no

plano xy e cada um desses pontos pertence ao contorno C. Seja Q, :t', <t',<..<t'  <t' com

]
n-. n

t,, <t';<t;,j=12,.,n. um refinamento de P,. Entdo , Q, define uma seqléncia

n

(x, ¥y, ) (x5, ¥, ) (X, y', )de pontos do plano xy e cada um desses pontos pertence ao

contorno C .

Seja f(x, y) uma funcdo definida em todos os pontos do contorno C ; formemos a soma

‘]n = i f(X'j ly'j )ij ' (1731)

j=1
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Breve introducéo as variaveis complexas 1.7.4 O teorema da integral de Cauchy

onde AX; =X;-X,,,j=1,2..,n.Observe que, em geral , esta soma depende do contorno C
e dos pontos (x;,y;) € (X',Y';). Se existe o limite Jde J, quando "P”—)Oe se o valor J

ndo depende dos pontos (x;,y;) e (x';,y';), entdo, a integral curvilinea de f(x,y), em

relacdo a x , ao longo de C, existe e seu valor € J. Simbolicamente.

Lf (x, y)dx=1im>. f(x'j , y'j)ij. (1.7.3.2)
[P||—0 j=1
Analogamente , a integral curvilinea de uma funcao g(x, y)em relacdo ay,aolongo deC, é
Lg(& y)dy = lim>o(x;.y'; Ay, (1.7.3.3)
P||—0 j=1

Na pratica integrais curvilineas das formas (1.7.3.2) e (1.7.3.3) costumam aparecer em

conjunto como uma soma L f(x,y)dx+Lg(x,y)dy, e se escrevem usualmente

J.f (x y)x-+ g(x, y)dy.

1.7.4 O Teorema da Integral de Cauchy

O teorema da integral de Cauchy afirma que, se C é um contorno fechado (ndo
necessariamente simples) contido em um dominio simplesmente conexo onde f seja analitica,

entéo
L f(z)z =0.
Um conjunto diz-se aberto se todo ponto seu € ponto interior.
Um conjunto € conexo se dois pontos seus quaisquer podem ser unidos por um arco
inteiramente contido no conjunto.
Um dominio é um conjunto conexo, aberto, de complexos. Assim, 0s abertos s&o ambos
conexos e , dai, sdo ambos dominios.

Um dominio D diz-se simplesmente conexo se todo ponto interior de todo contorno
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Breve introducéo as variaveis complexas 1.7.5 A formula Integral de Cauchy

fechado inteiramente em D também pertence a D. Equivalentemente, um dominio D no plano z
finito é simplesmente conexo se seu complementar em relagdo ao plano z prolongado é conexo.
Intuitivamente, um dominio simplesmente conexo ndo tem “buracos”. Assim, o dominio D é
simplesmente conexo porque ndo tem “buracos” e porque seu complementar em relacdo ao plano
z prolongado é o conjunto conexo que consiste da unido da curva C e seu exterior, inclusive o

ponto no infinito.

1.7.5 A Formula Integral de Cauchy

A formula integral de Cauchy afirma que, se uma fungdo f(z) ¢ analitica em todo ponto

de um contorno fechado simples C e de seu interior, e se z, é ponto interior de C, entdo

f(zo)=2i7Zi C—Zf_(zz) , (1.7.5.1)

onde a integral € tomada no sentido positivo ao longo de C.

Esta formula mostra que se uma fungéo € analitica sobre um contorno fechado simples e
em seu interior, o valor da funcdo em qualquer ponto interior ao contorno fica completamente
determinado pelos valores que a fungdo toma no contorno. Além disso, proporciona uma férmula
para calculo do valor da funcdo em qualquer ponto interior, em termos de seus valores de

contorno.

1.8 Seqléncias e Séries
1.8.1 Definicao

Uma seqliéncia infinita (ou simplesmente seqliéncia) de complexos é uma funcéo

complexa f cujo dominio é conjugado J de todos os inteiros positivos. Assim, a funcéo f(n)
definida para todo inteiro positivo n = 1,2,3,..., € uma seqiéncia. Escrevendo z, = f(n), a

seqiiéncia f(n) é representada por {z,}=1{z,,2,,2,,...Z,,...} .
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Breve introducéo as variaveis complexas 1.8 Sequéncias e Séries

Por exemplo, se f é uma funcdo definida para cada inteiro n por f(n): n, a sequéncia

f(n) é fn={12,3,....n,...}. Se g é uma fungéio definida por g(n)=1i", entdo g(n)¢ a seqiiéncia
b= fi—1-ii....).

Os termos de uma seqiiéncia {z" | = {2,,2,,...,2,,...} S80 2,25, Zp e

O contradominio R de uma seqiiéncia {z, } é o conjunto de termos distintos de {z, }.

Uma seqiiéncia {z, } é limitada se , e somente se, seu contradominio o é.

O contradominio R de uma seqiiéncia {z, } é finito se contém apenas um namero finito de
termos , ou valores, distintos; caso contrario, € infinito.

Uma sequéncia cujo contradominio é finito é sempre limitada, enquanto que, se o
contradominio € infinito, a sequiéncia pode ser , ou ndo, limitada.

Uma seqliéncia {zn} é chamada sequéncia fundamental , ou seqliéncia de Cauchy, se, para
cada ¢ >0 arbitrario, existe um N > 0 tal que

|z, -z,|<eparatodon>N e m>N.

A seqiéncia {z,}=1z,,2,,2;....2,,...}  convergente, e converge para o limite L, se, para
cada ¢ >0 existe um inteiro N >0 tal que |z, —L| < eparatodon > N.

A convergéncia de uma seqliéncia {zn} para o limite L é representada por

z,>L{z.}—»>L ou|imz=L.

n—ow

Quando uma seqiiéncia ndo converge para o limite L, diz-se divergente, ou que diverge.

Diz-se que uma seqiéncia {zn} diverge para o infinito (escreve-se {z,}— o ), se, para
cada M > 0, existe um N > 0 tal que |z,|> M para todo n > N.

Por exemplo, as seqiiéncias {nj={1,23,...,n,..} e {L-nij={-il-2i1-3i,..1-ni,.}

divergem ambas para infinito.

Diz-se que uma seqiiéncia € oscilante, ou que oscila, se ndo converge nem diverge para
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Breve introducéo as variaveis complexas 1.8.1 Definicdo

infinito. Por exemplo, as seqiiéncias {(-1)"}= {—1,1,—1,...,(—1)”...} e fi"f=fi-1-i1..i"..} sio

oscilantes.

Kk
Se {z,}=1{z,,2,,..,2,..} € uma sequéncia infinita e se S, => z,,K=12,..,, entdo, a
=1
seqiiéncia {S, }= {S,S,,....S, ..., € chamada uma serie infinita.
k
Otermo S, = Zzu ¢ chamado soma parcial de ordem k da serie infinita {S, }.

v=1

A série infinita {S,} ¢ dita convergente se a seqiiéncia converge. Se a seqiiéncia {S, }

converge para S , entdo S, entfo S se diz soma da série {S, }; a série entdo converge para S. Em tal

caso, escreve-se S =ZZU =2,+2,+12;+.... Usualmente, ndo se faz distincdo entre a série

v=l

infinita S e a sua soma. Isto é, )z, tanto pode representar a série infinita {S,} como a sua
v=1

soma S (quando esta Gltima existe). A série infinita Zzu converge para S , oscila ou diverge,

v=1

Kk
conforme a sequiéncia {Sn} de somas parciais S, = z z, convirja , oscile ou divirja.

v=l

Se {z,}=12,,2,,....2,,....€ se {z',}=1,7',,..,2', ... s40 duas seqiiéncias , usaremos a
anotago seguinte:
2, +2 V=2, +7' 42, + 7' ,.2, + ', +...

1
notee

{z,7' . }=27',2,7',,..,2,1

{Z—“}ziz—zz—” desde que z',#0, n=1,2, ...
7 7', 1

n

2,}=-2,-2,,01,..
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Breve introducéo as variaveis complexas 1.8.2 Critérios de Convergéncia

1.8.2 Critérios de Convergéncia

Uma série infinita Zzu se diz absolutamente convergente se a sériez

ZL)

converge. Se

apenas a primeira série converge, ZZU se diz condicionalmente convergente. Se a série de

valores absolutos converge, a primeira série também converge.

O critério de comparacdo para convergéncia absoluta: Se a sérierU é absolutamente

<K,

convergente e Zzu e uma seérie tal que, paraum dado k > 0, |z, paracadav=1,2,3, ..,

entdo aserie Z z, também é absolutamente convergente .

Duas séries muito usadas para a determinacéo de convergéncia absoluta sdo
(a) a série geométrica
PIRAES AR AR ARSI

que é absolutamente convergente para |z| <1 e divergente para [z|>1 e

(b) a série S

1 1 1 1 1
ZV—S=1—S+2—S+3—S+...+n—S+...,

que é absolutamente convergente para S > 1 e divergente para S <1.

O critério da razdo de D"Alembert: A série ZZU converge absolutamente se , para todo

inteiron > N, onde N é um inteiro positivo fixo ,

z. +1

n

z

0, (1.8.2.1)

n

onde p éindependentedene 0< p<1.

Desigualdade de Abel: Se A= max

1<r<n

)
S|, onde S, =>"a,, ese {x,} é uma seqiiéncia de reais tais
=1

que X, =X, > X; >...>0, entdo
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Breve introducéo as variaveis complexas 1.8.2 Critérios de Convergéncia

< AX,.

Z au XU
v=1

O critério de Dirichlet: Se {xn} € uma seqliéncia ndo-crescente de reais positivos que converge

n
2.8,
v=1

para zero e se existe k real positivo tal que , para todo n , <k, entdo a série Zauxu

v=l

converge.

00

Se Zuu é uma série , u= f(v) é uma aplicacdo 1—-1 dos inteiros positivos sobre 0s
v=l

inteiros positivos, e v, =u,, entdo a série > v, se diz um rearranjo da série > _u,
=1 v=1

Se ZZU ¢ condicionalmente convergente , o rearranjo da ordem de seus termos dara
uma seérie que podera divergir ou convergir para uma outra soma .

Se Zzu é absolutamente convergente, a ordem de seus termos pode ser rearranjada ,
dando uma nova série , que tera sempre a mesma soma que a original.

Um amélgama > u, das duas séries > x, e D'y, € um rearranjo das séries
X, +Y,+X,+Y, + X+ Y, +...com as propriedades:

1) u, =%, u, =% e k,>k, implica n,>n,,

(@) u, =Y, U, =Y € k,>k implica n,>n,.
Por exemplo, um améalgama das duas séries Z ln Z ( é a série
7 ~n(n+1
= 11 1 1 1 1 1 1
DUy=t——t——+ S +—t—+—+—+
2 12 23 2° 34 45 2° 56
porgue esta série € um rearranjo da serie

1,1,1,01 11 1

n=1

= : ot ——+.,
2 12 2° 23 2° 34 2° 45
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: - , iy > 1 = 1
e tem as duas propriedades indicadas. Isto e, os termos das series Z — e Z
o 2 m n(n+1)

o0 0

aparecem na mesma ordem em Y u, gue em)_

e Y !
n=1 n=1 2n n=1 n(n+1)

respectivamente. Outro

amalgama das duas séries é

1 1 1 1
— 4+ —+

1 1 1 1 1 1 1
ot I s e e e el
2 2° 20 12 23 34 20 20 2° 45 56 6.7

1.8.3 Convergéncia de Sequiéncias e Seéries de Funcdes

Uma sequéncia de funcdes {fn} em um conjunto E de complexos € o conjunto
{f,, fy,.., ...} de fungbes f (z) ,n=1,2,3, .., definidas para cadaz umE .

Se a seqliéncia numérica {fn(z)} = {fl(z), f,(2),..., fn(z)} converge para f (z)para cada
z em um subconjunto R de E , entdo f (z) é chamada o limite da sequéncia {fn} emR e se

escreve f(z)=]jm f.(2). Isto é, {f.} converge para f em R se, dado &>0, existe um

n—oo

N >0, dependendo de & e de z , tal que, para cada z em R, |f (z)- f(z) <& para todo
n>N =N(ez).
A seqléncia {fn} converge sempre , se 0 subconjunto R é todo o plano z .
f

A sequéncia {f,} divergeem z=2, se z, ¢ R.
A sequéncia {f } diverge sempre se R € o0 conjunto vazio .

n

A série Y f, é absolutamente convergente em R se »'|f, (z)| é convergente para cada
r=1 r=1

zeR.

A série Z f, e condicionalmente convergente em R se a série numérica Z f, (z,) e
r=1 r=1
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Breve introducéo as variaveis complexas 1.8.4 Séries de Poténcias

condicionalmente convergente em R.

A série Z f, € divergente em R se a série numérica Z f, (z,) é divergente emR.
r=1 r=l

Seja {fn(z)} uma sequéncia de funcbes continuas em um regido R do plano z.
Suponhamos que essa sequiéncia convirja para uma funcdo f (z) em R. Pode-se concluir dai que
f (z) ndo é necessariamente continuaemR ?

Uma seqtiéncia de fungdes {f, (z)} converge uniformemente para uma fungdo f (z),para

todo z, em uma regido R, se , dado um & >0 arbitrariamente pequeno , existe um N > 0, inteiro,

que pode depender de &, mas ndao de z, tal que

f,(z)- f(2)| <& paratodon >N etodozemR.

A convergéncia uniforme é uma propriedade de uma seqiiéncia em uma regido , ou em
um conjunto ; a convergéncia € uma propriedade de uma seqiiéncia em um ponto . Assim , a

afirmacgdo “uma sequéncia converge uniformemente em um ponto z,” implica a existéncia de
uma regido , contendo o ponto z, na qual a seqtiéncia converge uniformemente.

Uma sequéncia converge ndo- uniformemente em um ponto z, se ela é convergente ai ,
mas ndo existe nenhuma regido contendo o ponto z, onde a sequéncia seja uniformemente

convergente .
Uma série de funcdes converge uniformemente em um conjunto ou regido R se a

sequiéncia de suas somas parciais converge uniformemente emR .

1.8.4 Séries de Poténcias

Uma série de poténcias é uma série infinita da forma

ian (z- zo)n , (1.8.4.1)

n=0
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Breve introducéo as variaveis complexas 1.8.4 Séries de Poténcias

onde z, ¢ um complexo fixoe os a, ,n=1, 2, 3,..., sdo nimeros complexos dados.

O circulo de convergéncia, C :|z—zo| =R, € o maior circulo centrado em z, em cujo

interior a série (1.8.4.1) converge em cada ponto. (V. Fig. 1.8.4.1).

O raio de convergéncia R € o raio do circulo de convergéncia da série de poténcias. (V.
Fig. 1.8.4.1)

Figura 1.8.4.1 O circulo de convergéncia C e o raio de convergéncia da série de poténcias

ian(z—zo)n

n=0

O teorema de Taylor afirma que, se f(z) ¢ analitica em todos os pontos interiores a um

circulo C de centro z, e raio R, a série de poténcias

Sa2-2) = o)+ E)e-2)+ 5 1@ )e- 20 ot £ 02— 2) +
converge para f(z) em todo ponto z interior a C.

Esta série também se chama desenvolvimento de Taylor para a funcao f na vizinhanca de

Z,, € Seescreve freglientemente como
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Se se desenvolve uma fungéo f em série de Taylor na vizinhanga do ponto z, =0, a série

é f(z)=1(0)+ i% f)(0)z". Tal série também se chama série de Maclaurin.
v=l V=

Desenvolvendo as seguintes funcfes em série de Maclaurin:

(a) e’
A n-ésima derivada de e’ é ddi —e?, f(0)=e’=1 para n=123,...e f (0)=e®=1.
z
z - 1 \
Portanto, e* =1+> =z".
v=l V!
(b) senz

A n-ésima derivada de senz é

n
% =(- 1)%(”‘1) cosz  senéimpar
z

=(- l)%” sen z se n é par

f(0)=(-1)2" se n é impar
=0 senépar
2v-1

1 M 0
Portanto, senz = -1 E(“‘l)z— .Fazendo u=2v-1, senz= —1) z .
,,%w( ) ! : VZ:;( ) (2v-1)
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(c) cosz

A n-ésima derivada de cos z é

n
d”(cosz) ((jcons 2) =(- 1)%(””) senz se n é impar
z
1
=(~1)2" cos z se n é par

f™(0)=0 se n é impar

=(-1)2" se n é par

1 o4

Portanto, cosz =1+ Y (-1)2" ‘_  Fazendo u=2v,

upar zul .
1 © ( 1)V ZZV
COSzZ =1+ - .
2.0 5y
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Capitulo 2

Algebra Quaternionica

Os quatérnios ndo vieram ocupar o lugar que Hamilton sonhava na fisica, comparavel ao papel
desempenhado pelo calculo na mecénica, mas, mesmo assim, tiveram importancia decisiva em
pelo menos dois sentidos. Por um lado, eles deram origem ao calculo vetorial, e por outro lado, a
descoberta teve um papel decisivo no desenvolvimento da Algebra. Neste capitulo

apresentaremos alguns conceitos da teoria da algebra quaternidnica.

2.1 O conceito de gquatérnios

Os quatérnios foram idealizados por Willian R. Hamilton (1805-1865), em 1843, e sdo
definidos no espago R*, sendo algumas vezes simbolizados por H em homenagem ao seu criador.
Os quatérnios podem ser interpretados de varias maneiras. Entre elas pode-se considerar:
como um vetor de dimensdo quatro, um namero complexo com trés unidades imaginarias, ou um

—_

numero hipercomplexo . Considerando o escalar 1 e os versores, i, j, k como base do espa¢o

de quatérnios pode-se representar um quatérnio genérico por:

d=q+q,i+q,j+q,Kk=q+d=(a,d)=(a.9,9,.a,) (2.1.1)
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Algebra Quaternibnica 2.1 O conceito de quatérnios

onde g, d,, g, e g, sdo escalares reais e q,, g, € g, sdo componentes do vetor . Como pode-

se ver na Equacdo (2.1.1) sdo usados quatro modos para representar os quatérnios. Uma
caracteristica interessante dos quatérnios é que ele pode ser usado tanto para representar um
escalar, um niimero complexo na forma z = a + bi quanto um vetor do R®. Fazendo q = 0 tem- se

um vetor, chamado também de quatérnio puro ; considerando g, = g, = 0 tem-se um nimero
complexo e fazendo g, = g, = g,= 0 tem-se um escalar.

Assim como no caso de numeros complexos na forma z=a+bi, no qual i é a unidade
imaginaria (i = -1), os trés componentes imaginarios do quatérnio, denominados imaginérios
principais possuem a mesma propriedade. Além desta propriedade os produtos, dois a dois, de i, j
e k, seguem a mesma regra do produto vetorial. Deste modo pode-se admitir as seguintes
relagdes:

i=j’=k?’=-1 (2.1.2)
ij=—ji=k, ki=—ik = j, jk=—kj =i, ijk=-1

Dado o quatérnio da Equacdo (2.1.1), pode-se apresentar algumas caracteristicas e
propriedades fundamentais:

- parte escalar de q: q

- parte vetorial de a : a = qxi + qy] + qZE

- conjugado de : d=q-q,i-q,j-9,k=q-q=(9-a)=(a-9,-9,-0,) (213
-normade q: ‘a‘:\/qurqxz +q,” +0,° (2.1.4)
- quatérnio unitério: ‘a‘ = \/qz +9,°+q,° +q,” =1 (2.1.5)
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Algebra Quaternibnica 2.2 Representacdo matricial quaterniénica

Dados os quatérnios, 61 = (ql,al) e az = (qz,q_z') bem como as condicdes 2.2, pode-se
desenvolver a soma e o produto dos quatérnios, obtendo-se:
- soma de quatérnios:
6, +0, = (0,0 )+ (0. 05)= (0 + 0. 00+ 05 (2.1.6)

- produto de quatérnios:

- -

6,0, = (0.9 ) (0. &)= (@0, - 0000 0,0, + 0,0, + 6 x ;) (2.1.7)

2.2 Representacdo matricial quaternionica

E notdrio que um quatérnio pode ser representado por uma matriz real 4x 4.
Portanto em definindo:

1 000 0 10 0 0 0 10 0 0 0 1
1_01oo|_—1ooo __0001k_oo—1o
Tloo 1ol "o oo 1210 00 “Tlo 1 0 o0
000 1 0 01 O 0 -1 00 10 0 O
Podemos escrever,
q=q+0,i+q,j+q,K
1000 0 10 0 0 0 1 0 0 0 0 1
~_01oo+ —1000+0001+00—1o
% 01 0™ 0 00 —2™ 1 0 00" o 1 0 o0
000 1 0 01 O 0 -1 00 10 0 O
g 0 0 0 0 q, 0 0 0 q, O 0 0 0 q,
0 g 0 0 |-q, 0 0 0 0 q, 0 0 -g, O
0 0 g0 0 -q, -q, 0 0 O 0 g, 0 O
000 q 0 0 g, O 0 -q, 0 0)l|-g, 0 0 O
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2.2 Representacdo matricial quaterniénica

Algebra Quaternibnica

N\
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N >N
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E além disso verificamos as seguintes relagdes:

j2:k2:_l

.2_

-1

ik = j, jk=—kj=i, ijk

ij=—Ji=k, ki
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Algebra Quaternibnica 2.3 O anel dos quatérnios

0O 0 0 1yY0 1 0 O 0 10 0yO O O 1 0
Ki— 0 0 -1 0)|-100 ke -100 0O)J0 O -10 _ 0
0 1 0 0j0 O O - 0O 00 -1y0 1 0 O -1
-10 0 OANO O 1 O 0 01 oA-20 O O 0
0 0 1 0yo 0 0 1 0 0 0 1y0 O 1 O 0
ik = 0O 0 010 0 -10 k= 0 -1 0,0 0 01 _ -1
-1 0 00jJ0 1 0 O 0 1 0 Of-1 0 OO 0
0 -1 00A-10 0 O -1 0 OO -1 0 0 0
0 10 0OyYO O 1 00 1 0 O -1 0 0 O
ik = -100 O0OJ0 O O1)j-1 0 0 O _ 0 -1 0 O _ 1
o 00 -1y-1 0 O OO0 OO -1 0 0 -1 0
0 01 oAO -1 000 O1 O 0 0 0 -1

2.3 O anel dos quatérnios

O conjunto dos quatérnios H é definido como

H={9,9,,9,,9,)/a,9,,9,,0, € %},

onde

(a.9,.9,.0,)=(a"a'.a,.9,) = a=0a'q, =0, a,=0',.0, =q",
cujas operacgoes de adicdo e multiplicacdo sdo definidas da seguinte forma:
(@.0,.9,.9,)+ (@ a,.a,.9,)=a+q.q, +a,, a,+a,,q,+q}

(9.9,.9,.9, )@, .9, .9", )= (ag'-9,9',~0,9',~0,9', ,49', +0,9'+9,0', 0", 4,
q9',+9'q, +9,9',-0', 9,,99',+4,9'+9,9',—4', d, )
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Algebra Quaternibnica 2.3 O anel dos quatérnios

Sendo assim , H satisfaz a todos os axiomas de um anel (ver, p.ex.,[8]), e suas
propriedades associativa e distributiva da adicdo e multiplicagdo, sendo comutativa apenas a
operacgéo de adicéo.

O ndmero quaternidénico (0,0,0,0) é o elemento neutro da adi¢éo e (1,0,0,0) a unidade da
multiplicacdo , e existe ainda o inverso aditivo e multiplicativo para cada elemento ndo-nulo em
H.

Um anel quaterniodnico é representado por (H -+, ) Dizemos que é um anel com divisao

Oou um corpo ndo comutativo. E para ser um corpo basta apenas da propriedade comutativa da

multiplicacdo, por (2.2.2) temos:

(0,1,0,0)(0,0,1,0)# (0,0,1,0)(0,1,0,0)

Definimos as bases como:

(1,0,0,0)
(0,,0,0)

(0,0L0)<> j;
(0,0,01) > k;

-1
1

(2.3.3)

E representamos um ndmero quaternidnico a= (q,qx,qy,qz), com q,q,,9,,9, € R por

q=(9,0,0,0)1,0,0,0)+(q,,0,0,0)0,1,0,0)
+(q,.000)001,0)+(g,.0,0,0(0,0,04) (2.3.4)

=0+q,d+q,j+qg.k
onde q é a parte escalar do quatérnio a e r=q,i+q,j+q,k asuaparte vetorial.

Geometricamente pode-se identificar r como o raio vetor tridimensional de componentes

0y d, €0, .
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Algebra Quaternibnica 2.3 O anel dos quatérnios

Sendo assim, podemos representar H como a soma direta
H=RoV (2.3.5)
sendo R o corpo dos reais e V um espaco euclidiano tridimensional.

E se multiplicarmos as unidades quaternionicas i, j, k, utilizando (2.3.2), obtemos

i2=j2=k2=-1,

ij=k, ji=-k,

Ki=j, ik=—]j, (2.3.6)
jk =i, kj=-i,

Ki=j, ik=-]j.

Definicdo 2.3.1 (quatérnio conjugado) — O quatérnio conjugado g de um quatérnio

E'i:(q’qx’qy!QZ):q_'_(lxi-i_qy_J:—’_C]zE € 0 nimero a:(q’_qx’_qyl_qz):q_qxi_qy_j_qZE

Definigéo 2.3.2 (norma) — A norma |q|de um quaternio a: (q,qx,qy,qz): q +qxi+qy]+qZE éo

ndmero real |q| = \/qz +0,°+q,° +q,’

Propriedade 2.3.1 — Dados dois numeros quaternionicos g, e g,, temos que:

0,0, = 0,0, 2.3.7)

Propriedade 2.3.2 — Dado um numero quaternionico g,, temos que:

00, = 0,0, = o] (2.3.8)
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Algebra Quaternibnica 2.3 O anel dos quatérnios

Dados dois numeros quaternionicos g, =q+d,i+q,j+d,k e q,=q+q'i+q’, j+q’, K
enunciaremos as seguintes operacGes algébricas, definidas no conjunto H, de acordo com a

representacédo (2.3.4):

Adicéo:
0+, =(@+a)+(a, +a,)i+(a, +a, )i+(a, +a,k;
Multiplicacao:
6.0, =(ag™a,9",~a,0',~a,9", )+ (a0, +0,9+0, 0, -0, q, )
+(ag’,+q'a, +9,0, 9", 9, )j + (ag’, +a,9"+a,9’,~a", g, K;
Divisao:

—

i _ & i: qq'+qxq'x+quly+qquz n _qqlx+qxq'_qulz+q'y g, |
q d: d, 9%+q'°+0',*+q",° 9%+q'°+0q',*+q',°
[—q¢y+¢qy—qz¢x+q;quj+(—qq;+qzq>qx¢y+q;qy]k

Q%+, 40, +q] Q%+, 40, +q]

Note que em H, existem trés copias do corpo C, que sao dadas por:
la+a,i/a,0, e}, {a+a,i/qa,eRf e {g+g,k/q.q, eR}
Podemos ainda definir o conjunto Q, = {1,—1,i,—i, j,—j,k,—k}c H . Este conjunto com as

operagdes induzidas de H formam o subanel® (Q,,+..) de (H,+,.) , ou seja:

Q) < (H+) (2.3.9)

'Um subconjunto S # @ de um anel (SR,+,.)é um subanel de ‘R, se S é um anel, com as operagdes

induzidas de ‘R .
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Algebra Quaternibnica 2.4 Funcédo de uma variavel quaterniénica

2.4 Funcdo de uma variavel quaterniénica

Seja E* — H um espaco quadri- dimensional e q € E*uma variavel que assume a forma
q=u, +U,i+U;j+u,k (2.4.1)

com u; eR (i=1,2,3,4) . Uma fungdo quaterniénica f: E* —H ¢é um mapeamento que faz
corresponder a cada g E* um nimero quaterniénico w = f(q), isto é:

f: E* 5H
(ul’u27u3’u4)H f(ul!uz!u31u4)

Sabendo que w é uma funcdo de variaveis quaternidnicas, nés o decompomos em uma

parte escalar ¢(q) e em uma parte vetorial w(q) , ou seja,

f(a)=g(a)+w(a)

onde ¢(q)=f,(q), wl(a)=if,(q)+ jf,(a)+kf,(q) e as f:R* >N sdo fungdes

coordenadas de valores reais.

2.5 FuncgOes quaternidnicas regulares

Definimos o operador quaternionico I" , de acordo com a teoria de Fueter [7] como:

I'= 2 +1i 0 + ] 0 +k 0 (2.5.1)
ou ou, “ou, ou,

39



Algebra Quaternibnica 2.5 Funcgbes quaternidnicas regulares

Veremos a seguir algumas definicoes.

Definigédo 2.5.1 (regularidade a esquerda) — Uma funcdo de variaveis quaternionicas f, tal que
f = f +if, + jf, +kf, comas f :R* — R parcialmente diferenciaveis, é regular a esquerda se:

If =0 (2.5.2)

Explicitamente, (2.5.2) apresenta-se como:

rf =2 49 +j 0 k2 (f, +if, + jf, +kf,)
ou ou, “ou, ou,

_ of, o, o o, i 6f2+6f1+8f4_8f3 N (2.5.3)
ou, ou, ou; oau, ou, ou, ou, ou,

j 6f3_af4+afl+af2 LK 8f4+8f3 _of, o 0
ou, ou, ou, ou, ou, ou, ou, oau,

Definicdo 2.5.2 (regularidade a direita) — Uma funcdo de variaveis quaternionicas f, tal que
f = f +if, + jf, + kf, comas f :R* — R parcialmente diferenciaveis, é regular a direita se:

fr=0 (2.5.4)

Expandindo a equacéo (2.5.4) temos:

T = (f, +if, + jf, +kf, 0 ,if +j 0 k2
ou, ou, “ou; ou,

_ of, of, o o, i of, N of, o, N of, N (2.5.5)
ou, ou, ou, ou, ou, ou, ou; oau,

j 8f3+8f4+8f1 _of, LK of, oy, +af2+afl 0
ou, ou, ou, oau, ou, ou, ou, oau,
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Algebra Quaternibnica 2.6 Integracdo e diferenciacdo quaternidnica

Dizemos que a funcdo f ¢é regular, se a funcdo f for regular a direita e a esquerda

simultaneamente.

2.6 Integracdo e diferenciacao quaternibnica

Mostraremos alguns resultados obtidos em um espaco hipercomplexo por Borges e
Machado [14], onde podem ser vistos como uma extensdo quadri- dimensional de conceitos
estabelecidos em um plano complexo associados a fun¢des quaternidnicas que observam relagdes
do tipo Cauchy- Riemann generalizadas.

E para esta classe de funcGes apresentaremos defini¢es sobre derivacdo hipercomplexa.

Conforme definimos na secdo (2.4), seja f uma funcdo sobre o anel dos quatérnios.

Entdo definiremos duas integraisj fdze J'dzf , J& que o grupo dos gquatérnios € nao comutativo:

[ fdz = [(f, +if, + jf; +kf, Xdu, +idu, + jdu, +kdu,)

- I(fldul — f,du, - f,du, - f4du4)
+i[ (f,0u, + f,du, - f,du + fdu,)

(2.6.1)
+ [ (f,du, + f,du, + f,du, - f,du,)
+ k[ (f,du, - fodu, + f,du, + f,du, ),
e
Jdzf = [(du, +idu, + jdu, +kdu, X, +if, + jf, +kf,)
= [(du, f, —du, f, - du, f, —du, f,)
+i[(du, f, +du, f, +du, f, —du, f,)
(2.6.2)

+ j[(du, f, —du, f, +du, f, +du,f,)
+k [ (du, f, +du, f, —du, f, +du, f,),
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Algebra Quaternibnica 2.6 Integracdo e diferenciacdo quaterniénica

Sejam continuas as funges coordenadas f,:R* — R , e dado um caminho com extremos
em  X=(X,%,, X5, %,)e Y=(Y,,¥,,Ys,Y,) €m um dominio simplesmente conexo de um espago

quadri- dimensional .

As integrais J' fdz eJ'dzf independerdo do caminho de integracédo, desde que satisfeitas as

condigdes dos dois teoremas seguintes.

Teorema 2.6.1 — Para todo par de pontos x e y, e qualquer caminho ligando-os em um espaco

. - - . . y o
simplesmente conexo quadri-dimensional, a integral I fdz sobre o anel dos quatérnios
X

independe do caminho dado se, e somente se, existe uma funcdoF = F, +iF, + jF, + kF, com

Ly fdz=F(y)-F(x) e que satisfaz as seguintes relaces:

oF, oF, oF, OF, oF, B oF, oF, _an

ou, ou, ou, ou,’ ou, ou, ou, ou,

oF, oF, OF oF, oF, oF, OF, OF 263)
ou, éu, du, adu,’ u, o6u, ou, ou, -

Prova: A integral jy fdz dada por (2.4.1) independera do caminho se existir uma funcao F, tal que,

Ly fdz :Lde :Lyd(Fl +iF, + jF, +kF, )= F(y) - F(x)

de modo que o valor dessa diferenca dependera unicamente dos pontos extremos.
Admitindo a existéncia de F , podemos expressar as diferenciais totais das suas funcoes

coordenadas como:
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2.6 Integracdo e diferenciacdo quaterniénica

0

dF, = aFl du, + 2F1 du, + SE du, + 2F1 du, = f.du, — f,du, — f,du, — f,du,,

ul 2 3

oF

4

dF, = —=2 du1+a
au, au, 3

oF

4

dF, =—2du, + or
au1 6 2 3

oF

4

dF, =—*du, + 4
aul 2 3

decorrendo assim, as relacfes

concluindo nossa prova.

4

F oF oF
2du, + 8u2 du, + au2 du, = f,du, + f,du, — f,du, + f,du,,
Sdu, + ZF3 du, + ?:3 du, = f,du, + f,du, + f,du, - f,du,,
u

s du, + oF, du, + ZF“ du, = f,du, — f,du, + f,du, + f,du,,
u

Teorema 2.6.2 — Para todo par de pontos x e y , e qualquer caminho ligando-0s em um espaco

. - - . . y S .
simplesmente conexo quadri-dimensional, a integral J. dzf sobre o anel dos quatérnios independe
X

do caminho dado se, e somente se, existe uma funcdo

Iydzf =G(y)—G(x) e que satisfaz as seguintes relacdes:

0G, 0G, 0G,; oG,
ou, ou, Oou, ou,
oG, G, ~ dG, _ dG,

ou, au, ou, ou,
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oG, 0G, 4G, oG,

ou, au, ou, ou,
oG, oG, 0G, oG,

ou, ou, Ou, ou,

G =G, +iG, + jG, +kG, com

(2.6.4)
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Prova: Analogamente a prova anterior, a integral Iydzf , dada por (2.6.2), independera do

caminho se existir uma fungéo G, onde,
y y y . .
L dzf :L dG :L d(G, +iG, + jG, +kG,) =G(y) - G(x)

tal que o valor dessa diferenca ira depender unicamente dos pontos extremos.
Admitindo a existéncia de G , podemos expressar as diferenciais totais das suas funcdes

coordenadas como:

4G, = 6<u31 du, + 651 du, + 851 du, + ZGl du, = f,du, - f,du, - f,du, - f,du,,
1 2 3 4

dG, = aan du, + (262 du, + ZGZ du, + oG, du, = f,du, + f,du, + f,du, — f,du,,
u, u, U, u,

dG, = 263 du, + o, du, + o du, + o, du, = f,du, - f,du, + f,du, + f,du,,
ul 2 3 4

dG, = %, du, + %, du, + %, du, + %, du, = f,du, + f,du, — f,du, + f,du,,
ou, u, U, ou,

decorrendo assim, as relacbes

concluindo nossa prova.
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Veja que estes dois Ultimos teoremas podem ser considerados como 0s anélogos em
quatro dimensdes aos teoremas (1.7.4) e (1.7.5) enunciados em um dominio de duas dimensdes.

Observamos ainda que, as condi¢cdes dadas em (2.6.3) e (2.6.4) ttm em comum as
equacdes de Cauchy- Riemann (1.6.1.1) da teoria de variaveis complexas, sendo pois equacdes de
Cauchy- Riemann generalizadas.

Para dar continuidade, apresentamos as fungdes h(z) e g(z), definidas em termos da
funcdo quaternibnica f(z) cujas funcbes coordenadas obedecem as relacbes de Cauchy-
Riemann generalizadas (2.6.3) e (2.6.4), as quais serdo identificadas respectivamente como

derivada quaternidnica a esquerda e a direita de f(z).

Lema 2.6.1 — Dada uma fungdo f(z) sobre o anel dos quatérnios com fungdes coordenadas
diferenciaveis satisfazendo as relages (2.6.3), e uma fungéo g(z), definida em termos de f(z)

por:

g(z)zl(afl+af2+af3+af4J+1.(af2 of, af4+8f3j+

4\ou, ou, ou, ou,) 4\o6u au, ou, ou,

1 .(8f3 Jof o o, j+1k[6f4 o | o af1]

2V\ou, "ou, ou, au, ) a

(2.6.5)

ou, ou, ou, oau,

logo _[dzg(z) = f(2).
Onde a funcio g(z) pode ser vista como a derivada quaternidnica a direita de f(z), sendo

df, (2)

denotada por g¢(z) = |
z

Prova: Inicialmente, facamos a seguinte identificacao:
1 : .
9(2) :Z(gl +19, + )05 + kg4)
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Sabendo que dz =du, +idu, + jdu, +kdu, e utilizando as relagdes (2.1.2) , entdo temos:
. . 1 . .
[dzg(2) = [ (du, +idu, + jdu, + kdu4)z(gl +ig, + jg; +kg,)

1 . : . '
=Zj(du191 +idu,g, + jdu,g; +kdu,g, +idu,g, —du,g, +kdu,g; - jdu,g,
+ jduagl - kduagz _duags + idu394 + kdu4gl + jdu4gz —idu493 _du4g4)

1 .
:Zj(dulg1 —du,g, —du,g, —du,g,)+i(du,g, +du,g, +du,g, —du,g,)
+ j(dulg3 _duzg4 +du391 +du4gz)+ k(dulg4 +duzgs _dusgz + du4gl)

E substituindo as relagdes (2.6.3) em dzg(z) temos,

jdzg(z)zlj4 o du, + oA, du, + o du, + af du, |+
47 { ou; au, ou, ou,

14 %dul jtﬁdu2 jtﬁdu3 +idu4 +
ou, au, ou,

u3
[ of of of of
14(—3dul +—2du, +—2>du, +—3du4J+

1 2 au4

u3
k4 ﬂdul Jrﬂdu2 jtﬁdu3 +ﬂdu4
ou, au, ou, ou,

E ao aplicarmos a regra da cadeia, obtemos as diferenciais totais das fun¢fes coordenadas, isto €
[dzg(z)= [(df, +idf, + jdfy +kdf, )= f, +if, + jf, +Kf, = £ (2)

Sendo assim o lema esta provado.

Lema 2.6.1 — Dada uma fungéo f(z) sobre o anel dos quatérnios com fungdes coordenadas
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diferenciaveis satisfazendo as relages (2.6.4), e uma fungio h(z), definida em termos de f(z)

por:

h(z):i i+8f2+8f3+6f4 +£i %_6f1+8f4_8f3 N
4\0x, OX, OXy OX,) 40X OX, OX; OX,

1 '(a_u_ﬂ_i+%]+lk(af4+af3 afz _aflj
4

logo Ih(z)dz = f(z)
Onde a fungio h(z) pode ser vista como a derivada quaternionica a esquerda de f(z),

sendo denotada por h(z) = M

Prova: Analogamente a prova anterior, facamos a seguinte identificagdo:
1 : .
h(z)= Z(h1 +ih, + jh, +kh,)
Sabendo que dz =du, +idu, + jdu, +kdu, e utilizando as rela¢des (2.1.2), entdo temos:

[h(@yz = j%(h1 +ih, + jh, + kh4)%(dul +idu, + jdu, +kdu,)

_ % [[(hdu, +ih,du, + jh,du, +kh,du, +ih,du, —h,du, + kh,du, - jh,du,
+ jhydu, —kh,du, —hdu, +ih,du, +kh,du, + jh,du, —ih,du, —h,du,)

= % I (h,du, —h,du, —h,du, —h,du, )+i(h,du, + h,du, + h,du, — h,du,)

+ j(h,du, —h,du, +h,du, + h,du, )+ k(h,du, +h,du, —h,du, + h,du,)

E substituindo as relagdes (2.6.4) em dzg(z) temos,
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J.dz j o, du, + o, du, + x, du, + oA, du, |+
ou, ou, ou, ou,
i4 (a7 du, + oty —2du, +%du3 +ﬂdu4 -
ou, ou, ou, au,
j4(af3 du, + —% o du, + — oy du, +%du4J+
ou, ' au, ou, au,
of of of of

k4l —*du, + —*du, + —*du, + —*du,
ou, au, ou, au,

E ao aplicarmos a regra da cadeia, obtemos as diferenciais totais das fun¢des coordenadas ,
[ h(z)dz = [ (df, +idf, + jof, +kdf, ) =f, +if, + jf, +kf, = (2)

Sendo assim o lema esta provado.

isto é

Em um artigo recente publicado em 2002, Machado e Borges [15] por meio da

conjugagcdo direta do operador quaternidnico da teoria de Fueter, isto é,

F=——i——j——k (2.6.6)

reproduzem definicBes de derivadas quaternidnicas a direita e a esquerda.

Obtendo respectivamente, para (2.6.4) e (2.6.5), as seguintes formas:

49(z)=Tf ou J'dzg(z):%fdsz = f

(2.6.7)

4h(z)=fT ou  [h(z)z =%j fIdz = f (2.6.8)
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Capitulo 3

FuncOes transcendentais quaternionicas e

operadores de Fueter

Mostraremos detalhadamente neste capitulo uma analogia da relacdo complexa classica de
Moivre para quatérnios, as conexdes com o0s operadores da teoria de Fueter e as funcdes
transcendentais. A extensdo do teorema de Moivre € estudada para quatérnios em definindo-se

uma funcao exponencial quaterniodnica.

3.1 Séries de poténcias

Na representacdo vetorial, o produto de dois nimeros quaterniénicos P e Q, escritos

como,

P=1p,+ pi+ psj+ pk=p,+p
Q :q1+q2i+q3j+q4k :ql+d (3-1-1)

sendo que p,e g, representam a parte escalare p e g a parte vetorial, pode ser dado por:
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Funcdes transcendentais Quaterniénicas 3.1 Séries de Poténcias

PQ= (pl + pzi + psj + p4k).(q1 + qzi + qaj + Q4k):

P.d; + Pid,i + PG5+ p.a,K +
Poid, + P,ig,i+ p,iq;j+ p,iq,k +
Psid,+ Psdd,i+ pPsjdsi+ pyia,k +
p4kq1+ p4kq 2i+ p4kQ3j + p4kq 4k =

pP.9, + p1Q2i+ p1q3j+ p1q4k +
P,aii + P,a,i° + p,a;ij + p,q,ik +

P30, ) + Psd, i + p3Q3j2+ Psq, jk +

p,d.k + p,q,ki + p,q.;ki + p,q,k?

A multiplicacdo de quatérnios ndo € comutativa, mas muitas propriedades formais de
nameros complexos podem ser generalizados para nimeros quaternidnicos.

Nos propomos as generalizagdes naturais da formula de Euler e da formula de Moivre
aplicadas para quatérnios.

Um quatérnio g € uma combinagdo linear a, +bi+cj+dk; a, b, c e d s&o numeros reais e
1=(1,0,0,0)
i=(0,10,0)
j=(0,0,10)

k =(0,0,0,1)

Usando a lei associativa da multiplicacdo definida para que (1,0,0,0) seja a identidade e i,

j e k satisfazem:

50



Funcdes transcendentais Quaternidnicas 3.1 Séries de Poténcias

i’=j’=k*=-1,
ij=k, ji=-k,
ki=j, ik=—],
jk=i, kj=-i,
ki=j, ik=—].

Obtemos entdo:

= P9, + P.G,i+ p.dsj+ pig,k +

P,0si+ p,oa,(-1)+ pas(k)+ pa, (- j)+
Psdyi+ Psd, (- k)+ paas(-1)+ pyq,(i)+
p.ak + pa,(j)+ pas(-i)+ p,a,(-1)=

P.ty + (Pulai + Pi0s] + Puak)+ (P, + Pyayj + Pagk) +
(_ p.d, + pzqsk - p2q4j - paqzk — P3d; + p3q4i + p4q2j - p4q3i - p4q4):

Py + Py (i + Ay j + auk )+ ay(poi + paj+ pak)+
_(p2i+ psj + p4quZi+qaj "'Q4k)+ ﬁxq
Logo

PQ=pa +pd+qp-pa+pxq (3.1.2)

p.g e pxq seriam respectivamente o produto interno usual e o produto vetorial no
espaco Euclidiano de trés dimensoes.

De acordo com esta métrica, podemos dar forma & seqiiéncia de poténcias z*,z% 2°,...

para um dado nimero quaterniénico z' =u, +Uu,i +U,j +u,k =u, + T, de tal maneira que:
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22 u® 3udd [3u12 u.ujq
s ——|d
3 3 3 3 3

¢ u' aulud  (0O) +[4u13 B 4ulu.u]

£ + u
a4 a4 a4
Z° _u’ 5u(U0)’ oo (5u° Sulud UU (3.1.3)
51 5l 51 31215 51 312!
i

2 u° ewSi(@a) ew'od (dd)® (6u” , Bu (U) 6l (da) )
o 6 a8 428 6 | 6 61 336 | (3.1.4)

Observe que:

_u° ad 2ud

+
20 20 2 2!

pois

22 (U +0)(u +0) U’ +u0+0U-00 u® G0 2u.d

2 21 21 2 Ao

24 u’ 3udd (3u 0. Uj
—=t L U pois
3 3 3 3 3

2° (U +0)%(u, +0) (ul2 —Ga+ 2u1.lj)(u1 +0) u’+u,

3 3l 3l 3l

_u’ 3udd ad 3u G i
BEEEET T
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3.1 Séries de Poténcias

=— +
4 4 24 A

¢ ut Autua (U.U)2+(4u13 4ulu.u}

2 (o) (u,+af (0 —ao+2u,.0)u,? —o0+2u,0)

0 4 4
u,* —u, %G + 2u, 0 —u, 2T + (T0)? — 2u, GG + 2u,°T — 2u, GG — 4u,°Ga
4
4 2 =y 2 3 R
u, —6u, td+(ud)° +(4u,” —4u,du)u

a1
u' o Auad (@) (v 4udd
a4 4 TR

<l

U ol 312151 ol 312151 i ol

2 (u,+0) (0, +0) _ (u* —6u,%a0 + (@0)? + (4u,” - 4u,0a)i fu, +0) _

2 _u’ 5u,(00) Suud +[5u14 _Sluod | (aa)

L+ (T0)%0 +4u,*h — 4u,°G0 — 4u,*Gd

0 +4u, (G0)>

51 5! 51
C+u, 0 - 6u, T — 6u, G + (G0)%u
51
5 Y 3 4 2 G T
u,” +5u, (Ud)° —10u,"tu + (5u,” —10u,"GU ++(0u)")d

ol

ol ol 312151 ol 312151 " ol

u’  5u,(Ud) Su’ad +{5u14 CBluad  (66)° ]U

A . blu,’(0.0)° 6lu‘do () J{Guf’ ) 6u, (0.0)°  6lu,’(0.0)
6! 6!

6 ol 412161 412161 6!

2% (U +0)°(u+0)  (u® +5u,(dd)” ~10u, ud + (5u,°

—10u, Ul ++(uu

]U pois

)i fu, +0) _

6! 6! 6!
u,® +u, 0 +5u, (G0)? +5u, (T0) 0 —10u, 6o —10u,°Gad +5u,°d — 5u,*Gd -
6!

10u,°Gdd +10u,” (G0)° + (GU)°du, + (G0)°0G0

6!
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_u,’ Bl (@a) el‘ud (@O)  (6u”  6u(@d)  6lu’(@a)).
e ae a8 6 Le & ame |

Algumas simplificacdes evidentes sdo 0 bastante para arranjar 0s termos em uma maneira
mais familiar, desde que pela definigéo:

, 0 L 2 Z3 Z4 ZS ZG
=2+ +—+—+—+—+—+..=

20 3 4 5 6l

Entdo temos:

2 JERGN — 3 R 2 N
_u ald 2u,U u 3u,t.u | 3u ua .
el =1l+u +U0+— - +[ ! U+

2 2 2 33 3 3
w'_au'od (Ga) {4u13 B 4ulu.a]U LU’ bu(@a)’
TR VTR TR 51 51

lu,'04 {5u14 _Suud | (ua) JU LU’ 6lu(aa)’
312151

51 315! 5! 6! 41216
6lu,'dd (o)’ .\ 6u,’ .\ 6u, (0.0)° 6lu,’(d.d) N
41216 6! 6! 6! 31316!

2 3 4 5 . L _\2 . \3
=(1+ul+i+u#+u#+u#+...](l—ﬁ+(u'u) _(u.u) +...J+
20 3 4 4l ! !
2 3 4 5 _ 2 3 4 5
U{1+ul+u#+u¢+u#+u¢+..}—ﬁ(l+ul+u#+ui+u#+u¢+...]}+
20 3 4 5 3 20 3 4 5
— \2 2 3 4 5 - —\3
U{M(l+ul+li+ul M +...]—M(1+ul+...)+..}
5 2! 7!

ERT-)

E conseqiientemente,
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2 3 4 5 . L \2 . _\3
e’ =(1+ul+li+li+li+ul +...J(1—ﬂ+w—w+..}+

203 4 5 2 4 6!
u’ u® ut u’ ad (@ay (@) (419
U{lJrul+L+¢+L+L+...J(1—;+'——'—+...J}
20 3 4 5 3 5! 7!
Pelas correspondéncias,
2 3 4 5
(1+ul+uL+uL+uL+uL+...] = g™
20 3 4 5
T (GoR (G RSN
1_ﬁJr(u.u) (Ga) o= z( 1"\i.a
21 4 6! &~ (2n)!
o (@ay (@af = (- (aaf” 1
-t = Y ' . , (3.1.6)
3 5 7! &~ (n+)!  Aud

e de acordo com as defini¢des precedentes, temos:
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3.1 Séries de Poténcias

2n-1
- (—1)”(\/6.6) " A A
=7+ +

senz =
ZO (2n +1)! 3 5 7

Sendo z=+U.U e U=uU,i+U,j+u,k

Logo,

Q.0 = (Ui + Uy j + U,k Ui+ Uy j + U k)= (U,i)? + (U,iug j) + (uyiu k) + (U ju,i) + (uy j)? +

(ug ju,k) + (u kuyi) + (u,ku, ) + (u4k)2 =

G0 = (Ui + Uy j + U,k Ui +uy j+u,k)=u,%i2 + (Uyugij) + (U,u,ik) + (Ugu, ji) +u,’ j2 +

(uzu, jk) + (u,u,ki) + (u,u.kj) +u,’k? =

Com as regras da multiplicagéo:

i7=j2=k?=-1,
ij=k, ji=—k,
ki=j, ik=—],
jk=i, kj=-i,
ki=j, ik=—]j.
Obtemos:
0.0 = u," (=1) + (U,Ugi(K)) + (U,u, (= 1)) + (Usu, (k) +u” (1) +
(U3t (D)) + (Uyu, (1)) + (U (D) +u,” (1) =
Entéo:
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Logo,

Jia :\/‘—uz2 ~u,’ —uf‘ = Ju,” +u,” +u,’

n=0 (Zn)l

==\ _ Senm _ © (_1)n(m)2n—1 1
u, +u; +u, n=0 ! 0.

O que conduz a expressao final para a equacao (3.1.5):

2 2 2
[ senyJu,” +u,” +u
el =g" cos(w/uzzjtua2 +u42)+u I
Ju, 2 +u’ +u,

com U =u,i+u;j+uk, z=u,+0 (3.1.8)

De forma analoga podemos encontrar 0s seguintes resultados para séries de poténcias de
ndmeros octonidnicos.

Na representacéo vetorial, o produto de dois numeros octonionicos P e Q, dados por:

P = p, + p2i+ p3j+ p4k+ p5k|+ p6j|+ p7i|+ p8|: p, + P

Q0

Q =09, +09,i+q;]J+ g,k +askl +qg4Jl +qg,il + gl =09, +

Também sera escrito como:
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PQ=pa+pa+qp-pa+pxq
O que os diferencia dos quatérnios é que a multiplicacdo de octénios ndo é comutativa
nem associativa. Mas mesmo assim nos encontramos generalizagdes naturais da formula de Euler
e a formula de Moivre aplicadas para octnios. (Mais detalhes podem ser obtidos em [20] ).

E importante que as bases sejam definidas desta forma:

14 (1,0,0,0,0,0,0,0)
i <(0,1,0,0,0,0,0,0)
j <(0,01,0,0,0,0,0)
k «<>(0,0,0,1,0,0,0,0)
kl < (0,0,0,0,1,0,0,0)
jl ©(0,0,0,0,0,1,0,0)
il & (0,0,0,0,0,01,0)
| <>(0,0,0,0,0,0,0,1)

(3.1.9)

Sendo assim, n6s podemos dar forma & seqiiéncia de poténcias z*,z%,z%,... para um dado

numero octonidnico, da mesma forma que o fizemos para um dado nimero quartenionico,
1 - - - . — - .
Z" =U, +U,i + Uz j +u,K+ugkl +ug jl +u,il +ugl =u, + U, de tal maneira que:

2°=1

Z'=u, +0
u’® oo 2u.d

ZZ

—_—

2.2 2 2

2 _u’ 3uud (3’ 04|
3 3

R

¢ ut 4ulad (U.U)2+(4u13 4U1U.GJU

W a 2om a4 a A

S5l 5! 312151

2 u’ . 5u, (0.0)"  5lu, 0 N 5u,  5lu, 0.0 .\ (@.a) i
5 326! 5

!
2 _u’  6u’(@0) 6u'cd _(duf +[6u15 N eul(al.a)2 B 6!u13(U.U)]U

6 6 416! 412161 6! 6! 6 313161
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Como ja foi verificado para quatérnios, e lembrando que:

i o 72 7% 74 5 48
=2+ +—F+—F—+—+—+...=
20 3 4 5 ¢

Entio temos:

20 3 4 9 2! 41 6!

us[1+u +£+u_13+£+u_15+ 1_E+(U.U)2_(U.U)3+
a3 a5 gt g o T

2 3 4 5 o o\ . _\3
e’ =(1+u1+u4+u—1+u4+u#+...](l—ﬁ+m—w+...]+

E similarmente como foi feito para quatérnios, fazemos as correspondéncias.
Sendo z=+U0.U e U=uU, +Uyj+u,k+ukl+ugjl +uil +ugl

Logo

- 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Ja.a :\/‘—u2 —U; —U; —US —Ug —U3 —ua‘ :\/u2 +U; +UF +Ug +U; +U; +Ug

n
— = (-D"\Wa.a
cos («/u.u) = cos (\/uz2 +uZ+uZ+u2+ul+ul +u82): Z( )(2 T
n=0 n):

2n-1
(F) sen\/u§+u§+uf+u§+u§+u72+u82 m(—l)”(«/ﬁﬂ) 1
sen (Vi) = = :
JuZ+uZ +uZ +uZ +u +u? +u? o (2n+1)! a.

<

O que conduz a expressao
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2 2 2 2 2 2 2
sen\JuZ +uZ +uZ +uZ +uZ +uZ +u
e’ =e" cos(\/u§+u§+u§+u52+u§+u72+u82)+u - 4 5 0 7 7

JuZ +uZ +uZ +uZ +uZ +u? +u?

com U =u,i+uyj+uk+ukl+ugjl +u,il +ugl, z=u, +U

Todos estes resultados obtidos para séries de poténcias de numeros octoniénicos podem
ser encontrados detalhadamente na dissertacdo de Pendeza [20], como ja mencionado

anteriormente.

3.2 Equacdes com Operadores

Vamos considerar as fungdes f :H — H na algebra de divisdo dos quatérnios
f(ulvUZvusvu4): fl(ul’u27u3’u4)+ ifz(u1’u21u31u4)+ jfs(u1’u2’u31u4)+ kf4(u17U2vu3vu4)

ndo havendo restrigdes nas fungdes de coordenadas f,: R* — R ,exceto que devem ser k vezes

parcialmente diferencidveis em suas varidveis independentes.
Na teoria de Fueter de funcdes regulares, o operador T" é:
6 .0 .0 0

I'= +1 + ] +k
ou, ou, “ou; ou,

Com as regras da multiplicacéo:

ij=k, ji=k,
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Funcdes transcendentais Quaternionicas 3.2 Equacdes com Operadores

Ki=j, ik=—]j,
jk =i, kj=-i,
Ki=j, ik=—]j.

A acdo do I" sobre uma fungéo quaternidnica f é dada por:

rf=| 2 40 + 0 k0 (f, +if, + jf, +kf,)=
ou, ou, “ou, ou,

S NS SN S

ou, ou, ou, ou,

i0twin= i ik,
auz 2 2 2

[ TR S LU S A
ou, ou, ou, ou,

kaifl+kiaif2+kjif3+kzaif4=

4 4 4 4

Ot il il ek,
ou, ou, ou, ou,

. 0 0 0 0
—f+C)—f +(K)—Ff,+(-))—f, +
R Er R O P B el

0 0 0 0
—f+(kK)— L +)—f,+({()—f, +
o, g e D GO
0 0 o, 0

k—f, +(j))—f, +(-I))— f, + (-)—f, =
au Dz ot (g o+ Dy

j
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f,— f,— f,— f, |+
ou, © ou, ° du, ° ou, °
0 f, 0 f,+ 0 f,— 2 fo i+
ou, au, ou, au,
0 f,— 0 f,+ 0 f,+ 0 f, |+
ou, au, ou, ou,
af4 af3—af2+6flk
ou, au, ou, ou,

0 0 0

F=— i
ou;, ou, " ou,

Tf = 0 i % 0 kO (f, +if, + jf, +Kf, )=
ou, ou, “ou, Ou,

if1+iif2+jif3+kif4—

ou, ou, ou, ou,

iifl—izifz—ijig—ikin—
ou, ou, ou, ou,

. 0 G ., O . 0

Ja_fl_Jl_fz_Jz_fs_Jk_f4_
U, ou, ou, ou,

N A S S SO
ou, ou, ou, ou,

2 i

ou, ou, ou, ou,

. 0 0 0 G,

—f-C)—f,-(kK)—Ff-(-)—"f, -

ou, ( )6u2 2 ()auz 3 ( J)auz 4
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3.2 Equacdes com Operadores

0

J—f-( k)—f -(- 1) f —(I)
ou, U,

S A S S A
ou, ou, * ou, ° ou, *
afl+af2+af3+8f4+
ou, au, ou, ou,
6f2_8f1_8f4 af3i+
ou, ou, ou, ou,

o f3 4 f4_ o fl_ o fz j+

ou, ou, ou, ou,
afA—af3 a1‘2—6f1k
ou, ou, ou, ou,

Entdo, o seguinte resultado mostra que:

T =%(1“f +Tf)=

63

(2] f, - 0 f,— 0 f, [+ 0 f, + 0 f,+ 0 f, - o li+
2 ou, au, ou, au, ou, ou,
+af1+ f, [+ af4+af3—af2+8flk+

6ul ou, ou, ou, ou, ou, ou,

0 +af3+af4+af2—6f1—6f4+6f3i+
6ul ou, ou, ou, au, ou, au,

0 —afl—af2j+af4—af3afz—aflk:
6u1 ou, ou, ou, au, ou, ou,
(3)2—f+2 0 fi+2— 0 fo]j+2— 0 f,k [=

2 )\ oy, ou, ou, ou,



Funcdes transcendentais Quaternidnicas 3.2 Equacdes com Operadores

1 0 o .. 0 .. 0
— |2 f. + foi+ f.j+ f,k b=
(2){( )(8ul You, P oau 2 ou, * J}

2 f, +i f,i +i fo] +i f,k
ou, ou, ou, ou,

E pode-se imediatamente verificar, como esperado, que as exponenciais quaternionicas

2 2 2
- senyju? +u? +u

el —gh cos(w/u§+u§+uj)+u 22t
JuZ +ul +u?

U=uU,i+U,J+u,k, Z=U+U

tem a propriedade T(ez): e’

Esta é de fato uma relacdo quase trivial, mas as outras equacdes do operador que ndo sao
assim tdo simples no primeiro momento podem também ser deduzidos.

Por exemplo, se pode definir o operador:
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Funcdes transcendentais Quaternidnicas 3.2 Equacdes com Operadores

_0 f2—a f3—8 f, |+1 2 f1+a f4—6 fy |+

ou, ou, ou, ou, ou, ou,
jaf1+6f2—8n+kaflJrafs—af2

ou, ou, au, ou, au, ou,

Entdo usando f =e*, encontramos as seguintes relacdes:

0 0 0 . 5\ | 2senyuZ +ul +u;
- f, - f,— f, |=e"| —coslyju, +u; +u; J- ,

0 4 JuZ +u? +u?
{0 0 0 | uysenyul +ul +u? |
[ f, + f f, |=—e" I,

4

us +u’ +u;

j 0,0, 0 fj_ ot U, Sen./us +uZ +u? j
S o Juieuiul )0

0 0 o fzj_eul[u[lsenwlu§+u§+uf }k,
3

ou, -~ au, au uZ +u? +u?

x
—h
fil
+
—
w
|

O que conduz a concluséo:

Sf =Se’ =

—af2—8f3—af4+i 8f1+8f4_8f3+
ou, ou, ou, ou, Ou, ou,

A SISO O NCCAN SOV S 3
ou, ou, au, ou, ou, Ou,
u ( 2,2 2) 259“\[”22+U§+U§ | uysenyul +uZ +u? |,
e"| —cos|\/us +uZ +u? |- —e" i—
Uz +uZ +u? U2 +ul +u?
eul{u3senw/u§+u§+uf]j eul[u4senw/u§+u§+uf]k

ul +ul +u? us +ul +u?
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Funcdes transcendentais Quaternionicas 3.2 Equacdes com Operadores

u 2 2 2 u 2 2 2
—e™ cos u2+u2+u2_291$en u, +us; +u, _eluzsen u2+u3+u4i_
2 3 4
Uz +U3 +Ug uZ +u? +u?
u 2,22 " NI
e'u;sen,/u; +u; +Uu, j_e1u456n u, +u; +u, ‘

2 2 2 2 2 2
us +ul +u’ us +ul +u’
. 5 e“sen ui+ul+ui, 2e" senyJuZ +us +u;
—e" cosqfuZ +uZ+u? - (Ui +uyj+u,k)- =
2 2 2 2 2 2
JuZ +uZ +u? JuZ +uZ +u?
. 5 e“sen,/ul +ul+u; - 2e"senu?+ul+u’
—e" cosyul +uZ +u} - - —u- - — =
ul +u? +u; us +ul +u’
—e' —A,

2sen./u +u? +u?
A:eul 2 3 4 ,
2 2 2
us +ul+u’

Portanto Se’ =—-e’ — A

Estas propriedades podem ser aplicadas para a fatoracdo de umas relacbes mais
complicadas do operador, assemelhando-se aos procedimentos similares usados para a solugéo de

equac0es diferenciais ordinarias.
De forma analoga podemos encontrar 0s seguintes resultados para nimeros octoniénicos.

Na teoria de Fueter de funcGes regulares o operador T" é :
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E importante que as bases sejam definidas como em (3.1.9).
Entdo as regras de multiplicagdo das bases octonidnicas podem ser encontradas pelo
processo de Cayley- Dickson. (Mais detalhes em [20]).

A acdo de I" sobre uma funcéo octonidnica f é dada por:

I'f = 8+i8+j8+k6+k|8+j|6+“6+|6 .
ou, ou, “ou, ou, ou, OUg ou,  Oug

(f,+if, + jf, +kf, +KIf, + jIf, +ilf, +If, )=

= 6f1_6f2_8f3_8f4_8f5_8f6_8f7_8f8+
ou, au, ou, ou, ou, Oug ou, Oug
0 1‘2+a f1+a f4—a f3+a f6—a f5+a fg — f, i+
ou, au, ou, ou, oug OUg ou, Oug

S S I S N S S S 3 T
ou, au, ou, ou, oug Oug ou, Oug
0 f5—a fe—a f7+6 f8+a fl+8 f2+a f3—a f, Kl +
ou, ou, ou, ou, ou, OUg ou, Oug
S S S S S S S A [T
ou, ou, ou, ou, oug OuUg ou, Oug
0 f, - g fg + 0 fo — 0 fo — 0 f,+ 2 f, + g f,+ 0 f, lil+
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Em uma forma similar, se define um operador I' conjugado, como:

tal que:

I'f=—-i — ] -k —kl —jl :
ou, ou, “ouy ou, Oug OUg ou,  0Oug

(f,+if, + jf, +kf, +KIf, + jIf, +ilf, +If, )=

—[a.a.aa o .0 .. 0 a]

0 f, - 2 f,— o f,+ 0 f,— 0 fo + 2 fo— g fg + f i+
ou, ou, ou, ou, Oug Oug ou, Ug
if3 0 fo — 0 f,— 0 f,— 0 f,+ 0 fs + 0 fs — 2 fo |J+
ou, ou, ou, ou, ou, OUg ou, Oug
if4—8 f3+a f2_8 f1+8 f8+8 1:7—a 1:6—a fo [k +
ou, au, ou, ou, oug OU, ou, Oug
0 fo + 0 f6+a f7—a 1‘8—a fl—a f2—a f3+a f, Kl +
ou, ou, ou, ou, ou, OUg ou, Oug
0 fe—a f5—a f8—a f7+a f2_6 f1+a 1‘4+a fo |+
ou, ou, ou, ou, ou, Oug ou, Oug
S S S S S SO S S T
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Entdo o seguinte resultado mostra que:

T =6j(rf +Tf )=

1 0 0o ,. O . 0 0 0 . 0 . 0
—2)—f +—fi+—f — f,k+—f(kl)+—f.(jl)+— f (il )+— f.(I)|=
el S 2t 2t 2ot 2ot 2o 2 e 210

0 0o ,.,. O .. O 0 0 . 0 . 0
— i+ —fi+—fj+—fk+—f(kl)+—f;(jI)+ — f, (il )+ —f,(l).
au, i au, oA+ au, 3) +8U1 WK+ au, 5( )+ au, 6(] )+ ou, 7(' )+ ou, 8()

E pode-se imediatamente verificar, como esperado, que as exponenciais octonionicas:

2 2 2 2 2 2 2

- sen\/u +US +U; +U +US +Uus+u

ol — g cos\/U22+U§+U§+U52+U52+U72+U§+U 22 23 24 25 26 27 28
JUZ + U2 +UZ + U2 U2 + U2 + U]

U =Uyi +U,j +uk +ug(k)+ug(jl)+u, (i) +u (1) z=u,+u

tem a propriedade T(ez): e’

Pode- se definir tanto para quatérnios, o operador octoniénico da forma:

(lj@){_ of, of, of, of, of, of, o, ]+ (32,1

ou, ou, ou, Oug Ou, Ou, Oug

(afl N 5f4 B 5f3 4 afe _ 8f5 + 8fa _ af7 ]i n (3.2.2)

ou, ou, ou, oOug Ou, OuU, Oug
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of, of of, of, ofy ofy ofy).
~ + + + - ~ + j+
ou, odu; ou, oug Oug Ou, Oug
of, df, N of, oy of; +6f6 +8f5 K+
ou, odu, ou, oug Oug OuU, Oug
_ofg  ofy +8f8 +afl +6f2 +8f3 _ o, K+
ou, ou; ou, oug Ou; Ou, Oug
of, +af8+af7 _af2+8f1 _of,  df i+
ou, 0ou, ou, Ou; Oug OU, Oug
_ ofg N of, of, ofy, of, of o, i+
ou, ou, ou, Oou; Ous OU, Olg
o +6f6 +6f5 _of, o +8f2 oy (L
ou, du, ou, Ou; Ouy Ou, Oug

Entdo usando f =e*, encontramos as seguintes relacGes:

(3.2.1) = 2e“1[—cos\/u22 +ul+ul+ul+ul +u+ul -

U, SeN /U2 +UZ +UZ +UZ +UZ +UZ +UZ

(3.2.2) = e“l(

\/u§+u§+uf+u§+u§+u$+u§

u3sen\/u§ +UZ+UF+HUZ+US UL U

(3.2.3) = —e“l[

JUZ +UZ +UZ +U2 + U2 + U2 + U2
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(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

(3.2.7)

(3.2.8)

63en\/u22+u32+u§+u52 +uZ +uZ+u?

)
}-

\/u§+u§+uf+u52+u62+u72+u82
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u4sen\/u§+u32+uf+u52+u§+u72+u§

(3.2.4) =—e® 2 2 2 2 2 2 2
\/uz +UZ+uf +ul+ul +ul +uf

ussen\/uzz+u32+u§+u52+u62+u72+u§

(3.2.5) =™ 2 2 2 2 2 2 2
JUZ +uZ +u2 +uZ +uZ +u? +u

2 2 2 2 2 2 2
uesen\/u2 +U; +U; +Ug +Ug +U7 +U;

(3.2.6) =—e™ 2 2 2 2 2 2 2
\/u2 +uZ+uf +ul+ul +ul +u)

u7sen\/u§+u32+uj+u52+u62+u72+u8

(3:2.7) =—e" 2 2 2 2 2 2 2
JuZ +uZ +u2 +uZ +u2 +U? +u

Ug SeN /U2 +UZ +UZ +UZ +UZ +UZ +UZ

(3.2.8) =—e™ 2 2 2 2 2 2 2
JuZ +u2 +u2 +uZ +uZ +u? +u

|
|
|
|

O que conduz a concluséo:

6sen\/u2+u2+u2+u2+u2+u2+u2
Sf = Se? =e%| —cos\u? +uZ +uZ +u? +u +u? +u? - 28 4 5 8 7 8 |
JuZ +u? +u? +u +u +u? +u?

U, senyJu? +uZ +uZ +u +u? +u? +u? UgsenJuZ +uZ +uZ +u? +u? +u? +u?

—eh

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
\/U2+U3+U4+U5+U6+U7+U8 \/U2+U3+U4+U5+U6+U7+U8
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u 2 2 2 2 2 2 2
W > 2 > 2 2 2 2 elsen\/uz+u3+u4+u5+u6+u7+u8u
—€7 C0S4/U; +U; +U, +Ug +Ug +U; +Ug — —

\/u22+u§+uj+u52+u§+u72+u82

u 2 2 2 2 2 2 2
6e 1sen\/u2 +U; +U; +US +Ug +U5 +Ug

JuZ +uZ +u2 +uZ +u +u? +u?

—e? =3A,

A 2e“1sen\/u22+u§+uf+u§+u§+u$+u§

JuZ +u2 +u2 + U2 +uZ +u2 + U
Portanto Se‘=-e” —-3A.

Todos estes resultados obtidos para equacdes com operadores de nimeros octoniénicos

podem ser encontrados detalhadamente na dissertacdo de Pendeza [20], como ja mencionado
anteriormente.
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Conclusao

E uma tarefa dificil a partir dos trabalhos de Moivre ter em um curto espago uma vista
geral e generalizagdo de suas formulas. Podemos citar apenas brevemente, algumas das
contribuicbes de Moivre em relevantes campos, tais como:

(i) a introducdo da probabilidade na matematica (a matematizacdo da possibilidade dentro
da area de jogos de possibilidade)

(i) A solucéo de Moivre para 0 movimento aleatério de particulas entre duas paredes.

(iii) a formula do numero de Tetrabonacci

(iv) a teoria do ponto fixo (o indice de um campo V do vetor em um distribuidor
compacto M ¢€ relacionado com o indice de um campo do vetor em uma parte do limite).

Dentro do contexto da teoria dos quatérnios, Murnaghan [19] mostrou que o teorema de
Moivre pode também ser considerado como um ingrediente basico, da propria fundacdo da
algebra dos quatérnios.

Mostrou-se recentemente que algumas propriedades da teoria bidimensional das variaveis
complexas, tais como as relagdes de Cauchy-Riemann e de mapeamentos conformes, podem ser
estendidos aos quatérnios.

Neste trabalho, seguindo um desejo para estabelecer similaridades entre os complexos e a
analise de hipercomplexos, e motivados em explorar idéias de Murnaghan, nés mostramos uma
analogia da relacdo complexa classica de Moivre para quatérnios gerais, apresentado as ligaces
com o0s operadores da teoria de Fueter e de funcbes transcendentais. Outras conexdes e
propriedades possiveis das contribuicbes de Moivre, no contexto do hipercomplexo, estdo sendo
investigadas no ambito do grupo de problemas nédo lineares e sistemas complexos (UNESP —
Campus de S&o José do Rio Preto).
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