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Resumo

O objetivo deste trabalho é buscar caminhos mais simples para a obtenção de

métodos Runge­Kutta (RK) explícitos com ordem no máximo cinco e de “pares

embutidos” de métodos RK com ordens 4 e 5 respectivamente.

Através das denominadas “condições de simplificação”, propostas por Butcher

[5], são definidos alguns caminhos para a obtenção tanto de métodos de RK quanto
É

de pares embutidos de tais métodos.
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Abstract

The main purpose of this work is to find out thoughtout some “simplifying

assumptions”, proposed by Butcher [5], a most simple way to obtain Runge­Kutta

explicit methods with maximum order five and embedded Runge­Kutta methods

with orders “four and five”.
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Capítulo 1

Introdução

Um problema real geralmente não pode ser representado de maneira exata, em toda

sua complexidade, por uma equação matemática ou um sistema de equações. No entanto,

se trabalharmos com as variáveis “essenciais” do fenônemo observado, o modelo matemático

que simula tal fenônemo poderá levar a soluções bastante próximas daquelas observadas na
realidade.

É muito frequente, em se tratanto de modelar um fenônemo ou um experimento qual­
”

quer, obtermos equações que envolvam as “variações” das variáveis presentes e consideradas

essenciais.

Desta forma, as leis que regem tal fenônemo podem, para muitos problemas, definir as

chamadas Equações Diferenciais Ordinárias (EDO). Estas equações, quando associadas a uma

condição inicial, constituem o que denominamos “problema de valor inicial” (PVI).

Em alguns casos, não sendo possível determinarmos algebricamente a solução de um PVI,

embora estejam garantidas sua existência e unicidade, surge a necessidade de se utilizar
técnicas numéricas que geram aproximações para a mesma em pontos do seu intervalo de

existência.

Esta necessidade tem estimulado a busca de métodos numéricos que permitem gerar, com

o menor esforço computacional possível, aproximações com a precisão desejada.

Dentre estes métodos numéricos uma classe que tem se destacado bastante e a qual iremos

abordar neste trabalho é a classe dos métodos de Runge­Kutta.

Um método de Runge­Kutta se caracteriza por um conjunto de coeficientes que satisfazem

a um sistema de equações, a maioria delas não lineares e definem um conjunto de s derivadas
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da função f(x,y), que são combinadas para gerar a aproximação procurada para a solução

exata. As s derivadas definem o número de estágios do método e estabelecem uma relação

direta com sua ordem. O número de equações do sistema tem também uma relação direta com

a ordem de consistência do método de Runge­Kutta , por isso são conhecidas como “condições

de ordem”.

Por exemplo, na classe dos método de Runge­Kutta com ordem p = 4 o sistema terá

8 equações, para ordem p = 5 são necessárias 17 equações e, assim por diante. Ássim, a

obtenção de um método de Runge­Kutta explícito com ordem p = 5 e um número mínimo de

estágios, através das 17 equações de ordem, foi durante muito tempo uma tarefa instigante.

A busca de soluções para esses sistemas tem estimulado, nas últimas três décadas, mui­

tas investigações, sempre procurando estabelecer caminhos mais simples para a obtenção de

métodos de Runge­Kutta explícitos.

Um primeiro trabalho apresentando uma das soluções para as 17 equações, que fornecem

métodos de Runge­Kutta explícitos com ordem p = 5, foi publicado por Cassity [6]. Infeliz­
mente esse trabalho não forneceu um caminho para a implementação da busca de soluções.

Uma outra dificuldade apresentada pelos métodos de Runge­Kutta é quando se busca

estimar o erro de truncamento local. Uma técnica eficiente é a utilização, em paralelo ao

método de Runge­Kutta com ordem p, de um outro método de Runge­Kutta com ordem pelo

menos p + 1, a partir do qual é possivel estimar, a cada passo, o erro da fórmula de ordem

menor.

Embora eficiente essa técnica esbarrou no custo adicional de se calcular as derivadas
f(x,y), necessárias às duas fórmulas Runge­Kutta. Assim, um passo considerável na otimi­

zação desse custo foi a obtenção de pares de métodos ditos “embutidos”, por apresentarem

coeficientes em comum, o que permite considerar várias avaliações da derivada comum nos

dois métodos.

Os primeiros trabalhos nessa direção foram produzidos por Fehlberg [8] e [9]. Entre os mais

populares pares embutidos de fórmulas de Runge­Kutta com ordens 4 e 5 respectivamente,

encontramos o par obtido por Fehlberg [8] e o obtido por Dormand­Prince [7]. Conforme
Butcher [5] ou Shanks [15] o número mínimo de estágios para se obter um par RK(4,5) é
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s=06.

Uma possibilidade também interessante e que tem se mostrado eficiente, Shampine [16], é

a utilização, para o próximo passo de integração, da aproximação de ordem maior nas duas

fórmulas de Runge­Kutta. Essa técnica é conhecida por “extrapolação local”.

Resumindo, a grande dificuldade encontrada na busca de métodos de Runge­Kutta ou

de pares de métodos embutidos está na resolução do sistema constituído pelas condições de

ordem. No caso de pares de métodos embutidos essa dificuldade torna­se ainda maior pois

o número de equações do sistema aumenta. Por exemplo, para a obtenção de um par com

ordens 4 e 5, respectivamente, devemos considerar 25 condições de ordem, em lugar das 17

necessárias para a obtenção de um método com ordem p = 5.

As chamadas “condições de simplificação” propostas por Butcher [5], tem se constituído em

uma ferramenta extremamente eficiente, no sentido de minimizar o esfôrço necessário para
a resolução do sistema constituído pelas condições de ordem. O objetivo deste trabalho é

apresentar, da forma mais clara possível, a utilização das condições de simplificação e das

condições de simplificação subsidiárias, com as consequências positivas dessa exploração. Isto
é, gerando caminhos bem mais simples tanto para a obtenção de um método de Runge­Kutta

quanto para a obtenção de um par embutido.

No capítulo 1, definiremos os principais conceitos qualitativos para a classe dos métodos

de Runge­Kutta, em especial o erro de truncamento local e as condições de ordem do método.

Tais conceitos estão associados a um controle de qualidade do método, buscando aproximações

para a solução com uma precisão pré­fixada.

Nos capítulos 2 e 3, mostraremos como as condições de simplificação possibilitam que

algumas das condições de ordem sejam descartadas do sistema.

No capítulo 4, apresentaremos uma nova formulação teórica para os métodos de Runge­

Kutta, através de uma notação matricial introduzida por Albrecht, que será muito útil no

desenvolvimento do capítulo 5, onde mostraremos como as condições de simplificação po­

dem facilitar a obtenção de pares embutidos de métodos de Runge­Kutta com ordens 4 e 5,
­respectivamente.
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Capítulo 2

Os Métodos de Runge Kutta

2.1. Introdução

Uma grande quantidade de problemas físicos, químicos e biológicos podem ser repre­

sentados através de modelos matemáticos. Dentre tais modelos podemos citar as equações

diferenciais ordinárias (EDO).

Em alguns casos, não é possível determinar algebricamente a solução de uma EDO asso­

ciada a uma condição inicial, daí torna­se oportuna asutilização de técnicas numéricas, que

geram aproximações para a mesma em pontos do seu intervalo de existência.

Dentre estas técnicas, ganham destaque duas classes de métodos que têm sido ultimamente

muito investigados: métodos de passo múltiplo e métodos de Runge­Kutta(RK).

Neste capítulo, apresentaremos alguns conceitos qualitativos e resultados importantes re­

lacionados com os métodos RK, os quais serão utilizados no desenvolvimento dos capítulos

posteriores.
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2.2 Conceitos básicos

Consideremos o problema de valor inicial (PVI) definido por:

y' = f(x,y) (2.1)

y(a) = Yo

com f : IR x IR" — IR" tal que a existência e unicidade da solução y(x) num certo intervalo

[a, b] esteja garantida.

Neste trabalho, visando simplificar as notações, mas sem prejuízo de qualquer resultado,

vamos considerar m=l.

Consideremos uma discretização de [a, b] em pontos rr definidos por rn = ro+nh para n =

1,2,..., onde h será identificado como o comprimento do passo de integração. Denotaremos

por yr à aproximação para a solução exata y(r) em x = Xn.

Vamos aqui considerar, para a obtenção de aproximações para a solução exata y(x) em

pontos x, E [a, bl, a classe dos métodos de Runge­Kutta com s estágios que definimos a seguir.

Definição 2.1 Dado o PVI (21) denominamos método de Runge­Kutta com s estágios o

método numérico de passo um definido pelo seguinte algoritmo:

Un+1 = Un + hNbik;
i=1

ki = f(tn + eh, yn + hS aki) ti=1,2,..,s
j=1

8

c; = Ya; t= 1,2,...,8
j=1

onde a;;,c; e b; são constantes.

Ainda, é conveniente tomarmos O < c; < 1 para 1 =1,2,...,s

Podemos observar que os coeficientes c;,a;; e b; caracterizam um método RK com s

estágios. Vamos identificá­los através de uma forma matricial denominada representação

de Butcher.
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onde:

c=[c1,02,..., 0], b=[b1,bo,...,b.] e A= [aijlsxs­

À classe dos métodos RK pode ser dividida em 3 sub­classes, em função dos valores

assumidos pelos elementos da matriz A.

­ Se a;; = O para i < ;, isto é, A é estritamente triangular inferior, então teremos a

sub­classe dos métodos de Runge­Kutta explícitos.

­ Se a;; £ O para algum 4 < 7, isto é, A não é triangular inferior, então teremos a sub­classe
dos métodos de Runge­Kutta implícitos.

­ Se ai; = O para à < j e se existir a;; £ O, istô é, A é triangular inferior, mas não

estritamente, então teremos a sub­classe dos métodos de Runge­Kutta semi­implícitos.

Todo o desenvolvimento deste trabalho será feito considerando­se apenas a sub­classe dos

métodos de Runge­Kutta explícitos.

Uma medida de qualidade extremamente útil ao se trabalhar com os métodos RK, é o

valor Tn41, que definiremos a seguir, obtido ao substituirmos em (2.2) e (2.3) as aproximações

Yi por y(r;).

Definição 2.2 Denominamos Erro de Truncamento Local de um Método de Runge­ Kutta

com s estágios, em x = xn411 e denotaremos por Tr4+1, o valor :

Tn+1 = Y(En+1) — (960) + DD (2.5)

onde as avaliações kis são efetuadas considerando­se a solução exata y(xn) em lugar de yn.

Vamos denotar por fn4+1 à aproximação em rr41 gerada por (2.2) e (2.3) quando admitimos

a hipótese local yn = y(rn). Portanto: .

In+1 = Y(Tn) + hd biki (2.6)
i=1
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De (2.5) e (2.6) obtemos que:

Tn+1 = Y(En+1) — Unai (2.7)

Portanto, quando por hipótese admitimos que yn = y(xn) o Erro de Truncamento Local

nada mais é do que a diferença entre a solução exata e a solução numérica no ponto rn4+1.Vários

autores denominam o valor obtito em (2.7) de erro local. ­

Se considerarmos em (2.7) o desenvolvimento de T,41 em série de Taylor nas vizinhanças

do ponto r = rr, vamos obter:

Tn+1 = uh + wah? + wah? + wah?! +wsh? +... +wpoh? + O(RPH!) (2.8)

Definição 2.3 Dizemos que um método RK tem ordem p se este for o maior inteiro positivo

tal que:

Tr41 = O(h?P*!!) (2.9)

ou seja

WI = UW9I = WUWwZ ==" mw, =0 (2.10)

É importante registrar que os w; são constituídos por expressões que envolvem os coe­
ficientes do método multiplicadas por derivadas parciais da função f(x,y). Logo, para que

tenhamos w; = O para à = 1,2, ..., pP(independente do pvi), preciso que estas expressões sejam

nulas, uma vez que não podemos impor restrições sobre f(x,y) e suas derivadas parciais.

Essas expressões às quais impomos a nulidade, constituem um conjunto de equações deno­

minadas Condições de Ordem do Método. Tais equações têm os coeficientes do método
como suas incógnitas e, portanto, cada solução desse conjunto de equações nos fornece um

método, ou uma família de métodos, com a ordem p considerada.

2.3 As Condições de Ordem

Na prática, para construirmos um método de Runge­Kutta com ordem p, consideramos

as expansões em Série de Taylor de y(Tn+1) E fn+1 em potências de h numa vizinhança de

x = Tn, substituímos em (2.7) e considerando (2.9) geramos as equações que os coeficientes
de um método de Runge­Kutta com s estágios devem satisfazer para que este tenha ordem p.
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A seguir apresentamos o sistema constituído de 17 equações, as quais um método RK

explícito com s estágios deve satisfazer para que tenha ordem cinco, isto é, suas condições de

ordem.

1 2 3 4 5 6

Shbi=1
i=1

8

bica;cj =
i=3 >
>biae?e; =
Es
>SD ayS auch == >
i=4 j=3d k=2

8 1
bit =22 bic 5

8 il 1
Ci)Ao; = To

j=

ha Das Soane ==
>”(Sage)
i=3 j=2

biSaioeG=
i=3 =
2 biTayeana =
i=4 j=

DbiSa;Dend =
i=4 = k=2>>aTax> Ukmeim = Ton
i=5 j=4 k=3  m=2

AAA

| unesp”. 12 13 14 15
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Se desse sistema excluirmos as equações de (2.19) a (2.27) então alcançaremos apenas

ordem 4 para os métodos RK explícitos daí obtidos.

Se além dessas também excluirmos as equações de (2.15) a (2.18) teremos garantia, apenas,

de ordem 3. Se mantivermos no sistema apenas as equações (2.11) e (2.12) teremos a classe

dos métodos explícitos com ordem 2 e s estágios.

Portanto, observe que as condições para se alcançar ordem p e s estágios serão também

condições necessárias para os métodos RK com ordem p+1 e s estágios.

2.4 Par embutido de Runge­Kutta

Ao se trabalhar com um método de Runge­Kutta com ordem 4, a técnica mais eficiente

e atualmente bastante considerada para se estimar o erro de truncamento local, utiliza um

outro método também de Runge­Kutta mas com ordem superior a 3.

A fim de minimizar o esfôrço computacional dispendido a cada passo de integração no

cálculo das derivadas f(x,y) podemos considerar dois métodos de Runge­Kutta tais que
as derivadas do de ordem menor sejam também derivadas do de ordem maior. Para isso

introduziremos o conceito de par embutido de métodos, que a seguir definimos.

Definição 2.4 Dados dois métodos de Runge­Kutta: (c, A,bº) com ordem p e s estágios e

(6, À, bt) com ordem À e à estágios, tal que À < p, dizemos que o método com ordem À está
embutido no de ordem p se:

r

com 0, e 02 vetores nulos e A* E IRES,

Em particular, torna­se de valor prático o caso P =p— 1e8=s­1,com:

Uma outra situação especial e que será considerada no capítulo 5 deste trabalho é quando

tomamos as matrizes c e À comuns aos dois métodos, isto é 8 = 8, mas com:

c.=1 (2.28)
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b;=0

as; =b;, paraj=1(1)s.

Como A = À e c = à, podemos representar o par embutido como:

clA
bÉ
bt

onde bº, Bt, ce Rº e A € RR“.

Observe que nesse caso a última derivada avaliada no passo n será igual à primeira derivada

do passo n+1, ou seja, KM) =
De fato:

2.28) E (2.30
­

(228) e (  f(&n + h,Yyn + hXbjkj) = f(Tn+1)Yn+1)k$7 = f(tn + esh,yn + hD asiki)
j=1 j=1I

8
=0 E a7;=0ko) — f(xnni + cih, yny1 + hX ajkj) A Za S(tn+1, UYn+1)

j=1

Sob o ponto de vista computacional, esse par de métodos exige, a cada passo, s — 1

avaliações da derivada f(x,y) e não s como em princípio poderíamos imaginar.

Um par de métodos embutidos que apresente essa característica é identificado como um

par que satisfaz à estratégia FSAL (última derivada igual à primeira).

Um par de métodos de Runge­Kutta onde o de ordem p — 1 está embutido no de ordem

p será representado por RK(p— 1,p).

Daremos a seguir como ilustração, o par de métodos RK(4,5) com s = 7 estágios, que

satisfaz à estratégia FSAL, conhecido como método DOPRI(A4,5).

ES
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



44
45

19372

9
40

56 32
15 9

—25360 64448
6561

9017
3168

35
384

2187 6561

— 355 46732
33 5247

5000
1113

5 6

oo — 2187
1113 6784

T5TL — 92097 187
16695 339200 — 2100

ES
AVAVAY

7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 3

As Condiçoõoes de Simplificação

3.1 Introdução

A não linearidade da maioria das condições de ordem dificulta a resolução do sistema

por elas constituído. Por isso, Butcher propôs algumas equações mais simples que, quando

incorporadas ao sistema, tornam redundantes algumas das condições de ordem simplificando

sua resolução. Tais equações são denominadas condições de simplificação subsidiárias e serão

consideradas neste capítulo. s

3.2 Condições de Simplificação Subsidiárias

Consideremos as equações:

i­l

D0ije; = )

.. (3.1)
j=2

il Bo
doa = a. (3.2)
j=2

Tais equações são denominadas por Butcher “Condições de Simplificação” para a classe

dos métodos RK explícitos com ordem p e s estágios. Conforme veremos, essas condições de­

sempenham um papel importante quando incorporadas às condições de ordem para a obtenção

de métodos de RK.

Conforme mostraremos neste capítulo, quando incluímos ao sistema constituído pelas

equações (2.11) a (2.27) as condições de simplificação (3.1) e (3.2), algumas das condições de

ordem são satisfeitas automaticamente se, e somente se, forem satisfeitas as condições que
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apresentaremos a seguir, que denominaremos condições de simplificação subsidiárias:

3 biaio =0O
i=3

Ss

SbCidia = 0
i=3

SN biaig=0
i=4

s i­l

Dbi) aaja = 0
i=5 j=4

b; =O0

Tais equivalências serão demonstradas a seguir.

Equivalência 1:

Se tivermos (3.1) e (2.13), então (2.14) é naturalmente satisfeita <& (3.7) é satisfeita.

De fato:

e

Ssj= 233 =2

Equivalência 2:

Se tivermos (3.1) e (2.15), então (2.16) é naturalmente satisfeita <> (3.7) é satisfeita.
De fato:

SobiciS asse; = SobiciZ
i=3 i=2 i=3

Equivalência 3:

Se tivermos (3.2) e (2.15), então (2.17) é naturalmente satisfeita <> (3.7) é satisfeita.

De fato:
8 i­l

'

Dbi aosÉDI305 3º bz =0.
i=3 j=2 33

13
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Equivalência 4:

Se tivermos (3.1) e (2.17), então (2.18) é naturalmente satisfeita <> (3.3) é satisfeita.

De fato:

So;Va ao G1) 33Say? ==ESae? ­ (has) ái=4 j=3 k=2 2iza j=3 i=3 j=2 i=3

3 | ­ (Erau a| = e bag=0.
i=3 i=3

Equivalência 5:

Se tivermos (3.1) e (2.19), então (2.20) é naturalmente satisfeita <> (3.7) é satisfeita.

De fato:

1Sobeaos O Pad=22h CE 5 eh =.
j= i=3 2i=3

Equivalência 6:

Se tivermos (3.2) e (2.19), então (2.21) é naturalmente satisfeita <> (3.7) é satisfeita.

De fato:
E il Ej

SD bieiD aijeG = ' bici+ =
i=3  j=2

Equivalência 7:

Se tivermos (3.1) e (2.21), então (2.22) é naturalmente satisfeita <> (3.4) é satisfeita.

De fato:

SobiciS ai ago: ED A DbaX eye == à DobieiSaie? (Dohicias) ái=3i=4 j=3 k=2 2i=d j=3 i=3 j=2

1/1 12 [= (Dheaa) a = 30 <e >Cai= O.
i=3
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i=

Equivalência 8:

Se tivermos (3.1) e (2.19), então (2.23) é naturalmente satisfeita < (3.7) é satisfeita.
De fato:

il e(Esso) ENS, (à) ­ Dbi4 21) 5 eba =0.
i=3 4x3

Equivalência 8:

Se tivermos (3.1) e (2.24), então (2.25) é naturalmente satisfeita <> (3.3) é satisfeita.

De fato:

DDage S ez, GE) o.e3 =CoSao Nel ái=4 j=3 2i=4 j=3 i=3 & i=3

=

Equivalência 10:

Se tivermos (3.2) e (2.24), então (2.26) é naturalmente satisfeita <> (3.3) é satisfeita.

De fato:

s j s e 18 i­l s

4 í— k=2 =j=3 i=4 j=3 =)j=2 i=3224)a(és ca==—.Fao Sb;Ajo =
i=3 i=3

AAA

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Equivalência 11:

Se tivermos (3.1) e (2.26), então (2.27) é naturalmente satisfeita <> (3.5) e (3.6) são
satisfeitas.

De fato:

18 ils j j­1SbSa;ap = 32h20) 05h
i=5 j=4 k=3 i=5 j=4

20303asd ano? las (oas +3basea ai=4 j=3 Rk=2 i=4 i=5 j=4

s j­l2hSa;2>Akmem E

: (ão ­| (>es) + DDSaio ai=4 i=5 j=4

| Sobras =0O ou a3z2 = 0
i=4“e

E) i­l

i=5 j=

EA

Podemos sintetizar as onze equivalências demonstradas através da tabela que apresentaremos

a seguir:

Equivalência Hipótese Tese

1)+(2.13) 2.19) S(3­7)
3.1) +(2.15) 2.16)S(3.7)

2)+(2.15) 2.17) (3­7)

2.19 2.20)S (3.7)

(
(
(2.17)
(2.18) (3.3)

À )
2.21)S (3.7)

3.1)+(2.17
3.1)+
3.2)+

1)+ 2.22) S(3.4)
1)+(2.19

3.1) +(2.24

(
(2.23) S(3.7)
(2.25)S(3.3)

(3.
(
(3.
(
(
(
(3.
(3.
(
(

(
(
(2.17)
(2.19)
(2.19)
(2.21)
(2.19)
(2.24)
(2.24)3.2) +(2.24 2.26)&S (3.3)

e
s|

E
5)

e
o

N
S

ai
s

a
=

(3.1)+ (2.26)
(

(2275 (3.5)e (3.6)

Tabela 3.1: Equivalências 1
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3.3 As novas condiçoes de ordem

Conforme constatamos através das equivalências do parágrafo anterior, quando acrescen­

tamos às condições de ordem (2.11) a (2.27) às condições de simplificação de Butcher (3.1),

(3.2) e às condições de simplificação subsidiárias (3.3) a (3.7), onze das dezessete condições de

ordem podem ser descartadas. Logo, o novo sistema de equações pode ser considerado sem

qualquer prejuízo na obtenção dos coeficientes que garantam ao método daí obtido ordem de

consistência cinco.

Observe que na verdade, substituímos 11 condições de ordem por 2s — 4 condições de

simplificação e 5 condições de simplificação subsidiárias.

Portanto, passamos a ter, no novo conjunto, 2s + 7 equações que devem ser satisfeitas se

desejamos obter um método RK explícito com ordem 5 e s estágios.

Notemos que para s > 5, o número de equações que devem ser satisfeitas é superior a

17, que era o número exigido de condições de ordem. No entanto, temos agora equações bem

mais simples com relação à linearidade nos coeficientes.a;; e c;, quando comparadas áquelas

que foram descartadas. Isto é, podemos gerar métodos RK explícitos com ordem cinco e s

estágios com um esforço computacional bem menor.

As equações do novo sistema são:

s

Ybi=1
i=1

Sbici =
i=2

Y bic; =
i=2

1=2

i=2 U
lm

A
lm

o
e

M
e

8 i­l 1

2204)0 = 25
i=3 j=2
il 2

FEDN aije = 2 t 3,4, ....s
j=3
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8

X bicidio =0O
1=3

E

DS biais =0O
i=4

8 1—l

Dbi) aa = 0
i=5 j=4

ba =0

3.4 Um procedimento para obtenção de uma família de
métodos RK explícitos com p=5 e s=6

o:

Um procedimento natural ao tentarmos gerar um método RK é, sempre que possível,

considerarmos os coeficientes c; como parâmetros livres, podendo assim escolhê­los conve­

nientemente, em especial considerando a condição O < c; < 1, para todo i=1(1)s.

Se desejamos construir métodos RK explícitos com ordem 5 e 7 estágios, devemos resolver

um sistema com 21 equações a 22 incógnitas, apenas considerando os coeficientes a;;, para

i = 3(1)s com j = 2(1)s e os coeficientes b;, para i=1(1)s. Isto é, não estamos incluindo

entre tais incógnitas os coeficientes c;, para 1 = 1(2)s. Assim sendo, teremos liberdade para

atribuir seus valores e, nem estamos incluindo os elementos da primeira coluna da matriz A,

pois estes elementos serão obtidos posteriormente através da relação:

8

Cc = Na para, i1=1,2,..,5.
j=1

Daremos, a seguir, um procedimento para resolução desse sistema , que nos fornecerá uma

família de métodos RK explícitos com ordem p = 5 e s = 7 estágios.
­
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Algorítmo 3.1 ­.

Passo 1: De (3.20) temos que by = O

Passo 2: Através de (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) determinamos quatro dos coeficientes b;

entre bz e b; em função de c;, i = 2(1)7 e do b; restante.

Passo 3: De (3.8) determinamos h,.

Passo 4: Através de (3.13), (3.14, (3.15), (3.16), (3.17), (3.18) e (3.19), determinamos os

coeficientes ai, 1 = 3(1)7 e ] = 2(1)6 com i > j.

Note que todos os a;; são determinados em função dos c;, aos quais atribuímos valores

entre O e 1, e de um dos b;, para 3 <i < 7, escolhido arbitrariamente.

No entanto, não podemos pensar em considerar todos os c; como parâmetros livres se

quisermos obter métodos de RK explícitos com p = 5 e s = 6 estágios, pois isso nos levaria a

um sistema de 19 equações a 16 incógnitas.

Portanto, precisamos considerar também três dos coeficientes c;'s como incógnitas do

sistema para que se tenha um sistema de 19 equações à 19 incógnitas. Daremos a seguir

um procedimento para obtenção dos coeficientes de uma família de métodos RK explícitos

com p = 5 e s = 6, onde determinaremos, também, c3, ca e C5, isto é considerando­os como

incógnitas do sistema.

Algorítmo 3.2 :.

Passo 1: De (3.20) temos que bz = O.

Passo 2: Através de (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) determinamos b3, ba, bs e be.

Passo 3: Por (3.8) determinaremos b,.

Passo 4: Determinamos az2 e cz de (3.14) e (3.15) com i=83.

Passo 5: Determinamos as2 e aço de (3.16) e (3.17).

Passo 6: Determinamos as3 e as54 de (3.14) e (3.15) com i=5.

Passo 7: Determinamos aça e ass de (3.19) e (3.13).

Passo 8: Determinamos aça de (3.18).

Passo 9: Tomamos cg = 1

Passo 10: Determinamos cs através de (3.14) ou (3.15) com i=6.

19
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Passo 11: Determinamos an, i = 1,2,...,s através de (2.4).

No passo 9 tomamos ck = 1, por conveniência, para que as equaçõs (3.14) e (3.15) se

tornem iguais. Passamos a ter um sistema de 18 equações a 19 incógnitas, logo podemos

deixar ca ou cs como parâmetro livre. No passo 10 optamos por deixar ca.

Seguindo os passos acima encontramos uma família de métodos RK explícitos com ordem

cinco e seis estágios.

3.5 Uma família de métodos RK explícitos com p=5 e
s=6

Considerando c2 e ca como parâmetros livres, para 0 <c7 < 1 e 0 < ca < 1 mas com ca

diferent de 1 233 12+)V6 12­6
ne DER 2? 20 * 20

com ordem cinco e seis estágios, sendo:

e3= Sm a= 2a. 1, by =b3=0, 0x = Co, ag = 202, asa =203720 SS BEI2)/ O ; ba= 03 = VU, A21= Ca, As1 = 2C2, 032 — nO

, obtivemos uma família de métodos RK explícitos

1 m
= b =

,12c4(3 — 13c4a + 2003 — 10c3)' A 12(2— Tca +53)ba

12574º 504, 204b = , = — = ,5 12(18— 135c,+ 38502 — 500cê+ 25008)” MEO bo 9a

— Que? da = —2(18c2 — 105caca + 45cdca + 150cacê + 200 — 150cacêi)x
gozo 53 —1125c8ydwA43 = by

36c2 — 135c23 — 210c2ca + 900c2ca + 495c2c3 — 2250c3cF — 20ci — 300c2ci + 1800c3ci)x
as1 2250c8ca(—1 + 20)?

qu = CAE dl = (—4 + 15c29)(9 — 45ca + 80cã — 50c3)
50 SM —250caydw !

—36c2 + 99c2 + 258c2aca — TO2Cca — T17cacA + 1917c8cã + 120) + 825caci — 2250c3ci + nm
agr =$ —18cóxcam

­

2(6c2a — 33caca + Icdca + 450203 + 4ci — 30cack
—9cswmaga = ,

20
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— A cI12­ 330 — T204 + 210c2ca + 14002 — 450c2c3 — 80c + 300cacê
2ca(3 — 10ca + 10c3)wm '

—
25(—1 + ca)yt(—2 + 5Ca)

—27 + 243c4a — 870c2 + 156003 — 1400cf + 500c8'265

onde:

x =­—3+5c, 2 = 9c29 — des, m = 3­— l2ca + 10cê,
y=­—1+2c, w = d3ca — 2Ca, n = —10ci(2 + 30c2 — 90c3).
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Capítulo 4

Uma nova classe de Condições de
Simplificação

4.1. Introdução

Conforme verificamos no capítulo anterior, as condições de simplificação e as condições

de simplificação subsidiárias mostraram­se bastante eficientes como ferramenta auxiliar para

obtenção dos coeficientes de métodos RK explícitos com ordem cinco.

Neste capítulo, introduziremos uma nova classe de condições de simplificação que, quando

associadas a algumas daquelas apresentadas no capítulo 2, tornam ainda mais simples a busca

de solução para o sistema.

Apresentaremos várias combinações possíveis entre condições de ordem e ondições de sim­

plificação.

4.2 As Novas Condições de Simplificação

Consideremos as relações:

i=j+l

Conforme mostraremos, se ao construirmos um método RK explícito com ordem cinco

acrescentarmos ao sistema constituído pelas 17 condições de ordem as condições de simpli­

ficação (4.1), 6 das condições de ordem são automaticamente verificadas. Logo, podem ser

desprezadas do sistema uma vez que as equações restantes garantem que as soluções daí

obtidas fornecem métodos RK com ordem cinco.

22
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Associando as condições de simplificação (4.1) a algumas condições de ordem do método,

demostraremos a seguir, como estas 6 condições de ordem são satisfeitas. Observe que de

(4.1) paraj= s temos que:
bs(1—­c)>=O0

o que nos leva à condição c; = 1, pois b; = O nos levaria a um método RK com s — 1 estágios.

Isto é, sempre que tivermos (4.1) para j = s devernos considerar c; = 1.

Equivalência 1:

Se tivermos (2.12),(2.13) e (4.1) satisfeitas, então, (2.14) é naturalmente satisfeita.

De fato:

Dbi asso; = 3ca co + (3as) c3 + (30ou ca + (3aos) Cs
i=3 j=2 i=4 i=5 1=6

+... + (bsass­1)Cs1 N ba(1 — ca)Ca + b3(1 — c3)C3 + ba(1 — Ca)Ca
+bs(1 — Cs)C5 + bs(1 —= C6)C6 +... + bs­1(1 = Cs—1)Cs—1
sl s­1l

e
­ 1S bic; s S bic? (2.12) e (2:13) É " bc) . É s b.c2)

i=2
2 3

i=2

" G bs 3 5)

Equivalência 2:

Se tivermos (4.1),(2.13) e (2.15) satisfeitas, então, (2.17) é naturalmente satisfeita.

De fato:

bsaj = (=DEEm (>DEEm (2au) àEm (>as) &2
i=3 j=2 i=3 i=4 i=5 i=6

(3.1+++ + (bsassna) 2, E ba(1— co)e& + ba(1— cs)eS + ba(1— ca)eÃ

Ms — es)es + +ba1(1—­co)ÊA,
eQ. 1 1hd TheCEC) (= be) ­ (2 bscl)

i=2es=1 1 É — ) — l" ( bs) 4 bs) = 12
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Equivalência 3:

Se tivermos (4.1),(2.14) e (2.16) satisfeitas, então, (2.18) é naturalmente satisfeita.

De fato:

8 i­l j­l1 8 s

Dbi aiD ajkCk (Fobos) az3202 + (has) (a1202 + a4303)
i=4 j=3 k=2 i=4 i=5

8+ (Dbras) (as2c2 + as3C3 + Ar4Ca) +.
i=6

s­2

+ (bsass­1) ) as1Ck
k=2

+b3(1 — C3) 03202 + ba(l — Ca) (a4202 + A43C3)

+bs(1— cs) (as2c2 + as3e3 + asaca) +++
s—2

+bs1(1 = Cs1)) ask
k=2

s—li­l s—li­1l

DID biaie; — DD "biciaio;
i=3j=2 i=3j=2

sl —!

(2.14) e (2.16) 1 — SO bsasjC; — 1 — DS  bsCsAsjCj
6 im 8 ja

cs=1l 1 So 1 > AgiC5 = 2

Equivalência 4:

Se tivermos (4.1),(2.15) e (2.19) satisfeitas, então, (2.24) é naturalmente satisfeita.

De fato:

8 i­l s s s s

i=3i=3 j=2 i=4 i=5 i=6

Fe + bsass­1C) 6) ba(1 — ca)cê + b3(1 — ca) + ba(1 — ca)
+bs(1 — cs)cê + + bs 1(1 — cs­1)JÊO,
s­1 sl 1bic? s S bict (2.15) e (2.19) (7 — be
1=2 i=2

4
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Equivalência 5:

Se tivermos (4.1),(2.17) e (2.21) satisfeitas, então, (2.26) é naturalmente satisfeita.
De fato:

s il j­l s s

Dbi)aj)AjrCk (bras) az203 + (Dobras) (04203 + a1303)
i=4 j=3 k=2 i=4 i=5

s

2 2 4+ (Sobras) (as2cl + As3C3 + asaci) +...
i=6

s­2
2+bsass­1 » Ag—1Ck

k=2

b3s(1 — c3)azacê + ba(1 — Ca) (as2c? + a4303)
+bs(1 — Cs) (asc + as3C3 + as402) +...

. .e

s—2

+bs1(1 = Cs­1)) ask
k=2

s—li—1 s—­li­1

i=3j=2 i=3j=2

2.17) e (2.21 1 sl

j=2

es=
1 sl

j=2
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Equivalência 6:

Se tivermos (4.1),(2.18) e (2.22) satisfeitas, então, (2.27) é naturalmente satisfeita. De
É fato:

ja :DD”a,Sa> ALIC1 (Dobras) ALs30A32Co
k=3  =2i=5 j=4 i=5

8+ (Dhras) (as303202 + Asat1202 + A5aA43C3)
i=6

+­­­ + bstss81 (As18­205­22C02)

ba(1 — ca)aasas2c2a + bs(1— cs)

(assagaCco + ar1da2C2 + AzalazEC3)

+­­­+ bs1(1— cs 1)As1822082202
s­1i­1j­1 s­1i­1j­1

DD Dobiagaçeks — DX)  biciajajçC
inaj=3k=2 = i=4j=3k=2

2.18) e (2.22 a17­1 1º
(2:18) e (2:22) (> — > Xbsaxane) — (3 — XDbsCsAsjAJkCkj=3k=2 j=3k=2

1 s­1j­1 1 s—1j­124 —>>>bsAsjAjkCk = 30 — 22 270sCsjAjkCk
j=3k=2 j=3k=2

1

120

As equivalências demonstradas podem ser, de forma resumida, apresentadas através da

tabela:

Equivalência Hipótese
1 à 1)+(2.12)+(2.13)As(2.13)+(2.15)+(2.14)+(2.16)

+(2.15)­+(2.19)

­ ( (
+( (
F(2.17)+(2.21)
+F(2.18)­+(2.22)

Tabela 4.1: Equivalências II

Portanto, podemos concluir que 6 das 17 condições de ordem, necessárias para a obtenção

de métodos de Runge­Kutta com ordem cinco, são automaticamente verificadas e podem ser
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desprezadas do sistema sem qualquer prejuízo quando consideramos as condições de simplifi­

cação (4.1).

Podemos, então, obter uma família de métodos RK explícitos com ordem cinco, a partir

da resolução do sistema de equações:

(4.2)

(4.3)

>Sage; = (4.4)
i=3 =
2fes2 ac; = (4.5)
i=3 =

Ses a Fara = 2= (4.7)
i=4 j=3>”(Fase)? ==E (4.8)
i=3

2age ana == (4.9)
i=4 j=3

4.3 Algumas Combinações entre Condições de Ordem
e Condições de Simplificação

As condições de simplificação (3.1), (3.2) , as condições de simplificação subsidiárias (3.3),

(3.4), (3.5), (3.6), (3.7) e as condições de simplificação (4.1), podem ser associadas às condições

de ordem (2.11) a (2.27) de diferentes maneiras.

A partir dos resultados já obtidos e sintetizados através das tabelas 3.1 e 4.1, vamos

considerar algumas combinações possíveis entre as condições de simplificação e as condições

de simplificação subsidiárias, observando as consequências dessas combinações sobre as 17

condições de ordem que devem ser satisfeitas para obtenção de métodos RK com ordem

cinco.

Apresentaremos, a seguir, três casos distintos de sistemas que podem gerar famílias de
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métodos RK explícitos com ordem cinco.

Primeiro caso:

Consideremos as condições de simplificação (3.1), (3.2), as condições de simplificação sub­
sidiárias (3.3), (3.4), (3.7) (4.1) e as condições de ordem (2.11) a (2.27).

Conforme demonstramos no capítulo anterior e apresentamos de forma resumida através

da tabela 3.1, podem ser eliminadas do sistema as condições (2.14), (2.16), (2.17), (2.18),

(2.20), (2.21), (2.22), (2.23), (2.25) e (2.26) e, ainda assim, garantir ordem cinco ao método

RK daí obtido. Se, em lugar das condições de simplificação acima consideradas, utilizarmos

as condições de simplificação (4.1) juntamente com algumas condições de ordem, conforme

tabela 3.1, podem agora ser eliminadas do sistema as condições (2.14), (2.17), (2.18), (2.24)

e (2.26).

Portanto, se considerarmos ao mesmo tempo os dois conjuntos de condições de simplifi­

cação associados às condições de ordem constatamos que das 17 equações de ordem originais

devemos considerar no novo conjunto apenas as condições (2.11), (2.12), (2.13), (2.15) e (2.19).

Observe que a condição de ordem (2.27) pode ser eliminada tanto pelas condições de

simplificação (3.5) e (3.6), quanto pela condição (4.1), o que pode ser constatado através

da análise dos resultados apresentados nas tabelas 3.1 e 4.1. Isto justifica não termos aqui

considerado, entre as condições de simplificação subsidiárias, as condições (3.5) e (3.6).

Por outro lado, a condição de ordem (2.24) somente é eliminada quando consideramos

(4.1).

Podemos sintetizar esses resultados através da tabela que apresentamos a seguir:
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Condições de Ordem | Condições Eliminadas | Condições Restantes
Tabela 3.1 |Tabela 4.1

2.11)
(2.12)
(2.13)

(2.15)

P
S

jrs
fo

S
|

|»

(2.19)
P

r
i

|[p
<4

|p
<|4]

DS

XxX
X

Tabela 4.2: Primeiro caso

Na primeira coluna da tabela 4.2 temos as condições de ordem do sistema original para
obtenção de um método RK com ordem cinco, na segunda coluna as condições de ordem que

foram descartadas conforme tabela 3.1, na terceira coluna as condições de ordem que foram

descartadas conforme tabela 4.1 e finalmente na quarta coluna as condições de ordem que

restaram no sistema.

Conclusão:

Podemos gerar métodos RK explícitos com ordem cinco e s estágios considerando, em
lugar do sistema original constituído pelas 17 condições de ordem, o seguinte sistema simpli­

ficado:

il
2

Saio = 9, 1= 3, 4, ..
j=3
i­l Cc2 :

;DN aijei =—, i=3,4,...
j=3

Ss

S biaio =0O
i=3
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i=3

ba =0 (4.14)

k=0,1,2,3,4. (4.16)

É importante observar que se tomarmos b2 = O, a equação (4.1) para j=2 será a mesma que

(3.3).

Segundo caso:

Consideremos as condições de ordem (2.11) a (2.27), as condições de simplificação (3.1) e

as condições de simplificação subsidiárias (3.3), (3.4) e (3.7).

Conforme tabela 3.1, podem ser eliminadas do sistema as condições (2.14), (2.16), (2.18),

(2.20), (2.22), (2.23) e (2.25).

Se, em lugar das condições de simplificação acima consideradas, utilizarmos as condições
de simplificação (4.1) juntamente com as condições de ordem, conforme tabela 3.1, podemos

eliminar do sistema as condições (2.14), (2.16), (2.18), (2.20), (2.22), (2.23) e (2.25).

Portanto, se considerarmos ao mesmo tempo os dois conjuntos de condições de simplifi­

cação associadas às condições de ordem, constatamos que das 17 condições originais devemos

considerar, no novo conjunto, apenas (2.11), (2.12), (2.13), (2.15), (2.19) e (2.21).

Observe que, neste caso, não consideramos as condições de simplificação (3.2). Portanto,

não poderíamos descartar (2.21), (2.26) e (2.17) que são as únicas que dependem de (3.2)

como podemos constatar na tabela 3.1 .

Porém, podemos descartar (2.26) e (2.17) quando consideramos as condições de simplifi­

cação (4.1), restando apenas (2.21) que não pode ser descartada.

Não se faz necessário considerar as condições de simplificação (3.5) e (3.6) uma vez que as

mesmas são necessárias apenas para descartar (2.27), conforme podemos verificar em tabela

3.1, e já temos (2.27) descartada quando consideramos as condições de simplificação (4.1),
Ps

conforme podemos observar na tabela 4.1.

Para uma melhor compreensão, apresentamos todos estes resultados através da tabela 4.3

30
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que apresentaremos a seguir:

Condições de Ordem Condições Eliminadas
Tabela 3.1 |Tabela 4.1

Condições Restantes

(2.11) (2.11)
(2.12) (2.12)
(2.13) (2.13)
(2.14)
(2.15) (2.15)
(2.16)
(2.17)
(218)
(2.19) (2.19)
2.20)

(2.21)
(
(2.21)
(2.22)
(2.23)

Conclusão:

Tabela 4.3: Segundo Caso

O sistema original constituído pelas 17 condições de ordem pode ser substituído pelo

sistema simplificado, que apresentaremos a seguir, e que também irá gerar métodos de RK

explícitos com ordem cinco e s estágios.
i—l e

n :> A;jej = 2 1= 3,4, e...
i=3

> bjao = 0
i=3

E)

XT biciaio = 0
i=3

ba =0
8

> biaig=bji(1—c;)
i=j+1

2 1

i=2

1 2 3 4 5 6

8 il 2 1
DObicid aijes = TS
i=3 j=2

ES
AVAVAY

| unesp”.

5

J=3. ss

k=0,1,2,3,4.

12 13 14 15 16

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

17 18



Terceiro caso:

Consideremos as condições de ordem (2.11) a (2.27), as condições de simplificação (3.1) e

as condições de simplificação subsidiárias (3.1), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) e (3.7).

Conforme a tabela 3.1, podem ser eliminadas do sistema as condições (2.14), (2.16), (2.18),

(2.20), (2.22), (2.23), (2.25) e (2.27).

Observe que, neste caso, não estamos considerando as condições de simplificação (3.2),

portanto não podemos descartar (2.17), (2.21) e (2.26). Porém, como estamos considerando

(3.5) e (3.6) podemos descartar (2.27) (veja tabela 3.1), mesmo não estando considerando as

condições de simplificação (4.1).

Portanto constatamos que das 17 equações originais devemos considerar no novo conjunto

apenas as condições (2.11), (2.12), (2.13), (2.15), (2.17), (2.19), (2.21), (2.24) e (2.26).

Sintetizaremos estes resultados através da tabela 4.4 que apresentamos a seguir:

Condições de Ordem | Condições Eliminadas |Condições Restantes
Tabela 3.1

(2.11) (2.11)
(2.12) (2.12)
(2.13) (2.13)
(2.14)

(2.15)

(2.17)

(2.19)

(2.21)

(2.24)

(2.26)

PS
|

qm
jo

si
os

|
[x

]
[os

[
<

<

Tabela 4.4: Terceiro Caso

Conclusão:

Um novo sistema pode ser considerado em lugar do sistema original que irá gerar métodos
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RK com ordem cinco e s estágios. As equações desse sistema são:

x— Ci —Levo = 2 is 3,4,..,8
S bao =0
i=3

8

S bicAja = )
i=3

ba =0

2 bias =0
>”Vagan ==
ss

bic = Fr k=0,1,2,3,4.
DbiSaioCj; =
= jo
Sb;Aa=
i=3 "=2
bi2G=a0
= jo
Db:Sa;ST anct ==
i=4 j=3 k=2

4.4 Uma nova equivalência

Em [5], Butcher trabalha com as condições consideradas no segundo caso, substituindo por

conveniência a equação (4.19) pela diferença entre (4.18) e (4.19). Isto é, utilizando a equação:

>(1— cia =0 (4.35)

Ainda, a equação (4.23) é substituída por:

sil 1 C3>IDIbi(1— ci)dasjej(c; — ca)= 60 1
i=3j=2

considerando a equivalência existente entre ambas, ou seja:

s i­l

SD biciais ==
i=3j=2

1 2 3 4 5

s i­l 1 C3
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sil 8 i­l

SIS bi(1— cidasej(c; — ca) DIDbajo — biaejos— biciaije? + biciaiejes
i=3j=2 i=3j=2

sa i­l s i­l

DID biaijes — ca) "> bajo;
i=3j=2 i=3j=2

8 i­l 8 i­l

—) > biciaijos + es).2 biciansoi=3j=2 i=3j=

1 s i—l
2.17),(2.14),(2.16 1(2.17),(214),(216) À des — DID biciaijes +23

i=3j=2
8 i­l

19 94 2,2Cidije3i=3j=

Logo, podemos escrever a seguinte igualdade :

8 i­l sil

—) ">" bi(1— ci)asej(c;— c3) — ae + = = 2,2Ciaije:i=3j=2 i=3j=

Então, temos que:
EA

s i­l sas i­lDD biciaçed = = > 22h — e)ases(es
i=3j=2 i=3j=

Portanto, temos a equivalência (4.37)

4.5 Uma família de métodos de Runge­Kutta explícitos
de ordem cinco e seis estágios.

Considerando as equações do segundo caso, se tomarmos em particular método de RK

com seis estágios, a equação (4.36) se reduz a:

1 C.bs(1 — Cs )asacal(ca = C3) = so = 4 (4.38)



b3(1 —= c3)ag2ca(ca —= C3) + ba(1 — Ca )aa2C2(Co — C3)

+bs(1 — Cs)asaca(ca — C3) + bs(1 — Cs )asaCal(Ca — C3)

[(b3032 + bar42 + bsasa) — (bacaas2 + baCacaao + bscsasa)]

calca —— C3) + bs(1 — es)asacales — C3)
i=3+bs(1 — C5)asaCa(Ca = e)

6 6

> biaia — DX biciaia + bs(1 — cs)asaca(Ca — C3)
i=3 i=3

6

>bi(1 — Ci )aia + bs(1 — C5)asaCal(Ca — C3)
i=3

bs(1— cs)asaca(ca — cg)

Portanto, temos que:

6 i—l +

22h(1— ci)asej(e;— ca) = bs(1 — cs)asaca(ca — cs). (4.39)
i=3j=

De (4.39) e (4.36), temos (4.38).

Logo, o sistema obtido no segundo caso, quando consideramos métodos RK com ordem

cinco e seis estágios pode ser substituído por:

22= o. i=3,4,...,6 (4.40)

ba = O (4.42)
6

> bag=bi(l1­0;), j=2,3,.. (4.43)
i=j+1

Nbicfk = —— k=0,1,2,3,4. (4.44)
i=2

1 Cs
EO oa (4.45)bs(1 — cs)asaca(ca — c3) =

A resolução desse sistema nos fornece uma família de métodos RK com ordem cinco e seis

estágios e pode ser obtida através dos seguintes passos:

So)
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Algorítmo 4.1 ­.

Passo 1: Considere c2,C3,Ca € C5 como parâmetros livres, excluindo durante o processo

valores que provocam divisão por zero. De (4.43) para j = 6 temos que cç= 1.

Passo 2: De (4.44) com k =1, 2, 3 e 4; determinamos b3 , ba, bs e be.

Passo 3: De (4.44) com k = 0, determinamos ha.

Passo 5: De (4.40) i =3, 4; determinamos a32 e dao.

)

)

Passo 4: De (4.45) determinamos ara.

)

)Passo 6: De(4.41) determinamos as2.

Passo 7: De (4.40) i = 5; determinamos as3.

Passo 8: De (4.43) j=2,3,4e5; determinamos aç2, 63, C64 E Ag5.
8

Passo 9: Determinamos a;, 1 = 1(1)6, da relação XY aij = c; dada pela própria definição
i=l

do método.

Seguindo os passos acima obtemos a seguinte família de métodos RK com ordem cinco e

seis estágios:

— 204303 + cê
AZ = ——DãD>,

2c2

cs(—6aa3c3 + 100430]— 5c$cã + Scacd + 6as3e3es — 20a430dos + 3ezcacs— 3cãos + ta)
2c2a(c3 — Ca)CaRAas2= ,

Gaas303 — 1604303 + 1004303 + 3ec36, — 3ci — 5cêcã + 5egcê — 100430305 + 30a4303Cs + ta
2c2(ca — ca)caP .

açao = ,

cs(—c3 + cs) (6Ga4303 = 10a430c? + 201 — 5ci — 100430305 + 20a430ãcs —= 2CaCs5 + 5cãCs)
2czea(—­c3 + ca)R

—(—1 + ca) (—6aa303 + 10a430ê — Goa + 2caca + 1603 — Tcaciá — 100] + Scaek + 6asseacs + ta)
2c3(c3 —= Ca)ca(ca — cs) P ,

(2 —= 5cg)ces(—cs3 + cs)(—ca + Cs)
2ca(—cz + ca)R

A54 = ,

­

(—1 + c3)(—1 + ca)(6 — 10c3 — 2ca + 5caca — 1405 + 250305 + 100 — 200365)
2(c3 — Ca)Ccalca — cs)PAga =

36
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(­1 + ca)(—1 + ca)(—1 + cs)R
ces(—cz + es)(—ca + cs) Pd65s —

—(R — 5cs + 10c3cs + 10c4cs — 30c3c4C5)
60c3Cc4C5

b7 = , b=O0,

3 — 5Ca — Cs + 10cacs . 3 — 5C3 = 5Cs5 + 10c3cs
60(—1 + ca3)ca(—3 + cad(c3 — cs) . 60(—1 + ca)ca(—c3 + ca)(—ca+cs)'b3 =

— —3 + 5C3 + Ca —= 10c3ca bi; =
P

60(—1 + cs)cs(—c3 + cs)(—ca + Cs)' À Bo(I+a)(­l1+ca)(­1+cs)'bs

au =0,

a21 = Co,

aA31 = Ca — Aa32),

a41 = Ca — (A42 + 43),

a51 = C5 — (as52 + as3 + asa),

a61 = Ce — (a62 + ass + a64 + 065),

onde:

t1 = 10c3cães — 10cgcies — 100430308 + 20as3cicê — Sescacê + 5cãcd,

ta = —20a430ãcs — Scacacs + 5cães + 10ciciocs — 10c3cdos,

ta = —20a430ãcs +14c4cs — 39cãos + 25cdcs — 100130308 + 20a4303cê — 10cacê +30c3cd — 20cêcê,

R =3— 5c3 — 5ca + 10c3ca,

P = —12+15c3 + 15ca — 200304 + 15c5 — 20c3cs — 20cacs + 30c3caCs.

Note que ca, C3, Ca, C5 € 43 ficaram como parâmetros livres. Além disso, sabemos que

ci=0ec=l1.

Escolhendo c3 = Í, Ca = , Co = ulu £ 0) e a13 = v, vamos obter a seguinte

sub­família de métodos RK explícitos com ordem cinco e seis estágios, tendo u e v como

parâmetros livres:
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1
32u

(3 — a) (1— 2u)
3(1—3u—v+4uv) EX

16u 16

11­12 — T­6v 129 —1 2
7 14u 7

T 32 12 32 7
90 90 90 90 90

É interessante registrar que essa sub­família é apresentada por Butcher em [5],p.199, mas
com incorreção nos valores atribuidos aos elementos as, e a52, o que faz com que os métodos

de Butcher não tenham ordem cinco para todo valor de u e v.
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Capítulo 5

A teoria de Albrecht

5.1. Introdução

Neste capítulo, apresentaremos uma outra formalização para a classe dos métodos de

Runge­Kutta desenvolvida por Albrecht [2]. Através desta, podemos interpretar as derivadas

calculadas a cada passo de integração como aproximações para a solução em pontos internos

ao passo, denominadas estágios intermediários do método.

O resultado principal deste capítulo, será uma relação de recorrência a partir da qual

podem ser geradas algumas condições de ortogonalidade do método, equivalentes às condições

de ordem definidas por Butcher.

5.2 Uma formalização matricial dos métodos de Runge
Kutta

Em (2.2) e (2.3) introduzimos a classe dos métodos de RK que considera a cada passo de
8

integração s avaliações da função f(x,y) em pontos (rn + cih,yn + h)asK;),i=1(1)s.
j=1

8

Podemos considerar o valor gerado por y, + hSaijK; como uma aproximação para a
j=1

solução exata y(r) em x = x, + c;h, que denotaremos por ynte­

Isto é,
8

Unte; = Un + hX aKiparai = 1(1)s .
j=l

Daí, as derivadas K; definidas em (2.3) podem ser escritas como:

K; = f(tn + cih, Unte) .

39

ES
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Assim sendo, podemos definir a classe dos métodos de RK através da seguinte represen­

tação linear:

Unte; = Yn + h D asf(xtn +cjhiyne;), i=101)s (5.1)
j=1

Un+1 =yn+hX bif(xtn+cih,Yn+o;) ; n=0,1,2,.... (5.2)
j=l

onde as aproximações yn+c; podem ser interpretadas como estágios intermediários do método

e a aproximação procurada y,41 como o estágio final.

No que segue vamos considerar f : IR x IR — IR, apenas para simplificar certas repre­

sentações e desenvolvimentos, mas todos os resultados serão também válidos com pequenos

ajustes para f : IR x IR” — IR”.

Representando matricialmente as equações (5.1) e (5.2), respectivamente, temos:

UYnto, ... f(trn + ch, Unte)
Untez e... f(rn + Cah, Unte)
UYntoez ... f(rn + Cah, Untes)

Untes e... f(tn + csh, Unte,)

f(tn + ah, Untos)
f(rn + Cah, UYntes)

Yn+1 = Yn + h(b1b2...bs) f(rn + c3h, Unteos)

f(rn + csh, Untes)

ou ainda,

UYn+c = Une + hAf(tnto, Unte) E R

Un+1 = Un + hbº f(xn+c, Unte) ER , n= 0, 1, 2, ....

onde,

e=(1,1,..,1)º' ER; A=(a5) ER; bt =(bibobs); Inte = (Into Untos)' E
f(tnteo, Unte) = [fla + eh, Unai), .. f(trn + Csh, Unte)”.

40
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5.3 Erro de Discretização Local

Considerando a substituição em (5.3) das aproximações yn+c pela correspondente solução

exata y(r) em x = rn +ch e a substituição em (5.4) de yn+1 por y(x) em x = rn, +h, obtemos:

Y(tn + ch) = y(xtn)e + hAf(Cn+c, Y(Dn + ch)) + hdnsc (5.5)

Y(xn + h) = y(Tn) + hb'f(Tn+o, Y(Xn + ch)) + hdn+a (5.6)

onde y(rn + ch) = [y(xn + oh),...., Y(tn + csh)º.

Definição 5.1: Denominamos erro de discretização local dos estágios internos do método

RK ao valor dhn4c E Rº e erro de discretização local do estágio final ao valor dna ER.

O erro de discretização dos estágios intermediários e do estágio final são expressos da

seguinte forma:

p+1

dn+e =2Tyxa)RO + O(RPA!)
pa

day =>AnyO (xn)RZ­ + O(hP*!),

1, 1

"ECT
.

1 1
­ã = Ts TE TA 1 com e = (ch, ch, ...e).

Ac!

De fato:

De (5.6) temos:

hdn+1 = Yen +h) = y(tn)— h[biy (En +eih)+bay' (xn+cah)+b3y (xn+ca)+...+bsy (xn+csh)]

Considerando a expansão em série de Taylor na vizinhança de x = x, obtemos:

õ h? ' hô
hdi = yY(fn)+ hy'(£n) + 71º (Tn) +373!27 (zn) +, yY(Tn)

+

, "” eh? ? m (c1h)* Mm—h É É (tn) + cihy" (tn) + em, (xn) + —3r (rn) + ­)
41
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+b2 É"(£n) + cohy"(xn) +=(e—2yY"(xn) + ==(e a.y(xn) + ­)

ba [17 (09) + est (an) BY"(0,) + EM>
[1— (bi+ba+ba+..+b)ly'(tn)h

1 121 = 778bra + boca +... + bes) | yY"(xn)R?
1 131 — aj (bh + +bocê +... + b.c2) | Y"(xn)R? +

Ed

1[3 gh bao+ bo) ye)
1 1Cs 77h + baco +... + bses| yY"(tn)h

1— gr(bie? + bacd + ... + bacd)| (an)A? +
ou seja:

dn == 0(xa) + O(RP*I),
l=l
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Utilizando um procedimento análogo, temos que

dnçe =SD IETLCAJR + O(RPH)
— ll: 1 11nNsfecoqzDÃÃo

Definição 5.2 Dizemos que os estágios internos (5.3) são consistentes se, e somente se,

vn =0O, isto é se, e somente se, c= Ae.

Definição 5.3 O estágio final tem ordem de consistência q E IN se, e somente se, 6 = O

(l=1,..,9) e: É O, isto é se, e somente se

Bedt=2,(l=l...qe

be —
q+1

Definição 5.4 Os estágios intermediários tem ordem de consistência q se, e somente se,

n=0(l=1,...,9) env £ O, isto é

á , (I=lL..,q9e
Ac? aLT
Ac =

Definição 5.5 Se o estágio final e os estágios intermediários tiverem ordem de consistência

q então dizemos que o método de RK tem ordem de convergência q.

5.4 Algumas Relações Importantes

Neste parágrafo, procuraremos estabelecer algumas relações importantes, que irão permitir
­

determinar uma relação de recorrência geradora de condições de ordem para os métodos de

Range­Kutta.
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Subtraindo (5.3) e (5.4) de (5.5) e (5.6), respectivamente, obtemos:

[Ya + ch) — nte] = [y(tz) — ynle + hAlf(Tn+o, Y(Xn + ch)) — f(Tx+o Ynto)] + hdneo

[Ya + h) = yn+a] = [Y(£2) = yn) + RE[f(En+o, Y(xn + ch)) — f(Dz+es Unto)] + dana ­

Sejam:

Gnt+e = y(rn + ch) — Un+c E Rº; ni = Y(rn + h) — Yn1 ER;

tn+e = Flzxn+o, Y(tn + ch))] = f(tnto, Unic) E KR.

Então podemos escrever

Gn+c = ne + hdn+c + hAtrio

ân+1 = ân + hdna + hbitnro do = O

De (5.10), temos:

di = ão + hdo41 + hb'tore = hd, + hb't,

da = A + hda + hbiti4o = hd, + hbtt, + hda + Rbtg. = h(da + do) + h(bite +b tio)

ás = doa + hds + hb'ta,. = h(da + da + da) + h(btore + btiro + ditos)

Ân+1 = h(d, + da +... + dny1) + h(b torce + btize +... + btntc)

Isto é:

n n

âGn+1 = hS dim +h > Vtuc com (5.11)
l=0 1=0

tn+e = f(tnto, y(tn + ch)) = Ff(tnto, Unte) Ee R. (5.12)

Teorema 5.1 Se o estágio final tem ordem de consistência p > 3 (isto é, di = O(hP)) então,
o método RK converge com ordem p (isto é, qn = O(RP)), se, e somente se,

btn+c=O(hP) n=0,1,2,... (5.13)

Isto acontece se, e somente se
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p+l
:

'

i=2

De fato
n

Se da41 = O(hP) e hS du = O(Rh?), usando (5.9) e (5.11) teremos a demonstração do
teorema.

”

A relação (5.13) é a condição de ordem geral para a classe dos métodos de RK, porém,

ela não será útil sob o ponto de vista prático, pois não temos um caminho para a obtenção

dos coeficientes do método com convergência de ordem p garantida.

Expandindo em série de Taylor a diferença tn1c em (5.12), temos que podemos expressá­la

em potências de gn. como mostra o lema a seguir.

Lema 5.1 Para f : [a,b]) x IR IR suficientemente diferenciável podemos escrever:

tn+c = G7 (Tn)Qnte + G2 (tn)edio + Ga(tn)Gi£e +.

1
Gy= diag (gi(tn + ah), ..., (tn + esh)) = gi(xn)I + hDgi(x, + 2h Dºgi(xn) +... (517)

onde

q +1g(x) = E f(x, y(x)) e
D= diag (c1,02,...,0s) E RS

De fato:

Expandindo por Taylor y(rn + c;h) temos de [2] que:
p

:

fla +ehyn to) =—S(zn+eh,ylzn+eh)) +), gilan+eh)(Yzn+ eh) ynço)' +.
j=1

e usando (5.12) podemos escrever:

Pp .

tn+e, = > gjltn+Cch)A4 +.
jrl
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honde qn+., é a i”* componente de gn+e E IRº, logo:

tn+ar = I1(tn + eih)Ango, + ga(Xn + Ih)gá£o, + Is(En HOR) +...

tntos = g1(tn + cah)Anteo, + galtn + coh)aár o, + FAÇA + coh)a e, +...

tntoas = 91(tn + cah)n+es + galxn + cah)Aáes+ Ia(En + cah)ad ++.

tnt+es = an (tn + Ccsh)Anto, + goltn + csh)aáro, + Ga (Tn + csh)ad no, +

ou seja,

tnto, an (Cn +ea h) 0 0

nto o g1(Tn + coh) 0
e.

Entes o) 0 gnítn+ecah) ...

tnte, 0 0

galtn + ch) 0 o

o) gJa(xn + coh) o) e.

o) .. galtn+ocsh)

ou seja,

tnye = G1qGn+e + Gogãvo + Gaqi+e +...

G; = diag (glxn + ch), e. gta + csh))

Então temos,
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tn + ch) o 0
0 g9I(Tn + coh) O) ee

o o) gxrn +c3h) ...

| g1(zn) + (e1h)gl(En) + A(c1h)º9] + A(oihgl +...[1]

o o

e. gltn)+ (esh)9!(xn ++.

+xh?

ou seja,

1

G, = gi(x,)I + hDgi(txn) + 21h Dºgi(xn) +...
5.5 Uma Relação Recursiva

Pelo Teorema da função implícita, podemos garantir a existência e unicidade das soluções

Adn+ec(h) e tnic(h), respectivamente de (5.14) e (5.16), logo, podemos considerar as seguintes

expansões de Taylor:

Qntelh) = ro(xn)hº + ra(xn)A? +... + roi(gn)R? + O(RP) (5.18)

tnae(h) = wolxn)h?º + wa(tn)h? +... + wp1(tn)I?* + O(RP). (5.19)

Agora a condição b"tr1.c = 0(h?) do Teorema 5.1, se reduz à seguinte condição de ortogo­
Ps

nalidade:

bwi(xn) =0, 1 =2,...,p—1. (5.20)
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Lema 5.2 :

ri(tn) e wiíxn) E Rº, são obtidos através das seguintes recursões:

ri(£tn) viy (rn) + Awins(tn); (tn) =O; i=2,3,.,p—1 (5.21)

wilrn) =D 9 (07)Iriítn)+ DS” 99 (07)Tm(Tn)rnlEn)+
m,.n>2

m+n+l= %

+ > as (Ln)rmlEn)ra(n)ra(s) +. (5.22)
m,n,a8>2

m+n+ati=s

Observe que o segundo somatório em (5.22) existe para1 > 4 (n+n+l=i comm,n>2
é possível somente para i > 4), o terceiro somatório existe somente para 1 > 6, e assim por

diante.

De fato:

De (5.14) e (5.15) podemos escrever:

Ane = O(hP) + [uy (xn)R? + yayO (xa)? + va(an)Rº +. +Ir+iyPD (xn)RIH
+O(RPF2Y] + RA[wo(rn)h? + walxn)A? +... + wp(tn)RPO! + O(RP)]

ay xn)h? + [733º (En) + Atwa(ea)]h? + [ay (xa) + Awas(gn)IRº +... — (5.23)
+yp=e19"7"(En)+ Awp22(Xn)JA?A! + O(hP)

De (5.23) e (5.18), comparando termo a termo, obtemos:

ro(Tn) = Tay (Tn)

ra(xn) = ay (xn) + Awa(Xn)

ra(xn) = ay(xn) + Aws(Tn)

rp­1 (Tn) = Toa? P(Xn) + Auwp­2(Tn)

ou seja

ri(xn) = viyO (xa) + Awis(tn), 1=2,3,..,p=1.
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De (5.16) e (5.18), temos:

pl pl 2 p­l
3

t=2 t=2 t=2

1

tn+e = |G) SInh + Ga > rTmrnh""HP + Gs > rmrnhtH oo,
t=2 m,n>2 m,n>2

m+n<i mt+n+s<i

O(Rt)).

Usando então o desenvolvimento de G;, considerado no lema 5.1 , temos:

tn+e = [(nlan)! + hDgi(xn) + 4291(tn) +.ILHA
1

+H(go(rn)I + hDgs(rn) + 21h Dºg2(tn) +.) | SS rarnhº| +
m,n>2
m+n<i

+(g3(t1n)I + hDg3(xn) +=22 h2Dº9s(rn +...) > rmrnrah tor | +...
m,n>2

É m+n+s<i

+O(RF),

De (5.19) sabemos que tn1c = Wo(tn)hº + walxn)h? +... + wp­1(En)RPAA + O(WP).

Comparando termo a termo com o resultado obtido acima temos que:

1—227P'A9 (xn)ri­SRD99x )X Tm"n
=0 m,n>2

m+nt+is=i

+325D'9 (rn) > Tmrnrs+o.
m,n,8 >2

m+n+çati=i
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1 1 1

1(tn) XD" rmrn+ =D'9 (xn) >» tmn + Z3,D”9 (xn) DA TmTn+
2

m,n>2min: m+n+l=i man

X

1 1995 (xn) > Tmrnrs + =—T—D'gtn) > TmTnrs + 21D999 (xn) > TmTnrs +01”o!
m,n,s >2 m,n,s8>2 m,n,s>2

m+ni+st+tO0O=i mi+ntastl=i m+nt+s+2=i

1Dn(o) (an)rio+ 096 (xn) Do Tmtn+ as9 (rn) Yo Tmfnrs+os
m,n>2 m,n,s>2

mi+n+ço=i m+n+at+0O=i

1= D'gf (tn)Ti­1 + 1

FT —D'g,e (Tn) de TmTn ++2D'95º (Xn)1
m,n>2

m+nti=i

1 1 1=D?91º (tn)ri­o + 1 95 (tn) 2To ta219 (xn) > TmTnrs +...
m,n,s>2

m+n+atld=i

2!
m TN

ou seja,

m,n>2
m+n+Fl=i

2795) (xn)rm(Xn)rnlXn)rÔs(En) +...
De (5.21) e (5.22), temos:



Gira => Us = giyay" = wa = ny"

mmv3y” + Aws => ra = 793Y" + Avaguy”

1Hgira + Dara = gl(73Y" + Avagiy") + Dgivay" = 7391" + Avogiy" + Dy2gly

(4) A — (4) A "A 2/'"+D FUYay'*? + Awg = ay + A(gagiy" + Avagiy” + Dyiagiy")

ay + Anvagiy” + A*agiy" + AD29y"
”

1
gira + garara + Dgira + D?z91ra = a(ay + Avagiy” + A rogey' + ADvag1y")

2,2 1
+Hgaray"* + Dai(t3y" + Anvagiy") + Do 91voy"

2,1 1H N/A
1

vagiyO + Avagiy" + Aagiy" + ADagigy" + Dragiy" + DAT NY" + Dºn2291
URI+Y292Y"yY

ea = guy asa = Ava
es=9y/  au=ADr
ess = guy" N4s6 = DA

— 1/1," — A2
47 = 39I1Y N48 = Ya

então temos:

Wa(rn) = 41641 + Va42842 + Aa3643 + V44C44 + Ag5C45 + AasCas + As7E47 + AassCas

ES
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Na verdade, podemos escrever qualquer w;i(tn) (i = 2,...,p— 1) como somatório do tipo:

mi:

wiltn) = 3" aueu(xn)
l=l

Com isso a condição bw;(rn) = O de (5.20) pode ser substituída por:

bag=0, i=2,..,p—­l1el=1..,m

pois, temos:

baua=0;i=2(1)p­1=>bwv;=O0,

De fato:

tb'(a1en + ae + Mises ++. + Gm;êim;) =

pt bt pt bt bau oAe+ O Ajaeia+ O Maes +... +O Mim;éim;y = O.

Podemos reescrever a recursão (5.21) e (5.22) na forma vetorial através da seguinte recursão:

Recursão 1

RR = (Y)UTAW/WeEeW2A, Wr=0 1=2,3,...

We = (D'r/reR$ 5 1=0,.,1­2)
UfD'ru/rE RE, ue RE; 1 =0,..,1i­2; I+m+n=il
UlD'ruv/re R&, ue Rº, ve R$: [=0,..,1­2; I+m+nt+s=il
U...etc.

onde os elementos de WA são os vetores recursivos a; E IRº (Il =1,..,mi).

Ilustrando, seguem alguns dos conjuntos gerados através da Recursão 1 :
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(72)

tr/r € R$) = (712)

(78 U AWZY3 = (7, Aro)

(r/r € R$, Dr/r € R$X(73,Ava, Da)

(UU AW/W E W$) = (741, Ava, A 12, AD72)

(r/r E R$, Dr/r e R$, D*r/r € R$,ru/r € R$,u E R$)
+

(4, Ava, Aº va, AD2, Da, DAa, Dº 12, 1272) eto...

Os resultados apresentados nos permitem enunciar o teorema a seguir, que fornece a con­

dição de ortogonalidade necessária para a garantia de convergência do método RK com ordem

Pp.

Teorema 5.2 Sejam au E Rº (l = 1,...,mi) obtidos através da recursão 1. O método de

Runge­Kutta (5.3) e (5.4) então converge com ordem p > 3, se o estágio final tem ordem de
1

consitência p, isto é, Bed = 7 (l=1,..,p) e seVag=0(i=2,.,p—­1;l=1 mi).
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Exemplo

Um método de R.K. tem ordem de convergência p = 5 se as 17 equações que seguem
abaixo são satisfeitas:

bina = AP = b'Do

ba = Avg = Ana

BEAD4o = bÉDy3 = V'DAY,

= VD =t

= O.

As equações (5.25) são chamadas “condições de consistência”"e as equações (5.26) “con­
dições de ordem ortogonais”.
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:
1 1

Substituindo os veto = 2d 2 Advetores NU E nº msn.
sistência (5.25) satisfeitas, obtemos as seguintes implicações:

e considerando as condições de con­

bia = O => btAc = :
Big=0 = = AC =

w
l=

bAn=0 com(bj =>HVA&kc= E
E

b'Dya=0 => V'DAc =

c
o

]=

= = o

|ba =0

=
b'AI3g=0 com(e) ==AXºP=

BA? =0 com(f) —>tiAdc= |
o

)
d

O
o

WADy9=0 com (e) > WADAc= ã
bB'Dy3 = O = BRDAZ = =
DAR =0 com (i) > DAºc= .
Da =0 => b'D?º Ac =

ta,
=

t(4c4o = Àb(72=0)P com (k) = b(Ac.Ac)= 20 (1)

As condições do lado direito são as condições de ordem de Butcher, mas escritas numa

forma compacta.

A seguir mostraremos como as implicações apresentadas acima são obtidas.
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1Ac 3%) pt Ao ===—.
6

NAC O (5.25) BACO 1
2 6 2 2 12b) bg = 0 => (2 — 20º) =0=>

8 Ac?de (b)c) AR =0= FAÇO — Ac) = 0 => VWA?c= = PA?c=
t 2d) Da =0=WD(2A = A) =0= DD De NDAc=022

51 D? 3VT DAc=" e. vpae=">62) ptpAec=2
1

e) ia= 0 => PaVA VAS BA VASO 635)
24 6 56

TAC VAO (9
6 7“ 2f) AI =0=2 ACTO — 24º) = 0

1 BA 11535 1

1

7120
t A22g) Ao =0= FASO ­Aod=0=" À CC vAc=0DrAc=

t 2h) FADY =0=WAD(ZA — Ac)=0=2 E —NADAc=0=
t t= É DeADA!o = BADAc8 NADAc= ão

t 3 t 2 bt De BE DAC?i) Di =0=2 ND(Ze — 25 A2) = o = — Dê =0=> a = —
bc — KDAZ 625) xo 42 = 1

6 o b'DAc =
t 2

:DA nDAkc=02QvDA&c=Lt t
— =

.à BDAR=0=2VDAÇÃP Ac) =0= a 30

1 b! D?c2 be4
1) Dn =0=De — Ac) =0=> 2V'D?ºAc=0=2 a”= P'D?Ac=>
(6.25)

|

1
tn2An—bºDº Ac = To

AAA
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1 A

m) ba = 0> be — Ac)? =0> (Z, — PAc+ AºC?) =0sS
btct ve?
7bc? Ac+ biAc.Ae=0=> bt (Ac.Ao) = WCAe=— =

1 1 1= bt(Ac.Ao) CD peAe= = sV(AcA)=22­2=2,(Ac.Ac) bcºAc ao > b'(Ac.Ac) O TD"

Portanto, podemos observar que a Recursão 1 nos fornece as condições de ordem para a

classe dos métodos de RK de uma maneira bastante simples. Ainda, podemos constatar a

dependência entre o erro local dos estágios intermediários e o erro global do último estágio.

Essa nova formalização para as condições de ordem será considerada no próximo capítulo.
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Capítulo 6

As condições de simplificação em
métodos embutidos

6.1 Introdução

Neste capítulo procuramos estabelecer um caminho mais simples para a obtenção de

pares embutidos de métodos de RK com ordens 4 e 5 respectivamente. Sabemos que sem a

utilização de condições de simplificação devemos resolver um sistema não linear constituído

por 25 condições de ordem, para determinação de tais pares de métodos.

6.2 As condições de simplificação na formulação de Al­
brecht

Dado um vetor v, representaremos por vç;,;) o vetor constituído pelos elementos das com­

ponentes à até j de vu e por vu; a i­ésima componente do vetor v.

Utilizando a teoria desenvolvida por Albrecht e apresentada no capítulo anterior, substi­

tuiremos as condições de simplificação e as condições de simplificação subsidiárias pelas suas

respectivas representações matriciais.
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2Lose == > =
> biaig=0bji(1—c)

i=j+1

SD biaio =0
i=3

SD bicidia = 0
i=3

E) s i­l

YXbjaiz =0e S bi) aa =0
i=4 i=5 j=4

Observe que:
a il(bAº)a= (32)d32 + > XD biaijaio

i=5 j=4

Através desta notação e das implicações (a)­(1) vistas no capítulo 4, podemos agora mostrar

a necessidade de se utilizar as condições de simplificatão subsidiárias, para que as 17 condições

de ordem, que permitem alcançarmos ordem cinco sejam satisfeitas.

Consideremos satisfeitas as seguintes condições de simplificação:

2

(3,5)

Podemos mostrar que sob a hipótese (6.1) algumas das condições ortogonais de (5.26) são

satisfeitas, se e somente se, as condições de simplificação subsidiárias forem satisfeitas.

De fato, como:

0 0
ae; — 2 — &2
ag1C1 + ag2902 — Á 0

A4101 + A4202 + A4303 — 4 0

2 0
Aas1C1 + Aag9C2 + ... + Agg 10817 TF

Observamos que apenas a segunda componente do vetor 72 não é nula, pois devemos tomar

c2 A O. Com isso, sob a hipótese (6.1), toda vez que queremos efetuar o produto de um vetor

qualquer por 72, basta determinarmos a segunda componente do vetor resultante.

59
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Ássim sendo temos:

2bt 72 =0sS bo. 2) = NES ba = O
2BA =0 (VA), = =0(7A)L =0

BDAP =0& (bDA)3 =0

NA & (BA) = O

Se além das condições de simplificação (6.1), considerarmos as condições de consistência

(5.25) e as condições ortogonais (5.26), são válidas as implicações (a)­(1) vistas no capítulo

4 e daí podemos concluir que as condições de ordem necessárias para obtermos métodos RK

com ordem cinco também o serão.

O sistema apresentado no capítulo 3 como terceiro caso, cuja solução nos fornece métodos

com ordem cinco e s estágios, pode então ser reescrito através da seguinte representação

matricial:

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)
1

20
1

60

bAC = (6.10)

bA?C? = (6.11)

6.3 Alguns resultados
+

Consideraremos o par de métodos de RK explícitos caracterizado por:
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clA
VÊ
bt

onde b, bt, cE Rº e A E IR“ é estritamente triangular inferior. Os vetores 0º e º
caracterizam dois métodos de Rk com ordem p e q respectivamente (p < q) que representamos

por RK(p,q), conforme introduzimos no capítulo 1. Observe que À e c são comuns a ambos

os métodos.

No que segue apresentamos alguns resultados propostos por Papakostas e Papageorgiou

[13] que vão nos permitir definir caminhos mais simples para a obtenção de pares embutidos

de métodos RK(4,5) com s = 7 estágios.

Lema 6.1 Seja o par de métodos RK(4,5) com s = 7 estágios, satisfazendo a estratégia

FSAL caracterizado velas matrizes A, VW, BW ec.

Então, o sistema simplificado de equações equivalente ao sistema original para obtermos

os coeficientes do par de métodos embutidos será:
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(6.25)

As equações de (6.12) a (6.21) são as condições de ordem necessárias para obtermos

métodos com ordem cinco e as de (6.22) a (6.25) para obtermos métodos com ordem quatro.

Como estamos considerando s=7 estágios, seria natural que tivéssemos no sistema,

o que é desnecessário, pois:

1 2(Ac — 2º ) = ane, + a72C2 + a73C3 + avaCa + aAa75Cs5 + Aa7ele —
7

1
6.FSAL b1c1 + baca + baca + baca + bses + bece — 2 (633)

Portanto, em se tratando de métodos RK(4,5) com s = 7 estágios que satisfaz a estratégia

FSAL, a última componente do vetor

será sempre nula.

A demonstração do Lema 6.1 foi efetuada no capítulo 3, quando determinamos o terceiro

caso de métodos RK com ordem cinco e s estágios. Por isso deixamos de agora refazê­la para

a representação matricial dos resultados.

A proposição 6.1 e os Lemas 6.2 a 6.4, que apresentaremos a seguir, são ferramentas

importantes para concluirmos nos Lemas 6.5, 6.6 e 6.7 que sob algumas restrições feitas aos
coeficientes do par de métodos que desejamos obter, podemos eliminar algumas das condições

de ordem que constituem o sistema apresentado no Lema 6.1, simplificando assim o processo

de obtenção de pares embutidos de métodos.

Proposição 6.1 Seja o método RK com s­estágios, caracterizado pelas matrizes (A, b,c) para

o qual se verificam as condições de consistência bc* = ­ , 1 = 0(1)p, com p > 3.
1+1

Para k,£ inteiros não negativos tal que kTL <p—­3 ei=1(1)s, sejam:

|

i . )­ T ))a; =(9(D (4+7 1” k 7 ;
1 — ço)fi= (Ac 7 1º ;

62
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Se 28 — 1 das relações o; e À; são nulas e a, ou , é a relação restante, então, ela também

será nula se brcr, É O.

De fato:

—

k 1 ) d="” E(> ETA E+1))/,9”I

+

)

BDF AC + bDFHIE ET be! ==
bD* (ae — e + bDFrEH! + — pp — À =e+1 7.+1 k+1 k+1 7

cer! 1 1 18 (4º ­ E) T (k+L£+2)(L+1) + (K+L+2)(ETI) (ETD(ETD
(bD"), (ae — É) =2£+1

brckB,

É importante registrar que o resultado da proposição 6.1 é válido para ambos os métodos
RK, quando consideramos um par de métodos embutidos.

Lema 6.2 Suponhamos um par de métodos RK(4,5), com s = 7 estágios e caracterizado

pela matrizes A,b',bº,c, satisfazendo a estratégia FSAL, e a condição (6.1) para s=6.

2= (ce, e, vt) e T=S'U (A (4º — 5)) 2 t1=3,4,..,7.
(3,1)

Sejam

Então, se by £ O, temos que: NA+DY+I)=

Demonstração:

Pelo lema 6.1 temos que a segunda componente do vetor b(A + D — 1) será nula.

(b(A+ D—T1));=(bA), =0

Por outro lado, como temos por hipótese um par FSAL sabemos que b; = O, portanto:

b(A+ D— ND); =br(cr­1)=O0
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Para concluir a nulidade de b(A + D — TI)(3,6) consideremos os conjuntos:

T' = tc, Ce, , A(Ac — Im e tb — b, b(A +c— Dievn
De [2] temos que os vetores de T? são linearmente independentes e então, utilizando

algumas das condições de ordem, entre as 17 necessárias para alcançarmos ordem 5, podemos

demonstrar que os vetores (b — b)(3.7 e (B(A+D — 1))3,7 são ortogonais aos vetores de T”.
Portanto, esses dois vetores são linearmente dependentes, isto é, podemos escrever:

a

(A+ D—T)esn=a(b—b)emn

para algum a E JR.

Daí, considerando a última componente desses vetores temos que:

0 = br(c7 = 1) = a(b; — b7)

Logo, a = O pois b; — b7 2 O, uma vez que b; = 0 e b; £oO.

Isto nos permite concluir que as demais componentes do vetor b(A + D — I)(a7n serão
também nulas. ”

Portanto, só nos resta mostrar a nulidade da primeira componente do vetor b(A+ D—I),

o que é imediato se considerarmos a proposição 6.1, completanto assim a demonstração.

Definição 6.1 Dado um par embutido de métodos de RK(p,q) com p <q, se os coeficientes

da parcela de ordem p+1 na erpressão do erro de truncamento local não forem todas diferentes

de zero, então teremos um par de métodos de quadratura defectivos ou simplesmente

métodos defectivos.

Um exemplo de pares defectivos são os produzido por Fehlberg [8] e [9]. Tais métodos

falham no controle do erro quando aplicados a problemas de quadratura.

Lema 6.3 Seja o par de métodos RK(4,5) com s=7 estágios, satisfazendo a estratégia FSAL,

caracterizado pelas matrizes A,bº,b' ec.

Se o par de métodos satisfaz (6.1), mas não satisfaz a condição:

então eles constituem um par de métodos de Quadratura Defectivos.
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Demonstração

Inicialmente observe que independente do valor assumido por br, do lema 6.2 e da hipótese
FSAL, temos que:

((c— cse)C)j=0 para i=1,6,7.

Daí, usando (6.26) podemos escrever que:

((e — cje)(c — cue)(ce — cee)O)s , = 0

para convenientes valores de c; e cy.

Portanto:

(b — b)(c — cje)(c — cre)(c— cge)c=O0

de onde obtemos que bc!* = í, o que é uma contradição pois o método tem ordem 4.
Logo concluimos a tese.

Lema 6.4 Se além das hipóteses do lema 6.3 tivermos satisfeita também a condição

Ci É Cj, Ci É O para 1,] = 3,4,5,6 temos: ­

C3

2(5c3 — 403 +1)'
(ii) Se ca =1, então WKA+ D— 1) =O0.

(i) Seb =0 então ca =

Demonstração

(i) Sejam u = (A(D — caI)c)(3,6,5º e v definido como no lema 6.2.

Como b; = O então, de [2], temos que os vetores de Ut = SºUlutm) =, S,u+
Tu) (3,6) são linearmente dependentes para qualquer valor de n.

Logo, podemos escrever o vetor u + nu como combinação linear dos demais vetores, ou

seja, existem k, À e 11 (não todos nulos) tal que:

utm=(kc+Xº + pÔ)es)

ou seja,
2

(A(D — csT)e)is.6) + N(A(AC? — )(s,6) = (ke + 2º + peº)G.s) (6.27)

Multiplicando pela esquerda os vetores da equação (6.27) respectivamente por bi) e
(bD)(3,6) e utilizando algumas das 17 condições de ordem necessárias para alcançarmos ordem
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cinco e as de simplificação (6.1) obtemos:

(6.28)

(6.29)

2(co — C3)
C2

que as duas primeiras componentes de (6.27) são:

Tomando n = e utilizando as condições de simplificação (6.1), podemos concluir

O = kcg + Acô + ucê — — (6.30)
O = kca + Acá + ue (6.31)

As equações (6.28), (6.29), (6.30) e (6.31) devem ser satisfeitas simultaneamente, portanto,

considerando como incógnitas À, 4, ca e k determinamos À e 4 de (6.28) e (6.29) e substituindo

em (6.30) e (6.31) obtemos como resultado os possíveis valores para ca:

C3

2(5c3 — 4c3 + 1)Ca =0, ca=c03 e a =

Considerando que por hipótese c; É cj; e c; é O para i = 3,4,5,6, concluimos que
C3 o

2(5c3 — 403 +1)Ca=

(ii) Utilizando algumas das 17 condições de ordem , podemos demonstrar que o vetor (b(A +

D — I))a,5) é ortogonal aos três vetores linearmente independentes de 55; = te, e, 65):
Portanto os vetores (b(A + D — I))(as,,0,c? e cº são linearmente dependentes, ou seja,

existem a, À e 7 tal que

1 =(WA+ D­D)as =ac+B2 +28
Logo <r7,r >= a <c,xr > +B<cec,r>+y<cO,r>=O0, pois:

<crI>=<c,r>=<cO,r>=0

Portanto temos que (b(A+ D — I))(ag5y =0.

Por outro lado, usando ás hipóteses temos:

(B(A+D—T))s=be(cg—1) EO

(B(A+ DD); =(bA)3)""Eo
br=0(FSAL) 1)(B(A+ D—D));=br(er­1)
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Portanto:

(BA + D—TI))an =0P"OPSSPO (A+ D­D)i=O

o que nos permite concluir que: (A+ D— 1) =O.

Corolário 6.1 Um par de métodos RK(4,5) com seis estágios e não defectivo deve satisfazer

às relações:

b;%0 e AHYD­N)=O0

ou

C3

2(5c3 — 4c3 +1)
b;=0 e ca=

C3

2(5c? —4c3 +1)
1

copo

O é satisfeita quando as demais equações do Lema, 6.1 são satisfeitas.

Lema 6.5 Asssumindo que ca = , temos garantia de que a equação bAºC? =

Demonstração:

Multiplicando (b(A + D — I))(3,6) à esquerda da equação (6.27) do Lema 6.4 e utilizando a

equação (6.12) do Lema 6.1 obtemos a relação:

(bA + bD — bI)(3,6)(A(D — ca1)o)a,6) = (BA +bD — bI)a,6) (ke + se + ue )ça6)

ou seja,

bA?De + BDADC — bADc — cabÃc — c3bDe + cabe = kbAe + AbAc? + +ubÃc? + kbDec

+AbDc? + ubDe? — kbe — Abe? — ubc3

bA?C? + bDAc? — bAc? — c3bÃe — cabe? + cabe = kbAc + AbAC? + +ubÃAcº + kbe? + abc?

+ube* — kbe — Abc? — ubc?

Utilizando as equações do Lema 6.1, concluímos que:
1

BA? = —
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: o
1

A asLema 6.6 Seja cg = 1. As condições bA?? = eo É (bAº), = O são consequência imediata
das demais equações do Lema 6.1.

Demonstração

Lema.4,(ii) pb (ce=1 A+ D—­I)=0

Multiplicando Ac? a direita de b((A+ D — 1) = O temos que

bA?Cº + BDACA — bAcº = O

Pelo lema 6.1:

1 1

157 p2 074 =
Multiplicando, agora, Aº? à direita de (A+ D — I) = O temos:

bA?2C? +

BA? + DA — bA = 0 => (bAº), + (BDA)2 — (bA)a = 0 "ES (142), =0

C3

2(5c = 4C€3 + 1) i
imediata das demais equações do Lema 6.1.

Lema 6.7 Seja ca, = As equações bAc? = — e (bA?),= O são consequência12

De fato

C3

2(5c3 — 4c3 +1)Ca = && 7 k, à e 1 / (A(D—eaI)e)a,6)+n(A(AC?e6)= (k+Xcº+uc)Gs
Multiplicando (b — 0) a esquerda da equação (6.27) temos:

(6 ­ B)ICA(D — est) + n(A(4P — ED] = (6 — B)(ko + 22º + nº) co
bADc — cabe — bADe + cabe = kbe + Abe? + ube? — kbe — %be? — ubc?

bÃAc? — cabe — bAc? + cdbe = kbe + Abe? + ubce? — kbe — %be? = ubc?

Pelo lema 6.1

1 219 1 1 1 1 1 1 1

à
bAC? = 7

Para demonstrarmos que (b4º), = O consideramos dois casos distintos
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1º caso: cg = 1 "ES (142), =0
2º caso: cç É 1

Os vetores (b(A+ D— 1),b — bl36) são ortogonais aos vetores de Sg = (c,c2, (3,6) e
consequentemente são linearmente dependentes, ou seja, 9Ik / bW(A+ D— 1) =Kk(b— Deo.
Multiplicando (A)(36) à direita da equação temos:

BA? + BDDA — bA = kbA — kDA => (bAº)2a + (BDA)2 — (bA)2 = k(bA)2 — k(DA)2

Pemsô! (bA?)a = O.

Considerando os resultados dos Lemas 6.4, 6.5 e 6.6, podemos identificar algumas possibili­

dades de caminhos a serem utilizados na busca de métodos embutidos RK(4,5) com s = 7.

No que segue apresentaremos dois casos distintos de conjunto de condições de ordem , equi­

valentes ao conjunto de equações apresentadono Lema 6.1.

Tecaso: b, Ê 0
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2º caso: b7 = O

5 6 7

— 2(5c$—4c3+1)
1A ­22) =0( . 2º (3,6)

oés i=0(1)
b=0

Ca

(b4), = O
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Algorítmo para a construção de pares de
métodos embutidos RK(4,5).

1ocaso: b, É 0 (FSAL)
Escolha c2 £ O e c3,c1,cs arbitrariamente, mas todos distintos e não nulos. Tome c;6 = 1.

Faça: an = bi, a72 = ba, a73 = ba, a714 = ba, 075 = bs, 076 = be

Determine K1, Ka, K3, Ka, L1 e Lo de:

K,; = 1440b4bsbrcacs(cs — cs)(ca — cs)(cd — calca + cs) + CaCs)
Ka = 1440b2brc2&(cs — ce)(ca — es)(ec — 2C3cs + cê)
K;3 = 120bscs(cs — ce) (ca — cs)(c3 — cs) (12bsbrcs(c3 — cs) — 203 + 1)

Ka = (5c3(4cg — 3) — 2(5cg — )) (1267 (c — 1)(ca — 1) — 2c3(3ca — 2) +40 — 3)
L, = bscs(ca — cs) (5ci(4cs — 3) — ca(20cê — 5cs — 8) + 2cs(5cs — 4))

Lo = bece(Ca — ce) (5ci(4cs = 3) = c3(20cê — 5Cg —= 8) + 2c6(5c6 — 4))

e substitua em

b. = —bs(K +Ka + K3+ Ki)
6 12(L1 + La)

2º caso: br = O (Não FSAL)
Façac; = O e an =0 i=(1)6
Escolha c7 £ O e c3,cs,cg arbitrariamente, mas todos distintos e não nulos (Se cg; = 1,

escolha c3 É à). Faça ca = eres
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Em ambos os casos:

= O

bs= " 12bscs(Ca — ce)(cs — C6) + 12br(ca — 1) (c3 — 1) — 2c3(3ca —= 2) + 4Ca —3
12cs5(c3 — cs)(ca — Cs)

— — 6bscs(cs —= Cs) + 6bsce(csa — C6) + 6b7(cs — 1) — 3C3 + 2
6ca(cz —= Ca)

— —2haca + 2bsCs + 2bsC6 + 2b7 —1

— —as2(bs (babs(cs — Ca) + bsba(cs — c3)) + babsba(Ca — C5))
bs(bsbe(Ca — Cs) + bsbs(cs — Ca)) + bsbesba(Cs — C6)

axo = asaba(c3 — ca) + asabe(ce — Ca)
º bs(ca = Cs)

a32b3 + as2bs + açs2be
baA =—

— 5c3(2ca —= 1) —= 5Ca +3
60bgcs(cs —= es)(ca = Cs)A65

6OasabsCa(Ca — cs)(ca — Ca) + 5ca(2cs — 1) — 5cs +3
60bgca(cs = Ca) (ca — Cs)Aga= —

—Sca(4c6 — 3) — 2(5c6 — 4)
120bsca(c3 — ca)(cs — C6)Asa =

201202 —= cê
Ag = oO

203

2a52€o + 2Aa54Ca — cê
2C3asg= —
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20622 + 2açaCa + 2ag5es — cê
2C3Aga= —

bi =1­b3—­ bbb bi=1­b3­ba—bs—baba

A]= CC AG31 = C3  A3za A4) = C4q > A42— Asa

A51 = C5 — Asã2 = Ang — dãa — Ag) = Cg— Aga — Aga — Aga — Ags

ba =0 e ba =0

bs = 5c3(2ca(3cs = 2) — 4Cs + 3) = Sca(4ces — 3) + 3(5cs = 4)
6 = 60cs(c3 — ce)(ca — ce)(cs — Cs)

" 12bgce6(Ca — ce(ca —= C6) = 2c3(3ca — 2) + 4ca —­3br =5 12cs(c3 — és)(ca — Cs)

— 6bscs(cs —= Cs) + 6bgce(cs = C6) = 3C3 +2
6cal(cs = Ca) ?

ba =

s 2baCa + 2b5cs + 2bgcg — 1
2C3

ba =
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Capítulo 7

Considerações finais

A leitura deste trabalho permite perceber as dificuldades encontradas na obtenção de
métodos de RK com ordem cinco, devido a não linearidade da maioria das condições de

ordem que compõe o sistema com 17 equações .

Como podemos constatar no capitulo 2, estas dificuldades foram bastante minimizadas,

a partir da introdução ao sistema contituído pelas condições de ordem das condições de
simplificação propostas por Butcher, sendo que algumas destas são subsidiárias de outras.

Como principal resultado deste capítulo mostramos como as condições de simplificação
associadas a algumas das condições de ordem permitem que 11 das condições de ordem se­

jam satisfeitas automaticamente, se forem também satisfeitas algumas condições de ordem

subsidiárias.

Em outras palavras, se incorporarmos ao sistema as condições de simplificação e as con­

dições de simplificação subsidiárias, podemos eliminar 11 das 17 condições de ordem.

É bem verdade que, em alguns casos, o número de condições de simplificação acrescentadas

ao sistema é superior ao número de condições de ordem eliminadas, no entanto são equações

bem mais simples do ponto de vista de não linearidade, tornando bem mais simples a resolução

do sistema.

A utilização destas condições de simplificação na obtenção de métodos de RK, tem sido

uma constante nos útimos anos porém, não encontramos nenhum trabalho onde fosse possível

perceber com clareza a influência delas em cada uma das condições de ordem.

A partir deste trabalho, temos clareza da possibilidade de se efetuar várias combinações

entre condições de ordem e de simplificação, uma vez que sabemos as implicações em cada

7T4
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uma das condições de ordem, decorrentes da inclusão de cada condição de simplificação ao

sistema.

No capítulo 3, consideramos uma outra classe de condições de simplificação e mostramos

algumas combinações possíveis com aquelas já introduzidas no capítulo 2 e com algumas

condições de ordem.

A formulação teórica dos métodos de RK construida por Albrecht considerando uma repre­

sentação matricial, possibilitou algumas explorações interessantes do ponto de vista teórico.

Albrecht obteve uma relação de recorrência geradora das chamadas condições ortogonais,

que permitiu estabelecer uma relação de equivalência entre as condições ortogonais e as con­

dições de ordem do método. Consideramos esse resultado extremamente importante, em

especial para o objetivo central deste trabalho.

Estas equivalências nos possibilitaram mostrar no capítulo 5, de uma maneira muito mais

simples que aquela desenvolvida no capítulo 2, a necessidade das condições de simplificação

subsidiárias sob a hipótese de algumas condições de simplificação e de ordem.

Além disso, desenvolvemos um estudo da influência de algumas condições de simplificação
e subsidiárias na obtenção de pares embutidos de métodos de RK, que satisfazem a estratégia

FSAL.

Isto nos permitiu concluir que, sob algumas restrições a mais impostas aos coeficientes

dos métodos, podemos eliminar algumas condições subsidiárias do sistema simplificado, cuja

solução nos fornece os coeficientes de pares de métodos de RK(4,5).

No final do capítulo 5, apresentamos dois casos distintos de condições que permitem gerar

pares desses métodos.

Esperamos ter elaborado um trabalho que possa contribuir com os interessados em apro­

fundar investigações na resolução do sistema constituído pelas condições de ordem e sua

interação com as condições de simplificação e as condições de simplificação subsidiárias.
Ainda, produzimos caminhos simplificados não apenas para a obtenção de métodos RK

explícitos com ordem até cinco, mas também para a obtenção de pares embutidos de métodos

RK com ordens 4 e 5 respectivamente. "
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