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Resumo

O objetivo deste trabalho é buscar caminhos mais simples para a obtengao de
métodos Runge-Kutta (RK) explicitos com ordem no méaximo cinco e de “pares

embutidos” de métodos RK com ordens 4 e 5 respectivamente.

Através das denominadas “condigdes de simplificagao”, propostas por Butcher

(5], sdo definidos alguns caminhos para a obtengao tanto de métodos de RK quanto

>

de pares embutidos de tais métodos.
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Abstract

The main purpose of this work is to find out thoughtout some “simplifying

assumptions”, proposed by Butcher [5], a most simple way to obtain Runge-Kutta

explicit methods with maximum order five and embedded Runge-Kutta methods

with orders “four and five”.
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Capitulo 1

Introducao

Um problema real geralmente nao pode ser representado de maneira exata, em toda
sua complexidade, por uma equagdo matemadtica ou um sistema de equagdes. No entanto,
se trabalharmos com as varidveis “essenciais”do fenonemo observado, o modelo matematico
que simula tal fenénemo podera levar a solugoes bastante préximas daquelas observadas na
realidade.

E muito frequente, em se tratanto de modelar um fenénemo ou um experimento qual-
quer, obtermos equacoes que envolvam as “variagées”:.las varidveis presentes e consideradas
essenciais.

Desta forma, as leis que regem tal fenonemo podem, para muitos problemas, definir as
chamadas Equacoes Diferenciais Ordindrias (EDO). Estas equagoes, quando associadas a uma
condigao inicial, constituem o que denominamos “problema de valor inicial” (PVI).

Em alguns casos, nao sendo possivel determinarmos algebricamente a solugao de um PVI,
embora estejam garantidas sua existéncia e unicidade, surge a necessidade de se utilizar
técnicas numéricas que geram aproximagoes para a mesma em pontos do seu intervalo de
existéncia.

Esta necessidade tem estimulado a busca de métodos numéricos que permitem gerar, com
o menor esfor¢o computacional possivel, aproximagoes com a precisao desejada.

Dentre estes métodos numéricos uma classe que tem se destacado bastante e a qual iremos
abordar neste trabalho é a classe dos métodos de Runge-Kutta.

Um método de Runge-Kutta se caracteriza por um conjunto de coeficientes que satisfazem

a um sistema de equacoes, a maioria delas nao lineares e definem um conjunto de s derivadas
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da funcdo f(z,y), que sdo combinadas para gerar a aproximagdo procurada para a solucio
exata. As s derivadas definem o nimero de estdgios do método e estabelecem uma relacio
direta com sua ordem. O niimero de equagdes do sistema tem também uma relacao direta com
a ordem de consisténcia do método de Runge-Kutta , por isso sdo conhecidas como “condicdes
de ordem”.

Por exemplo, na classe dos método de Runge-Kutta com ordem p = 4 o sistema tera
8 equagoes, para ordem p = 5 sdo necessarias 17 equacgOes e, assim por diante. Assim, a
obtencao de um método de Runge-Kutta explicito com ordem p = 5 e um niimero minimo de
estdgios, através das 17 equagdes de ordem, foi durante muito tempo uma tarefa instigante.

A busca de solugdes para esses sistemas tem estimulado, nas tltimas trés décadas, mui-
tas investigagoes, sempre procurando estabelecer caminhos mais simples para a obtencao de
métodos de Runge-Kutta explicitos.

Um primeiro trabalho apresentando uma das solugoes para as 17 equacdes, que fornecem

métodos de Runge-Kutta explicitos com ordem p = 5, foi publicado por Cassity [6]. Infeliz-

mente esse trabalho nao forneceu um caminho para a implementacao da busca de solucoes.

Uma outra dificuldade apresentada pelos métodos de Runge-Kutta é quando se busca
estimar o erro de truncamento local. Uma técnica eficiente é a utilizagao, em paralelo ao
método de Runge-Kutta com ordem p, de um outro método de Runge-Kutta com ordem pelo
menos p + 1, a partir do qual é possivel estimar, a cada passo, o erro da formula de ordem
menor.

Embora eficiente essa técnica esbarrou no custo adicional de se calcular as derivadas
f(z,y), necessarias as duas férmulas Runge-Kutta. Assim, um passo considerdvel na otimi-
zacao desse custo foi a obtengao de pares de métodos ditos “embutidos”, por apresentarem
coeficientes em comum, o que permite considerar vérias avaliagoes da derivada comum nos
dois métodos.

Os primeiros trabalhos nessa diregao foram produzidos por Fehlberg (8] e [9]. Entre os mais
populares pares embutidos de formulas de Runge-Kutta com ordens 4 e 5 respectivamente,
encontramos o par obtido por Fehlberg (8] e o obtido por Dormand-Prince [7). Conforme

Butcher [5] ou Shanks [15] o nimero minimo de estégios para se obter um par RK(4,5) é

| A¢:¢‘v
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s=6.

Uma possibilidade também interessante e que tem se mostrado eficiente, Shampine [16], é
a utilizagdo, para o préximo passo de integragao, da aproximacgao de ordem maior nas duas
férmulas de Runge-Kutta. Essa técnica é conhecida por “extrapolagao local”.

Resumindo, a grande dificuldade encontrada na busca de métodos de Runge-Kutta ou
de pares de métodos embutidos estd na resolugao do sistema constituido pelas condigoes de
ordem. No caso de pares de métodos embutidos essa dificuldade torna-se ainda maior pois
o numero de equagoes do sistema aumenta. Por exemplo, para a obtengao de um par com
ordens 4 e 5, respectivamente, devemos considerar 25 condigoes de ordem, em lugar das 17
necessarias para a obtengao de um método com ordem p = 5.

As chamadas “condigoes de simplificacao” propostas por Butcher [5], tem se constituido em
uma ferramenta extremamente eficiente, no sentido de minimizar o esférgo necessario para
a resolugao do sistema constituido pelas condigoes de ordem. O objetivo deste trabalho é
apresentar, da forma mais clara possivel, a utilizagdo das condigoes de simplificagao e das
condigoes de simplificacao subsididrias, com as consequéncias positivas dessa exploragao. Isto
é, gerando caminhos bem mais simples tanto para a obtencao de um método de Runge-Kutta

quanto para a obtengao de um par embutido.

No capitulo 1, definiremos os principais conceitos qualitativos para a classe dos métodos

de Runge-Kutta, em especial o erro de truncamento local e as condigdes de ordem do método.
Tais conceitos estao associados a um controle de qualidade do método, buscando aproximagoes
para a solugao com uma precisao pré-fixada.

Nos capitulos 2 e 3, mostraremos como as condigdes de simplificagdo possibilitam que
algumas das condigoes de ordem sejam descartadas do sistema.

No capitulo 4, apresentaremos uma nova formulagao tedérica para os métodos de Runge-
Kutta, através de uma notagao matricial introduzida por Albrecht, que serd muito til no
desenvolvimento do capitulo 5, onde mostraremos como as condigdes de simplificacdo po-
dem facilitar a obtengdo de pares embutidos de métodos de Runge-Kutta com ordens 4 e 5,

respectivamente.
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Capitulo 2

Os Métodos de Runge Kutta

2.1 Introducao

Uma grande quantidade de problemas fisicos, quimicos e biolégicos podem ser repre-
sentados através de modelos matematicos. Dentre tais modelos podemos citar as equagoes
diferenciais ordinarias (EDO).

Em alguns casos, nao é possivel determinar algebricamente a solu¢ao de uma EDO asso-
ciada a uma condigao inicial, dai torna-se oportuna a-utilizagao de técnicas numeéricas, que
geram aproximacoes para a mesma em pontos do seu intervalo de existéncia.

Dentre estas técnicas, ganham destaque duas classes de métodos que tém sido ultimamente
muito investigados: métodos de passo miltiplo e métodos de Runge-Kutta(RK).

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos qualitativos e resultados importantes re-
lacionados com os métodos RK, os quais serdao utilizados no desenvolvimento dos capitulos

posteriores.




2.2 Conceitos basicos

Consideremos o problema de valor inicial (PVI) definido por:

"= f(z,y) (2.1)

y(a) = v,

com f : IR x IR™ — IR™ tal que a existéncia e unicidade da solugdo y(x) num certo intervalo
la, b] esteja garantida.

Neste trabalho, visando simplificar as notagGes, mas sem prejuizo de qualquer resultado,
vamos considerar m=1.

Consideremos uma discretizagao de [a, b] em pontos z,, definidos por z, = z,+nh paran =
1,2,..., onde h serd identificado como o comprimento do passo de integracao. Denotaremos
por y, a aproximagao para a solugao exata y(z) em z = z,.

Vamos aqui considerar, para a obtengao de aproximagoes para a solugao exata y(z) em

pontos z, € [a, b], a classe dos métodos de Runge-Kutta com s estégios que definimos a seguir.

Definigao 2.1 Dado o PVI (2.1) denominamos método de Runge-Kutta com s estdgios o
método numérico de passo um definido pelo sequinte algoritmo:

Yn+1 = Yn + hzbiké

i=1

ki = f(zn + cih,yn + hzaijkj) H=1,2,0,8

j=1

8
G=Y 085 H4=1,2,.,8
i=1

onde a;j,c; e b; sao constantes.

Ainda, é conveniente tomarmos 0 < ¢; < 1 parai=1,2,...,
Podemos observar que os coeficientes c;,a;; e b; caracterizam um método RK com s
estdgios. Vamos identifici-los através de uma forma matricial denominada representacao

de Butcher.




onde:
c=[c1, ¢y 66)T, b= [b, b, ..., bs]T € A = [ai;]sxs-

A classe dos métodos RK pode ser dividida em 3 sub-classes, em funcdo dos valores
assumidos pelos elementos da matriz A.

- Se a;; = 0 para ¢ < j, isto é, A é estritamente triangular inferior, entdo teremos a
sub-classe dos métodos de Runge-Kutta explicitos.

- Se a;; # 0 para algum 7 < j, isto é, A néo é triangular inferior, entdo teremos a sub-classe
dos métodos de Runge-Kutta implicitos.

- Se a;; = 0 para ¢ < j e se existir a; # 0, ist6 é, A é triangular inferior, mas nao
estritamente, entao teremos a sub-classe dos métodos de Runge-Kutta semi-implicitos.

Todo o desenvolvimento deste trabalho sera feito considerando-se apenas a sub-classe dos
métodos de Runge-Kutta explicitos.

Uma medida de qualidade extremamente 1til ao se trabalhar com os métodos RK, é o

valor T;,41, que definiremos a seguir, obtido ao substituirmos em (2.2) e (2.3) as aproximagoes
yi por y(z:).

Definicao 2.2 Denominamos Erro de Truncamento Local de um Método de Runge- Kutta

com s estdgios, em T = Tn4y € denotaremos por T,.1, o valor :

Tn+1 = y(mn+1) 3 (y(mn) +ts hzs:biki) (25)

i=1

onde as avaliagdes k;s sdo efetuadas considerando-se a solugdo ezxata y(x,) em lugar de y,.

Vamos denotar por §,+1 a aproximagao em z,.; gerada por (2.2) e (2.3) quando admitimos

a hipétese local y, = y(z,). Portanto: -

§n+1 — y(xn) = h’zbikl (26)

i=1

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesprl 12 13 14 15 1o 17 18



De (2.5) e (2.6) obtemos que:
Th+1 = Y(Tn+1) — Jn (2.7)

Portanto, quando por hipdtese admitimos que y, = y(z,) o Erro de Truncamento Local
nada mais é do que a diferencga entre a solugao exata e a solu¢ao numérica no ponto x,1.Varios
autores denominam o valor obtito em (2.7) de erro local.

Se considerarmos em (2.7) o desenvolvimento de T},4+; em série de Taylor nas vizinhancas

do ponto x = z,,, vamos obter:
Tnt1 = wih + woh® + w3h® + weh® + wsh® + ... + wph? + O(APHY) (2.8)

Definicao 2.3 Dizemos que um método RK tem ordem p se este for o maior inteiro positivo
tal que:

Topr = O(hp+l) (2'9)

ou seja

W =wWe=w3=--=wp,=0 (2.10)

E importante registrar que os w; sdo constituidos por expressdes que envolvem os coe-
ficientes do método multiplicadas por derivadas parciais da funcao f(z,y). Logo, para que
tenhamos w; = 0 para ¢ = 1,2, ..., p(independente do pvi), preciso que estas expressoes sejam
nulas, uma vez que nao podemos impor restrigées sobre f(z,y) e suas derivadas parciais.

Essas expressoes as quais impomos a nulidade, constituem um conjunto de equacoes deno-
minadas Condigoes de Ordem do Método. Tais equacdes tém os coeficientes do método
como suas incégnitas e, portanto, cada solugdo desse conjunto de equacoes nos fornece um

método, ou uma familia de métodos, com a ordem p considerada.

2.3 As Condigoes de Ordem

Na pratica, para construirmos um método de Runge-Kutta com ordem p, consideramos
as expansoes em Série de Taylor de y(zn+1) € ¥n4+1 em poténcias de h numa vizinhanga de
T = T, substituimos em (2.7) e considerando (2.9) geramos as eqtia(;c")es que os coeficientes

de um método de Runge-Kutta com s estdgios devem satisfazer para que este tenha ordem p.
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A seguir apresentamos o sistema constituido de 17 equagdes, as quais um método RK

explicito com s estagios deve satisfazer para que tenha ordem cinco, isto é, suas condigoes de

ordem.

s i—1
Zb,;ct-Za,-jcj = =
i=3 i=2

s i—1
Zb,;Za,-jc;‘,’- = ﬁ
Zb Z% Z%kck

i=4 j=3 k=2

Zb C%Z% Zaﬂcck =

i=4 =3

Zbg(Za;jcj)Q
b ase) = 2

1332

Zb Z%CJ Z AjkChk =

i=4 j=3

Zb Z% Za:.'kck = o

i=4 j=

s 1 =1 1
Zb Zai} Zaik Z AkmCm = 20

i=5 j=4 k=3
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Se desse sistema excluirmos as equagoes de (2.19) a (2.27) entdo alcangaremos apenas
ordem 4 para os métodos RK explicitos dai obtidos.

Se além dessas também excluirmos as equagoes de (2.15) a (2.18) teremos garantia, apenas,
de ordem 3. Se mantivermos no sistema apenas as equagdes (2.11) e (2.12) teremos a classe
dos métodos explicitos com ordem 2 e s estagios.

Portanto, observe que as condigoes para se alcancar ordem p e s estagios serao também

condigoes necessarias para os métodos RK com ordem p+1 e s estagios.

2.4 Par embutido de Runge-Kutta

Ao se trabalhar com um método de Runge-Kutta com ordem p, a técnica mais eficiente
e atualmente bastante considerada para se estimar o erro de truncamento local, utiliza um
outro método também de Runge-Kutta mas com ordem superior a p.

A fim de minimizar o esforgo computacional dispendido a cada passo de integragao no
calculo das derivadas f(z,y) podemos considerar dois métodos de Runge-Kutta tais que
as derivadas do de ordem menor sejam também derivadas do de ordem maior. Para isso

introduziremos o conceito de par embutido de métodos, que a seguir definimos.

Definicao 2.4 Dados dois métodos de Runge-Kutta: (c, A,b*) com ordem p e s estdgios e
(é,fi,f;’) com ordem p e § estdgios, tal que p < p, dizemos que o método com ordem P estd

embutido no de ordem p se:
¢ Al 6
o= R? e A= € IR**®
com 0 e 0y vetores nulos e A* € IR(—9)xs,
Em particular, torna-se de valor praticoocaso p=p—1e § =s—1, com:

" AN
)EJ’R e A_(b‘ 0).

Uma outra situacao especial e que seré considerada no capitulo 5 deste trabalho é quando

tomamos as matrizes ¢ e A comuns aos dois métodos, isto é s = §, mas com:

=1 (2.28)




bs =0

as; = b;, para j=1(1)s.

Como A = A e ¢ = ¢, podemos representar o par embutido como:

onde bt, b, c € R® e A € R**°.

Observe que nesse caso a 1ltima derivada avaliada no passo n sera igual a primeira derivada

kD,

do passo n+1, ou seja, k™ =

De fato:

8 8
kgn} = f(frn + C.ghrs Yn + hza.s;.'kj) {2.28)2{2.30) f(xﬂ + h’! Yn * thJkJ) = f(xn+1,yn+l)
3=1 j=1

k{ﬂ—H) - f(l’n+1 + c1h, Yns1 + hzaljkj)
Jj=1

c1=0 e_au =0

f(Zns1, Yn41)

&

Sob o ponto de vista computacional, esse par de métodos exige, a cada passo, s — 1
avaliagoes da derivada f(z,y) e ndo s como em principio poderiamos imaginar.

Um par de métodos embutidos que apresente essa caracteristica é identificado como um
par que satisfaz a estratégia FSAL (tltima derivada igual & primeira).

Um par de métodos de Runge-Kutta onde o de ordem p — 1 estd embutido no de ordem
p sera representado por RK(p — 1,p).

Daremos a seguir como ilustragido, o par de métodos RK(4,5) com s = 7 estagios, que

satisfaz & estratégia FSAL, conhecido como método DOPRI(4,5).
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Capitulo 3

As Condicoes de Simplificacao

3.1 Introducao

A nao linearidade da maioria das condigbes de ordem dificulta a resolucao do sistema
por elas constituido. Por isso, Butcher propds algumas equagdes mais simples que, quando
incorporadas ao sistema, tornam redundantes algumas das condigées de ordem simplificando
sua resolucao. Tais equagdes sdo denominadas condigdes de simplificagado subsididrias e serao

consideradas neste capitulo. ;

3.2 Condicoes de Simplificacao Subsidiarias
Consideremos as equagoes:
(3.1)
(3.2)

Tais equacdes sao denominadas por Butcher “Condigoes de Simplificagao” para a classe
dos métodos RK explicitos com ordem p e s estdgios. Conforme veremos, essas condigoes de-
sempenham um papel importante quando incorporadas as condigoes de ordem para a obtengao
de métodos de RK.

Conforme mostraremos neste capitulo, quando incluimos ao sistema constituido pelas
equacdes (2.11) a (2.27) as condigdes de simplificagao (3.1) e (3.2), algumas das condigdes de

ordem sdo satisfeitas automaticamente se, e somente se, forem satisfeitas as condicoes que




apresentaremos a seguir, que denominaremos condigées de simplificacao subsidiérias:
8
Zb,;aig =0
i=3

Zbiciaﬂ =0
i=3

]
Zbiai;; =0
i=4
] i—=1
> biY aija =0

i=5 j=4
bg = 0

Tais equivaléncias serao demonstradas a seguir.
Equivaléncia 1:

Se tivermos (3.1) e (2.13), entao (2.14) é naturalmente satisfeita < (3.7) é satisfeita.

De fato:

1

: (3.1) =T 1 (213) 1 1
Zb ZGIJCJ Z ? e 51::23&56? = § [Zb c; — by 2:' = 5 [5 — szQJ = g & by =0.

=3 j=2 i=2

Equivaléncia 2:
Se tivermos (3.1) e (2.15), entao (2.16) é naturalmente satisfeita < (3.7) é satisfeita.
De fato:

62

: 1 1 1
Zb cT;Za,T,:,.c:f = Zb = = 5 le c; — be 2] (3:19) 3 [Z - 6262] — 3 & by = 0.

Equivaléncia 3:
Se tivermos (3.2) e (2.15), entdo (2.17) é naturalmente satisfeita < (3.7) ¢ satisfeita.

De fato:

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesprl 12 13 14 15 16

17

18



Equivaléncia 4:
Se tivermos (3.1) e (2.17), entdo (2.18) é naturalmente satisfeita < (3.3) é satisfeita.
De fato:

] i—1 j=1 - 8 ]
S zz @ 42 [Zb S eel - (Zb) ]
.= J : ‘= 1:=3

=3 j=2

(2.17) T 1 = i
L [2 (Zba,z)él_%@gbtaﬁ_o

i=3

Equivaléncia 5:

Se tivermos (3.1) e (2.19), entdo (2.20) é naturalmente satisfeita < (3.7) é satisfeita.

De fato:

Zb < z W zbs s - 226 ¢4 S e by =0,

1=3

Equivaléncia 6:
Se tivermos (3.2) e (2.19), entdo (2.21) é naturalmente satisfeita <> (3.7) é satisfeita.

De fato:
(3.2) & L (219) 1
SheS ot 2 el = 13 P Lo n=0

i=3 Jj=2 i=3

Equivaléncia 7:
Se tivermos (3.1) e (2.21), entdo (2.22) é naturalmente satisfeita < (3.4) é satisfeita.
De fato:

s i—1 8
Zb thatjzachk @D —Zb ctza,;,c = Zb,;c,-Zaijc? - (Zbiqaiz) c%]
o4 =8 k=2 i=3  j=2 i=3

1—4 =3

@ay 1|1 ol
= [15 (Zb c,atg) czl =3 & thc,aig =0.

=3

6



i=

Equivaléncia 8:
Se tivermos (3.1) e (2.19), entdo (2.23) é naturalmente satisfeita < (3.7) é satisfeita.

De fato:

1

8 i—1 2 2
Sobi | Taie | E Z ' (_3) B _Zb 1O e b =0
1=3 =2 =3 2 0

Equivaléncia 9:
Se tivermos (3.1) e (2.24), ent@o (2.25) é naturalmente satisfeita < (3.3) é satisfeita.

De fato:

S 05 age o 2 1505 0 = [Zb ot (hea) ]

i=4 j=3 1—4 7=3 =3 3—2

l (Zb (112) C2l = — i Zbiaiiz =0
1=3 40 i=3

Equivaléncia 10:
Se tivermos (3.2) e (2.24), entdao (2.26) é naturalmente satisfeita < (3.3) é satisfeita.

De fato:

3 1 8

DS Lot 2 DhEed - 1S -} [ShSed - (Shea)

4 =3 k=2 i=4 j=3 i=4 =3 g=2 i=3

@2 = { (Zb agg) cgl — i = Zb,;a,:z =0
i=3 60 i=3
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Equivaléncia 11:
Se tivermos (3.1) e (2.26), entdo (2.27) é naturalmente satisfeita < (3.5) e (3.6) sdo
satisfeitas.

De fato:

j—1 s c2
Zb Z%Z%kzakmcm < 2 bi Z%Z%k E =

i=5 j=4 k=3 i=5 j=4

) Zb Za‘J Z a’chk

i=5 j=4 k=3

sz (Zb atg) 3 zauaﬂ} 62}

i=5 j=4

8

Zb Z% Zaﬂcck

=4 j=3 k=2

50 [032 Zb atS) = Zbizasjaﬂ] Cg}

i=5 j=4

Zb,-a,:g =0ouazgp=0
i=4
e

Zb Zaqaﬂ,g = 0.

i=5 j=4

Podemos sintetizar as onze equivaléncias demonstradas através da tabela que apresentaremos

a seguir:

Equivaléncia

Hipétese

Tese

1

1)+(2.13

(2.14)<(3.7)

2.16)<(3.7)

(3.
(B.D)+(215
(3.

217)=(3.7)

(B1)+(2.17

)
)
2)+(2.15)
)
)

(3.1)+(2.19

2.20)<(3.7)

(3.2)+(2.19)

(
(
(2.18)&(3.3)
(
(

2.21)& (3.7)

(3.1)+(2.21)

2.22)(3.4)

(3.1)+(2.19)

[\ed o] B | l=2] LY N VLT B V)

(3.1)+(2.24)

(
(2.23)=(3.7)
(2.25)<(3.3)

(3.2)+(2.24)

2.26)% (3.3)

|t
] =]

(3.1)+ (2.26)

(
227

)& (3.5) e (3.6)

Tabela 3.1: Equivaléncias I

4 5 6
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3.3 As novas condicoes de ordem

Conforme constatamos através das equivaléncias do pardgrafo anterior, quando acrescen-
tamos as condigdes de ordem (2.11) a (2.27) as condigdes de simplificagdo de Butcher (3.1) ,
(3.2) e as condigdes de simplificagdo subsididrias (3.3) a (3.7), onze das dezessete condigoes de
ordem podem ser descartadas. Logo, o novo sistema de equagdes pode ser considerado sem
qualquer prejuizo na obtencgao dos coeficientes que garantam ao método dai obtido ordem de
consisténcia cinco.

Observe que na verdade, substituimos 11 condi¢ées de ordem por 2s — 4 condigbes de
simplificagao e 5 condigbes de simplificagdao subsididrias.

Portanto, passamos a ter, no novo conjunto, 2s + 7 equagoes que devem ser satisfeitas se
desejamos obter um método RK explicito com ordem 5 e s estagios.

Notemos que para s > 5, o nimero de equagoes que devem ser satisfeitas é superior a
17, que era o nimero exigido de condigoes de ordem. No entanto, temos agora equagoes bem
mais simples com relagao a linearidade nos coeficientes.a;; e c¢;, quando comparadas dquelas
que foram descartadas. Isto é, podemos gerar métodos RK explicitos com ordem cinco e s
estagios com um esforco computacional bem menor.

As equagoes do novo sistema sao:

| I
= = = B




Zbiciam =0
i=3

8
Zb,‘afa =0
i=4

s i-1

Zb{ Za;j Qjo = 0

i=5 j=4

bg=0

3.4 Um procedimento para obtencao de uma familia de
métodos RK explicitos com p=5 e s=6

Um procedimento natural ao tentarmos gerar um método RK é, sempre que possivel,
considerarmos os coeficientes ¢; como parametros livres, podendo assim escolhé-los conve-
nientemente, em especial considerando a condig¢ao 0 < ¢; < 1, para todo i=1(1)s.

Se desejamos construir métodos RK explicitos com ordem 5 e 7 estdgios, devemos resolver
um sistema com 21 equagdes a 22 incégnitas, apenas considerando os coeficientes a;;, para
i = 3(1)s com j = 2(1)s e os coeficientes b;, para i=1(1)s. Isto é, ndo estamos incluindo
entre tais incognitas os coeficientes ¢;, para ¢ = 1(2)s. Assim sendo, teremos liberdade para
atribuir seus valores e, nem estamos incluindo os elementos da primeira coluna da matriz A,

pois estes elementos serao obtidos posteriormente através da relagao:

8
Cp= Zaij para, t=1,2,..,s.
j=1

Daremos, a seguir, um procedimento para resolucao desse sistema , que nos fornecerd uma

familia de métodos RK explicitos com ordem p = 5 e s = 7 estégios.




Algoritmo 3.1 ..

Passo 1: De (3.20) temos que by = 0

Passo 2: Através de (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) determinamos quatro dos coeficientes b;

entre by e by em funcdo de ¢;, 1 = 2(1)7 e do b; restante.
Passo 3: De (3.8) determinamos b;.
Passo 4: Através de (3.13), (3.14, (3.15), (3.16),(3.17),(3.18) e (3.19), determinamos os

coeficientes a;j, 1 = 3(1)7 e § = 2(1)6 com i > j.

Note que todos os a;; sao determinados em fungao dos ¢;, aos quais atribuimos valores
entre 0 e 1, e de um dos b;, para 3 < i < 7, escolhido arbitrariamente.

No entanto, ndao podemos pensar em considerar todos os ¢; como parametros livres se
quisermos obter métodos de RK explicitos com p = 5 e s = 6 estdgios, pois isso nos levaria a
um sistema de 19 equagoes a 16 incdgnitas.

Portanto, precisamos considerar também trés dos coeficientes ¢;’s como incégnitas do
sistema para que se tenha um sistema de 19 equagdes & 19 incégnitas. Daremos a seguir
um procedimento para obtengao dos coeficientes de uma familia de métodos RK explicitos
com p = 5 e s = 6, onde determinaremos, também, c3, ¢4 € cs, isto é considerando-os como

incégnitas do sistema.

Algoritmo 3.2 ..
Passo 1: De (3.20) temos que by = 0.
Passo 2: Através de (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) determinamos b3, bs, bs € bg.
Passo 3: Por (3.8) determinaremos b;.
Passo 4: Determinamos a3z e c3 de (3.14) e (3.15) com i=3.
Passo 5: Determinamos asp € agy de (3.16) e (3.17).
Passo 6: Determinamos as3 e asq de (3.14) e (3.15) com i=5.
Passo 7: Determinamos agq € ags de (3.19) e (3.13).
Passo 8: Determinamos agz de (3.18).
Passo 9: Tomamos cg = 1

Passo 10: Determinamos cs através de (3.14) ou (3.15) com i=6.




Passo 11: Determinamos a;1, i = 1,2, ..., s através de (2.4).

No passo 9 tomamos ¢ = 1, por conveniéncia, para que as equagos (3.14) e (3.15) se
tornem iguais. Passamos a ter um sistema de 18 equagdes a 19 incégnitas, logo podemos
deixar ¢4 ou c5 como parametro livre. No passo 10 optamos por deixar c;.

Seguindo os passos acima encontramos uma familia de métodos RK explicitos com ordem

cinco e seis estagios.

3.5 Uma familia de métodos RK explicitos com p=5 e
s=6

Considerando c; e ¢4 como parametros livres, para 0 < ¢c; < 1e 0 < ¢4 £ 1 mas com ¢4

i td612§&12+\/€12—\/§
S O sEE Tt T o . L 20

com ordem cinco e seis estdgios, sendo:

3 —3 4+ 5ey 3 9
=t B Lt T S L =1, by = b3 =0, = ¢y, = =¢3, —
c3 262, Cs 5(—1 2c4)’ Ce , bo = b3 =0, ag = ¢, az; 862 aso 862

, obtivemos uma familia de métodos RK explicitos

1 m
— be = .
12¢4(3 — 13¢4 + 20c3 — 10c3)’ ™ 12(2 — ey + 563)

bs

125y* 5¢2  2c3
2 41 = C4 — — 2

— — a. =
bs 12(18 — 135¢4 + 385¢2 — 500c3 + 250c%)’ 6cy 93 4

—2wc? —2(18¢5 — 105¢5¢4 + 45¢Zcq + 150ca¢2 + 20ci — 150c,¢3)z

~Te@ T 112535%w

]

36cy — 135¢2 — 210co¢q + 900ckcy + 495¢2¢3 — 2250c3c? — 20c} — 300coc} + 1800c3c})x
2250c3ca(—1 + 2¢2)° ’

| —C42% _ (=44 15¢)(9 — 45¢4 + 80c2 — 50c3)
T Bogy T —250cayPw

]

—360cp + 99¢2 + 258cy¢4 — T02¢3¢4 — T17cock + 1917ckc] + 12¢5 + 825¢y¢f — 2250c3¢; +n
—18c3zcym

)

. CiR _2(6cp — 33cacs + 9c3cq + 45cack + 4t — 30cxc}
“%am @ W —9c3wm

1

ae2




(1 —c4)(12 — 33cy — T2¢4 + 210co¢4 + 140c2 — 450co¢2 — 80c3 + 300cycs

a =
b 2¢4(3 — 10¢4 + 10c2)wm

Y 25(—1 + C4)y3(q2 + 5(.'4)
—27 + 243¢4 — 8702 + 1560c3 — 1400c + 5003’

aes

onde:
T = —3 + 5¢q, 2z = 9cy — dcy, m = 3 — 12¢4 + 10c2,
y = —1+2c, w = 3¢y — 24, n = —10c§(2 + 30c; — 90¢c2).

AV,
AVAVAY
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Capitulo 4

Uma nova classe de Condigoes de
Simplificacao

4.1 Introducao

Conforme verificamos no capitulo anterior, as condigbes de simplificacdo e as condigoes
de simplificagdo subsididrias mostraram-se bastante eficientes como ferramenta auxiliar para
obtencao dos coeficientes de métodos RK explicitos com ordem cinco.

Neste capitulo, introduziremos uma nova classe de eondigées de simplificagdo que, quando
associadas a algumas daquelas apresentadas no capitulo 2, tornam ainda mais simples a busca
de solugao para o sistema.

Apresentaremos vérias combinagoes possiveis entre condigdes de ordem e ondigoes de sim-

plificagéo.
4.2 As Novas Condigoes de Simplificacao

Consideremos as relagoes:

Z b,-a;j = bJ(l = Cj) j = 2,3,...,3 . (41)

i=j+1

Conforme mostraremos, se ao construirmos um método RK explicito com ordem cinco
acrescentarmos ao sistema constituido pelas 17 condigbes de ordem as condigbes de simpli-
ficacdo (4.1), 6 das condigdes de ordem sdo automaticamente verificadas. Logo, podem ser
desprezadas do sistema uma vez que as equagoes restantes ga.ran;:em que as solugoes dai

obtidas fornecem métodos RK com ordem cinco.




Associando as condigoes de simplificagéo (4.1) a algumas condigdes de ordem do método,

demostraremos a seguir, como estas 6 condi¢ées de ordem sdo satisfeitas. Observe que de

(4.1) para j = s temos que:

bs(1—cs) =0

o que nos leva a condigdo ¢; = 1, pois bs = 0 nos levaria a um método RK com s — 1 estégios.

Isto é, sempre que tivermos (4.1) para j = s devemos considerar ¢, = 1.

Equivaléncia 1:
Se tivermos (2.12),(2.13) e (4.1) satisfeitas, entdo, (2.14) é naturalmente satisfeita.

De fato:

ibiEa,-jcj = (Zb a,g) e+ (Zb (I,_g) ¢+ (Zb am) e+ (Zb a,5) cs

i=3 j=2 =4 i=5

+...+ (bsass_l)csﬁl i bg(l — CQ)CQ + 63(1 = C3)C3 + b‘;(l — C4)C4

+b5(1 = C5)C5 + bﬁ(l = )Cﬁ +ia bs_](l — cs_l)cs_l

s—1 »
: 2 212)e(213) (17 )—(l—b 2)
> b z (5-bsc) = (5 - b2

=t >-<-- =
= (2 bs 3 bs TG

Equivaléncia 2:
Se tivermos (4.1),(2.13) e (2.15) satisfeitas, entdo, (2.17) é naturalmente satisfeita.

De fato:

s i—1 E
sz-Za,;jc? (Zbia,ﬁz) Cg (Zb (113) 03 (Zb 014) C4 (Zb 615) C5
=3 j=2 =3 i=4

(31

e T (bsass—]) Ci_l ) bg(l — CQ)C% + 53(1 = C3)C§ + 54(1 = C4)Ci

+bs(1 - c5)c5 c 4 by (1l — €o1)C2_;

Zbc _Zb 3 (213) ¢ (2.15) (;—662)~(i-—bscs)
= | ) (1* )=
v (3_b3  baml A

23
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Equivaléncia 3:

Se tivermos (4.1),(2.14) e

De fato:

Zb Zau Zajkck

i=4 j=3 k=2

Equivaléncia 4:

Se tivermos (4.1),(2.15) e

De fato:

Zb Zal} _'.l

i=3 j=2

A

5

(2.16) satisfeitas, entdo, (2.18) é naturalmente satisfeita.

(Zbiai{i) aszCz + (th‘am) (@g2co + ag3cs)

i=4 i=5

8
+ (Zbiaﬁ) (asaco + as3cs + asqcq) + - -

1=6
§—2
(bsas.s—l) Zas—lck
k=2
+bg(l - 63)(13262 + b4(1 — C4) (04202 + a43C3)

+b5(1 - 65) (asgcg + as3c3 + (1.5464) e
8-2

+bs—1(1 = Com1) ) @51k
k=2

s—1i—1 s—1i—1

Zzb @ijCj — Zzbzﬁ%%

1=3j= 1=3j=

o i e
e B [ sta,,jcj - == stcsasjcj
6 j=2 . 8 =

Cs

6

1

1 s—1 1 s—1
1
— — ) basici| — | = — ) bsagic; | = —.

(Zb agg) cy + (Zb a,,g) c; + (Zb a,4) ¢y + (Zb a‘5) c
+ bs@s5-1C (&) ba(1 — c2)c3 + b3(1 — ¢3)c3 + by(1 — cq)c
+b5(1 — C5)Cg R bs_l(l — 63_1)63_1

e (2. 1 1
Zb & — Zb ? (2.15) e (2.19) (Z = bsci) A (

7 unesprl 12 13 14 135

(2.19) satisfeitas, entdo, (2.24) é naturalmente satisfeita.
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Equivaléncia 5:
Se tivermos (4.1),(2.17) e (2.21) satisfeitas, entdo, (2.26) é naturalmente satisfeita.

De fato:

s J s 8
Zb Zanza:kck (Zbiass) 0326'3 + (ZbiaM) (04263 1 G43¢§)
i=4 i=5

i=4 j=3

8
+ (Zbiais) (05263 + a53c§ + a54cj) +oees

s—2

2

+bs Qgs—1 Z As—1Cp,
k=2

b3(1 — C3)G3QC% + b4(1 —_— C4) ((1420% -+ a43c§)

+b5(1 — cs) (a52c§ + as3cs + a54c2) ks
s—2

+bs-1(1 — €5-1) Y _as-1c}
k=2
s—1i—1 s—1i-1

= Zzb a‘J Zzbaca%c

1=35=2 1=35=2

(2.17) e (2.21) =1 L=t

el (] s—1 . 1 s—1 . 1
= Ty jggbsasjcj ol -?Zz:gbsasjcj =5




Equivaléncia 6:
Se tivermos (4.1),(2.18) e (2.22) satisfeitas, entdo, (2.27) é naturalmente satisfeita. De
fato:

>bi Z%Za:k Z akICl (Zbiam) a43032C2

i=5 j=4 k=3 i=5
3
+ (zbiais) (as3asaca + assa42co + a54a43C3)
+ e bsass—l (as—13—2a3—22c2)
b4(1 - C4)a43a3202 + 55(1 — C5)
(as3asaca + as4042Cy + A5443C3)

4o beo1(1 — Cs—1)Bs—15—2a5—22C2
s—1i—1j—1 s—1i18=1

D) biasjaeck — D)) biciayjaick

i=4j=3k=2 i=4j=3k=2

18) e (2. TR =i e e
(2 13):(2 22) (24 Zzb asjajkck) — (% — ZstCsasjajkck

j=3k=2 j=3k=2

1 s—1j-1 1 s—1j-1
24 Zzb as}a}kck E= 30 ZZb Qs;Q;kCk
j=3k=2 j=3k=2
1

120°
As equivaléncias demonstradas podem ser, de forma resumida, apresentadas através da

tabela:

Equivaléncia Hipétese

1 [@1)+(2.12)+(2.13)
(4.1)+(2.13)+(2.15)
(4.1)+(2.14)+(2.16)
(4.1)+(2.15)+(2.19)
(@1)+(2.17)+(2.21)
(4.1)+(2.18)+(2.22)

2
3
4
5
6

Tabela 4.1: Equivaléncias II

Portanto, podemos concluir que 6 das 17 condigoes de ordem, necessérias para a obtencao

de métodos de Runge-Kutta com ordem cinco, sao automaticamente verificadas e podem ser
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desprezadas do sistema sem qualquer prejuizo quando consideramos as condigdes de simplifi-
cagao (4.1).
Podemos, entdo, obter uma familia de métodos RK explicitos com ordem cinco, a partir

da resolucao do sistema de equacdes:

z bia,;j = bj.(l — Cj) ] = 2, ceny S (42)

i=j+1
ib,-cf e 0,1,2,3.4, (4.3)
= k+1

8 i—1 1
Zb,:ciZaijcj = = (44)
i=3 =2 8

§ i—1 1
> biedy aiic; = — (4.5)
i=3  j=2 10

L] i—1 1
Zb,-c,-Zaij ? = E (46)
=3 j=2
J

E] i—1 -1 1
D biciy ai) ajkck = 0 (4.7)
i=4 >

j=3 k=2

s i—1 1
> bi(Daiic)? = o (4.8)
i=3 j=2 20

s i—1 j=1 1
D b _aie; ) ajker = 4 (4.9)
k=2

i=4 j=3

4.3 Algumas Combinagoes entre Condigcoes de Ordem
e Condigoes de Simplificacao

As condigoes de simplificagao (3.1), (3.2) , as condigoes de simplificagao subsididrias (3.3),
(3.4), (3.5), (3.6), (3.7) e as condigdes de simplificacdo (4.1), podem ser associadas as condigoes
de ordem (2.11) a (2.27) de diferentes maneiras.

A partir dos resultados ji obtidos e sintetizados através das tabelas 3.1 e 4.1, vamos
considerar algumas combinagdes possiveis entre as condi¢oes de simplificagdo e as condigbes
de simplificagao subsidiarias, observando as consequéncias dessas combinagoes sobre as 17
condig¢oes de ordem que devem ser satisfeitas para obtencao de métodos RK com ordem
cinco. ‘

Apresentaremos, a seguir, trés casos distintos de sistemas que podem gerar familias de




métodos RK explicitos com ordem cinco.

Primeiro caso:

Consideremos as condigdes de simplificagao (3.1), (3.2), as condigdes de simplificacdo sub-
sididrias (3.3), (3.4), (3.7) (4.1) e as condigoes de ordem (2.11) a (2.27).

Conforme demonstramos no capitulo anterior e apresentamos de forma resumida através
da tabela 3.1, podem ser eliminadas do sistema as condigoes (2.14), (2.16), (2.17), (2.18),
(2.20), (2.21), (2.22), (2.23), (2.25) e (2.26) e, ainda assim, garantir ordem cinco ao método
RK dai obtido. Se, em lugar das condiges de simplificagdo acima consideradas, utilizarmos
as condigoes de simplificacdo (4.1) juntamente com algumas condigées de ordem, conforme
tabela 3.1, podem agora ser eliminadas do sistema as condigdes (2.14), (2.17), (2.18), (2.24)
e (2.26).

Portanto, se considerarmos ao mesmo tempo os dois conjuntos de condigées de simplifi-

cagao associados as condicoes de ordem constatamos que das 17 equagdes de ordem originais

devemos considerar no novo conjunto apenas as condigdes (2.11), (2.12), (2.13), (2.15) e (2.19).

Observe que a condigdo de ordem (2.27) pode ser eliminada tanto pelas condigbes de
simplificagao (3.5) e (3.6), quanto pela condigdo (4.1), o que pode ser constatado através
da andlise dos resultados apresentados nas tabelas 3.1 e 4.1. Isto justifica nao termos aqui
considerado, entre as condigoes de simplificacao subsididrias, as condigoes (3.5) e (3.6).

Por outro lado, a condi¢cdo de ordem (2.24) somente é eliminada quando consideramos
(4.1).

Podemos sintetizar esses resultados através da tabela que apresentamos a seguir:




Condigoes de Ordem

Condigoes Eliminadas

Tabela 3.1 | Tabela 4.1

Condigoes Restantes

(2.11)

2.11)

212)

(2.12)

(2.13)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

o el kel Bl kel

(2.19)

SRS

<[ <

Tabela 4.2: Primeiro caso

£y

Na primeira coluna da tabela 4.2 temos as condigoes de ordem do sistema original para

obtencao de um método RK com ordem cinco, na segunda coluna as condig¢oes de ordem que

foram descartadas conforme tabela 3.1, na terceira coluna as condigoes de ordem que foram

descartadas conforme tabela 4.1 e finalmente na quarta coluna as condicoes de ordem que

restaram no sistema.

Conclusao:

Podemos gerar métodos RK explicitos com ordem cinco e s estdgios considerando, em

lugar do sistema original constituido pelas 17 condigdes de ordem, o seguinte sistema simpli-

ficado:

5

6

12

13 14

15

16

17

18



(4.13)
(4.14)

(4.15)
k=0,1,2,3,4. (4.16)

E importante observar que se tomarmos b, = 0, a equagao (4.1) para j=2 serd a mesma que

(3.3).

Segundo caso:

Consideremos as condigdes de ordem (2.11) a (2.27), as condigées de simplificagao (3.1) e
as condigdes de simplificagdo subsididrias (3.3), (3.4) e (3.7).

Conforme tabela 3.1, podem ser eliminadas do sistema as condigoes (2.14), (2.16), (2.18),
(2.20), (2.22), (2.23) e.(2.25).

Se, em lugar das condigoes de simplificagdo acima consideradas, utilizarmos as condigoes
de simplificagdo (4.1) juntamente com as condigoes de ordem, conforme tabela 3.1, podemos
eliminar do sistema as condigoes (2.14), (2.16), (2.18), (2.20), (2.22), (2.23) e (2.25).

Portanto, se considerarmos ao mesmo tempo os dois conjuntos de condigdes de simplifi-
cagdo associadas as condigoes de ordem, constatamos que das 17 condigoes originais devemos
considerar, no novo conjunto, apenas (2.11), (2.12), (2.13), (2.15), (2.19) e (2.21).

Observe que, neste caso, nao consideramos as condigdes de simplificagdo (3.2). Portanto,
nao poderiamos descartar (2.21), (2.26) e (2.17) que sdo as unicas que dependem de (3.2)
como podemos constatar na tabela 3.1 .

Porém, podemos descartar (2.26) e (2.17) quando consideramos as condigoes de simplifi-
cagdo (4.1), restando apenas (2.21) que nao pode ser descartada.

Nao se faz necessério considerar as condigoes de simplificagdo (3.5) e (3.6) uma vez que as

mesmas S0 necessarias apenas para descartar (2.27), conforme podemos verificar em tabela

3.1, e ja temos (2.27) descartada quando consideramos as condigdes de simplificagao (4.1),

conforme podemos observar na tabela 4.1.

Para uma melhor compreensao, apresentamos todos estes resultados através da tabela 4.3

30
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que apresentaremos a seguir:

Condicoes de Ordem

Condicoes Eliminadas

Tabela 3.1 | Tabela 4.1

Condicoes Restantes

210

2.11)

(2.12)

(2.12)

(2.13)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

2.18)

(2.19)

(2.21)

Conclusao:

Tabela 4.3: Segundo Caso

O sistema original constituido pelas 17 condi¢ées de ordem pode ser substituido pelo

sistema simplificado, que apresentaremos a seguir, e que também ird gerar métodos de RK

explicitos com ordem cinco e s estédgios.

i—1 C2

4 :
Zaijcj = 5, ?.=3,4,...,S
j=3

8
Zb{agz =0
i=3

8
> “biciaiz =0
i=3

by =0

Y biay; =bi(1—¢;)

i=j+1

8
Y bick = -1—, k=0,1,2,3,4.
= k+1

8 i—1
> biciy aiic; = I3

=3

1

i=2

1=3...

y 8

(4.17)
(4.18)

(4.19)
(4.20)

(4.21)
(4.22)

(4.23)




Terceiro caso:

Consideremos as condigdes de ordem (2.11) a (2.27), as condigdes de simplificacdo (3.1) e
as condigdes de simplificagdo subsididrias (3.1), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) e (3.7).

Conforme a tabela 3.1, podem ser eliminadas do sistema as condigées (2.14), (2.16), (2.18),
(2.20), (2.22), (2.23), (2.25) e (2.27).

Observe que, neste caso, nao estamos considerando as condigées de simplificagao (3.2),
portanto ndo podemos descartar (2.17), (2.21) e (2.26). Porém, como estamos considerando
(3.5) e (3.6) podemos descartar (2.27) (veja tabela 3.1), mesmo nao estando considerando as
condigoes de simplificagdo (4.1).

Portanto constatamos que das 17 equagées originais devemos considerar no novo conjunto
apenas as condigoes (2.11), (2.12), (2.13), (2.15), (2.17), (2.19), (2.21), (2.24) e (2.26).

Sintetizaremos estes resultados através da tabela 4.4 que apresentamos a seguir:

Condigoes de Ordem | Condigoes Eliminadas | Condigoes Restantes
Tabela 3.1
(2.11) (2.11)
(2.12) (2.12)
(2.13) (2.13)
(2.14)
(2.15) (2.15)
(2.16)

(2.17)

(2.19)

(2.21)

(2.24)

(2.26)

Tabela 4.4: Terceiro Caso

Conclusao:

Um novo sistema pode ser considerado em lugar do sistema original que ird gerar métodos




RK com ordem cinco e s estdgios. As equagdes desse sistema sao:

= &
Zaijcj = El, Y= 3,4, ey 8
i=3

8
Zbiai‘;’ =0

i=3

s
Zbiciaﬂ =0

i=3
bg =0

Zbiai;; - 0
i=4
E} i—1
> bi) aijap =0

i=5 j=4

: 1
Zb,-cf =7 k=01,234
k+1

Zb Z“t} i 19

i=3 j=2

ZbiCiZ% =
8

Zb Z“%JC =
i=3 j=2

8

1
> _bi Zau Zaﬂcck =20

i=4 j=3 k=2
4.4 Uma nova equivaléncia

Em [5], Butcher trabalha com as condigdes consideradas no segundo caso, substituindo por

conveniéncia a equagao (4.19) pela diferenca entre (4.18) e (4.19). Isto é, utilizando a equagio:

Zb Daiz =0 (4.35)

Ainda, a equagdo (4.23) é substituida por:

s i—1 1 Cs

2.0 bi(1 = ci)aijes(c; — cs) = e S5

1=3j=2

considerando a equivaléncia existente entre ambas, ou seja:

s i—1 s i—1 i 1 4
Zzbiciaijcﬁ 4=)' ZZb ci)aijci(c; — c3) = 60 2_1

i=3j=2 i=3j=
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s i—1 s i—1

>N bi(1 = ci)aijci(cj — c3) Y Y biagic: — biasjcjes — biciaiic? + biciaijccs
1=35=2 i=3j=2

8 i—1 s i—1

YD biaiic 3 03225 1QijC;

i=3j=2 1=3j=2
s i—1 s i—1

—ZZbg ciaijcf + C3ZZbi C,;aijCj

i=3j=2 i=3;j=2

(2.17),(2.14),(2.16 1 3 4=l 1
= AP —C3 ZthcgaUc + 8c3
i=37=2

s i—1

T~ 2o el

i=3j=2
Logo, podemos escrever a seguinte igualdade :
s i—1 g i—1
=33 bi(1 - ¢i)aijej(c; — e3) — — + = =Y biciaiic

1=3j=2 i=35=2

Entao, temos que:

s i—1 s i—1 1

Zzbfcfaiic.? T _'Zzb 1 — ci)aijci(ci — c3) — =2 =

i=35=2 i=3j=2 24 12

Portanto, temos a equivaléncia (4.37)

4.5 Uma familia de métodos de Runge-Kutta explicitos
de ordem cinco e seis estagios.

Considerando as equagoes do segundo caso, se tomarmos em particular método de RK

com seis estdgios, a equagdo (4.36) se reduz a:

1 C
bs(l = C5)(154C4(C4 — Cg) = % o ﬁ
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hex Ci)a;‘jCj(Cj . C3) bg(l e C3)a3262(62 = C3) -+ 54(1 — C4)a4202(02 — (33)
+b5(1 = 65)1115262(62 = C3) i 65(1 = Cﬁ)a54C4(C4 = Cs)
[(bsasa + baass + bsasz) — (bsczase + bscaass + bscsass)]

ca(ca — c3) + bs(1 — c5)asqca(cy — c3)

6 6
[(Zbiam = 56062) = (th‘ciai‘z - b606362)] ca(ca — c3)

i=3 i=3
+b5(1 — c5)asaca(cs — c3)

6 6
> biaiz — Y _biciaiz + bs(1 — cs)asaca(cs — c3)
i= 3 i=3

Zb (1 — (112 + b5(]. — C5)(154C4(C4 = C3)

bs(1 — c5)assca(cs — c3)

Portanto, temos que:
6 i—1 »
ZZE} ci)aijci(c; — c3) = bs(1 — cs)asqca(cs — c3). (4.39)
i=3j=

De (4.39) e (4.36), temos (4.38).

Logo, o sistema obtido no segundo caso, quando consideramos métodos RK com ordem

cinco e seis estagios pode ser substituido por:

o
Zavcj — E‘ =34 (4.40)

Zb;(l — c,-)at-g =0 (441)
by =0 (4.42)

6
Z b,;aij = bj.(l — Cj), _} = 2,3, vy 6 (443)

i=j+1

N hidi= %H k=0,1,2,3,4. (4.44)
i=2
1 C3

= "5 (4.45)

65(1 — c5)a5404(c4 = 63)

A resolucao desse sistema nos fornece uma familia de métodos RK com ordem cinco e seis

estagios e pode ser obtida através dos seguintes passos:
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Algoritmo 4.1 :.

Passo 1: Considere co,c3,¢c4 € c5 como pardametros livres, excluindo durante o processo
valores que provocam divisdo por zero. De (4.43) para j = 6 temos que cg = 1.

Passo 2: De (4.44) com k =1, 2, 8 e 4; determinamos bs , by, bs € bg.

Passo 3: De (4.44) com k = 0, determinamos b;.

Passo 4: De (4.45) determinamos asy.

Passo 5: De (4.40) ¢ = 3, 4; determinamos azy € ay.

Passo 6: De (4.41) determinamos ass.

)
Passo 7: De (4.40) i = 5; determinamos ass.
)

Passo 8: De (4.43) j =2, 3, 4 e 5 ; determinamos agy, Ge3, Qg4 € Ags.
Passo 9: Determinamos a;1, 1 = 1(1)6, da relagio > _ai; = ¢; dada pela prépria definigio

i=1
do método.

Seguindo os passos acima obtemos a seguinte familia de métodos RK com ordem cinco e
seis estagios:

2 —2a43c3 + Cﬁ
Q42 = 2C
2

3

cs(—6aq3c? + 10ag3¢3 — 5c2c2 + Seacl + 6agzcacs — 20aq3cics + 3cacacs — 3cies + )
262(03 — C4)C4R ¢

as2 =

6ay3cs — 16a430§ + 10&4302 + 3c3cq — 303 — 5c§c§ + 50303 — 10a43c3C5 + 30a4gc§C5 + 1o
202(63 == C4)C4P

g2 =

_cs(—c3 + ¢5)(6asscs — 10a43c3 + 2¢; — 5¢i — 10ay3c3cs + 20a43¢5c5 — 2c4¢5 + Scics)
2c3c4(—c3 +c4)R

- "(—1 + 03)(—6(1430% + 10(143(.’% — 6c4 + 2c3c4 + 1662 - 76363 = 1062 + 56362 + 6ag3cscs + t3)
263(63 - C4)C4(C3 — Cﬁ)P

]

(2 — 563)65(—63 + C5)(—C4 + C5)
264(—(!3 -+ C4)R )

as4 =

(=1 +c3)(—=1+ c4)(6 — 10c3 — 2c4 + 5cacq — 14es + 25¢3cs + 10c2 — 20c3¢?)
2(63 = C4)C4(C4 — C5)P

Qg4 =




(—1+c3)(=1+cg)(—-1+cs)R

dgs =
C5(—C3 + Cs)(—C4 + Cs)P

b= —(R = 565 + 106365 + 1064(.‘5 — 30636405)
! 60c3Cacs ’

B 3 — 504 = 5C5 + 1064(35
3 60(—1 + C3]03(-*3 + C4)(Ca — 65)’

e 3 — 5c3 — 5es + 10c3cs
4 BO(—1i+eg)ed—cs + 6d)(~ca F cz)

—3 + 5¢c3 + 5¢cq — 10c3¢4

b — 3 b —]
» 60(—1 + c5)cs(—c3 + ¢5)(—cq + ¢5) .

P
60(—1+c3)(—1+cq)(—1+4cs5)’

=Cq 032),
as1 = ¢4 — (ag2 + as3),
asy = ¢cs5 — (as2 + ass + asq),

as1 = ¢ — (a2 + a3 + aes + aes),

onde:

t1 = 106%6365 = 10636365 — 10(143C3C§ + 20&436§C§ — 5(.‘364[!% + 5CEC§,

ty = —20a43c§05 — dczeqcs + 5c§cs + 100§c§c5 - 10cacfic5,

t3 = —20a43¢3cs+14cqcs — 39¢2cs + 253 cs — 10ag3cac? +20ag3cic? — 10c4c2 +30c3cE — 20cc2,
R = 3 — 5¢3 — 5¢4 + 10c3c4,

P = —12 4 15¢3 + 15¢4 — 20c3c4 + 15¢5 — 20c3cs — 20c4cs + 30c3cqcs.

Note que ¢y, c3, ¢4, C5 € ay3 ficaram como parametros livres. Além disso, sabemos que

G =0ece=1.

Escolhendo ¢3 = i, &f = , ¢2 = u(u # 0) e ay3 = v, vamos obter a seguinte

sub-familia de métodos RK explicitos com ordem cinco e seis estagios, tendo u e v como

parametros livres:




3(1—3u—v+4uv)

RN
16u 16

11-12v _ 7—6v 12y —12
7 l4u T

e 12
9 90

E interessante registrar que essa sub-familia é apresentada por Butcher em [5],p.199, mas

com incorregao nos valores atribuidos aos elementos as; € asz, 0 que faz com que os métodos

de Butcher ndo tenham ordem cinco para todo valor de u e v.

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



Capitulo 5

A teoria de Albrecht

5.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos uma outra formalizagdo para a classe dos métodos de
Runge-Kutta desenvolvida por Albrecht [2]. Através desta, podemos interpretar as derivadas
calculadas a cada passo de integragdo como aproximagoes para a solugdo em pontos internos
ao passo, denominadas estigios intermediarios do método.

O resultado principal deste capitulo, serd uma relagdo de recorréncia a partir da qual
podem ser geradas algumas condigoes de ortogonalidade do método, equivalentes as condigoes

de ordem definidas por Butcher.

5.2 Uma formalizagao matricial dos métodos de Runge
Kutta

Em (2.2) e (2.3) introduzimos a classe dos métodos de RK que considera a cada passo de

integragdo s avaliagdes da funcdo f(z,y) em pontos (zn + cih,yn + B> ai; K;),i = 1(1)s .
j=1
8

Podemos considerar o valor gerado por y, + hZainj COmMO uma aproximagao para a
j=1
solucdo exata y(z) em x = z, + ¢;h, que denotaremos por Yn-

Isto é,
Ynte; = Yn Tt hzainjpami = 1(1)8 .
Jj=1
Dai, as derivadas K; definidas em (2.3) podem ser escritas como:

K; = f(xn 5 Cih:yn+c,-) .




Assim sendo, podemos definir a classe dos métodos de RK através da seguinte represen-

tacao linear:

Ynte; =yn+hzaijf($n+cjhs yn+r:_,-) , 1= 1(1)3 (5.1)
jm1

Yn+1 =yn+hzbjf(wn+cjh1yn+q) ’ n=011:2s"" (52)
J=1

onde as aproximagoes Yn4., podem ser interpretadas como estdgios intermediarios do método
e a aproximacao procurada y,4; como o estigio final.

No que segue vamos considerar f : IR X IR — IR, apenas para simplificar certas repre-
sentacoes e desenvolvimentos, mas todos os resultados serdao também vélidos com pequenos
ajustes para f : IR X IR™ — IR"™.

Representando matricialmente as equagdes (5.1) e (5.2), respectivamente, temos:

f(mn = C]_h, yn+t:1)
f(xn + c2h, Yniey)
f(xﬂ + C3h., yn+c3)

f(xn + Csh: yﬂ‘l‘Cs)

f(xﬂ i clh’: yn+c1)
f(mn =3 c2h'ayn+c-z)
Yn+t1 = Yn + hr(b]_bg...bs) f(il?n + Cgh, yn+ca)

f(mn + Csha yn+c.a)

Ynt+e = Yn€ + hAf(xn—i-c: yn+c) € IR’

Unid = Yo+ W8 F(Znie, Ynic) ER, 'n=0,1,2;....

onde,
e=(1,1,..,1)t € R% A= (ay) € R™% b = (biba...bs); Wnt+e= [Untcrs rUn+e,) €

f(xn—i-c: yn+c) - [f(xn e Clha yn+c1): aey f(xﬂ + Csh'a Un+c, )]t




5.3 Erro de Discretizacao Local

Considerando a substitui¢cdo em (5.3) das aproximagoes yn+. pela correspondente solugao

exata y(z) em x = z,+ch e a substituicao em (5.4) de y,+1 por y(x) em z = x, + h, obtemos:

Y(zn + ch) = y(zn)e + hAf (Zpie, Y(zn + ch)) + hdpie (5.5)

y(a:ﬂ 7 h’) = y(:x:,,,) 7+ hbtf($n+cay(mn + Ch)) + h£n+1 (56)

onde y(zn + ch) = [y(zn + c1h), ..., y(zn + csh)]" .

Definicao 5.1 : Denominamos erro de discretizagdo local dos estdgios internos do método

RK ao valor d,4. € IR® e erro de discretizagdo local do estdgio final ao valor d,,,+1 € R.

O erro de discretizagdo dos estdgios intermedidrios e do estdgio final sdo expressos da

seguinte forma:

e = Z O (zn)B' = + O(hPH1)

p+1

dpy1 = Z'ny zp )b 1‘|‘O(hp+1)

_l- -1
L= e (1—1)1A

] 1
g T 1)1'5Tcl‘1, com ¢ = (¢}, ¢, -.-c})" -

De fato:

De (5.6) temos:

hdni1 = Y(Zn+h) — () — h[bry (Tn +c1h) +boy) (T + C2h) + b3y (T +3) + ... +- by (Tn +Csh)]

Considerando a expansao em série de Taylor na vizinhanga de z = z,, obtemos:

" h? h3
hdny1 = y(zn) + hy;(mn) o Ey”(xn) g

it [bl (v’<xn) + crhy" (zn) + ot

41
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2
(y (mn)+02hy”(1:n)+( 2}:') m( n)+( 3}:) 4)( n)+ )

-i-bg( (xn)+c hy”(mn)( ) m( n)+ ( 3 ) 4)(3:“))

2
(82|) m( n)+( 3h') y(4)($n)+ )]

[1 = (b1 -+ b2 + b3 e T bs)]y’(:rn)h,
1 " 2
& F(blcl + baca + ... + bscs)] Y (zn)h

I -
+{§—§w@++mé+m+mé)wwaﬁ+

[%-a@+m+ +bﬂ(%)

1
5~ F(blC] + bocy + ... + bscs] y”(:l:n)h

1 1
i E(b]C% + bzcg +..+ bSCE)] y"”(:z:n)h2 +

ou seja:
p+1

L= > 4y (za)b' Tt + O(RPH
=1
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Utilizando um procedimento anélogo, temos que

p+1
dnye = Y Ny (zn) ! + O(RPHY)
=1

L 1

- i -1
ST 1)!‘4C ;

Definigao 5.2 Dizemos que os estdgios internos (5.3) sdo consistentes se, e somente se,

1 =0, isto € se, e somente se, c = Ae.

Definigcao 5.3 O estdgio final tem ordem de consisténcia q € IN se, e somente se, 4 = 0

(1=1,..,q9) e fg41 # 0, isto € se, e somente se

btc!—i —

e —
q+1

Definicao 5.4 Os estdgios intermedidrios tem ordem de consisténcia q se, e somente se,

n=0(01=1,..,q) € Y4170, isto é

Ad~l= %ci ;

1
A #£ —— .
#q-i-l

Definicao 5.5 Se o estdgio final e os estdgios intermedidrios tiverem ordem de consisténcia

q entao dizemos que o método de RK tem ordem de convergéncia q.

5.4 Algumas Relagoes Importantes

Neste pardgrafo, procuraremos estabelecer algumas relagoes importantes, que irdo permitir

determinar uma relacdo de recorréncia geradora de condigdes de ordem para os métodos de

Range-Kutta.




Subtraindo (5.3) e (5.4) de (5.5) e (5.6), respectivamente, obtemos:

[y(zn + ch) — yn+c] = [y(:!:;.;) — Ynle + h'A[f(xn+m Y(@n + ch)) — f(Tzic) Ynte)] + hdnye

[y(:cn + h') - yn+1] = [y(xz) 15 yn] ~+ hbt[f(xn+c; y(xn + Ch)) = f($x+c: yn+c)] 2 hdn+1 .

Sejam:

Gn+c = Y(Tn + ch) — Ynye € R’; Gny1 = Y(Tn + h) — Yp41 € R;

thte = f[$n+c= y(zn + Ch)] — [ (&40 Unto) € R,

Entao podemos escrever

Gnic = Gné + hdnyc + hAt,, .

Gn+1 = Gn + hdnp1 + hb'tnic Go=0
De (5.10), temos:

G = Go + hdos1 + hb'toye = hdy + hb't,
G2 = 1 + hds + hb't14c = hdy + hb'te + hdy + hb't1ye = h(dy + dp) + h(b't + b't1.)

G3 = Go + hds + hb'ta,. = h(dy + do + d3) + h(Bttore + btrpe + bitaye)

Gt = Ay dob B dspt Y F R (0P o i B e ¥ o+ Ditiid)

Isto é:

Gnt1 =R dig1 +hY bty com (5.11)
1=0 1=0

tnte = f(Zntes Y(Tn + ch)) = f(Tnie, Ynte) € R° . (5.12)

Teorema 5.1 Se o estdgio final tem ordem de consisténcia p > 3 (isto €, d, = O(h?)) entao,

o método RK converge com ordem p (isto €, G, = O(hP)), se, e somente se,
btre = O(h?) n=0,1,2,... (5.13)
Isto acontece se, e somente se

Gnie = O(hP) + hdpic + hAtpie n=0,1,2, ...




p+1 . )
hdnic = Z 7iy(1)(mn)h‘ = O(hp+2) .
i=2

De fato

Se dny1 = O(R?) e hio?gﬂ = O(h?), usando (5.9) e (5.11) teremos a demonstracao do
teorema. =

A relacao (5.13) é a condi¢ao de ordem geral para a classe dos métodos de RK, porém,
ela nao sera 1til sob o ponto de vista prético, pois ndo temos um caminho para a obtencao
dos coeficientes do método com convergéncia de ordem p garantida.

Expandindo em série de Taylor a diferenga t,4. em (5.12), temos que podemos expressa-la

em poténcias de g,4. como mostra o lema a seguir.

Lema 5.1 Para f : [a,b] X IR — IR suficientemente diferencidvel podemos escrever:

tate =Gy (xn)Qn+c + G, (xn)‘ﬁw: 5 G3($n)qg+c + ...

1
Gy = diag (qi(zn + c1h), ..., gi(zn + ¢csh)) = gi(zn)I + hDgj(z, + §h2D2gf(mn) +... (5.17)

onde

De fato:

Expandindo por Taylor y(z, + c;h) temos de [2] que:

p .
~f(@nt i+ &) = =f(@n + b y(@n + k) + 3 g5(@n + eih) (U(@n + cih) = Ynve) + -
Jj=1

e usando (5.12) podemos escrever:

p .
tnte; = Zgj (xn + Cih)q,?;m =+ s
i=1




onde gnic; € a7

tn+c1 = gl(xﬂ + clh)Qﬂ+C1 + 92(:171'! 1 Clh)qr21+c1 + 93($n o clh)qf;+c1 + ..
thtes = 01 (3371 + C2h')QR+CQ + g2 (xn + CQh)QE;—;—cg + 93 (mn + th)qi-i-cg + ..

tn+cs

tnte, = 91(Tn + Csh)Gnic, + 92(Tn + Cah)qgﬂ, + g3(zn + Csh)q2+c, + ..

ou seja,

tn+c1
tn+c2
tn—}-ca

tﬁ'i‘ Cs

ou seja,

Entao temos,

h

componente de gn+. € IR®, logo:

=0 (mn + CSh)Qn+cs ++ g2 (-Tn + Csh)q3;+33 + 93(3:“ 4= C3h)qg+ca + ...

91(zn + c1h) 0 0
0 g1 (.’En + Cgh) 0
91(zn + c3h)

0 0
0
go(zn + c1h) 0

0 92(zn + coh) 0
0 0 go(xn + c3h)

0

tn+c = qun—i-c =+ Gz@ﬁ.g.c T G3qg+c + ...

G, = diag (gi(zn + c1h), ..., qi(zn + csh))
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0
i(zn + c2h) 0
0 g;(xn + C3h.)

0 oo gi(zn + csh)

g1(zn) + (c2h)g)(xn) + Fy(cah)g] + ...

( a1(zn) + (c1h)g)(zn) + H(c1h)?g] + d(c1h)3g)” + ... 0
0

|€| 0 g((zu)+(csh);':(x"l+*f+"'

+5;h?
ou seja,

!
G = gi(zn)I + hDg)(z,) + §h2D29f"($n) +...

5.5 Uma Relacao Recursiva

Pelo Teorema da fungéo implicita, podemos garantir a existéncia e unicidade das solugoes
Gn+c(h) € taic(h), respectivamente de (5.14) e (5.16), logo, podemos considerar as seguintes

expansoes de Taylor:

Gnic(h) = 12(za) % + r3(2,) B3 + ... + 1p_1(zn) AP~ + O(RP) (5.18)

tnro(h) = wa(za)h? + wy(@n)h® + ... + w1 ()P~ + O(AP) . (5.19)

Agora a condigao b't,,. = 0(h?) do Teorema 5.1, se reduz & seguinte condigao de ortogo-

nalidade:

bwi(z,) =0, i=2,..,p— 1. (5.20)




Lema 5.2 :

ri(zn) e wi(z,) € IR®, sdo obtidos através das sequintes recursies:
i(Zn) Yy (z,) + Aw;_1(z,); wi(zn) =0; =20 B e —1 (5.21)

b=t 1 1
wi(Tn) Z D ngl}(xn)ri_;(xn) 4 Z E_!ggl)(mn)rm(xﬂ)rn(xn)+
=0 : '

m,n =2
m4in+tl=i

%g&” (Zn) T (Tn )T (Tn)Ts(5) + ... (5.22)

Observe que o seqgundo somatorio em (5.22) existe parai >4 (m+n+1=1 comm,n > 2
€ possivel somente para i > 4), o terceiro somatdrio existe somente para i > 6, e assim por

diante.

De fato:

De (5.14) e (5.15) podemos escrever:

gnte = O(RP)+ [723}{2) (xn)h2 -+ 73y(3)($n)h3 g 'Yd!fm (5f511)h4 Fmet 7p+ly(p+1)($n)hp+l
+O(RP*D)] + hA[ws(@a) K2 + wa(@n)h® + ... + wy—1 (@) RP~* + O(A?))
Gnie = 12YP(@n)h? + [133°(2n) + Awa(zn)]h® + [ray* (za) + Aws(zn)lh* + ... (5.23)

+[Vp-19" "N (@) + Awp_a(z,)|hP~ + O(RP)
De (5.23) e (5.18), comparando termo a termo, obtemos:

7'2(39,;) = ’}’gy{2}($n)
TS(xn) = '}'3y(3)(:ﬂn) + Aw?(mn)

r4(2n) = 7y® (zn) + Aws(zn)

Tp—l(mn) = 'Yp—ly(p_l)(xn) + Awp—2($n)

ou seja

ri(@n) = 1y (xn) + Awi1(zn), i=2,3,...,p— 1.




De (5.16) e (5.18), temos:

p—1 p—1 2 p—1 3
tn—f—c - Gl Z: T'gha: + G2 (Z Ttht) + G3 (Z Ttht) +
t=2 t=2 t=2

tnve = |G Z Teh* Gy Y | Tt AT Gy DT rprph™ e 4

m,n>2 m,n 2> 2
m+n<i m+n+a<\

+O(h1) .
Usando entdo o desenvolvimento de G}, considerado no lema 5.1 , temos:

trte = |[(91(za)] + hDg;(zn) + h2D291 (zn) Znht

(gg(xn)I-I-hDgQ(xn)-k h2D292(xn) LY | Y mmra BT 4

m,n > 2
m+n<i

1
+(93(zn)! + hDgs(zn) + §h2D29g($n + ... Y Eatar ARk

m,n>2
m+n+s<i

+O(hi+1) )

De (5.19) sabemos que tyie = wa(Tn)h? + w3(zn)h® + ... + wp_1(zn) RP~1 + O(RP).

Comparando termo a termo com o resultado obtido acima temos que:

ZJID! {” (23)ri= g—I—ZIIDI (!) Z o

m,n>2
m4+n+l=i

i-2
1

+ZED‘g§n(mn) Z TrmTnTs + ...
i=0"

m,n,s = 2

mE+nts+l=i
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1
wi(z,) = (EDOQ{OJ(%)T: 0o+ — Dlgll)(xn)r,_ + D2 (2)(mn)r1;_2+...)

098 (1) S Tmra+ 160 (2,) ST rmrn+ D2 2 () Z TmTn +

m,n > 2 m,n=>2

m+n4+0=1i m+n+4+l=i m+n+‘2

E : TmTnTs + (mn) Z TmTnTs +
m,n,s>2 m,n,s>2
2=

2
m+ﬂ+a+1=a‘ m+n+s+

1
—D° 9O (o )rico+ = D% (z,)

040 1
T (@) Y. rtmrn+ =

m,n =2
m4+n+0=i

1 1 1 1 1 1
\1 Dlgg )(mn)ri_l + ﬁDlgg )(:zrn) Z-grmrn -t ﬂDlg;(; )
m + ;ln+21 =1

(

1 1

Engl )(a:n)n-_g - EDz {2) (zn) Z TmTn +
m,n=>2

\ m4n4+2=i

1
2

57 D%95” (zn)

ou seja,

,g{” xn)""a i Z 192 (zq) Tm(xn)rn(xn)'i'
m,n = 2
m+n+l_.t

;9;5‘)(xn)1'm(’£n)?‘n(mn)rs(:gn) e

De (5.21) e (5.22), temos:




Sejam:

g1T2 = Wo = g172y" = wa = Y2g1y”

YY" + Awy = r3 = Y3y + Aveg1y”
9173 + Dgira = gl(v3y" + Av2g1y") + Dgyvey” = v391y" + Av291y" + Dyagiy"”
Yy + Aws = 1y + A(v3g1y" + Ave97y" + Dy291y")

"

Yoy + Av391y" + A’yo9?y” + ADyogiy

I 1 fH
0174 + garare + Dgiirs + 9259’1'?‘2 = g1(7ay™® + Ay3g1y" + A%v29}y" + ADyagly")

+9275y"* + Dgi (v3y" + Anagry”) + D? 2,91 12y"

"

! I 1
Y491y + Avsgly” + A*yag3y" + ADv219,y" + Dysgiy” + DAvag191y" + D272§91y

"o

+'729 vy

Qg1 = V4 = 91?}( ) = €42 = gzym

30 1M

Q3 = A2’Y2 843 = g1y = €44 = 919119'

!

oys = Dy3s  eq5 = 91ZU = 846 = g191y"

", n 2 ",

agr = D%y, ey =341y = = g4y

entao temos:

W4 (Tn) = Qu1€41 + C42€42 + Q43€43 + Qa4€44 + Q545 + Q646 + Og7es7 + Cl48€48
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Na verdade, podemos escrever qualquer w;(z,) (i = 2,...,p — 1) como somatério do tipo:

m;
wi(zn) = Y auea(zn) .
=1

Com isso a condigdo b'w;(z,) = 0 de (5.20) pode ser substituida por:

bag=0, i=2,.,.p—1lel=1,...m

pois, temos:

bag =0; i =2(1)p— 1 =>bw; =0,

De fato:

3
b'(aureqn + aigeio + cuzeis + +... + Qim,€im;) =

b‘a,-
baieqn + blaisein + baizeis + ... + btaimieimi =0

Podemos reescrever a recursao (5.21) e (5.22) na forma vetorial através da seguinte recursao:

Recursao 1
{(wYU{AW/ WeW2,; WF¥=0 i=2,3,..;
{D'r/fre R ;; 1=0,...,i— 2}
U{D'ru/re R%, u€ R% 1=0,..,i—2; l+m+n=1}
U{D'ruv/r € R®, u€ R, ve R 1=0,..,i—2; l+ m+n+s =1}

U...etc.

onde os elementos de W sao os vetores recursivos ay € R° (I = 1,...,m;).

[lustrando, seguem alguns dos conjuntos gerados através da Recursao 1 :




{2}

{r/r € R3} = {72}

{13 U AWS} = {7, Ave}

{r/r € Ry, Dr/r € Ry}{s, Ay2, D72}

{vaU AW/W € W§} = {74, Ays, A%y, AD75}

{r/r € RS, Dr/r € R}, D*r/r € R3,ru/r € R§,u € RS}

{'T"-l) A'T3: A2'Y2: AD723 D731 DA’}(21 D2721 7272} etc...

Os resultados apresentados nos permitem enunciar o teorema a seguir, que fornece a con-

dicao de ortogonalidade necesséria para a garantia de convergéncia do método RK com ordem

p-

Teorema 5.2 Sejam ay € R® (I = 1,...,m;) obtidos através da recursao 1. O método de

Runge-Kutta (5.3) e (5.4) entdo converge com ordem p > 3, se o estdgio final tem ordem de

1
consiténcia p, isto €, bict! = T l=1,..,p)eseblay=0(i=2,..,p—11=1,.,m;).




Exemplo
Um método de R.K. tem ordem de convergéncia p = 5 se as 17 equagdes que seguem

abaixo sao satisfeitas:

% . 1=1(1)5;

b'ys = b' Ay, = b' Dy,

bys = b Avys = b A%y,

b ADv, = bt Drys = b'D Ao
b* D%y = b'yj

0.

As equagoes (5.25) sao chamadas “condicdes de consisténcia”e as equagdes (5.26) “con-

dicoes de ordem ortogonais”.

AVA
AVAVAY
v
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Substituindo os vetores vy, = Jl'c’ - —;—Acl‘1

(-1

sisténcia (5.25) satisfeitas, obtemos as seguintes implicacdes:

e considerando as condigoes de con-

by, =0 = btAc = %

1
bys =0 = A = =

b'Av. =0 com (b) = bA%c=

==

bDyp =0 = B'DAc=

ool =

bt"}(4 =0 = btACS -

b'Av3 =0 com (e) = blA%2=

b'A%y, =0 com (f) = b'A%=

—
)
o=

b*!ADvy, =0 com (e) = BADAc = %

b'Dy; =0 = b!DAC? = -1—15
b*DAy, =0 com (i)

b!D%y, =0

Bln—n) somil) = Piad= 2% 0

As condigoes do lado direito sdao as condigoes de ordem de Butcher, mas escritas numa
forma compacta.

A seguir mostraremos como as implicagoes apresentadas acima sdo obtidas.




2—Ac)=0:>b‘§1'-c2——b‘Ac=0:>

(5 25) B Ac

A2 b (s25) BPAC 1 1
= = g o PR L O
2 6 T 12

1
b) b33 = 0 = b(5;¢ - —A 2) =

8 pa2c = —

bt Ac?
2

c) btAy, =0 = b‘A(%cQ — Ac) =0 = b A% =

t 2
d) b'Dy, =0 :th(%CQ—Ac) =0= b‘Zc —b'DAc=0=>

T 2
bTDAc:b Dic

1
e) bt"m =0= bt(z

I N
24 6

f) btAy; =0 = b‘A(
ity L bt A2c?
120 2

t A2.2
g) b A%y, = 0= bAX(o-c? — Ac) =0 = 2 ‘42 S _tac=0Lpa%= %

2l
t 2
B) BADg = 0= BAD(E & = Ao) = G2 Afc — b*"ADAc =0 =
_, tADe Bt AC 1

= b'ADAc = —— = t*ADAc 9 BADAc = i

tNS B A2 ¢ ¢
i) Dy =0=>b‘D(%c3—iAc2) =0= “gc = ngAc == bgci" szAC
bt b DAC? (529) : 1

B o b'DAC = R

t 2 ;
i) b' DAy, =0 = b‘DA(%cz L DQAC —5'DA% =08 p'DA% = %

t N2 .2 t.4
1) b*D?y, = 0=>th2( ¢ — Ad) = 0=>“;" —b‘DzAc=0:>bTC=b‘D2Ac=>

6B pep2ge = =,
10
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4
m) b'y2 =0= 1’;'3(%(:2 —Ac)’=0=> b‘(% —FAc+ A2 =0=>

btct bt
= T b'c®Ac + b'Ac.Ac = 0 = b'(Ac.Ac) = b'cPAc — — =
(5.25) 1 1 1
= bt(Ac.Ac) *2) B2 Ac — — = B(AcAc) = — — — = —.
(Ac.Ac) c*Ac 20=>b( c.Ac) 030 = 20
Portanto, podemos observar que a Recursao 1 nos fornece as condigoes de ordem para a
classe dos métodos de RK de uma maneira bastante simples. Ainda, podemos constatar a

dependéncia entre o erro local dos estdgios intermedidrios e o erro global do dltimo estégio.

Essa nova formalizagao para as condigoes de ordem serd considerada no préximo capitulo.
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Capitulo 6

As condicoes de simplificacao em
métodos embutidos

6.1 Introducao

Neste capitulo procuramos estabelecer um caminho mais simples para a obtengao de
pares embutidos de métodos de RK com ordens 4 e 5 respectivamente. Sabemos que sem a
utilizagdo de condigoes de simplificacdo devemos resolver um sistema nao linear constituido

por 25 condigoes de ordem, para determinacao de tais pares de métodos.

6.2 As condicoes de simplificacao na formulacao de Al-
brecht

Dado um vetor v, representaremos por v(; j) o vetor constituido pelos elementos das com-
ponentes 7 até j de v e por v; a i-ésima componente do vetor v.

Utilizando a teoria desenvolvida por Albrecht e apresentada no capitulo anterior, substi-
tuiremos as condigoes de simplificagao e as condigoes de simplificagao subsididrias pelas suas

respectivas representagoes matriciais.




Z aijCj =

Z bia,vj = bj(].

i=j+1

Zbﬁ&gg =0
=3

8
Zbiciai‘z =0
i=3

Zb ai3 =0 e Zb Zauajg =

i=5 j=4

Observe que:

s i—1

(bA?)y = (Zb 013) az2 + Z Zb QijQj2

=5 j=4
Através desta notagao e das implicagoes (a)-(1) vistas no capitulo 4, podemos agora mostrar

a necessidade de se utilizar as condigoes de simplifica¢ao subsidiarias, para que as 17 condigoes
de ordem, que permitem alcangarmos ordem cinco sejam satisfeitas.

Consideremos satisfeitas as seguintes condigoes de simplificagao:

C2
(3,9)

Podemos mostrar que sob a hipétese (6.1) algumas das condigdes ortogonais de (5.26) sdo
satisfeitas, se e somente se, as condigdes de simplificacdo subsididrias forem satisfeitas.

De fato, como:

[0
azc — 5‘
agicy + agaCy — -21

2
C
agq1€1 + agecy + agzcz — 3

\ as1C1 + @s2C2 + ... + As5-1Cs—1 — 523' Y, Ner iy

Observamos que apenas a segunda componente do vetor 7, nao é nula, pois devemos tomar
cs # 0. Com isso, sob a hipétese (6.1), toda vez que queremos efetuar o produto de um vetor

qualquer por 7,, basta determinarmos a segunda componente do vetor resultante.

99
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Assim sendo temos:

bt’)’g =0 < bs. (—-

btA')’2 =0& (btA)g (—5

thA’}’Q =0& (thA)z =

bt A2y, < (b1 A2) = 0

Se além das condiges de simplificacdo (6.1), considerarmos as condigoes de consisténcia
(5.25) e as condigoes ortogonais (5.26), sdo validas as implicagdes (a)-(1) vistas no capitulo
4 e dai podemos concluir que as condi¢des de ordem necessdrias para obtermos métodos RK
com ordem cinco também o serdo.

O sistema apresentado no capitulo 3 como terceiro caso, cuja solugao nos fornece métodos
com ordem cinco e s estigios, pode entao ser reescrito através da seguinte representagao

matricial:

6.3 Alguns resultados

Consideraremos o par de métodos de RK explicitos caracterizado por:




Bt

onde bt, b, ¢ € R* e A € IR*** é estritamente triangular inferior. Os vetores b e bt

caracterizam dois métodos de Rk com ordem p e g respectivamente (p < q) que representamos
por RK(p, q), conforme introduzimos no capitulo 1. Observe que A e ¢ sdo comuns a ambos
os métodos.

No que segue apresentamos alguns resultados propostos por Papakostas e Papageorgiou
[13] que vao nos permitir definir caminhos mais simples para a obtengao de pares embutidos

de métodos RK (4,5) com s = 7 estégios.

Lema 6.1 Seja o par de métodos RK(4,5) com s = T estdgios, satisfazendo a estratégia
FSAL caracterizado pelas matrizes A, b, bt e c.
Entao, o sistema simplificado de equagdes equivalente ao sistema original para obtermos

0s coeficientes do par de métodos embutidos serd:




(6.25)

As equacoes de (6.12) a (6.21) sdo as condigoes de ordem necessirias para obtermos
métodos com ordem cinco e as de (6.22) a (6.25) para obtermos métodos com ordem quatro.

Como estamos considerando s=7 estdgios, seria natural que tivéssemos no sistema,

o que ¢é desnecessario, pois:

g
2

1
(Ac — 562) = ari1€1 + arocy + arzcs + agacqs + arscs + arece —
7

1 (613
F%QL blcl + b262 + b3C3 + b4C4 + b5C5 + bﬁCs = § ( = )

Portanto, em se tratando de métodos RK (4,5) com s = 7 estagios que satisfaz a estratégia

FSAL, a 1ultima componente do vetor

sera sempre nula.

A demonstragao do Lema 6.1 foi efetuada no capitulo 3, quando determinamos o terceiro
caso de métodos RK com ordem cinco e s estégios. Por isso deixamos de agora refazé-la para
a representacao matricial dos resultados.

A proposi¢io 6.1 e os Lemas 6.2 a 6.4, que apresentaremos a seguir, sdo ferramentas
importantes para concluirmos nos Lemas 6.5, 6.6 e 6.7 que sob algumas restrigoes feitas aos
coeficientes do par de métodos que desejamos obter, podemos eliminar algumas das condigoes
de ordem que constituem o sistema apresentado no Lema 6.1, simplificando assim o processo

de obtengao de pares embutidos de métodos.

Proposicao 6.1 Seja o método RK com s-estdgios, caracterizado pelas matrizes (A, b, c) para

o qual se verificam as condigdes de consisténcia bc' = T i =0(1)p, com p > 3.

+1
Para k, ¢ inteiros nao negativos tal que k+£ < p—3 ei=1(1)s, sejam:

= (6(0* (4 2) - 79
a‘_(b(D (A+k+1D k+11i

e e_LeH)
ﬁ’_(Ac BT

62




Se 25 — 1 das relagdes o; e B; sdo nulas e a, ou B, € a relacdo restante, entdo, ela também

serd nula se b,c, # 0.

De fato:

(b(2*(a+ kfl) Z ki1)>rcﬁ=
(b(Dk(AJrkfl) o kil))c£

ii 1
koA k+1 £ l_
bD" Ac +k 1bD c T bc

bDF [ Act — i + - bD* et 4 LM)"’“cI = LbcI =
41 {+1 k+1 k+1

. s 1 1 1 &
o Gm¥“€+1)+(k+€+2xﬂ+U4_@+f+ﬂxk+l)_(k+lxe+1)_

(bD¥), (Acf et ) =

£+1
br Cf 131'

E importante registrar que o resultado da proposigao 6.1 é valido para ambos os métodos

RK, quando consideramos um par de métodos embutidos.

Lema 6.2 Suponhamos um par de métodos RK(4,5), com s = T estdgios e caracterizado

pela matrizes A, b, b, c, satisfazendo a estratégia FSAL, e a condigcdo (6.1) para s = 6.

2
)
2 (3,6)

Si = {C,C2,’U3}(3'i} [ Ti — Si | {A (AC - %)} i 1= 3,4, ,7
(8,)

Sejam

Entado, se by # 0, temos que: b(A+ D + 1) =0

Demonstragao:

Pelo lema 6.1 temos que a segunda componente do vetor b(A + D — I) sera nula.
(b(A+D—1)); =(bA)2 =0
Por outro lado, como temos por hipétese um par FSAL sabemos que b7 = 0, portanto:

b(A+D—f)7Zb7(C7—1)=O




Para concluir a nulidade de b(A + D — I)36) consideremos os conjuntos:

T" = {c,, % A(Ac— $)}am e {b—b,b(A+c— D}

De [2] temos que os vetores de T7 sao linearmente independentes e entdo, utilizando
algumas das condicoes de ordem, entre as 17 necessdrias para alcancarmos ordem 5, podemos
demonstrar que os vetores (b— b)(37) e (b(A 4+ D — I))37 sdo ortogonais aos vetores de 7.

Portanto, esses dois vetores sao linearmente dependentes, isto é, podemos escrever:
b(A+ D — I)(3‘7] = Cl(b - b)(3,7)

para algum « € R.

Dai, considerando a ultima componente desses vetores temos que:
0= b7(C7 — 1) = O!(bT _— b',r)

Logo, a = 0 pois b7y — by # 0, uma vez que by =0 e by £ 0.

Isto nos permite concluir que as demais componentes do vetor b(A + D — I)37) serao
também nulas. .

Portanto, s6 nos resta mostrar a nulidade da primeira componente do vetor b(A+ D — I),

o que é imediato se considerarmos a proposi¢ao 6.1, completanto assim a demonstragao.

Definicao 6.1 Dado um par embutido de métodos de RK (p,q) com p < q, se os coeficientes
da parcela de ordem p+1 na expressao do erro de truncamento local nao forem todas diferentes
de zero, entao teremos um par de métodos de quadratura defectivos ou simplesmente

métodos defectivos.

Um exemplo de pares defectivos sao os produzido por Fehlberg (8] e [9]. Tais métodos

falham no controle do erro quando aplicados a problemas de quadratura.

Lema 6.3 Seja o par de métodos RK(4,5) com s=7 estdgios, satisfazendo a estratégia FSAL,
caracterizado pelas matrizes A,bt, b e c.

Se o par de métodos satisfaz (6.1), mas ndo satisfaz a condigdo:
ci #c¢j, ¢ci #0 para i,j = 3,4,5,6 -
entdo eles constituem um par de métodos de Quadratura Defectivos.
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Demonstracao
Inicialmente observe que independente do valor assumido por fJ-,r, do lema 6.2 e da hipdtese
FSAL, temos que:

((c—cge)c); =0 para i =1,6,7.

Dai, usando (6.26) podemos escrever que:
(e ce)(c - cue) (e — cae)c)yy = 0

para convenientes valores de c; e c,.

Portanto:

-

(b—b)(c— cje)(c — cke)(c — cee)c =0

de onde obtemos que bc* = é, 0 que e uma contradi¢do pois o0 meétodo tem ordem 4.

Logo concluimos a tese.

Lema 6.4 Se além das hipdteses do lema 6.3 tivermos satisfeita também a condigdo

¢ #¢j, ¢i #0 para i,j = 3,4,5,6 temos:
C3

2(5¢2 — 4c3 + 1) .

(ii) Se cg = 1, entdo b(A+ D —I) = 0.

(i) Se by = 0 entdo ¢4 =

Demonstragao

(i) Sejam u = (A(D — c3])c)(3),5° e v definido como no lema 6.2.

Como b; = 0 entdo, de [2], temos que os vetores de U = S%U {u + nv} = {¢,c? ¢, u+
nv}(3,6) sao linearmente dependentes para qualquer valor de 7.

Logo, podemos escrever o vetor u + nv como combinagao linear dos demais vetores, ou

seja, existem k, A e u (ndo todos nulos) tal que:
u+nv = (ke + A + uc’) iz

ou seja,
2

(A(D — cal)c)(s6) + n(A(Ac* — %))(3,6] = (ke + A + pc®)6) (6.27)

Multiplicando pela esquerda os vetores da equagao (6.27) l;espectivamente por b(ze) €

(bD)(36) € utilizando algumas das 17 condigdes de ordem necessdrias para alcangarmos ordem




cinco e as de simplificagdo (6.1) obtemos:

(6.28)

e (6.29)

2(62 — 03)
C2
que as duas primeiras componentes de (6.27) sdo:

Tomando n = e utilizando as condigdes de simplificagao (6.1), podemos concluir

0 = kcz + Ac3 + pc (6.30)
0 = kcy + Aci + pcy (6.31)

As equagoes (6.28), (6.29), (6.30) e (6.31) devem ser satisfeitas simultaneamente, portanto,
considerando como incégnitas A, y, ¢4 € k determinamos A e p de (6.28) e (6.29) e substituindo

em (6.30) e (6.31) obtemos como resultado os possiveis valores para cy:

C3
2(5¢3 — 4e3 + 1)

ci=0,c5=c3 € 4=

Considerando que por hipétese c; # ¢; e ¢; # 0 para i = 3,4, 5, 6, concluimos que
& 2(56% —4c3+ 1)

Cq

(ii) Utilizando algumas das 17 condigdes de ordem , podemos demonstrar que o vetor (b(A +
D —I))s,5) € ortogonal aos trés vetores linearmente independentes de S5 = {c, 02,c3}(3,5].
Portanto os vetores (b(A + D — I))@35),¢,¢* e ¢® sao linearmente dependentes, ou seja,

existem a, [ e 7y tal que
z=(b(A+D—1))as = ac+ Bt + Ac®
Logo < z,x >=a<cz>+0<cz>+y<cz>=0, pois:
<ecr>=<ctz>=<c,z>=0

Portanto temos que (b(A+ D — I))(s5 = 0.

Por outro lado, usando &s hipéteses temos:

(b(A+D —I))s = bg(cs — 1) =" 0

(b(A+ D — I)); = (bA), ™1 0

(B(A+D — D)r =br(er—1) T2 g




Portanto:

(B(A+D—D))on =0 P PR 4 . D_1)) =0

o que nos permite concluir que: J(A+ D — I) = 0.

Coroldrio 6.1 Um par de métodos RK(4,5) com seis estdgios e ndo defectivo deve satisfazer

as relagoes:

b:#£0 e (A+D—-1)=0

ou

C3
2(5¢% —4c3 + 1)

B7=0 € C4 =

C3
2(50% —4c3 + l)J

1 ~ oliesi
0 € satisfeita quando as demais equagdes do Lema 6.1 sdo satisfeitas.

Lema 6.5 Asssumindo que ¢4 = temos garantia de que a equagdo bA%c? =

Demonstragao:
Multiplicando (b(A + D — I))(se6) a esquerda da equagao (6.27) do Lema 6.4 e utilizando a

equacgao (6.12) do Lema 6.1 obtemos a relagao:

(bA+bD — bI) 36 (A(D — c3I)c)@g) = (bA +bD — bI)36)(kc + Ac® + uc®) a6)

ou seja,

bA?Dc + bDADC — bADc — c3bAc — csbDe + czbe = kbAc 4+ A\bAc? + +ubAc® + kbDc
+AbDc? + ubDc?® — kbe — Abc? — pbc3

bA2c% + bDAC? — bAc? — c3bAc — e3be? + c3be = kbAc + AbAC? + +ubAc® + kbc? + Abc?
+pbc* — kbc — Abc? — ubc?

Utilizando as equagoes do Lema 6.1, concluimos que:

1

2 Fo et
e ~ 60




. s 1 : el :
Lema 6.6 Seja cg = 1. As condigées bA%c? = i (bA2%); = 0 sdo consequéncia imediata

das demais equagdes do Lema 6.1.

Demonstragao

6=1""2"Vpa+D-1)=0

Multiplicando Ac? a direita de b(A + D — I) = 0 temos que
bA%c® + bDAC* — bAc* =0

Pelo lema 6.1:
1 1 1

i W et el
bAc+15 2 0= bA’c 50

Multiplicando, agora, A? A direita de b(A + D — I) = 0 temos:
bA% + bDA — bA = 0 = (bA%), + (bDA), — (bA), = 0 2851 (pA42), = 0
C3

(56% — 4c3 + 1)
imediata das demais equagoes do Lema 6.1.

a 1 .
Lema 6.7 Sejacy = 5 . As equagdesbAc? = I3 ¢ (bA?)y = 0 sdo consequéncia
De fato

"~ 2(5¢3 —4c3 + 1)

: c?
cs 03 kxepn/ (AD-csl )C)(3,6)+W(A(A‘32_E))(a,s) = (ke+ AP +uc®) @)

Multiplicando (b — b) a esquerda da equagio (6.27) temos:

(b= B)[(A(D ~ csI) +n(A(AS” ~ -‘f;))] = (b= b)(ke + Ac® + pc*)a)

bADc — czbc — bADc + c3be = kbe + Abc? + pubc® — kbe — Abc? — pbc®

bAC? — csbe — bAC? + c®be = kbe + Abc® + pbe® — kbe — Abc? = pbc®

Pelo lema 6.1

E—C;;i"bAC +C3§—k2+/\3+#
- 1

2
bAc =t

L
4

1 1 1
2% H

Para demonstrarmos que (bA?); = 0 consideramos dois casos distintos




1ecaso: cg = 1 “28%° (p42), =0
20caso: cg # 1
Os vetores {b(A+ D — I),b — 3}(3'5) sao ortogonais aos vetores de Sg = {c,c?,c*}(3¢) €

consequentemente sao linearmente dependentes, ou seja, 3k / b((A+ D — I) = k(b — b))

Multiplicando (A)36) & direita da equagao temos:

bA® + bDA — bA = kbA — kbA = (bA?)2 + (bDA); — (bA)2 = k(bA)2 — k(bA),
201 (hA%); = 0.

Considerando os resultados dos Lemas 6.4, 6.5 e 6.6, podemos identificar algumas possibili-
dades de caminhos a serem utilizados na busca de métodos embutidos RK(4,5) com s = 7.
No que segue apresentaremos dois casos distintos de conjunto de condigdes de ordem , equi-

valentes ao conjunto de equagoes apresentado no Lema 6.1.

1o caso: 67 7£ 0




290a50: ?\)7 — 0

5

6

7
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Algoritmo para a construcao de pares de
métodos embutidos RK(4,5).

1o caso: 37 7’4 0 (FSAL)

Escolha c; # 0 e ¢3,c4,c5 arbitrariamente, mas todos distintos e nao nulos. Tome cg = 1.
Faga: a7; = by, arp = bo, az3 = b3, azg = by, azs = bs, aze = bg

Determine K, Ko, K3, K4, L1 e Ly de:

Ky = 1440bybsbrcacs(cs — cg)(ca — ¢5)(c3 — es(ca + ¢5) + cacs)

Ky = 1440b2b7c2(cs — c6)(ca — ¢5)(c2 — 2Cscs + ¢2)

Ky = 120bscs(cs — cs)(ca — cs)(cs — cs)(12bgbrcs(cs — c5) — 2¢3 + 1)

Ky = (5c3(4ce — 3) — 2(5¢ — 4))(12b7(cq — 1)(c3 — 1) — 2¢3(3cs — 2) + 4cq — 3)
Ly = bscs(cs — c5)(5c3(des — 3) — ¢3(20c2 — 5cs — 8) + 2¢5(5c5 — 4))

Ly = bgcg(cq — c5)(5¢2(4cg — 3) — c3(20c — 5cg — 8) + 2¢6(5cs — 4))
e substitua em

s _ be(Ky+ Ko + K3 + Ky)
bas (Tt Is)

2o caso: 67 =) (Nao FSAL)

Facac; =0 e ar; =0 i =(1)6

Escolha c; # 0 e c3,c5,c6 arbitrariamente, mas todos distintos e nao nulos (Se ¢g = 1,

escolha c3 # %) Faga ¢4 = mg:cﬂq—m




Em ambos os casos:

b;=0
1266C6(C4 — Ce)(Cg = Ca) + 1257(64 = 1)(63 =3 1) = 263(364 = 2) + 4C4 -3
12¢5(c3 — ¢5)(ca — c5)

_68565((33 = C5) + 6§6C6(C3 — Cﬁ) + 657(C3 — 1) —3c3 + 2
6C4(C3 — C4)

4:

264C4 + 25565 + 265(!6 + 237 -1
263

by =

c
azz =
262

- _Gaz(bs(b455(cs — c4) + bsbs(cs — c3)) + bybsbs(ca — c5))
bs(bsbe(ca — cs) + bebs(ce — ca)) + bsbgba(cs — c6)

ARV asobs(c3 — ca) + agabs(ce — c4)
2 bs(cqa — cs)

as2bs + as2bs + agabs
bs

49 =i=

_ 5ca(2cq — 1) — 5cq + 3
g 60b565(63 — 05)(C4 = 65)

Qg5

600545564(64 - 65)(C3 = 64) -+ 563(265 — 1) — 5¢cs + 3
606664(63 = C4)(C4 — 05)

Qg4 =

_ 5ca(4c — 3) — 2(5cs — 4)
120[)564(63 — 64)(65 — Cﬁ)

Qas4 =

2
_2(14262 — Cy

Q43 =
2c3

2&52C2 + 2(15464 = Cg
2C3

(53—

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



2(16262 + 2(154&1 o p 206565 = Cg
263

ga3i—i=

by =1—b3—by—bs—bs by =1—bs—by— bs —bg— b
Q21 = C2 Q31 = C3 — Q32 (41 = C4 — Q42 — 43
Q51 = C5 — A52 — A53 — G54 Ag1 = Cp — Qg2 — A3 — Q64 — Q65

by=0¢e by=0

_ 5c3(2¢4(3cs — 2) — 4es + 3) — Scq(4es — 3) 4 3(5¢s — 4)

be 60cs(c3 — c6)(ca — c6)(cs — cs)

_ 12bgcg(cs — co(cs — c6) — 2c3(3cq — 2) +4cq — 3

bs =
¥ 12C5(C3 = C5)(C4 = C5)

_65565(63 = C5) + 6bﬁC€,(C3 — Cs) = 3C3 + 2

by =
& 6ca(cs — cq)

26464 + 25565 + 25606 -1
263

by =
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Capitulo 7

Consideracoes finais

A leitura deste trabalho permite perceber as dificuldades encontradas na obtencio de
métodos de RK com ordem cinco, devido a nao linearidade da maioria das condigdes de
ordem que compoe o sistema com 17 equagoes .

Como podemos constatar no capitulo 2, estas dificuldades foram bastante minimizadas,
a partir da introdugdo ao sistema contituido pelas condigoes de ordem das condigoes de
simplificagao propostas por Butcher, sendo que algumas destas sao subsididrias de outras.

Como principal resultado deste capitulo mostramos como as condigdes de simplificagao
associadas a algumas das condigdes de ordem permitem que 11 das condigdes de ordem se-
jam satisfeitas automaticamente, se forem também satisfeitas algumas condi¢ées de ordem
subsididrias.

Em outras palavras, se incorporarmos ao sistema as condigoes de simplificagdo e as con-
digoes de simplificagao subsididrias, podemos eliminar 11 das 17 condigoes de ordem.

E bem verdade que, em alguns casos, o nimero de condigoes de simplificagdo acrescentadas
ao sistema € superior ao nimero de condigoes de ordem eliminadas, no entanto sao equagoes
bem mais simples do ponto de vista de néo linearidade, tornando bem mais simples a resolugao
do sistema.

A utilizagao destas condigoes de simplificacdo na obtengao de métodos de RK, tem sido
uma constante nos itimos anos porém, nao encontramos nenhum trabalho onde fosse possivel
perceber com clareza a influéncia delas em cada uma das condigdes de ordem.

A partir deste trabalho, temos clareza da possibilidade de se efetuar varias combinagoes

entre condicoes de ordem e de simplificagdo, uma vez que sabemos as implicagoes em cada
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uma das condigoes de ordem, decorrentes da inclusdo de cada condi¢do de simplificagao ao

sistema.

No capitulo 3, consideramos uma outra classe de condigoes de simplificacao e mostramos

algumas combinagoes possiveis com aquelas ja introduzidas no capitulo 2 e com algumas

condigdes de ordem.

A formulagao teérica dos métodos de RK construida por Albrecht considerando uma repre-
sentacao matricial, possibilitou algumas exploragoes interessantes do ponto de vista tedrico.

Albrecht obteve uma relagao de recorréncia geradora das chamadas condigdes ortogonais,
que permitiu estabelecer uma relacao de equivaléncia entre as condigoes ortogonais e as con-
di¢oes de ordem do método. Consideramos esse resultado extremamente importante, em
especial para o objetivo central deste trabalho.

Estas equivaléncias nos possibilitaram mostrar no capitulo 5, de uma maneira muito mais
simples que aquela desenvolvida no capitulo 2, a necessidade das condigoes de simplificacao
subsididrias sob a hipétese de algumas condigoes de simplificagdo e de ordem.

Além disso, desenvolvemos um estudo da influéncia de algumas condigdes de simplificagao
e subsididrias na obtencdo de pares embutidos de métodos de RK, que satisfazem a estratégia
FSAL.

Isto nos permitiu concluir que, sob algumas restrigoes a mais impostas aos coeficientes
dos métodos, podemos eliminar algumas condi¢des subsididrias do sistema simplificado, cuja
solucdo nos fornece os coeficientes de pares de métodos de RK(4,5).

No final do capitulo 5, apresentamos dois casos distintos de condi¢oes que permitem gerar
pares desses métodos.

Esperamos ter elaborado um trabalho que possa contribuir com os interessados em apro-
fundar investigacdes na resolugdo do sistema constituido pelas condigées de ordem e sua
interacdo com as condigdes de simplificagdo e as condigoes de simplificagao subsididrias.

Ainda, produzimos caminhos simplificados néo apenas para a obtengao de métodos RK
explicitos com ordem até cinco, mas também para a obtengao de pares embutidos de métodos

RK com ordens 4 e 5 respectivamente. 2




Bibliografia

Albrecht, P., A new theoretical approach to Runge-Kutta methods, SIAM Journal on
Num. Analysis, 24, pp. 391-406, 1987.

Albrecht, P., The Runge-Kutta theory in a nutshell, SIAM J. on Num. Analysis, v.33,5,
pp.1712-1735, 1996.

Basso, F.V.T. e Martins, S.P., Condigdes para a obtengdo de métodos de Runge-Kutta
explicitos com ordem cinco, resumos do XIX CNMAC, pp. 326-327, Goiania-GO, 1996.

Butcher, J.C., On Runge-Kutta processes of high order, J. Austral. Math. Soc. 4, pp.
179-194, 1964.

Butcher, J.C., The numerical analysis of ordinary differential equations: Runge-Kutta
and General Linear Methods, Chichester West Sussex, England, John Wiley & Sons
Ltda., 1987.

Cassity, C.R., The complete solution of the fifth order Runge-Kutta equations, SIAM
J. Numer. Anal. 6, pp.432-436, 1969.

Dormand, J.R., Price, P.J., A family of embedded Runge Kutta formulae, J. Comput.
Math. 6, pp19-26, 1980.

Fehlberg, F., Low order classical Runge-Kutta formulas with stepsize control and their

application to some heat-transfer problems, TRR-315, Nasa, 1969.

Fehlberg, E., Classical fifth, sizth, seventh, and eight order Runge-Kutta formulas with

step-size control, TRR-287, Nasa, 1968.




[10] Hairer, E., Norsett, S.P., Wanner, G., Solving O.D.E: nonstiff problems, Springer-

Verlag, 1987.

[11] Horn, M.K., Fourth and fifth-order scaled Runge-Kutta algoritms for treating dense
output, SIAM J. Numer. Anal., vol 20, pp. 559-569, 1983.

(12] Lambert, J.D., Numerical methods for ordinary differential systems, John Wiley &
Sons, 1993.

(13] Papakostas, S.N. e Papageorgiou, G., A family of fifth-order Runge-Kutta pairs, Ma-
thematics of Computation, vol 65, pp. 1165-1181, 1996.

[14] Papakostas, S.N., Tsitouras, C.H. e Papageorgiou G., A general family of explicit
Runge-Kutta pairs of orders 6(5), SIAM J. Numer. Anal., vol33, pp. 917-936, 1996.

(15] Shanks, B.E., Solutions of differential equations by evaluation of functions, Math.
Comp. 20, pp. 21-38, 1966.

[16] Shampine, L.F., Local eztrapolation in the solution on ODE, Math. Comp. 27, pp.91-
97, 1973.




AVA




