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"A vida só pode ser compreendida 

olhando-se para trás; mas só pode ser 
vivida olhando-se para frente." 

(Kierkegaard) 
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Resumo 

Solução fundamental de um operador diferencial parcial 

L — ^ oaDa, aQ € C 
|q| <m 

-d _ 5 \a , 
onde Dn = | (2ttí) 1——,..., (2Tri) 1—— I , é uma distribuição k tal que 

ÕX! dxnJ 

Lk = 6 

onde 8 é o Delta de Dirac concentrado na origem. 

Neste trabalho demonstramos o Teorema de Malgrange e Ehrenpreis, que es- 

tabelece a existência de solução fundamental para todo operador diferencial parcial 

linear com coeficientes constantes. 

Palavras-chave: Teorema de Paley-Wiener, Solução Fundamental, Teorema de 

Malgrange e Ehrenpreis, Operadores Hipoelípticos, Operador de Laplace. 
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Abstract 

Fundamental solution of a partial differential operator 

L = ^ a.aD
a, aa E C 

|a|<m 

_ d ._ ô \a . 
where Da = ( {2ni) 1——,..., (Q.ni) 1 —— ) , is a distribution k such that 

axi aXn) 

Lk = ê 

where 5 is the Dirac Delta located at the origin. 

In this work we demonstrate the Malgrange and Ehrenpreis Theorem, which 

establishes the existence of fundamental solution for any linear partial differential 

operator with constant coeíicients. 

Keywords; Paley-Wiener Theorem, Fundamental Solution , Malgrange and Ehren- 

preis Theorem, Hypoelliptic Operators, Laplace Operator. 
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Introdução 

Seja L — oaDa, aa G C um operador diferencial parcial com coeficientes 

|a|<m 
constantes. Chamamos de solução fundamental ou solução elementar do operador 

diferencial L, a distribuição k que satisfaz 

Lk = 8 

onde 6 é o Delta de Dirac concentrado na origem. 

Consideremos um caso particular, onde o operador L é dado por: 

d d 
L — a\——h «2^- 

ox oy 

onde a = (aj, 02) ^ ^2- Tal operador tem solução fundamental dada por: 

r 
Ea-ipe ^(R2) —> / 

Jo 
(p{ta)dt. 

Desta forma, tomando a = (1, —1) e o = (1,1), podemos ver que -Eq,-!) e £(1,1) 

são respectivamente, soluções fundamentais dos operadores 

d d 
1 " dx dy e 

d d 
£2 — 7T 1" TT • 

dx dy 

Se definirmos E = E(\-\) * E^^), um simples cálculo utilizando propriedades 

de convoluções mostra que E é solução fundamental do operador 
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r r 02 92 n 
1 2 dx2 dy2 

conhecido como operador da onda. Com mais alguns cálculos, podemos obter a 

seguinte fórmula explícita para a distribuição E: 

E = ^Y(x - y)Y{x + y) 

onde Y é a função de Heaviside, ou seja, a função característica em [0, 00). 

A grande vantagem do conhecimento prévio da solução fundamental de um 

operador diferencial L é a resolução de uma equação da forma 

Lu = f. 

Se E é solução fundamental de L então a distribuição E * f satisfaz a equação 

Lu = f. 

Assim a equação 

□« = / 

tem solução dada explicitamente por 

u = Aji,—1) * E( 1) 1) * /. 

Até aqui, comentamos solubilidade de um operador particular mas, um resul- 

tado mais geral, conhecido como Teorema de Malgrange e Ehrenpreis nos garante 

a existência de solução fundamental para quaisquer operadores diferenciais parciais 

lineares com coeficientes constantes. A demonstração clássica deste teorema repousa 

no Teorema de Hahn-Banach. 
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Em 1959, Louis Nirenberg [7] fez uma demonstração construtiva deste resul- 

tado. Nirenberg não usa o Teorema de Hahn-Banach, porém utiliza de forma de- 

cisiva o Teorema de Paley-Wiener. O objetivo deste nosso trabalho é estudar a 

demonstração de Nirenberg para o Teorema de Malgrange e Ehrenpreis. 

Agora, façamos uma breve descrição do trabalho: 

No Capítulo 1, fizemos um apanhado das definições, resultados básicos e ferra- 

mentas importantes que serão utilizadas nos capítulos posteriores. O resultado mais 

importante deste capítulo é o Teorema de Paley-Wiener. 

O Capítulo 2 é dedicado ao Teorema de Malgrange e Ehrenpreis. Terminamos 

este capítulo estudando regularidade de operadores diferenciais. 

Por fim, no Capítulo 3, construímos a solução fundamental para um dos ope- 

radores mais importantes da teoria de equações diferenciais parciais que é o operador 

de Laplace. 
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Capítulo 1 

Alguns conceitos fundamentais 

Neste capítulo veremos algumas definições, notações e resultados básicos que 

faremos uso nos demais capítulos. Entre outros tópicos destacamos o Teorema de 

Paley-Wiener para função, que é demonstrado em detalhes na Seção 1.4. 

1.1 Notações e definições básicas 

Seja Çl um subconjunto Lebesgue mensurável do R". Por Lp{n), 1 < p < oo, 

denota-se a coleção de funções /, Lebesgue mensuráveis tais que / \f\pdx é finito, 
JQ 

isto é, 

LP{Q) = {/ ; ^ C mensurável ; í \f{x)\pdx < oo}. 
Jçi 

= í \f{x)\pdx é a norma em Lp{fl). 
Jq 

0 conjunto de todas as funções Lebesgue mensuráveis essencialmente limitadas 

em Í2 é representado por L00(n). Para toda / G L00^) define-se a norma da / por 

ll/lloo = sup ess|/|. 

Denotaremos por C^0(D) o espaço das funções teste em C R", on seja, o 

conjunto das funções de valores complexos, infinitamente diferenciáveis com suporte 
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compacto em Í2. Denomina-se suporte de / ao fecho do conjunto dos pontos de D 

onde / é não nula. Representa-se o suporte de / por supp(/). 

Se f é uma função complexa, Lebesgne mensurável, definida em Q, tal que para 

cada compacto K C fl, \f{x)\dx < oo, dizemos que / é localmente integrável e 
J K 

escrevemos / G L|oc(Q). 

Um funcional linear contínuo u : —> C. il C R" aberto, é dito uma dis- 

tribuição em VL. Denota-se por 7^'(Í2) o espaço das distribuições em Í2 e por E(D) o 

espaço das distribuições com suporte compacto em Í2. O valor de 

u G V(D) na função teste 0 G Uq^íí) será denotado por < n, 0 >. Se u G doei"). 

< ií, 0 >= / u{x)(f){x)dx. 
JQ 

O suporte de uma distribuição é o complementar do maior conjunto aberto 

onde a distribuição é identicamente nula. O suporte singular de uma distribuição 

/ G D (Q) é definido como o complementar do maior conjunto aberto no qual / é 

uma função infinitamente derivável e será denotado por sing supp(/). 

Seja (Tj)jejq uma seqüência de distribuições em um aberto fl do R". Dizemos 

que ela converge em T)'{ÍV} para uma distribuição T G T)'{Çl) se 

lim < Tj,íp >=< T, (p > 
j—KX 

para toda <p G Co0(D). 

Por *5(R") denota-se o espaço das funções infinitamente deriváveis em R" e de 

descrescimento rápido no infinito. Mais precisamente, / G CY0C(R") está em o(R") 

se as funções xad13f são limitadas em R" para cada par a, /3 de multi-índices. <S(Rn) 

é denominado espaço de Schwarz. Claramente (^"^(R") C <5(Rn). 

Um funcional linear contínuo em tS(R") é dito uma distribuição temperada. O 
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conjunto das distribuições temperadas é denotado S(M"). Observemos que todo 

elemento de S(M") define por restrição a Qj^K") uma distribuição em R". 

Se T G S(M") e Tj E S (M" ) para todo j, dizemos que a seqüência (Tj) .ejq 

converge para T em S(Rra) se, e somente se, 

lim < Tj, </? >=< T, tp >, 
j—»oo 

para toda p E <S(R"). 

1.2 Convoluções 

Introduziremos agora uma importante e útil operação com funções que pode 

ser extendida à classe das distribuições. Alguns resultados terão suas demonstrações 

omitidas, ou por serem longas ou por serem demasiadamente técnicas. 

Definição 1.2.1 Sejam. f,g E L1{Rn). A função f * g definida por (/ * g){x) = 

= f{x — t)g{t)dt é chamada convolução de f e g. 

R" 

Teorema 1.2.1 Seja g E ídíR") tal que / g(x)dx = a. Seja gAx) = e~ng f—) 
JW1 ^ e ^ 

para e > 0. Então: 

(i) Se f E Lp{Rn), p < oo, f * gf converge para af em. Lp quando e —^ 0. 

(n) Se f é limitada e contínua, então f * g, converge para af uniformemente em. 

qualquer conjunto compacto, quando e —> 0. 

Demonstração: Ver [3], página 16.■ 

Definição 1.2.2 Seja T E 7A(R") e (f E Co0(R"). A convolução de. T e 4> é a 

função T * (p E C00(R") definida por (T * (p){x) =< T,(j){x — .) >. Colocando 

6 
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{Tx(j)){y) = (f){y — x) e (j){y) = (f){—y), podemos escrever {T * 0)(.t) = T(tt0). Em. 

particular temos {T * 0)(O) = T{tq4>) =< T, 0 >. 

Esta definição pode ser extendida para ^ G contando qne T tenha 

suporte compacto, isto é, se T € ^(R") e 0 G C00^") definimos, (T * ■0)(.t) = 

= =< T, 0(.x - .) >. 

Agora, se T G TJ(W1) definiremos txT G X^(R") por (rxr)(0) = r(r_,T0) para 

toda 0 G CniT). 

Teorema 1.2.2 .Sefa T G ") c 0 G q^R"). Então 

(z) V.r G R", Tx(r * 0) = (rxT) * 0 = (T * rx0). 

(n) se a é um. multi-índice, Da(T * 0) = {DaT) *0 = 7"* (E>a0). Em particular, 

r*0GCoo(R"). 

Demonstração: Ver [6], página 23. ■ 

O Teorema 1.2.2 continua válido para T G ^(R") e 0 G C00^"). 

Definição 1.2.3 Sejam. T,S E ^'(R") tal que pelo menos uma tenha suporte com- 

pacto. A convolução de.T e S, denotada por T*S é a única distribuição caracterizada 

pelas seguintes condições equivalentes: 

(T*E)*0 = T*(5*0), V0gCo
oo(R") 

(T*5)(0) = (T * (5 * 0))(O). 

Sejam S e T dnas distribuições, uma com suporte compacto. Valem: 

(i) S*T = T*S 

(n) Se U E £(R" ) temos {S *T) *U = S * {T * U) 
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(m) supp(5' * T) C supp(5') + supp(T) = {x G Rra;.T = y + z,y G supp(5'), 

z G supp(r)}. 

Teorema 1.2.3 Sejam, Ti,T2 distribuições em. K". Se a é um. multi-índice, 

Da{TA * T2) = DaTi *T2 = T1* DaT2. 

Demonstração: Como T\*T2 G pelo Teorema 1.2.2 temos Da{Tl *T2)*<p = 

= (Ti * T2) * = T\* (r2 * D
a(f)). 

Novamente, pelo Teorema 1.2.2 temos Ti * (T2 * Da(f)) = Ti * (DQT2 * çí)) = 

(Ti * T)qT2) * </>. 

Portanto, podemos concluir que D"(Ti * T2) = Ti * DaT2. 

A outra igualdade segue analogamente. ■ 

Proposição 1.2.1 Seja T G 77(R") e <5 o Delta de Dirac. Então T = 6*T = T*6. 

Mais geralmente, para todo multi-índice a, DaT = {Daô) * T. 

Demonstração: Seja 0 G C^0(R"). Então 

{6 * 0)(.t) = 6{tx(Í)) = (rx0)(O) = 0(-x) = (t){x). 

\/(p. 

Agora, {6 *T) * (f) = (T * <5) * 0 = T* (<5 * 0) = T*(j). Ou seja, (<5 * T — T) * 0 = 0, 

Portanto T = 6 *T. 

Se o é um multi-índice, então pelo resultado acima e pelo Teorema 1.2.3 segue 

DaT = DaT *6 = T*Da6 = {Da6) * T. 

Portanto DaT = {Da8) * T. 

cm 1 2 3 4 unesp 

awatI W 
.1 12 13 14 15 16 17 18 



Proposição 1.2.2 Seja f 6 T)' (R") tal que f é C00 em R"'\{0} e g E £(R"). Então 

sing supp{f * g) C supp (g). 

Demonstração; Iremos mostrar que (sing supp(/ * g))c D (supp(^))c. 

Suponhamos x ^ supp {g). Mostraremos que f * g é C00 numa vizinhança de 

x. Uma vez que x £ supp (p), existe e > 0 tal que B{x,e) fl supp (g) — 0. Esco- 

lha (f) G C^o(ll(0, |)) tal que 0 = 1 na bola il(0, |). Observe que, f * g = (0/) * g + 

+(1 - (t))f*g. 

Como g E C e (1 — 0)/ G C00 então (1 — 0)/ * g E C00. Observe também que 

siipp(0/*^) C supp(0/)+supp(fi0 C ||.t| < ||+supp(^) = |?/ : d{y,s\\pp{g)) < 

Uma vez que {y : d(y, supp(5,)) < |} fl B{x, f) = 0, 0/ * 5 será nula em B{x,^). 

Logo f*g = {l — (t>)f*g que é C00 e portanto x $ sing supp(/ * g), o que conclui a 

prova. ■ 

1.3 Transformada de Fourier 

Daremos agora, uma rápida introdução da teoria da transformada de Fourier. 

Definição 1.3.1 Seja f E L1 (R"). A transformada de Fourier da função f, deno- 

tada por f, é definida por 

m= í e-2™tf{x)dx, fEW. 
m" 

Observe que / está bem. definida, pois \e 2mxí-\ — l e f E L1(Rn). 

Proposição 1.3.1 Para f E <5(R"), temos 
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(i) f G Cc>0(Rn) e d^f = g onde g{x) = {—27rix)f)f{x) 

(ü) Wj(0 = (2^/(0- 

Demonstração: Ver [3], página 21. ■ 

Teorema 1.3.1 Seja f{x) = e-7™^2, Re{a.) > 0. Então /(Ç) = a~^e~a 

Demonstração: Ver [3], página 21. ■ 

Mil2 

Definição 1.3.2 A fórmula da inversão de Fourier para a classe <S(Rn) é dada por 

HO = / e2"x(màx = /(-?). 

Teorema 1.3.2 Para f € tS(]Rra), (/) = /. 

Demonstração: Ver [6], página 41. ■ 

Definição 1.3.3 Seja T uma distribuição temperada, a transformada de Fouri.er de 

T, denotada T, é definida por < T, «p >=< T,ip >, Vip G tS(Rn). 

Teorema 1.3.3 SeT £ S(R") ene um. m.ulti-índice, então DaT = (—27rí)'Q'(.'rQT) 

e (LPT) = (27r?;)lQ^Qf. 

Demonstração: Ver [6], página 44. ■ 

1.4 Teorema de Paley-Wiener 

Este resultado será de grande importância na prova do resultado principal deste 

trabalho, o teorema de Malgrange e Ehrenpreis, que será apresentado no próximo 

capítulo. Comecemos com um resultado técnico: 

10 
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Proposição 1.4.1 Seja U um. aberto do R", V um. aberto de 

F : U xV 

K y) 

K 

F(x, y) 

uma função tal que para todo y € V a aplicação parcial, 

Fy-.U 

x 

K 

F{x,y) 

admite derivadas parciais contínuas até a ordem. m. Suponhamos que para todo 

Xo G U e a E N" com. |a| < m existem. 6 > t), O t) e y> E Ll{V) tais que 

\DxF{x,y)\ <c\y}{y)\, \/x-,\x - xq\ < è^y EV. (1.1) 

Então a função f{x) — / F{x,y)dy, x E U, admite derivadas parciais contínuas 
Jv 

até ordem, m e Daf{x) = / DfF{x,y)dy, x E U, |a| < m. 
Jv 

Demonstração: Sem perda de generalidade podemos considerar / real. 

Caso 1: (m = 0) 

Seja .tq G U e (xj) uma seqüência de U convergindo para .Tq, então 

Um F{x.],y) = lim Fy{xj) = Fy{x0) = F{x0,y), \/y E V. 
j—>oo j—>oc 

Assim, temos lim F{xj,y) = F{xo,y). Por hipótese, existe jo E N tal que para 
j—>oo 

j > Jo, \F{xj,y)\ < c|<p(í/)| com (p E Ll{V) uma vez que m — 0. Então pelo Teorema 

da Convergência Dominada de Lebesgue (Ver [1], página 135) 

Um / F{xj,y)dy= / F{xo,y)dy, 
J-Wv Jv 

isto é, lim fix.j) = /(.to). 
J—>OC 

Logo, / é contínua em tq, onde tq é um ponto arbitrário de U. 

11 
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Caso 2: (m = 1) 

Seja Xq G U c (hj) uma seqüência de números reais positivos convergindo para 0. 
1 dF 

Seja ipjiy) = — [F(.ro + h^y) - F(.ro,?/)], y eV, então lim 
h. j-»oo 

Vy e v. 

Pelo Teorema do Valor Médio, para todo j. existe hj com |hj( < \hj\ tal que 

dF 
F{x0 + hjBi, y) - F{x0, y) = \hj\ — {xo + hjel, y). 

dF 
Portanto ipj{y) = — (.tq + hje^y). 

Usando (1.1) para a = e,; G N", concluímos que existe j0 G N tal que j > j0 

implica \ipj{y)\ < c\^{y)\. 
dF 

Dessa forma temos: lim fpj(y) = ——{xo,y) p \'lPj{y)\ < c\(p{y)\ com F e ^(V). 
j-*oo dXi 

Logo pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue segue 

f f c) F 
lim / ipj{y)dy= / -—{xo,y)dy. 

Jv Jv ox.i 

Assim, 

lim / ipj{y)dy = lim 
Jv j->oo tlj 'V 

F{xq + hjBi, y)dy — / F{x(h y)dy 

= lim — [/(,ro + hjei) - /(.tq)] . 
j—►c» h 

1 f õF 
Logo, lim — \f{x0 + hjei) - f{xo)] = / —{x0,y)dy. 

J^OO hj Jy dXi 
d f r Qp 

Portanto, — (a:o) = / —{xo,y)dy 

A continuidade de —— é conseqüência do caso m = 0. 
dxi 

O caso geral é obtido por indução. Suponhamos que o resultado seja válido para 

m > 1. Seja F : U x V —* R uma função que para todo y e V, Fy admite derivadas 

parciais contínuas até a ordem m + 1, satisfazendo (1.1) para todo |q:| < m + 1. 

12 
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Pela hipótese de indução, / admite derivadas parciais contínuas até a ordem m 

e 

D^fix) = í D0
xF{x,y)dy, |/?| <m,xe U. (1.2) 

Jv 

Seja a E N" tal que |a| = m + 1, então existe i = 1,... ,n tal que a,; > 0. Seja 

/? = et — e,; Ç N". Logo |/?( = m. 

Assim, a expressão (1.2) é verdadeira para este (3. Faça G{x,y) = D^F{x,y). 
ÕG 

Então G existe e é contínua, ——{x,y) = DxF{x,y), que por hipótese é dominada 
dx.i 

em uma vizinhança de cada x.q E U por uma função </? E Ll{V), isto é, 

< cW{y)\- 

dG 

dEFv) 

Logo, pelo caso m = 1 

Dxfix)= Í G{x,y)dy= í D0
xF{x,y)dy 

Jv Jv 

admite derivadas parciais contínuas de ordem 1 e 

D°í{x) = = L itFx'v)iv=L D'F{x'v)iv- 

Agora, pelo caso m = 0, temos que D0íf é uma função contínua, o que conclui a de- 

monstração. ■ 

Teorema 1.4.1 (Teorem.a de Paley-Wiener para funções) Sejam. / : C" —> C uma 

função contínua e r > 0. As seguintes condições são equivalentes: 

(i) Existe u E C^M") tal que supp{u) C 5(0, -f^) e f — ú, 

(m) / e uma função inteira e para todo m E N exi.ste cm > 0 tal que 

\f{z)\ < cm(l + \z\)-mer^, z E Cn. 

Demonstração: 

13 
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(i) => (n) Seja u E C^ÍR") tal que supp(u) C 5(0, e f = ü. Então a função 

de x dada por j e~2ntx^u{^)d^ é inteira. 

Observando que 

(—l)|a|Z)°(e_27rÍ2,?) = (-l)|Q|(-27rt2)Qe-27rÍ2r' = (27rt2)ae-27rÍ2'' 

e usando integração por partes obtemos 

e~2niZTi D"u{rj)dri = (-I)101 í D°{e-27rizri)u{r])dr] 
jRn 

= {2'KÍz)a / e~ 2,1 u{r])dr] 

Ou seja, 

(2TTÍz)af{z) = í e-2nizriDy{r])dr], zE^^aEN11. (1.3) 
JR" 

Seja wn = / drj. Uma vez que Dau{ri) = 0 se 1^1 > 

|e—2^1 = |e2ff(Imz)r,| < e\linz\\2nr,\ < e|Imqr se ^ < — de 1.3 obtemos: 
271 

27r 

|(27rf2)Q||/(2)| < í 
jRn 

e-^Oy^dri < er-yu\\Dy^\dr] < 

< é ilmz| sup \Dy{r})\ í 
veB{o,x-) J b(o,t 

dr] = 

= er'Imz' sup 
veB(o,x-) 

\DVUÍV)\ (^) ^n, 

z E Cn,a E N". 

Portanto, 

l(27r2)Q||/(2)| < sup \Dy{r])\ u;ner|Im21 

ieB(o,x-) \ZIT/ 
(1.4) 
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Dado m. G N, seja a = rnej, j = 1,..., n. 

Observe que 

sup \D°u{ri)\ < sup sup \D^u{rj)\ 

e ((27r2)^m| = |(27r)mzJ
m| = \2^z3\

m. 

Então, 

|/(2)| < |(2^-)lm|/(2)| < sup sup |D^(r?)|er|Im21 wn, (1.5) 
\l3\<mV£B{0,Z-) v27r/ 

2 G Cn,a € N". 

Note que para \z\ > 1, (1 + \z\)m < (2|2|)m e (1 + |2|m) > |2|m, e portanto, 

C < 2m. Para |2| < 1, (1 + N)"1 < 2m e (1 + Í2|m) > 1 e assim ^ (1 + 2 

1 + 2 
m (1 + 2 ym. 

1 + 2 m < 

Desta forma, (1 + \z\)m < 2m(l + |2|m). 

Fazendo a = (0,..., 0) em (1.4) obtemos: 

1/(2)1 < erlIirul wn sup \u(t])\ < 
v/7r/ veB(0,£) 

<er\lniz\ír\ Wn SUp sup 

V 7 \0\<rnr,eB(O,£;) 

Uma vez que \z\ < i/nmax{|2i|,..., |2n|}, 

(i + Nri/(2)i<2"i(i + |2r)i/(2)i< 

< 2"' (1 + (v^)m(maX{|Zlr,..., M"})) l/WI < 

< 2m(v^r(l + |2jr)l/(2)|, onde = max{|2lr,.... |2„r}. 

De (1.5) e (1.6) temos 
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(2vír(l + IZiDI/WI < 2(2víírerlIm'1 sup sup lD%u(n)l 
KZ7r/ l/3|<mr,eB(0,^) 

Portanto, \f{z)\ < cm(l + |^|)_mer^m^l, onde 

Cm = 2m+1(Vn)m (-£-) wn sup sup \D^u{r])\ > 0. 

(n) => (i) Dado a G N", seja ^(.r) = xaf{x), x G R". Usando a hipótese e 

observando que |.rQ| < [.ri'0' temos: 

\fa{x)\ = \xaf(x)\ < |3;||Q||/(a;)| < (1 + k|)W|/(^)| < 

< (1 + |.T|)lQlcm+|Q|(l + N)-(m+|a|) = e Rn,m G N. 

Daí, pelo Lema 1 (ver Apêndice) concluímos que fa G L^R") para m. conve- 

niente. 

Seja F(ri. x) = e1*"''fix) e tf(x) = r:„,+N('l + Ixl)-"". 

|£);F(,,x)| = |C;(e2""/(^))l = l(2TÍ)wl|.r°/(^)l < 

= /S 

Logo, pela Proposição 1.4.1 a função de 77 G R" dada por /(r?) = 17(77) 

e
2niXTIf{X)dX, é um elemento de C00(Rn). 
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Dados 7] G R", y G R", seja Fj a fronteira do retângulo em C com vértices nos 

pontos —/?, i?, R + iyj, — 7? + iyj 

h 

<■   <  

^ ¥ 

R 

l r 
i Ll 

R 

Sendo a aplicação 

C" C 

z ^ e27rirlzf{z) 

nma função inteira no interior do retângulo, temos / e2mTIZ f {z)dzj = 0. 
■'r] 

Considere r/'y como sendo o vetor r/ destacando-se uma posição. Portanto, pelo 

Teorema de Cauchy 

Um 
fí—»+oo 

_ j + iM,,,,, A = o, 

uma vez que nas verticais do referido retângulo se tem 

< fcle27"^||e27r^^jcmer|Iin21 (1 + iRezl)""1, 

onde A1 = |e27rír'^z^|, e o lado direito desta desigualdade tende à zero quando 7? tende 

a -)-oo. Assim, 
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/+oo 

•oo 

/H~oo 

-oo 

de onde obtemos 

u{rl)= 1 e2nÍT,x f{x)dx = 02-KÍT](x+iy) f{x + iy)dx. (1.7) 

Uma vez que |e27r,,'^r+í^| = e~27rTO, por hipótese e por (1.7) obtemos a existência 

de c > 0 tal que |u(7/)| < cer'w'_27rw, y,r/ € M". 

De fato; 

M^y)| < / I|/(x + zy)|d.T < 

< e ,r\y\-2nr]y (1 + (.r + zy|) rndx < 

< er^-2nriycm / (1 + IxD^dx = cer'y'~27rw, 

uma vez que pelo Lema 1 (Ver Apêndice), a última integral converge. 

Ar) 
Dado r/ e R", r/ ^ 0, seja y = A > 0. Então |rí(?7)| < cerl!/'~27r2/?7 

= ce^r-27r'T'^A 

Fazendo A tender ao infinito, concluímos que u{t]) = 0 se lyl > —. Portanto 
277 

supp(m) C D{0, ^-) = jy e R" : |n| < 

Provaremos agora que f = ú. 

Dado z0 = xo + iy0 E C", sejam g{x) = f{x + iy0) e v{t]) = e2nyoriu{ri), .r, r/ G R". 

De (1.7) obtemos: 
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v{ri) = e _ „27ri/orj / 27rÍ7j(.r+íj/o) f{x + iyo)dx = / e2mT,xg{x)dx = 5(7;), 77 € C". 

Assim, 7^(77) = ^(77), isto é, 5 tem transformada de Fourier inversa e v por sua 

vez, terá transformada de Fourier. Daí, 

/(^o) = f{xo + hjo) = g{xo) = v(xo) = 
-2nÍTori v{g)dg ' 

e-2ni(x0Ti+iyori) u 
iv)dv= I 

mn 

-Zttízot] u{g)dg = ü{zo). 

1.5 Função Gama 

Daremos nesta seção algumas propriedades da função gama utilizadas no decor- 

rer deste trabalho. 

roc 

Definição 1.5.1 A função F definida por r(.T) = / e_ít'T_1dt, Re{x) > 0. é 
Jo 

chamada de função Gama. 

Propriedades; 
/OO 

e^dt = 1 

(2) r(.T +1) = xr{x) 
POO 

(3) / e-rtta-ldt = r-Qr(Q), r > 0, o > 0. 
Jo 

Definição 1.5.2 A função F{x) é dita radial, se existe uma função f de uma 

variável tal que F{x) = /(|.t|). 

Quando F é radial e F G Ll{Rn) temos 

í F{x)dx — í í f (r)^"1 da{x)dr. 
Jr" Jo J\x\=I 
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onde da{x) é um elemento de medida da superfície Sn 1 = {.r G M" : |rr| = 1}. 

Portanto, / F{x)dx = wn fir)rn~ldr, onde wn é. & área da esfera Sn~l. 
JW Jo 

A função gama se faz importante no cálculo da área da esfera A"-1 como 

mostramos a seguir: 

Temos J e~^x^dx = 1. Mas, J e~n^2dx = wn j 

Fazendo 7rr2 = s, obtemos 

e-*r2rn-ldr. 

Wn / e 
Jo 

-nr rn~1 dr = 
wn r _s t r(f) 
—ã es* ds = Wn—^. 
2tt 2 J0 27r 2 

Portanto wn — 
27r2 

m 
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Capítulo 2 

Operadores Diferenciais com 

Coeficientes Constantes 

O principal resultado deste capítulo nos garante que todo operador diferencial 

com coeficientes constantes admite solução fundamental. Tal resultado é devido 

a Malgrange e Ehrenpreis e é de grande importância na teoria geral de equações 

diferenciais parciais. Aqui estudaremos a demonstração dada por L. Nirenberg 

(Ver [7]). 

2.1 Considerações Iniciais 

-i d Seja D = {Di,..., Dn) onde Dj = (27ri) ——; j = 1,..., n e seja a o multi- 

índice a = (oi,..., cq,) G N". Então 
dxj ' 

0«1 íjan íJQl + ...+Qn 

D° = DT... D?- (2^r1^ ... (2-)-^ - 

Agora denotando |q;( = Qi + ... + q;„ e da = 

D" = (27r'i)_lQldQ. Desta forma 
d.r"1 ... dx^ 

temos 

(2.1) 
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Definição 2.1.1 Um. operador diferencial parcial L com. coeficientes constantes é 

definido por L = ^ cioD0; aa (E C. 

|a|</í: 

Se |aQ| 7^ 0 então diremos que o operador L é de ordem K. O símbolo 

\a\—k 

do operador L é. o polinômio P{fi) = o.af
a da variável f = (£i,... (Aqui 

|ai<fc 
= )• Logo, formalmente temos L = P{D). 

Seja u G <S(R"). Das propriedades da transformada de Fourier temos; 

iP{D)u){f) = í e-'2nixí ^ oaDau{x)dx = Y aa [ e~2ni:riDau{x)dx = 

= y] aa(D^u){o = y = píoho, 

|a|<fc 1^1^^ 

ou seja, 

1P(£>H(Í) = P(Ç)«(Í)- (2.2) 

A igualdade acima destaca a importância do símbolo P{f) e transforma o 

problema de resolver uma equação diferencial num problema algébrico. 

2.2 O Teorema de Malgrange e Ehrenpreis 

Consideremos o seguinte problema: 

Dado / G Co^M"), encontrar uma distribuição u G X^(R") tal que P{D)u = /. 

Este problema é resolvido por completo no seguinte: 

Teorema 2.2.1 Seja L = Y^ aaDa um, operador diferencial com. coeficientes 

|Q|</r 
constantes. Se f £ . existe uma função u G C00 satisfazendo Lu = / em. 
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Demonstração: Tomemos a transformada de Fourier da equação Lu — P{D)u — f. 

De (2.2) temos /(?) = (P(Õ)«)(Í) = e(í)«(í). 

Portanto, é natural tentarmos definir u via transformada inversa, isto é, 

f 2nixçfi0 u{x) 
Pio 

uma vez que ú{£) = M 
pw 

Mas, P poderá ter muitos zeros e então teremos problemas na aplicação da 

/ transformada inversa de 
P' 

O que faremos é encontrar uma forma de contornar este problema. Para isto 

consideraremos a integral acima em C" ao longo de um contorno que não inclui os 

zeros de P. 
f 

Observe que — é um quociente de funções analíticas já que P é polinomial e / 

é inteira, pelo Teorema de Paley-Wiener. 

Seja tj um vetor unitário tal qne aarja ^ 0. Podemos fazer uma rotação de 

|Q| = fc 
coordenadas e assumir sem problemas que 77 = (0,..., 0,1). Através da multiplicação 

por uma constante podemos também assumir que o,Qo = 1 onde ao = (0,..., 0, A:). 

Então 

P{0 = (inC* = + (termos de menor grau em 
\a\<k 

Denotaremos Ç por (Ç', onde = (<^1,... cm M71-1. Para cada em 

IR"-1 consideraremos P(0 = P{t;',£,n) como Tim polinômio na variável e com 

coeficientes dependendo de 

Sejam Ai (Ç'),..., Aa-^') as raízes de P{Ç',Çn) = ü, fatorando P(^) obtemos 
k 

e(í) = cn(ín-AjK')). 
i=l 
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As raízes de P(Ç) dependem continuamente dos coeficientes que por sua vez 

dependem continuamente de Assim as funções 

R71-1 9 Ç' ^ XjiC) e C 

R"_1 3? ^ (ImAj)^') = ImiXjiÇ')) E R 

são contínuas em R"-1. 

Considere o intervalo [—A- — 1, A' + 1] e a decomposição do mesmo, em A: + 1 

subintervalos de comprimento 2: 

[—A- — 1, A: + 1] = [—A: — 1, —A: + 1] U [—A: + 1, —A: + 3] U . . . U [A: — 1, A" + 1]. 

Para cada £' G R"_1 existe pelo menos um subintervalo que contém nenhum 

dos reais 

ImA^V.-JmA^') 

(pois o número de subintervalos é A: + 1). Entre estes escolha aquele de menor 

extremidade esquerda e chame de 0(^,) o ponto médio deste intervalo. Temos assim 

definido uma função 

D"—1 -A: — 1, A- + 1] 

que é do tipo escada e que para cada E R" 1 vale 

min íl^') - ImAj(£')!} > 1. 
1<7<« 

A função (p é mensurável. De fato, seja c = m — 1 € [m — 2, m]. Basta verificar 

que çí>_1(c) é mensurável, já que (f) é função escada. Observe que, da definição de 0 

temos, Ç' E 0-1(c) =: — 1) se, e somente se, valem: 
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(z) para todo j = 1,k se tem 

) > rn oti ImAj(Ç') < m — 2 

(zz) cada um dos subintervalos 

[—k — 1, A: + 1]... [m — 4, m — 2] 

contém algum ImAj(^'). 

On ainda, G 0_1(m — 1) se, e somente se, 

k 

ii)C G p| [{Ç' G Rn_1; ImAj^') > rn} U G R"-1; ImAj^') < rrz - 2}] 
j=i 

k k 

(zz)^ G |J [(ImAJ-^l-A-- 1, —k + 1])] G |J [(ImAj)-1 ([rzz - 4,m - 2])] 

j=\ i=i 

Agora lembrando que h-> ImAj(^') é contínua segue a mensurabilidade de 

— 1) e portanto de (p. 

Para cada fixo considere a reta Im£n = 0(£') no plano complexo da variável 

Em Im^n = 0(^/) temos 

1^(01 = cm-MO) 
j=i 

> lei Ilílme. - ImAj^')) 
j=i 

> \c\ (mmíllm^ - ImA^OI} ) > lcl- 

Consideremos agora a expressão 

u{x /(«) 

JR \J </>(Ç')=lmÇn -^(Ç) 
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onde / é a extensão inteira da transformada de Fonrier de / fornecida pelo Teorema 

de Paley-Wiener. Ainda do Teorema de Paley-Wiener temos: 

l/(í)l < c™(l + |Ç|)-V|Im£l;Çe C»,m= 1,2,... 

Observe que se Ç' G Rra_1, G C e Ç = (Ç', Çn) então 

líl — \/CÍ2 + • • • + ín-l + (Reín)2 + (Im^r,)2 > 

> v^ + ---+^-i + (Re^)2 

e |Im^| = |ImÇ„|. Logo, sobre ImÇn = 4>{^') vale 

r c h t^rrí. A 
1/(^,^)1 < 

(l + |Re£|)m (1 + (Re^|)m 

onde k é uma cota superior para er'^'" já que por definição |0(Ç')| < A: + 1. 

Seja = o + bi, assim em Im^n = = a + i(t>{Ç') 

u{x) 
,, ,f i <= 

= / f' ./R"-1 i-oo 
c2nix(£',a+i<t>((.')) i a + )) dfidÇ' 

P{?,a + i(f>{?)) 

uma vez que dÇn — da + idb = da + 20 = da. 

Chamando a de 

u{x) = / 
JM. J —oo 

onde Çn agora pertence a R. Assim, 

'wi-/R-/ 

27rix(g',Cn+»0(P)) d" )) jç JC' 

P^^n + im) ^ 

W.x„s, , 
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< 
Jw"1 J-c 

e-27r,T„^(í')|c|-l. Cmh 

(1 + \/^ + • • • + ^n-l + 
2\Tn dtnd? < 

/OO 
e 

•OO 

) l'-| ^ 
(1 + líl)" 

se m. é suficientemente grande, pelo Lema 1 (ver Apêndice). Assim u está bem 

definida. 

Além disso, quando derivamos em relação a ,r = (aq,..., xn) dentro da integral, 

estamos derivando apenas e27"xí e ganhando um multiplicador <?(£)) onde q é um 

polinômio em £. O mesmo tipo de argumento verifica que a integral resultante é 

absolutamente convergente. Logo u é uma função C00. 

Verifiquemos agora que u satisfaz a equação P{D)n = f. 

{P{D)u){x) = ^2 aaD
au{x) = 

\a\<k 

íí V aQ(27r^)-lQlaQ(e2^)4ix:^n^, = 
./R"-1 ./lmç„=0(í') ^ P{0 

M 

P{0 
dÇndÇ' 

L-L lmí„=0(í') 

Agora, observemos que para fixado teremos |/(Ç',^n)| < 
Cmk 

(1 + |ReÇ„|)m' 
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isto é, (/(£',£«)) —► o quando Re^„ 0. 

i 

r---<-  1 1 1 1 A
 1 1 l 

. 
J 

n
 

_ 
-<

£_
 .

 

1 r 
i L1 

A i 
1 

-a a Re 4 

Seja C o contorno do retângulo na figura acima. Pelo Teorema de Cauchy 

/ e2TO£/(í)dÇ„ = í e^mdín - f 
Jc Jlmt„=W)-a<R?Çr,<a J-a 

+ / e^/mn+ / e^/(O^n = 0. 
JCl JC2 

Fazendo o, —> oo teremos: 

e^/(0^n= / e^fiOdtn. 
./Imí„=^(ç') d-oo 

Logo, integrando mais uma vez, em R"_1, obtemos 

(P(D)u){x)= f <?"*}(€,<% = !(*) 
Jw 

conforme queríamos demonstrar.■ 

Iremos agora considerar a solubilidade local de L = P(D) no caso em que / 

é uma distribuição com suporte compacto. Será suficiente considerar o caso onde 

/ = <5 (5 de Dirac). 

28 

cm 1 2 3 4 unesp 

awatI W 
.1 12 13 14 15 16 17 18 



De fato, se. k é uma distribuição que satisfaz P{D)k = 6 então para toda f £ o , 

k * f é bem definida e 

P{D){k*f)= aaDa{k*f)= Y, aa{Dak*f) = 

|a|<m |Q|<m 

Y ^Dak\ *f = P{D)k*f = 8*f = f. 
|Q|<m / 

Definição 2.2.1 Urna distribuição k satisfazendo P(D)k = 6 é chamada de solução 

fundamental do operador diferencial L = P(D]. 

Vamos agora estudar o resultado mais importante deste capítulo; o Teorema 

de Malgrange e Ehrenpreis, cuja prova é uma extensão do argumento usado na 

demosntração do teorema anterior. 

Teorema 2.2.2 (Teorema de Malgrange e Ehrenpreis)Todo operador diferencial P{D) 

com. coeficientes constantes possui solução fundamental. 

Demonstração: Como no Teorema 2.2.1, tentaremos definir k pela expressão: 

k.{ *)=/./ 
.IR Jhnç„=<t>(C) 

A motivação para tal definição é a seguinte; 1 = 5= {P{D)k){Ç) = P{f,)k.{f) e 

portanto k{f) = {Pif,))^1 formalmente. No entanto, a integral acima pode divergir 

no infinito. Para contornar este problema, consideraremos um polinômio auxiliar 

dado por: 

Pm(Ç) = .PK) i + fc2^ 

i=l 
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onde m. é um inteiro positivo suficientemente grande, a ser escolhido posteriormente. 

Seja 

e^iPmiOr^ÇndÇ'. 
r 1 Jlmu=<t>{t') 

onde 0 é escolhida apropriadamente para o polinômio Pm. como veremos agora. 

Observe cpxe se Çn é raiz da equação l+47r2 ^ = 0 então = ± 

i=i 

e portanto, |ImÇri| > — > — -, para algum e > 0 fixado. 

2tt 

2tt 2(7r + e) 
Usando o mesmo raciocínio da construção de 0 no Teorema 2.2.1 podemos 

1 1 
construir 0 : 

2{tt + e)' 2(7r + e) 

até a parte imaginária de qualquer raiz de P(^', Ç„) é pelo menos 

tal que para cada a distância de 0(^') 

1 

Uma vez construída a 0, sobre a reta ImÇn = 0(^/) temos: 
2{k + l)(7r + e)' 

|e«)l = cllfé. ~ aj(í')) > Icini^-tove')! > 
j=l j=l 

> |c| í min |ImÇn — ImAj^'))^ > 
\l<j<k 

> lei 
1 

2{k + l)(7r + e) 
= Cl 

Assim, ÍPm(í)| = IPfâlIl+^^Çlr Scll + ^^^remlm^ =^(í'). 

j=l j=l 
Seja = a + bi. Em ImÇn = 0(Ç,), = a + i-H?)- Logo, 

km{x) = 
'lrnçn=0(ç') 

e^iPmif^n^dÇndlí' = 

= í m71-1 J-c 

027rtx(Ç',a+i^(Ç')) 
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Chamando a de escrevemos 

km(x)= í 1 r 
Jr J-oo 

e observamos que nesta última integral, ^ = {£', £„) G M". 

+ 20(0)1 ^ clll + 47r2(|^'|2 + + (20(^'))2)|m = 

= c1|l + 47r2|O2 + 47r2(^ + (z0(O)2)r 

Mas; 

|l + 47r2|02 + 47r2(^ + (#(0ni = 

= |1 + 47r2|^|2 - 47r2(0(O)2 + 87r2Çn(f>{C)i\ > 

>|l + 47r2|e|2-47r2(0(O)2|, 

onde na última passagem usamos \z\ > |Re2|. Logo, como (0(O)2 — 

temos: 

1 

4(7r + e)s 

1 - 47r2(0(Ç'))2 > 1 - 
TT" 

(tt + e)' 
= A > 0. 

Portanto, |1 + 47r2|^|2 - 47r2(0(^'))2| > A(1 + |^|2). 

Assim, |Fm(C',Çn + 20(^'))l > CiAm(l + l^l2)"1 e 

M*)l = í , T |e2'i'(s''í"+i,"í'"|| +Í0(Ç'))|"1 MWf < 
M"-1 J-oo 

02nxn(p{^) 
< 

se m > %. 

c1A
m(l + |^|2)' 
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Observe que na última integral xn está fixo e 0(^') é limitada e portanto pelo 
n 

Lema 1 Apêndice, a integral converge absolutamente se m> —. 

Derivando dentro da integral com relação a x obtemos nm polinômio em 0,..., 

com coeficientes dependendo de ${£,'). Uma vez que 0({') é limitada, os coeficientes 

do polinômio serão limitados. 

\Dae2-*ix(f,in+W))\ = (27ri)ÍQ||(Ç',Çn + ^(Ç/))Q|e27rx^(í') = 

' "O On I^TTXn <£(£') _ 
= (2Ir!)l"l|(çri|&+i0(í')rk 

= (ZjriJI-lKí')0'! 

onde a' = (cq,..., &„_!) G N"_1. 

Portanto. 

fc=o 

a2TVXn<t>{Ç') 

I fc=0 
io>2'"(4'-í"+ií<t',>i = C2i(f')a'i SE ( r 

onde C2 = (27rz)lQl. 

^TTXnHC) 

Fazendo C2 
k H{^)\an < 

! k=Q 
^Krr'! 

e2nxn<t>{£') < |(0Q'| < 

k=0 

< c^e2™"^ 1^1 < cQrie
2wXn^e) 1^1- 

\P\<H l/3|<2|a| 

Mas |^|<C3(l + |el2)w. 

I^l<2|a| 

Assim |£)®e27rír^''ín+í^'b| < c4e27r'T"^í^(l + |í|2)'Q' onde C4 = C3C0 
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Derivando sob o sinal de integração temos 

\D°km{x)\ < í í 
Jr"-1 J-oc 

;l-KXn(t>(Í') (l + |í|2)W 

< Cs 

\Pm{tí',tín + Í<t>{m 

í ^ e2^(í')(1 + 

JR"'1 J-OC 

—dÇndÇ' < 

onde C5 = c^j lX 
n 

Pelo Lema 1 (ver Apêndice), se m > |q| + — a integral definida por km converge 

absolutamente. Portanto km G C^m_1^_2(M"). 

Mostraremos agora qne Prn{D)km — 6. 

Tome (/? G C^0(Mn). Observe que o transposto de Pm{D) é Pm{—D). Então; 

< Pm{D)km,v >=< km,Pm{-D)íp >= 

í í r dr dí:>d 
JR" JR-1 J-oc Pm{tí', Çn + i^')) ^ ^ " 

Observe também qne 

í í Í e2^($'^n+^')) V^mv ~'rjy-' ' d£nd£ldx\ < 
Jw1 JR71'1 J-< * 

027ríx(í',ín+^(í')) P)^){x) 
PmiZ^n+i^'))' 

< Cj A 1 \ —rre 
tj n / ttt) n (i + líl2)" 

Aplicando então o Teorema de Fnbini teremos 

< Pm{D)km,íp >= 

' r e^i^'^4>{i'))pm(_D)<fi{x)dx ) dl^ndí! 

LI 

R..K',Ç„ + «#>«')) 

+#(?')) 

1 
Pm{D)e2mx^^+l^')^{x)dx ] dÇndÇ'. 

Mas pm(£))e27r"(í''í"+^')) = e^^^+^VPmiZ^n + iH?))- 
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Assim, 

-Pm (-D ) ^Vn: ^ — ri 
-1 J-oc JR" 

;2nix{£' £n+i4>{(, ))(p{x)dxd^nd^ = 

= Í Í Í e-2^' Ân+l'>>(e))ip{-x)dxd^nd^. 
JR"-1 J-oo JR" 

Seja ^ tal que iIj{x) = </?(—.t). Do Teorema de Paley-Wiener, a 

extensão de ^ a C" é inteira e satisfaz 

|^)| < cm(l + \z\rme^mz\ < cm(l + |RezIl|)
_mer'Imz'. 

Portanto, Cn+#(^/))l "^ 0 quando |Ç„| —> oo. Agora considere o contorno 

C abaixo: 

r---<  <  

i r i Li 

Usando o Teorema de Cauchy no cálculo de / Ü(í') £,n)d£, obtemos 
■Jc 

Cn + Çn)dÇn. 

Portanto 

< Pm{D)km,íp >= 4>{Ç',Çn + i(j)(Ç'))dÇndÇ' = 
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fii-OdÇ = V(0) =<6,<p> . 

Isto é, Prn{D)km = 6. 

Assim, 

= P{D) 

6 = P{D)\l + AK2YJD]]mkm = 

i=i 

d'1 d2 

1 + 47r (27rz) -2 
+ ...+ 

' ' dxi 

P{D)[\ — A]mA:m. 

km. 

Portanto, í = P(Z))(1 — A)mkm. Se colocarmos k = {1 — A)7"/^ teremos 

P{D)k = 6. Então k 6 a. solução fundamental de P{D). ■ 

2.3 Propriedade de Regularidade de Operadores 

Diferenciais 

Definição 2.3.1 Seja L = aa{x)Da um. operador diferencial onde aQ € C00. 

|Q|<fc 

L é dito hipoelíptico se, e somente se, para todo u 6 D', sing supp {u) C 

C sing supp (Lu). Isto é, L é hipoelíptico se, e somente se, para todo conjunto 

aberto Q C R" c toda u E TJ{kí), Lu G C00(r2) implica u G C00^). 

Exemplo 2.3.1 Seja L = 
d2 

dxdy 
em. R2. A solução geral da equação Lu = 0 e dada 

por u{x,y) = f{x) + g{y), onde f e g são funções C1 arbitrárias. Portanto L não 

é hipoelíptico. 

" d2 

O operador A = > ——^ é hipoelíptico. Isto será demonstrado no próximo 
^ oxf 

capítulo. 
i=\ 
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Observemos que se L é hipoelíptico então toda solução fundamental de L é uma 

função C00 em R" \ {0}. 

Veremos a seguir, que no caso de operadores diferenciais parciais com coefi- 

cientes constantes, isto será suficiente para hipoelipticidade. 

Teorema 2.3.1 Seja L um, operador diferencial parcial com. coeficientes constantes. 

Se alguma solução fundamental de L é de classe C00 em. R,l\{0} então L é hipoelíptico. 

Demonstração: Seja k. uma solução fundamental de L tal que k é C00 em R" \ {0}. 

Suponha que u e Lu € C00^) onde D C R" é um aberto. 

Para x e Í2, escolha e > 0 suficientemente pequeno tal que B{x, e) C Q. Escolha 

0 G C^f{B{x,e)) tal que 0=1 em D{x,^). Assim, usando a fórmula de Leibniz 

(Ver [8], página 4) temos: 

L(0w) = ^ aoDQ(0n) = ^ oQ(27rz)_'Q'0a(0n) = 
|a| <777, | a | < 777 

= 0a(27r?:)-|Q| f0aQn-f Y 
|a|<777 

= 0 Y (i.a{27ri) Mdau+ Y «a(27ri) |a| í Y í ^ j (^/J0)(5a ^u) | = <pLu + v, 
|o|<m V|3;/3^0 / 

onde v = Y, ««(STri)-'"' Y, (0/30)(0a-/3w)- 

|a|<m /9^0 

Observemos (pie v = 0 na bola B{x, |) uma vez que 0=1 em B{x, |) e as 

derivadas de 0 que aparecem na expressão de v, são todas de ordem maior on igual 

a 1. Assim podemos escrever 

k * L(0m) = k * {(j)Lu + v) = k * (j)Lu + k * v. 
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Agora, (j)Lu é uma função C^0(r2). Logo k * (J)Lu é C00. Também, k * v é C00 

na bola B{x, |). De fato, pela Proposição 1.2.2, sing supp(T *v) C supp (?;). Como 

v = 0 em B{x, |), B{x, |) fl supp(n) = 0. Assim o suporte singular de k * x> não 

intercepta B{x, |), isto é, k *v é C00 em B{x, |). 

Desta forma, k * L{(tm) é C00 na bola B{x, |). 

Mas k * L(0n) = Lk * (j)u = 8 * (jm = (f)u. Logo, (j)u é C00 em B{x, |). 

Uma vez que 0=1 em B{x, |), tt é uma função C00 em B{x, |). Como x foi 

tomado arbitrariamente em D segue que u G C00(f2). Portanto L é hipoelíptico. ■. 
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Capítulo 3 

O Operador de Laplace 

Neste capítulo veremos algumas propriedades e encontraremos soluções funda- 

mentais de um dos mais importantes operadores diferenciais, o operador de Laplace 
n ^ g2 

on Laplaciano A em M", definido por, A = 7 ttõ- Terminaremos com o estudo 
UXj 

do problema de Dirichlet para a equação de'Laplace quando Q è um semi-espaço. 

3.1 Solução Fundamental 

Nosso objetivo é encontrar a solução fundamental de A, isto é, queremos encon- 

trar a distribuição k tal que Ak = 6. Comecemos examinando o Laplaciano de uma 

função radial. Seja F{x) = /(r), onde r = |j:| e fé. uma função de uma variável 

real suficientemente derivável. 

Observando que 
dr x-i 

dx.j r 
= — temos 

n d2 

= E = E (/'(--í-T) = 
j=l J j = \ J 

= E(/>a+ 
j=i 

^ , fir) f'{r) 
r3 J = f"{r) + (n - 1) 

f'{r) 
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Agora, seja k{x) = /(r). Se k fosse solução fundamental de A teríamos que ter 

f"{r) + = 0 em (0, oo). 

Í'// N (n - !) r// N • . - /"(r) (n - !) Logo, / (r) = / (r), isto e, —— = . 
r J \r) r 

Integrando temos, 

f"(r).dr = / -í^dr. 
J f'{r) j r 

Assim, /'(r) = cor1-" onde c0 é uma constante. Integrando uma vez mais, 

teremos 

cir2~n + C2; n ^ 2 

/(O 
ci logr + C2; n = 2. 

Uma vez que constantes são soluções da equação de Laplace homogênea, 

assumiremos que C2 = 0. 

Assim, se F(.t) = |.t|2_" (n ^ 2) ou F(.t) = log |,x| (n = 2) esperamos que 

AF = cí para algum c 7^ 0. Desta forma, k = c_1F será a solução fundamental 

procurada. 

Teorema 3.1.1 Se F{x) = I-tI2-" em. M", n ^ 2, então AF = (2 ~n)wn6, onde wn 

é a área da esfera unitária no Mn. 

Demonstração: Para e > 0 defina Ff(x) = (e2 + l.rl2)-^-. Observe que Fe é uma 

função C00^"). Além disso, se <p E Co0(lR"), Ff0 —> F0 (pontualmente) quando 

e—^Oe \Ff(f)\ < const.|0| G L^R"). 

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Ver [1], página 

135), temos 

y F^ y F^, 
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isto é, < Ff, (f) >—+< F, (j) >, Vçí) G Co00 

Assim, F( —> F quando 6 —> 0 no sentido de distribuições. Ainda. 

< AFf,(/) >=< Ff, Aç!) >—>< F, A0 >=< AF, 0 > . 

Portanto, AFf —> AF no sentido de distribuições. Calculemos agora AFf. 

i=l J ^ J 

d 
= Z]^r((2-n)(e2 + lxl2) 5^) = 

j=i 

= ^(2 - n) [—n(e2 + \x\2) 2 + (e2 + |x|2) 2] = 

j=i 

= (2 — í?.)(e2 + |.T|2)~^_1ne2. 

Observe que 

|AFf(x)\dx = \2 - n\\ne2\ í 1 2 n+l
dx 

r Jw (fI A e )2 
< 00. 

Portanto AFf e L1 (M"). 

Note que, 

AF1^-j=(2-n) + 1 

———1 2 1 

n 

Logo, 

AFf{x) = (2 — n)(|.r|2 + e2) 2 ^.e2 = 

- (2 - n) 

isto é, AFf{x) = e-" AFi ^ —^ • 

+ 1 ne-" = e~nAF\ j , 
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Seja cp € C(j
0(IR"). Então 

< AFf ,ip >= f e nAFi f—) (p(x)dx = 
jRn v e ^ 

= í e_"AFi f—) <^(0 — x)dx = (AFe * (^)(0). 
JW v e / 

Como AF] é limitada e contínua, segue do Teorema (1.2.1) que 

< AFf, p > AFi{x)dxj (p{0), 

quando e ^ 0. 

Mas (p(0) = <f(0) =< 6, ip >, logo AFf — 

distribuições. 

Portanto, AF = (^J AFi(j;)d.T^ 6. 

Desta forma, resta calcularmos / AFi(x)dx. 
jRn 

/ AFi(x)dx 
JW 

6 no sentido de 

AF\{x)dx = n(2 — n) 1 (1 + |:r|2) 2 1dx = 

= n{2 — n)wn / (1 + r2) 2 V" ldr. 
Jo 

Fazendo r2 + 1 — s, obtemos: 

í AFi{x)dx = 7-^———wn í s 2 '(s — 1) 2 ds = 
JR" 2 J1 

v n 1 r>00 / 2~1 

= -n(2 - n)wn 1 s 2 (1-^1 ds. 

Agora, façamos — = a para obtermos, 
s 
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/ AFi(x)dx = 7-77(2 — n)wn í (1 — cr)2 lda = (2 — n)wn. 
Jr" 2 y0 

v 

Portanto AF = (2 — n)wn6 como queríamos demonstrar. ■ 

Teorema 3.1.2 áe F{x) = log |.t|, .t € R2, eníão AF = 27:6. 

Demonstração: A função log (;r| é integrável nnma vizinhança da origem e portanto, 

ela define nma distribuição em R2. 

Calculemos a distribuição AF definida por; 

< AF, (j) >=< F, A(/) >= / FA(j)dx = lim / FA(j)dx. 
f-*0 |x|>e 

Faremos uma mudança para coordenadas polares. Assim, 

/ F{x)A(j){x)dx — / log |.t:| A0(3:)c/.t = 
J\x\>f. J \x\>e 

/oo /»27r 
rlogr / A(f){r cosO.r Hm8)d0dr. 

Usando a fórmula do Laplaciano em coordenadas polares, temos, 

^ ^ '1 d [ d<i)\ 1 a20 
^ Açí>(r cos 9, r sin 6)d6 = + 

r2 dd2 dO 

1 f d í \ 
=-dr í r— / (f){r cos9,r sm9)d9 ) . 

r \ dr J0 J 

Uma vez que a função 0(rcosd,rsind) é periódica 

f 2n d2 ò dó. . dó. . 

I W" = ã 
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Assim; 

'\x\>e 

f00 l d f d í2n 

F{x)A(j){x)dx — J rlogi—^ ( r^_ J (t>{r cos9,rsm9)d0 ] dr 

d í>27r 
= —e\oge—^J (l){r cos9,r sin9)d9 + 

/>27r 

/ 0( 
Jo 

ecos9, esm9)d9. 

Aplicando o limite, quando e 0, temos: 

lim f F{x)A(j){x)dx = 0 + (j){0) f d9. 
e^0J\x\>e Jo 

on seja, 

lim / F{x)A(t){x)dx = 27rç!)(0). 
e^0J\x\>e 

Portanto, < AF, (f) >= 27r0(O) e AF = 2-1:6. 

Resumindo, os dois últimos teoremas afirmam: 

Corolário 3.1.1 Seja 

\x \(2—n 

k{x) = < 
(2 - n)wn 

1 

se n ^ 2 

2-1: 
log |.x| se n = 2. 

Então k é uma solução fundamental do Laplaciano. 

Demonstração: 

Ak = 
1 

(2 - n)wn 

(2 — n)wn6 — 6 para n ^ 2 

Ak = —27:6 = 6 
27: 

para n = 2.1 
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Corolário 3.1.2 A e hipoelíptico. 

Demonstração; Segue do Teorema 2.3.1, já que k é uma solução fundamental de A 

que é C00 em R" \ {0}. ■ 

3.2 O Problema de Dirichlet 

Nesta seção veremos o problema de valor de fronteira para a equação de Laplace, 

conhecido como problema de Dirichlet. 

Dado / G cK2, o problema consiste em encontrar uma função u tal que Au = 0 

em Q e u = f em dQ. 

Quando D é limitado e / 6 C{dQ) a imicidade da solução (se existir), é uma 

conseqüência do princípio do máximo (Ver [3], página 93). Não é uma tarefa fácil 

provar a existência de solução do problema de Dirichlet. O que faremos é resolver 

um caso especial, isto é, quando D é um semi-espaço. 

Consideraremos as seguintes notações: 

Substituiremos R" por R"+1 com coordenadas (aq,..., xn, t). Nosso Laplaciano 

d d2 

em Rn+1 será denotado por d? + A onde dt = --- e A = . 
^ oxA 
j=i J dt 

Assim, o problema de Dirichlet é o seguinte: 

Dado / em R", encontrar uma função u tal que 

{d2 + A)u(.t, t) = 0, xe R", t > 0 

u{x,0) = f{x); x G R". 

Afim de resolvermos o problema de Dirichlet, aplicaremos a transformada de 

Fourier na variável x, denotando-a por ou seja, 

ú{Ç '')= Í n Jr 

—2irix£ u{x, t)dx. 
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Se aplicarmos a transformada de Fonrier no Problema de Dirichlet obtemos 

{{d'f + A)wj(^í) - 0, em Rn x (0, oo) 
(3.1) 

fi(í,0) =/(?); emM". 

A solução geral de {d'f — 47r2|4|2)ü(Ç, t) = 0 é = fj.(^)e_27rlíl' + 6(^)e27r'í't. 

Impondo a condição inicial temos o(^) + ò(Ç) = /(O- 

Observe que ü define uma distribuição temperada em Ç se |o(Ç)l crescer no 

máximo polinomialmente quando ^ oo e \b{^)\ decrescer mais rápido do que 

exponencialment e. 

Por ser esta exigência em b um tanto forte, assumiremos que b = 0 e teremos 

portanto 

= n(Oe-27r|í|í 

/(O = "(Ó, 

ou seja, ü{Ç,t.) = /(Oe 

Agora, usando propriedades da transformada de Fonrier temos 

»«,<)=/(fl((f-2'M')te) = 

= [/ • 

e tomando a transformada inversa obtemos u{x,t) = (^f * [e-27"' '']^ (.r). 

Definindo Pt{x) = [e_27rl-'í](.r) temos u{x,t) = (/ * Pt){x). 

A função Pt é chamada Núcleo de Poisson para a região M" x [0, oo) 

No que segue, calcularemos Pt explicitamente. 

Pt{x) = 02nixÇ —2tt Wdç. 
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Tomando /3 = 27r|^|^ no Lema 2 (Ver Apêndice) obtemos: 

4jr2|Ç|2t2 
e OO —s '-2-'  

,-2.1^ = / 6 e^_43 ds. 

JO TTS 

Assim; 

Pt{x) = e í 2ivix£ f 
Jr" Jo 

oo -â _±l!í5I!£ e e 4= 
-dsdÇ — 

roo —s o 
e s-^#)2M2i 
v/tts 

{e-^—>"){x)ds. 

Agora, usando o Teorema 1.3.1 e a propriedade /(Ç) = /(—(;) obtemos 

Pt{x)= r^Lí^ 
Jo V718 \ 8 

00 --s fTTt2\ 2 _£N2 _n±i,_n r 
e í2 ds = n 2 t 

Jo 
" Jsi^ds. 

Pela propriedade (3) da Seção 1.5, 

pt(x) = tt" 2 rnr 
n + 1\ /1 + b |2 \ "2^" 

i'2 

=r i Tili ' 
{t2 + |.r|2) 

r? d-l 
2 

Portanto, Pt{x) — F ( —-í— ^ tt ^ 

/O I IO\ 1 

(t2 + |.r|2) 2 
< 

(t2 + \x\2) 2 

1 

Observe que 

X 2. n+l 
tn+1(l + - ) 2 

e pelo Lema 1 (ver Apêndice) 

1 
fn+\ 

(1+7 ) 2 

-dx < 00. 
n + l 
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Assim, Pt G L (M") e além disso Pt 6 L00(R"), pois 
1 

1 z 00 v n + l 
tn+l(l + - ) 2 

0 

quando x —> oo e é contínuo na variável x Ç M". 

Portanto e L1 fl L00, de modo que f * Pt está bem definida se por exemplo, 

/ € Lpi 1 < p < oo. 

Segue da construção de Pt ou de um cálculo direto que [(A + df)Pt]{x) = 0, 

logo Pt satisfaz (A + dt)Pt = 0 em R" x (0, oo). 

Assim, (A + dt){f * P<) = / * (A + dt)Pt = 0 para qualquer /. Além disso; 

Pt{x) = t-nP1(^) e í Pi{x)dx = Pi(0) = e_2irí'0' = 1. 
v í é JW1 

Logo, quando / £ LP(R"), 1 < p < oo o Teorema 1.2.1 garante que 

quando t —* 0, na norma do Lp; e quando / é limitada e contínua, f * Pt —> / 

uniformemente em conjuntos compactos de R" quando t > 0. 

Desta forma, 

lim u{x, t.) = lim (/ * Pt){x) = f{x), 
í—>0+ í—>0+ 

seja em LP(R") ou uniforme em compactos de R". Isto representa a condição de 

fronteira u(x, 0) = f{x) sendo satisfeita em ambos os casos. 

Resumindo, a função u{x, t) = (/ * Pt){x) é a solução do Problema de Dirichlet 

para o semi-espaço. ■ 

Observemos ainda que o Núcleo de Poisson Pt está intimamente relacionado 

com a solução fundamental kn+1 do laplaciano em Rn+1. De fato. 
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kn+l{x,f) = 

e assim, Pt{x) = 2dtkn+l{x,t). 

1 

(1 - n)wn+i 
\x\2 + f2) í:Vi 
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Apêndice 

Neste apêndice apresentamos e demonstramos dois lemas técnicos, que se fazem 

necessários para o desenvolvimento e entendimento deste trabalho. 

Lema 1 As integrais / (1 + \x\)~sdx e (1 + Ixf^^dx são convergentes se,e 
Jw mn 

som.ente se, s > n. Em, particular, 

í (1 + |x|2) ndx < tt". 
mn 

Demonstração: Note que: 

(1 + |:r|) 5 = (1 + 21.7:1 + |.t|2) 2 < (1 + \xf) 2 = 

= (1 + a:? ... + x2
n)-% < (1 + max a:2)"^ < 

1 <j < n 

<(l+.T2r^...(l+.7:2)-^. 

E o resultado segue do caso unidimensional. 

Em particular, temos 

*+00 pR /+oo pn 
(1 + x'2.)~1dxj = lim / (1 + x])~ldxj = lira (arctan.rj)^ 

R^OOJ_R fí-oo 

TT f 7r\ 
= lim arctan(i?) — arctan(—i?) = 77 — ( —— ) = tt. 

R—>oo 2 \ 2 / 
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Para s = 2n, ou seja, 2 = n tpmos: 

^n(l + |.'r|2) ndx </.../(l + x?) ^..(l + a?2) ldxi...dxn = 

= y (i + x2)-1... J (1 + .r2)"1^! ... dxn = tt". 

), 1 (1 + \x\'2)~ndx < tt" como queríamos demonstrar. ■ 
Jw1 

fC 
Lema 2 Quando /? > 0, e_/3 = / 

Jo 

Portanto, 

e e 4s 

1 í00 é^a 

Demonstração: Primeiro observe que cT^ = — j 2 ^ 

De fato. 

/oo gj/Ja çK eifiz 

—õ d<T = lim / -0 d-z. 
-oo 0" + 1 +1 

t/3z piPz 

O integrando, /{a) = ^ tv possui pólos simples nos pontos 

2 = ±í. 

Seja Cr o semi-círculo do semi-plano Im2 > 0, de raio i? e centro na origem. 

R 
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Supondo /? > 1, o contorno formado pelo segmento [—/?,/?], seguido de Cr 

contém o polo z = i, onde o resíduo de / é: 

Res/(í) = lim(z — i) 

Pelo Teorema do Resíduo temos: 

JP* .-13 

{z + i){z — i) 2i 

/R eiPz r eil3z 

-õ dz = / -5 dz = 
■R z +1 JcR 2+1 

2ni.- 
o-f3 

~2i 
= ttc -é 

1 
Por outro lado, é fácil ver que 1/(2)1 < 7-^ r. De fato, 

\z — 1 

(3.2) 

1/(^)1 = 
22 + 1 

|cos/32 + ísin/32l _ Vc:os2/?z + sin /?z ^ 1 ^ 1 

\z2 + l\ 2 + 1 |22 + 1| " Ul + l 

Assim, 

f ei,3z f eif}z' f 1 

/,TTT'2 £L ?+! I<'21 = L l<i215 

< 
|22| - 1 

|c?2| = 
1 

/ \d- 
JCh R -IJCR 

i(3z 
Isto mostra que lim 

f c 
lim / -r, dz = 

JcR 2+1 
0 pois 

nR tt 

n 

0 quando R ^ 00. 
TT 

Logo passando o limite em (3.2), obtemos: 
*4 

lim 
/?.—>00 

/R gifiz í-oo eipz 
-0 dz = / ^5 dz = Tre-'3. 

.R Z +1 J-00 2+1 

00 ei0z 

Agora, 

r-OO rR 
/ e-(a2+l)sds= lim / e-((72+l)sds= lim 

./o Jo 

-(<t2+1)S R 
1 

33 *00 l —((j -j- 1) / (T + 1 
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Portanto, 

i /•+00 i i r+00 r+00 

= - / e^-f—da = - é0a / e-(a +l)sdsda 
TT f + 1 TT J-OO Jo 

-I /•+0O /•+oo 
= i / / e~^a2+^sdcrds. 

^ ./() J —OO 

Fazendo cr = 27rK obtemos 

OO /'-j-OO 

-ÍLL 
jm^e-^^+V^TrdKds = 

/•OO /'4-oo /-OO 
2 / e-s / e^^e-^^dKds = 2 e-s{e-^4ns{-)2)){/3)ds. 

J 0 J—oo J 0 

Pelo Teor ema 1.3.2 temos 

/»-f-OO /'OO /• 
/ e-s (e~7r(47rs(')2) ){l3)ds = 2 e^iAns^h-^^ds = / 

Jo Jo Jo 

Portanto, e-"3 = 

00 e_se_ 47 

^ e_se_ 47 
ás.l 

ds. 
TTS 
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