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Guardar, guardar, guardar...
Guardar uma coisa ndo & escondé-la ou tranca-la. Num
cofre ndo se guarda nada. Em cofre perde-se a coisa a vista. Guardar

uma coisa é olha-la, fita-la, mira-la por admira-la, isto &, ilumina-la ou ser

por ela iluminado, estar acordado por ela, estar por ela ou ser por ela.

Antdnio Cicero
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Neste trabalho apresentamos diversos resultados
conhecidos sobre grafos hamiltonianos. Descrevemos condigdes
necessarias e condigbes suficientes para que um grafo seja hamiltoniano.

Dentre os grafos hamiltonianos, observamos como se

comporta a unido de vizinhangas para vertices ndo adjacentes com

distéancia maior ou igual a dois e estendemos esta observagdo para

grafos tracaveis.

Abstract

In this work we present several renowned results about
hamiltonians graphs. We describe necessary conditions and enough
conditions in order that a graph become hamiltonians.

From among the hamiltonians graphs, we notice how is
the conduct of the neighborhoods union for nonadjacent vertices with a
major or equal distance than two, and we understand this observation for

traceable graphs.
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1. INTRODUGAO

Apresentamos a seguir, em linhas gerais, uma breve
histéria da teoria dos grafos como um sucinto dos grafos hamiltonianos.

A teoria dos grafos nasceu por volta de 1736, com o
artigo de Euler, no qual resolvia o problema das sete pontes de
Konisgsberg. Apos este trabalho, por aproximadamente 100 anos quase
nada foi feito nesse campo.

No ano de 1847, G. R. Kirchhoff (1824 - 1887)

desenvolveu a teoria das arvores para aplicagdo em trabalhos elétricos.

Dez anos mais tarde, A. Cayley (1821 - 1895) usou as ér\'fores quando as

testou para a enumeracgao de certos elementos da teoria quimica.

Quase no mesmo periodo em que surgiram as teoria de Kirchhoff e
Cayley, A. F.Mébius e A. De Morgan trabalharam com o problema das
quatro cores, que continua em aberto até hoje. Por volta de 1859, o Sir
Willian Rowan Hamilton (1805 - 1865) inventou um quebra-cabega, feito
em madeira, constituido de um dodecaedro regular no espago euclidiano
de dimenséao trés, RS,(um poliedro com doze faces e vinte vértices, sendo
que cada face possui um pentdgono regular e trés arestas que se
encontram em cada vértice). Os vértices do pentadgono no R® foram
marcados com nome de vinte cidades importantes da época. O objetivo

do quebra-cabecga constituia em passar por cada uma das vinte cidades
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exatamente uma vez, utilizando como caminho as arestas do dodecaedro
(figura1.1). Acredita-se que esse quebra-cabec¢a foi vendido para um

empresario de jogos em Dublim.

FIGURA 1.1- Dodecaedro no R>.

Devido ao tal dodecaedro quebra-cabega nao ter sucesso

comercialmente, em virtude da dificuldade em manipula-lo, Hamilton, ao

invés do problema ilustrado no espago, reduziu-o para uma versdo

planar do jogo (figura1.2).
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FIGURA 1.2- Versao planar do quebra-cabega (no R?).

Este problema (quebra-cabega) deu origem ao estudo de
uma classe de grafos que leva o nome de grafos hamiltonianos.'” ¢ %

Nossa intengdo neste trabalho € apresentar algumas
definicbes e resultados relevantes conseguidos nos ultimos quinze anos,

pelos especialistas da area.

No capitulo 2 apresentaremos nog¢des basicas da teoria

dos grafos, usando a terminologia de Bondy® e Berge® e, quando

necessario, convencionaremos algumas notagbes que estaremos
utilizando.

No capitulo 3 comentaremos os dois resultados mais
importantes que tratam dos grafos hamiltonianos sendo eles: o teorema
de Dirac e o teorema de Ore, ambos seguidos de ilustragdes.

Existem grafos que verificam as hipoteses do teorema de

Dirac, mas nao as hipoteses do teorema de Ore, assim como existem os
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que que verificam as hipéteses do teorema de Ore, mas n&o as de Dirac;
em outras palavras, existem grafos que sdo hamiltonianos sem verificar
as condi¢des de Dirac, da mesma forma como ha grafos hamiltonianos
que nao verificam as condi¢des de Ore.

No capitulo 4 apresentaremos alguns resultados laterais
no sentido de que ha grafos hamiltonianos satisfazendo, somente
condi¢des necessarias ou condigdes suficientes, mas ndo ambas. Deste
modo na literatura consultada por nds, nao existe.uma condigao
necessaria e suficiente que possa garantir que um grafo conexo seja
hamiltoniano.

Se um grafo G = (V(G),E(G)) for hamiltoniano e S um
subconjunto ndo vazio de V(G), entdo o numero de componentes do
grafo (G-S) € menor ou igual a cardinalidade do conjunto S. Este
resultado da origem a um novo tipo de grafos: grafos t-resistentes, os
quais, tém ligacdo com os grafos hamiltonianos. Iremos, falar brevemente

também destes grafos.

No capitulo 5 apresentaremos a nogé&o de vizinhanga.

Para tal apresentagao iniciamos com o trabalho de Chvatal, que, a partir
da década de 70, foi estendido e estudado por varios autores com a
finalidade de obter caracterizagbes via vizinhangas para os grafos
hamiltonianos. Acreditamos que um dos primeiros foi Faudree et al.',

seguido por Fraisse®, Lindquester®, Jackson®*, Shen & Tian?.
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Esta sequéncia obedece aos estudos desenvolvidos por nés sobre os

topicos relacionados aos grafos de Hamilton.
Neste mesmo capitulo, apresentaremos, ainda, as
generalizagbes dos dois mais importantes teoremas que tratam da

existéncia de um ciclo hamiltoniano em grafos simples, a saber: o de

Dirac e de Ore.
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NOGOES BASICAS DA TEORIA DOS GRAFOS

Um grafo G consiste de um par de conjuntos ndo vazios,
(V(G),E(G)) , onde os elementos de V s&o vértices, enquanto os
elementos E s&o pares ndo ordenados dos elementos de V, chamados
arestas.

Denotaremos o grafo G=(V(G),E(G)) ou, simplesmente,
pela letra G. Algumas vezes simplificaremos, a escrita de V(G) e E(G),
denotando com V e E respectivamente.

Um grafo G=(V(G),E(G)) é trivial se E(G) € um conjunto

A cardinalidade de V(G), denotada por ]V(G) |, vem a ser
a ordem de G, enquanto a cardinalidade de E(G), isto é, |E(G)[ éo
numero de arestas de G.

Os grafos sdo assim chamados porque podem ser
representados graficamente.

Se u e v sdo vértices de G, entdo uma aresta e
representa uma linha que liga os vértices u e v, 0 qual escrevemos
e={u,v} ou e=uv.

Dada uma aresta e ={u,v} € E(G), os vértices u e v séo os
extremos de e, ainda dizemos que e incide nos vértices u e v, e

reciprocamente.
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Duas ou mais arestas sdo adjacentes se e somente se
tém um vértice em comum.

O grau do vértice v, no grafo G denotado por dg(v), € o
numero de arestas de G incidentes a v. Se ndo houver confusdo, ao invés
da notagdo dg(v), usaremos d(v).

Um vértice vde G é isolado se e somente se d(v)=0.

O menor grau entre os vértices de G é denotado por

8 (G). Analogamente, o maior grau entre os veértices de G é denotado por
A(G).

Um grafo G é simples quando n&o possui lagos e nem
duas ou mais arestas que unam o mesmo par de vértices distintos.

Um grafo G é k-regular, (k > 1), se e somente se todos os
vértices de G tem grau k.

Um grafo simples, no qual todo par de vértices é ligado
exatamente por uma aresta, € um grafo completo. Denotamos um grafo
completo por K,,, onde n € o nimero de vértices do grafo. -

Tomaremos como referéncia um grafo G a qualquer grafo
finito e simples. Contudo, em alguns casos frisaremos o fato de o grafo
ser simples.

Seja v um vértice arbitrario de G, entédo G - v é o grafo
resultante da remocgéo do vértice v a partir do grafo G, bem como de

todas as arestas incidentes em v.
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Seja e uma aresta arbitraria de G, entdo G - e é o grafo
resultante da remogéo da aresta e a partir do grafo G.

Um grafo € conexo se e somente se para quaisquer dois
vértices distintos existir uma cadeia (ver pag.16, §2) que os liga; caso
contrario, € desconexo.

Seja h um inteiro maior ou igual a 1. Um grafo G é
h-conexo, se h < x (G), onde x (G) € o menor inteiro positivo
(conectividade de G) que com a remogao de k (G) vértices de G, o grafo
resultante € um grafo desconexo ou ftrivial.

Sejam G e H dois grafos. H € um subgrafo de G ( e
escrevemos H c G), se e somente se V(H)cV(G) e E(H)c E(G). Se
pelo menos uma dessas inclusdes for propria, diz-se que H € um

subgrafo préprio de G e escreve-se Hc G.

Chamaremos de subgrafo gerador a um subgrafo conexo

de G que contenha todos os vértices de G.

Se H é um subgrafo de G diz-se também que G é um
supergrafo de H ou que G contém H.

Seja S um subconjunto ndo vazio de V(G). O subgrafo
de G, cujo conjunto de vértices € S, e o conjunto de arestas formado por
todas arestas de G, cujos extremos pertencem a S, € denominado o

subgrafo induzido por S, e denotado por G[S].
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Um subconjunto S de V(G), € um conjunto estavel de G,

se ndo houver dois vértices de S que sédo adjacentes em G.

Uma cadeia Q, € definida como sendo uma sequéncia
alternada de vértices e arestas do grafo G=(V,E), comeg¢ando e
terminando com vértices isto &: Q: Xy, (X1,X2), X2,(X2,X3), .-, Xiets (Xieet: Xic), X

Se Q contém k arestas de G, entdo Q tem comprimento k, e denota-se
por £ (Q).

Uma cadeia, cujos extremos sejam coincidentes, é
denominada ciclo.

Se o ciclo tem comprimento par ou impar, dizemos ciclo
par ou ciclo impar.

Se todas as arestas (mas ndo necessariamente todos os
vértices) de uma cadeia forem distintos, entdo a cadeia € uma trilha. Se
todos os vértices de uma trilha forem distintos, entdo a trilha vem a ser
um caminho. Em outras palavras, um caminho € uma cadeia cujos
vértices e arestas sdo distintos.

Um circuito € um ciclo tal que seus vértices e arestas nédo
se repetem. Neste trabalho, a nogdo de circuito sera usada, porém de

forma a ndo diferenciar os termos circuitos ou ciclos.
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Vizinhanga de um vértice u de um grafo G=(V(G),E(G)),

denotado por N(u), € o conjunto dos veértices adjacentes a u, isto é:

N(u) = {v| vu € E(G)}

Unido de vizinhanga de dois vértices n&o adjacentes u e

v, € o conjunto dos vértices adjacentesa u ouav.
Brevemente,
N(u) U N(v)={weV(G) | wueE(G) ou wveE(G)}.

Ve

FIGURA 2.1-Vizinhanga de vértices no grafo G.

Vizinhanga de vértice, usando como exemplo a fig. 2.1:
N(vq) = {va, Ve} ; N(v2) = {vq,v7,va} ; N(v3) = {vp,Va};
N(va) = {Va,v7,vs} ; N(vs) ={v4,Ve} ; N(Ve) = {Vs,v7,v4};

N(VT) = {V4=V6=V2}-
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Unido de vizinhangas de dois veértices ndo adjacentes,
usando a figura 2.1
N(vs) w N(v2) = {v4VeVy,V7Vva} ; V2 € Vs nao sao adjacentes.
N(vi) w N(vs) = {v,vgVs ; V4 € Vs nado sao adjacentes.
N(vq) v N(vq) = {va,VeVs,V7,Va} ; V4 € Vv, NA0 sd0 adjacentes.
A cardinalidade da unido de vizinhangas de dois vértices
nao adjacentes em um grafo G é a quantidade de vértices pertencentes

ao conjunto uniao.

Na figura 2.1, |N(vs) U N(v,) | = 5;

IN(vs) UN(vs)| =3 e |N(v;) UN(v;)| = 5.
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GRAFOS DE HAMILTON: ALGUNS RESULTADOS
CLASSICOS

3.1. INTRODUGAO

Neste capitulo trataremos de dois dos teoremas mais

importantes que tratam dos grafos hamiltonianos: o de Dirac e de Ore.

Resultados que achamos segundo a literatura consultada, como aqueles

que foram publicados pelas décadas de 50 e 60 respectivamente. Tais
teoremas caracterizam os grafos hamiltonianos, embora visando apenas
condigdes suficientes.

Um ciclo hamiltoniano em um grafo G=(V(G)E(G))

conexo € um ciclo I' que passa por todos os vértices de G, isto €,
£ ()= |v(@G)l.

Em um grafo G=(V,E) conexo, um caminho hamiltoniano
é definido como um caminho que intersecta cada vértice de G
exatamente uma vez. Em outras palavras, um caminho de Hamilton & um
caminho que contém todos os vértices de G.

Um grafo G conexo é um grafo de Hamilton ou

hamiltoniano se G possui pelo menos um ciclo hamiltoniano.
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Consideremos o grafo G hamiltoniano, com o ciclo
hamiltoniano I', e seja e qualquer aresta de I, entdo retirando esta
aresta o subgrafo resultante de G possui um caminho hamiltoniano
W =T- e. Queremos dizer que todo grafo de Hamilton possui pelo menos
um caminho hamiltoniano, mas a reciproca ndo € necessariamente

verdade, comforme observagao acima.

V3 V4 V3 V4

FIGURA 3.1a - Grafo FIGURA  3.1b Grafo
hamiltoniano com ciclo hamiltoniano com caminho
r:\f\‘,Vz,V3,V4.V5.V5,V7.V3,V9,V10,V1 W=T-e
Entretanto, se considerarmos, agora, o grafo conexo
F=(V(F),E(F)) com o caminho hamiltoniano W, e tomarmos uma aresta e
de F tal que e ¢ W, entdo o subgrafo W u {e} nao tera
necessariamente um ciclo hamiltoniano de F, conforme ilustracéo 3.2.
Por outro lado, se para o caminho hamiltoniano W de F,

o subgrafo W u {e} ndo for um ciclo hamiltoniano de F, neste caso o

grafo F é denominado grafo tragavel.
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FIGURA 3.2a Grafo de Petersen. FIGURA 3.2b Caminho W u {e} do
ndo hamiltoniano com caminho W de grafo de Petersen, ndo hamiltoniano.
Ham'“on. W = V1 ‘Vz|V3|V4IV5|VSIV?IV8!V91V1D'

3.2. GRAFOS COMPLETOS

Como todos os grafos completos sdo hamiltonianos,
surge uma questdo natural: todo grafo com n vértices e com numero

suficientemente grande f(n) de arestas sera hamiltoniano?

Um grafo tera possibilidade de ser hamiltoniano quanto

maior for a proximidade de f(n) ao numero de arestas de um grafo
completo. Isto € o maior numero possivel de arestas em um grafo
conexo nao garante a presenga de um ciclo hamiltoniano no grafo. Por

exemplo, o teorema de Dirac garante que um grafo com n vértices e

n
tendo no minimo — arestas incidentes em cada vértice € hamiltoniano.
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No entanto, este grafo n&o tem maior numero de arestas, pois o grau de

cada vértice é estritamente menor do que n -1.

Por outro lado, um grafo hamiltoniano com n vértices e

1+——-(' = 1)2("_2) arestas pode ser obtido a partir de um grafo completo H

sobre n -1 vértices pela adi¢gdo de um vértice extra e fazendo este vertice
adjacente a um unico vértice em H. De fato, este grafo tem um numero
bastante grande de arestas entre todos os grafos n&o hamiltonianos com
n vértices.

Sequéncia grafica € uma sequéncia finita e nao
decrescente de numeros inteiros positivos que tenha uma
correspondéncia biunivoca com a sequéncia dos graus dos vértices de

um grafo conexo G.

Teorema 3.2.1 Se G € um grafo com sequéncia de grau

dy,dy, ... ,dp (p23) tal que: dy <k < %p = dyp 2 P -k, para cada k, entéo

G é hamiltoniano.
DEMONSTRAGAO
Suponhamos que ndo haja um grafo hamiltoniano G cuja

sequéncia de graus verifica

dksk<%p:>dp_k2 p-K,
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Dai G estar contido em um grafo- maximal nao
hamiltoniano G*, isto &, se acrescentarmos uma nova aresta {a,b} a G*,
entdo G* U {a,b} sera hamiltoniano e também a sequéncia de graus de G*
satisfaz ( 1).

Tomemos u e v, dois vértices ndo adjacentes em G* tal
que d(u)+ d(v) seja tanto maior quanto possivel e d(u)< d(v).

Desde que G* € um grafo maximal ndo hamiltoniano com
extremos u e v, isto é, pela escolha de G*, u=uy,u, ... Uy =V

Definamos os conjuntos : S= {i: u u;,; € uma aresta de G* }
e T={i: uy; v & uma aresta de G* }.

Se ndo existe j e S N T, por exemplo, tomemos j = 5 (veja

figura 3.3)

us Us=i uz

FIGURA 3.3

Desdeque j=5¢S=>uu,eG'e

j=5¢T=>uyv=usve G* -

Se existe j € ST, por exemplo j=5 = uuj,1=u;us €G* e

uv= usve G*.
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uz
u=u
Us U114

Us

FIGURA 3.4
Entdo existe um ciclo @ Ujs,Us,U3z,Up, Uy, Ujeq=6,U7,Ug,Ug,Usg,Uq1,Uq2,Us COMO
mostra a figura 3.4.

Pela escolha de G*, este ciclo sera hamiltoniano, ja que
contém todos os vértices de G* contradizendo a nossa escolha de G*,

maximal .e ndo hamiltoniano, logo devemos ter SNnT=0. E também desde

que 2¢S, 3€S, u,, €T e u,,¢T, temos que SuTc {1,2, ... ,p-2,p-1}.

1
Portanto d(u)+d(v)=|S|+|T|< p e como d(u) <d(v), entdo d(u)<§ p.

Como SNT=Q, cada u; com jeS é um vértice nao
adjacente a v. Se d(y)>d(u), entdo d(v)+d(v)<d(uj)+d(v), o que
contradiz a nossa escolha, isto € d(u)+d(v) é tdo grande quanto possivel.
Portanto devemos ter d(u;) < d(u).

Assim ha pelo menos | S|= d(u) vértices cujos graus ndo

excedam a d(u).
I .
Fazendo k=d(u), temos d,< k<—2— p. Por conseguinte (por I)

do« 2 p-K , isto €, ha pelo menos k+1 vértices cujos graus séo pelo menos

p-k. O vértice u, tendo grau k, ndo pode ser adjacente a todos eles. Se
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existir um vértice w adjacente a u, com d(w) > p-k, 0 qual n&o é adjacente

a u, teremos d(u)+d(v)=d(u)+p-k=p = — p+-2~ p > d(u)+d(v). Que contradiz
O

a maximalidade de d(u)+d(v).

3.3. TEOREMA DE DIRAC

Ha teoremas na literatura sobre a existéncia de ciclos
hamiltonianos em grafos simples, sem duvida um dos mais conhecidos &
de Dirac, que na sequéncia, além de apresentarmos a demonstragao

também ilustramos.

Teorema de Dirac 3.3.1 (1952) Se G é um grafo simples

n
com n veértices (n=>3)ed > 5 entdo G é hamiltoniano.

DEMONSTRAGAO
Demonstraremos por absurdo. Isto &, supbnha que exista
um grafo G simples com estas condi¢gdes, mas ndo seja hamiltoniano, em

particular podemos assumir que G é um grafo maximal simples, mas nao

. . n
hamiltonianocom n>3e § 25.
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Desde que n > 3, entdo G ndo € necessariamente
completo. G completo e ndo hamiltoniano implica em um absurdo, pois
todo grafo completo € hamiltoniano. Portanto existem pelo menos dois
vértices u e v ndo adjacentes.

Pela escolha de G ( maximal ndo hamiltoniano ), o grafo
G+uv sera hamiltoniano (se G+uv néo for hamiltoniano, G ndo seria
maximal ndo hamiltoniano, contradizendo a nossa escolha de G).

Sendo G n&o hamiltoniano, entdo cada ciclo hamiltoniano
de G+uv deve conter a aresta uv. Assim, ha um caminho como mostra a
figura 3.5, com extremos u e v, isto é:

U=V Vo V3 Vs ... Vig ViVigt oo Vg V= W

FIGURA 3.5

Definamos os conjuntos : S= {v; |uvi,cE(G)}

T={v, | viveE(G)}. De onde veSuUT portanto | SUT|<n=|V(G)] .

Também ST=Q. Pois se 3 v, eSNT isto implica que

uvi,1€E(G) e viveE(G).
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FIGURA 3.6

Entdo G deve ter um ciclo: V4 V5 V3 ... Vi Vi Vi ... Vis2 Visg V, QUE passa por
todos os vértices de G. Dai a contradicdo da nossa suposi¢do de que G
nao & hamiltoniano. Portanto SAT deve ser vazio.

Sendo & =min {d(t) | t € V(G)}, logo temos que & < d(u)
e & <d(v), de onde vem que: 26 < d(u) +d(v).

‘A partir da definicdo dos conjuntos S e T temos que: S é
o conjunto de vértices que sdo adjacentes ao vértice u, dai |S|=d(u), e T
é o conjunto de vértices que sdo adjacentes ao vértice v, dai | T|= d(v).

Consequentemente 26< d(u) + d(v) e tendo em conta
que|SUT| <n=|V(G)|, temos que:

26 <d(u)+d(v) =|S|+|T|=|SuUT|+|SAT|<n

n
26<n = 6<—.
2

n
Mas isto contradiz a hipétese de que § 25.

Portanto, todo grafo que satisfaga as hipdteses do

teorema acima é hamiltoniano. O
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FIGURA 3.7 - Grafo hamiltoniano, satisfazendo as hipéteses do

teorema de Dirac.

3.4. TEOREMA DE ORE

Outro dos teoremas mais importantes que trata dos
grafos de Hamilton € de Ore. Surgindo no inicio da década de 60, como
uma generalizagao do teorema de Dirac.

Existem, na literatura, um excelente estudo comparativo,
assim como varias extensdes do teorema de Ore. Apresentamos de uma
maneira sucinta os mais relevantes, em especial, a generalizagéo, deste
teorema via vizinhanga, o qual citaremos no capitulo 5.

Teorema de Ore 3.4.1 (1961) Seja G=(V,E), com

|V|=n =3 um grafo simples com n vértices onde n >3.

Se d(u) + d(w) = n, para cada par de vértices nao

adjacentes, entao G é hamiltoniano.
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DEMONSTRAGAO
Suponhamos que exista um grafo G ndo hamiltoniano no
qual d(v) + d(w) >n, para cada par de vértices ndo adjacentes.
Podemos adicionar tantas arestas quanto necessarias em
G (de modo que ao adicionarmos exatamente mais uma aresta qualquer,

G tornar-se-a hamiltoniano).

Deste modo, deve existir um caminho v4,V,,V3,Vy, ... ,V,, NO

qual se inclui todos os vértices, mas para o qual os vertices v, e v, nao
sdo adjacentes (a adi¢do de uma aresta v,v,4 cria um ciclo hamiltoniano).

Desde que v, e v, ndo sdo adjacentes, temos:
d(v4) + d(v,) 2 n, isto é: d(v,) = n - d(vy).

Se d(v4) = r, entdo existe no maximo r vértices nao
adjacentes para v, incluindo o proprio v,

Consideremos agora os vértices adjacentes para v;,
sendo S o conjunto de vértices em um caminho.

Entado, S contém r vértices e v, ndo € um-dos elementos
de S. Podemos afirmar também que S deve conter um vértice v; que é

adjacente para v, entdo deve existir arestas unindo vy a v;,y € v; @ v,

como mostra a figura 3.8:
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FIGURA 3.8

O que nos permite escrever um ciclo hamiltoniano em
G: Vq V2 V3 ... Vj Vp Vg ... Visq V4 . Contradizendo a suposigdo que G néo é

hamiltoniano.

Esta contradigdo estabelece o teorema. O

FIGURA 3.9 - Grafo hamiltoniano satisfazendo as hipéteses do

teorema de Ore.

Entretanto, a figura 3.9 nao verifica as hipéteses do

teorema de Dirac. Analogamente, a figura 3.7 apresenta um grafo
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hamiltoniano verificando as hipéteses de Dirac, mas n&o verifica as de

Ore.

Teorema de Erddés e Chvatal 3.4.2 (1972) Seja
G=(V(G),E(G)) um grafo simples, k e q dois inteiros tais quek>2 e
0<qg<2.

Se o grafo G for k-conexo e se G nao contiver um
conjunto estavel com k-q+1 vértices, entdo para cada, subconjunto de
arestas F de G, Fc E(G), com |F|< g, o grafo G possui um ciclo

hamiltoniano que contém F.

A demonstracdo deste resultado aparece em Berge6.
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4. FECHO E ALGUMAS CONSEQUENCIAS

Neste capitulo apresentamos algumas condicdes
necessarias como também condigdes suficientes para que um grafo seja

hamiltoniano, mas ndo necessarias e suficientes.

4.1. CONDIGOES NECESSARIAS

Teorema 4.1.1 Seja G um grafo hamiltoniano, S um
subconjunto préprio ndo vazio do conjunto de vértices de V(G), e w(G - S)
o numero de componentes conexas do grafo G - S.

Entdo o numero de componentes do grafo G - S € menor
ou igual a cardinalidade do conjunto S; isto &,

w(G-8)< |S]
DEMONSTRAGAO

Pela hipétese, G &€ hamiltoniano. Entdo G possui um ciclo
hamiltoniano T ( ciclo que contém todos os vértices de G, isto é,

V(I') = V(G) ) veja figura 4.1.
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FIGURA 4.1

E x4Px, € um caminho hamiltoniano (retira-se a
aresta x;x, de ), isto &: x;Px, = I'- X4X,
Agorasendo S cV(G)= S c V(G).
Se |S|= conjunto unitario, por exemplo:
a) Se x, e X, sdo adjacentes = I'- S é conexo portanto
w(r-s)=1<|s|=2.
b) Se x4 e x, ndo sdo adjacentes = I'- S tem exatamente

dois componentes, portanto w (I'- S) = 15]=2

De um modo geral, se S for o conjunto formado de

elementos tomados alternadamente do caminho x,Px,, por exemplo,
entdo w(I'-S) =/ S|.

Alternadamente S = {Xy,X3,Xs, ... ,X,, Se n for impar}
qualquer outro caso, teremos w (I-S) <|S|.

Assim w (T-S) <| S|, qualquer que seja S = V(I).
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Ja sabemos que V(G) =V(I') => V(G)-S =V(I') - S.

Dai os numeros de componentes de V(G) - S serem os
mesmos que V(T') - S, isto é I'- S é um subgrafo gerador de G - S.

Portanto w(G-S)<|s|.O

COROLARIO 4.1.1 Todo grafo hamiltoniano & 2-conexo.

A inversa deste corolério é falsa.

FIGURA 4.2 - Grafo 2-conexo ndo hamiltoniano.

Seja G (V,E) um grafo, S um subconjunto préprio de V e
w (G - S) o numero de componentes conexas de G - S. Dizemos que G é

t-resistente sew (G-S) <t |S].
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Teorema 4.1.2 Se G ¢é hamiltoniano entdo G é
1-resistente.
DEMONSTRAGAQO

Se G é hamiltoniano entdo G possui um ciclo abrangente.
A retirada do primeiro vértice transforma este ciclo em uma cadeia, ndo
aumentando o numero de componentes conexas do grafo; a retirada de
cada veértice subsequente divide uma cadeia em duas, aumentando o
numero de componentes de uma unidade. As arestas que ndo pertencem

ao ciclo podem impedir esse nimero de aumentar. Assim para qualquer

Stemos w(G-S)( |s]. O

A reciproca do teorema acima é falsa, por exemplo, o

grafo de Petersen e a figura abaixo.

Wa

FIGURA 4.3 - Grafo 1-resistente ndo hamiltoniano.
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Teorema 4.1.3 Seja G um grafo de ordem n e sejam u e
v dois vertices quaisquer nao adjacentes de G tais que: d(u) + d(v) = n,
entdo G & hamiltoniano se e somente se G + uv for hamiltoniano.
DEMONSTRAGAO

Se G é hamiltoniano é claro que G + uv é hamiltoniano.

Para provarmos a reciproca, suponhamos que G + uv
seja hamiltoniano e G nao seja. Neste caso todo ciclo hamiltoniano de
G + uv contém a aresta uv. Logo existe em G um caminho hamiltoniano :
V4 Vo V3 ... V, COM V4=U € V,=V.

Sejam : S = { v, uviicE(G) } e T ={ v, v €E(G)},

entéo por hipéteses: |S| + [ T|=d(u) +d(v) > n.

Mas |S uT\<n , desde que v ¢ Su T, entdo existe um
k tal que u € adjacente para v,,4 € v € adjacente para v,. Entdo G contem

um ciclo hamiltoniano (veja fig.4.4):U=Vy Vi1 Vks2 --- Vo1 Va=V Vi Vi ... V2 V4.

Vk+1 Vk+2 Vk+a
—ff— 2 2

FIGURA 4.4

0 que contradiz a hipétese. O
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Os teoremas de Ore e Dirac resultaram como corolérios

deste teorema.

COROLARIO 4.1.1 (teorema de Ore). Seja G um grafo
simples de ordem n (n = 3). Se d(u) + d(v) > n para cada par de vértices

ndo adjacentes u e vem G, entdo G & hamiltoniano.

COROLARIO 4.1.2 (teorema de Dirac). Seja G um grafo

1
simples de ordem n (n > 3). Se d(v) > En para cada vertice v em G,

entdo G é hamiltoniano.

4.2. FECHO DE UM GRAFO

Motivados pelo teorema 4.1.3, Bondy e Chvatal definiram
o fecho de um grafo G como o grafo H tal que:

1) G € um subgrafo gerador de H.

2) dy (u) + dy(v) = n para todo par de vértices v e w nao
adjacentes em H.

O fecho ¢(G) pode ser obtido de G através de

procedimento recursivo, unindo dois vertices quando a soma de suas
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valéncias € no minimo n. Este procedimento de recursdo pode ser

efetuado em O(n") passos.

FIGURA 4.5 - Fecho de um grafo.

Teorema 4.2.2 Se G, e G, séo dois grafos obtidos de um
grafo G de ordem n, por unido recursiva de pares de veértices nao

adjacentes quando a soma de graus € no minimo n, entédo G, = G,

DEMONSTRAGAO

Seja e,€5 €3 ..., € f;, fp, f3, ..., fy @ sequéncia
de arestas adicionadas a G para a obtengdo de G; e G,
respectivamente.

Isto & suficiente para mostrar que cada aresta e; € uma

arestade G, (1 <i<j)equecada arestaf; € uma aresta de G, (1 <i<Kk).
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Assumimos o contrario. Entdo podemos assumir, sem
perda de generalidade, que para algum m satisfazendo 0 <m < j-1, a
aresta e..1= uv ndo pertence a G, ; desta forma e; pertence a E(G,) para
i <m. Seja G; o grafo obtido de G por adi¢éo das arestas ey, € €3, ... ,en.
Isto segue da definicdo de G;, que dgsu + dgzv = n. Assim G; < G,, temos
que dgou + dgpv 2 n.

Temos, aqui, uma contradi¢cdo, assim, desde que u e v
ndo sdo vértices adjacentes de G,, cada aresta e; € uma aresta de G, e

cada f; € uma arestade G;; istoé G;=G,.0

Teorema 4.2.3 G é hamiltoniano se e somente se ¢(G) é

hamiltoniano.

A demonstracao € uma aplicagao direta do teorema 4.1.3

Corolario 4.2.3 Seja G um grafo simples com o numero

de vértices > 3. Se ¢(G) € completo, entdo G é hamiltoniano.

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespmll 12 13 14 1% 16 17 18



4.3. CONDIGOES SUFICIENTES

Nesta secao, apresentamos alguns resultados que visam
apenas condicbes suficientes para que um grafo tenha um ciclo
hamiltoniano.

Usando o corolario 4.2.3, Las Vergnas ,em 1971, obteve
o seguinte resultado: |

Teorema 4.2.4 Seja G um grafo de ordem n >3 e o0s
vértices v; de G indexados arbitrariamente. Se:

1<i<j<n

i+j=n

d(v) <i dwo%dwpzn

d(v)) <j -1

Vi, v; € E(G)

entdo G é hamiltoniano.
DEMONSTRAGAO

Vamos provar que se a condicdo acima esta satisfeita, o
fecho de G ,que chamaremos de H & completo.

Suponha que H nao seja completo. Entdo, existem
veértices ndo adjacentes. Dentre os vértices ndo adjacentes de H, por

exemplo, v; e v tais que:
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(1) j seja o maior indice possivel e

(2) iseja o maior indice sujeito a condigao (1)

Como {v;, v;} ¢ E(H) temos que: (3) dy(v;) + du(vj)) <n -1.

As condigées (1) e (2) implicam que v; deve ser
adjacentes em H a todos os vértices v, com i<k <n e Kk ). Portanto,
(4) dy(v)) 2n -i-1. Por outro lado, a condigao (1) implica que v; deve ser
adjacentes em H a todos os vértices v,, com j< kK < n e portanto

(5) du(vi) =n -J.

A partir das condigdes (3), (4) e (5), temos:

dg(vj)) "=/ dy(v)) "< n*-“1Vdylv)) =" n*=1"-( n’- J)"="j="

da(v) S dy(v) s n -1 -(n-i-1).=1i.

Além dissoi+j>n. Do fato de (4) segue que

(4) dy(v)2n-i-1=>i2n-1-dy(v) ede

(5) du(vi) =2 n-j = j=n-dywv e, portanto,
i+ j2n-1-dyv) +n-dyv) =20 -1 - (du(v) + dy(v)) =
=2n-1-(n-1)=n =i+j2n

Resulta que dg(v;) + dg(v;) 2 n e ,portanto,

du(vi) + dy(vj) 2 n, o que contradiz (3).

Logo o fecho de G é completo, entdo G é hamiltoniano.O
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Envolvendo a nogdo de sequéncia de grau néo
decrescente, e usando o teorema 3.2.1, Chvatal obteve os seguintes

resultados para os grafos nao hamiltonianos.

Teorema 4.2.6 Seja G um grafo simples néo
hamiltoniano com n > 3, entdo G é grau majorado por algum C,,,, onde
m € 0 menor grau entre os vértices e n o nimero de vértices.
DEMONSTRAGAO

Seja G um grafo simples ndao hamiltoniano com sequéncia

de graus (d;,d,ds,...,d,), onde d; < d, < .. < d, e n >3. Entdo pelo

teorema 3.2.1, existe m < '2—’ tal que d,<m e d,,<n-m. Desta forma,

(dy, dp, d3, .. ,d,) €& majorada pela sequéncia
(m,...mn-m-1,..,n-m-1,n-1,...,n-1), com m termos iguais a
m, n-2m termosiguais a n-m-1 emtermosiguaisa n -1, e esta

ultima sequéncia € o grau da sequénciade C,,, .
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A seqiéncia(m, .. m,n-m-1, ... ,n-m-1,n-1, ..., n-1)
acima pode ser obtida, como por exemplo, com um grafo de ordem n=7

que é formado por um subgrafo trivial com m vértices, um subgrafo

completo com n - 2m vértices e um subgrafo completo com m vértices,

onde cada vertice desse terceiro subgrafo € ligado a cada vértice dos

outros dois subgrafos como mostra a figura 4.6 a seguir.

V1 V2 Vs

V1 V2
[ ] [ ]

Subgrafo trivial Subgrafo completo
com m vértices com m vértices

V4

Subgrafo completo
com n-2m vértices

FIGURA 4.6
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5. VIZINHANGAS:GRAFOS TRAGAVEIS E
HAMILTONIANOS

5.1. UNIAO DE VIZINHANGAS

De acordo com os artigos que consultamos, podemos
observar que a nogéo de vizinhanga foi introduzida por Chvatal (1972).

Esta nocgéo foi estendida e estudada por varios autores com a finalidade

de obter algumas caracterizagdes para os grafos hamiltonianos via nogao

de vizinhanga, que na continuagao apresentamos alguns resultados.

Consideramos o grafo G = (V(G), E(G)), o ciclo de maior

comprimento é denotado por .Z (G), a ordem de um caminho de maior

comprimento por p(G) e o conjunto de vértices adjacentes a um vértice u
por N(u). Se G ndao é completo, entdo NC(G) denota
min {| N(u) u N(v)| luv ¢ E(G),u # v}, no caso em que a distancia entre u
e vem G é igual a dois, NC2(G) denota min {|N(u) U N(v)| |uv ¢ E(G)
e dist(u,v) = 2}, se G é completo, temos NC(G) = n -1. Quando
|E(G)|>0, entdo NC'(G) denota min {|N(u) U N(V)|| uv e E(G) };
caso contrario NC'(G) = 0.

Na secbes 5.2 e 5.3 apresentamos o relacionamento
entre a cardinalidade da unido de vizinhangas de um par de vértices néo

adjacentes arbitrarios e varias propriedades hamiltonianas.
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5.2. RESULTADOS DOS GRAFOS TRAGAVEIS

Mencionaremos, agora, muito brevemente, alguns
resultados sobre os grafos tracaveis, em virtude de se relacionarem com
os grafos hamiltonianos, no sentido de que todo grafo hamiltoniano € um
grafo tracavel, porém, a reciproca ndo é verdadeira. Vide ilustragéo

abaixo.

FIGURA 5.1 - Grafo tragavel (Grafo de Hershel), com caminho

hamiltoniano W.

Apresentamos, na sequéncia, alguns dos resultados
sobre os grafos hamiltonianos e tragaveis, por meio da nogéo de unido de

vizinhanga de dois vertices ndo adjacentes.
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Teorema 5.2.1" Seja G um grafo 2-conexo de ordem

n > 3, se para todo par de vértices ndo adjacentes u e v

n-—1
NC(G) = , entdo G é tracavel.

4

FIGURA 5.2 -Grafo 2-conexo, com caminho hamiltoniano W.

Teorema 5.2.2°° Seja G um grafo 2-conexo de ordem n.

2n—35 _y _
NC2(G) > 3 , entdo G é tragavel.

"4

FIGURA 5.3 - Grafo 2-conexo.
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Teorema 5.2.3" Seja G um grafo 2-conexo de ordem

n > 3, se para todo par de vértices ndo adjacentes u e v

NC(G) > 2"3'1 entdo G & hamiltoniano.

Vide ilustragao (figura 5.4):

U e

FIGURA 5.4 - Grafo 2-conexo.

Corolario 5.2.1 Seja G um grafo conexo de ordem n > 3,

se para todo par de vértices ndo adjacentes u e v

2n—2 - )
NC(G) = 3 , entdo G é tragavel.
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Vide figura abaixo:

FIGURA 5.5

5.3. GRAFOS HAMILTONIANOS VIA VIZINHANGCAS

Teorema 5.3.1 Seja G um grafo 3-conexo de ordem

n > 3, se para todo par de vértices ndo adjacentes u e v

n
NC(G) > ? entdo G é hamiltoniano.
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FIGURA 5.6 - Grafo 3-conexo.

Teorema 5.3.22 Seja G um grafo de ordem n e
conectividade k. Suponha que exista algum t, t <k, tal que para todo
conjunto independente S < V(G) de cardinalidade t

N t(n—-1)

NC(G)
t+1

, entdo G é hamiltoniano.

Corolario 5.3.1 Seja G um grafo k-conexo de ordem n.
Se existe algum t, t < k+1, tal que todo conjunto independente S de

cardinalidade t

in |
INC(S)| > —1, entdo G é tragavel.
t+1

Teorema 5.3.3 ° Seja G um Grafo 2-conexo de ordem n e

NC2(G) = 3 entdo G é hamiltoniano.
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u

FIGURA 5.7 - Grafo 2-conexo.

Teorema 5.3.4 Seja G um Grafo 3-conexo de ordem n.

2n
NC2(G) > 3 entdo G € hamiltoniano.

FIGURA 5.8 - Grafo 3-conexo.




TEOREMA 5.3.5% Se G é um grafo 2-conexo de

ordem e com

n+3 ; I :
NC(G) > 5 entdo G é hamiltoniano, ou G é um

subgrafo gerador de um dos seguintes grafos ndo hamiltonianos:

(a) Kx+(Kyu Kqu K), onde p,q,r > 1.

(b) K+HKiu KyuKuT),ondepgr=>2eTeéo
cohjunto de arestas de um tridngulo contendo exatamente um vértice de
K Ko ke

C) Ky uKUK UTyUT, ondep,q,r>3e TyeT;sao
conjuntos de arestas de dois tridangulos disjuntos pelo vértice, cada um
contendo exatamente um vértice de K, K, e K;.

Nos casos acima o sinal de adi¢do denota a unido de dois
grafos, onde (a), (b) e (c) sdo denominadas trés familias de grafos

excepcionais.

/

"4

U s

FIGURA 5.9 - Grafo 2-conexo.
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Teorema 5.3.6 Seja G um grafo 3-conexo de n

vértices tal que

n+
NC2(G) > > entdo G & hamiltoniano.

FIGURA 5.10 - Grafo 3-conexo, satisfazendo as hipoteses do

teorema 5.3.6.

Conjectura 5.3.1 Seja G um grafo 3-conexo de n

vértices tal que NC2(G) > Entdo G é hamiltoniano ou G € o grafo de

E
o

Petersen.

FIGURA 5.11 - Grafo 3-conexo.
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FIGURA 5.12 - Grafo de Petersen.

Conjectura 5.3.2 Seja G um grafo 2-conexo de n

vertices tal que

NC2(G) = —. Entao G é hamiltoniano ou G é o grafo de

n
2

Petersen ou G é um subgrafo gerador de uma das familias (a), (b) e (c)

do teorema 5.3.5.

u

FIGURA 5.13 - Grafo 2-conexo.
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Teorema 5.3.7 ¥ Seja G um grafo 2-conexo de ordem n e

n+3 f : IRA
NC2(G) = ! entdo G €& hamiltoniano, ou

GéK,uKyukuTyuT; paraalgump, g, r 2 3, comp+q+r=n,ou
G é um subgrafo gerador de um grafo em uma das familias (a) e (b) do

teorema 5.3.5

FIGURA 5.14 - Grafo 2-conexo.

Corolario 5.3.2 Seja G um grafo 3-conexo de ordem n e

n+3 } ) o
NC2(G) = 7 entdo G é hamiltoniano.

FIGURA 5.15 - Grafo 3-conexo.
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5.4. GENERALIZAGAO DO TEOREMA DE DIRAC

Dirac provou que se todo vértice de um grafo G de ordem

n
n (n > 3) tem grau maior ou igual a E entdo o grafo G € hamiltoniano.

Esse resultado foi generalizado por Faudree et al.®,
usando o fato de que se a unido das vizinhangas de cada par de vértices

de um grafo G, 2-conexo de ordem n suficientemente grande, tem pelo

B = " 3 .
menos 5 vertices, entdo G & hamiltoniano.

Observacao: A frase “de ordem n suficientemente grande”
toma, aqui, a referéncia de que n deve ser maior ou igual a 11, em vista
de que o grafo de Petersen de ordem n = 10 verifica as hipoteses da

generalizagéo do teorema de Dirac, como segue.

Teorema 5.2.1 *° Seja G um grafo 2-conexo de ordem n

que satisfaz a condicdo NC(G) = —, entao para n suficientemente grande

i
2

G é um grafo de Hamilton.
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5.5. GENERALIZAGCAO DO TEOREMA DE ORE

Além de esclarecer a conjectura 2 de Jackson®,
Broersma et al. generalizaram o teorema de Ore da seguinte forma:

Teorema 5.3.1 ' Se G é um grafo 2-conexo de ordem n

e NC(G) zg-, entdo G € hamiltoniano, ou G é o grafo de Petersen ou G €

Gn o #no Y.
As Classes &, , #, e 4, séo definidas. Para inteiros

positivos n e |, Kn(e) denota a classe dos grafos de ordem n consistindo

de trés grafos completos disjuntos, onde cada um dos componentes tem

ordem no minimo i, isto é:

2, = (KKK, |p+atr =npq, r2 ).

¢n* denota a familia de todos os grafos de ordem n, no

: - )
qual pode ser obtido como uma unido de K, e um grafo em X, "_ o. ?‘n*

denota a familia de todos os grafos de ordem n, no qual pode ser obtido
x (2 o
da unido de K; e de um grafo Hem X, z- 4 por adicionar arestas de

um tridngulo entre trés vértices para diferentes componentes de H. ﬂn*
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denota a familia de todos os grafos no qual pode ser obtido de um grafo

H em K’nw por adicdo de arestas de dois triangulos de vértices triplos

distintos, cada qual contendo um vértice de cada componente de H.

Se H é um subgrafo geradorde G, H < G . Entéo:

7n=1G |G & 2-conexo, [V(G) =n e NC(G) = 7}

Gn:={G e 7, |G <G, paraalgum G, e n s
#,:={G e 7, |G <G, paraalgum G, e #, *},
9,:={G e 7, |G <G, paraalgum G,e 4, *}.

Todos os grafos em &, U #, U 4, nao sédo

hamiltonianos. Assim, o teorema acima implica que, a parte o grafo de

Petersen, os grafos de &, u #, U 4, sdo somente grafos n&o

hamiltonianos em 7.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Apesar da utilizagdo de novas definicdes para os grafos
hamiltonianos, como, por exemplo, unido de vizinhang;as‘de vértices ndo
adjacentes, t-resisténcia, etc. Na literatura que consultamos nao ha
nenhum resultado sobre grafos hamiltonianos que os caracterize por
completo, constituindo um conjunto de condigdes necessarias e
suficientes para assim caracteriza-los. Isto implica em dizer que nossa
preocupacgdo deteve-se, sobretudo, nas questdes tedricas, além do que
ndo encontrarmos resultado algum que pudesse vir a base para uma

elaboracao de um algoritmo.

Desta maneira, justificamos a nao utilizagdo da
computagao e da elaboragéo de algoritmos.

Acreditamos, no momento, que ha um vasto horizonte
para continuarmos pesquisando sobre estes grafos, justificando, assim,
nossa abstengdo na colocagdo de alguma aplicagdo concreta dos ciclos

hamiltonianos neste trabalho.
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