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Resumo

Neste trabalho, estudaremos as equacoes de Navier-Stokes em R™ e mostraremos a
existéncia de solugao global, quando a velocidade inicial ug(z) pertence ao espago LP-fraco
e tem norma suficientemente pequena. A analise da evolucao da solucao é realizada em
espacos funcionais de Kato-Fujita, invariantes pelo scaling de Navier-Stokes. Mostraremos
também que se uy(z) é homogénea de grau —1, as solugbes também sao invariantes por
este scaling, ou seja, elas sao auto-similares. Além disso, mostraremos a estabilidade
assintética das solugoes mild.

Palavras-chave: Equacoes de Navier-Stokes, LP-fraco, Espacgos de Lorentz,
Auto-similaridade.



Abstract

In this work, we study the Navier-Stokes equations in R™ and show the existence of
global solution, when the initial velocity ug(z) belongs to weak LP space with a sufficiently
small norm. The evolution of the solution is analyzed in function spaces with Kato-
Fujita type norms invariant by scaling of Navier-Stokes. We also show that if ug is an
homogeneous function of degree —1, the solutions are also invariant by that scaling, i.e.,
they are self-similar. Moreover, we show the asymptotic stability of mild solutions.

Keywords: Navier-Stokes equations, Weak L”, Lorentz spaces, Self-similarity.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos o problema de Cauchy para as equagoes de Navier-Stokes,
o qual é dado por

.
p(@—k(u-V)u) —vAu+Vp=0, emzxeR" t>0

ot
V-u=0, emzx €R” t>0
[ u(0,2) = up(x), em x € R”

As equagoes de Navier-Stokes descrevem o movimento de um fluido viscoso e incom-
pressivel em R", e que neste caso, nao esta submetido a nenhuma forca externa.

As fungdes u(t,z) e p(t,x) representam, respectivamente, o campo de velocidade
e a pressao do fluido no instante ¢ > 0 e na posigao = € R™, e wuy(z) representa a
velocidade inicial do fluido. A primeira equacao dada no problema de Cauchy representa
a conservacao do momento, e a segunda equacao representa a conservagao de massa
(condigao de incompressibilidade).

As constantes v e p > 0 representam, respectivamente, o coeficiente de viscosidade e
a densidade do fluido. Para os nossos estudos, vamos assumir por simplicidade que v =1
e p =1, ou seja, o nosso fluido é homogéeneo.

Assim, o problema de Cauchy para as equacoes de Navier-Stokes se reescreve da
seguinte forma

( %—Au—i—(u-V)u%—Vp:O, emzeR” t>0
V-u=0, emzeR" t>0 - (1)
( uw(0,2) = up(z), em x € R”

Para resolver tal problema, adotaremos o procedimento classico para analisar equagoes
diferenciais, ou seja, procuraremos por solucoes do problema em um sentido mais fraco,
de forma que a solugao do problema original também seja uma solucao no sentido mais
fraco. A solucao fraca, com a qual iremos trabalhar, sera a solucao mild.

E bem conhecido no meio académico que uma solugao completa para Navier-Stokes
(3D) ainda é um problema em aberto. Neste sentido, o estudo de solugoes auto-similares
é de grande importancia, pois fornece informagoes sobre propriedades qualitativas de
possiveis singularidades para o modelo.
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O principal resultado apresentado nesta dissertagao, baseado no artigo [1], é o teorema
de existéncia e unicidade de solucao mild global para a equacao de Navier-Stokes quando a
velocidade inicial uq possui norma suficientemente pequena e pertence ao espaco L"-fraco.
Além disso, este resultado permite-nos obter existéncia de solugoes auto-similares, se ug
for uma funcao homogeénea de um certo grau, que sera determinado pela relagao de escala
da equagao, bem como a estabilidade assintética das solugoes mild obtidas no teorema de
existéncia e unicidade.

Vale lembrar que uma vez que nos espacos de Lebesgue L™, nao ha qualquer fungao
homogénea de grau ¢ € Z, com ¢ # 0, em [1], O. A. Barraza estudou o problema de
Cauchy (1), com o dado inicial no espago L"-fraco, também conhecido como espago de
Marcinkiewicz, o qual contém as fungoes homogéneas. Os espagos de Lorentz, que serao
estudados no Capitulo 2, sao uma classe de espagos que contém tanto os espagos de
Lebesgue L™, quanto os espagos de Marcinkiewicz.

Esta dissertacao esta organizada em 3 capitulos e a seguir faremos uma breve descricao
do contetido de cada um deles:

No capitulo 1, sao apresentados alguns conceitos preliminares que servirao de alicerce
para a teoria que queremos estudar nos capitulos posteriores. Comecamos introduzindo
o conceito de funcao distribuicao, apresentando alguns resultados e propriedades. Tal
fungao serd til para definir os espagos LP-fracos e a funcao rearranjo.

Em seguida, munidos com a definicao de funcao distribuicao, definimos o que seriam
os espagos LP-fracos. Para continuar os estudos preliminares, apresentamos o conceito de
fungao rearranjo, e algumas propriedades e resultados envolvendo tal fungao, como por
exemplo a Desigualdade de Hardy-Littlewood. A funcao rearranjo também sera 1til para
definir a funcao duplo rearranjo.

Para finalizar o capitulo 1, definimos a funcao duplo rearranjo, demonstramos algumas
propriedades, e resultados envolvendo tal funcao, como por exemplo a Proposicao 1.3.6
que nos déd uma estimativa para o duplo rearranjo da convolucao entre duas fungoes
mensuraveis. Tal proposicao sera 1util na demonstracao da Desigualdade de Young na
Secao 2.3.

No capitulo 2, definimos os espacos de Lorentz L®% e a sua seminorma que envolve a
funcao rearranjo. Mostramos também que os espacos de Lorentz L®% contém os espacos
de Lebesgue LP, e que suas relagoes de escala coincidem. Serao apresentados alguns
resultados, como por exemplo, a Desigualdade de Hardy, que também serd utilizada para
provar a desigualdade de Young na Secao 2.3. Em seguida, com o auxilio da funcao
duplo rearranjo, definimos uma norma para o espaco de Lorentz, e mostramos que ela é
equivalente a seminorma definida anteriormente. Alguns resultados envolvendo tal norma
serao apresentados, como por exemplo, o Lema de Calderén, e a completude dos espacos
de Lorentz.

Em seguida, mostramos o Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz, que serda uma
ferramenta importante na demonstracao de que a k-transformada de Riesz é continua
nos espagos de Marcinkiewicz na Segao 2.4. Para finalizar os estudos sobre os espagos
de Lorentz, apresentamos as Desigualdades de Young e Holder generalizadas, que serao
muito utilizadas nos resultados centrais desta dissertacao (Capitulo 3).

Terminamos o capitulo, definindo o que seriam as k-transformadas de Riesz, e provando
que elas sao continuas nos espacgos de Marcinkiewicz, com a finalidade de mostrar, no
capitulo 3, que o Projetor de Leray P é continuo nesses espacos.
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No capitulo 3, comegamos a andlise do problema de Cauchy para a equacao de Navier-
Stokes. Com o auxilio do projetor de Leray, transformamos o problema de Cauchy (1),
no sistema equivalente,

( %—Au%—l@[v-(u@u)}zo, emz €R" t>0
V-u=0, emzxr eR" t>0 - (2)
L w(0,2) =up(x), V-uy=0, em z € R”

Feito isto, calculamos a solu¢ao do problema linear associado ao sistema (2). A solugao
encontrada, gera um semi-grupo S(¢) via convolugao com o nicleo de Gauss-Weierstrass.
Depois de encontrarmos algumas estimativas para o semi-grupo do calor, apresentamos a
formulacao integral do problema (2), que é dada por

u(t,x) = S(t)up(x) — /0 VS(t— s)P(u® u)(s,z) ds. (3)

Chamamos de solugao mild do problema (2), a solugao que satisfaz (3).

Na secao seguinte, apresentamos o scaling das equacoes de Navier-Stokes, definimos o
que seria uma solugao auto-similar, e mostramos que para se obter solugoes auto-similares
para o problema (2), precisamos que a condic¢ao inicial uy seja homogénea de grau —1.
Em seguida, definimos os espagos funcionais de Kato-Fujita, nos quais estudaremos a
equacao integral (3), e suas respectivas normas, que sao tomadas de modo que elas sejam
invariantes pelo scaling.

Na préxima secao, enunciamos o principal resultado deste trabalho, que é o teorema
de existéncia e unicidade de solu¢ao do problema (2). De fundamental importancia para a
prova deste teorema é o Lema Abstrato que é apresentado na sequéncia. Afim de aplicar
o Lema Abstrato, estimamos os termos nao linear e linear da equacao (3) e apresentamos
resultados de convergéncia dos mesmos. Tendo em maos essas ferramentas, no que segue,
demonstramos o teorema de existéncia e unicidade de solucao.

Para finalizar o trabalho, provamos o teorema de existéncia de solucao auto-similar, e
mostramos a estabilidade assintotica das solucoes mild dadas pelo teorema de existéncia
e unicidade.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

O objetivo deste capitulo é construir os alicerces deste trabalho. Iremos fixar notacao e
apresentar resultados elementares que serao utilizados nos demais capitulos. Comecaremos
por fixar o espaco de medida o—finita (X, M, u).

1.1 A Funcao Distribuicao e o Espaco L’—Fraco

Definicao 1.1.1 Se f é uma fung¢ao mensurdvel no espaco de medida fixado acima,
dizemos que a fungao Ay : (0,00) — [0, 00] definida por

Ap(a) = p({z € X - [f(2)] > a}), (1.1)

¢ chamada de fungao distribuicao de f.

Algumas propriedades interessantes sobre a funcao distribuigdo sao apresentadas a
seguir:
Proposicao 1.1.2 Se f e g sdo fun¢coes M—mensurdveis em X, entao

1. Ay € nao-crescente e continua a direita.
2. Se |f] < g, entdo Ay < A,.

3. Se |fn| cresce para |f|, entao Ny, cresce para Ag.

. Se f=g+h, entio \p(a) < A, (%) A (%)

Demonstragao: Seja E(«, f) = {z : |f(z)| > a}. Observe que se @ > 3, entdo para
todo z € X tal que |f(x)| > a, tem-se |f(x)| > B, o que implica que E(«, f) C E(B, f).
Ou seja, se a > 3, entao p(E(a, f)) < p(E (B, f)).

Portanto, concluimos que Ay é nao-crescente.

Mostremos agora, que As é continua a direita. Para isto, dado a € (0, 00), seja (e,)
uma sequéncia tal que g, decresce para 0.

Observe que, para cada n, E(a + &,, f) C E(a+ epy1, f), POiS €41 < &y, OU s€ja,
E(a+ ey, f)neny é uma sequéncia crescente de conjuntos. Além disso,

| Ela+en. f) = E(a, f). (1.2)

neN

12
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De fato, como E(«a + ¢, f) C E(a, f), para todo n € N, tem-se U Ela+en, f) C

neN
E(a, f). Para a inclusao contréria, seja z € E(«, f). Entao, |f(x)] > «a. Assim, existe

ng € N tal que |f(x)] > a + epy > @+ €ngt1, POIS €y > Engt1-
Logo, x € E(a+ €941, f), ou seja, x € U E(a + e, f). Portanto, (1.2) se verifica.

neN
Agora, utilizando a continuidade por baixo das medidas, tem-se

lim A\f(a+¢,) = hm M(E(a+5n,f (U E( a+€n,f)> = A (),

n—roo
neN

ou seja, Ay € continua a direita, o que completa a prova do item 1.

Agora, se |f| < |g|, entdo dado a € (0,00) tem-se |g(z)| > |f(x)| > «, para todo
x € E(a, f), ou seja, x € E(a, g).

Portanto, E(«, f) C E(a, g), e assim,

pE(e, )} < p{E(a, g)},Va € (0,00),

donde segue que Ay < Ay, e assim, fica provado o item 2.

Seja (| fn|) uma sequéncia crescente que converge para |f|. Assim, |f,| < |f|, para
todo n € N.

Entao, dado « € (0,00) tem-se |f(z)| > |fn(x)| > «, para todo = € E(a, f,), ou seja,
x € E(a, f). Logo, E(a, f,) C E(a, f), para todo n € N e, portanto,

U E(e. f2) € E(a, f).

neN

Agora, se € E(a, f), entao |f(x)| > a. Como |f,| — |f| de forma crescente, entao
existe 79 € N tal que |F(2)] > | fug(2)] > @, € assim, [f(2)] > [fp1(@)] > |foo(2)] > o
LOgO, LS E(CY, fn0+1)7 ou Sejau S U E(Oé, fn)
neN

Portanto, E(a, f) C U E(a, f,), donde segue que U E(a, f) = E(a, f).

neN neN
Como E(a, f,) é crescente quando n — oo, entdao pela continuidade por baixo das

medidas, tem-se

lim Ay, (o (a ) lim :UJ( o fn - (U E o fn> :M(E<Oz,f)) :)‘f<04>'

Além disso, como E(a, f,) C E(a, fuy1) C -+ C E(a, f), entao

M{E(O‘7fn)} S M{E(a7fn+1)} S e S u{E(avf)}7

ou seja, Ay, — Ay de forma crescente quando n — 00, o que conclui a prova do item 3.
Para a prova do item 4, considere f =g+ h e a € (0,00). Se x € E(q, f), entdo

a <[f(x)] = lg(z) + ()] < lg(@)] + [h(z)].
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Logo, temos duas possibilidades, ou % < lg(z)| o

CI\DIQ

ou — < |h(z)|, donde conclui-se que
x€E<2,g>oum€E( h> ou seja, xe(E(% )

£ (31))
T <<2> £ (30))
o) 0 (8 (50) 08 (30)) < (8 (30)) (5 (50)-

Portanto, tem-se Af(a) < A, (%) + A\ (%) :
]

Exemplo 1.1.3 Para o melhor entendimento da funcao distribuicdo, neste exemplo va-
mos apresentar cdlculos formais de Ay, em que f é uma funcao simples.
Seja f uma fungdo positiva e simples, definida em X da forma

i=1

em que 0 < a, < ap—1 < - - < ay e os conjuntos B; = {x € X : f(z) =a;},i=1, ---n,
sao disjuntos.

Se a > ay, entio Af(a) = p({x € X : |f(z)| > a}) = 0. Agora, se ay < a < a, entao
{2 € X /(@) > a} = By, ou seja, A(@) = pu(Fy).

Analogamente, se az < a < ag, entio {x € X : |f(x)| > a} = E; U E,, ou seja,
Ap(a) = p(Er U Es) = p(Ey) 4 p(Es).

Continuando o processo, obtém-se

= Z CiX[ai+17ai) (a>
i=1

em que C; = Zu ci=1,---,n, eap :=0.
7=1
Os grdficos 1.1 e 1.2 representam respectivamente, a funcao simples e a distribuicao

da funcao simples.

Agora, vamos supor que A¢(a) < oo, para todo a > 0.
Pelo item 1 da Proposi¢ao 1.1.2, A define uma medida de Borel negativa v em (0, 00)
definida por
v((a,b]) = Ap(b) — Ap(a), ¥ a,b> 0.

Podemos portanto, considerar a integral de Lebesgue-Stieltjes

/ga ANy = /cp dv
de uma fungao ¢ em (0, 00).

O seguinte resultado mostra que a integral da fungao |f| em X pode ser reduzida a
uma integral de Lebesgue-Stieltjes.



1.1 A Funcao Distribui¢ao e o Espaco LP—Fraco 15

ady iz s iy oL

Figura 1.1: Fungao simples Figura 1.2: Fungao distribuicao

Proposicao 1.1.4 Se A¢(«o) < 0o para todo oo > 0 e ¢ € uma fungao Borel mensurdvel
nao-negativa em (0,00), entdo

[eeltlan==[" (@ ra.
Demonstracao: Se v ¢ a medida negativa definida acima, através de As, tem-se
v((a,b]) = Ap(b) = Asla)
= u({z: [f(@)]>0}) —pu({z: [f(2)] > a})
= | @] > a}) = p({z: 1f(@)] > b})]

= —,u({m (@) > af\ Az | f(z)] > b})

= —pu({z:a<|f(z)] <b})
= —u (/17" ((a,0])) .

Pelo Teorema de unicidade da extensao, (veja [5]), segue que v(E) = —pu (|f|71(E)),

para todo conjunto de Borel E' C (0, 00).
Note que, se ¢ é simples, entdao po |f|(x) = > a; X, (

f(@)]) = > ai&jg-1m,)(x), pois

1 sl
X, (|f(2)]) = {() . ose |f(z)| € (E)°

_ { 1, sexelf| '(E)
0, sexe(|f[H(E))

= X1 (2)-

Logo,

/X colfldy = Y auw (fI7N(E)) = =3 aw(E)
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Mostremos agora o caso geral. Uma vez que dada uma uma fungao ¢ mensuravel,
existe uma sequéncia crescente (¢, ) de fungoes simples que convergem para ¢, entao pelo
Teorema da Convergéncia Mondtona, tem-se

o0 o0
/ pol|f| du= lim / opol|f]dp = lim —/ on(a) dAf(a) = —/ o(a) dhs(a).
[ |

Estamos particularmente interessados no caso em que ¢(a) = o, na Proposigao 1.1.4.

Note que isto nos leva a
[1srdu== [ o arsa)
0

Utilizando-se formalmente integracao por partes no lado direito da igualdade acima,
obtém-se uma forma mais util para nossos propositos:

/Ifl” dp :p/ooo o’ A s (a) da.

Note que a validade do célculo formal realizado acima nao é clara, a menos que
saibamos que a?Af(«) = 0 quando @ — 0 e @ = oo. No entanto, o resultado a seguir
mostra que a conclusao é correta.

Proposicao 1.1.5 Se 0 < p < oo, entao /|f|p du :p/ a? I\ (a) da.
0

Demonstracao: O caso em que Af(a) = oo, para algum a > 0 é imediato, pois ambas
integrais sao infinitas.

Suponhamos entdo, que para todo a > 0, Af(a) < oo e f é uma funcdo simples.
Assim, s ¢ limitada quando a — 0, e se anula quando « ¢ suficientemente grande, ou
seja, aPAf(a) — 0 quando @« — 0 e @ — oo. Portanto, a integragdo por partes fica
justificada neste caso e a igualdade desejada é obtida.

Para o caso geral, seja (g,) uma sequéncia de fungoes simples que converge para |f]|
de forma crescente. Assim, para qualquer n € N, tem-se

/Ignlp dp =p/ a’lh, da.
0

Como |gy,| cresce para |f]|, pelo item 3 da Proposigao 1.1.2, segue que A, cresce para
Ar. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Monétona, tem-se

J1srdu= i [lgup au=plim [~ a7 (@) da=p [~ As(a) da.
0 0
[ ]

Definiremos agora, um importante variante dos espagos LP que aparecem com grande
frequéncia na literatura.



1.1 A Funcao Distribui¢ao e o Espaco LP—Fraco 17

Definicao 1.1.6 Para cada 0 < p < o0, definimos o espaco LP—fraco como sendo o
conjunto de todas as funcoes f mensurdveis em X, tais que

[flp = (Sup of )\f(a)); < oo.

a>0

Observacao 1.1.7 Vale lembrar que | - |, ndo € uma norma, pois a propriedade da
desigualdade triangular nao é valida. Porém a sequinte desigualdade € vdlida:

F+ gl <2 (12 +[g2) 7.

De fato, pelo item 4 da Proposi¢ao 1.1.2, obtém-se

eay = (super Af+g<a>);

a>0

st (4 (5) + 2 (3))]

sup o Ay (2> +supa? A, %)

La>0 a>0

k
= [z (s (5) 2 (5) +s ( ?“ (5 >)]

Q
2
_ 2<supﬁp )\f(ﬁ)+supﬁp)\ ) em qwﬁ—%)

B8>0 B>0

|=

IN

IN

= 2(fl5+ k)"

Analisaremos agora a relacao entre o espago LP e o espaco LP—fraco.
Por um lado, tem-se L? C LP—fraco e [f], < || f]|,- De fato, para o > 0, pela
Desigualdade de Chebyshev, ver [5, pg. 185, teorema 6.17], obtém-se

o) = e 1) > ) < ] owsci, 300 <

171

oP

Desta forma, segue que sup a”As(a) < || f||}, donde conclui-se que
a>0

= (swperaste)) < 17
Assim, dado f € LP, pela desigualdade acima, tem-se

[f]p < Hf”p <09,

ou seja, f € LP—fraco.
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Por outro lado, nem toda funcao do espago LP—fraco pertence ao espaco LP. De fato,
1
seja f(x) = 2~ » definida em (0,00), (com a medida de Lebesgue). Note que,

{z: [f(@)] > a})
<{x LaTE > a})
({z: 27" > a?})
(f

x
Tz <a})
>

Ar(a) =

S = =T T =

Logo,

A
S AL

a>0 a>0

du:/ b du
0

Observagao 1.1.8 Neste trabalho consideraremos os espagos LP— fraco em que X = R",
ou seja, LP(R™)—fraco, denotados por LP>)(R™), ou simplesmente por LP>).

O espaco L'»>) tem a vantagem de ser uma das extensoes mais naturais de LP que
contém funcoes homogéneas de grau —1. E esta é a chave para resolver o problema de
existéncia de solugoes auto-similares das equagoes de Navier-Stokes em um sentido espe-
ctal que serd explicado posteriormente.

fly = (Supozp)\f(oz)) :(Supapa_p) =1 < 0.

Portanto, f € LP—fraco. Porém,

P o —1|P
sl = [ ]
0

que diverge, donde conclui-se que f ¢ L?.

1.2 A Funcao Rearranjo

Para cada fungdo M —mesurdvel f, associaremos uma fun¢ao f*, definida em (0, 00),
chamada de rearranjo nao-crescente de f. O objetivo desta se¢ao é discutir propriedades
da fungao rearranjo, as quais serao de grande utilidade no decorrer deste trabalho.

Definicao 1.2.1 Seja f uma fun¢ao M-mensurdvel em X. A func¢dao rearranjo de f é
uma aplicagao f*: (0,00) — [0,00], definida por

f () =inf{a > 0: A\p(a) < t}.

Vamos usar a convengao inf) = co. Assim, se Af(a) > t, para todo a > 0, entao
f*(t) = co. Se assumirmos que X tem medida finita, entao a fungdo As(«) é limitada por
wu(X), e portanto, segue que f*(t) =0, se t > p(X).

Proposicao 1.2.2 A aplicacdo f* € o rearranjo de f se, e somente se,

fr:(0,00) — [0700]
t = m () =m({a>0:Ap(a) > t}),
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em que m denota a medida de Lebesque.

Demonstragao:
Pelo item 1, da Proposicao 1.1.2, a fungao Ay é nao-crescente. Assim, tem-se

sup{a > 0: Af(a) >t} =m({a > 0: \p(a) > t}).
Logo, da definicao de Af, conclui-se

ma, (t) = m({a>0:A(a) > t})

= sup{a>0: Af(a) >t}
inf{a > 0: (o) <t}
= f(@).

|
Este resultado nos permite concluir que a funcao rearranjo de f herda as mesmas
propriedades da funcao distribuicao de f.

Exemplo 1.2.3 Calcularemos agora, o rearranjo f* da fungao simples f do Exemplo
1.1.5.

Pelo grdfico de Ay, no Exemplo 1.1.3 e pela defini¢do de f*, observa-se que f*(t) =0,
quando t > C,,. Além disso, se C,, >t > C,,_1, entao f*(t) =a,. Ese C,_1 >t > C, o,
entdo f*(t) = an—1, € assim sucessivamente. Ou seja,

f*(t) = Z aiX[Ci—LCi)(t)’
i=1

em que Cy = 0.

Figura 1.3: Funcao simples Figura 1.4: Funcao rearranjo

Pelos graficos apresentados nas Figuras 1.3 e 1.4, nota-se que o grafico de f* € obtido
através de um rearranjo, em uma ordem nao crescente, dos blocos verticais do grdfico de

f.

Nos dois resultados a seguir, destacaremos algumas propriedade do rearranjo.
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Proposicao 1.2.4 Sao vdlidas as sequintes desigualdades,
Fp(@) <a e Ae(f*(t) <t, Ya,t > 0.

Demonstragao: Como f*(t) = inf{a > 0 : Ay(a) < t}, para cada ¢t > 0, existe uma
sequéncia (a,) nao-crescente, tal que o, — f*(t) e Af(ay,) <t
Pela Proposicao 1.1.2, segue que a funcao s é continua a direita. Assim,

Ar(f*(t)) = lim Ap(ey,) < t.

n—oo

Para provar a outra desigualdade, observa-se que

F () =inf{8 > 0: Ap(B) < Ap(a)} <inf{5>0: 38> a} = a,
pois Ay é nao-crescente e {5 > 0: Af(8) < Ap(a)} D{B>0:5> a}. |

Note que, se assumirmos que Ay é decrescente, f* serd a fungao inversa de Ay.

Proposicao 1.2.5 As sequintes propriedades sao validas:
1. f5(t) > a < Ap(a) > t.
2. A(a) = my« (), em que m denota a medida de Lebesgue.
3. Se E C M, entao (fXg)*(t) < f*(t)Xoum)-
4. Pam 0 <p < oo, (I () = (f(£)

5. Se |fn| cresce para |f|, entdo [} cresce para f*.

Demonstracgao: Suponha, por absurdo, que A\¢(«) < t. Uma vez que f* é nao-crescente,
pela Proposicao 1.2.4, conclui-se que

@) < frAs(e@) < a

o que é uma contradi¢do. Portanto, As(a) > ¢.
Reciprocamente, suponha por absurdo que f*(t) < a. Como Ay é nao-crescente, entao
pela Proposicao 1.2.4, tem-se

Ar(a) <A (F7 (1) <t

contradizendo a hipdtese. Portanto, f*(¢) > « e o item 1 esta provado.
Agora, seja m a medida de Lebesgue. Pelo item 1, tem-se

me(a) = ({t >0: f(t) > a})
= m({t>0 Ar(a >t})
= m(O )\f )

(),

|
>

sl

0 que prova o item 2.
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Provemos agora o item 3. Para isso, observe que (fXg)(z) < f(z) e que pelo item 2
da Proposicao 1.1.2, tem-se

Mg (@) < Apla).
Assim, como {a : A(pap) (@) >t} C {a: Ap(a) > t}, tem-se
Mgy () = ({0 Mgy (@) > 1)) <m({a: Ap(@) > t}) = ma (1)

Portanto, pela Proposicao 1.2.2,
(FXe)"(t) < F(0). (13)
Para t > (i(E), Afy, (@) = pn({z € X ¢ |fx,(z)] > a}) < p(E), o que implica que
(fXE)"(t) = inf{a > 0: Ay, )(a) <t} =0.
Assim, se t > p(FE), entao (fXg)*(t) = f*(t) Xjo,uE) = 0.

Agora, se t € [0, u(E)], entao por (1.3), temos

(fa)"(8) < f7(t) = " (£) Xou;

de onde conclui-se o item 3.
Para o item 4, vamos assumir que 0 < p < oo. Assim,

(P (@) = inf{a>0:App(a) <t}
= inf{la>0:p{zre X :|f(x)f >a}) <t}
— b >0 p(fr e X1 |f(@)] > B)) < 1)
= inf{p” > 0: \;(8) <t}
= (1),
em que = ar.
Para provar o item 5, como por hipétese | f,,| cresce para | f|, pelo item 3 da Proposicao
1.1.2, segue que A\y(a) = lim Ay, () e, portanto, my, (o) = lim my, (a).
n—00 n—00 n
Dai, pela Proposicao 1.2.2, tem-se f*(t) = lim f(¢).
n—oo
Mas, pelo item 2 da Proposicao 1.1.2, tem-se Ay, < Ay, assim
fot) =inf{a > 0: Ap, (o) <t} <inf{a > 0: Af(a) <t} = f*(t), Vn € N,

n

de onde concluimos a demonstragao.

Futuramente, mostraremos que a norma em L” pode ser calculada a partir da funcao
distribuicao e do rearranjo. Para isso, comecaremos com o seguinte resultado:

Lema 1.2.6 As sequintes igualdades sao validas:

[if@ide = [ da (1.9
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/le(w)l dp = / £7(t) dt, (1.5)

supa Ap(a) = suptf*(t). (1.6)

a>0 t>0

Demonstragao: Vamos provar as igualdades (1.4) e (1.5) para fungoes simples, o caso
geral em que f é uma fun¢do mensuravel qualquer, seguirda do teorema da convergéncia
mondtona.

Assim, para provarmos (1.4), seja f uma func¢ao simples e positiva definida em X da

forma "
=) @l (2)
=1

em que a; > ag > --- > a, > 0 e E; sao subconjuntos disjuntos. Logo, como visto no

Exemplo 1.1.3,
= Z CiX[ai+17ai)(a)
i=1

em que C; = Zu yi=1,--- mn,ea, =0.
j=1
Dai, calculando a integral dessa funcao simples, obtém-se

/ A(a) doo = Z C; m( (a1, a;) Z Ci(a; — ai1)
0 i=1

Observe que,

n

Zci (a; —aip1) = Ci(ar —ag) + Colaz —az) + - -+ Cp(an — Ang1)
i=1

= a1C1+ax(Co—Cy) + -+ ap,—1(Crmy — Cr2) + 0, (C, — Cpq)
= a1u(Ey) + agp(Ey) + -+ -+ an_1pu(En_y) + anpu(Ey)

= Z a;u(E
i=1

Assim,

/ooo Aol do= Zi}“i“@ﬂ - /Xf@) dp = /X [F(@)] dp,

e a igualdade (1.4) estd provada.
Para a prova da igualdade (1.5), observe que pelo Exemplo 1.2.3, tem-se

=1



1.2 A Funcao Rearranjo 23

em que Cy = 0. Assim,

/0oo ) dt = Z a;(C; — Ci_y)

1

= al(C’l — Oo) + (12(02 — 01) +---+ an(Cn — Cn—l)

= Z a;p(E;)

= Zf(w) dp
= [ 15 du

e a igualdade (1.5) estd provada.

Para provar a igualdade (1.6), primeiramente vamos mostrar para o caso em que a
funcao f seja uma funcao simples.

Para isso, seja

fla) = Y i (@),

onde a; > ay > --- > a, > 0 e E; € M sao subconjuntos disjuntos. Assim, mais uma
vez, como visto no Exemplo 1.1.3,

6 C; , seap<a<a, 1<i<n
)‘f(o‘) = E :Cix[ai+17ai)(a) - { 0 sea; <«
i=1 ’ -

?

em que Ci:Zu(Ej),i:1,~~ N, € apyq = 0.

j=1
E pelo exemplo 1.2.3, temos

N _fa, seCi<t<C,1<i<n
f (t)_zla'zx[CzLC,)(t)_{ 0 se CnSt )

Y

em que Cy = 0.
Assim,
sup aAf(a) = sup a;C; = suptf(t),
a>0 1<i<n >0
como desejado.
Para o caso em que f é uma fungao mensuravel qualquer, tomamos uma sequéncia
(fn) de fungdes simples tal que |f, ()| < |f(z)] q.t.p. em X e lim |f,(x)| = |f(z)].
n—oo
Assim, usando a proposicao 1.1.2 item 3, a proposicao 1.2.5 item 5, e a igualdade
obtida para funcgoes simples, concluimos a demonstracao.
|
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Teorema 1.2.7 Se 0 < p < oo, entdo
[ 1@ de = p [~ 0 ixs(a) da, (17)
X 0
[us@ra = "y a. (1.9
X 0
para toda f € LP(u) e

sup « )\f(a)% = supt% (), (1.9)

a>0 t>0

para toda f mensurdvel.
No caso em que p = oo, tem-se

essigg |f(z)] = inf{a : Af(a) =0} = f*(0). (1.10)

Demonstragao: Vamos assumir primeiramente que 0 < p < oo. Observe que
ANgpla) = p({ze X:[f(x)]" > a})
= u <{az € X :|f(x) > Oz%}>
= )\f (Oz%> .

Assim, pela igualdade (1.4) do Lema 1.2.6, tem-se

Ju@ran = [“aperda= [Ta(0}) da=p [~ rsia) do

sendo que para a ultima igualdade usou-se a mudanga de variavel a = ab. Logo, (1.7)
esta provada.
Agora do item 4 da Proposi¢ao 1.2.5, e da igualdade (1.5) do Lema 1.2.6, segue que

/OOO (f ()" dtz/ooo(yfyp)*@) dt:/X‘f(w)‘p du,

o que prova (1.8).
Para provar (1.9), usa-se o item 4 da Proposi¢ao 1.2.5 e a igualdade (1.6) do Lema
1.2.6, para obter

S =

stt>1£) t%f*(ﬂ = Stlig [t (f(1))"]

= sup[t(|f]P)" (t)]

t>0

S

S =

= sup (@ Ayp (@)

a>0

= (o (o))
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— sup (8°A1(8))7

B>0

sup BAf(B)7.

B8>0

'@\’—'

O caso em que p = 00, decorre das definicoes de supremo essencial e da funcgao
distribuigao, pois

esssup | f(z)]
reX

inf{a:p({r e X:|f(zx)] >a}) =0}
= inf{a: Af(a) =0}
= [70).

Nosso objetivo agora é provar a famosa desigualdade de Hardy-Littlewood. Para isso,
precisaremos do seguinte resultado:

Lema 1.2.8 Se E ¢ um conjunto mensurdvel qualquer, com medida p(E) < a, entdo

/E F(@)] dp < / " p) de. (1.11)

Demonstragao: Pela igualdade (1.5) do Lema 1.2.6, tem-se

[ 1560 du= [ 1) dn= [~ ) @ ar

Agora, pelo item 3 da Proposicao 1.2.5, observa-se que (fXg)*(t) < f*()Xjo,uk))-
Assim,
00 00 w(E) a
| rerwas [ roxma= [ roas [ roa
0 0 0 0

Portanto, .
[lr@ldns [ 1 a
E 0

Agora estamos em condi¢oes de provar a desigualdade de Hardy-Littlewood, que
garante que a integral do produto de funcoes M—mensuraveis nao pode ser maior do
que a integral do produto dos seus rearranjos.

Teorema 1.2.9 (Desigualdade de Hardy-Littlewood) Sejam f e g duas fungoes M-
mensuradveis, entao vale a sequinte desigualdade

/X F(@)g(@)] dp < / T o) de
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Demonstragao: Mostraremos primeiramente que a desigualdade é valida para fungoes
simples e positivas. Sendo assim, seja f uma funcao simples e positiva em X, da seguinte

forma
n

f(z) =) aiXp,(2),

i=1
em que a; > ag > -+ > ap, > a0 = 0e B = {z € X : f(zr) = a;}, sdo tais que
EszJ:@, parai;«éj.
Observe que podemos rescrever f(z) como

em que F; = U E; e b; = a; — a;;1. Assim, pelo Lema 1.2.8, tem-se
j=1

[ s@a@lan = [ (ibi»@(x)) e
= /Xzbig($>XF,-($

IA
\‘M
el
S
=
=

[\
(]
—
£
|
R
+
—
S~—
O\J
E
e
N
*
—~
~
S~—
QL
pny

_ / S aiXie, oo (g (1) dt
0 .

=, fH(t) g7(t) dt,

(2
em que C; = Zu(Ej) e Cy=0.
j=1
O caso geral, em que f é uma funcao mensuravel qualquer, pode ser provado aplicando-
se o teorema da convergéncia mondtona, uma vez f pode ser aproximada por uma

sequéncia nao-crescente de fungoes simples. |
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1.3 A Funcao Duplo Rearranjo

Nesta se¢ao, vamos definir a fungao duplo rearranjo de f e provar algumas de suas
propriedades.

Definigao 1.3.1 Chama-se duplo rearranjo, a fungdo f** : (0,00) — [0, 00] definida por

fwwilfwww

A funcao f** geralmente é chamada de fun¢ao maximal de f, pois pode ser vista como
a média da funcao f*.
Vale observar que o duplo rearranjo nao esta definido em ¢ = 0, porém

lim f**(t) = f*(0) =inf{a > 0: A\f(a) <0} = esssglg 1f(@)] = || fl]oo-

t—0+
Algumas propriedades do duplo rearranjo sao destacadas no préximo resultado.
Proposicao 1.3.2 Se f e f, sao funcoes M-mensurdveis em X, n=1,2,..., entao
1. f** € uma fungao nao-crescente e continua em (0,00).
f¥(t) < f*(t), para todo t > 0.

Se |f(z)] < |g(z)| ¢.t.p. em X, entao f**(t) < g**(t), para todo t > 0.

Se (fyn) € uma sequéncia tal que, | f,(z)| < |f(2z)| ¢.t.p. em X, e lim |f,(z)| = |f(x)],
n—oo
entao lim fr*(t) = f™(¢).
n—oo

Demonstragao: A continuidade de f** segue de sua defini¢ao e do fato que as funcoes
1
7 e f*(t) sao continuas em (0, 00).

Agora, se 0 < a < b, entao
1 [
o = g [ £ ds
0

et [

< % /O " () ds + % F*(@)(b—a), (pois f* é ndo-crescente)

- [ (-3) @

< % /0 " s) ds + (% - %) /0 " F(s) ds (pois f* é nao-crescente)
- ] re -,

ou seja, f** é nao-crescente e o item 1 esta provado.



1.3 A Funcao Duplo Rearranjo 28

Agora, como f* é nao-crescente, tem-se

o = g [ redszg [ e ds=gro-ro

0 que mostra o item 2.

Para o item 3, sejam f, g fungoes tais que |f(z)| < |g(z)| q.t.p. em X. Assim, pelo item
2 da Proposicao 1.1.2, segue que Af(a) < A\j(a), ouseja {a: Ap(a) >t} C {a: N\j(a) > t},
para todo t > 0.

Logo, conclui-se que my,(t) < my,(t), em que m denota a medida de Lebesgue.
Portanto, pela Proposicao 1.2.2, tem-se f**(t) < ¢**(t), o que conclui a prova de 3.

Para o item 4, por hipétese, tem-se | f,,(x)| < |f(z)| q.t.p. e lim |f,(z)| = |f(x)|. Dali,

n—oo
pelo item 5 da Proposigao 1.2.5, temos f*(t) = lim [ (¢), e fi(t) < f*(t) € L'(0,1).
n—oo
Logo, pelo teorema da convergéncia dominada, conclui-se que

Uy WACEE
= %/t lim fr(s) ds

0 n—oo
1 t

= 7}51;0;/0 fal(s) ds
(t)

= lim f*(¢).

n—oo

Observagao 1.3.3 Vale ainda destacar a subaditividade do duplo rearranjo, ou seja,
(f +9)™ () < f=(t) + g™ (1), Vt>O0.

FEsta propriedade serd de grande importancia para mostrar que os espacos de Lorentz,
(ver Defini¢ao 2.1.1), podem ser munidos de uma norma, a qual serd definida adiante,
utilizando-se o duplo rearranjo. Para mais detalhes sobre a demonstracao desta pro-
priedade veja, por exemplo, [7].

Para a demonstracao da desigualdade de Young, ver Secao 2.3, precisaremos de algu-
mas propriedades do duplo rearranjo do operador convolucao. Comecaremos definindo tal
operador.

Definicao 1.3.4 : Sejam f,g : R — R funcoes M-mensurdveis. A convolugao de f e
g € a fungao h(zx) dada por

h(z) = f*g(x) = . flxz—y)g(y) dy.

O resultado a seguir fornece uma estimativa para h** e sua demonstracao pode ser
encontrada em [8].



1.3 A Funcao Duplo Rearranjo

29

Lema 1.3.5 Sejam f,g: R" — R funcoes M-mensurdveis. Entao

para todo t > 0.

Como consequéncia deste lema, temos a seguinte proposicao.

0+ ]

f(s

Proposicao 1.3.6 Se f,g: R" — R sdao funcoes M-mensurdveis, entao

/ £ (3)g™(

Demonstragao: Se a integral do lado direito da desigualdade acima for infinita, entao o
resultado é imediato.
Suponha entao que

para todo t > 0.

h**

tlwfﬂﬁfﬂﬁd&<m

para todo t > 0. Como, além disso, f* e g* sao nao-crescentes, tem-se

lim ¢ f**(t)g

t—o00

“(t) = 0,

Pela Proposicao 1.3.2, item 2, e pelo Lema 1.3.5, obtém-se

Agora, observe que

e, portanto,

S1)

d

/ (s

(g (1) = () + 1

Dai, integrando por partes em (1.13), segue que

<

ﬁW)”U+F9(MWﬂm—/

(1.12)

, V> 0. (1.13)
/ (s
G (1) = g7(1).
*1
t;U%)fWMwWQ@

[ e = [ e

l F74(5)g7(s) ds

Y
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Capitulo 2

Os Espacos de Lorentz

Neste capitulo, apresentaremos os espacos de Lorentz, introduzidos pelo matematico
russo George G. Lorentz (1910-2006) em 1950. Abordaremos também, algumas de suas
principais propriedades, as quais serao de fundamental importancia para nossos propési-
tos.

2.1 Definicao, Espacos de Lorentz Normados e Algu-
mas Propriedades

Definigao 2.1.1 (Espago de Lorentz) Sejam 0 < p < 00, 0 < ¢ < 0o. O espago de
Lorentz, LP9 ¢ o conjunto das fun¢ées M-mensurdveis tais que

L, q dt ‘
<tpf(t)> — , sel<p<ooel<qg<oo
1 G0y = 0 t
(p,a) 1 ’

sup tr f*(t) , se0<p<ooeqg=o0
>0

¢ finito.

Observagao 2.1.2 O funcional || - Hz‘p o definido acima é uma seminorma, pois a de-

sigualdade triangular nao € satisfeita. Porém, para 1 < q < p ou p = q = 00, 0 funcional
|+ I, define uma norma. Para mais detalhes sobre estes comentdrios veja [7].

A seguir, calcularemos || f[[7, ), em que f é uma fungao simples.

Exemplo 2.1.3 Com a notag¢ao dos Exemplos (1.1.3) e (1.2.3), quando 0 < p,q < o0,

tem-se
i = ([ (Fro) )
= (Am (tzlj ZaiX[Cil,Ci)(t)) %) q

31

[
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[e’¢) n I %
— (/ tr! <Z aiX[c“,ci)(t)> dt)
0 i=1

- (S); [a(fcf +aj <CQ% —C?) +o+al (CE _07%—1):|;

1 *
Hf”(ppo) = Suptl’f <t)

t>0

i n
= suptr Zaix[ci,l,ci)(t)

t>0 i=1

1
= sup q,C/.
1<i<n

Observagao 2.1.4 A expressio para HfH?p,q) no Exemplo 2.1.3 também € vdlida para
p = oo. Porém, neste caso | f[[{, , = oo se pelo menos um dos a;’s for estritamente
positivo. Isso permite concluir que as unicas fungoes simples com || - ]|’{Oo7q) finito sdo as
funcoes nulas q.t.p.

Como toda fun¢ao mensurdvel pode ser aproximada por funcoes simples, pelo exemplo
2.1.8, conclui-se que L% = {0}, para todo 0 < q < oo.

Quando temos ¢ = 0o, observe que o espaco L®>) coincide com o espaco LP-fraco,
também conhecido como espago de Marcinkiewicz, pois pelo Teorema 1.2.7, igualdade
(1.9), tem-se

1

1. 1
1 [p,00) = sSUpt? f*(t) = supa Ap(@)? = sup (a” Ap(a))?
t>0 a>0 a>0

D=

ou seja, a quase norma || - H’{p o0y Coincide com a quase norma da defini¢ao de LP-fraco.
Vale ainda lembrar que, os espacos de Lebesgue LP sao casos particulares dos espagos
de Lorentz, pois tomando-se 0 < p = ¢ < oo, tem-se

= ([~ (50’ %) ~ ([ oy %) - ([ oy dt>;

e pelo Teorema 1.2.7, igualdade (1.8), segue que

1 = ([~ ety dt)’l’ ~ ([ du);-

Agora, se p = 0o, usando-se o fato de f* ser nao-crescente e o Teorema 1.2.7, igualdade
(1.10), tem-se

171wy = 530 £°(8) = £7(0) = esssup (@)

zeX

Assim, conclui-se que ||f||’(kp7p) = |fll, e, portanto, L®P) = LP.
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Assim, os espacos de Lorentz L9 sao uma classe de espacos que contém tanto os
espacos LP quanto os espacos LP-fracos.

Observagao 2.1.5 Vale ressaltar que a relacdo de escala dos espacos de Lorentz e a dos
espacos LP coincidem, ou seja, dado o > 0 e uma funcao mensuravel f em R™, tal que

fo(z) = f(ax), tem-se )
[fa(@) g = a7 L (2)[]5.0); (2.1)

em que 0 < p,q < o0.
De fato, seja m a medida de Lebesque no R™, assim

Aa(B) = m{z:|flax)|>p})
= m({za™ :[f(z)] > B})
= o "m({z:|f(z)| > B})
a "M (B).

Dai, tem-se

(fa)"(t) = inf{8>0:A.(8) <t}
inf{ > 0: \¢(8) < ta"}
= f*(a"t).

e Para 0 < q < 0o, Seque que

Hfa(m)H?p,q)

7 N N
O\
3
| —|
o~
I %S |
—~
’Q\h
N—
*
=
N—
| I
[}
~%
N~
=]

e Para ¢ = oo, conclui-se que

1fal@) iy = supts(fa)*()

>0
= supt%f*(oz” t)
>0

= sup(a™" t)» f*(t)

t>0

— a rsup t%f*(t)
Ny

= o 2 [[f(@)]]fp00)-

Nosso objetivo agora, é munir os espacos de Lorentz L9 de uma norma. Para isso,
precisaremos do seguinte resultado:
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Lema 2.1.6 (Desigualdade de Hardy) Se 1 < ¢ < oo, r > 0 e f € uma fun¢do

mensurdvel em (0,00), entao
([Twswyrarra)’ e
0

(/ooo (/Otf(u) du)qt—r—l dt)é
</OOO (/too - du)th dt); < (/OOOW fw)” w! dU); L (23)

Demonstragao: Mostraremos primeiramente que a desigualdade (2.3) é obtida a partir
de (2.2). Para isso, considere f(u) = u=2g(u~'). Note que, fazendo-se as mudangas de
varidveis v = u~ ' e s = t7!, tem-se

[ ([ rwa)emra = ([ a) e
= /OOO (/;og(v) dv>qt‘“1 dt
= /OOO (/:Og(v) dv)qs’“‘l ds. (2.4)

Por outro lado, fazendo-se a mudanca de varidvel v = u~!, tem-se
/ (uf ()" w7 du = / (u™g(u™)" vt du
0 0
= / (vg(v))? " do. (2.5)
0

IA
S

Assim, de (2.2), com f(u) = u"2g(u™!) e das igualdades (2.4) e (2.5), obtém-se

(/OOO (/SOO g(v) dv)qsr—l dS)‘ll _ (/Ooo (/Otf(u) du)qt—r_l dt);

< ([T e a)’
- g (/Ooo (vg(v))? vt du>;.

Portanto, ¢ suficiente verificar apenas a desigualdade (2.2).
Uma vez que a fungao ¢(z) = x9 é convexa em (0,00), realizando-se a mudanga

de varidvel v = Zua e aplicando-se a desigualdade de Jensen (veja, por exemplo, [9]),
r

obtém-se

© (/Otf(u) du) = ( Otf(u)ul_;ug_l du>q

3
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q 1tq 4 1 -4
r r T r r\" a r\" a
— <t5g) t‘q_/ ¥ (-) vr (—) vt dv
r q.Jo q q
1_7

VAN
~
Py

= |
——
i)
VRS
™
Q3
3
~
c\
S
:H
~
VN
VRS
<3
~
Sk
[t
S
~—
VN
7N
3
~_
1)
e
Sk
N~
QU
(4

= () / (f(w) a5 du,

r

Multiplicando ambos os membros por "1, integrando de 0 a co e usando o Teorema

de Fubini, obtém-se

/OOO (/Otf(u) du)qt—*—l dt <

= —r—lyr—% ! q,q-r+g—1 d d
7" (/o (f(u)u u) t
(f(u)u®" ! (/ 1 dt> du

(F(u)) a5 d

T
_
O\

= i
L

s}

ﬁo\

()" u" du,

®
~

/N 7 N 7N /N
— — ~—
83

IR IR IR IR

o que prova a desigualdade (2.2).
|

Trataremos agora do problema de encontrar uma norma adequada para os espacos de

Lorentz. No préximo resultado, definiremos tal norma, que serd denotada por || - ||(p.q), €
mostraremos sua equivaléncia com o funcional || - [|, .-

Com a norma || - |, 0s espacos de Lorentz LP9 se tornam espacos vetoriais
topolégicos normados, em que a topologia do espaco é a topologia gerada por || - ||(,q)-

Proposigao 2.1.7 Se f € LP9 em que 1 <p < oo el < q< oo, entio || - |(p.q) dada
por

VAR thé
[/ (tpf (t)) —} , sel<p<oo, 1<g<oo
0

t
Hf“(p,q) = )
supt%f**(t) , sel<p<oo, g=00
>0
define uma norma e
x p «
1 1Gg) < 1 fllpa) < EHfH(p,q)- (2.6)

Demonstragao: Primeiramente, mostraremos (2.6). Para isso, lembremos que pela
Proposicao 1.3.2, item 2, tem-se f*(t) < f**(¢). Assim, a primeira desigualdade de (2.6)
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é imediata.
Para a segunda desigualdade, considere primeiramente o caso em que 1 < p < oo e
1 <g< o0

1
Pela desigualdade de Hardy (2.2), com r = ¢ (1 - —) , é possivel estimar || f||(,q
p

Il = ([ (5 f**(w)q%);
_ (/O“ (%/otf*(s) ds)qtz_l dt)é
([ ([ e a) et n )
Lp) ( |Gyt d8)3

IN
(S
VS
[um—
|
=

No caso em que 1 < p < 00 e ¢ = 00, tem-se

1 k%
oy = suptr f7(2)
>0
t
= supt;_l/ f*(s) ds
t>0 0
t
= suptél/ siisif*(s) ds
t>0 0
i [P s 1,
< suptr s v | supur f*(u) ) ds
t>0 0 u>0
* 19 ! _1
= ||fH(p7oo) suptr» s 7 ds
t>0 0
* 14 P —l—&-l
= suptr T ——t »
HfH(p,oo) t>109 p— 1
p x
= ]:Hf“(p,oo)‘
Agora mostremos que de fato o funcional || - ||, ¢ uma norma em L®9.

Sel<p<ooel<qg< oo, entao ||f][pq =0, e

[flpg =0 < () =0qtp < f(t)=0qtp.
& A(a) <t, Vt € (0,00), a € (0,00)
& A(a) =0, Va € (0,00) < |f(x)] =0 ¢.t.p.
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& f(z) =0q.t.p.

Para provar a desigualdade triangular, usaremos a subaditividade do duplo rearranjo,
ver Observagao 1.3.3. Para ¢ = oo, tem-se

l *kk
If +9llpeey = suptr(f+g)(t)

t>0

< supte f7(t) + supti g™ (1)

t>0 t>0

= [fllgoo) + 19/l .00)-

Agora, para 1 < ¢ < 0o, pela desigualdade de Minkowski, segue que

Wrslon = ([ (40 +g>**<t>)q%>;
([ oanruy )
: </0 (Froo) dtt) +</0°O (tég**(t)y%);

= | flwa + 19lle.g-

IN

A seguir, mostraremos que os espagos de Lorentz L¥% munidos com a norma | - [/.q)s
com1l <p<ooel < g < oo sao espacos de Banach. Para isso, precisaremos de um
resultado devido ao matematico argentino A. Calderoén.

Lema 2.1.8 (Calderén) Sel<p<ooel<qg<r<oo, entio
LPa) L(m)7
ou seja,

1_1
qg\? "
1 llom < (];) T, @)

Demonstragao: Uma vez que o duplo rearranjo f** : (0,00) — [0, 00] é nao-crescente,

segue que
dt\ s
q q
o = ([ (Fr0)" %)

(U
- ( (brew)' S+ [ (s ))”ff)
(

Vv

o] w)l
13) L),
q
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ou seja,

Assim, tem-se

V£l = / L) de

IN
c\
3
~
[}

L
[

*

*
=
=

R
YRS
SRES)
N——

Qi

=
S+ | =
D=~

3

S

N—

<

Q
QL
~

)iy [ e e

-1
q _
HfH(p,g)HfH((]nq)

e, portanto,

3=

1_
q q
1l < (];) T
[ |

Para mostrar que os espagos de Lorentz LP9 em que 0 < p<ooel<q<oosio
completos, precisaremos introduzir um modo de convergéncia que é frequentemente 1til e
¢ conhecido como convergéncia em medida:

Definigao 2.1.9 Uma sequéncia (fn)nen de fung¢oes M—mensurdveis, converge em me-
dida para f se, para todo € > 0, tem-se

p{z e X :[fulr) = f(2)] 2 €}) =0,

quando n — 0.
Diz-se que a sequéncia (f,) é de Cauchy em medida, se

p{r e X |fulx) = fm(x)] = €}) =0,

quando n,m — 0.

Precisaremos também do resultado a seguir, que envolve a convergéncia em medida,
(ver [5, pg 59]).

Proposicao 2.1.10 Suponha que (f,)nen € uma sequéncia de Cauchy em medida, entdo
existe uma funcao mensuravel f, tal que f, — f em medida, e existe uma subsequéncia
(far)ken que converge para f q.t.p.. Além disso, se f,, — g em medida, entio g = f q.t.p..

Demonstragao: Seja (gx) = (fn,) uma subsequéncia de (f,), tal que se

By ={z € X :|g(z) — gra(z)| = 27},
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entdo, u(Ey) < 27F.

Assim, se F; = UEk, entdo p(F ZQ‘ =27 esex ¢ Fj;, parai >k > j,

=j
tem-se

96(2) — gi(a)]| < Z g1 (@) — gi()] < 327 < 2k, (2.8)

Assim, a sequéncia (gy) é pontualmente de Cauchy em Fy.

Seja F' = ﬂ F; = limsup F, entao
j=1

pu(F) = p(limsup Ey) = 0.
Considere

f@):{ limg, , sex¢F

0, sexekl’

entdo f é mensuravel e g — f q.t.p.. Agora, pela desigualdade (2.8), tem-se para k > j

ex ¢ F
lgk(z) — f(@)] = |gr() —Jli_{gogj(x)! < ol7k,

Como p(F;) = 0, quando j — oo, segue que gy — f em medida.
Assim, f, — f em medida, pois

i @) = f@) 2} © {a:]fal@) = ale) + gula) - Fl2)] 2 <)
c o) @) 2 S {e o) - F@) 2 5}

e, portanto,

w15 - @2 eh < ({e1mm - a0l 2 5})
w({o: o) - 1012 5}).

mas g — f em medida e (f,) é de Cauchy em medida, entdo para j e n suficiente-
mente grandes, o lado direito da desigualdade acima é suficientemente pequeno, como

gostariamos.
Agora, de maneira analoga, se f, — ¢ em medida, entao

fo: 1f(@) = g@)| = e}  {o: 1f (@) = ful@)] = S U {2 s 1ful@) = g(@) = 5}
para todo n e tem-se

po:|f@) —g@ 2 ) < u({o:1f@) - @) = 5})
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€
1 ({o: 1al@) = 9@ = 5}) =0,
para todo € > 0, ja que f, — f em medida. Assim, fazendo ¢ — 0, conclui-se que f = ¢
q.t.p., o que conclui a prova. |
Teorema 2.1.11 Se 0 < p < 00 e 0 < g < 00, entdo o espaco de Lorentz L®9 ¢ um

espaco de Banach.

Demonstragao: Seja (f,,)neny uma sequéncia de Cauchy em L®9  ou seja,

Hfm - fn’|(p7Q) — 0,

quando m,n — oco. Assim, por (1.9) do Teorema 1.2.7, obtém-se

S =
|

supa (Ag,,—f. ()P = supt%(fm—fn)*(t)

a>0 t>0

= Nfm = Fall ooy

Usando a Proposicao 2.1.7 e o Lema de Calderén 2.1.8, tem-se

1
* q\1
o = Ll oy < o = Fullio < (5) 1 = Fullony = 0,

quando m,n — co. Assim, segue que a sequéncia (f,) é de Cauchy em medida.

Logo, pela Proposicao 2.1.10, existe uma fungao M—mensuravel f, tal que, f, — f
em medida, donde segue que existe uma subsequeéncia f,, — f q.t.p.. Assim, dado ¢ > 0,
existe NV € N tal que

I|fn — fnllpg <€, paratodon > N,

e fo, — fn = f— fv at.p. Dai, |fo, — fn] = |f — fv] a.t.p. e pode-se considerar
(| fn, — fn|) uma sequéncia crescente (passando a uma subsequéncia, se necessario), pois
|f — fn| é mensurdvel e ndo-negativa. Logo, pela Proposi¢ao 1.3.2, item (4), tem-se

(f = f)™ = i [(fo, = )] = Jim (f, = f) = liminf(fo, — fr)""

Portanto, usando o lema de Fatou, obtém-se
> 1 *ok a dt %
I =t = ([ [B0- 0] F)
0
o, o ]edt
= </ [tr liminf(fn, — fn) (t)] —)
0 k—o0 t

< liminf ( / B - )] ?)

= liggg}f | fr, = fllpa)-

Q=
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Assim,
T ([ = g =0
e, portanto, como f = f — fy + fx conclui-se que f € LP9 ou seja, (LPD || - [|4q) ¢
um espaco de Banach. [ |

O resultado a seguir finaliza a sequéncia de propriedades topoldgicas dos espacos de
Lorentz que precisaremos neste trabalho. Sua prova pode ser encontrada em [7].

Teorema 2.1.12 O espaco conjugado de L™V ¢ L¥-®)  em que p' é o conjugado de p.

Observagao 2.1.13 Em [}/, pode-se encontrar um resultado de aprozimacao da identi-

dade em espagos de Lorentz. Mais precisamente, se p € L'(R") é tal que, /gp(x) dr =1,

1
para cada € > 0, . (x) = of (g) ¢ o molificador de Friedrichs e f € LW9, com

l<p<oel <qg<oo, entao

e % f— fllpg — 0,

quando € — 0.

A demonstracao desse resultado, baseia-se na continuidade da translacao em espacos
de Lorentz, que € consequéncia da densidade de C3°(R™) em LD parg 1 < p < 0o e
1<qg<o0.

Para encerrar esta se¢do, vale ainda observar que como o funcional || - ||’(’<p ;)¢ @ horma
| - l(p,q) também satisfaz a relagao de escala:

lfa@)llpa = a7 1f @l pa, (2.9)

se fo(z) = flaz), em que 1 < p<ooel<qg< oo, ver Observagao 2.1.5.
De fato; ja vimos que (f,)*(t) = f*(at), assim

e = 3 [ )
_ /f (a"s)
-4 f(s)j‘f;
] m/ o

Logo, quando 1 < g < 0o, tem-se

lfallpa = UOOO (t;f;*@))q%]é
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= UOOO (téf**(a”t)y%
- [ (b o) s %

f”(p,q)'

Q=

= O{i%
E quando ¢ = oo, obtém-se

l *%k
HfaH(p,OO) = suptpfa (t)

t>0

1
= suptr f™(a"t)
>0

= a0

= a7 |[fllpeo)

2.2 Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz

O principal resultado desta secao é o Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz. A
formulacao que apresentaremos aqui, em termos de espagos de Lorentz, é devida a A.P.
Calderon. No entanto, antes de enuncia-lo, precisaremos de mais alguns conceitos.

Definigao 2.2.1 Seja T um operador de D no espaco de todas as fungoes mensurdveis em
(Y,N,v), em que D é um espago vetorial de fungoes mensurdveis em (X, M, u). Dizemos
que T € sublinear se

L|T(f+9)| <|Tf|+|Tyg|, Vf gD,

2. [T(ch)l =clITfl, Vf €D, ceC.
Exemplo 2.2.2 Toda aplicacao linear é sublinear.

Definigao 2.2.3 Sejam (X, M,pu) e (Y,N,v) espacos de medida. Se T é um operador
sublinear de L®Y(X) em LPI(Y), em que 1 < p,q < oo, entio diz-se que T ¢ do tipo
fraco (p,q), quando existe uma constante C > 0, tal que

”TfH(p,q) < OHf”(pyl)'

Definicao 2.2.4 Suponha que 1 < py < p1 < 00, 1 < qo,q1 < 00, com qg # q1. Sejam o

o segmento de interpolacao
Gra) o)
0 = s e\ T )
Po 9o P @1
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isto €, o segmento de reta no quadrado unitdrio {(x,y);0 < z,y < 1}, com extremos

1 1 ,
——],1=0,1ce
Pi G

1 1

_ Qo q1
m=9"1
bPo D1

a inclinagao do segmento o. Para cada fungao f mensurdvel em (0,00) e para cada t > 0,
o operador de Calderon S, € definido por

a4 ds ST ds
S =8 [T [ e

Definicao 2.2.5 Um operador T' é do tipo fraco (po,qo; p1,q1) Se
(Tf)" (t) < MS, (f) (t), t >0,
para toda f tal que o lado direito € finito.

O resultado a seguir sera utilizado na demonstracao do Teorema de Interpolacao de
Marcinkiewicz e sua demonstragao pode ser encontrada em [2].

Teorema 2.2.6 Suponha que 1 < py < p1 < 00, 1 < qo,q1 < 00, com qo # q1. Um
operador T € do tipo fraco (po,qo; p1,q1) se, e somente se, T € dos tipos fraco (po,qo) €

(P1,q1).

Teorema 2.2.7 (Interpolagao de Marcinkiewicz) Sejam (X, M,u) e (Y,N,v) es-
pacos de medida. Suponha que 1 < py < py < 00, 1 < qo,q1 < 00, com qy # q1. Seja
0< 60 <1 edefinapeq por

1 1-6 6 1 1-0 0

_ v 1=r 0 (2.10)
p Po 4! q qo0 q1

Seja T um operador sublinear de L®o-V) +L(p1’1)(u) em um espaco de fungoes mensurdveis
em Y. Se T € do tipo fraco (pi,qi), i = 0,1, entdo existe B = B(p;,q;,0), tal que, para
1 <r < oo tem-se

T - L(pﬂ") — L(QvT)’

continuo de L®") em L97) | ou seja,

1T fllgry < BIfllp.r-

Demonstragao: Note que para m como na Defini¢cao 2.2.4 e p,q definidos em (2.10),
tem-se

1 1

11t 1 w p[1-60 6 1
= = — — 1 1 + — — —
m g qo do a1 4o

qo q1
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1 1
-2
Po M
o 1-0 0 1
Po P1 Do
11
P po
Analogamente, obtém-se
1 [1 1} 1 1
mlq ¢ p pl

Pelo Teorema 2.2.6, segue que T é um operador do tipo fraco (po,qo; p1,q1). Assim,
para o caso em que r < 00, pelas Defini¢oes 2.2.5 e 2.1.1, tem-se

ITf 0 = (/Ow[é(Tf)()}rit)
M ( | [same) %)
([t [T b B et [T Y

Logo, pela desigualdade de Minkowski, segue que

. e T L ds| dt -
HTfH(qm) < M <(/ [tq qo/ spof (S) :| —)
0 0 S t
i d dt\ "
([ Lot 9))
0 tm
Fazendo-se a mudanga de variavel ™ = u em cada uma das integrais acima, tem-se
1 [ ;(L;) /“ ds1" du v
Tr7 < M — m\a  ag ) i
ITfliy < ((m [ [# ) [ 2
1 [ 1(1_1) [ ds| d v
+(—/ [um<q q1>/ 571 f*(s) S] —u) )
m Jo u s w
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([ mspz—lf*@ds]’"u<é—pa>r—1du)i) |

Agora, aplicando as desigualdades de Hardy (2.2) e (2.3) no primeiro e segundo termo
do lado direito, respectivamente, tem-se

ITfll < M|m|—i< ([ f*(u)r%u):.

T _1
Po p
1 1L, " du v
tT T (/ [ £ (w) 7) )
P p 0
= B,Hsz(p,r)

Assim,
q_l * *
q ”TfH(‘Iﬂ") < ”TfH(q,r) < Bl”f”(p,r) < B,Hf”(p,?“)a

portanto, concluimos que
1T flltar) < Bl f -

A prova do caso em que r = oo é andloga. |

2.3 Desigualdades de Young e Holder em Lpa)

Teorema 2.3.1 (Desigualdade de Young Generalizada) Sejam 1 < p;,py < 0o. Se
1 1
h=gxf, emque f e Lovt) g e [202) ¢ — 4+ — > 1 entgo h € L") quando

1 1 1 1 1 1 b
l+-=—+—e—-<—+— (s>1). Isto ¢,
r Pt P2 S @1 Qq
12llrs) < CON Nwran 191l pa,a2)- (2.11)

Demonstragao: A demonstragao sera dividida em dois casos: s = 00 e 5 < 0.
Caso 1: s = 00.
Usando a Proposicao 1.3.6 e (2.7), obtém-se

L s
Allgroey = suptrh™(2)

t>0

oup [ [ (519 ds]

IN

t>0

= stl;g) _tr/t sTI=v <s%f**(s)> (ség**(s» ds}

> 1 1
< sup ti/ sir (supspl f**(s)) (supswg**(s)) ds]
t>0 t 5>0 s>0

1 > 11
= Ul ollallgasop |6 [ 57 s
t>0 t
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1 1
= 1l 9l sup [£772 7]
t>0

= THfH(mOO)HgH(mOO)

1
q1 2\ 2
< (—) Hfuw( ) 19 ge
P1

= C(T)HfH(plm HQH (p2,q2) -

Caso 2: s < 0.
Pela Proposicao 1.3.6, tem-se

o0 s dt
1AllG = th**
(T7S) t
0
</ ( / A )?
0

1
Fazendo-se as mudancas de varidveis t = — e v = —, segue que
u’

Y
(YL (1N . du\’ d
i < [T (ot [ (3)o (3) %) 2
o] y fxx (1 sk (1
= / ( Mdu) yiiil dy
0 0 u
= /oo (/y F(u) du)sy?1 dy,
0 0

N

em que 7 = — e F(u) = ——*———%~ Assim, pela desigualdade de Hardy (2.2),
r u
obtém-se
s\ [~
Il < (3) ] @) e da
s )
e [ [ 0
0 u? u

[l @ O
0 U U U

. 1 .
Logo, fazendo-se a mudanca de variavel ¢ = —, conclui-se que
u

s dt

Il < [ [0 wa 0] T

1 1 1
Uma vez que — + — > —, existem m; > 1 e my > 1 que satisfazem
a1 42 S
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d
Assim, usando a desigualdade de Holder em LP(0, 00) com a medida p = —x, tem-se
x

=T (/000 :tﬁf**(t)r [tpgg**(t)]s%);
< ([l )T ([ e )

= THfH(phsml)Hg“(pz,smz)’

Agora, como q; < smq e qu < smo, do Lema de Calderén 2.1.8, conclui-se que

1 1 1 1

Q1 q1 smq Q2 qg  smg
Whllow < r(—) (—) 1l 19 m

b1 D2
= C(T)Hf||(p1,q1)||g||(p2,q2)~

O resultado a seguir é uma consequéncia da desigualdade de Young e sua demonstracao
pode ser encontrada em [5].

Proposicao 2.3.2 Seja g € L®>™) com 1 <p < o0, e f € LY(R™), entdo a convolugdo
h=gxfeLP>® euale
12l p.00) < COI N1l p,00)- (2.12)

Apresentaremos agora, uma generalizacao da desigualdade de Holder para os
espacos de Lorentz L9 e a sua demonstracio pode ser encontrada em 8].

Proposigao 2.3.3 (Desigualdade de Hélder Generalizada) Sejam 1 < py,py < 00.
1 1
Se h = fg, em que f € L9 g e [P202) ¢ — 4 — <1, entdo h € L), quando

P11 P2
1 1 1 1 1 1
—=— 4+ — e - < — 4 — (821).
r p1 P2 S @1 Q2
Ou seja,
12y < CON N wrian 19l p2.ge) (2.13)
1
em que r' € o indice conjugado de r, isto €, 1 = — + —.
roor

Observacao 2.3.4 A desigualdade de Holder generalizada permite-nos concluir que o
operador bilinear (-,-) : LPra) x LP22) — L9 definido por (f,g)(z) = f(z)g(z), é
continuo sobre os espacos de Lorentz LPva) x [(P2:02)
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2.4 A Transformada de Riesz em L®%

Nesta secao, vamos definir a transformada de Riesz e enunciar um resultado que
garante a sua continuidade no espaco de Lorentz L®% e em particular no espaco de
Marcinkiewicz L)

Antes de definirmos a transformada de Riesz, precisaremos introduzir o espago de
Schwarz S(R™), o espago das fungoes infinitamente derivaveis em R" e de decrescimento
rapido no infinito:

Definicao 2.4.1 O espago de Schwarz S(R™) € o conjunto de todas as funcgoes f € C™,
tats que a Semi-norma

1 fllke = sup (1 + [2[*) [0° f ()]
zeR™
¢ finita, para qualquer inteiro nao negativo k e qualquer multi-indice c.

Definigao 2.4.2 Seja f € S(R™). A k-transformada de Riesz, denotada por Ry, é
definida da sequinte forma:

Ref(€) = %f@), (2.14)

em que f representa a transformada de Fourier de f, definida por

-~

fier = [ e do.

Uma vez que a transformada inversa de Fourier de uma fungao f € S(R") é dada por

fla) = [ em=spe) de,

usando algumas propriedades basicas, pode-se verificar que

mufto) = [(R7) 0] = 5 (A5 1)

Assim, uma definicao equivalente a Definicao 2.4.2, pode ser dada da seguinte forma:

Ruf(o) = 5 (A5 1), (2.15)

n
82
em que x = (T1, -+ ,x,) e A= E 5 ¢ 0 operador de Laplace.
x
k=1 "k

= 8_
Observagao 2.4.3 Em [10, pg. 39/, E. Stein mostra que a transformada de Riesz,
R, = 8k(—A)_%, € continua em LP, em que 1 < p < oo. FEste resultado é cldssico e

serd importante para obter a continuidade de Ry, nos espacos de Lorentz LW, em que
l<p<ooeq=oc.

Teorema 2.4.4 A k-transformada de Riesz, Ry = 8k(—A)_%, k=1,---,n, é continua
em L) em que 1 < p < o00.
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Demonstragao: A transformada de Riesz é um operador sublinear e é continua em LP,
pela Observagao 2.4.3.
1—t t
+—.
) _ p Do D1 ) ]
Ainda pela Observacao 2.4.3, tem-se Ry continua em LP* com ¢ = 0,1. Assim, pelo
Lema de Calderén 2.1.8, obtém-se

| Ref

1
Considere 1 < py < p; < oo satisfazendo — =

n <CIf

pi T C||f|

(pi,ps) < Cl”fl

(pzvl) )

ou seja, Ry é do tipo fraco (p;,p;), com i =0, 1.
Logo, pelo Teorema de Interpolagao 2.2.7, segue que

[ Reflpry < Bl fllpir)s

em que 1 < r < oco. Em particular, toma-se r = oo para concluir que Ry é continua em
(P |



Capitulo 3

Solucoes Mild no Espaco L(p:00)

Neste capitulo, trataremos do problema de Cauchy para a equacao de Navier-Stokes.
Seguindo o procedimento padrao para a analise de uma equacao diferencial, procuraremos
por solugoes do problema em questao, em um sentido mais fraco, de forma que a solugao
do problema original seja também uma solugao no sentido mais fraco. A solucgao fraca que
abordaremos neste trabalho sera a solucao mild. Nosso objetivo é garantir a existéncia de
solucao mild global para a equacao de Navier-Stokes, quando a velocidade inicial pertence
ao espaco LP(R™)—fraco e tem norma suficientemente pequena.

3.1 Problema de Cauchy para a Equagao de Navier-
Stokes

Nesse trabalho, consideraremos o problema de valor inicial para as equagoes de Navier-
Stokes em R". Essas equagoes descrevem o movimento de um fluido viscoso e incom-
pressivel. Por simplicidade, consideraremos que nao existem forgas externas agindo sobre
o fluido. O conjunto de equagoes que descreve tal comportamento é dado por

p(@—i—(u-V)u) —VvAu+Vp=0, emzeR" t>0

ot
V-u=0, emzx e€R" t>0 " (3.1)
[ u(0,2) = up(x), em r € R"

em que u(z,t) e p(t, ) representam, respectivamente, o campo de velocidades e a pressao
do fluido no instante ¢t > 0 e na posigao z € R" e ug(x) é a velocidade inicial. As constantes
v e p > 0 representam, respectivamente, o coeficiente de viscosidade e a densidade do
fluido. Por simplicidade, assumiremos que v = 1 e p = 1, ou seja, o fluido é homogéneo.

0 0 " Ou;
Como usual, Vp = —p, e ,—p denota o gradiente de p e V - u = Z —
oxq ox,, = Ox;
divergente de u = (uq,- -+ ,u,). Acima, entendemos (u - V)u como o campo cuja j-ésima
n
an

componente é dada por (u- V)u; = Ui
5 T
1=1

50
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A primeira equacao em (3.1) é a conservagao de momento e a segunda, a conservagao
de massa (condi¢ao de incompressibilidade).

Para estudarmos o problema de Cauchy (3.1) usaremos solugoes mild, também chamadas
de brandas, as quais satisfazem a equacao integral proveniente do principio de D’uhamel.
Porém, antes de tornarmos precisa a nogao de solugao para (3.1), precisaremos estabelecer
algumas notacoes e definigoes.

Para isso, seja u um campo que satisfaz V - u = 0. Nestas condigoes, pode-se escrever

. B . ‘8’&1 - Gun
(u-Vu=V-(u®u)= <Zu]8xj"”’;u38xj)7

em que u ® u é a matriz dada por

2

uy UiUgy ... ULUp
UoUq U% o UUp,
(u®@u)yy = : RS : ’
2
Uy UpUs ... Uy,
em que u = (Up, - ,Uy).

Um argumento cldssico que usaremos para encontrar as solugoes para (3.1), é trans-
formar este problema de Cauchy, que depende das incégnitas u e p, em um sistema que
dependerd apenas da incégnita u = (ug, ..., u,). Note que a pressao p pode ser recuperada
posteriormente, utilizando-se V-u = 0. Para aplicar tal técnica, é necessario usar o projetor
de Leray P, dado por

Pu = u+ (Ry0, Reo, . .., R,0), (3.2)

n
em que g = E Rrug e Ry é a k-transformada de Riesz. Como vimos no Capitulo 2,

k=1
Secao 2.4, a transformada de Riesz Ry é definida via transformada de Fourier por

Rf(€) = %7@

e pode ser reescrita da seguinte forma

Ruf(o) = o (A 1(@))

Assim, pode-se escrever R,o da seguinte maneira:

ol 1 (&
mo = g | ()
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- 31: (\/i_Av \/i_Au)

()

e, portanto, o projetor de Leray [P pode ser reescrito como:

o 1 0o 1

" (—A)
- u—l—V((_%)V-u). (3.3)

Vale ainda ressaltar que o projetor de Leray comuta com derivadas, que P(Vp) =0 e
que ele tem a seguinte propriedade

Pu = u+(

V- -[Pu=0¢e V-u=0%< Pu=u.

Para mais informagoes sobre o projetor de Leray veja, por exemplo, [6].
Agora, com a aplicagao formal do projetor de Leray a (3.1), tem-se o seguinte sistema
equivalente

g—?—AquIP’[V-(u@u)}:O, emz eR" t>0
V-u=0, emz €R" t>0 - (3.4)
L w(0,2) =up(z), V-up =0, em x € R"

3.1.1 O Problema Linear Associado a (3.4)

Note que o problema linear associado ao sistema (3.4) nada mais é do que o problema
de Cauchy para a equagao linear do calor em R" :

0
—u—Au:O, emzxz e€R” t>0
ot

, (3:5)
u(0,x) = up(z), emx € R"

que trata-se de um problema classico da literatura de EDP’s.
E bem conhecido que uma aplicagao da transformada de Fourier em (3.5) fornece, para
cada £ € R” fixado, o seguinte pvi:

(0 +4m2I¢?)a(t,§) = 0

ﬂ(()? 5) = 120(5)

que possui uma tunica solucao, dada por

a(t,€) = 1io(€)§ (1, €), (37)



3.1 Problema de Cauchy para a Equacao de Navier-Stokes 53

em que §(t,&) = e 4TI

Sabe-se também, que a solugao de (3.5), é obtida através da aplicacao da transformada
inversa a (3.7), ou seja, tem-se

ult,z) = g(t, x) * uo(x), (3.8)

em que

g(t,z) = <e_4”2|§|2t>v (x) = (4t7r)_%e_ | (3.9)

o qual é chamado de nticleo de Gauss-Weierstrass.
A solugao (3.8) do problema linear (3.5) gera um semi-grupo S(t) via convolugao com
o nucleo de Gauss-Weierstrass (3.9), isto é,

u(t,x) = g(t, z) x ug(x) = S(t)up(x). (3.10)

Para mais detalhes sobre a discussao acima veja, por exemplo, [3]. No que segue, nos
referimos a S(t) e g(t,z) como semigrupo do calor e nicleo do calor, respectivamente.

3.1.2 Estimativas do Semigrupo do Calor S()

Nesta segao, vamos obter algumas estimativas para o nicleo de Gauss-Weierstrass
g(t, ) e para o semigrupo do calor S(t) em espagos de Lorentz.

Primeiramente, verificaremos algumas propriedades de homogeneidade de g(¢, x), que
serao uteis para nossos propositos.

Lema 3.1.1 Para todo x € R™ et > 0, tem-se

g(t,z) = t zg(l,at™2), (3.11)
(VEg)(t,x) = % (VEg)(Lat™7), k=0,1,... (3.12)

Demonstragao: A igualdade (3.11) segue dos seguintes calculos:

2
ll]]

g(t,r) = (4tm)"2e @

_1
It 2|2
4

= t72(4m) e
= ’39(1 ot %),

Agora, para provar (3.12), aplica-se a regra da cadeia k vezes a igualdade (3.11), para
obter

(V];g) (t,x) = V* (t_%g(l, xt_%))

E—
= Vi (rHany e )

— (V) (1,2t 7).
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Agora, utilizando-se o Lema 3.1.1, a desigualdade de Young generalizada 2.3.1 e a
relagao de escala em espagos de Lorentz (2.9), tem-se o seguinte resultado:

Lema 3.1.2 Sejam 1 <p<r <oo, 1 <q,q < oo ek € {0}UN. Se f € L®®) entio
VES(t)f € L) ¢ vale

IVES () flliras) < CEECTE) 72| £l - (3.13)

Demonstragao: Sejam ¢ > 1, [ > 1, tais que
1 1 1 1 1 1

l+-=-4+= ¢ —4+=>—.
r p q a 7 g

Uma vez que VES(t)f = (Vig(t,a})) x f e fe LPM pela desigualdade de Young
generalizada (2.11), obtém-se V¥S(t)f € L@ ¢

IVES®) fllray < CN(Vag) @)l fll - (3.14)
Por outro lado, pela igualdade (3.12) e pela relagao de escala nos espagos de Lorentz
L@V (2.9), obtém-se

1

J(Lat™2)|| g (por (3.12))

1(VEg)(t,2) g hg)(
312 ) 1 rt 5 H(qJ)
1_

‘ x> lo
-

(v
) 5
= t2|

= Clg, )t

Substituindo ||(V¥g)(t, z)| (4 por C(g, Z)If%(%%)fg em (3.14), obtém-se o resultado.
]

Vig) (1 )llgo  (por (2.9))

I
(=5)-%,

M\ﬁ

Observacao 3.1.3 No caso dos espacos de Lebesque L, mostra-se (3.13) para 1 < p <
r < oo (ou seja, inclui-se os casos extremos em que p =1 e r = o0), isto €,

IVES(@) £l < Ct2G=0)=5) 7). (3.15)

De fato, para provar esta afirmacao, utiliza-se o mesmo argumento usado para a
demonstragcao do Lema 3.1.2, porém neste caso, aplica-se a desigualdade de Young em
L", que € dada por

1 glle < 1 F1Ipllglla:

1 1 1
em que 1 <p,q,r <oo, coml+—=—+—.
rp q

Estimando ||(V%g)(t, z)||, para este caso, obtém-se

q I
dx)

I(Vig)(ta)ly = ¢ (Vi) (1 at2),

(]

(VEg) (1,2t 2)
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= </ ve (L e*Hf%x‘I2 q dx ‘

B o T\ (4m)

e ()
n (47)2

=2
_ntk, n
=t ta|[(Vhg)(1,2)],
= Ctz(%’%) 57

w3

a 1
) (em que y =t 2x)

donde seque o resultado.

3.1.3 Formulacao Integral do Problema

Nessa segao, derivaremos a formulagao integral associada ao sistema (3.4).
Seja u uma solugao cléssica de (3.4), e defina ¢ (s) = S(t — s)u(s,z), em que S(t) é o
semigrupo do calor. Como

W(s) = S(t—s)u(s,z)=g(t—s,x)*u(s,z),

obtém-se
%¢(5) = 8£< (t —s,x)*u(s,z))
= 2 [ g(t — s,z —y)u(s,y) dy (3.16)

- /]R” [%(Q(t_s’fﬁ_y))u(say)+9(t—5>$—y)%(U(S,y)) dy

Q)

Mostremos agora que

%(g(t—s,:c—y)) = —A(g(t—s,x—y)). (3.17)
De fato,

0 0 1 —llz—y||?
gs Wt —sw—y) = 5 ([4@- rE o )

_ gt el L J=- y|!2(—24)671'g:g;'2

2[4(t — s)x]2 ™ [4(t — 5]z [4(t — )]
[ e—yl?] e
- w5 19

Por outro lado,

0 (g(t_ S, T —y)) _ 0 —1 (37“1|<If:z‘>|2
Ox; ’ dz; \ [4(t — s)7]2
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2
—llz—yll

—(7i —y;) e 1
2(t —s) [A(t — s)m]2

ltt—an ) = e ()
{Q(t_—l s) * zf?(it_—?{si))]z} [4(6154—& j)l):r]g (3.19)
Assim, de (3.18) e (3.19), tem-se
At nan) = [ - ]

2 o).

como queriamos demonstrar.
Agora, como 1) é diferencidvel, aplicando a igualdade (3.17) a (3.16), e utilizando
propriedades basicas da convolugao, obtém-se

%@b(S) = /n —A(g(t — s,z —y))u(s,y) dy + / gt — s,z — y)%(ﬂ(& y)) dy

= S(t—s)g( (s, )) AS(t — s)u(s,x)

= S(t—s)(Au —PV - (u®u)(s,z)) — AS(t — s)u(s, x)

= S(t—s)Au ( ) St = s)PV - (u®@wu)(s,x) = S(t — s)Au(s, )
= —S({t—35)PV-(u®u)(s, x).

n

Integrando de 0 até t a tltima igualdade, e lembrando que 1(0) = S(t — 0)u(0,z) =
S(t)uo(z) e Y(t) = S(0)u(t, z) = u(t, z), obtém-se

P(t) —(0) = —/0 S(t—s)PV - (u®u)(s,z) ds,

ou seja,
u(t, ) — S(t)ug(x) = _/0 S(t—s)PV - (u®u)(s,x) ds.

Uma vez que o projetor de Leray PP comuta com derivadas e a agdo do semi-grupo S(t)
é expressa como sendo uma convolugao, tem-se

u(t,z) = S(t)up(x) — /0 VSt —s)P(u®u)(s,x) ds. (3.20)

Portanto, conclui-se que toda solugdo cldssica do sistema (3.4) satisfaz a equagao
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integral (3.20).
Agora estamos em condigoes de definir a nogao de solucao que serd utilizada neste
trabalho.

Definicao 3.1.4 Solugdes que satisfazem (3.20) sao chamadas de solu¢oes mild para o
problema de Cauchy (3.4).

Com o intuito de tornar mais simples a expressao (3.20), a parte nao linear serd
denotada por:

t
Blu, v)(t, ) = — / VS(t — 5)P(u @ v)(s, ) ds. (3.21)
0
Portanto, (3.20) pode ser reescrita da seguinte forma:

u(t,z) = S(t)up + B(u,u)(t, ). (3.22)

3.2 Scaling das Equacgoes de Navier-Stokes e Espacos
Funcionais

Nesta secao, apresentaremos os espacos funcionais do tipo Kato-Fujita nos quais
estudaremos a equagao integral (3.20). Por simplicidade, cometeremos um abuso de
notagao ao denotar espacos de fungoes vetoriais e espagos de fungoes escalares da mesma
forma. Uma vez que também desejamos encontrar solucoes auto-similares, devemos
escolher os “indices” adequados de modo que as normas destes espacos sejam invariantes
pela relagao de escala ou scaling de (3.4), cuja definigao é dada por:

Definicao 3.2.1 Considere u(t,x) uma solugdao cldssica de (3.4). Definimos u, por
uo(t, ) := au(a’t,ar), Ya >0. (3.23)

A aplicacao
U Uy (3.24)

¢ chamada de scaling de (3.4).
Observagao 3.2.2 Nao € dificil ver que se u(t,z) € uma solucao cldssica da equagao de

Navier-Stokes (3.4), entio us(t, ) = au(a®t, ax) também o é. De fato; aplicando a regra
da cadeia, obtém-se

Ou,, B 0 9
E(t,x) = aa(u(a t, o))
30U
_ 39U o
= oo (o°t, ax),

P(us - Vuo)(t,z) = Plau(a’, az) - aVu(a’t,az))
= P(a’u- Vu)(a?t, ax)
= o’P(u- Vu)(a’t, ax),
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(—Aua)(t,2) = —A[ou(a’t, az)]
= o*(—Au)(c’t, ax).

Assim, somando as trés igualdades acima, e usando o fato de u(t,z) ser solu¢ao de
(3.4), seque que

ou,,
ot

— Aug + PV (ua ®ua)] =a® (%—AuvLIF’[V-(u@u)]) =0,

ou seja, uy(t,z) também € solugcao de (3.4), para todo o > 0.

k

O scaling (3.23) é o tnico dentre todos os da forma o*u(a?t, ax), com a propriedade

de que u, ¢é solugao de (3.4) sempre que u também o for.
Sendo assim, uma questao natural que se coloca é sobre a existéncia de solucoes
invariantes por scaling. Isto motiva a seguinte definicao:

Definicao 3.2.3 Seja u = u(t,x) uma solugio (3.4). Dizemos que tal solugdo é auto-
similar se satisfaz
u(t, z) = ua(t, r) = au(a’t, ar), (3.25)

para todot >0, z € R" e a > 0.
Note que, formalmente, fazendo ¢t — 07 em (3.24), segue que

u(z,t) = au(a’t, ax)
D | D |

uo(z) — aup(ax),
ou seja, para que u seja auto-similar, devemos tomar uy, homogénea de grau —1, isto é
up(z) = aug(ax), Ve e R™

Mais precisamente, se u(t, ) é uma solu¢ao mild auto-similar com u(t, z) — wug, quando
t — 07, entdo para ¢ € C5°(R™), tem-se

/ uo(t, z)p(z)de = / au(a’t, ax)p(z)dr
= / o' "u(a’t, x)p(a ) d
— / o "ug(z) (o x)d
= / aug(ax)p(x)de,
isto é, u,(t, x) — aug(ax). Uma vez que u(t, ) = u,(t, x), pela unicidade do limite, segue
que aug(axr) = ug(x), ou seja, o dado inicial uy é uma fungao homogénea de grau —1.

Pela discussao acima, percebe-se que os espacos adequados para se encontrar as solucoes
auto-similares sao os que contém as fungoes homogéneas de grau —1.
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Exemplo 3.2.4 Os sequintes campos de vetores em R3,

T3 T T3 T T2 T
o ) (o) i)
(’ R R B AN [ S | e/ AN 14 e 6

em que x = (1, T, x3), sao exemplos de fungoes homogéneos de grau —1. Além disso eles
satisfazem V - u = 0.
Note que qualgquer combinacao linear dos campos de vetores acima, isto €,

T3 T2 T3 T T2 I
’LL(.CC):Oq(O,— ) )+052< 707_ )+063<— ) 70)7
]2 |2 ]2 ]2 ]2 {2

¢ homogénea de grau —1 e satisfaz V - u(x) = 0.

Observe que uma funcao u como no Exemplo 3.2.4 pertence ao espaco L(3*)(R3), mas

nao ao espago L3(RR?).
I3 T2
— (0, "3 T2 )
)= (0.5 o)

De fato; considere
Aa (@) = m({z: |lui(z)]| > a})

- ({ | (2|§342+ ||i|2|4)2 >“})
o)

e g >+ ”xl )
{ )

Assim

8

|
3

I
3
S N7 N7 N

z:1>a?|z|]* +

Agora, observe que o conjunto

2 1 1 1 1 1 1
pilsazP b cde i —s < <o s << - <ay<— =R,
ll]|? a a a o« a
e m(R) = 5 ou seja, .
)\ul(a) S 5
Assim,

8
sup a® A, (a) < sup a3—3 =8 < 0.
a>0 a>0 (e}

Portanto, u;(z) € L(3’°°)(R3). Analogamente, mostra-se que os outros campos de
vetores, e portanto a combinacao linear deles, u, pertence ao espaco L(3) (R3).
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Por outro lado, utilizando as coordenadas esféricas, obtém-se

la@m = [ @] d

3
:/ 3+ x5 e
rs \ (2% + 23 + 23)?
o 2w T 2 6in? o cos? O + r? sin? ¢ sin? 4 : )
= /o /0 /0 ( o > resing dy db dr

2 T 2 2 9 2 9 %
/ (sm ©(cos 2 + sin )) 2 sin o dp b dr
0 r

27 T IS
/ Sl sin ¢ dy df dr
0

r3

27 T a4
/ M P do dr
.

[
[
[L e
L[
[
[
/

%0 (2T T ] 9 cos 2p 4 e
_ / P o do dr
0 4r
[e’e) 27 - T
1 i @ sindp
= — — 2 -~ do d
47"(%0 sin <p+2+ 3 )0 r
2T T
= — —) d
o A4r <7T+2> "
3r2 1
- T —dr = o0
4 Jo 1T

Portanto, u;(z) ¢ L3(R?). De maneira andloga, mostra-se que u também nao pertence
ao espaco L3(R3).

Note que o Exemplo 3.2.4 produz uma situagao complicada, pois espera-se que os
espacos LP sejam os ambientes naturais para se trabalhar.

Na realidade, nao ha qualquer fungao homogénea nos espagos LP, pois caso contrario,
se u(r) # 0 q.t.p. fosse uma fungdo homogénea de grau ¢ € Z, g # 0 neste espago,
terfamos

lu@)]lf = [lu(ex)];

= [ lutaa)lP do
— [ Nt iz

= a"u@I,

ou seja,
(1 = o™ Ju(z)]; =0,
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para todo a > 0.

Como gp # 0, tem-se [[u(x)||? = 0, o que é um absurdo.

Uma vez que o espaco L) (R") é a extensdo mais natural de L"(R™) que contém as
funcdes homogéneas de grau —1, trabalharemos com o dado inicial em LM™>)(R™).

Por outro lado, como ja observado anteriormente, se desejamos obter solucoes auto-
similares de (3.4), em certos espagos funcionais, entao as normas desses espagos devem
ser invariantes pela relagao de escala (3.24). Assim, vamos definir os espagos funcionais
de Kato-Fujita, que serao os espacos que iremos utilizar daqui por diante.

Definigao 3.2.5 Sejam n > 2 um numero inteiro positivo e 1 < ¢ < 0o um numero
fixzado qualquer. Com isso, definimos os sequintes espacos de Banach das funcoes vetoriais
u: (0,00) x R" — R":

E = {u u(t,x) € BC((0,00), L"),V -u=0}, (3.26)
E, = {u € B; t3 Su(t,z) € BC((O,oo),L(q’OO))}, (3.27)

em que 0 espaco BC((O, oo),X) representa o espaco de todas as funcoes continuas e
limitadas definidas em (0,00) e com valores em X.
Cada espago € munido, respectivamente, com as sequintes normas,

lullz = sup [Ju(t, )|n,00), (3.28)
t>0

1_n
lulle, = supt>~2afju(t, z)[|(go0) + sup |u(t, 2) [ n,oc)- (3.29)
t>0 t>0

Observagao 3.2.6 Os indices A\ =5 — 2 ¢ =0, em

2q

lull g, = sup *[lu(t, 2) (g0 + sup £ [|u(t, 2)lln.00),
>0 >0

sao escolhidos de forma a tornar || - ||g, invariante pelo scaling (3.24), isto ¢, de forma
que ||lullg, = ||uallg,, Vo >0.
De fato; note que

lua(t.2)lls, = supt*alu(a’t, az)lqe) + supt’allu(a’t, az)|m,e)
t>0 >0

() s, a2}y + supr () utt, @)
= ssliga 2 lluls; ar)llgeo) ssliga 2 llult; 02)llmeo)

= supa' M |u(s, ax)|(geo) + sup & F s |u(t, ax) || (noo)-  (3-30)
s>0 5>0

Por outro lado, lembrando a relag¢ao de escala dos espacos de Lorentz (2.9), tem-se
lu(s, a2)lgo0) = @™ ¢ uls, 2)llqo0) € luls,a)l[no) = " uls, 2)l[ oy (3.31)
Assim, usando (3.30) e (3.31), segue que

ua(t,2)|e, = Sggal‘”‘%sk\lu(s,x)H@,oo)+Sgga’wsﬁ\!ws,x)Hm,oo)- (3.32)
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Logo, para que valha
lua(t, )|, = lJult, )| 5,,

¢ necessdario e suficiente que 1 — 2\ — % =0e—-28=0, ou seja, A\ = % - 2% e =0.

Como os espacos de Lorentz L9 sio espacos de Banach pelo Teorema 2.1.11, segue
que os espacos I e E, com as respectivas normas definidas acima || - ||z e || - || z, também
sao espacos de Banach.

3.3 Boa Colocacao nos Espacos L(P:0)

Nesta secao, apresentaremos os resultados de existéncia e unicidade de solugoes nos
espacos LP-fraco, ou seja, em L">) Comecaremos tornando precisa a nocao de solucio
mild em L™ associada a equacdo de Navier-Stokes (3.4).

Definicao 3.3.1 Seja ug € L™, com V - ug = 0. Diz-se que u = u(t,x) € uma solugao
mild global do problema de Cauchy (3.4) em E,, se a funcao u satisfaz a equagao integral
(3.22), ou seja,

u(t,z) = S(t)up(t) + B(u,u)(t, x),

e u(t,z) — ug, quando t — 07, em que o limite tomado é definido na topologia fraca- de
(700

O resultado a seguir é um dos principais resultados tratados neste trabalho e garante
a existéncia e unicidade da solu¢ao mild no espago Fj,.

Teorema 3.3.2 (Existéncia e Unicidade de Solugao) Seja ug € L™ com V -uy =
0. Existeme >0 e C > 0 tais que, se |[ug||(n00) < €, entao existe uma solugao global mild
para o problema de Cauchy (3.4), u(t,x) € Ey, que satisfaz ||ul|g, < 2Ce. Além disso, a
solucdo ¢ vnica na bola fechada Boc.(0).

Antes de demonstrarmos o Teorema 3.3.2, precisaremos de uma série de resultados
auxiliares. Comegaremos com um lema abstrato, cuja demonstracao é uma aplicacao do
Teorema do ponto fixo de Banach para contracoes.

Lema 3.3.3 (Lema Abstrato) Sejam (X, |- ||x) um espago de Banach e B : X x X —
X um operador bilinear continuo, ou seja, existe k > 0, tal que

Bz, y)lx < kllzllxllyllx, Y(z,y) € X x X.

Sejay € X,y #0 ellyllx <e. Sedke <1, entio existe uma solugio x € X para a
equacao x =y + B(x, ), tal que ||z||x < 2¢, a qual é unica na bola fechada Ba.(0). Mais
ainda, essa solug¢do depende continuamente de y, ou seja, se ||y||x < e, T =1y + B(z, %),
e ||z]|x < 2e, entao

1
1 —4ke

lz —Zlx < ly — 7llx- (3.33)
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Demonstragao: Seja f: X — X uma aplicagao, tal que f(z) =y + B(zx, z).

Queremos mostrar que f restrita a By.(0) = {z € X : ||z|x < 2¢} é uma contracio
que satisfaz f(Ba-(0)) C Ba.(0).

Mostremos primeiramente que f(B.(0)) C Ba.(0).

Para isso, observe que para x € By.(0), tem-se

If@)lx = lly+Blz,2)lx
< llylix + Bz, z)| x
< lyllx + kll=|%
< e+ k(2e)?
= &+ 4ke?
< 2e,

com queriamos.
Agora, para mostrar que f é uma contracao, sejam x,x’ € By.(0); assim

1f(x) = f(@)lx = |y +Blz,2) —y— B, 2)|x
= |B(z,z) — B(z',2")| x
IB(z,x) — Bz, 2") + B(z,2") — B(2/, 2') || x
IB(z,z —2') — B(x — 2", 2')||x
IB(z, 2 —2')||x + || B(z — 2/, 2)||x

kllzllxlle = 2'llx + kllz — /[ x ] x

VANVAN VAN

4kellz — 2’| x.

Uma vez que por hipétese, 4ke < 1, conclui-se que f restrita ao conjunto Ba.(0) é
uma contragao que satisfaz f(Ba.(0)) C Ba.(0).

Observe que By.(0) C X é um conjunto fechado em X. Assim, munindo Bs.(0) com
a métrica

d(a,b) :=||la — bl x,

conclui-se que o par (Egg(O), d) é um espago métrico completo, pois um subespago métrico
fechado de um espaco completo é completo.

Como (Bs.(0),d) é completo e f é uma contracdo neste subespaco, entdo pelo Teorema
do ponto fixo de Banach para contracoes, segue que f possui apenas um ponto fixo
em By.(0), ou seja, existe um tnico € By.(0) tal que z é uma solucido da equacio
r=1y+ B(z, ).

Para concluir o resultado, mostraremos agora a continuidade em relagao ao parametro
inicial y. Para isso, seja T = ¢ + B(Z, Z). Assim,

le—zlx = lly+B(z,2)—y-B( 7)|x
<y = 9llx + 1Bz, ) — B(Z, 7)l|x
< ly =glx +B(z,z = 7)llx + Bz - 2,7)[Ix
< Ay = llx + kllelixllz — 2llx + kllz — Zll x| 7] x
<y = gllx + dkellz — zf|x,
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e, portanto,
(1 —dke)llz —2|x < |ly — yllx.
ou seja, )
o — 7l < 1=l

Afim de demonstrarmos o Teorema 3.3.2, devemos aplicar o Lema Abstrato 3.3.3 para
X = E,. Para isso, precisaremos mostrar que a parte nao linear da equacao (3.22) é
continua de E, x F, em F, e a norma da parte linear em FE, pode ser controlado pela
norma do dado inicial ug € L™>). Este serd o objetivo das duas préximas secoes.

3.3.1 Estimativa do Termo Nao Linear

Como vimos no Capitulo 2, (Observagao 2.4.3 e Teorema 2.4.4), a k-transformada de
Riesz é continua nos espacos de Lebesgue e também nos espacos L®>). Assim, conclui-se
que o projetor de Leray, definido em (3.2), é continuo nesses espagos.

A seguir, apresentaremos um resultado que garante que o operador bilinear B(u,v)
¢ continuo no espago funcional E,. Para isso, provaremos primeiramente a seguinte
proposicao, que serd de grande utilidade, nesta e na proxima secao.

Proposicao 3.3.4 A fun¢ao Beta, denotada por B(x,y), e definida por

1
By = [ - (334
0
em que x,y > 0, € sempre finita.
Demonstragao: Tomando 0 < § < 1, tem-se
5 1
B(z,y) = / =) dt +/ 1=t dt
0 5
5 1
< max(1, (1 - 5)91)/ "1 dt + max(1, (5’”1)/ (1—t)vtat
5

0
T —9)Y
= max(1,(1— 5)7"1)% + max(1, 6””1)% < 00.

Observagao 3.3.5 Observe que pela mudanca de varidvel s = tz, tem-se

t 1
/ sTHt— s ds = / (t2)" 7 (t — tz)V 't dz
0 0

1
— / tw+y712x71<1 _Z>y71 dz
0
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= " B(a,y).

1
Lema 3.3.6 Sel <n <q, % = 5—22 eu,v € By, entao existem constantes K, K, > 0,
q
tais que
IB(w, 0) (8, 2) [ noe) < K sup [[u(t, )| (n,o0) sUP 12 [0(, ) [ (g.00): (3.35)
>0 >0

t2]|B(u, v)(t, @) (goe) < qutggt%HU(t,flf)H(q,oo)Stggt%!\v(tax)lkq,oo)- (3.36)

Demonstragao: Provaremos a desigualdade (3.35). Note que como 1 < n < ¢, existe

1 1 1
r > 1 tal que — = — + — e neste caso r < n.
T n o q

Usando o Lema 3.1.2, com k = 1, ¢ = ¢o = 00, a continuidade do projetor de Leray e
a desigualdade de Holder generalizada (2.13), tem-se

B0l = || [ V8= 5P v)(s.2) ds

(n,00)

t
< / IVS(t — 5)P(u @ 0)(5,) |0y s
0
t

< /C(t—s)g(ii)éllp(uébv)(svx)ll(r,w) ds

0

< [O(t—s)
< /Ot()(t—s)’%(

< C F(t,s) sup |lu(t, z)] (00 supt%||v(t,x)||(q7m), (3.37)
>0 >0

w3

G uls,2) @ 005, 2) ey s

2=

_1l _a a
) 257252 ||[u(s, )| (n,00) |5, ) [ (g,00) S

3=

t
em que F(t,s) = / (t — s)%ﬁ*?)*?s_% ds. Mostremos que F'(t,s) < oo. Para isso,
0

observe que

a 1
Como por hipotese, 0 < 5 < > entao pela Observacao 3.3.5, conclui-se que F'(t,s) =

pgtsl (1—9 9) .
223 579 < 0

Assim, de (3.37), obtém-se

a a
1B, )t )y < CB (1= 5,5 ) sup ut, @) 0y sup £ [0(E,2) g0
22/ >0 >0
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= Ksuplfult, )| oo sp £ [[0(t,2) | 00 (3.39)
t>0 t>0

em que K, = Cf (1 — %, %) independe de u e v, obtendo assim a desigualdade (3.35).

Para provar a desigualdade (3.36), observe que
t
B (u, v)(, )| (g.00) < /0 IVS(t = 5)P(u®v)(s,2)l(g.00) ds,

e como 1 < n < g < oo, pode-se considerar r = g, aplicar mais uma vez o Lema 3.1.2 e

usar a continuidade do projetor de Leray em L(®>) para obter

t
IB(u, v)(t, )l (g.00) < C/ (t —s)"2 2 |u(s, z) ® v(s, )| (roc) ds. (3.39)
0
1 1 1 1
Uma vez que -=-4-,e€ —2£ -5 = % — 1, pela desigualdade de Holder (2.13) e
q’
pela Observagao 3 3.5, tem-se

Bt < € [ =95 a2l 0G5, g 5
= ¢ [ =91 sl 05,

t
< CsuptFJult, 2)| g0 sup £ [0t 2) | g0 / (t—s)3 757 ds
t>0 t>0 0

= Coupt [ult, )| g supE 0t 2) ot ~HE718 (1= 0,5
>0 >0 2
= Kgt~% supt? [u(t, )| (g.00 sup 2 [0(t, 2) | (g.00),
t>0 t>0
em que K, =Cp (1 - a, %)
Portanto,
t%||B(u, v) (£, 2) | (go0) < Kgsupt? [[u(t, )| g.00) sup 2 [[0(t, )| (g.00)-
t>0 t>0
]

Para demonstrarmos o Teorema 3.3.2, devemos mostrar que a solugao u converge
fraco-* para o dado inicial ug, quando ¢ — 0T, em L(™>). Para isso, precisaremos do
seguinte resultado:

Lema 3.3.7 Se a fungdo u(t,z) € E,, entao
B(u,u)(t,z) =0, quandot— 0F.

Demonstragao: Como ja citado na Observagao 2.1.13, o conjunto C§°(R™) é denso em
LD (ver [4] para mais detalhes). Como u,v € E,, pela desigualdade (3.35) do Lema
3.3.6, observa-se que B(u,v) € L),
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Assim, pelas observacoes acima e pelo Teorema 2.1.12, é suficiente mostrar que dada
v € C°(R™), tem-se

(Blu, u)(t, ), ) — / n (— /0 VS (t — s)Plu(s.z) ® u(s, ) ds) o dz — 0,

quando t — 01, pois para se obter o resultado, basta usar um argumento de densidade.
Sendo assim, seja ¢ € C§°(R"). Usando o Teorema de Fubini e a desigualdade de
Hardy-Littlewood 1.2.9, obtém-se

|(B(u,u)(t,z), )| = /0 /n VS(t — s)Plu(s, z) @ u(s, z)|p dr ds

< /o . IVS(t — s)Plu(s, ) @ u(s,x)]|p| dr ds

(VS(t = s)Plu®@ul)” (s,y)¢"(y) dy ds

IA
s~
3

t o] 1 y 1, dy
< [ [ [ st -spusay s [iew] L
0o Jo )
t 1 * 1 * dy
< [ (swy? (VSE- 9P ) () [ [vrew)] < ds
0 \y>0 0 )
t
< [ IIVS(E=s)Plu@u)(s, 2)l o llellea) ds. (3.40)
0
1 1 1 1 1 -
Escrevendo — = -+ -—1e - = —+ —, segue que 1 < b <1’ < oco. Agora, utilizando
ol b b n ¢

o Lema 3.1.2, a continuidade do projetor de Leray e a Desigualdade de Holder (2.13),
obtém-se

IVS(t = 5)P(u @ u)(s, )| (4,00
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Observe que

NS NS N3

Assim, a desigualdade acima se escreve como

n(l_1 an(1 1 1
(Blu,u)(s,2), )] < Cllgllpyt &35 (1—5,5 (; —5> +§).
< ClgllpyttFn).
Passando o limite quando ¢ — 0", tem-se

lim | (B(u, u)(s,2), ¢)| < Cllgllpa lim ¢3(675) <.

t—0t+

3.3.2 Estimativa do Termo Linear

O objetivo desta secao é mostrar que a norma da parte linear pode ser controlada pela
norma do dado inicial ug no espaco L(™>) e que a parte linear converge fraco-x em L)
para o dado inicial, quando t — 0.

Lema 3.3.8 Sen < g < 0o euy € L™ entdo existe uma constante C > 0 tal que

15 () ol

Eq S OHuO”(n,oo);

e S(t)ug — ug quando t — 0%, sendo o limite na topologia fraca-x de L),
Além disso, se 1 < p < oo e uy € LP>®) entdo existe uma constante C > 0, tal que

||S(t)u0||(p,00) < CHUOH(p,OO)-

Demonstracdo: Seja ug € L™, Aplicando o Lema 3.1.2, com r = p = n e
g1 = g = 00, obtém-se

n(l_ 1
IS@uolline < CEEfugllinoo)
= CHUOH(n,OO)'
Aplicando novamente o Lema 3.1.2, agora com r = ¢, p=n e ¢ = ga = o0, tem-se

n(l_ 1
1S uolligee) < C126E 3 fugl| )

n _ 1
= ('t 2 HUOH(n,OO)
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= Ctig HuOH(n,oo)7

ou seja,
t2[[S(t)uoll(g.00) < Clluolln,oo)-

Portanto,
ISt uollz, = supt? [[S(#)uoll(g,00) +5up 1S (E)to]l(n,00)
>0 >0
< sup Clluol|n,0)
>0
= CHUOH(n,OO)'
Analogamente, quando ug € L) aplicando o Lema 3.1.2, com r = p, tem-se
n(l_1
1Sl < €6 fugll ey
= Clluollp,o0)-

Resta mostrar a convergéncia da parte linear da equagao integral (3.22), para o dado
inicial ug, usando a topologia U(L("’Oo), L(”/’l)), ou seja, a topologia fraca-x de L"),

Primeiramente, lembremos que f, — f (fraco-x) é equivalente a convergéncia das
integrais (f,,g) — (f,g), para todo g € L"),

Assim, fixando § € LV, tem-se

(S(t)uo —uo,g) = (g(t,) * uo — uo, g)
= (g(t,-) xuo,g) — (uo, ),

mas

(g(t,-) xuo,g) =

Assim, obtém-se

[(S(B)uo = uo, §)[ = [{uo, S(t)g — 9)]
[0/l n.00) 15(8)G = Gll 1)

IN

Mostremos que [|S(t)g — gl|(n/,1) — 0, quando ¢ — 0.
Com efeito, como j& vimos, S(t) é a convolugao com o niicleo do calor, ou seja, S(t)g =
g(t,x) * g.

Note que
x

glt.z) =t Eg(Lat™H) =0 (2).

em que e = £2 e o(z) = g(1, z).
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. _1
Uma vez que £ — 0 se, e somente se, t — 0, fazendo a mudanca de variavel y = xt™z,
obtém-se

/g(t,a;) dr = /tgg(l,xté)d:c

t2t2g(l,y) dy

n

= g(1,y) dy
R’ﬂ

Il
o —

Il
=

Para mais detalhes sobre a tltima passagem, veja por exemplo, [5].
Observe que a familia g(t, ), indexada em ¢ > 0, é uma aproximagao da identidade
em L9 Portanto, pela Observacao 2.1.13, segue que

15(t)g — gll 1)y — 0,

quando t — 0.
Portanto,
|<S(t)U0 - u0,§>| — 07

quando t — 07, ou seja, S(t)ug — uo.

3.3.3 Prova do Teorema de Existéncia e Unicidade 3.3.2

Agora que ja verificamos todas as hipdteses necessérias para aplicar o Lema abstrato,
estamos em condigoes de provar o Teorema 3.3.2.

Demonstragao: (do teorema de Existéncia e Unicidade 3.3.2)

Pelo Lema 3.3.6, sabe-se que o operador bilinear B : £, x E, — FE,, dado por
t
Blu,)(t2) =~ [ VS(t = s)Plueo)(s.2) d,
0

é continuo. De fato; observe que pela defini¢ao do projetor de Leray, V - [P(u ® v)] = 0.
Assim, lembrando que a a¢ao do semi-grupo S(t) é via convolucao, obtém-se

V- [B(u,v)(t,z)] = —V- [/0 VSt —s)P(u®v)(s,z) ds
_ _/0 V. [Vg(t —s,2) % Plu®v)(s,z)] ds
— —/ Vgt —s,2)*« V- [Plu®v)(s,z)| ds

0

- _/0 VSt —s)V-[Plu®v)(s,z)] ds
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= 0.
Por outro lado, usando as desigualdades (3.35) e (3.36) do Lema 3.3.6, segue que

B, v)(t, )|, = supt?|B(u,v)(t,2)]|g00) + sup [[B(w, 0)(t, )| (n,00)
t>0 t>0
< ksupt? [|u(t, )| (g.00) (supt3||u<t,x)ll<q,oo> + sup Ilu(t,x>!|<n,oo>)
t>0 t>0 t>0

< k(s o)) + s 0 ) e
t>0 t>0
— Hllulls o5,

em que k = max{K,, K,}. Portanto, B(u,v) é um operador bilinear continuo.

Como E, é um espago de Banach, vamos usar o Lema Abstrato 3.3.3 para mostrar
que a equagao integral (3.20) tem uma solu¢ao mild neste espago.

Por hipétese, sabe-se que |[ug||(n,00) < €. Assim, pelo Lema 3.3.8, tem-se

4k(|S(t)uol| g, < 4kCl|uol|(n,00) < 4kCE. (3.41)
Escolhendo € > 0 de forma que

0<e< (4kC), (3.42)

tem-se

4K[S (t)uol

Eq<1-

Agora, se y = S(t)uo, entao
V.y=V-(St)u) = S{t)V - ug =0,

por hipétese. Isso, juntamente com (3.41), mostra que y € E.

Portanto o Lema Abstrato 3.3.3 garante a existéncia de solucao para a equagao integral
(3.20) em E,, e que essa solugdo é tinica na bola Bayc.(0).

Mais ainda, pelos Lemas 3.3.7 e 3.3.8, observa-se que

u(t, x) — ug,

quando ¢ — 0%, na topologia fraca-* do espaco L"),
Portanto, a solugao u € E, é uma solugao mild como definida em 3.3.1.

3.4 Existéncia de Solugoes Auto-Similares

A seguir, vamos enunciar e demonstrar o teorema de existéncia de solugoes auto-
similares em FE,. Este resultado pode ser encontrado em [1].

Teorema 3.4.1 Seja ug € L) com V-ug =0 ee > 0, como no Teorema 3.3.2, tal que
luoll(n,oe)y < €. Se ug € uma fungio homogénea de grau —1, ou seja, up(ax) = o ug(x)
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para todo x € R", x # 0 e a > 0, entdo a solu¢ao mild global u(t,z) do Teorema 3.3.2 é
auto-similar.

Demonstragao: Primeiramente, observe que a solugao u obtida no Teorema 3.3.2 é um
limite da seguinte sequéncia de Picard:

{ ur(t, ) = S(t)uo

uk—i—l(t’ ) = ul(tv ) + B(uk’ uk)(t’ ')7

ou seja, o limite de ug em E, é o ponto fixo u da aplicacao f(u) = uy + B(u, u).
Agora, mostremos que u; (t, z) satisfaz a relacdo de escala (3.25).
De fato;

_lle(z—a=1y)|?

9(04215, a(z — Ofly)) = (4a2t7r)*%e 12t
— a—n(4tﬂ_)_%6_‘|z*ailfy”2
= a "g(t,r —aly). (3.43)

Assim, usando a igualdade (3.43) e a hip6tese sobre o dado inicial ug, obtemos
ui(o®t,ar) = g(a®t, ax) * u(ax)

/R g0, az — y)uoly) dy

/R g, a(z — a~'y))uo(y) dy
_ / omg(t,3 — o My)uo(y) dy

/

a tg(t,x — 2)ug(2) dz  (em que z = a™'y)
7lg(t7 .’L‘) * u0($)
“luy(t, ).

Agora, vamos usar indugao para mostrar que u(t, x) também satisfaz (3.25).
Como hipétese de indugao, assuma que uy, satisfaz a relagao de escala (3.25). Observe
que usando a regra da cadeia, obtém-se

V.(g(a?t,az)) = a(V.g)(a’t, az),
e da igualdade (3.43), segue que
Vi(g(a®t ax)) = V(o "g(t,z)) = a™"(V.g)(t, ).
Portanto, das duas igualdades acima, tem-se

(V.9)(a?t,ax) = a7 (V,9)(t, 2). (3.44)
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Assim, usando a igualdade (3.44) e fazendo as mudangas de varidveis s’ = a’s e

Yy = ay, obtém-se
2t
B(ug, ux)(a’t, azx) = —/ VS(a*t — 8" P(up @ ug) (s, ax) ds’
- / Vag(a®t — ' ax — y )P(ur @ u)(s',y/) dy' ds’

Rn
= / / a?V,g(a?(t — ), ax — v )P(ur @ ug)(a?s,y') dy ds

n

t
- / / a"V,g(?(t — s), a(z — y))P(uy @ ug)(a?s, ay) dy ds
0 n
¢
= —a2/ / Q" WV ,g(t — s, 7 — y)a T P(auy, @ auy)(a’s, ay) dy ds
¢
= —a” / Vag(t = 5,2 = y)P(ur @ wp)(s,y) dy ds
0 Jrn
= a ' Blug, w)(t, ).
Portanto,

ups1 (0t ax) = ui(a’t, ax) + B(ug, up)(a’t, ar)
= o' [Ul (t,z) + B(ug, ug)(t, 1:)]
= o ugga(t, ).

Assim, as solugoes mild globais sao obtidas como limite de uma sequéncia de fungoes
auto-similares (ug). Deste modo, usando a invariancia da norma E,, segue que

ut,z) — au(a®t, az)||p, = |ul(t,z) —up(t,z) + u(t, x) — au(a’t, az)|| 5,
< lult, z) — w(t, z)|| g, + |lun(t, ) — au(a®t, az)||g,
< lu(t,z) — u(t, @)|| g, + [Jau(a®t, az) — au(a®t, ax)|| g,
= Hu(t,x) - uk(tv$)’|Eq + Huk(tvx) - u(tvw)HEq
= 2||u(t,z) — uk(t,z)||g, — 0,

quando k — oo. Portanto, conclui-se que a solucao u(t, r) satisfaz
u(t,z) = au(a’t, ax),

para todo x € R", todo t > 0 e todo o > 0, ou seja, a solugao é auto-similar. [ |

3.5 Estabilidade Assintética das Solucoes Mild

O objetivo desta secao ¢ estudar a estabilidade assintética da solugao mild obtida no
Teorema 3.3.2.
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Teorema 3.5.1 Sejam u, v solugoes do problema de valor inicial (3.4) dadas pelo Teo-
rema 3.3.2, com dados iniciais ug, vy € L™ com V - ug = V - vy = 0, respectivamente.
Se

i [15() (g — v0) ) = 0.

entao

lim |lu(t, z) — v(t, )| (ne0) = 0. (3.45)

t—o0
Além disso, se
Lim ¢2 1S (t) (uo — v0) [ (g.o0) = 0,

entao
lim ¢2 [Ju(t, 2) — v(t, )| (g00) = 0 (3.46)
t—o00

Demonstracao: Considere u = u(t,z) e v = v(t,x) duas solu¢oes mild globais do

problema de valor inicial (3.4) em E,, com dados iniciais ug e vy, respectivamente. Assim,

u(t,x) = S(t)ug+ B(u,u)(t,x)
v(t,x) = S(t)vg + B(v,v)(t, x).

Seja w(t,x) = u(t,z) — v(t,z). Com calculos similares aos da prova do Lema 3.3.3,
obtém-se

w(t,r) = u(t,z)—v(t, z)
= S(t)uo + B(u,u)(t,z) — S(t)vg — B(v,v)(t, x)
S(t)(ug — vo) + B(u,u — v) + B(u — v, v)
= S(t)(uo — vo) + B(u,w) + B(w, v).

Agora, procedendo como na prova do Lema 3.3.6, tem-se
t
[1B(w, v)[[no0) < /0 IVS(t = s)P(w @ v)(s, 2)]|(n,00) s

t
< Ostuﬁ’“ﬂv(t,x)l\(q,oo)/(t—S)Q‘IS‘ZHw(S’x)ll(nm) ds,
> 0

t
1B (u, )| (n,00) < /0 IVS(t = s)P(u®w)(s, )| n,00) ds
t
< Csuptgl\ﬂ(t%)\lm,oo)/ (t—9)2"s7 2 lw(s, 2)||(n.oo) ds-
t>0 0

Uma vez que pelo Teorema 3.3.2 segue que ||u|lg, < 2Ce e |[v||g, < 2Ce, usando as
duas desigualdades obtidas acima, tem-se

1B(w,v) + B(u, w)|[n,00)

IN

1 B(w, v) [ n,00) + (1B (1 0)]] (n,00)

t
C (llo(t,2) g, + llult, z)lz,) /O (t—s5)2""s 2 w(s,2) | noo) ds

IN
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t [e} [e}
< Ce [ (=93 uls ) ds
0
1
= Ce/ (t —ts) 27 (L) "2 |w(ts', 2) || ooyt s’ (fazendo s = ts')
0

1
= CE/ (1 =82 "2 |w(ts', 2)|| (nooy dS'-
0

Considere
A=1i ts' noo) = i ts' n.oo) -
1?Liljp||w( ', 2) || (n,00) keN,H;LooSthHM( 8, 2)|| (n,00)
Note que,
sup [lw(ts', o)|[neoy = sup [[(u —v)(ts', )|l (n,o0)
>k t>k
<

sup [[u(ts’, )| (n,00) + sup [[0(ts’, )| (n,00)
>k >k

IN

sup [[u(ts’, )| n,0c) + sup [[0(tS", 2) [ n,00)
>0 >0

lelle, + [lvlle,

Ce € L'((0,1)).

IAIA

Assim, pelo Teorema da convergéncia dominada e pela monotonicidade da integral,
obtém-se

t—o00

1 1
limsup/ (1= 82772 lw(ts', 2)||no) ds' < A/ (1—5)371s'"3 ds.
0 0

Como %, 1— % > 0, usando o Teorema 3.3.4 para a funcao [ (1 — %, %), segue que

1
/ (1—5)271s72 ds < o0.
0
Assim,

A =limsup [|[w(t, 2)||(ney < limsup|[S(t)(uo — vo) + B(u,w) + B(w, v)|| (n,00)

t—o00 t—o00

< limsup [|[S(t)(uo — vo)||(n,00) + CeA

t—o00

= 0+ CeA,

se € for escolhido satisfazendo 0 < ¢ < C™', além de (3.42) no Teorema 3.3.2.
Assim, A = 0, ou seja,

im [[w(?, )| (n,00) = limsup |w(t, z) || n,00) = 0,
t—00 t—o0

o que conclui a prova de (3.45).
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Mostremos agora (3.46). Primeiramente, vamos estimar a parte nao linear de
t3 |Ju(t, x) — v(t, )| (4,00) de maneira semelhante ao que foi feito na desigualdade (3.36) do
Lema 3.3.6:

t
[1B(w, v)[l(go) < C/O(t—8)2‘1Hv(8>x)\lm,oo)llw(sw)\lm,oo) ds

IN

t
CStUI()Dt2||U(t7x)H(q,OO)/ (t B S)E_ls_a‘SE||w(57x)||(q700) ds
> 0

< Csupt?|[ot, o) (g0
>0

1
/ (t —ts) 21 (ts') 2 Jw(ts', @) || (goo)t ds’,  (fazendo s = ts')
0

IN

1
Csupt(5||v(t,x)||(q7oo)t_g/ (1—s")271(s) ™2 Jw(ts', 2)]| (g.o0) dS'-
t>0 0
Assim,
« « 1 « «
B < Compt ot alllgm [ (1= )57 s, )y ds
0
1
< Cllotole, | (1= )15t fw(ts,n) g0 ds
0
1 (o7 (e}
< Cs/ (1= 8)5 16213 u(ts, 2)] oo ds.
0
Analogamente, obtém-se
(e 1 (e (o7
1B < C [ (1935t uts, )] o ds.
0

Assim,

@

t2[|B(w,v) + B(u,w) o) < 12

IN

B(w,v)|lgoo) + 2B (1, )]l 5.

1
< Ce/ (1—s)2 7 s 2 |Jw(ts, o) || (goo) dS-
0

Logo, tem-se

2 lwt, 2)l ooy = 2 [(u =)t )]l (go0)
= t2|S(t)(uo — vo) + B(u, u)(t,z) — B(v,v)(t, )| (g,00)
= t2[|S(t)(uo — vo) + B(u, w)(t, z) + B(w,v)(t,z)||(g00)
< 2[5 () (uo — v0) | (gioe) + 2 [ B, w) + B(w, v)]|(g.00)
1
< t%”S(t)(uo —0)|l(g,00) + Ce/ (1-— s)%*lsfoct%Hw(ts,a:)||(q7oo) ds.
0

(3.47)
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Definindo novamente,

A = lim supt%Hw(ts)H(q,OO) = lim supt%Hw(ts)H(q’oo),
t—o0 k=00 ¢>

aplicando o lim sup em (3.47) e procedendo como na prova de (3.45), conclui-se que A = 0,
como gostariamos. |

Observagao 3.5.2 Assuma que ug € uma funcao homogénea de grau —1 com V -ug =0
e que 8 € C, com norma suficientemente pequena em L) . Considere u e v solucées
mild, com condigoes iniciais dadas, respectivamente, por ug e vo = ug+ 0 (perturbagao de
Uo).

Assim, se 1 < p < n, uma vez que § € C, C L»>) entdo usando o Lema 3.1.2,
obtém-se

ﬂ(i,l>
[15(8)0]l(n,00) < C24n 72|10 (p,0) = 0,

quando t — 00.
Pelo Teorema 3.5.1, conclui-se que a solugao pertubada v € atraida pela solugao auto-
similar u.
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