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tadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”

para a obtenção do t́ıtulo de Mestre em Bio-

metria.

BOTUCATU, SP - BRASIL

FEVEREIRO DE 2019



MODELAGEM MATEMÁTICA E OTIMIZAÇÃO DA PRODUÇÃO
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tadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”

para a obtenção do t́ıtulo de Mestre em Bio-

metria.

BOTUCATU, SP - BRASIL

FEVEREIRO DE 2019





Agradecimentos
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2.1 Matriz energética e sustentabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2 Biohidrogênio e seu potencial como fonte de energia . . . . . . . . . . . . 4

2.3 Condução em batelada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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siderando a rota do acetato. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Orientadora: Profa. Dra. HELENICE DE OLIVEIRA FLORENTINO SILVA

RESUMO

A escassez de combust́ıveis fósseis e a demanda por fontes alternativas de

energia renovável e limpa são impulsionadores para o desenvolvimento de biocom-

bust́ıveis, tais como o biohidrogênio. Este gás é conhecido por seu alto valor caloŕıfico,

extrema leveza e baixa densidade, além de, ao ser queimado, produzir apenas va-

por d’água e calor. Dentre os modos de produção, destaca-se a fermentação escura,

a qual gera biohidrogênio e subprodutos através do tratamento microbiológico de

reśıduos agroindustriais. O objetivo deste trabalho foi modelar matematicamente

este bioprocesso, estudar suas propriedades à luz da teoria de estabilidade, além

de propor um modelo de otimização que determine uma combinação das concen-

trações de substrato e bactérias, tais que maximizem o rendimento da produção de

biohidrogênio. Foram propostas duas heuŕısticas para a resolução do modelo, Algo-

ritmo de Busca em Vizinhança Variável e Algoritmo Memético. Os resultados das

simulações numéricas mostraram que o modelo obtido corrobora com a dinâmica

bioqúımica e microbiológica do bioprocesso.

Palavras-chave: Biohidrogênio, Fermentação Escura, Modelagem Ma-

temática, Energia renovável, Metaheuŕısticas.
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BIOHYDROGEN PRODUCTION BY DARK FERMENTATION
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SUMMARY

The lack of fossil fuels and the demand of alternative, renewable and clean

energy sources promote development in biofuels, as biohydrogen. It is known by

its high heat, extreme lightness and low density and also when it burns, the pro-

ducts are only steam and energy. Among the productions ways, we highlight dark

fermentation, which generates biohydrogen and subproducts through organic waste

microbiological treatment. The aim of this work was to mathematical model this

bioprocess, to study its properties via stability analysis, besides to propose a optmi-

zation model to determine a combination of substract and bacteria concentrations,

in order to maximize biohydrogen production yield. To solve the mathematical mo-

del have been proposed two heuristics: Variable Neighboor Search Algorithm and

Memetic Algorithm. Numeric simulations showed that the mathematical model cor-

roborates with the bioprocess microbial and biochemical dynamics.

Key-words: Biohydrogen, Dark Fermentation, Mathematical Modelling,

Renewable Energy, Metaheuristics.



1 INTRODUÇÃO

A escassez de combust́ıveis fósseis e as mudanças climáticas globais são im-

pulsionadores do desenvolvimento de novos combust́ıveis, como bioetanol, metano e

biohidrogênio (Chong et al., 2009). Dentre todos os biocombust́ıveis, o biohidrogênio

é o único que não se encontra quimicamente ligado aos átomos de carbono, conferindo

a ele alto poder caloŕıfico (Khan et al., 2017).

Durante sua combustão, apenas vapor d’água e calor são liberados no meio

ambiente, o que permite classificar este gás como uma fonte renovável e limpa de

energia. Além disto, a utilização deste biogás é vantajosa por ele ser altamente

compresśıvel e de baixa densidade, caracteŕısticas desejáveis para armazenamento

e transporte, e possuir calor de combustão muito maior que fontes tradicionais de

energia, como a gasolina e o etanol (Omar et al., 2014; Khan et al., 2017; Singh et al.,

2013).

O hidrogênio produzido por vias biológicas é denominado biohidrogênio e este

pode ser gerado na presença ou ausência de fontes luminosas (Romão et al., 2014). No

caso da fermentação escura, a matéria orgânica inserida no biorreator é convertida em

ácidos orgânicos, biohidrogênio e outros subprodutos, na ausência de fonte luminosa.

Isto confere ao bioprocesso baixo custo operacional e permite a geração de biogás

através do tratamento de reśıduos orgânicos (CHU et al., 2013).

Um dos grandes desafios atuais na produção de biohidrogênio é tornar a fer-

mentação escura comerciável, pois grande parte do volume deste gás ainda é pro-

duzido em laboratórios de pesquisa. Para isto é preciso automatizar, controlar e

otimizar o processo, de forma que a conversão de reśıduos em fontes limpas de ener-

gia seja eficiente.
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O objetivo deste trabalho é modelar matematicamente o conjunto de reações

que resultam na geração de biohidrogênio e, investigando caracteŕısticas do biopro-

cesso, inferir propriedades que auxiliem na automação, controle e otimização da

fermentação escura.

Este trabalho está organizado em cinco caṕıtulos. No Caṕıtulo 2, descreve-se

a fermentação escura, ressaltando as principais caracteŕısticas de um bioprocesso; no

Caṕıtulo 3, propomos um modelo matemático para descrever a fermentação escura e

suas propriedades são analisadas; no Caṕıtulo 4, propomos um modelo de otimização

para o problema e o resolvemos com duas metaheuŕısticas (Algoritmo de Busca em

Vizinhança Variável e Algoritmo Memético); no Caṕıtulo 5 são apresentadas algumas

simulações computacionais e no Caṕıtulo 6 apresentam-se as conclusões do trabalho

e perspectivas futuras.



2 FERMENTAÇÃO ESCURA

O biohidrogênio é uma fonte de energia alternativa àquelas conhecidas e de

ampla aplicabilidade. Sua produção pode ser feita de forma sustentável e pode

ser associada ao tratamento de reśıduos orgânicos de origem agroindustrial. Este

caṕıtulo é dedicado a descrever os processos de obtenção bioqúımica de hidrogênio,

via fermentação escura, e apresentar conceitos de cinética de reações qúımicas para

embasar a modelagem deste bioprocesso.

2.1 Matriz energética e sustentabilidade

Combust́ıveis como petróleo e carvão são amplamente utilizados desde a Re-

volução Industrial e, juntamente com o gás natural, estima-se que, na atualidade,

86,4% de toda energia consumida mundialmente provenha destas três fontes (Leite,

2010; Abas et al., 2015; Dürre & Richard, 2011). Em 1973 a Organização dos Páıses

Exportadores de Petróleo (OPEC) quadruplicou o valor de seu barril, devido a mo-

tivos poĺıticos decorrentes da Guerra de Yom Kippur entre Israel, Egito e Śıria,

impossibilitando a aquisição deste produto (Heubaum & Biermann, 2015). A fim de

garantir independência energética, diversos páıses começaram a busca por recursos

não esgotáveis e renováveis, destacando as energias eólica, solar e da biomassa (Abas

et al., 2015; Omar et al., 2014).

Além da esgotabilidade dos recursos fósseis, outro aspecto relevante para a

inovação no setor energético foi a demanda por combust́ıveis que gerassem menos im-

pactos ambientais (Chong et al., 2009; Omar et al., 2014). A combustão do petróleo

e seus derivados produz uma gama de substâncias nocivas à atmosfera, como óxidos
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de carbono, nitrogênio e enxofre, que são os principais responsáveis pelas destruição

da camada de ozônio e formação de chuvas ácidas (Moreira et al., 2017; Leite, 2010).

Ao contrário das fontes energéticas baseadas em petróleo, que emitem gases

estufa, a biomassa, ao ser queimada, não produz dióxido de carbono (CO2) adicional

ao meio ambiente, isto é, todo CO2 gerado é contabilizado no balanço material do

ecossistema, porém incorporado nos tecidos vivos de plantas e animais (Twidell &

Weir, 2006). Assim, derivados de organismos vivos, como reśıduos industriais de

processamento vegetal e animal, podem ser convertidos em biocombust́ıveis através

de processos fermentativos, como a biodigestão anaeróbica (BA) e a fermentação

escura (FE) (Dong et al., 2009; Romão et al., 2014; Moreira et al., 2017).

A BA e a FE são processos economicamente vantajosos por utilizar reśıduos

orgânicos industriais como substrato para a geração de energia, que pode ser empre-

gada no aquecimento de caldeiras, fornos e fogões, na geração de energia elétrica e

no resfriamento de geladeiras, entre outras aplicações (Abas et al., 2015; Balmant,

2009; Moreira et al., 2017). O tratamento anaeróbico dos efluentes garante, além de

metano (CH4) e hidrogênio (H2), a redução dos impactos ambientais causados pelo

descarte incorreto de tais reśıduos em corpos d’água, como a eutrofização1 (Ansari

et al., 2011; Ziemiński & Fra̧c, 2012; Manyi-Loh et al., 2013; Romão et al., 2014).

2.2 Biohidrogênio e seu potencial como fonte de energia

O hidrogênio é o elemento qúımico mais abundante no universo e, atualmente,

é o único combust́ıvel conhecido que não se encontra quimicamente ligado a átomos

de carbono. Além disso, é uma substância incolor, inodora, inśıpida e não tóxica

que, ao entrar em combustão, libera apenas vapor de água, ao contrário dos com-

bust́ıveis baseados em carbono, como os fósseis (Chong et al., 2009; Singh et al.,

2013). As Equações (1) e (2) representam, respectivamente, a combustão do hi-

drogênio e do metano. Em (1), é observada a combustão do gás hidrogênio (reação

1Processo no qual um corpo d’água adquire ńıveis altos de matéria orgânica, podendo acarretar

na diminuição do pH do meio, diminuição da oxigenação e extinção de espécies aquáticas endêmicas.
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com oxigênio), gerando apenas vapor d’água, o que permite afirmar que esta é uma

fonte limpa de energia. Já na Equação (2), as moléculas resultantes da combustão

de um combust́ıvel baseado em carbono são o dióxido de carbono e o vapor d’água:

2 H2(g)O2(g) 
 2 H2O(v), (1)

CH+
4(g)2O2(g) ⇀ CO+

2(g)2H2O(v). (2)

Além de suas baixa densidade e alta compressibilidade, que são caracteŕısticas

importantes para seu estoque e transporte, H2 possui o maior conteúdo energético

por massa (143 kJ g−1) entre qualquer combust́ıvel, por exemplo, a gasolina, 46,4 kJ

g−1, e o metano, 55,6 kJ g−1 (Khan et al., 2017).

Segundo Romão et al. (2014), H2 obtido a partir de bioprocessos é chamado

de biohidrogênio (bioH2). Sua produção pela fermentação escura é uma alternativa

para a geração de energia limpa e renovável devido à capacidade deste processo ser

realizado em condições de temperatura e pressão ambientais normais, uma vez que

os agentes conversores de matéria orgânica em bioH2 são bactérias. Outra vanta-

gem da FE é que diversos tipos de matéria prima orgânica podem ser utilizados,

incluindo águas residuárias e efluentes industriais, conferindo grande importância

deste bioprocesso no tratamento de reśıduos Moreira et al. (2017).

Nath & Das (2004) definem FE como um fenômeno ub́ıquo sobre condições

anóxicas ou anaeróbicas, onde bactérias degradam matéria orgânica por oxidação em

diversas biorreações. Sua grande vantagem é a ausência de luz, isto é, toda a fer-

mentação ocorre sem a necessidade de iluminação por uma fonte externa (Trchounian

et al., 2017).

Palomo-Briones et al. (2017) definem FE como a oxidação parcial de subs-

tratos orgânicos sem aceptores de elétrons (e–) externos. Uma molécula libera e−

quando é oxidada e estas part́ıculas são aceptadas por estruturas qúımicas como

o oxigênio, em reações aeróbicas, e prótons (H+) ou outras substâncias, nos casos

anaeróbicos. O objetivo desta reação, exemplificada pela Equação (3), é de catalizar
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a redução de H+ a hidrogênio molecular através de hidrogenases ou nitrogenases, a

fim de garantir a homeostase do sistema, ou seja,

2 H+ + 2 e− 
 H2. (3)

O biohidrogênio pode ser obtido por intermédio de diferentes vias metabólicas

sob condições anaeróbicas, devido às diversidades de matéria prima e de espécies

de bactéria envolvidas na biorreação. Neste trabalho será desenvolvido um modelo

matemático baseado na via metabólica do acetato para a geração de bioH2. En-

tretanto, é necessário apresentar, primeiramente, alguns conceitos sobre a cinética

de fermentação e a operação do biorreator, como: condução em batelada, inóculo e

mosto.

2.3 Condução em batelada

Segundo Shijie (2013), reator pode ser definido como uma unidade (ou dorna)

em que reações ocorrem. Analogamente, biorreatores são unidades operacionais em

que reações bioqúımicas ocorrem e eles podem ser classificados de acordo com o modo

de condução (batelada, batelada alimentada ou cont́ınuo) ou a dependência de suas

variáveis em relação ao tempo (estacionário ou transiente).

A Figura 1 representa um biorreator de modo de condução genérico, em queQ0

e Q representam as vazões volumétricas de entrada e sáıda na unidade operacional,

nesta ordem, e S0 a concentração inicial de substrato.

Vazão volumétrica (Q) é definida como a quantidade de volume (V ) que atra-

vessa uma secção transversal de um conduto num intervalo de tempo (∆t) durante

o processo, isto é,

Q =
V

∆t
. (4)

Antes do processo fermentativo, a dorna é abastecida com o mosto (ou meio

de cultura, cuja composição garante minerais, vitaminas e complementos nutritivos

para o crescimento bacteriano). O substrato inicial pode ser adicionado diretamente

ao mosto ou ser carreado para dentro do reator através de uma vazão não nula
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Figura 1: Esquema de um biorreator em operação.

Fonte: Adaptado de Bernard (2002).

durante a fermentação. Na condução em batelada, a vazão de entrada é nula, Q0=0

m3 s−1, ou seja, após o ińıcio da fermentação, nada mais adentra no reator Schmidell

et al. (2001).

Quanto à vazão de sáıda, ela é responsável pela retirada dos produtos e

reśıduos do fermentador durante a reação. Os efluentes podem abandonar o vo-

lume reacional de duas formas: continuamente enquanto ocorre o bioprocesso ou

apenas quando ele for finalizado, definindo assim se Q é nulo ou não Schmidell et al.

(2001).

Diz-se que um biorreator opera em batelada quando não há entrada nem

sáıda de elementos materiais durante o processo, ou seja, Q0 = Q = 0. Este modo de

condução permite que as reações ocorram em um sistema fechado, evitando a conta-

minação com substâncias externas ao processo, isto é, após esterilizado, o biorreator

se mantém asséptico (Schmidell et al., 2001).

Intrinsecamente, a condução em batelada implica que os elementos do volume

reacional estejam sob um estado transiente, uma vez que neste regime a concen-
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tração qúımica das espécies varia com o tempo. Por exemplo, no ińıcio da reação a

concentração dos produtos é zero e dos substratos é máxima, todavia, no fim, a con-

centração de substratos tende ao zero, enquanto que a de produtos aumenta, devido

ao consumo do primeiro elemento pelo inóculo.

2.4 Mosto e inóculo

A concentração inicial de microrganismos em um volume de suspensão que

garante o ińıcio de um processo fermentativo economicamente viável é denominada

inóculo, pé de cuba ou pé de fermentação (Bastos, 2016). O inóculo pode ser ca-

racterizado por uma população (cultura pura) ou comunidade de microrganismos

(cultura mista ou consórcio), isto é, uma ou mais espécies podem formar a cultura

microbiana.

Assim como os demais seres vivos, os microrganismos necessitam de nutrientes

para que possam realizar suas atividades metabólicas basais, se multiplicar e garantir

a homeostase. Os nutrientes necessários para tal desenvolvimento, como carboidra-

tos, protéınas, liṕıdios, sais minerais e vitaminas, constituem o meio de cultura ou

mosto, sendo este último termo mais utilizado para processos bioqúımicos industriais

(Borzani et al., 2001).

A composição do mosto varia consoante à necessidade do microrganismo que

será cultivado. Em geral, ele é a mistura do substrato de interesse com suplementos

nutricionais, caso seja necessário. Para produzir bioH2, variados tipos de substrato

orgânico podem ser incorporados ao meio de cultura (Guo et al., 2010). Isto imprime

à fermentação escura um importante papel ambiental, que é a degradação de reśıduos

industriais.

Especificamente, para a produção desta fonte renovável e limpa de energia, é

necessário que o consórcio seja livre de bactérias hidrogenotróficas2, como as meta-

nogênicas (Khan et al., 2017). Logo, para satisfazer esta condição, diversos métodos

de esterilização do mosto podem ser empregados, sendo mais comum os processos

2Bactérias consumidoras de hidrogênio. Geralmente o consomem para a produção de metano.
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térmicos de inativação.

Segundo Romão et al. (2014) e Zhang & Shen (2006), além de garantir a

ausência de consumidores de H2, é imprescind́ıvel que no mosto haja sais de ferro

(Fe), como o sulfato ferroso (FeSO4) e cloreto de ferro (FeCl2), já que as enzimas

ferrodoxina e hidrogenase, as quais reduzem H+ em bioH2, são Fe-dependentes. Além

disto, a presença de Fe no mosto promove maior rendimento na produção de bioH2

e previne a perda das caracteŕısticas do consórcio microbiano (Moreira et al., 2017).

A fim de estudar o perfil da concentração de microrganismos ao longo do

tempo, o que influencia diretamente nas quantidades de substrato e produto no

interior da dorna, são apresentados a seguir alguns conceitos sobre a cinética de

fermentação.

2.5 Cinética de fermentação

Nesta seção serão abordados conceitos de cinética de reações qúımicas, espe-

cificamente de processos fermentativos, como velocidade instantânea e rendimento

de uma reação, modelos de crescimento microbiano e influência de variáveis f́ısico-

qúımicas na velocidade espećıfica de crescimento.

2.5.1 Velocidade de reação

Os microrganismos são inoculados no biorreator com uma concentração inicial

X0. À medida que consomem o substrato, de concentração inicial S0, geram produtos

(P ) de interesse econômico e promovem o aumento do número de células no meio

(Bastos, 2016).

No instante t∗, as inclinações das retas tangentes A, B e C das curvas S(t),

P (t) e X(t) apresentadas na Figura 2 definem as velocidade instantâneas de con-

sumo de substrato (rS), formação de produtos (rP ) e crescimento celular (rX), cujas

unidades são expressas em múltiplos de massa por volume por tempo (por exemplo,
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Figura 2: Perfis de concentração de substrato (S), produto (P) e microrganismos (X)

em uma fermentação idealizada.

Fonte: Bastos (2016).

g L−1 h−1):

rS = −dS
dt
, (5)

rP =
dP

dt
, (6)

rX =
dX

dt
. (7)

De acordo com Schmidell et al. (2001), uma vez que a concentração de mi-

crorganismos aumenta durante a fermentação e, consequentemente, a concentração

do complexo enzimático catalisador de S em P também se eleva, é mais coerente

estudar as velocidades instantâneas com relação à X.

Por conseguinte definem-se as velocidades espećıficas de consumo de substrato

(µS), formação de produtos (µP ) e crescimento celular (µX), cujas unidades são
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múltiplas de 1/tempo (por exemplo, h−1):

µS =
1

X
rS = − 1

X

dS

dt
, (8)

µP =
1

X
rP =

1

X

dP

dt
, (9)

µX =
1

X
rX =

1

X

dX

dt
. (10)

Além das velocidades espećıficas, outro indicador de produção é o coeficiente

de rendimento de uma reação. Bastos (2016) define coeficiente de rendimento como

a razão entre as quantidades de material consumido e gerado em uma reação. Seja

uma reação qúımica genérica de transformação do substrato M no produto N na

presença de um catalisador K:

M
K−→ N,

o coeficiente de rendimento de substrato em produto é definido por

yN/M =
N −N0

M0 −M

e o coeficiente de rendimento de substrato em catalisador é

yK/M =
K −K0

M0 −M
.

Analogamente, quando este catalisador é um microrganismo, definem-se os

rendimentos de substrato em produto e em células pelas Equações (11) e (12), res-

pectivamente.

yP/S =
P − P0

S0 − S
=

∆P

−∆S
(11)

e

yX/S =
X −X0

S0 − S
=

∆X

−∆S
, (12)

que podem ser reescritas como:

yP/S =

∆P

∆t
−∆S

∆t
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e

yX/S =

∆X

∆t
−∆S

∆t

.

Fazendo ∆t→ 0, tem-se que

yP/S = lim
∆t→0

∆P

∆t
−∆S

∆t

=

dP

dt
−dS
dt

=
rP
rS

=
µP

µS

e

yX/S = lim
∆t→0

∆X

∆t
−∆S

∆t

=

dX

dt
−dS
dt

=
rX
rS

=
µX

µS

.

Consequentemente, as velocidades espećıficas µS e µP podem ser escritas em

função do crescimento celular µX :

yX/S =
µX

µS

=⇒ µS =
1

yX/S

µX

e

yP/S =
µP

µS

=⇒ µP = yP/SµS =
yP/S

yX/S

µX .

Fazendo
1

yX/S

= YX/S e
yP/S

yX/S

= YX/P ,

µS = YX/S µX (13)

e

µP = YX/P µX . (14)

Portanto, conhecendo-se a estequiometria das reações qúımicas de interesse e a

velocidade de crescimento dos microrganismos, é posśıvel determinar as velocidades

de consumo de substrato e formação de produto (Schmidell et al., 2001; Bastos,

2016).
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2.5.2 Crescimento microbiano

A velocidade de crescimento celular não é constante dentro do biorreator. Du-

rante a fermentação são observadas sete fases para a variação do número de células:

lag (I), transição (II), log (III), linear (IV), desaceleração (V), estacionária (VI) e

lise (VII), as quais estão ilustradas na Figura 3.

Figura 3: Curva de crescimento microbiano. Simulação dos dados de Schmidell et al.

(2001),p.116.

A fase lag ou de latência é caracterizada pela inoculação dos microrganismos

no mosto e sua duração varia de acordo com o estado fisiológico, idade e composição

do inóculo. Bastos (2016) afirma que neste peŕıodo não há reprodução, em razão da

necessidade do inóculo se adaptar às condições do mosto, por isso X(t) = X0,∀t ∈

(0, t1). Monod (1949) relata que os microrganismos, ao serem inoculados, podem

entrar em contato com alguma substância do mosto que não estava presente no meio
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de cultura e, a fim de promover adaptação ao novo ambiente, um novo complexo

enzimático é desenvolvido por eles, o que pode levar de minutos a dias.

Para Schmidell et al. (2001) a fase de transição é o intervalo de tempo (t1, t2)

em que a população de bactérias já está adaptada ao meio e inicia o ciclo reprodutivo,

mesmo que a uma velocidade baixa e oscilante. É importante salientar que somente

no fim deste peŕıodo toda a população microbiana começará a se dividir regularmente

à mesma velocidade.

Monod (1949) define a fase log como aquela em que os microrganismos se

reproduzem a uma taxa exponencial. No intervalo de tempo (t2, t3), µX = µmax,

constante, e a velocidade de crescimento é diretamente proporcional à concentração

celular, ou seja,

dX

dt
= µmaxX =⇒

∫ X

X0

1

X
dX =

∫ t3

t2

µmaxdt =⇒ ln

(
X

X0

)
= µmax(t3 − t2)

=⇒ X = X0 exp {µmax(t3 − t2)} , (15)

que, segundo Schmidell et al. (2001), considerando XC como a concentração de

bactérias atingida no tempo cŕıtico tC , isto é, a concentração atingida na fase de

maior velocidade de crescimento, da Equação (15) tem-se:

XC = X0 exp {µmax(t− t2)} ,∀t ∈ (t2, t3).

No caso de microrganismos não filamentosos, após o crescimento exponencial

de X, a velocidade de duplicação é constante e linear, o que justifica o nome da fase

IV:
dX

dt
= rX =⇒

∫ X

XC

dX = rX

∫ t4

t3

dt =⇒ X −XC = rX(t4 − t3)

=⇒ X(t) = XC + rX(t− t3),∀t ∈ (t3, t4).

Em decorrência do consumo dos nutrientes do mosto e da produção de me-

tabólitos inibidores, a velocidade de crescimento começa a se reduzir. Este processo

corresponde à fase de desaceleração, entre os tempos t4 e t5.

No instante t5 uma série de modificações bioqúımicas ocorre no espaço intra-

celular dos agentes fermentadores, reduzindo suas velocidades de reprodução ao zero.
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No intervalo de tempo (t5, t6), o número de indiv́ıduos gerados é equivalente à taxa

de mortalidade da população, tornando X(t) constante (Schmidell et al., 2001).

Salienta-se que no peŕıodo estacionário a concentração de microrganismos é

máxima e permanece assim até a próxima fase (lise), onde a taxa de mortalidade su-

pera a geração de novos indiv́ıduos (Bastos, 2016). A partir de t6, os microrganismos

sofrem autólise ou rompimento da membrana plasmática, implicando na diluição de

seu citoplasma e material genético no mosto.

2.5.3 Influência de parâmetros f́ısico-qúımicos em µ

Leonor Michaelis e Maud Menten observaram que a velocidade de uma reação

enzimática dependia essencialmente de duas quantidades: as concentrações da en-

zima e do substrato (Bastos, 2016). Por eles foi proposto então um modelo cinético,

chamado de Equação de Michaelis-Menten (Equação (16)), relacionando as grandezas

citadas:

v = vmax
S

Km + S
, (16)

em que v é a velocidade de catálise, vmax é a velocidade máxima de catálise, S a

concentração do substrato a ser convertido e Km a constante de Michaelis-Menten,

a qual representa uma medida de afinidade entre enzima e substrato (Borzani et al.,

2001).

Monod (1949) observou que a velocidade espećıfica de crescimento das células

possúıa comportamento semelhante à Equação (16) ou a uma isoterma de adsorção3.

Considerando que enzimas isoladas e microrganismos (que possuem enzimas) catali-

sam a reação de interesse, a Equação de Michaelis-Mentem pode ser reescrita como

µ = µmax
S

KS + S
, (17)

em que µ representa µX e KS é a concentração de substrato de saturação, chamada

de constante de Monod. Graficamente, µ versus S descreve um perfil hiperbólico,

que pode ser observado na Figura 4.

3Curva que representa a variação da umidade de um material sob temperatura constante.
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S

µ

µmax

ks

µmax/2

Figura 4: Cinética de crescimento de Monod.

Fonte: Adaptado de Bastos (2016).

Quando S << KS, por exemplo, S ≤ 0, 1KS,

µ = µmax
0, 1KS

KS + 0, 1KS

= µmax
0, 1KS

1, 1KS

≈ 0, 09µmax,

a velocidade espećıfica possui caráter linear, sendo altamente dependente da concen-

tração do substrato limitante (Schmidell et al., 2001). No instante em que S = KS,

µ = µmax
KS

KS +KS

= µmax
KS

2KS

= 0, 5µmax.

Este resultado possui implicações importantes para a condução de um expe-

rimento que envolva catálise microbiana. Sabe-se que, quando o substrato no meio

equivale à constante de Monod, isto é, o mosto está saturado, os microrganismos

atingem metade da velocidade máxima espećıfica de crescimento. Portanto, quanto

menor o valor de KS, maior a afinidade pelo substrato escolhido e, por consequência,

mais rápido se atingirá µmax (Carcano, 2010; Schmidell et al., 2001).

À medida que a concentração S supera a constante KS, a velocidade espećıfica

se aproxima da máxima. Por exemplo, S = 10KS,

µ = µmax
10KS

KS + 10KS

= µmax
10KS

11KS

≈ 0, 9µmax,
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ou S = 100KS,

µ = µmax
100KS

KS + 100KS

= µmax
100KS

101KS

≈ 0, 99µmax,

Deste modo, uma vez que µmax é atingido, perturbações positivas em S não

alteram o valor de µ, sendo esta constante e máxima.

Estas definições, que compõem a cinética de Monod, são válidas para sistemas

em batelada e na ausência de inibidores metabólicos. De acordo com Schmidell

et al. (2001), Jerusalimsky & Neronova propuseram um modelo matemático (Equação

(18)) que descreve o fenômeno de inibição do crescimento celular pela concentração

do produto, isto é,

µ = µmax
S

(KS + S)

1(
1 +

P

KI

) , (18)

em que P é a concentração de produto gerado e KI a constante de inibição por esta

substância. Neste trabalho, a velocidade espećıfica de crescimento microbiano será

modelada pela Equação (18), todavia, apresentam-se na Tabela 1 outros estimadores

para µ.

Tabela 1: Diferentes formulações para µ.

Modelo Expressão Referência

Teissier µ = µmax

(
1− exp

{
−S
KS

})
Bastos (2016)

Moser µ = µmax
Sn

KS + Sn
Schmidell et al. (2001)

Contois & Fugimoto µ = µmax
S

KSX + S
Bastos (2016)

Powell µ = µmax
S

KS +KD + S
Schmidell et al. (2001)

Arrhenius µ = A exp

{
−Ea

RT

}
Bastos (2016)

No modelo de Moser, n é um parâmetro intŕınseco ao tipo de substrato. Powell

introduz KD como a constante de mortalidade celular. No modelo de Arrhenius, Ea
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é a energia de ativação térmica, A a constante de Arrhenius, R = 8, 314J K−1mol−1

é a constante universal dos gases e T a temperatura absoluta em K.

Uma vez apresentados os conceitos sobre biorreatores, seus elementos e a

cinética de processos bioqúımicos, as modelagens qúımica e matemática se tornam

pasśıveis de realização. Portanto, este caṕıtulo fornece informações suficientes e

necessárias para o desenvolvimento do próximo, no qual o modelo deste projeto será

proposto.



6 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, foi proposto o desenvolvimento e análise de um modelo

matemático para descrever a fermentação escura de reśıduos industriais orgânicos

através de um conjunto de equações diferenciais ordinárias, embasando-se no balanço

de fluxo mássico em um biorreator que opera em batelada. Além disto, propôs-se

um modelo de otimização para determinar combinações ótimas de reagentes e cata-

lisadores visando maximizar o rendimento da produção de biohidrogênio.

Para o sistema dinâmico desenvolvido, de todos os pontos de equiĺıbrio de-

terminados, somente um deles permite classificar o sistema como assintoticamente

estável em relação aos substratos, isto é, diz-se que o sistema é assintoticamente

estável com parte das variáveis. Foi posśıvel também observar que o sistema pos-

sui memória, ou seja, a cada instante t ≥ 0, a solução do Sistema de Equações

(31) é calculada em relação às condições iniciais definidas , o que, juntamente com

suas propriedades algébricas, permite dizer que o modelo tem grande potencial para

representar a fermentação escura.

Quanto à otimização, o Algoritmo Memético se mostrou mais eficiente que

o VNS para determinar uma combinação de poĺımeros industriais, bactérias hi-

droĺıticas, acidogênicas e acetogênicas que maximize o rendimento da produção de

biohidrogênio. Os métodos utilizados encontraram soluções que permitiram não

apenas aumentar o rendimento do processo, como também diminuir a formação de

subprodutos (CO2), o que evidencia que a metodologia proposta tem grande poten-

cial para auxiliar no planejamento da fermentação escura com bons rendimentos e

baixo impacto ambiental.

Para trabalhos futuros, espera-se aprimorar o modelo, incluindo restrições
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relativas aos balanços de energia e de momento do fermentador, além de inserir

variáveis estocásticas a ele e almeja-se propor um controlador ótimo para esta fer-

mentação escura.
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