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RESUMO

A crescente demanda por sistemas de comunicag¢do mais eficientes e confidveis, especialmente no
contexto das redes moveis Fifth Generation New Radio (5G NR), impulsionou o desenvolvimento
de técnicas avancadas de codificacdo de canal, como os cédigos polares. Este estudo tem como
objetivo analisar os métodos de polarizacdo de canal Bhattacharyya e Density Evolution with Gaussian
Approximation (DEGA), avaliando sua eficiéncia na constru¢do de c6digos polares para cendrios de
transmissdo sujeitos ao canal Additive White Gaussian Noise (AWGN), como € o caso das tecnologias
5G NR. A pesquisa realiza uma comparac¢do detalhada entre os métodos, considerando diferentes
configuracdes de construgdo, como cddigos sistemdticos e nao sistematicos, destacando os pontos
fortes de cada abordagem. Ao final, sdo apresentados os impactos dessas técnicas no desempenho dos
sistemas de comunicacdo, enfatizando sua aplicabilidade em contextos de alta demanda, como o 5G

NR, e oferecendo subsidios para escolhas estratégicas em projetos futuros de comunicacdo sem fio.

PALAVRAS-CHAVE: cdédigos polares, codificacdao de canal, 5G NR , canal AWGN, redes moveis.



ABSTRACT

The growing demand for more efficient and reliable communication systems, especially in the context
of Fifth Generation New Radio (5G NR) mobile networks, has driven the development of advanced
channel coding techniques, such as polar codes. This work aims to analyze the Bhattacharyya and
Density Evolution with Gaussian Approximation (DEGA) channel polarization methods, evaluating
their efficiency in constructing polar codes for transmission scenarios under Additive White Gaussian
Noise (AWGN) channels, as is the case with 5G NR technologies. The research provides a detailed
comparison between the methods, considering different construction configurations, such as systematic
and non-systematic codes, highlighting the strengths of each approach. Finally, the impacts of these
techniques on communication system performance are presented, emphasizing their applicability
in high-demand contexts, such as 5G, and offering insights for strategic choices in future wireless

communication projects.

KEYWORDS: polar codes, channel coding, SG NR, AWGN channel, mobile networks.
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1 INTRODUCAO

A evolugdo continua dos sistemas de comunicac¢ido tem impulsionado a demanda por técnicas
cada vez mais eficientes na transmissao de dados, especialmente com a crescente necessidade por
comunicacdo de alta velocidade e baixa laténcia (GLOBALDATA|[2022)). No cendrio dos sistemas
de comunicagdo Fifth Generation (5G), a busca por solu¢cdes que melhorem a confiabilidade e a
eficiéncia das transmissdes de dados € uma prioridade (ROSLEE; TIANG; REHMAN, 2023)). Entre as
diversas abordagens emergentes, a utilizagao de c6digos polares tém se destacado como uma alternativa
promissora, proporcionando melhorias significativas na performance dos sistemas de comunicacao
através de técnicas de polarizacdo de canal (ARIKAN, 2009; TAL; VARDY| 2011)). Para representar
situagdes prdaticas, o canal considerado é o Additive White Gaussian Noise (AWGN), que simula
condic¢des tipicas de ruido em ambientes de comunicagdo sem fio (PROAKIS; SALEHI, [2008)).

A quinta geragdo das redes de comunicagdes moveis introduz a tecnologia de New Radio (NR,
Novo Rédio), desenvolvida para superar os limites da geracao anterior, a Long Term Evolution (LTE)
(PARKVALL et al., 2017). O 5G NR foi desenvolvido para atingir altas taxas de transmissao de
dados com baixa laténcia, suportando aplica¢des avangadas como veiculos autbnomos, monitoramento
de gado, plantagdes, realizacdo de cirurgias a distancia, transmissdo de videos em ultra defini¢do e
realidade virtual (OSSEIRAN; MONSERRAT; MARSCH, 2016). Esta tecnologia opera em diversas
faixas do espectro, permitindo o uso de células de diferentes tamanhos e taxas, inclusive em ondas
milimétricas (ANDREWS et al., 2014)). A técnica de multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO,
Multiple Input Multiple Output) é empregada para aumentar a capacidade de transmissao, otimizando
a taxa de dados (BEKO et al., [2021). No entanto, o uso de frequéncias elevadas limita a distancia de
cobertura, exigindo a adocdo do beamforming para direcionar a transmissdo ou recep¢ao de dados
(SHAFI et al., 2017).

A harmonizacdo global das tecnologias de comunica¢do mével requer a agdo coordenada de or-
ganizagdes capazes de definir requisitos, padrdes e regulamentacdes. Em 1998, cinco entidades —
o European Telecommunications Standards Institute (ETSI, Instituto Europeu de Padrdes de Teleco-
municacdes), a Association of Radio Industries and Businesses (ARIB, Associacdo das Industrias
e Empresas de Radio), junto com o Telecommunication Technology Committee (TTC, Comité de
Tecnologia de Telecomunicacdes) do Japdao, a China Communications Standards Association (CCSA,
Associacao de Padroes de Comunicagdes da China), a Alliance for Telecommunications Industry
Solutions (ATIS, Alianca para Solucdes da Industria de Telecomunicacdes) da América do Norte, e a
Telecommunications Technology Association (TTA, Associacdo de Tecnologia de Telecomunicacdes)
da Coreia do Sul — se uniram para regulamentar o desenvolvimento das geracdes de comunicagdes
moveis.

Esta congregacdo, conhecida como 3rd Generation Partnership Project (3GPP), ficou encarregada
de estabelecer as regras e defini¢des para as geragdes de comunicagdes moveis (3GPPL 2023). Este
trabalho foi desenvolvido com foco nas exigéncias de Enhanced Mobile Broadband (eMBB, Transmis-

soes de Alta Velocidade) estabelecidas pelo 3GPP, que especificam uma razdo de erro de bit (Bit Error
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Ratio, BER) entre 1075 ¢ 1078, visando garantir a qualidade e a confiabilidade das comunicac¢des em
cenarios de alta demanda de dados (3GPP, 2018)).

Para atender as rigorosas exigéncias estabelecidas pelo 3GPP, foi necessario o desenvolvimento de
novas técnicas e métodos avangados de codificagdo e processamento de sinais. Entre essas inovagdes,
destacam-se os c6digos polares, uma abordagem revoluciondria que aproveita propriedades matema-
ticas para maximizar a eficiéncia da comunicacao. Essas técnicas permitem ndo apenas atender aos
requisitos de alta confiabilidade e baixa taxa de erros, mas também explorar de maneira eficiente a
capacidade de canais de comunicagdo complexos e variados, como os presentes nos sistemas modernos
de telecomunicacoes.

A polarizagdo de canal, proposta por Arikan (ARIKAN, 2009), colaborou com o avancgo da teoria
de codificagdo ao introduzir uma técnica que transforma canais de comunica¢do ndo confidveis em
canais congelados, ou seja, ndo carregam informacgao, o que proporcionou o aumento da qualidade
do sistema. Este método € fundamental para a implementacdo dos cédigos polares, que foram os
primeiros a se aproximar da capacidade de maxima de canais de comunicagdo bindrios e simétricos.
Conforme destacado por Tal e Vardy (TAL; VARDY|,|2011), a aplicagdo de métodos de polarizacao
em sistemas de comunicacdo modernos, como o 5G, demonstrou um impacto significativo na redugao
da razdo de erro de bit e no aumento da capacidade de canal. No entanto, a aplicacio pratica desses
métodos enfrenta desafios consideraveis relacionados a complexidade computacional e a flexibilidade
em diversos cendrios de comunicagao.

Este trabalho tem como objetivo principal investigar e analisar os métodos de polarizacdo de
canal, com foco especifico em duas abordagens: o parametro de Bhattacharyya, proposto por Arikan a
partir dos estudos realizados por A. Bhattacharyya (BHATTACHARY YA, |1943), e a DEGA (Density
Evolution with Gaussian Approximation), proposta por Trifonov (TRIFONOV, 2012). Para atingir esse
objetivo, sdo definidos varios objetivos especificos, comec¢ando pela compreensao dos fundamentos dos
métodos de polarizagdo de canal e a exploragdo dos principios tedricos subjacentes. Isso inclui uma
andlise detalhada das técnicas de codificac@o e decodificac@o para cédigos polares, que sdo cruciais
para a implementacdo eficaz desses métodos.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma. No Capitulo [2]temos a revisdo dos conceitos de
teoria da informacéo e os tipos de canais relevantes para o estudo; o Capitulo [3] aborda a definigdo
de coédigos polares e como realizar a polarizacdo de canal, bem como as estrategias de codificacio e
decodifica¢do para transmissao desses codigos; o Capitulo[dé o ponto principal do estudo, pois nele é
apresentado de maneira minuciosa os métodos de polarizagdo de canal para cddigos polares; o Capitulo
[5] apresenta os resultados e discussdes das simulagdes de transmissdo de codigos polares utilizando os
métodos de polarizacdo para a construgdo de canais confidveis, feita utilizando a linguagem Python;

por fim, o Capitulo [6|contém as conclusdes finais do trabalho.



17

2 REVISAO CONCEITUAL

Este capitulo tem o objetivo de elaborar uma revisdao conceitual dos conceitos de Teoria da
Informagao e Codificacdo, que formam a base para a compreensao e desenvolvimento deste trabalho.
Sera apresentado inicialmente as defini¢des e exemplos dos conceitos de informagdao mitua, entropia,
capacidade de canal e alguns tipos de canais. Posteriormente, serdo introduzidas as defini¢des e
os exemplos de cédigos de blocos lineares, que nos ajudam a compreender a codificacdo de canal.
Podemos encontrar as definicdes mais relevantes do presente capitulo nas referéncias de Cover e
Thomas (2006) (COVER; THOMAS, 2006)), Haykin (2001) (HAYKIN, 2001)), Roth (2006) (ROTH,
2006)), Ryan e Lin (2009) (RYAN; LIN, 2009) e Lin e Costello (2004) (LIN; COSTELLO, 2004).

2.1 TEORIA DA INFORMACAO

Em 1948, Claude E. Shannon introduziu os conceitos que formam a base da Teoria da Informacao
(SHANNON| [1948)). Sua teoria combinava elementos de matemaética, engenharia e ciéncias, areas
que raramente eram integradas em uma tnica pesquisa. Nesse trabalho, Shannon explorou aspectos
relacionados ao armazenamento, quantificacdo e transmissdo de informag¢do, com o objetivo de
determinar os limites das operacdes de comunicagdo e do processamento digital de sinais. Considere
X uma varidvel aleatéria discreta com um conjunto de possiveis valores definidos por x e funcao
massa de probabilidade (PMF, Probability Mass Function).

p(x) = Pr{X =z},x € x. (1)

Definicao 2.1.1 A entropia é a medida de incerteza de uma varidvel aleatoria, logo a entropia H(X)

de uma varidvel aleatoria discreta X é definida por:

H(X) ==Y plx)log, plx) bits. 2)

TEX
Por convengdo, podemos definir 0log0 = 0 pela continuidade, desde que xlog(z) — 0, a medida
que z — 0. Podemos observar que a adi¢do de termos de probabilidade nula ndo ira afetar o valor
da entropia. Com isso, notamos também que a entropia ¢ uma func¢do da distribui¢ao de X, ndo

dependendo dos valores que a varidvel aleatéria X pode tomar, mas sim de suas probabilidades.

Exemplo 2.1.1 Considere uma PMF p(x) com os valores definidos como

. R
G5eT =0

Q =
X:{ 0 SexT =a 3)

Através da Expressdo 2| podemos calcular a entropia

6 6 4 4
H — | — N _ _ ~ ts.
(X) [mlogg (1(]) + 10logg (10)] 0,83 bits
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Definicdo 2.1.2 Se (X,Y') sd@o um par de varidveis aleatdrias discretas com seus conjuntos de valores
possiveis definidos como x e 7y respectivamente, tem-se a distribuicdo de probabilidade conjunta

p(z,y), onde x € x ey € 7, entdo a entropia conjunta H(X,Y') serd

=3 wla,y)log(p(x, y), @

TEX Y€V

podendo ser expressa em termos da esperanga conjunta FE(p(z,y))

H(X,Y) = —E[log(p(x,y))]. (5)

Definicdo 2.1.3 Se (X,Y) sdo um par de varidveis aleatdrias discretas com distribui¢do conjunta

p(z,y), a entropia condicional é definida por:

H(X[Y) = E[~logp(xly)] = =Y > plx,y)log(ply). (6)

TEX YEY
A quantidade de informagdo compartilhada entre duas varidveis aleatorias é conhecida como
informagdo miitua. Essencialmente, ela representa a diminuicdo da incerteza sobre uma varidvel
aleatoria ao se conhecer a outra. Assim, podemos introduzir o conceito de informagcdo miitua que
pode ser empregada para medir a eficiéncia de uma transmissdo por meio de um canal, pois quanto
maior a dependéncia entre as duas varidveis, maior serd a informagdo mitua e, consequentemente, a

confiabilidade da transmissdo

Definicao 2.1.4 Considere X e Y como duas varidveis aleatorias com distribuicdo de probabilidade
conjunta p(x,y) e PMF marginais p(x) e p(y). A informacdo miitua é definida como a entropia

relativa entre a distribui¢do conjunta e o produto p(z)p(y),

=57 play)logs {M} | ™)

g p(x)p(y)

Sabe-se que a probabilidade condicional entre x e y €

o
p(zly) = o) (8)

ao substituir a equacdo [§|na[7] tem-se:

Zprylog( (<|))) )

TEX YEY

)= Y bl -

TEX YEY TEX YEY

(10)

Para expressar a informag@o mitua em termos da entropia, podemos substituir as Equacdes [2] e 6]
em ((10), obtemos:
I(X;Y)=H(X)—- HX|Y). (11)
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A equacdo acima, pode ser escrita em func¢do da entropia por qualquer uma das duas varidveis, isso
implica que
H(X)—-H(X|Y)=H(Y)—- HY|X). (12)

Entdo, a informac¢do mutua é descrita apenas pela soma das entropias individuais das duas varidveis
com a subtracdo de sua entropia conjunta

[(X:Y)=H(X)+HY) - HX,Y). (13)

As definicdes de entropias e informacao miutua para varidveis aleatdrias discretas sdo estendidas
para varidveis aleatdrias continuas. Nesse contexto, a entropia € conhecida como entropia diferencial,

compartilhando muitas semelhangas com a versdo para varidveis discretas.

Exemplo 2.1.2 EXEMPLO DE CALCULO DE INFORMACAO MUTUA

Considere duas varidveis aleatorias X e Y com os seguintes valores possiveis e a distribuicdo

conjunta de probabilidades dada por p(x,y):

p(z.y) = [0.1 0.2 0.1]7

0.1 03 0.2

onde as linhas correspondem aos valores de X € {x1,x2} e as colunas correspondem aos valores de

Y € {y1, y2, ys}-
A distribui¢do marginal de X é obtida somando as probabilidades da distribui¢cdo conjunta ao

0.4
ple) = [0.6] '

De forma semelhante, a distribuicdo marginal de Y ¢é obtida somando as probabilidades ao longo

longo das colunas:

das linhas:
0.2

p(y) = 0.5
0.3

Usando a definicdo de informagdo miitua:

I(X;Y) =) ) pla,y)log, [M] ,

prvi p(x)p(y)

podemos calcular cada termo individualmente.
Por exemplo, para x = x1 ey = y;:

0.1

p(r)p(yr)  (0.4)(0.2)
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A contribui¢do para 1(X;Y') neste caso é:

p(z1, 1) - logy (M) —0.1-0.32193 = 0.032193.
p(z1)p(y1)

Repetindo este cdlculo para todos os pares (x,y) e somando, obtemos o valor total de 1(X;Y).

Para este exemplo, o resultado final é aproximadamente:
I(X;Y) ~ 0.214 bits.

Esse resultado mostra a quantidade de informagcdo compartilhada entre as varidveis X e Y,

indicando o grau de dependéncia entre elas.

Definicao 2.1.5 A entropia diferencial h(X) de uma varidvel aleatoria continua X com distribui¢do
de densidade de probabilidade f(x) é definida por

—/Xf(x)log f(z)dz. (14)

Definicao 2.1.6 Sejam X e Y duas varidveis aleatorias continuas, com distribui¢do de densidade
de probabilidade f(x) e f(y), respectivamente, e uma distribuicdo conjunta f(x,y), sua entropia
conjunta h(X,Y') é definida por

_ /X /Y f(x,y)log f(z,y)dudy. (15)

Definicao 2.1.7 Sejam duas varidveis aleatorias continuas X e Y, com distribui¢do de densidade de
probabilidade f(x) e f(y), com distribui¢do condicional f(y|x), tem sua entropia condicional h(Y'| X)

definida como

bV 1X) = = [ [ faatog flalu)dzdy. (16)

Definicao 2.1.8 A informagdo miitua 1(X,Y") de duas varidveis aleatérias continuas X e Y serd

- [ f e yl‘)g{ (()f())]d W (an

Como a definigdo de informagdo miitua de uma varidvel aleatoria discreta e continua sdo pratica-

mente a mesma, podemos usar a relagdo usada na Equagado [I3| ou seja,
I(X;Y)=h(X)+h(Y) = h(X,Y). (18)

2.2 CANAL DE COMUNICAO

Um sistema de comunicagdes possui diversas caracteristicas que promovem a troca de informacao,
uma delas € o canal de comunicacdo. O canal é definido como o meio fisico de transporte da informagao

de um ponto 4 outro. Para cada informac¢do que deseja-se enviar, existe uma probabilidade de apds
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passar pelo canal, chegar de maneira correta ou incorreta. Isso acontece, pois o canal € um meio fisico
e estd sujeito a degradacdo de sinal devido a fatores como ruidos e imperfei¢des em sua estrutura. No

entanto, algumas estratégias sdo utilizadas para otimizar a probabilidade da informagao correta chegar

ao destino.
Figura 1 — Sistema de comunicagdo discreto
w X" y" W
————» Codificador » Canal » Decodificador ———
Mensagem p(xly) Mensagem
Recebida

Fonte: elaborado pelo autor.

Considere que um sistema de comunicag¢do discreto em amplitude e no tempo, seja descrito pelas
partes vistas na Ao enviarmos uma mensagem w pelo sistema, ela deve passar por um
codificador que ird transforma-la em um conjunto de simbolos z™, que por sua vez serd transmitido
pelo canal. O conjunto transmitido pelo canal sofre interferéncias, sendo elas construtivas ou nao, mas
o fato € que a mensagem nao € mais a mesma, portanto, chamamos a palavra recebida no decodificador
de y". Ao decodificar a palavra, tem-se uma mensagem w, que nao necessariamente € igual 2 mensagem
enviada. Entdo, o canal discreto é definido como o conjunto de simbolos de entrada representados por
um alfabeto finito y = (x1, z2, ..., T1), 0 conjunto de simbolos da saida serd representado por um outro
alfabeto finito v = (y1, y2, ..., y;), transmitidos de um transmissor para um receptor. Podemos descrever
essa transmissdo de informagdo em termos probabilisticos, usando uma matriz de probabilidades
de transi¢do p(y|x), onde o z representa o simbolo enviado e y o recebido. Em outras palavras, a
matriz representa a probabilidade de receber um simbolo y dado que um simbolo x foi enviado. Essa
dependéncia caracteriza um canal sem memoria, ou seja, a transmissdo atual de um simbolo ndo
depende das transmissdes anteriores ou futuras.

Um canal discreto sem memoria € aquele onde a saida depende exclusivamente da entrada atual
(GALLAGER| 1968)). Nao é condicional aos simbolos transmitidos anteriormente ou os que irdo ser
enviados.

Dados os alfabetos de entrada e saida 7, podemos definir as probabilidade de transi¢des a partir
das probabilidades condicionais. Ou seja, a probabilidade de obter o simbolo de saida y; para um

simbolo z;, enviado.

p(yjlee) = P(y = yilx = xx) V 0 < ply;lar) < 1. (19)

Com essa equagdo definida, € possivel montar uma matriz que apresenta todas as probabilidades

condicionais, em outras palavras, teremos as probabilidades de cada um dos simbolos da saida para
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cada entrada isoladamente enviada.

p(yilr1) plyalzy) - plyslan)
p(yilze) p(y2lze) .. p(yj|$2)

M, = : . : ' 20)

| p(yilee)  p(yelor) - p(yjlze) |

Esta matriz t€m dimensdes k£ X j, onde as linhas representam as entradas independentes do canal e
as colounas as saidas independentes. Com essa matriz, pode-se definir as probabilidades a priori p(zy)

e posteriori p(y;).

Definicao 2.2.1 Considere um canal discreto com alfabeto de entrada x e alfabeto de saida vy, a

capacidade é dada por

C = maxy;») I (X;Y), (21)
onde o mdximo € obtido de todas as possiveis distribuicdes de probabilidade p(x) da entrada.

No caso bindrio, essa capacidade representa o limite maximo de bits que podem ser transmitidos sem
que ocorra erro por uso do canal. A seguir iremos apresentar alguns canais que sdo de interesse neste
trabalho.

2.2.1 Canal BSC

Binary Symmetric Channel (BSC) é um modelo simplificado de canal de comunica¢do amplamente
utilizado em teoria da informac@o. Neste modelo, cada bit transmitido possui uma probabilidade p de
ser corrompido durante a transmissdo, ou seja, a probabilidade de um bit ser invertido (erro) € p, e a
probabilidade do bit ser transmitido corretamente € 1 — p (MACKAY, [2003). O canal € denominado
simétrico porque a probabilidade de erro é a mesma, independentemente do valor do bit original, seja
0 ou 1, como observado na[Figura 2] Assim, o comportamento do BSC ¢é totalmente determinado pela
taxa de erro p.

Matematicamente, a probabilidade de erro de um bit transmitido z em um canal BSC € dada por:
P(Y =-X) =p, (22)

onde X € o bit transmitido, Y € o bit recebido e =X representa o bit invertido de X.

O canal BSC € o canal mais utilizado do caso discreto e é fundamental para o estudo da capacidade
de outros canais. Ele também € utilizado para a andlise de desempenho de c6digos corretores de erros
classicos, como os cddigos de Hamming e os cdigos de Reed-Solomon.

A capacidade C' de um canal simétrico bindrio é dada por:

C=1-H(p)
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onde H(p) é a entropia de Shannon da distribui¢do de probabilidade do canal, dada por:

H(p) = —plogyp — (1 — p)logy(1 — p)

Neste contexto, p representa a probabilidade de erro do canal, ou seja, a probabilidade de que um
simbolo transmitido seja recebido de forma incorreta. A capacidade do canal expressa a quantidade
maxima de informag¢do (em bits por simbolo) que pode ser transmitida com a minima taxa de erro

possivel.

Figura 2 — Canal bindrio simétrico.

(1-p)

v

(1-p)

Fonte: elaborado pelo autor.

2.2.2 Canal BEC

O Binary Erasure Channel (BEC) € um canal binério caracterizado por apagamentos, onde alguns
bits transmitidos sdo apagados a uma taxa arbitrdria. Como ilustrado na[Figura 3] este canal possui duas
entradas e trés saidas, sendo que uma fracdo p dos bits é apagada durante a transmissdo. Nesse contexto,
o receptor possui a capacidade de identificar exatamente quais bits foram apagados, permitindo um

processo mais eficiente de recuperagao da informacao.

Figura 3 — Canal binario com apagamento.

1-p
0 > 0
p
X e Y
p
1 > 1
1-p

Fonte: elaborado pelo autor.
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Podemos calcular a capacidade desse canal como

C=maxI(X;Y)=max(H(Y)—- H(Y|X)) =max H(Y) — H(p), (23)

p(z) p(z) p(z)

considerando Pr(X = 1) = 7, temos que
€ = max H(Y) ~ H(p) = max(1 — p)H(x) + H(p) — H(p) = max(1 — p)H(x).  (24)

Logo, sua capacidade é dada por
C=1-np. (25)

2.2.3 Canal Gaussiano

Dada uma varidvel aleatéria bindria continua X com distribuigdo gaussiana N (i, o%), com média

(e variancia o2, a entropia seré

1
h(z) = Qlog2(27re<72) bits, (26)

ou seja, a entropia de uma variavel aleatdria gaussiana é determinada através da sua variancia, logo,
nao depende da sua média.

O canal Gaussiano é amplamente utilizado para modelar a transmissao real de informagao, pois €
inserido um ruido AWGN, que representa um ruido aditivo branco (se referindo a todas as faixas de
frequéncia), e com distribuicdo gaussiana. Entdo, caso a variancia desse ruido seja igual a 0, pode-se
dizer que o sistema ndo contém a presenca de ruido e toda informacdo é enviada e recebida sem
erros. Logo, quando a variancia chega em valores cada vez maiores, significa que a probabilidade da
mensagem recebida conter erros aumenta. Existem técnicas para escolher conjuntos de entradas que
minimizam as chances de erros na recepcao da informacao.

A variancia nunca serd igual a zero, dizer isso significa que todo sistema possui restricdes de
poténcia. Pela[Figura 4] podemos extrair algumas defini¢des através de processos estocdsticos. Dado
que E[X? < PJe E[Z% = 0> = N,,asaidaé Y = X + Z, onde P, € a poténcia do sistema € a
entrada do canal e o ruido sdo independentes, logo

E[Y?| = E[(X + Z2)’] = E[X?]| + 2E[X Z] + E[Z*] = E[X?]|+ E[Z*] < Py + N,,  (27)

X e Z sao independentes, reduzindo a informag¢do mutua a

I(X;Y)=h(Y|X)=h(Y) = WX + Z|X) = h(Y) — h(Z|X) = h(Y) — h(Z).  (28)

Portanto, as entropias relacionadas a capacidade do canal gaussiano sdo

h(Y) = tlogy(2me(P; + N,)), (29)

— 2
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Figura 4 — Canal Gaussiano

f/

Fonte: Elaborado pelo autor..

hZ) = %ZOQQ(QWCNT). (30)

Subtraindo uma da outra, temos

1 1 1 Ps; + N, 1 P
hY)—h(Z) = 5[092(271‘6(P3NT)) — 51092(2776]\77«) = §l092 < N ) = 51092 <1 + N> . (3D

Entdo, a capacidade de um canal Gaussiano sera

1 P .
Claussiano = maxI (X;Y) = §log2 (1 + ﬁ) bits/s. (32)

Essa equacdo simplificada nos permite calcular a capacidade quando ha limitacdo de banda. Se o

canal for limitado em banda por 25, a capacidade sera

1 PS Ps .
2Bc§log2 (1 + M) = B.log, (1 + F,) bits/s. (33)

2.3 CODIGOS DE BLOCO LINEARES

Nesta secao os codigos de bloco lineares serdo apresentados, com conceitos da constru¢do da matriz
geradora e matriz controle de paridade em suas formas sistematicas. Esses conceitos sdo utilizados na

construcdo de cédigos polares no Capitulo [3|que é um tipo de c6digo de bloco.

Definicdo 2.3.1 Um cddigo de bloco C(n, k), de comprimento n e dimensdo k, transforma mensagens
de comprimento k em palavras-cédigo de comprimento n. Seja I, um corpo finito com q elementos.
Considerando o espago vetorial F}' de dimensdo n sobre Iy, entdo um cddigo de bloco ¢ dito linear,
se e somente se, as " palavras-cédigo formam um subespaco vetorial de dimensdo k de F, i

Se C(n, k) é um cddigo de bloco linear, entdo existem k vetores {q, ..., gx—1} linearmente indepen-
dentes que formam uma base desse subespago. Entdo, cada uma das palavras-cédigo c = |cy, ..., Cp_1]

€ C pode ser expressa como uma combinagdo linear

c=upgo + ... + Uk—19k—1, (34)
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com o vetor de informagdo uw = |uo, ..., ux_1|. Podemos enxergar a Equacdo construindo uma
matriz em que as linhas sdo formadas pelos vetores {qo, ..., gx—1}, obtendo o que chamamos de
matriz geradora G do cédigo de bloco linear. Esta codificacdo pode ser vista a partir da seguinte

transformacdo linear

A nl n
C:F;— F}. (35)
dada por
c=u-G. (36)
Se a matriz geradora G estd na forma
G = [I|P], 37

onde I é a matriz de identidade de dimensoes k x k, e P uma matriz de dimensédes k X m, que
representa um conjunto de equagées de verificacdo de paridade, entdo dizemos que a matriz geradora
estd na forma sistemdtica. Nesse caso, as palavras-codigo serdo escritas inicialmente com o vetor
de informacdo u seguido dos m bits de redunddncia, onde m = n — k. Uma codificagcdo realizada
a partir de uma matriz geradora na forma sistemdtica é chamada de codificacdo sistemdtica, caso
contrdrio a codificacdo é dita ndo sistemdtica.

A partir da matriz geradora podemos obter a matriz controle de paridade, que ¢é utilizada para
realizar a decodificacdo de um codigo de bloco linear. Em uma codifica¢do sistemdtica, a partir da

Equacao (37), a matriz controle de paridade H serd dada por:
H =[P"1], (38)

onde as novas dimensoes de I é k x m.
Se ¢ é uma palavra-cédigo entdo
H-=0, (39)

onde o zero da relacdo representa um vetor nulo com o comprimento de n — k. Os vetores resultantes
dessa relacdo sdo chamados de sindrome de C através de H. Entdo, o vetor sindrome serve para checar
se a palavra-codigo pertence ao codigo de bloco linear C, se a sindrome for um vetor nulo entdo a
palavra-codigo pertence ao codigo de bloco linear.

Ao relacionar as matrizes geradoras e controle de paridade, podemos descrever por completo um
codigo de bloco linear.

Quando consideramos cédigos de blocos lineares, devemos levar em consideracdo duas métricas
importantes, o peso e a distancia de Hamming. Seja u = (ug, uy, ..., u,) um vetor em I .+ O pesode
Hamming é descrito por wy,(u), que é o niimero de componentes ndo-nulas nesse vetor. O menor peso
de todas as palavras-cédigo em um cédigo de bloco, W, (C) ou simplesmente w(C), é denominado

peso minimo de Hamming, e sua definicdo é dada por

w(C) = min{w(u) : v € C,v # 0}. (40)
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A menor distancia de um cédigo de bloco linear C, denotada por d,,;,,(C), é definida como a menor

distdncia de Hamming entre duas palavras-cédigo diferentes em C, ou seja,
Apnin(C) = min{d(u,v) : u,v € C,u # v}. 41)

Utilizando-se do fato de que d(u,v) = w(u + v), podemos provar que d(C) = w(C), a partir de

1)

Amin(C) = min{d(u,v) : u,v € C,u # v}
= min{w(u+v) : u,v € C,u # w}
=min{w(z) :x € C,z # 0}
=w(C).

(42)

Exemplo 2.3.1 Seja um cédigo de bloco linear C = {000, 101,010, 111}. A distdncia de Hamming

entre cada um dos vetores é:

dp(000,101) = 2, dy(101,010) = 3, d(010,111) = 2.
d (000, 010) = 1, dy(101,111) = 1,
dp(000,111) = 3,

Os resultados mostram que a distancia minima de Hamming desse codigo é d(C) = 1. Entdo, o peso

de Hamming serd
wy(000) =0, wy(101) = 2, wy(010) =1, wy(111) = 3.

Portanto, o peso minimo de Hamming desse cédigo é w(C) = 1. Também verificou-se que d(C) =

w(C).

Adicionando a distancia minima d de um cédigo de bloco linear C, podemos agora caracterizar
este cdigo pelos pardmetros (n, k, d).

Outra caracteristica importante € a capacidade de deteccio de erros de um cédigo de bloco linear. A
detecgdo de erros de um cédigo de bloco linear C com pardmetros (n, k, d) é de (d — 1) erros, enquanto
que a capacidade de correcao € de L%J erros (LIN; COSTELLO, 1983)).
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3 CODIGOS POLARES

Este capitulo tem o objetivo de apresentar os cddigos polares, introduzidos pela primeira vez em
2009 por Erdal Arikan. Sabe-se que na prética, nenhum canal consegue evitar totalmente os efeitos do
ruido no sinal transmitido, entretanto, existe uma constante busca por métodos para a redugdo desses
efeitos com o objetivo de aperfeicoar os métodos de polarizacdo de canal e buscar reproduzir fielmente
os sinais transmitidos. Os cddigos polares surgiram a partir da técnica de polarizacdo de canal, que
tem a finalidade de classificar quais sdo os canais mais ruidosos e menos ruidosos, usando os canais
mais confidveis para transmitir informacao, ou seja, os canais com menor ruido e os menos confidveis

ndo transmitem informagao.

3.1 POLARIZACAO DE CANAL

Em seus estudos Arikan considerou um canal bindrio discreto e sem memoria, Binary-Discrete
Memoryless Channel (B-DMC). Um canal B-DMC € um canal de comunicag¢do discreto com duas
entradas e duas saidas, onde o canal ndo possui memdria, ou seja, o0 comportamento do canal em
determinado instante ndo depende das transmissdes anteriores.

O canal € descrito por uma matriz de probabilidades de transi¢do, que determina as probabilidades
de saida para cada entrada possivel. Um dos exemplos mais comuns de um B-DMC € o canal binario
simétrico (BSC), onde a probabilidade de erro na transmissao de um bit € a mesma para O ou 1.

Considerando um canal W com alfabeto de entrada X bindrio e alfabeto de saida Y, tal que:

W:X —Y. (D

E possivel expandir esse canal para representar N = 2", n € Z 7, usos de IV, de forma que

Wy : XY — YV, (2)
e com probabilidade de transi¢do dada por

N
Wy la) = [[W (wil), 3)

i=1

o parametro de maior interesse € a capacidade, dada por

W (ylz)

, 4
TV (l0) + IW (5]1) @

Iy N %W(ylfr) log

yeY zeX

onde I (V) é a taxa mais alta na qual a comunicac¢do em W, cuja a frequéncia das entradas sdo iguais,
é possivel.

Para compreender o processo recursivo usado para realizar a combinag@o dos canais, inicialmente
iremos utilizar o canal Wi, ou seja, N = 20 =1 copia do canal W, como mostrado na
(BARNABE¢, 2020).
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Figura 5 — Canal bindrio sem memoria.

X Y

—» W >

Fonte: elaborado pelo autor.

Para N = 2, ilustrado na (Figura 6], temos a combinagdo de 2 canais IV, ou seja,
Wy =X? —Y? )
sendo as probabilidades de transi¢ao dadas por

Wa(yi|ui) = W (yi|ur @ Us)W (ya|us). (6)

Figura 6 — Combinacao dos canais para N = 2.

Uu, X, Y,
W .

A 4

A4

g \%

W,

Fonte: elaborado pelo autor.

Ao utilizar as probabilidades de transicao, conseguimos obter as entradas x; e x,, partindo-se de
uy e uy e da matriz geradora, que representa as combinagdes desse sistema, sendo que, x = (1, Z3),

u = (uy,uz2) e Gy é a matriz geradora, descrita a partir de:.

X3 = uiGy. (7)
10

Gy = . 8

2= | 1] (8)

Quando passamos para um canal N = 4, ilustrado na teremos:
Wy: X' — YY" )

Nesse nivel de recursdo temos que as probabilidades de transi¢do sdo:
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Figura 7 — Canal W,.

U W W X, v,
D % W
-+ +
u, |44 44 X Y.
> P W
- 2

> P W

+ + +
U, %% %% X, Y
\"Y -

Fonte: elaborado pelo autor.

W4(yf\u§1) = W2<y%‘u1 @D ug,us O U4)W2(y§’U27 Uy), (10)

em que R, representa a opera¢do de permuta¢do que mapeia as entradas s] = (sy, s9, 53, 54) para

4 . .
vi = (s1, 83, 2, S4), OU seja,

st ol (11)
Analogamente, a matriz geradora é dada por
1 000
1010
Gy = 12
lr1oo0 (12
1111
E, assim
X} = ulGy. (13)

Podemos continuar aumentando o tamanho do canal e replicando as operacdes, temos assim uma
generalizagdo para esta recursdo em um canal geral Wy, ilustrado na[Figura § com N = 2", n > 0,
de entradas x¥ e saidas y', com um bloco de permutagio Ry e duas cépias de W2, independentes
entre si. E possivel verificar que a primeira c6pia independente de W 2 vai receber as entradas de
indice impar, de forma semelhante, a segunda c6pia independente de W/, recebe somente as entradas
de indice par, isso ocorre devido a permutagio realizada por Ry. O vetor de entrada u’ em Wy é

transformado em s, pela equagdo, desta vez porém com (1 < i < N/2):
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S9i—1 = Ugi—1 D Ug;, € So; = Uy;, paral <i < N/2. (14)

Figura 8 — Cobinacao de canais para N = 8.

u; - S: U Y,
u, S, U, Yy 2
u(N/2)—1 ~ SEN/z)— 1 U(N/z) -1 y(N/2) -1
DY
S
Yovse /) Uz Yy
I/‘{N/Z)
u(N/Z) +1 T S(N/2) +1 U(N/.z) +1 y{N/z) +1
U
S
u{N/2 )+ 2 (N/2)+2 U(N/z) +2 Y (N/2) +2
uN 1 sN -1 vN -1 y N-1
>
N
uN SN lgV y N
R N I/1{N/2)
W

Fonte: elaborado pelo autor.

O operador Ry realiza a permutagio conhecida como embaralhamento reverso, onde s) sofre uma

transformagdo para v1', que serd a entrada das c6pias de Wy/»:

N N
s7 —> V) = (81,53, -+, SN_1,52, 84, - -, SN )- (15)

Logo, podemos entdo, mapear o vetor x1' através de u)' e da matriz geradora

xV =ulGy. (16)

A divisdo de canais se d4 através da divisdo de Wy em um conjunto de canais de W},
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WP X — YV x XL 1<i<N, (17)

definidos pelas probabilidades de transicao,

i i— 1
WY i) D g W (). (18)

N N-1
u;y 1 €X

onde (y1¥|ul¥) sdo a saida e a entrada de WJ(\?, respectivamente, com o propdsito de definir quais serdo
os canais bons e quais serdo os canais ruins para a comunicagao.

O calculo das probabilidades de transi¢do para quaisquer tipos de canais ndo € simples. Para
um canal BEC com probabilidade de apagamento e, Arikan apresentou os cdlculos recursivos das

capacidades para cada canal, como mostram as Equagoes (19) e (20):

(W) =1 (WY, (19)

I (W}ﬁ”) — 9l (m(N/2)) .y (W.<N/2>)2, (20)

7

em que, por (25), I(W;) = 1 — e. No exemplo a seguir, os canais bons serdo representados por W e

os canais ruins por W ™.

Exemplo 3.1.1 Seja um canal BEC com probabilidade de apagamento p = 0, 3 através do método de

polariza¢do de canal com N = 1,2,4 e 8. Para N = 1, podemos calcular a capacidade com o auxilio

da Equagao ([25)):
IW)=1-p=1-0,3=0,7.

Figura 9 — Exemplo de canal 17/;.

xl y 1

)W | I

Fonte: elaborado pelo autor.

Agora, para N = 2 como na os canais W~ e W, dividem a capacidade total, logo tem-se

IW™)=1W)*=0,7" = 0,49,
21(W) — I(W)* =2(0,7) — 0,7 = 0,91.

Ao observar as duas capacidades, vemos que a capacidade de I(W ™) é menor que a de 1(W™).
Logo, se considerdssemos apenas 2 canais, o canal (W ™) seria congelado e a comunicagdo se daria
através de [(WT). A ilustra a distribui¢cdo dos canais.

De maneira muito semelhante, para N = 4 como na[Figura Il|a capacidade serd dividida em 4 canais,
dois canais congelados e dois canais para informagdo. Podemos determinar a capacidade de cada

canal da seguinte forma:
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Figura 10 — Exemplo de canal Wj.

W- X y

u 1 1

e w =
wt X

u, Iw =

Fonte: elaborado pelo autor.

Verificamos que os canais I(W™~) e I(W™) possuem as maiores capacidades. Portanto, se 4 canais

fossem considerados na transmissdo, a comunicacdo se daria através destes, enquanto que [(W~") e

I(W~7) serdo congelados. A ilustra a distribui¢do dos canais.

Figura 11 — Exemplo de canal W,.

U, w w X, Y,
*D *D A\ —
u, w o w " X Y-
> P w —
w w - X,
+
U4 w t w X, W y4

Fonte: elaborado pelo autor.

Por fim, N = 8§, a capacidade serd dividida em 8 canais, e de maneira similar a anterior, podemos

calcular as mesmas:
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I(W==7) =I(W~")% = (0,2401)% = 0, 0576801,

I(W™*) = 20(W™7) = I(W=7)? = 2(0,2401) — (0, 2401)* = 0, 42255199,
I(W=7) = I(W~=)2 = (0,7399)% = 0, 54745201,

I(W=HH) = 2I(W=+) — I(W—+)? = 2(0,7399) — (0,7399)% = 0, 93234799,
I(W*) = I(WH)? = (0,8281)? = 0, 68574961,

(W) = 21(W*™) — I(W+7)* = 2(0,8281) — (0,8281)* = 0, 97045039,
I(WH) = I(WHH)2 = (0,9919)% = 0, 98386561,

( ) =2

Observamos que os canais com as menores capacidades sdo I(W~=7), IW~=1), I(W~T7) e
I(W*=7), jdos canais I[(W =), [(W*=T), (W) e (W) possuem as maiores capacidades,
portanto irdo carregar informagdo e os demais serdo congelados. A ilustra a distribuicoes

dos canais.
Figura 12 — Exemplo de canal W.
u, W w™ w - X, Y,
P ‘ w —
u, w - W_-'-T w " X, Y-
J P 0 W [
u, w W w x y
? ¥ P wo
u Wt wtt ’/ wr X y
: P wo
u wt -
. LA W g % w %
+-+ -+ +
u, W N w . w X, W Y,
++
u, w w* w _q X, W Y,
+++ ++ +
u8 W W W x8 W y8

Fonte: elaborado pelo autor.
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Pelo exemplo anterior, podemos verificar que conforme aumentamos o nimero de canais, as

capacidades dos 2% canais tende a 0 ou a 1, onde os canais que tendem a zero representam os canais
ruins. Podemos observar esse comportamento pela [Figura 13]

Figura 13 — Informag¢ao mutua pelo ndmero de canais.

Canais Bons

Informacgdo Mutua

Canais Ruins

Fonte: retirado de (TER¢AS, 2019).

3.2 CODIFICACAO

Esse capitulo apresenta os dois tipos de codificagdo de cddigos polares. Primeiramente iremos

abordar a codifica¢io ndo sistemadtica e posteriormente a sistematica.

3.2.1 Codificacao nao sistematica

A codificacio ndo sistematica € realizada diretamente a partir da estratégia de combina¢do de canal
para definir a polarizagéo, como apresentado na Se¢io[3.1] E, assim como um cédigo de bloco linear,

pode ser esquematizada através da multiplicagdo d vetor de informagdo u com a matriz geradora G y:

xy =uy Gy, (21)

sendo X{V = (z1,m9,...,2y) € XN o vetor palavra-cédigo, em que N = 2", paran > 0. A
polarizacdo visa escolher os melhores canais para transmissao de informacao, portanto, a codificagao

também deve considerar os canais congelados e os canais de informagdo, sendo assim, podemos

reescrever a Equagao[21]como
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xV = uGy = usGy ®ugeGye, (22)

em que
* (G4 é uma submatriz de GGy, construida pelas linhas de indices em A, (u4 : u; € A).
* G'4c € uma submatriz de Gy, construida pelas linhas de indices em A°, (uac : u; € A°).
® Uge =U— UA.

Logo, um cddigo polar ndo-sistematico pode ser definido utilizando os pardmetros (N, k, A, ic),
onde em que /N € o comprimento da palavra-cdigo, k é a dimensdo do c6digo que define o tamanho
do conjunto A formado pelas linhas de Gy ndo congeladas e as linhas congeladas sao representadas
por 1 4c. Uma observacdo importante, € que as entradas de bits de informacao e bits congelados sdao
representados por u; € u;, que pertencem ao conjunto A e A° respectivamente.

Uma outra forma de olhar para esta codificacdo € obter a matriz geradora utilizando um produto
tensorial de matrizes, também conhecido como produto de Kroneckera. Para isso, iniciamos com

N = 2, em que como vimos na Se¢ao a matriz geradora de dimensdes 2 x 2 € expressa como:

10
Gy = =F. 23
2 [ ) 1] (23)

Para definir uma matriz geradora de dimensdo N x N fazemos:

Gy = ByF®", (24)
em que By € a matriz permutacdo de inversao de bit dada por
By = Rn(Bnj2 ® 1) (25)
e F®" é o produto de Kronecker definido por
F"=FQF®...F (nvezes). (26)

Para simplificar a implementacao de cédigos polares, € mais comum a construcdo direta da matriz

geradora como:

F®n—1 O
_ ®n __
Gy =F = | pon | (27)

sendo que, por defini¢do, F'®! = F'e " = 1. Assim, se utilizamos a matriz como em (27| para a

implementagdo dos cédigos polares, a equagdo de codificagdo torna-se:
x) =y Fo, (28)

onde @)Y é a mensagem reordenada apds sua passagem pela matriz de permutagio.
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A Equagio 29| serd desenvolvida de forma a evidenciar a matriz G y:

Fen=t 0
F®n71 F®n71

Gnjz Ongo

Gy =F®" = (29)

Gni2 Gnpo

Exemplo 3.2.1 Dada a mensagem u = (1010), queremos codificd-la através de um codificador polar
ndo-sistemdtico com pardmetros (8,4,{4,6,7,8},(0,0,0,0)).

Identificacdo dos pardmetros do cédigo:

* N = 8: comprimento do codigo,

e k = 4: dimensdo do codigo,

 A=1{4,6,7,8}: indice das posicdes de informagcao.

Construcdo da matriz permutacdo By
Sabemos, por , que G = BNyF®". Como N = 8, temos Gy = BsF'®3. A matriz permutagdo

Bg pode ser calculada recursivamente:
By = Ry(Bnj2 ® I).

Partindo de Bs:

10
B, = .
? 01]
Para B,:
1000
0010
By = Ry(By® 1) =
4 4(2 2) 0100
000 1
Para Bg: ) )
10000000
00100000
00001000
000000T10
Bs = Ry(By® ) =
s = Hs(Bio Iz) 01000000
00010000
00000100
0000000 1]

Construgdo da matriz geradora Gy
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BsF®3. Sabemos que:

Agora podemos calcular a matriz geradora utilizando Gy

1'00000O00O0
11000000
10100000
11110000
10001000
11001100
10101010

11111111

F®3 —

Assim:

===
e R e T e S e S e N N R
I e T S e S o S R o g
0O 0 O ~H —H —H -
O O O A O O O
O A 4 O O —~ —
o 4 O - O ~H O -
— i — — Lol — — 1_
c o o0 o0 o o o —~
o o0 o o0 o o o
e i e T e B Sl e S e SR
o - o 0o o o o o
o o oo o —H o o
o o+ o0 o o o o
=== ===
- O O 0O 0 © O o

|

[3e)

&,

o0

AQ

|

o0

(G)

O resultado é:

1 00000O0O00O

10001000

10100000

10101010

117000000
11001100

11110000
11111111

oes

(00001010), adicionando os bits congelados nas posi¢

para u

(1010)

Agora, expandimos u
fora de A. Assim:

100 000O00O0

10001000

10100000

10101010

11000000

11001100

11110000

11111111

Gs = [00001010] -

=u

8
1

X
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Logo, a mensagem codificada é:
x} = [11101101].

3.2.2 Codificacao sistematica

Em 2011 Arikan propds a codificagdo sistemdtica de cddigos polares, visto que um dos obstaculos
para o uso das implementacdes em hardware dos codificadores nao sistematicos € o alto custo
computacional. Como vimos para cédigos de bloco lineares quaisquer, a principal caracteristica que
diferencia uma palavra-cédigo proveniente de um codificador sistemdtico de um codificador polar ndo
sistematico € que nela os bits do vetor de informacdo aparecem de maneira explicita na palavra-cédigo.
No caso de c6digos polares, os bits ndo congelados aparecem de maneira explicita na palavra-cédigo.

A codificagdo sistemdtica parte da Equagdo 22] utilizada na codificacdo ndo sistemdtica, porem
a palavra-cédigo € dividida em x = xp + x5, sendo B um sub-conjunto arbitrdrio de {1,..., N},

assim, temos que

xp = UaGap D ugeGacp, (30)

Xpe = UAGApe D ugcGacpe, (31)

onde G 45 é uma submatriz de G, que consiste do vetor de elementos G, j, 7 € A, j € B. Para as outras
submatrizes utilizaremos os mesmos passos. O objetivo € encontrar alguns codificadores sisteméticos
nos quais x g irdo desempenhar o mesmo papel de u4 nos decodificadores ndo sistematicos, porém
u4e sera fixo.

Seja um cddigo polar definido por um codificador néo sistematico com os parametros (N, k, A, p14¢),
hd um codificador sistematico com pardmetros (N, k, B, ji4<), se, e somente se, A e B tiverem a
mesma quantidade de elementos e G 4 for uma matriz inversivel. Se essas condig¢des sdo satisfeitas, o

mapeamento de xp — X = (xp,Xpgc) é realizado através do célculo de

uy = (xp — UseGacp)(Gap) ™t (32)

Logo, o resultado obtido em (32)) serd utilizado para o célculo de (3.

Observando (29) vemos que a matriz geradora é uma matriz triangular inferior, na qual a diagonal
principal é composta de 1. Além disso, uma matriz inversivel e que Gy~ ' = G . Toda submatriz
(GN)aade Gy, com A C {1,..., N} também é uma matriz triangular inferior e possui uns em sua
diagonal principal, logo também & inversivel.

Ao separar a palavra-cédigo sistemdtica em duas partes, x") sendo a metade inicial e x(?), a metade

final da palavra. Com isso, temos que

,x®) (33)
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de forma que,

X(l) = (I‘l, ce ,IN/Q),

X(2) - (xN/Q-i-lu s 7ZL'N)-

Ao estender esse raciocinio a mensagem u, reescrevemos como:

G 0
(X(l),X(Z)) _ (u(l),u@)) N/2 UN/2 | (34)
Gn2 G2

Entio, x(1) e x? sdo definidos por:

(xM —x@) = uMGy)s. (35)

Outra maneira de executar a codificagdo polar sistemdtica € através do uso de dois codificadores
ndo sistematicos em série. A principio este codificador polar possui a mensagem u = (uq, ug, . .., Uy),
que ¢ a entrada do primeiro subcircuito. As posi¢des dos bits congelados definem as linhas congeladas

do circuito completo. A ilustra o circuito do codificador polar sistematico para o caso no
qual N = 8.

Figura 14 — Codificador sistemético para N = 8.

T 1] T . L 11T 1 T.

%
=
U
D
=

D

8 ‘ *s U, ‘ ( Xy

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na primeira etapa € realizada a operagdo de multiplica¢do da mensagem u pela matriz F'®", assim

o vetor X’ € a saida do primeiro circuito:

x = uF®". (36)

Logo apds, os bits de x” provenientes das entradas congeladas, ou seja, que nao pertencem a A, sdo
igualados a zero, e 0 novo vetor, denominado de u’, serd a entrada do segundo subcircuito. Com isso,

podemos obter a palavra-codigo sistemdtica através de
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x =u'F®". (37)
Exemplo 3.2.2 Considerando um codigo polar sistemdtico com parametros

(8’ 47 {47 67 77 8}’ (07 07 07 O))7

desejamos utilizar as equacoes recursivas de Arikan para realizar a codificacdo polar sistemdtica
da mensagem u = (0101). Inicialmente, precisamos definir, para este caso, as matrizes apresentadas

nas Equagées (30) e (31): Gap, Gape, Gacp € G acpe, a partir de Gs. Temos que:

Gsuw Gsus Gsun Gsus 1000
(Gs)ap = Gswn Osen Osan Gse = 0100 ;
Gsow Gsms Gsun Gso 0010
Gsws Gsws Gswn Gss 1111
0 0 0 0]
0000
G c — 5
(Gs)an 000 0
00 0 0]
(11 1 0]
1101
G cB — 5
(Gs)acs 101 1
1111
1000
1100
G cRec —
(Gs)acs 1010
1001

Sabemos que x g, por se tratar de uma codificagdo sistemdtica, obrigatoriamente terd os mesmos
elementos das linhas ndo congeladas da mensagem original. Como u = (0101), definimos xp =
(ug ug uy ug) = (0101). De forma semelhante, sabemos que u 4. é definida pelas linhas congeladas

da mensagem original, logo us. = (0000). Assim, temos todos os elementos necessdrios para calcular

Uy’
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Uy = (XB — uAcGAcB)(GAB)_l
-1
1 110 1 0 00
1101 01 00
= | 0101 — 0000
1 011 0010
1 1 11 1 111
1 0 00
01 00
= (0101 = (0001).
( ) 0010 ( )
1111
Finalmente, substituimos u4 em Xpge:
XpBe = uAGABC ©® llAcGAch
0 00O 10 00
0 00 1 100
= (0001) - @ (0000) - = (0000).
00 0O 1 010
0 00O 1 0 01

Portanto, a palavra-cédigo sistemdtica é x = (00010101).

Observando o resultado do Exemplo (3.2.2) podemos ver claramente a informagdo contida na palavra-

codigo.

3.3 DECODIFICACAO

Serd apresentado neste capitulo a decodifica¢do de codigos polares (SC, Successive Cancellation).
Posteriormente a decodificacdo de cédigos polares através da decodificacdo por cancelamento sucessivo

em lista (SLC, Successive Cancellation List).

3.3.1 Decodificacao SC

Sejam a palavra-cédigo x3¥ definida por um codificador polar e y a mensagem recebida apés a
transmissao através de um canal Wy . O decodificador por cancelamento sucessivo SC determina a
mensagem @)Y, como uma estimativa da mensagem original ul', a partir da mensagem recebida (y.")
e as posi¢cdes dos bits congelados u 4.. Nessa etapa, € possivel notar a real importancia da polarizagao
dos canais, pois devido ao conhecimento prévio das linhas congeladas, conseguimos evitar erros de
decodificacdo com mais facilidade, logo, o verdadeiro desafio € determinar 0 4 igual a uy. Para isso,

teremos que:
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u;, sei € A°,
a; = , , (38)
LY (Y, 657! sei € A,

em que Lg\i,) (yN, %) é araziio de verossimilhanga (LR, Likelihood Ratio), dada por:

. , 0, se Wfiv(yg’?éjlui:o) > 1.

LYy, o) = Wi o =) (39)
1’ se WN(yl :':1171|ui:0) 1

Wiy, a u=1)

A\

Para encontrar a LR utilizamos as seguintes relacdes de recursio:

b) +1
flab) = AL (40)
g(a,b, ;) = a'~2i-1p, 41)

Dessa maneira, a partir de (39)), é construida uma rede de fluxo de razdo de verossimilhanca, ou

seja, um decodificador por cancelamento sucessivo, onde atualizamos as LR’s ao longo das rotas, como
ilustrado na

Figura 15 — Decodificador por cancelamento sucessivo para um bloco de tamanho N = 8.

e
A

.
A

r'—\
LA
A

r‘.—‘
A

L
4

L_'.—\
4

Fonte: elaborado pelo autor.

Exemplo 3.3.1 Uma transmissdo obteve o vetory:

y = (1,883; 2, 4848; —2,2381; 2, 4803; 0, 7942; —2, 4148; —1, 3290; 0, 2813).
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Sabemos que o cddigo é definido pelos parametros (8,4,{4,6,7,8}),(0,0,0,0) e que a transmissdo
foi realizada através de um canal AWGN no qual E,/Ny = 1 dB. Deseja-se decodificar a mensagem
a fim de identificar a mensagem original transmitida. Podemos utilizar as Equagoes 8 e39e
decodificar a mensagem recebida através do método de cancelamento sucessivo. A ?? nos apresenta o

sentido da decodificagdo e as operacdes que sdo realizadas em cada uma das etapas da decodificacdo.

» Etapa 1: inicialmente, determinamos os nos de primeiro estdgio possiveis de serem calculados

somente com as informagdes originais.

Cdlculo de Lgl):

(1,8883 - 2,4848) + 1

Ly (L(l) L(2)> — f(1,8883: 2. 4848) = — 1.3016.
2 L I F(1,8883;2,4848) = o35 1348 ’
— Calculo de LYY :
92,2381 - 2,4803) + 1
L& (L(3) L(4)) _ f(2.9381:2.4803) — (=% i — —18.7909.
2 = P L J(=2,2381;2, 4803) —2,2381 + 2,4803 ’
— Cdlculo de L§5).'
0,7942 - (—2,4148)) + 1
Lo (L“’ L(G)) —£(0. 7942 —2, 4148) — (O i — 0. 5664.
2 —>f 1 41 f( 5 5 ) ) 077942+(—2,4148) s
— Cdlculo de Lg):
11,3290 - 0,2813) + 1
L - <L(7) L(8)) _ £(—1.3290:0.2813) — (=L ’ — _0.5976.
2= S I f(=1,3290;0,2813) —1,3290 + 0, 2813 ’

Determinamos entdo os nos de segundo estdgio possiveis de serem calculados com as informa-

coes obtidas:

— Calculo de L'":

RN (Lgn,Lg») = £(1,3016; —18, 7909)

_ (13016 (~18,7909)) +1 _ | o) a
1,3016 + (—18,7909)

— Cdlculo de Lff’):

RNy (Lg@,Lg)) = £(1,3016; —18, 7909)

_ (1,016 - (18,7909)) +1 _ o205,
1,3016 + (—18,7909)

Em posse dos elementos determinados anteriormente, somos capazes de calcular um dos nos de

terceiro estdgio:
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— Cdlculo de L :

19 7 (19,20) = (1311321, 2025

1 (=
_(1,3413- (=21,2025)) +1 _ | 313,
1,3413 4 (—21,2025)

Como L") = 1,3413 > 1, logo i = 0.

» Etapa 2: as informacdes obtidas na Etapa 1 nos permitem determinar outro né de terceiro

estdagio.

— Cdlculo de LS):

L9 5y (Lff), LY, u]) = 1,34130720) (21, 2025) = —28, 4389.
Apesar de LS) = —28, 4389, temos conhecimento de que se trata de um bit congelado, portanto
U = 0.

e Etapa 3: utilizando elementos calculados na Etapa 1, somos capazes de determinar outros nos

de segundo estdgio.

— Calculo de LY :

Lip)) g <L§1), Lf),u}) —1, 3016(172(0))(—18, 7909) = —24,4582.

— Calculo de L\":

L~ g (19, L5 ) = 0, 56640720 (~0,5976) = —0, 3385.

.3 7 : ~ . o 3
Os nos Lfl Ve LfL ) fornecem-nos as informagées necessdrias para a determinagdo de Lg ).

— Cdlculo de Lég) :

1O g ( 3 Lg)) = f(—24,4582; —0,3385)

—24,4582 - (— 1
(24,4582 - (—0,3385)) + _ _0.8742.
—24, 4582 + (—0, 3385)

Apesar de LS’) = —0, 3385, sabemos que se trata de um bit congelado, portanto iz = .

» Etapa 4: as informagées obtidas na Etapa 3 nos permitem calcular o né de terceiro estdgio Lg).

— Cdlculo de Lg) :

I g ( L9, Lgp,ag) = g(—24,4582; —0, 3385, 0)

= —24, 45820720 (0, 3385) = 8, 2791.
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Como L{” = 8,2791 > 1, logo iy = 0.

» Etapa 5: calculamos os demais nds de primeiro estdgio com as informagdes obtidas anterior-

mente.

Cdlculo de LS

ng) — 9 (Lgl), ng), Uy D Uy O ug D ﬂ4>
= g(1,8813;2,4848: 0 0 ® 0 @ 0) = g(1,8813;2,4848;0)
= 1,881301720)(2,4848) = 4, 6920.

Cdlculo de I3

19 5 g (20, 10,1y @ 0,)
= g(—2,2381;2,4803;0 @ 0) = g(—2,2381;2,4803;0)
= —2,23811720)(2,4803) = —5, 5512.

Cdlculo de LY :

L g <L§5), L0 4@ a4>
= g(0,7942; —2,4148; 0 ® 0) = ¢(0, 7942; —2,4148;0)
= —2,23810720)(2,4803) = —1,9178.

Cdlculo de ng) :

L g ( L L58>,a4> — 9(0,7942; —2, 4148; 0)

= —1,32901-2)(0,2813) = —0, 3738.

Utilizando os valores obtidos para os nos de primeiro estdgio, calculamos outros nos de segundo

estdgio:

— Cdlculo de Lf):

1O S (L;m’Lgl)) — f(4,68920; —5,5512)

_ (4,68920-(=5,5512)) +1 _ g ) o0
(4,68920 + (=5,5512))

— Cdlculo de Lffi) :

L = f (L, 187) = £(~1,9178; 0,3738)

—1,9178 - (— 1
_ (=1,9178 - (—0,3738)) + _ 0,742,
—1,9178 + (—0,3738)




47

Com os valores de Lf) e Liﬁ) podemos calcular o né Lg), de terceiro estdgio:

— Calculo de LY :

Léz) Ny (Lff),Lff)> = f(29,1506; —0, 7492)

_ (291506 (-0, 7492) +1 _ ) ong
29,1506 + (—0, 7492)

Apesar de Léz) = —0,7338 < 1, sabemos que se trata de uma linha congelada, portanto us = .
» Etapa 6: podemos determinar outro no de terceiro estdagio com informagoes obtidas na Etapa 5.

— Cdlculo de L :
LY g (LEP, Lﬁf’,as) = ¢(29, 1506; —0, 7492; 0)
= 29,1506 72) (—0, 7492) = —21, 8396.
Como L'Y = —21,8396 < 1, logo i = 1.

» Etapa 7: calculamos os nos restantes de segundo estdgio:

— Cdleulo de L

LY g (Lg2>, LY s @ aﬁ) — g(4,6920; —5,5512;0 1)
= g(4,6920; —5,5512; 1) = 4,69201~2W)(_5 5512) = —1,1831.

— Cdlculo de Lflg) :
LY 5y (Lé“,Lfl%) — g(—1,9178; —0,7338; 1)
= —1,917812W) (0, 7338) = 0, 3826.

. (4 8 . ~ . . 4
Os nos Li Ve LEL ) fornecem-nos as informacoes necessdrias para o cdlculo de Lé )

— Cdlculo de Lgl) :

—1,1831-0,3826) + 1
—1,1831 + 0, 3826

18 = £ (L, 187) = £(~1,1831;0,3826) ( = —0,683.

Como Lé4) = —0,6838 < 1, portanto u; = 1.

» Etapa 8: determinamos o né remanescente de terceiro estdgio.
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— Cdlculo de LY :

L =g <L§f>, LY, a7> — g(—1,1831;0,3826: 1)
= —1,18310721)(0, 3826) = —0, 3234.

Como L'®) = —0,3234 < 1, logo i = 1.

Apds a determinagdo de cada um dos elementos de G = (1, . . ., Us), podemos escrever que o
vetor decodificado é tt = (00010101).

O Exemplo foi retirado de (ROSA,[2022).

Entdo, sua rede final seguindo as equagdes de recurso € ilustrada na [Figura 16]

Podemos notar que as atualiza¢des dependem do né anterior, gerando essa rede de atualizagdes que
no final nos entrega os valores para a decisio, onde para valores maiores que 1, o bit decodificado sera

0. Ja para valores menores que 1, o bit decodificado serd 1.

Figura 16 — Exemplo decodificagiao SC.

i =0 - O\ 1,8883
1,3815
=0 < ; 2,4848
-0,7338 \/
8=0 < 2 p -2,2381
- 24,4582 -18,7909
ﬁ7 = 1 -4 ] @, 2,4803
-0,6838 -1,1831 -5,5512
0, =0 < g 0,7942
-28,4389
4 =1 < e -2,4148
-21,8396 / \
0,=0 -« g -1,3290
8,2791
0, =1 < g 0,2813

-0,3234 0,3826 -0,3738
Fonte: retirado de (ROSA, 2022).

3.3.2 Decodificacao SCL

Este método de decodificacdo utiliza de um decodificador composto por trés sub-estagios. O
primeiro € um decodificador polar SC, o segundo € um codificador polar ndo sistematico e o terceiro €
um seletor, conforme observado na[Figura 17

A mensagem passa pelo codificador ndo sistematico e em sua saida temos a palavra-codigo, que

por sua vez ira ser transmitida por um canal ruidoso, como um canal BEC, BSC ou AWGN. Na
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Figura 17 — Esquema de decodificacdo SCL para c6digos polares.

u Codificador .| Igualar os bits | Codificador
"|n&o-sisteméatico congelados a 0 nao-sistematico
n
x =uF" X' = u x=uF"
Codificador polar sistematico X
A
Canal (BEC,
BSC, AWGN,...)
y
a Selecionar a parte Codificador Decodificador
h sistematica | ndo-sistematico néo-sistematico
A, n A, g oy
X =0 X' =0aF y—=>aQ
Decodificador polar sistematico

Fonte: elaborado pelo autor.

saida desse canal temos o vetor y que € recepcionado pelo decodificador SCL. O decodificador polar
por cancelamento sucessivo em lista, estima 1, que corresponde a mensagem original u. Entretanto,
no lugar de uma decodificagdo polar direta, o decodificador realiza em seu primeiro estidgio uma
decodificagao SC.

O caédigo C possui 0 mesmo conjunto de palavras-codigo que o cédigo sistematico C, porem
utiliza um mapeamento diferente de mensagens para palavras-cddigo. Dessa forma, a mensagem y €
decodificada e torna-se i, através de um decodificador SCL. O decodificador SC, mantém somente
um caminho L (ou lista) para a decodificagdo, ja o SCL tem como caracteristica principal dividir cada
caminho de decodificacdo em dois caminhos diferentes. Em um dos caminhos temos 4, = 0, € no outro
caminho temos %; = 1 (se u; for um bit ndo congelado). Em seu segundo estdgio, o decodificador tem
um codificador néo sistemdtico, que codifica a mensagem estimada @’ para obter uma palavra-cédigo
%'. No tltimo estagio, o decodificador SCL possui um seletor que estima a mensagem original 1,

fazendo G = Xp.

Exemplo 3.3.2 Vamos considerar um exemplo de decodificacdo SCL de um codigo polar com os
parametros N = 4, K = 4 e L = 2, vetor transmitido = = [1001] e o vetor recebido y = [1101].
Neste exemplo, utilizaremos o algoritmo de decodificacdo em lista com L = 2 e o canal BSC
com probabilidade de erro de p = 0, 1. Para isso, comegcaremos com a probabilidade de cada bit
transmitido ser 0 ou 1, dado o vetor recebido y = [1101].
O primeiro passo é a inicializacdo das probabilidade. Para o primeiro bit y, = 1, temos as

seguintes probabilidades de transicdo:

Pypy=1|uy=0)=p=0,1

Logo, para uy, as duas hipoteses sdo:
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Caminho 1: w1 =0 com probabilidade 0, 1
Caminho 2: w1 =1 com probabilidade 0,9

Agora, para o segundo bit y, = 1, e dado que temos duas hipdteses para u,, vamos expandir as
probabilidades para us:
Para v, = 0, temos:
Plya=1]uy=0)=p=0,1

Para v, = 1, temos:

Plya=1|uy=1)=p=0,1

Agora, expandimos as possibilidades para uy, com base nas duas hipoteses para u,:

Para uy; = 0, temos as duas possibilidades:
Caminho 1.1: u; = 0,us =0 com probabilidade 0,1 x 0,1 = 0,01

Caminho 1.2: uy = 0,us =1 com probabilidade 0,1 x 0,9 = 0,09
Para v, = 1, temos:

Caminho 2.1: uw; = 1,us =0 com probabilidade 0,9 x 0,9 = 0, 81

Caminho 2.2: w1 = 1,us =1 com probabilidade 0,9 x 0,1 = 0,09

Agora, mantemos os dois caminhos mais provaveis:

Caminho 2.1: u; = 1,us =0 com probabilidade 0, 81
Caminho 1.2: uy = 0,us =1 com probabilidade 0,09

Para o terceiro bit y3 = 0, calculamos as probabilidades para us:

Parau, = 1euy, =0, temos:

Plys=0|uz=1)=p=0,1

Para vy = 0 ewuy = 1, temos:

Plys=0|us=1)=p=0,1
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Agora, expandimos os caminhos para o terceiro bit:

Para u; = 1,uy = 0, temos:
Caminho 2.1.1: w1 = 1,u3 = 0,u3 =0 com probabilidade 0,81 x 0,9 = 0,729

Caminho 2.1.2: uy = 1,us = 0,u3 =1 com probabilidade 0,81 x 0,1 = 0,081

Para v, = 0,uy = 1, temos:
Caminho 1.2.1: u; = 0,us = 1,u3 =0 com probabilidade 0,09 x 0,9 = 0,081

Caminho 1.2.2: uy = 0,uy = 1,u3 =1 com probabilidade 0,09 x 0,1 = 0,009

Agora, mantemos os dois caminhos mais provdveis:

Caminho 2.1.1: uy = 1,us = 0,u3 =0 com probabilidade 0, 729
Caminho 1.2.1: uy = 0,uy = 1,u3 =0 com probabilidade 0,081

Por fim, para y4 = 1, temos as seguintes probabilidades para u,:

Para vy = 1,uy = 0,u3 = 0, temos:
P(y4:1|U4:0):p:0,1

Expandindo para o quarto bit:

Para u, = 1,uy = 0,u3 = 0, temos:
Caminho 2.1.1.1: u1 = 1,us = 0,u3 = 0,uy =0 com probabilidade 0,729 x 0,1 = 0,0729

Caminho 2.1.1.2: w1 = 1,us = 0,u3 = 0,uy =1 com probabilidade 0,729 x 0,9 = 0, 6561
A sequéncia mais provdvel é u = [1,0,0, 1], que corresponde ao vetor transmitido.

Conforme a quantidade de caminhos aumenta além da quantidade pré-definida de L, o decodificador
SCL desconsidera os caminhos ou listas menos provdveis e mantém somente as listas mais provdveis
(LI; SHEN; TSE| 2012). Essa diferenca entre os decodificadores pode ser observada pela[Figura I§|e

lFigura 19
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Figura 18 — Decodificador SC em estrutura de arvore, L = 1.

0 1.00
1 o level 1
0.55 e 0.45 .
) g ] level 2
0.30 0.25, 0.40 0.05
) e ) . 0 . 0 . level 3
P

0_0 0_2 0.10 ..‘ 0.3 0.0 0.0 0Dleve!4

0.02 0.3 0.05 0.20 0.08 0.02 0.10 0.050.36 0.01 0.02 0.01 0.01 0.01 0.01 0.02

Fonte: Retirado de (ALAMDAR-YAZDI; KSCHISCHANG, 2011).

Figura 19 — Decodificador SCL em estrutura de 4rvore, L = 2.

0 1.00
—1 o level 1
6
0.55 9 .45 e
level 2
P
0.30 0.25, 0.05
) e 0 . 0 . level 3
4

0.05 0.25 0.10 0.1 0. 0.03, 0.02 0.0
‘0 T ON R O '0‘ (2, 50, .0 KO tevers
0.02 003 005 020 008 0.02 0.10 0.05 0.36 0.01 0,02 001 0.01 0.01 0.01 0.02

Fonte: Retirado de (ALAMDAR-YAZDI; KSCHISCHANG, 2011).
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4 METODOS DE POLARIZACAO

Este capitulo apresenta alguns métodos de polarizagc@o de canal que podem ser utilizados na constru-
¢do de cédigos polares, com foco na sua aplicagdo em tecnologias 5SG NR e utilizando canais AWGN.
Os métodos que iremos considerar sdo o parametro de Bhattacharyya e a Densidade de Evolugao por
Aproximacdo Gaussiana (DEGA), técnicas amplamente utilizadas para avaliar a confiabilidade dos
canais e modelar a evolucdo das razdes de verossimilhanga (LLR). A principal contribui¢ao deste
trabalho reside na simplificacdo e otimizacgao dessas técnicas, visando tornd-las mais eficientes para
sistemas praticos e com recursos computacionais limitados, demonstrando seu desempenho por meio

de simulagdes.

4.1 BHATTACHARYYA

O método de polarizacao proposto por Arikan consiste em encontrar a capacidade do canal BEC,
entretanto, quando partimos para transmissdes reais, o canal sofre interferéncias sejam elas construtivas
ou destrutivas. O canal que melhor se encaixa nesse cendrio € o AWGN, porém o calculo de sua
capacidade ndo € trivial, logo, foi necessario o desenvolvimento de métodos para realizar a polarizagao
desses canais.

O primeiro método apresentado neste trabalho € o de Bhattacharyya, que através da fungdo de
Bhattacharyya mede a confiabilidade do canal. Inicialmente, podemos considerar um canal qualquer

W sem memdria antes de partimos para 0 AWGN. Entdo o pardmetro Z (W) pode ser definido por

ZW) =Y /W (ylo) W (y]1), (1)

sendo W (y|x) as probabilidades de transi¢do do canal. Onde a probabilidade de erro de bloco em
codigos polares € verificada por

PN, K, Ayup) <> Z(WY). )

icA
A defini¢do na Equagéo (1)) leva em conta um canal discreto, porem, é razodvel expandir essa defi-
ni¢do para canais continuos por conta da semelhanca entre os dois tipos de canais. Para isso, utilizamos
a densidade de distribuicao de probabilidade no lugar da prépria distribui¢do de probabilidade. Entéo,
é realizada a integracao no lugar da soma para canais continuos. Dessa maneira podemos expressar

Z(w) como

Z(W) = / VW G0 W (s dy 3)

Logo, as propriedades recursivas da polarizacdo do canal podem ser calculadas pelas iteracdes do

parametro Bhattacharyya através de
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ZW) < ZWin ) < 2wy — 2Ww@)2ie {1,..., N} 4)
c
ZWEN = Z2(Wih2ie {1,...,N}. 5)

A maneira mais simples de construir c6digos polares para canais AWGN, € assumir que as
atualizagdes do parametro de Bhattacharyya sdo préximas, ou seja, a medida que € feita a transformacao
polar, o parametro Bhattacharyya para cada posi¢do de bit transformado permanece relativamente

consistente com o parametro original do bit correspondente. Com isso, podemos simplificar para

ZWED) =22(W{) — Z(WP)2, ©6)

Z(Wiy)) = Z(Wy))2. ™)

Nota-se que o parametro depende do estdgio anterior do canal de bit 4, e ndo do préximo canal de
bit. A razdo para isso é que quaisquer duas entradas em um né sdo processadas pela mesma sequéncia
de nds nos estagios anteriores.

Como o algoritmo depende do estdgio anterior, € necessario encontrar o parametro de Bhattacharyya
do canal AWGN do estdgio subjacente, logo, para o primeiro parametro assumimos uma transmissao

bindria com poténcia unitéria € uma variacio de ruido de o2, assim temos que

1 SNR
ZAWGN = €xp <—T‘2) = exrp (—T) . (8)

Exemplo 4.1.1 Para N = 8 canais AWGN com SN R = 3dB, vamos determinar pelo método de
Bhattacharyya quais canais serdo congelados e quais irdo transmitir informagao.

Utilizando a equagdo (8) para encontrar o primeiro pardmetro, temos

3
1010
ZAWGN = exp (——2 > =0, 3687.

Agora, utilizando as Equagées (6)) e ([7), sdo encontrados os préximos dois pardmetros

Z(WF V) =2.0,3687 — 0,3687% = 0,6014

Z(WEDY = 0,36872 = 0, 1359.

De maneira andloga, cada um deles passara pelo mesmo processo até que os parametros sejam
gerados oito pardmetros finais. Com o objetivo de evitar a monotonia do trabalho, os cdlculos
posteriores foram omitidos, porém seguindo os passos anteriores facilmente pode-se chegar nos

resultados a seguir:
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ZWP) = 0,9747
ZWP) =0,7074
Z(WP) =0,5918
Z(Wy =0,1307
ZWP = 0,4424
Z(WE) = 0,0641
ZW ) = 0,0365

N
=
2%
=
I
QO
o
o
o
o

Apds obter os resultados é possivel escolher as posi¢cdes congeladas, no caso N /2 posi¢oes serdo
congeladas. Para os maiores valores de Battacharyya atribuiremos um zero (congelado), e para os

menores valores atribuimos o bit 1 (informacdo). Sendo assim, o vetor final com as posicoes é

P = [00010111].

Pelo exemplo observamos que o método nao possui uma complexidade alta. Ao decorrer do trabalho
serdo apresentados os resultados das simula¢des geradas com o método e consequentemente podemos

classificar seu desemepenho.

4.2 DENSIDADE DE EVOLUCAO POR APROXIMACAO GAUSSIANA

A medida de Bhattacharyya € uma ferramenta estatistica que avalia o grau de sobreposi¢do ou
similaridade entre duas distribuicdes de probabilidade. Conforme o comprimento da palavra-cddigo
aumenta, o c6digo se torna mais propenso a erros. Para lidar com isso, foi introduzida a Densidade de
Evolugdo por Aproximacao Gaussiana (DEGA), sendo este o método mais amplamente utilizado na
construcdo de codigos polares em canais AWGN. O DEGA busca modelar a evolugdo das densidades
das razdes de verossimilhanca (LLR) ao longo do processo de decodificagdo, partindo do canal até
a decisdo final. No entanto, esse processo nao é simples, pois o comportamento das LLRs muda
a cada estagio e nem sempre segue uma distribuicdo Gaussiana. Mesmo assim, a DEGA suaviza
essa complexidade, assumindo que as LLRs sdo aproximadamente Gaussianas, permitindo que o
decodificador rastreie apenas a média e a variancia dessas LLRs.

A razdo de verossimilhanca de um canal AWGN binério é

2
LRawey = U—‘Z )

onde y € a saida do canal. Supondo que seja feita uma transmissao totalmente de zeros (sem informa-

¢20), o valor médio da LLR ¢é dado por

2
=, (10)
o
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€ a variancia A

o2
Esta relagcdo entre a média e a variancia é assumida em todos os estdgios, ou seja, em qualquer

estagio temos uma LLR com distribui¢ao NV (%, %) ou simplesmente N ( ,ugs), 2uis)). Desta forma, ndo
€ necessario rastrear a variancia, mas somente a média.

Para fazer as atualiza¢Ges, a DEGA utiliza das seguintes equacoes:

_ [ o0 (= o)), paraondf, "
n= (s—1) < ( )
20, ,para o no g,
onde ¢ € a func¢do dada pela aproximagao

exp(—0,45272°86 4+ 0.0218), 0 < x < 10,
(b - T T 10 (13)

Viewn (=) (1-22), z 2 10,

e a fun¢io inversa de ¢! no intervalo de 0 < x < 10 pode ser escrita como:
¢~ = 2.51316(—10g10(0.97843x))" 16279, (14)

Para obter a inversa ¢! no intervalo de x > 10 sdo necessarios alguns passos. Considere a funcdo

T (—x) o 10 > 10
xem) 4 Tx » &= 2

onde queremos encontrar a fungdo inversa ¢~!. Em outras palavras, se y = ¢(x) entdo z = ¢~ *(y)
para todos os x € D(¢) e y € Im(¢).

¢(x) definida como

Expandindo o argumento da fun¢do exponencial e reescrevendo a expressao para ¢, temos

_1 r D
¢(x) = 7 2/Teap (—Z + ﬂ) :

Seja K = \/Eexp% uma constante, o que nos permite simplificar ¢(z) como

b

L]
|
&
=
Q)
SIS

o(z) = Kz ze”

Elevando ambos os lados ao quadrado, temos

¢* () ! ( x)
2

I7e =z “exp
Portanto, para todo ¢(x) # 0,

Qiéf) = xexp <g> ) (15)

Nota-se que o lado direito da Equacgdo se assemelha a funcdo f(x) = xe*, cuja a fungdo

inversa e conhecida como a fun¢do W de Lambert (CORLESS et al., |1996). Isso implica que
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W(z) = x <= z = xe*. Observe que se dividirmos ambos os lados da Equacéo por 2, obtemos

2
s~ 7 (3)

Portanto, usando a defini¢do da fun¢do W,

" (g5~ 3)

mexp(5/7)
i)

€ consequentemente

ot = QW(

ondex = ¢ ey = ¢(x).

Pela complexidade apresentada, podemos aproximar numericamente a fungio inversa ¢! através
de fun¢des piecewise. Essas funcdes sdo uteis para modelar situacdes onde o comportamento da fun¢ao
muda em diferentes regides do dominio, como € o caso da fungdo inversa ¢ .

As picewise function sao:

2(0.22022 + 0.06448), z <1,

o 2(0.062883x + 0.3678) — 0.1627, 1 <z < 3.5, a7
2(0.009005z + 0.7694) — 0.9507, 3.5 < z < 12,
0.9861z — 2.3152, x> 12.

Com essa estrategia conseguimos diminuir a complexidade do método, sendo muito ttil para
aplicacdes reais que nao dispdem de muito recurso computacional.

A tabela a seguir mostra os resultados de ¢! utilizando as fungdes picewise e a Equagio
Podemos observar que os valores sdo extremamente proximos, portanto € possivel validar e utilizar as

picewise para otimizar o método. A varidvel x representa um valor intermedidrio relacionado com a

Tabela 1 — Comparacdo entre a funcao piecewise e a fun¢cdo W de Lambert.

X Piecewise W de Lambert
3.1697863849222268 1.6349672502648627  1.6356564188994864
1.6349672502648627 0.6067346281466468  0.6043971397971949
6.3395727698444535  4.288879886170222 4.278546095208556
0.6067346281466468 0.12018379418298919 0.13420723287722258
4.288879886170222  2.5148065729747184  2.5166299341113842
3.2699345005297253  1.7123566032917543 1.711129165023591
12.679145539688907  10.18770541668723 10.36905227851895

Fonte: elaborado pelo autor.

razdo de verossimilhanca logaritmica (LLR), que, neste caso, € usada como entrada para calcular a
inversa de ¢. O primeiro valor foi escolhido aleatoriamente, os demais valores sdo evoluidos pela[I2]

Com isso podemos encontrar a fungfio inversa ¢! mais facilmente. A apresentada na
Secao também pode representar as etapas de polarizacdo de canal por meio do método DEGA,
onde a evolucdo acontece por meio dos nés f e g.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados encontrados nesse trabalho foram obtidos através de simula¢des computacionais
utilizando a linguagem de programacgao Python para analisar o desempenho de c6digos polares em um
canal AWGN, além disso, cada simulagio contou com 10° repeti¢cdes para que o resultado obtido fosse
confidvel, ou seja, garantir que houvesse a convergéncia. O cddigo foi reproduzido em um dispositivo
com o processador AMD Ryzen 3 3200G com Radeon Vega Graphics 3.60 GHz e 16 GB de RAM. O
codigo utilizado para analise estd disponivel em (BARROS, [2024).

Inicialmente, foi configurado um ambiente com bibliotecas que facilitam a manipulagdo de dados e
simulagdes, o NumPy (HARRIS et al., 2020) e o SciPy (VIRTANEN et al., 2020). Essas bibliotecas
permitem criar o ambiente matematico necessdrio para trabalhar com os métodos de polarizacao
Bhattacharyya e DEGA, além de modelar o canal AWGN.

Além disso, foi configurado os principais parametros da simulacio, incluindo:

* Tamanho do cédigo polar (/V) e nimero de bits de informacao (k), que determinam o tamanho

da sequéncia e a quantidade de bits de dados;
* Relacgdo Sinal-Ruido, usada para ajustar o nivel de ruido no canal;

* Nuimero de mensagens simuladas, representando a quantidade de transmissdes repetidas para

obten¢do de uma média de erros;

* O tipo de codificacdo (sistemdtica ou nao sistematica).

Esses parametros também serdo variados no contexto dos métodos Bhattacharyya e DEGA, pois
influenciam a escolha de indices congelados diretamente, afetando o desempenho do cédigo para as
condi¢des de SNR configuradas. A SNR em decibel € dada por:

P
SNRdb = 10[0910(F), (1)

onde Py € a poténcia do sinal, e N, a poténcia do ruido.

Como explicado anteriormente, o parametro de Bhattacharyya calcula uma medida que indica a
confiabilidade dos canais subjacentes no cddigo polar. Canais com um valor de Bhattacharyya mais
baixo sdo mais confidveis e, portanto, reservados para os bits de informacdo, enquanto canais com
valores altos sdo congelados.

Ja a Densidade de Evolucao por Aproximac¢ao Gaussiana determina a confiabilidade dos canais,
criando uma distribui¢do de densidade, onde os maiores valores sdo destinados a canais de informacao
e 0s menores a canais congelados. Ambos os métodos geram uma lista de posi¢des de bits, que serd
utilizada na etapa de codificagao da mensagem.

Com os indices congelados definidos pelo método de Bhattacharyya ou DEGA, codificamos a
mensagem. Na codificagc@o polar, os bits de informacao sdo posicionados nos indices mais confidveis

(conforme indicados pelos métodos de polarizagcdo), enquanto os bits congelados sdo posicionados nos
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locais menos confidveis, assumindo sempre o valor zero. Esta etapa garante que o cddigo polar esteja
otimizado para o cendrio especifico do canal.

Para a etapa de transmissao, a palavra-cédigo é modulada pela modulagdo BPSK (Binary Phase
Shift Keying), na qual cada bit € transformado em um sinal: +1 para bits 0 e —1 para bits 1.

Com a palavra-cddigo definida e modulada, podemos realizar a transmissao pelo canal AWGN,
onde um ruido gaussiano € introduzido simulando um ambiente de comunicac¢ao ruidoso. Esse ruido
¢ ajustado pela SNR definida inicialmente. Durante a transmissao, o sinal codificado passa por esse
canal e sofre alteracdes que representam a interferéncia do ruido.

Apoés a mensagem ser transmitida, chegamos na etapa de decodificacdo. O método de decodificacio
por cancelamento sucessivo, reconstréi a mensagem bit a bit. Durante a decodificacdo, sao usadas as
informacdes de polarizacdo dos métodos Bhattacharyya e DEGA para maximizar a chance de recupe-
racdo precisa da sequéncia de informacao, permitindo a reconstrug¢do dos bits originais, mesmo em
meio ao ruido. Para diminuir a complexidade do cédigo e consequentemente o recurso computacional
exigido, foi utilizado L = 1 para a decodificagao SCL, pois equivale a decodificagdo SC.

Ap0s a decodificacao, avaliamos o desempenho do cédigo polar calculando a razdo de erro de bit.
Esse calculo compara os bits transmitidos com os bits decodificados para determinar a porcentagem de
erros. O desempenho do c6digo varia conforme o método de polarizagdo utilizado, pois cada método
define os indices congelados de forma diferente, afetando a robustez do cédigo polar em um cendrio de
ruido. Como o objetivo € a transmissao de dados com a menor probabilidade de erro, o 3GPP imp0s
que a razio de erro de bit deve ser de pelo menos 106, ou seja, para cada um milhdo de bits enviados

acontecerd um erro. A BER pode ser encontrada pela seguinte equacao:

Ne
BER = — 2
Nb’ ( )

onde N, é o nimero de bit transmitidos e n. é o nimero de bits errados. Em um canal de comunicacao
ruidoso do tipo AWGN com uma modulacdo BPSK, a partir da SNR, € possivel obter uma fun¢do para
encontrar a razdo de erro de bit. Para a decisdo utiliza-se o valor de sinal de 0, ou seja, caso o valor

seja menor que 0, o sistema entendera que foi recebido o bit 1 e, ao contrdrio o sistema entenderd que o

bit recebido foi 0. Acontecera um erro se o bit enviado for 0 — s = —1 e o valor do ruido for n < —1.
O contrério também € valido, se 1 — s = —1 e o valor do ruido seja n > +1, acontecerd um erro.
BER = Prob{s = +1}Prob{n < —1} + Prob{s = —1}Prob{n > +1}. (3)

Sabemos que os simbolos +1 e — 1 sdo equiprovaveis, ou seja, as probabilidades de cada um
ser enviado é de 1/2. J4, para o caso das probabilidades dos ruidos, é necessério retornar a fungio
densidade de probabilidade de um ruido gaussiano para 1 = 0

1 a2

f(l’) = \/%6 202, (4)

logo, as duas probabilidades Prob{n < —1} e Prob{n < +1} podem ser representadas através da

fun¢do cumulativa complementar Q(%) Entdo, a equagdo da BER em fun¢do da SNR sera
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BER=Q(2) = Q(VSNE). )

Para um sistema sem codificagdo, cada bit enviado € interpretado como informagdo, porem, para
todos os casos onde as palavras sdo codificadas, aumentar o nimero de bits de informacao reduz a taxa,
mas consequentemente para enviar a mesma mensagem € necessario uma poténcia maior. Por esse

motivo, a métrica recomendada para calcular a razdo de erro de bit € a energia por bit de informagao

By =% (6)
Como a SNR pode ser defida como a relacdo entre a energia por bit de inform¢ao e a poténcia do
ruido definida por % =02,
E E,
SNR=— =2R(—|. 7
= —on () Q
Entao, podemos reescrever a BER como
E
BER=Q [ /2R(:2) |. (8)
No

Primeiramente foi simulada a transmissao de cédigos polar por um canal AWGN com modulagao
BPSK, utilizando o método de Bhattacharyya para polarizar o canal, e uma codificagdo nio sistemadtica.

Analisando a[Figura 20| vemos que, conforme o tamanho da palavra aumenta, menor ¢ a razdo de
erro de bit, porem outro parametro igualmente importante € a SNR, pois ela mostra como o sistema
se comporta com mais poténcia. Quando a SNR atinge 4dB e um tamanho de palavra N = 256,
temos uma BER de 1075, como exigido pelo 3GPP. No entanto, ndo podemos afirmar ainda qual a
real influéncia da codificacdo, mas ja podemos perceber que um método de polarizagdo eficiente €
extremamente importante.

Agora a mostra o desempenho da transmissdao quando o método de Bhattacharyya é
implementado com uma codificacio sistemaética.

Ao analisar o resultado apresentado na figura, observa-se que o desempenho neste caso é seme-
lhante ao do cendrio anterior. A razdo de erro de bit diminui 2 medida que o tamanho da palavra
aumenta e a poténcia do sistema melhora. Para facilitar a comparagdo entre as duas simulacdes, a
apresenta o desempenho do método de Bhattacharyya aplicado a codificacdo sistemadtica e
ndo sistemadtica.

E evidente que a codificacdo sistemdtica apresenta melhor desempenho em todos os tamanhos de
palavras e razdes sinal-ruido. Esse comportamento se deve ao fato de que, na codificacao sistematica,
os bits de informacao sao preservados de forma mais eficaz, pois sdo explicitamente alocados na
palavra-cédigo. Essa caracteristica, aliada a eficiente aplicacdo do método de Bhattacharyya, resulta
em uma transmissao mais confidvel e robusta, destacando a superioridade dessa abordagem.

Agora, comegaremos a analise do método DEGA a partir da[Figura 23] Ao analisa-la, percebemos
o mesmo comportamento do método anterior, porém € possivel notar que para N = 256 e uma SNR

de 4.5d B, a razdo de erro de bit alcanca o valor mais baixo dentre as simula¢des até o momento.
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Figura 20 — BER x SNR utilizando o método de Bhattacharyya com uma codificacdo ndo sistematica.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 21 — BER x SNR utilizando o método de Bhattacharyya com uma codificacdo sistematica.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para observar a influéncia da codificacdo sistemdtica na implementa¢do do método DEGA, podemos

analisar a|Figura 24, O desempenho é muito parecido novamente, por tanto, utilizaremos a [Figura
para analisar o desempenho do método DEGA de forma assertiva, através da razdo de erro de bit pela

SNR do sistema. Ao analisa-la, percebe-se que o comportamento para com o codigo polar sistemdtica

também é melhor nesse caso, reforcando mais uma vez o que foi dito anteriormente.

Para finalizar as discussdes, vamos comparar lado a lado os dois métodos com codificacio sistema-

tica e ndo sistematica.
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Figura 22 — Comparacao entre a implementacdo do método de Bhattacharyya com uma codificacao
sistematica e ndo sistematica.
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Figura 23 — BER x SNR utilizando o método DEGA com uma codificagdo ndo sistematica.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Pela nota-se que o método de Bhattacharyya desempenha melhor conforme o tamanho
da palavra-codigo e a SNR aumenta. Isso acontece pois a complexidade do DEGA € maior, logo
exige mais do sistema para atingir resultados satisfatorios, e quando atinge a razdo sinal ruido de
4.5d B tem-se um valor de BER muito interessante. Para continuar compreendendo os métodos, vamos
analisar o resultado da comparac¢@o entre os dois métodos com a codificagc@o sistemadtica disponivel na
Novamente observamos que o método de Bhatthacharyya desempenhou melhor.



Figura 24 — BER x SNR utilizando o método DEGA com uma codificagdo sistematico.
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Figura 25 — Comparacdo entre a implementa¢do do método de DEGA com uma codificacdo sistematica

e ndo sistematica.
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Figura 26 — Comparagao entre a implementa¢do do método Bhattacharyya e DEGA com uma codifica-
¢do ndo sistemdtica.
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Figura 27 — Comparac¢do entre a implementa¢do do método Bhattacharyya e DEGA com uma codifica-
cdo sistemadtica.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo analisar e comparar métodos de polarizagcdo de canal aplicados
a construcdo de cddigos polares em cenarios de comunicacdo 5G NR, mais especificamente em
transmissoes sujeitas a distor¢des que podem ser descritas pelo canal AWGN. A partir das simulacdes
realizadas, foi possivel aprofundar a compreensao sobre como o método de Bhattacharyya e DEGA
influenciam o desempenho dos codigos polares em diferentes configuracdes e condi¢des.

A polarizacdo de canal é um dos pilares fundamentais para o sucesso dos cddigos polares, uma
vez que determina quais canais fisicos serdo utilizados para transmitir informagdes confidveis. Nesse
contexto, os métodos de polarizacdo Bhattacharyya e DEGA possuem caracteristicas distintas que
os tornam mais adequados a diferentes cendrios. O método de Bhattacharyya, pode ser amplamente
utilizado em cendrios onde a simplicidade e o baixo custo computacional prevalecam, como por
exemplo, um sistema embarcado. Essa conclusdo foi tomada apds analisar sua eficiéncia em uma
SNR relativamente baixa, e se houver a necessidade de diminuir ainda mais o gasto computacional,
implementar o método de Bhattacharyya juntamente com uma codificacdo sistemadtica pode ser a vidvel.
Por outro lado, o método DEGA demonstrou vantagens significativas em aplicacdes que demandam
alta precisdo, como em sistemas onde a razdo de erro de bit precisa ser extremamente baixa, como
por exemplo, servigos de streaming onde as taxas de trasmissdo de dados devem ser altas, com baixa
laténcia e pouco ou nenhum erro, pois pode prejudicar seriamente o resultado final.

Outro ponto relevante é que, no contexto do 5SG NR, a alta densidade de dispositivos conectados e
a crescente demanda por altas taxas de transmissao tornam essencial o uso de métodos de polarizacao
que garantam nao apenas eficiéncia, mas também escalabilidade. A polarizacdo de canal, aliada a
codificacdo e decodificacao eficientes dos codigos polares, desempenha um papel crucial na garantia de
comunicacdo confidvel e na mitigacdo de erros. Dessa forma, € evidente que os métodos Bhattacharyya
e DEGA siao complementares, podendo ser escolhidos conforme as necessidades especificas de cada
aplicacdo, sejam elas relacionadas a otimizagdo de recursos ou 2 maximiza¢do do desempenho.

Adicionalmente, o estudo reforca a relevancia de explorar diferentes construgdes de cédigos polares,
sistemadticas e ndo sistematicas, dependendo do ambiente de comunicacao. Enquanto as construgdes
sistemadticas oferecem beneficios relacionados a preservagdo da integridade dos dados transmitidos, as
construcdes ndo sistemadticas, especialmente quando aliadas ao método DEGA, demonstraram uma
reducdo significativa na taxa de erro em cendrios desafiadores. Este aspecto € particularmente relevante
para o 5G NR, onde a confiabilidade e a baixa laténcia sdo caracteristicas indispensaveis.

Por fim, a pesquisa nos permitiu compreender como os métodos de polarizacdo impactam dire-
tamente a capacidade de transmissdo e a confiabilidade do sistema. Em um cendrio tecnolégico em
rdpida evolugdo, como o 5G NR, a escolha adequada de técnicas de polarizagdo € essencial para atender
as demandas por maior efici€ncia, precisdo e escalabilidade. Este trabalho, portanto, ndo apenas
confirmou a efici€éncia dos métodos Bhattacharyya e DEGA, mas também destacou a importancia de
sua aplicagdo estratégica em diferentes cendrios, fornecendo uma base sélida para futuras pesquisas e

avancos na area de codificacdo de canais e comunicagdo sem fio.
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Com base nos resultados apresentados, sugere-se que trabalhos futuros explorem outras técnicas
de polarizagdo e construcdes hibridas, que combinem as vantagens dos métodos estudados. Além
disso, seria interessante avaliar o impacto dessas técnicas em canais mais complexos, como canais com
desvanecimento, para ampliar a aplicabilidade dos resultados obtidos e contribuir para o avanco das

tecnologias de comunicacao.
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