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Resumo

A Matematica, apesar fazer parte do cotidiano do aluno, tanto explicitamente
quanto de forma mais sutil, ¢ normalmente taxada de dificil compreensao e aparece
como vila entre as componentes curriculares das escolas. Tentando compreender essa
situagao e seus motivos, estudamos trabalhos que tratam do ensino de Matematica,
as dificuldades do processo e seus problemas. Focamos especialmente no tema dessa
dissertacao: as funcoes exponenciais. Com o intuito de elaborar uma proposta para um
melhor aprendizado do tema, apos essa revisao da bibliografia, decidimos por propor
uma sequéncia de atividades que utilizasse como principais ferramentas os problemas
contextualizados, a modelagem matemaéatica e os recursos tecnologicos. Esperamos que

o trabalho possa contribuir para o aprendizado de alunos e professores.

Palavras-chave: Func¢oes Exponenciais, Aprendizagem por Modelagem, Recursos
Tecnologicos, Contextualizagao do Contetdo.






Abstract

Mathematics, nevertheless it’s part of the student’s routine, whether explicitly or in
a more subtle way, is usually labeled as the abstruse one, the villain among the elements
of the schools curriculum. Trying to understand this situations and its reasons, we’ve
studied assignments regarding to the teaching of Mathematics, process difficulties and
its matters. We’ve focused specially on the theme of this essay: exponential functions.
In order to elaborate a proposal for a better learning of the theme, after the literature
review, we've decided to propose a sequence of activities that using contextualized
problems, the mathematical modeling and the technological resources as its main tools.

We hope that the work can contribute to the learning of students and teachers.

Keywords: Exponential Functions, Modeling Learning, Technological Resources, Con-

textualization of the Contend.
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1 Introducao

A dificuldade que muitos estudantes brasileiros tém com o aprendizado da Matemé-
tica é bastante preocupante. Essa condicao é facilmente verificada quando analisamos

os resultados das mais diversas avaliacoes e pesquisas.

O resultado do ultimo “Programa Internacional de Avaliacao de Alunos” (PISA, na
sigla em inglés), por exemplo, mostra o baixo rendimento dos jovens brasileiros na disci-
plina. Coordenado pela Organizacao para a Cooperacao e Desenvolvimento Econdémico
(OCDE), o programa aplica de 3 em 3 anos uma prova a estudantes de 15 a 16 anos
que estejam cursando do sétimo ao nono ano do ensino fundamental ou qualquer série
do ensino médio, em vérias partes do mundo, com questoes de Matematica, leitura e
Ciéncias. Na edigao de 2012 (a altima com resultados ja divulgados), em Matemaética,
o Brasil ficou na 58% posicao, entre os 65 paises participantes, sendo que 87,4% dos

estudantes brasileiros que fizeram a prova tiveram um rendimento considerado insufi-
ciente (OECD, 2013).

Algumas pesquisas mostram também que essa dificuldade é levada até a fase adulta.
Mesmo depois concluir os estudos, os brasileiros ainda apresentam dificuldades em se
relacionar com conteidos ligados a Matemaética, como afirma o instituto “O Ciclo da
Matematica do Brasil”, coordenado pelo professor Dr. Flavio Comim da UFRGS, que
divulgou uma prévia de um estudo que fez no pais com 2632 adultos (maiores de 25
anos), sobre Matematica. Nesta prévia, publicada por Paulo Saldana em 01 de novem-
bro de 2015 no jornal “O Estado de Sao Paulo”, 65% dos entrevistados disseram ter tido
dificuldades em Matematica quando estudavam e 60% do total disseram que nao gos-
tavam da disciplina. Mais ainda, 43% dos entrevistados consideram Matematica como
a disciplina que mais odiavam. A pesquisa também mostrou que a maioria nao conse-
gue fazer operagdes matematicas simples: 73% nao conseguem fazer céalculo de média
aritmética; 63% nao conseguem resolver problemas envolvendo porcentagens; 75% nao
entendem fracoes e 69% nao sabem fazer contas com taxas de juros (SALDANA, 2015).

A disciplina aparece como uma vila entre as componentes da grade curricular das

escolas e, ao que parece, também persiste como um grande empecilho na vida dos

17



18 Introdugao

adultos. Afinal, qual é a importancia da Matematica na vida das pessoas? O quanto

este aprendizado insuficiente pode atrapalhéi-las?

1.1 O cidadao, a Matematica e o fracasso escolar

Para responder estas perguntas é necessario lembrar que as primeiras concepgoes
matematicas surgem de registros arqueoldgicos em cavernas que remontam desde 2400
a. C. Nos primordios, era uma ferramenta para organizar sua vida, que era basicamente
agricola (contar rebanho, planejar plantio, calcular divisdes de terra e de colheita). As-

sim, a Matematica ha muito tempo esta presente na vida do homem (EVES, 2004).

Contudo, a relagao do homem com a Matematica nem sempre foi a mesma. A me-
dida que a sociedade adquiria conhecimentos sobre o meio em que estava inserida e co-
mecava a sistematizar essas informacoes, a sua relacao com a Matemética aprimorava-
se e adequava-se aos novos contextos. Inicialmente era utilizada apenas para servir as
necessidades do cotidiano do homem. Hoje ela esta inserida nas mais diversas areas
do conhecimento, com intimeras aplicagoes. Podemos dizer que a Matemaética esta
ligada intrinsecamente com tudo que fazemos ao nosso redor e a compreensao de sua
linguagem é importante para que consigamos entender nossa realidade e interagir cri-
ticamente na sociedade que vivemos, ou seja, respondendo as perguntas deixadas no
final da secao anterior, aprender Matemética ¢ importante na formacao de um cidadao
critico e sua aprendizagem insuficiente pode excluir o sujeito de partes importantes de

sua vida como o trabalho, a cultura e a sociedade.

Para assegurar que todos os cidadaos tenham a minima formacao para desenvolver
requisitos que levem a vivenciar plenamente o seu exercicio da cidadania, é necessa-
rio um conjunto leis e normas para certificar que todos tenham as mesmas condigoes
dentro de uma sociedade. A Lei n°® 9.394, sancionada dia 20 de dezembro de 1996, de-
nominada Leis de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB), veio regulamentar

o sistema educacional dentro dos principios presentes na Constituicao Brasileira.

No primeiro artigo, a LDB prevé que a educacao executada através de ambientes
formais de ensino devem compreender “os processos formativos que se desenvolvem
na vida familiar, na convivéncia humana, no trabalho, nas instituicoes de ensino e
pesquisa, nos movimentos sociais e organizacoes da sociedade civil e nas manifesta-
¢oes culturais”, isto ¢, a educacao deve abranger aspectos relevantes do meio social e
do mundo do trabalho, dando a formagao necessaria para o exercicio da cidadania e,
conforme o artigo 22, isso deve ser proporcionado dentro da educacao bésica (ensinos

fundamental e médio).
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O curriculo trabalhado nas escolas deve proporcionar acesso de todos a totalidade
dos recursos culturais relevantes para a intervencao e participagao responséavel na vida
social (BRASIL, 1999). Dentre esses recursos, esta presente a Mateméatica por desenvol-
ver métodos que destacam a construcao de estratégias, a comprovacao e a justificativa
de resultados, a criatividade, a iniciativa pessoal, o trabalho coletivo e a autonomia
criada por sua capacidade de criar desafios.

“A Matematica caracteriza-se como uma forma de compreender e atuar no
mundo e o conhecimento gerado nessa area do saber como um fruto da
construcao humana na sua interacao constante com o contexto natural, so-
cial e cultural. Esta visao opoe-se aquela presente na maioria da sociedade
e na escola que considera a Mateméatica como um corpo de conhecimento
imutéavel e verdadeiro, que deve ser assimilado pelo aluno. A Matematica é
uma ciéncia viva, nao apenas no cotidiano dos cidadaos, mas também nas
universidades e centros de pesquisas, onde se verifica, hoje, uma impressio-
nante producao de novos conhecimentos que, a par de seu valor intrinseco,
de natureza logica, tém sido instrumentos tteis na solucao de problemas

cientificos e tecnologicos da maior importancia.”(BRASIL, 1999, p. 24).

A Matemética, assim como tudo que é ensinado nas escolas, foi elaborada, estudada
e pensada pelo homem, isto é, a Matemaética é uma construcao humana e, sendo assim,
ela deve ser apresentada e entendida como tal. A orientacao dos PCN é que todas as
disciplinas da grade curricular do ensino fundamental e médio devem fazer parte de
um curriculo que valorize as situacoes cotidianas, desenvolvendo a criatividade e uma

postura critico-investigativa.

Contudo, aparentemente muitos dos pontos citados pelos PCN nao estao sendo
executados plenamente. Um dos indicativos DE que essa execucao nao é satisfatoria é
o baixo desempenho em Matemética. Um estudo que tenta explicar essa questao é o
de Maia e Cruz (2006) os quais, em seu trabalho, fizeram entrevistas com 528 sujeitos
(professores e alunos) com perguntas que levassem a descobrir quais eram os motivos
que, em suas opinioes, os levava ao baixo desempenho em Matemaética. As respostas

foram englobadas em duas situacoes possiveis:

- Problemas intrinsecos aos alunos: a auséncia de fatores genéticos e razoes de na-

tureza organica que auxiliariam no aprendizado da disciplina (genialidade e dom);

- Problemas externos aos alunos: questoes sociais e econémica interferindo no éxito

escolar.
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Podemos perceber que essa dicotomia ainda prevalece no discurso dos atores do
meio escolar, levando & criacao de mitos que estao extremamente arraigados nas opi-
nioes populares que podem influenciar no aprendizado de estudantes, fatores esses que
podem diminuir suas autoestimas e consequentemente o seu rendimento na disciplina.
E inconcebivel que uma ciéncia como a Mateméatica, que sempre esteve lado-a-lado
nas manifestacoes culturais e na realidade cotidiana do homem e que esta inserida na
escola por meio de um curriculo planejado, seja inalcancavel para alguns que sintam
nao possuir certas aptidoes natas para tal, mas esse é infelizmente o pensamento de

muitos alunos.

Nao sao s6 os alunos que pensam assim. Para muitos pais, a dificuldade do filho
em aprender Matematica é normal, pois eles também tinham as mesmas dificulda-
des. Muitos pais assumem essa falacia com naturalidade diante dos filhos, como se o
baixo desempenho, na disciplina, seja encarado como algo natural, fazendo com que
a Matematica assuma o podio do dificil e inacessivel, que ultrapassa geragoes e que
nunca mudara, de acordo com essas concepcoes. Tudo isso faz com que os estudan-
tes nao consigam identificar se o que sentem é medo, gerado por esses mitos, ou se é
apenas uma dificuldade em determinados contetdos. Assim, muitas vezes, nao conse-
guem superar essa dificuldade, nem tem motivagao para tal, afinal sempre ouviram que

é algo muito dificil e para poucos, e sio levados ao fracasso escolar (ZACARIAS, 2008).

“E um processo que s6 tende a se tornar cronico, devido ao fato de o indivi-
duo desenvolver uma resisténcia cada vez maior a decisao persuasiva como
argumenta Ajzen (2001). Assim tornam-se vaos os esfor¢os dos professores
em tentar convencer os alunos de que a Matemaética é importante. Em
consequéncia, os alunos vao decair em seu aproveitamento nessa disciplina,
ou vao procurar manter o rendimento habitual, motivados, todavia, por
outros fatores, estranhos ao prazer de aprender Matemaética. E com um
custo emocional muito caro” (LOOS, 2003, p. 221)

Todavia, nao sao s6 apenas essas as dificuldades no aprendizado da Matemética. A

seguir apresentaremos outros problemas neste processo.

1.2 Dificuldades no aprendizado da Matematica

Além das dificuldades ja apresentadas, o professor de Matemaética enfrenta outras

dificuldades para o ensino da disciplina, por algumas caracteristicas dela propria. Mar-
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karian (2004) cita algumas destas caracteristicas:

a) Prestigios do saber matematico e os temores que gera: o bom desem-
penho em Matematica é geralmente associado com uma inteligéncia e sabedoria fora
do normal, intrinseca & pessoa, e nao uma aptidao desenvolvida na escola. O aluno
que apresenta bom rendimento na disciplina é considerado especial, proprietario de um
dom extraordinério e ¢ prestigiado por seus colegas e professores. Por outro lado, os
alunos que nao obtém rendimento satisfatorio ja sao taxados de incapazes e fracassados.
Geralmente sao mais retraidos e sentem que nao poderao ocupar papel importante nas

atividades ou ocupacoes de destaque;

b) Memoria com detalhes: o conhecimento matemético exige uma memorizagao
sistematica e detalhada de muitos dados: as tabuadas, os valores de algumas funcoes
(como as logaritmicas e trigonométricas, por exemplo), o significado de alguns simbo-
los, equivaléncia entre diferentes unidades de medida, férmulas de areas e volumes, etc.
Os alunos que possuem dificuldades de memorizar essas informacoes, com uma aula
tradicional, dificilmente acompanharao raciocinios mais complexos e resolvera exerci-

cios que envolvam essas acoes;

¢) Procedimentos padronizados: o saber mateméatico também exige a realiza-
¢ao de um nimero muito grande de operagoes e rotinas que devem ser aplicadas na
ordem correta e de forma precisa. Nessas operacgoes incluem-se propriedades de uso
sistematico. A falta dessa capacidade gera uma grande dificuldade em saber o que

fazer com objetos matematicos usuais e como resolver operacoes;

d) Linguagens, simbolos e padroes: o aprendizado da Matemética exige o co-
nhecimento de uma linguagem e de simbolos proprios e especificos que nao sao presentes
no cotidiano dos estudantes. Esses elementos que foram decisivos no progresso da ci-
éncia, paradoxalmente podem torna-la mais inacessivel;

e) Logica e conceitos: as cadeias de raciocinio sdo uma das questdes principais
que o aluno deve aprender para obter sucesso em Mateméatica. O seu bom aprendi-
zado inclui raciocinios corretos, mas isso é impossivel se os objetos de raciocinio nao
estiverem bem definidos. Por isso, um grau avancado de conceituagao é essencial. A
capacidade de resolver problemas esta fortemente ligada a esses dois elementos: con-

ceituagao (intepretagao do problema) e rigor logico (em sua resolugao);

f) Necessariamente estimativo: a resolugiao de problemas, além do aspecto 16-
gico e de conceituacao, exige também a necessidade de se estimar resultados e descartar

solucoes improcedentes;
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g) Carater cumulativo: o aprendizado mateméatico possui um carater cumulativo
do conhecimento. Esse aspecto é particularmente sentido pelos professores dos ciclos
finais do ensino. As lacunas acumuladas, incluindo as caréncias de informacao e siste-

matica, geram muitas dificuldades no ensino-aprendizado de novas ideias.

O professor de Matemaética precisa enfrentar essas caracteristicas e buscar alter-
nativas para que seus estudantes consigam compreendé-la. Porém, muitas vezes, os

docentes utilizam métodos que fazem com que essas dificuldades se acentuem.

Courant e Robbins (2000) consideram que alguns profissionais de Matemética sao
responsaveis pelas dificuldades de aprendizagem, por muitas vezes, utilizarem métodos
repetitivos, problemas descontextualizados - que nao conduzem a uma real compreen-

sao ou maior independéncia intelectual - e pela énfase excessiva em abstracoes.

Santos (2010) destaca outro problema nos métodos de ensino de alguns docentes:

“Observa-se que, geralmente, o ensino da Matematica se restringe ao uso
do quadro, giz e livro didatico. As aulas sao meramente expositivas, sendo
o assunto desenvolvido na seguinte sequéncia: definicao, exemplos e exer-
cicios, repeticoes dos exemplos. Acredita-se que este procedimento reduz
a aprendizagem da Matematica & memorizacao de conceitos e algoritmos.
O aluno é levado a conceber a Mateméatica como uma disciplina cujo tinico
objetivo ¢ aplicar regras logicamente organizadas e sem nenhuma utilidade

pratica” (SANTOS, 2010, p. 54).

Ainda falando sobre as dificuldades no aprendizado da Matemética, como o tema
desse trabalho sao as func¢oes exponenciais, buscamos alguns autores que tentaram iden-
tificar quais sdo os maiores problemas na compreensao de fun¢oes. Sierpinska (1992),
por exemplo, identificou que muitos estudantes tém dificuldades em fazer ligacoes en-
tre as diferentes representacoes de fungoes (formulas, graficos, diagramas, descrigoes

verbais, etc).

Outro autor a ser destacado é Rezende (2003) que, em sua tese de doutorado, cons-
tatou que um dos grandes problemas no ensino de funcoes esta relacionado com a ideia
de variabilidade que, em sua opiniao, deveria ser trabalhada na escola desde as séries
iniciais tendo em vista a sua naturalidade, mas isso nao ocorre. O autor destaca que
compreender que a variacao de uma grandeza depende da variagao da outra é um as-

pecto importante no estudo do conceito de funcao, mas que se torna incompleto do
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ponto de vista epistemolégico, se nao estudarmos como ocorre esta variacao, isto ¢, se
nao conseguimos dar qualidade e quantificar este processo de variacao. O autor afirma
que muitos professores apresentam o conceito de funcoes de forma a parecer ser apenas

consequéncia do desenvolvimento de técnicas algébricas.

Feltes (2007) em sua dissertacao de mestrado procurou entender as principais difi-
culdades dos estudantes no aprendizado de poténcias e funcoes exponenciais. A autora
acredita que os principais problemas com as exponenciais estao diretamente ligados a
um aprendizado insatisfatério de potenciacao e radiciacao. A autora destacou que as
grandes dificuldades nesses temas ocorrem quando se trabalha com expoentes nega-
tivos, com as propriedades da potenciacao e com problemas, pois em seu estudo ela
verificou que muitos livros didaticos apresentam poténcias e raizes sem relacionar a

parte algébrica com situacoes praticas.

Mas quais métodos um professor pode utilizar na tentativa de reduzir as dificul-
dades de aprendizado da Matemaética, em especial no tema fungoes exponenciais? A
secao a seguir traz algumas sugestoes encontradas na literatura estudada, cujo objetivo
¢ nos auxiliar na reflexao sobre o tema.

1.3 Meétodos alternativos para o ensino da Matema-
tica

Para que pudéssemos refletir sobre as melhores maneiras de se ensinar Matemaética,
em especial as fungoes exponenciais, buscamos os documentos oficiais e varios traba-

lhos sobre o tema.

Destacamos inicialmente os PCN (1999). O documento destaca a importéancia que
a Matematica deve ter para os estudantes por ajudar a estruturar o pensamento e
o raciocinio dedutivo e, ao mesmo tempo, desempenhar um papel instrumental, ja
que é utilizada como ferramenta no cotidiano e em diversas tarefas das mais variadas
atividades humanas. Assim, o professor deve explorar os problemas praticos e contex-
tualizados ao dia a dia de seus alunos.

Os PCN+ (2002) também destacam a importancia da contextualizacao:

“Aprender Matemaética de uma forma contextualizada, integrada e relacio-
nada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias
e habilidades que sao essencialmente formadoras, & medida que instrumen-

talizam e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para compre-
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ender e interpretar situagoes, para se apropriar de linguagens especificas,
argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusoes proprias, tomar decisoes,
generalizar e para muitas outras agoes necessarias a sua formacao.”
(BRASIL, 2002, p. 111)

Magarinus (2013) em sua disserta¢ao de mestrado também enfatiza essa importan-
cia. Para a autora, o aluno terd maiores condi¢oes de aprender Matematica quando
for estimulado a pensar e fazer inferéncias sobre o objeto de estudo, isto é, quando ele
participar ativamente do processo de contrucao do conhecimento. Assim, o professor
deve, sempre que possivel, possibilitar em suas aulas situacoes envolventes, desafiado-
ras e siginificativas para o aluno, e uma 6tima alternativa para isso é a utilizacao de

situacoes bem contextualizadas.

Lima (2007) ressalta que, no cotidiano dos estudantes, as situa¢oes contextuali-
zadas nao aparecem acompanhadas de formulas. Nesse sentido, para se encontrar o
instrumento matematico adequado para traduzir a situagao, utiliza-se a modelagem
matemética. O autor também define o que é, em sua opinidao, uma situacao bem
contextualizada:

“Para noés, boas contextualizagoes sao as que, por meio da problematizacao,
envolvam aplicacoes ou manipulagoes. Podem ou nao vir acompanhadas de
formulas que as modelem, desde que as informacoes contidas no problema
sejam reais, ou simulem a realidade.” (LIMA, 2007, p. 182).

A contextualizagao volta a aparecer nos PCN (1999) quando o assunto é mais espe-
cificamente, o ensino de funcoes. O documento destaca que o tema nao é importante
apenas na Matemaética:

“Além das conexoes internas & propria Matematica, o conceito de fungao
desempenha também papel importante para descrever e estudar através da
leitura, interpretacao e construcao de graficos, o comportamento de certos
fendémenos tanto do cotidiano, como de outras areas do conhecimento, como
a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matemética
garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito
de funcao em situacoes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade
de situacoes problema de Matemética e de outras areas, o aluno pode ser
incentivado a buscar a solucao, ajustando seus conhecimentos sobre funcoes
para construir um modelo para interpretacao e investigacao em Matema-
tica.” (BRASIL, 1999, p. 44).
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Os PCN+ (2002) seguem a mesma linha, ressaltando que o estudo das fungoes per-
mite ao aluno adquirir a linguagem algébrica necessaria para expressar a relacao entre
grandezas e modelar situagoes-problema, construindo modelos descritivos de fenéme-
nos e permitindo varias conexoes dentro e fora da propria matemética. O documento
cita como exemplo as func¢oes exponenciais e logaritmicas que sao aplicadas em areas
do conhecimento como matematica financeira, crescimento de populagoes, intensidade

sonora, pH de substancias e outras.

Além da contextualizagao, outro método importante que os documentos oficiais des-
tacam para o ensino da Matematica é o do uso de tecnologias. Os PCN (1999) colocam
como uma das competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matemaética, no
ensino médio, a utilizacao adequada de calculadoras e computador, reconhecendo suas
limitacoes e potencialidades. O documento também destaca que, com o avanco tecno-
logico, o uso do computador exigira do ensino de Matematica uma nova perspectiva
curricular que favoreca o desenvolvimento de habilidades e procedimentos para que o
aluno possa se reconhecer e se orientar nesse mundo do conhecimento em constante

movimento.

Os PCN+ (2002) também ressaltam a importancia, no ensino da Matematica, da
utilizagao de calculadoras e do computador, por permitirem uma abordagem de pro-
blemas com dados reais ao mesmo tempo que o aluno pode ter a oportunidade de se

familiarizar com as méaquinas e os softwares.

Varios autores também destacam o uso de tecnologias no ensino. Feltes (2007)
afirma que, atualmente, o professor deve buscar preparar aulas mais dinamicas, que
possuam a experimentacao, a pratica, a pesquisa, os seminarios, enfim toda forma que
se explore os conhecimentos de modo atrativo a atual geracao de estudantes, acostu-
mada com cores, movimento e imagem. Nesse sentido, as tecnologias como o compu-
tador e os videos nao podem ser deixados de lado.

D’Ambrosio (2003) afirma que é necessaria a substituicdo de processos de ensino
que priorizam a exposicao, que levam os estudantes a receber o contetido de forma
passiva, que utiliza processos pouco estimulantes. A Matematica deve ser vista nao
mais como um produto acabado, cuja transmissao de conteidos é um conjunto estatico
de conhecimentos e técnicas.

Zuffi e Pacca (2000) vao na mesma linha. Para as autoras, dentro da realidade
escolar, nao se pode desprezar a forte influéncia de elementos mediadores entre o aluno
e o objeto de conhecimento, que passam pela linguagem do professor, do livro didatico

e também da utilizacao de recursos tecnolodgicos.
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Contudo, Togni (2007) afirma que a tecnologia deve ser utilizada de maneira ade-
quada.

“A utilizacao de tecnologias, mais produtivamente e com mais significado,
nao acontecera se estas forem utilizadas apenas como meio de distribuigoes
de ligoes intrucionais. A tecnologia nao pode ensinar os alunos; ao contra-
rio, ela deve ser utilizada como parceira para que eles possam construir seu
conhecimento ao se envolverem com ela no sentido de: construcao do conhe-
cimento e nao reproducao, conversacao e nao recepc¢ao, articulacao e nao
repeticao, colaboragao e nao competicao, reflexao e nao prescrigao. E nesta
perspectiva que os alunos poderao se tornar autonomos, independentes e
consequentemente pessoas com capacidade de discernir e tomar decisoes”
(TOGNI, 2007, p. 79).

2

Conforme Levy (1993), o desafio do professor ¢ conseguir utilizar o computador
como um elemento agregador no ensino aprendizado, indo além de uma ferramenta
que é capaz de fazer calculos com facilidade. Nesse sentido, a interatividade é um fator
importante. O aluno deve ser um agente atuante de seu aprendizado. Por isso a impor-
tancia de se utilizar ferramentas que o aluno possa modificar o modelo e compreender

as mudangas que ocorrem quando os parametros sao alterados (SIQUEIRA, 2013).

Um software que tem essas caracteristicas e é muito utilizado por professores de
Matematica é o GeoGebra. O programa trabalha com miltiplas representagoes, per-
mite visualizar simultdneamente a representacao grafica e algébrica de uma funcao e
observar o que acontece com o grafico da funcao, quando se altera algum parametro de
sua expressao algébrica. Além disso, o GeoGebra é disponivel gratuitamente!. (CAN-
DEIAS, 2010)

Sao intmeros os trabalhos que utilizaram o GeoGebra no ensino e obtiveram resul-
tados positivos. Cataneo (2011), por exemplo, em sua monografia de especializagao,
utilizou o programa em aulas de geometria plana do ensino fundamental. A autora
concluiu que durante as aulas, a motivacao e o estusiasmo dos alunos foram facilmente
notados. Além disso, para ela ficou evidente a contribuicao do software como uma fer-
ramenta auxiliar no aprendizado da Matematica, ja que os alunos conseguiram realizar
suas proprias interpretagoes e reflexoes, através da construcao e visualizacao de cada
resposta.

Thttps://www.geogebra.org/download acessado em 15/04/2016.
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Pereira (2012) em seu trabalho de mestrado também utilizou o GeoGebra no ensino
de topicos de geometria. O autor acredita ter sido primordial o uso do programa para
a consolidacao de alguns conceitos estudados. “Os alunos tiveram a oportunidade de
validar suas hipdteses, conjecturar sobre possiveis caminhos para a solucao das tarefas
e discutir de forma colaborativa suas solucoes encontradas”. O autor também destacou
a mudanca de postura dos alunos, em relacao & motivagao e interesse nas aulas com o

uso do software.

Ferreira e colaboradores (2012) usaram o programa em seu trabalho para ensinar
fungbes logaritmicas, em um curso de Licenciatura em Mateméatica. Segundo os auto-

res, ficou evidente que o software foi de grande valia no ensino dessas fungoes.

Santos (2011) também utilizou o GeoGebra para o ensino de fungdes logaritmicas.
A autora concluiu que o programa contribuiu para a aprendizagem dos alunos e que
todos os estudantes destacaram a importancia da visualizacao do grafico da funcao e
da possibilidade de testar outras fungoes de modo dinamico e rapido, propiciado pelo

software.

Outro recurso computacional muito usado nas aulas de Matemaética sao os progra-
mas de planilhas eletronicas, como o Microsoft Ezcel ou o LibreOffice Calc. Flores
(2004) ressalta que o Microsoft Excel é parte integrante de um software disponivel em
praticamente todos os computadores, mas muitas pessoas nao o utilizam. Além disso,
trata-se de um programa bastante amigavel e portanto de rapida aprendizagem por
qualquer pessoa. Assim, ¢ uma ferramenta de ensino de ficil acesso e muito 1til a

qualquer professor de Matematica.

Sao muitos os trabalhos envolvendo o uso de planilhas no ensino de Matemaética.
Oliveira (2011), por exemplo, em seu trabalho usou planilhas para o ensino de matrizes.
O autor relatou que os resultados foram muito positivos e que os alunos consideraram

atraente a proposta metodologica.

Marchioni (2013), Stieler (2007) e Milan (2003) utilizaram a ferramenta para o en-
sino de Matematica Financeira. Todos eles observaram uma motivacao e envolvimento

muito grande dos alunos e o aproveitamento nas atividades foi satisfatorio.

Assim, acreditamos que a contextualizacao e a utilizacao de tecnologias no ensino
de Matematica podem ser maneiras interessantes de auxiliar em uma aprendizagem
significativa dos alunos. Destacamos como metodologias a serem empregadas nesse
presente trabalho a modelagem, o uso de situagoes problemas e de recursos tecnologi-

cos, como calculadora, o GeoGebra e as planilhas eletronicas.
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1.4 Objetivos e apresentacao do trabalho

Esse trabalho tem como objetivo principal apresentar uma sequéncia de atividades
para o ensino das funcoes exponenciais. Para tal, o estruturamos de maneira que possa

ser utilizado como suporte para o professor que lecionard o tema.

Assim, no capitulo 2, apresentaremos um breve referencial histérico. Nesse capitulo,
o leitor pode tomar conhecimento de algumas particularidades do desenvolvimento de

conhecimentos das poténcias, do nimero e e das fungoes ao longo da histéria humana.

Ardenghi (2008), em seu estudo sobre mapeamento de pesquisa que tratavam de
funcoes, ressaltou a importancia da descricao da evolugao histérica, pois assim o pro-
fessor pode entender as razoes de alguns erros conceituais dos alunos, visto que isto
pode ter ocorrido anteriormente. Além disso, o estudo da evolucao de um dado con-

teudo pode auxiliar na preparacao de atividades mais eficientes para o seu aprendizado.

No capitulo 3, trazemos a defini¢ao, caracterizacao, graficos e demais propriedades
da fungao exponencial e de sua inversa (a fungao logaritmica), com suas respectivas
demonstragoes. Acreditamos que o leitor deve conhecer profundamente todas essas

especificidades do contetdo, antes da apresentacao das atividades que proporemos.

O capitulo 4 trata de modelos mateméaticos. Mais especificamente trazemos algumas
situagoes cotidianas que envolvem funcoes exponenciais. Esses modelos e aplicacoes

justificam o aprendizado do tema e podem servir de motivagdo para o seu estudo.

Por fim, apresentamos no capitulo 5, uma proposta de sequéncia didatica para o
ensino das funcoes exponenciais. Para isso, levamos em consideracao todos os capi-
tulos anteriores e buscamos utilizar modelagem matematica, situagoes problema bem

contextualizadas e tecnologias, como os softwares gratuitos Geogebra e LibreOffice Calc.

Esperamos que o leitor tenha uma leitura agradavel e que o trabalho possa contri-

buir com professores e pesquisadores da area.



2 Referencial historico

Dieudonné (1990) diz ndo ser possivel compreender a Mateméatica atual sem ter
ideias, no minimo sumérias, de sua historia. Por esta razao e, procurando entender a
construcao dos conceitos matematicos relacionados as funcoes exponenciais até a for-
malizacao de sua definicdo atual, este capitulo tem como objetivo apresentar aspectos

historicos da Matemética, relacionados ao tema.

Desde as civilizagoes mais antigas, como a egipcia e a babilonica, pode-se identi-
ficar as primeiras ideias matematicas de poténcia e, embora sob a 6tica das funcoes,
as poténcias se diferem das exponenciais, do ponto de vista operacional, possuem as
mesmas propriedades e compartilham o mesmo conceito. Assim, podemos dizer que o

germem da ideia das fun¢oes exponenciais é a ideia de poténcias.

Os egipcios, por exemplo, utilizavam simbolos para as diferentes poténcias de 10,
que era a base por eles utilizada.

Simbolo Egipcio | Descrigdo do Simbolo | Notagdo
| Bast8o 1
m Calcanhar 10
9 Rolo de corda 10*
Z Flor de Létus 107
7 Dedo apontado 10!
e Peixe 10°
ﬁ Homem 10°

Figura 2.1: Sistema de numeracao egipcio (imagem adaptada de EVES (2004)).

Os sumeérios, assim como o0s seus sucessores, os babilonios, utilizavam um sistema
de numeracao de base 60. E desses povos que se origina a convencao de dividirmos

até hoje um circulo em 360 graus, a hora em 60 minutos e o minuto em 60 segundos
(GARBI, 2010).
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Os babilonios, percebendo que nao era necessaria uma grande repeticao de seus
simbolos para representar os nimeros, desde que posicionados de forma sistematizada,
criaram o que conhecemos até hoje como notagao posicional. Nos documentos histo-
ricos da época existem tabletas do tempo da dinastia Hamurabi, contendo poténcias
sucessivas de um dado nimero, tabelas exponenciais com as dez primeiras poténcias
de algumas bases, resolucoes de equacoes quadraticas e cibicas e diversos outros pro-
blemas envolvendo poténcias (EVES, 2004).

Pode-se destacar também problemas relacionados a equacoes exponenciais. Ha al-
gumas tabuas no museu de Istambul que parecem ter sido originalmente tabuas de a”,
para a de 1 a 10 e para n = 9, 16, 100 e 225. Com essas tabuas, pode-se resolver
equagoes exponenciais do tipo a* = m, na variavel z. Outro registro a se destacar
encontra-se em uma tabua do museu do Louvre, de cerca de 1700 a.C., em que ha
o seguinte problema: “Por quanto tempo deve-se aplicar uma certa soma de dinheiro
a juros compostos anuais de 20% para que ela dobre?”, que também é uma questao
relacionada & equagio exponencial (EVES, 2004).

No entanto, as tabletas mostram apenas alguns problemas e casos especificos, sem
generalizacoes ou formalizagoes tedricas mais completas (BOYER, 1996).

Durante os primeiros 800 anos da era crista houve um grande avanco da Matemaética
no Oriente Médio, incluindo o sistema de numeracao indo-arabico, utilizado até hoje.
Este sistema foi muito bem sucedido por ser muito simples, ja que consegue represen-
tar qualquer namero utilizando apenas 10 algarismos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9) e
uma representacao posicional decimal, utilizando poténcias de 10. Aqui novamente se
observa a ideia de poténcias sendo utilizada. Os registros mais antigos desses simbolos
encontram-se em algumas colunas de pedras erguidas na India, por volta de 250 a.C.
pelo rei Agoka. Nesses primeiros registros nao estao presentes o algarismo zero e a
notacao posicional, os quais provavelmente foram introduzidos por volta do ano 800
d.C., ja que, em um livro de 825 d.C. o matemaético persa al-Khowarizmi descreve este

sistema de maneira completa (EVES, 2004).

No final da idade média, com o advento das grandes navegacoes e a consequente ex-
pansao comercial, houve a necessidade de se resolver calculos mais elaborados e, neste
contexto, surgem os logaritmos que, como veremos adiante, estao intimamente ligados

as exponenciais.

Embora muitos estudiosos tenham trabalhado com os conceitos de logaritmos, como

por exemplo o suico Jobst Burgi, a invencao dessa importante ferramenta matematica
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¢ atribuida a John Napier, com a publicagao do texto intitulado “Mirifici logarithmun
canonis descriptio” (Descrigao das maravilhosas leis dos logaritmos), em 1614. John
Napier nasceu na Escocia em 1550 e, segundo Boyer (1996), ndao era um matematico
profissional e sim um nobre escocés que administrava suas grandes propriedades e es-

crevia sobre varios assuntos.

A palavra “logaritmo” origina-se da composigao de duas palavras gregas: logos (ra-
za0) e arithmos (ntmeros). Ela foi adota por Napier depois de ter usado inicialmente

a expressao “numero artificial” para definir sua invencao.

Como sabemos atualmente, o logaritmo é uma ferramenta de calculo poderosa pelo
fato de possuir propriedades capazes de reduzir multiplicacoes e divisoes a simples
adicoes e subtracoes. Um primeiro passo importante, e que provavelmente influenciou
a invencao de Napier, foi a criacdo do método da protasférese, pelo alemao Johan-
nes Werner (1468-1528). Este método, criado para simplificar célculos envolvendo
comprimentos, em problemas de Astronomia, utiliza tabelas e algumas formulas trigo-

nométricas, transformando multiplicagoes em somas e/ou subtragoes (EVES, 2004).

Suponha, por exemplo, que se quer calcular o produto entre 122,71 e 19,104. Esse
calculo pode ser feito utilizando uma boa tabela trigonométrica e a férmula:

_ cos(A+ B) + cos(A— B)
= ; .
Para isso, basta encontrar A e B (com o auxilio da tabela) tais que cosA = 0, 12271

cos(A) - cos(B)

e cosB = 0,19104. Com os valores de A e B, o proximo passo é encontrar, também com
a ajuda da tabela, os valores de cos(A + B) e cos(A — B). Substituindo esses valores
na formula, seria calculado o valor do produto 0,12271 -0,19104 que multiplicado por
10° resultaria no valor desejado.

A abordagem de Napier, para facilitar calculos como o citado acima, tem grandes

diferencas, em relacao a protasférese. A ideia principal é fazer uma associacao entre os

termos de uma progressao geométrica

com os da progressao aritmética 1,2,3,...,p,...,q, ...

Assim, o produto z?-x% = P19 de dois termos da primeira progressao esté associado
a soma p-+q dos termos da segunda (EVES, 2004).

Exemplo: Se quer calcular o produto entre 2,56 e 6,4 pode-se pensar na associacao

entre as progressoes aritmética e geométrica, respectivamente:
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1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, ... e
2,4,8,16,32, 64,128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, ...

Neste caso, deve-se procurar os correspondentes a 256 e 64 na primeira progres-
sao, que sao 8 e 6, respectivamente. Assim, o calculo desejado serd o correspondente a
8+6 = 14 da segunda progressao (16384) dividido por 103. Ou seja, 2,56-6,4 = 16, 384.

Para conservar proximos os termos da progressao geométrica de poténcias inteiras
do niimero x, Napier precisava utilizar um valor muito préoximo de 1 e por isso escolheu
z=1—10"" ou z = 0,9999999. Para evitar decimais, resolveu ainda multiplicar cada

poténcia por 107 e definiu que se N = 107- (1 — —+-)% entdo L é o “logaritmo de Napier”

107
do nimero N. Observe que L aparece no expoente, definindo a relagao existente entre

os logaritmos e as exponenciais (BOYER, 1996).

Utilizando a defini¢ao atual, L € o logaritmo de N na base 107-(1—5+). Hoje temos
conhecimento que o limite lim (1—1/n)" = 1/e. Assim, podemos observar que Napier
trabalhava com a base 1/ e,nz;)oocontrério do pensamento frequente de que os logaritmos
neperiamos tinham base e. No entanto, como salienta Boyer (1996), deve-se lembrar
que ele nao tinha o conceito de base. Além disso, Napier também trouxe uma defini¢cao
geométrica para a ideia acima (ver Figura (2.2)), descrita por Boyer da seguinte forma

(BOYER, 1996, p. 214):

“Seja um segmento de reta AB e uma semirreta CDE, suponhamos que um
ponto P parte de A e se move ao longo de AB com velocidade variavel e
proporcional a distancia entre P e B; durante o mesmo tempo, suponhamos
que um ponto Q parte de C e se move ao longo de CDE com velocidade
uniforme igual a velocidade inicial de P. Napier chamava a distancia CQ de
logaritmo da distancia PB”.

Figura 2.2: Definicdo geométrica de logaritmo.

O trabalho de Napier foi amplamente divulgado e despertou o interesse do inglés
Henry Briggs (1561-1631). Em um encontro de ambos, concordaram que os logaritmos
seriam mais uteis se alterados de forma que o logaritmo de 1 fosse 0 e o logaritmo de
10 fosse uma poténcia conveniente de 10, nascendo assim os logaritmos briggsianos ou
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comuns, com base 10 (EVES, 2004).

Briggs passou todo o restante de sua vida fazendo tdbuas com esses logaritmos e,
em 1624, publicou a obra “Arithmetica logarithmica” que continha uma tabua com
logaritmos comuns, com quatorze casas decimais, dos ntimeros inteiros entre 1 e 20.000
e entre 90.000 e 100.000. A lacuna entre 20.000 e 90.000 foi preenchida posteriormente
com a ajuda de Adriaen Vlacq (1600-1660) (EVES, 2004).

Embora o foco do trabalho de Napier fosse a simplificacdo de operagoes de multi-
plicacao e divisao, o conceito de fun¢ao logaritmica esté implicito em toda a sua obra
(BOYER, 1996).

2.1 A evolucao da simbologia

Quando se trata da evolucao da simbologia, alguns nomes nao poderiam deixar de
ser citados por suas contribuicoes significativas. Um deles, sem duvida, é o francés
Frangois Viete (1540-1603). Ele, segundo Garbi (2010), comegou a modernizagao da
simbologia algébrica e difundiu o emprego de letras para representar genericamente os
nimeros, nao apenas no caso das incognitas, mas também dos coeficientes das expres-
soes. Porém, ele s6 era moderno em alguns aspectos. Utilizava, por exemplo, para

representar o quadrado de uma incognita A, “A quadratus” e para o cubo, “A cubus”.

Na mesma época de Viéte viveu na Holanda um fisico-mateméatico chamado Si-
mon Stevin (1548-1620). Ele, embora ainda escrevesse algumas palavras, como para
igualdade, assim como Viéte, preferia uma notacao diferente para as poténcias. Por

exemplo, a expressao 2z* — 52 + 3z era escrita como:

@ @ @

2 5 3

Figura 2.3: Exemplo de notacao utilizada por Stevin (imagem adaptada de BOYER
(1996)).

Além disso, Stevin propds que tal notacao fosse utilizada também para poténcias
com expoentes fracionarios. Embora, nao haja registro de seu uso neste caso, ele dizia
claramente que 1/2 dentro de um circulo indicaria a raiz quadrada e que 3/2 indicaria
a raiz quadrada de um cubo (BOYER, 1996).
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Aqui vale uma observacao: a ideia de expoentes fracionarios e irracionais apareceu
de forma mais destacada quase trés séculos antes. Em “De proportionibus proportio-
num” , escrito por volta de 1360, Nicole Oresme (1323-1382) generalizou as ideias de
propor¢ao de Thomas Bradwardine (1290-1349) incluindo poténcias de expoente racio-
nal, dando regras para combinar as suas proporgoes que sao equivalentes as atuais leis
de potenciagao. Foi também de Oresme a sugestdo (talvez a primeira da historia da
Matematica) de que era possivel que os expoentes fossem irracionais (BOYER, 1996).

Mas voltando a evolu¢ao da simbologia, segundo Boyer (1996), o “construtor de no-
tagao mais bem-sucedido de todos os tempos” foi o sui¢o Leonhard Euler (1707-1783).
As contribui¢oes de Euler & Matemética sdo numerosas. Segundo Garbin (2010), ele
escreveu em toda a sua vida cerca de 900 tratados, livros e estudos, com uma veloci-
dade que os editores nao conseguiram acompanhar. Cerca de 48 anos apds a sua morte,
ainda haviam publicages inéditas de Euler no jornal da Academia de Ciéncias de Sao

Petesburgo, onde ele trabalhou por mais de 30 anos.

Em relacao a simbologia, Euler foi o primeiro a utilizar a letra e para a base dos
logaritmos naturais, o simbolo f(z) para fungoes, a letra ¢ para a unidade imaginaria,

entre outros. Também deve-se a ele a famosa e importante expressao:

e = cosx + 1 sen, que, para x = 7 se transforma em ™ +1 =0

uma igualdade que relaciona cinco dos mais importantes nimeros da historia da Ma-
teméatica (EVES, 2004).

2.2 O numero e

A origem do nimero e nao é muita clara, porém ela pode ter ocorrido no final do
século XVTI e inicio do século XVII, quando Napier inventou os logaritmos como ja
mencionado. Aquele periodo foi marcado por um intenso crescimento das transacoes
financeiras e do comércio internacional. Percebeu-se que a expressao (1 + 1/n)" que
aparecia nos calculos de juros compostos, a medida que o valor n aumentava, tendia
para um certo valor limite: 2,71828. Assim, o ntimero e tornou-se o primeiro a ser
definido por um processo de passagem ao limite:

lim (1+1/n)" =e.

n— oo

Porém, durante muito tempo esse ntmero foi considerado apenas uma curiosidade
(MAOR, 2005).
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Apenas na metade do século XVII recebeu um nome. Leonard Euler resolveu
chamé-lo de e. A escolha dessa representacao nao é um consenso entre os histori-
adores. Alguns acreditam que ele tenha escolhido a letra ‘e’ por ser a primeira da
palavra “exponencial”’; outros defendem a tese de que a escolha foi natural, por ‘e’ ser a
primeira letra do alfabeto que nao era muito utilizada em outras expressoes matemati-

", ‘b, ‘¢’ e ‘d’ apareciam frequentente em outras expressoes); uma minoria

cas (ja que ‘a
defende que a escolha tenha sido pelo fato da letra ‘e’ ser a inicial de seu nome, porém
como Euler mostrou-se durante toda a sua vida um homem modesto e humilde, esta
possibilidade é descartada pela maioria dos historiadores. O fato é que durante muito
tempo acreditou-se que e fosse um numero racional, ji que apresentava uma possivel
dizima periodica: 2,718281828 (observe a repeti¢ao dos niimeros 1828). Todavia, em
1737 Euler provou que e é um ntmero irracional e sugeriu a letra e para representa-lo

(MAOR, 2005; CRILLY, 2011).

Outro problema importante relacionado ao nimero e surgiu com o problema da
quadratura da hipérbole. Na segunda metade do século XVII, o jesuita belga Saint-
Vicent (1584-1667) conseguiu resolver esse problema que, durante muito tempo, Fermat
tentou, mas nao conseguiu resolver. Saint-Vicent obteve uma fungao logaritmica para
o céalculo da area sob a hipérbole, a partir de um ponto referencial fixo x = 0 até um
ponto variavel z = t, a area A(t) poderia ser calculada pela expressao A(t) = log(t).
Mas ele nao conseguiu determinar qual deveria ser a base desse logaritmo. Apenas
com o aprimoramento das técnicas diferenciais - que levou a uma grande evolucao do
calculo - realizado por Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Leibniz (1646-1716) no
final do século XVII, é que foi demonstrado que essa base deveria ser também o niimero
e (MAOR, 2005).

O desenvolvimento do célculo permitiu também que fosse percebida uma nova pro-
priedade importante desse nimero: a inversa da func¢ao logaritmica (que depois seria
denotada por e”) era igual a sua propria derivada. Foi nesse momento que o nimero e

passou entao a ocupar um papel central no ramo da Analise Matemaética.

2.3 A evolucao do conceito de funcao

Atualmente, em qualquer curso de calculo, a definicao de funcao precede a definicao
de derivada, contudo, o conceito de funcao s6 foi introduzido na Matematica apo6s o
aprimoramento das técnicas diferenciais. Apesar de algumas ideias sobre essa defini-
¢ao estarem presentes nos trabalhos de Newton e Leibniz, as defini¢coes explicitas do

conceito de funcao s6 foram propostas posteriormente.
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A primeira vez que Leibniz utilizou a palavra “funcao” foi no final do século XVII.
Antes disso, ele ja havia enunciado diversas regras para o célculo de derivadas (de so-
mas, diferencas, produtos, quocientes, raizes). Quando falou de fungao pela primeira
vez, Leibniz fazia referéncia ao “Tratado dos senos do quarto de circulo”, escrito por
Pascal em 1659. Ele utilizou seus conceitos de calculo infinitesimal, nesse problema,
para dizer que a distancia entre dois pontos poderia ser tao pequena até nao ser mais
possivel atribuir um valor. Porém, ainda assim seria possivel determinar um triangulo
tendo esses dois pontos como vértices, pela semelhanca de triangulos inicial do préprio
tratado. Desta forma, ele reescreveu a relacao dos lados desse triangulo como uma
relagao infinitesimal. Para designar a relacao entre essa grandeza e o triangulo, Leibniz
utilizava o termo “func¢ao” (ROQUE, 2012).

Posteriormente, em uma troca de correspondéncias com Leibniz, Johann Bernoulli
(1667-1748) utilizou a palavra “fun¢ao” relacionando-a de maneira indireta a “quan-
tidades formadas a partir de quantidades indeterminadas e constantes”. Apenas em
1718, em um artigo apresentado & Academia de Ciéncias de Paris, Bernoulli definiu
explicitamente a nocao de funcdo de uma grandeza variavel como sendo “uma quanti-
dade composta, de um modo qualquer, desta grandeza variavel e de constantes”. Neste
mesmo artigo, ele usou a notagao @z, sem parénteses, para representar uma func¢ao na
variavel z. Alguns anos depois, Euler fez uma defini¢ado bem proxima, considerando
uma funcao de uma grandeza variavel como sendo “uma expressao analitica composta
de um modo qualquer dessa quantidade e de ntimeros, ou de quantidades constantes”.

Euler foi o primeiro a usar a notagdo f(x) para representar uma fungio na variavel z
(ROQUE, 2012).

A definicao de Euler para func¢oes se tornaria inadequada quando Joseph Fourier
(1768-1830), em seus trabalhos, encontrou fun¢oes que nao eram definidas por expres-
soes analiticas e sim por séries geométricas. Essas séries se caracterizavam por possuir
relacoes mais gerais entre as variaveis. Para que a defini¢ao fosse entao mais ampla,

Lejeune Dirichlet (1805-1859) chegou a seguinte formulagao:

“Uma variavel é um simbolo que representa um qualquer dos elementos de
um conjunto de nimeros; se duas varidveis z e y estao relacionadas de
maneira que, sempre que se atribui um valor a z, corresponde automatica-
mente, por alguma lei ou regra, um valor a y, entao se diz que y é uma
fun¢ao (univoca) de z. A variavel z, a qual se atribuem valores a vontade,
é chamada variavel independente e a variavel y, cujos valores dependem
dos valores de z, é chamada variavel dependente. Os valores possiveis que
z pode assumir constituem o campo de definicao da func¢do e os valores

assumidos por y constituem o campo de valores da fungao”.
(EVES, 2004, p. 661).
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Esse conceito seria ampliado nos anos seguintes, com a evolugao da teoria dos con-
juntos. O grande responsavel por esse desenvolvimento foi Georg Ferdinand Ludwig
Philipp Cantor (1845-1918). Nessa nova definigao, uma func¢ao f foi definida como um
conjunto qualquer de pares ordenados de elementos, sujeitos a seguinte condicao: se
(x1,11) € f, (x2,92) € f e 1 = x5 entdo y; = y2. O conjunto formado pelos primeiros
elementos dos pares ordenados é chamado dominio da fun¢io e o conjunto formado
pelos segundos elementos dos pares ordenados é chamado imagem da fun¢ao (EVES,
2004).






3 Funcoes exponenciais

3.1 A Funcao exponencial

Neste capitulo vamos estudar as funcoes exponenciais, suas caracteristicas, propri-

edades e sua inversa. Para isso, inicialmente devemos defini-la:

Defini¢ao: Dado um nimero real a, tal que 0 < a # 1, chamamos de funcao
exponencial de base a a funcao f de R em R que associa a cada x real o nimero a”.

Em simbolos:

f:R— R*
T — a”

Estamos assumindo aqui que a definicdo de poténcias com expoentes reais (raci-
onais e irracionais) seja conhecida, porém, caso existam duvidas, sugerimos a leitura
dos livros de Iezzi e colaboradores (2013), Lima (2007) e Lima e colaboradores (2012).

Um aspecto importante a ser ressaltado é a sua base a. Porque ela deve ser positiva
e diferente de 17

- Se a base fosse negativa, a fun¢ao nao estaria definida em uma infinidade de pon-

tos. Por exemplo, f(z) = (—2)* nao esta definida para todo =z = %, neN;

- Se a base fosse 1, terfamos uma fungao constante igual a 1, que possui aspectos
totalmente diferentes das fungoes exponenciais com qualquer outra base positiva. Por

isso, exclui-se também a = 1 como possivel base;

- Se a base fosse igual a 0, a funcao seria constante para valores positivos, para
x = 0 terfamos a indeterminacao 0%, e para valores negativos ela nao estaria definida,

ja que para x = —1, por exemplo, f(—1) = 0 e 0 nao esta definido em R.

Assim, para que a funcao esteja bem definida em algum intervalo real, é necessario

fazer algumas restrigoes na base. E como pode ser observado, tomando a base positiva

39
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e diferente de 1, a funcdo exponencial se torna bem definida em todos os reais. Por-

tanto, é a restricao mais conveniente a ser feita.

Outro aspecto importante a ser observado é que independente da base, f(0) = 1,
pois a’ = 1 para todo a > 0, ou seja, o grafico de qualquer funcao exponencial passa
pelo ponto (0;1).

A seguir apresentaremos algumas propriedades das fun¢oes exponenciais. Antes,
porém, enunciaremos um lema que serd importante para algumas de nossas demons-
tracoes.

Lema 3.1: Fixado o nimero real positivo a # 1, em todo intervalo I nao vazio de

R* existe alguma poténcia a”, em que r ¢ um ntmero racional.

Demonstracao: Dados 0 < ¢ < d, devemos encontrar r» € QQ tal que o ntimero a”
pertenca ao intervalo [c, d], ou seja, ¢ < a” < d. Para facilitar a demonstragao, vamos
supor que a,c¢ > 1 (os demais casos sao analogos). Como as poténcias de expoente
natural de niimeros maiores que 1 crescem acima de qualquer cota, é possivel obter

dois nimeros naturais m e g tais que:

d— q
c<d<amel<a<<1—|— C).
am

Na segunda relagao, se elevarmos todos os membros a 1/¢ subtrairmos 1 e multi-
plicarmos por a™, nesta ordem, obteremos:

0<am™(a’/1—1)<d—ec.

Logo, dado um ntimero racional § < m, se trocarmos, na expressao anterior, m por
esse nimero a desigualdade se mantém:

p+1

0<ai(a’1—1)<d—cs0<a™ —ai <d—c

Assim, as poténcias a°, a'/?, a*/9, ..., a™ sdo extremos de intervalos consecutivos, to-
dos de comprimento menor do que d — ¢ (comprimento do intervalo [c,d]). Como

[c,d] C [1,a™], pelo menos um valor dessa lista, digamos a?/?, est4 contido em [c, d].

Agora sim, apresentaremos as propriedades das fungoes exponenciais.

3.2 Propriedades

Seja f uma funcao exponencial, como definida anteriormente:
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Propriedade 1: Para qualquer valor de x no dominio da fungao, f(x) > 0.

Demonstracao: Como, pela definicao a > 0, utilizando as propriedades das po-
téncias:
i) se x > 0 entdo a® > 0;
ii) se z = 0 entdo a® =1 > 0;
i) se < 0 entdo a* = —L-. Como —z > 0, de (i) temos que a=* > 0, logo

ax:a_%>0.

Portanto, f(x) = a® é sempre positiva.

Propriedade 2: Dados dois nimeros reais distintos x e y, com = < y:
i) f(z) < f(y), quando a > 1 e
ii) f(y) < f(z), quando 0 < a < 1.

Demonstracao: De fato, considerando conhecidas as propriedades de poténcias
envolvendo nimeros reais, temos:

a¥ —a® =a¥ (1 - a_) =a¥(l—a"").

a¥y

Como z < y (por hipotese), segue que x — y < 0 e, portanto, podemos escrever

ay—=r

ay—a”:ay<1— ),comy—x>0.

Como a¥ > 0 (propriedade 1), temos dois casos a considerar para estudar o sinal
de a¥ — a*:

i)a>1=a¥" > 1 (IEZZI e colaboradores, 2013). Logo,

1
<l=1———>0.
ay—=* ay—*

Portanto, a¥ — a® = a¥ <1 — ) > 0, uma vez que a¥ > 0. Assim, temos que

ay=*=
a¥ —a® > 0, isto &, a¥ > a”.

i) 0<a<1= a7 <1 (IEZZI e colaboradores, 2013). Logo,

1
>1=1——<0.
ay—* ay—=®

Portanto, a¥ —a” =a¥ (1 —
ay=*r

> < 0, ou seja, a¥ — a® < 0, isto ¢, a¥ < a®. Encer-

rando assim a demonstracao.
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Assim, se a base a da funcao exponencial for maior que 1, a fung¢ao é mono6tona
crescente. Caso contrario, ¢ monotona decrescente. Isto pode ser observado na Figura
(3.1).

h(x) = 4" g(x) = 3
f(x) = 2 s
10 \2/

Figura 3.1: Graficos de funcoes exponenciais: crescimento e decrescimento - imagem

produzida pelo autor.

As exponenciais com bases 0 < a < 1 sao também conhecidas como exponenciais

. ., x _ x _ . .
negativas, ja que podemos escrever (%) como 2 x,(%) como 377 e assim por diante.

Propriedade 3: f ¢ ilimitada superiormente.

Demonstracao: Como vimos na propriedade 2, quando a > 1 a fun¢ao é crescente
e quando 0 < a < 1 a funcao é decrescente. Desta forma, temos que separar nossa
demonstracao em dois casos.

i) @ > 1: Vamos iniciar mostrando que, seja n um namero natural, a sequéncia
formada pelas poténcias a™ é ilimitada superiormente. Dado um ntmero real ¢ > 0,
vamos mostrar que, por maior que seja ¢, sempre conseguiremos encontrar um natural
ng tal que a™ > c.

Para fazermos essa demonstracao, vamos escrever a = 1 + d, sendo d > —1. Como
n é natural, podemos usar a desigualdade de Bernoulli (LIMA e colaboradores, 2012):

a"=(14+d)" >1+nd. (3.1)

Logo, se tomarmos ng > (¢ — 1)/d teremos 1 4+ nod > ¢, ou seja, teremos a™ > c.
Mas como nesse caso a funcao é crescente, para todo real x maior que ng, a* > c.

Simbolicamente, se a > 1
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lim a” = 400. (3.2)

Tr—r+00
ii) 0 < a < 1: Dessa vez vamos tomar uma sequéncia formada por poténcias de
expoentes inteiros negativos m, em que m = —n, sendo n um natural. Novamente
vamos mostrar que nao ha ntmero real ¢ maior que todas as poténcias a™. Ou seja,
sempre ¢ possivel encontrar um inteiro negativo mg tal que a™° > c. Para isso, temos
encontrar um natural ng e tomar myo = —ng. Seja % = 1+4d, sendo d > —1. Pela

desigualdade de Bernoulli:

1 n
a" =a "= (5> =(1+d)">1+nd. (3.3)

Logo, se tomarmos ng > (¢ — 1)/d teremos 1 4 nod > ¢, ou seja, se tomarmos
T, ~ P
mo = —ng teremos (%) ® = @™ > ¢. Mas como nesse caso a funcao é decrescente, para

todo real x menor que mg, a* > c¢. Simbolicamente, se 0 < a < 1

lim a” = o0, (3.4)

T——00

concluindo a demonstragao.
Propriedade 4: f é continua.

Demonstracao: Dizer que a funcao é continua é o mesmo que dizer que dados
x,y € R, & possivel tornar a diferenca |a* — a¥| tdo pequena quanto se deseje, desde
que x seja suficientemente proximo de y. Essa ideia pode também ser escrita por
lim,_,, a® = a¥.

Para que possamos fazer essa demonstracao, mostraremos inicialmente que é possivel
tornar @™ tao proximo de 1 quanto desejemos, desde que |m| seja escolhido suficiente-
mente pequeno.

Para facilitar, suponhamos a > 1 e m > 0. Dado € > 0 arbitrario, queremos demons-
trar que, tomando m pequeno, teremos a™ < 1 + €.

Pela desigualdade de Bernoulli, se tomarmos n € N tal que n > (a — 1)/¢, teremos

ne > a — 1 o que implica em
a<l+ne=(1+¢e" (3.5)

e assim, a'/™ < 1 +e.

1/n

Ou seja, dado € > 0, existe n € N tal que a'/" < 1 + ¢, mais ainda:

l<a’" <1+e (3.6)

1/n

Para todo m tal que 0 < m < 1/n, teremos 1 < a™ < a'/™ < 1+ €. Assim, faremos a™

tao proximo de 1 quanto desejemos. Escrevendo de outra forma: lim,, o, a™ = 1.
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Agora, fixado y € R, tomamos m = x — y e temos que

+y

—a’ =a’(a™ - 1). (3.7)

a* —a’ =a™

Assim, quando z tende a y, teremos que m = x — y tende a zero, a™ tende a 1 e

portanto o limite da diferenca a® — a¥ sera zero:

lim(a® — @’ = 0), (3.8)
Ty
o que implica que
ey
glcbn;a =a’, (3.9)

ou seja, a funcao é continua.
Propriedade 5: f é bijetiva.

Demonstracao: Vamos demonstrar esta propriedade em duas etapas:
i)f é injetiva:
Vamos supor que a base a é maior que 1 (o caso em que 0 < a < 1 é analogo). Dados x
e y distintos no dominio: Se x > y entdo f(z) > f(y). Caso contrério, se x < y entdo
f(x) < f(y). Ou seja, dados = # y entao f(x) # f(y). Em outras palavras, tomados
valores distintos no dominio, os valores da funcao também sao distintos. Portanto, f é

injetiva;

ii) f é sobrejetiva:
Isto é o mesmo que afirmar que para todo real y > 0 existe algum x real tal que
f(x) = a® = y. Para fazermos esta demonstragao, utilizando o lema (3.1), vamos
tomar para cada n € N uma poténcia a’", com 7, € Q, no intervalo (y — %; Y+ %), de
modo que |y — a™| < 1/n, ou seja: lim, ,,, a™ = y. Para facilitar, supomos a > 1.

Escolhemos as poténcias a™ sucessivamente, tais que:
al <a?<..<am<..<uy.

Certamente, podemos fixar L € Q tal que y < a”. Entao a monotonicidade da funcao
exponencial nos garante que r| <1y < ... <71, < .. < L.

Desta forma, (r,) é uma sequéncia crescente, limitada superiormente por L. A com-
pleteza dos reais nos assegura entao que os r, sao valores aproximados por falta de
um numero real z, ou seja, lim, .., a™ = x. Como f é continua, temos entao que
a® = lim,_,, a™ = y como queriamos demonstrar.

Assim, como f é injetiva e sobrejetiva, é bijetiva.

A seguir apresentaremos o teorema de caracterizagao da fungao exponencial.
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3.3 Caracterizacao da funcao exponencial

Teorema: Se f: R — R é uma fungdo mondtona injetiva (isto é, crescente ou
decrescente) entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
1) f(nz) = f(x)™ para todo n € Z e todo x € R;
2) f(x) = a* para todo z € R, em que a = f(1);
3) f(x+y) = f(z)- f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstragao: Vamos entao demonstrar que as afirmacgoes que caracterizam as
fungoes exponenciais sao equivalentes, isto é, que (1) = (2) = (3) = (1). Para isso,
assumimos conhecidas as propriedades das poténcias.

(1) = (2):
Inicialmente, mostraremos que a afirmagao (1) pode ser extendida para expoentes
racionais. Seja o nimero racional m = §, com p € Z e q € N, como o nimero mx é

real e como p = mgq, podemos, da hipdtese, escrever que:

f(mz)? = f(mqz) = f(pr) = f(z)P. (3.10)

Temos entao de (3.10) que: f(mx)? = f(x)?.
Elevando ambos os lados dessa expressao a 1/q, segue que:

f(mz) = f(a)? = f(2)™. (3.11)

Assim, provamos que (1) é valida também para expoentes racionais.

Vamos tomar f(1) = a. Segue que, de (3.11), f(m) = f(1)™ = a™ para todo = € Q.
Para completarmos a demonstracao, vamos supor que f é crescente. Ou seja, 1 =
f(0) < f(1) = a. Vamos admitir, por absurdo, que exista um nimero real x tal que
f(z) # a*. Suponhamos, por exemplo, f(z) < a” (o caso f(z) > a® é analogo). Entao,
pelo lema (3.1), existe um numero racional r tal que f(z) < a” < a®, o que implica
que f(x) < f(r) < a*. Pela primeira desigualdade da ultima expressao, temos que
f(z) < f(r) e como f & crescente concluimos que x < r. Por outro lado, pela segunda
desigualdade da expressao, temos que a” < a® e portanto r < x o que contradiz a

conclusdo anterior, completando assim a prova que (1) = (2).

(2) = (3):
Da hipotese (2) temos que, para dois valores reais distintos z e y, f(x) = a” e f(y) = a¥.
Vamos usar a hipotese também para encontrarmos f(x + y):
fx+1y)=a®) =a®-a¥ = f(z)- f(y), concluindo a demonstracio.

(3) = (1):
Vamos dividir essa demonstracao em duas partes:
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i) n é inteiro ndo negativo: Da hipotese (3), seja m = nx = v +x + ...+ (n parcelas),

f(m) = f(x) - f(x)...f(x) (n parcelas). Logo f(nx) = f(m) = f(z)".

ii) n é inteiro e negativo.
De (3) temos que:
f(nz + (—nx)) = f(nx) - f(—nx). (3.12)
Como —n > 0, de (i) temos que f(—nx) = f(z)™". Ja vimos anteriormente também
que f(0) =1. Como f(nz+ (—nzx)) = f(0). A expressao (3.12) pode ser reescrita por:

1= f(nz)- f(z)™™. (3.13)

Multiplicando ambos os lados de (3.13) por f(z)", como f(z), da definigdo, é um
numero real positivo diferente de zero:

f(@)" = f(nx) - f(x)™" - f(2)" = f(nz), (3.14)

concluindo a demonstragao.

3.4 A Funcao Inversa

Definigao: Dizemos que a funcao g : ¥ — X é a inversa da funcao f : X — Y
quando g(f(z)) =z e f(g(y)) = y para quaisquer x € X e y € Y. Escrevendo de outra
maneira, g(y) = x < f(x) = y. Evidentemente, g é a inversa de f se, e somente se, f
é a inversa de g (LIMA e colaboradores, 2012).

Por essa defini¢ao, sejam z1 e zo € X, f(z1) = f(x2) = g(f(x1)) = g(f(z2)) =
T1 = To, OU Seja, f é injetiva.

Por outro lado, se f(g(y)) = y para todo y € Y, entdao f é sobrejetiva pois, dado
y € Y arbitrario, tomamos =z = g(y) € X e temos f(z) =y.

Portanto, se a funcao f : X — Y possui inversa, entdao f é injetiva e sobrejetiva,

ou seja, existe uma relacao biunivoca entre X e Y.

Graficamente, se duas funcoes sao inversas, elas sao simétricas em relacao a reta
bissetriz dos quadrantes impares de R?, y = .
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Figura 3.2: Grafico de duas fungoes inversas - imagem produzida pelo autor.

3.4.1 A Funcao Logaritmica

A funcao inversa a exponencial é a funcao logaritmica, definida por:

Definicao: Dado um namero real a, tal que 0 < a # 1, chamamos de funcao
logaritmica de base a a funcao f de Rt em R que associa a cada x real positivo o

nimero log, x, chamado de logaritmo de x na base a. Em simbolos:

f:Rt — R
x — log,

Pela definicao de func¢ao inversa:
a°%® = 1 e log,(a%) = x.

Portanto, log, = é o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o nimero
x. Simbolicamente:
y=log,r < a’ = . (3.15)

Assim como a exponencial, a funcao logaritmica é crescente quando a > 1 e de-
crescente quando 0 < a < 1. Como a° = 1, tem-se que log, 1 = 0 e assim o ponto
(1;0) pertence ao grafico da fungao logaritmica, independente do valor da base a. Por
essas propriedades, segue que, quando a > 1 os nimeros compreendidos entre 0 e 1
tém logaritmo negativo e os maiores que 1 tém logaritmo positivo. Ao contrario, se
0 < a < 1, entao log, z é positivo quando 0 < x < 1 e negativo quando =z > 1. A figura
a seguir mostra os graficos das fungdes f(z) =log, z e g(z) = log; ), .
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f(x) = logz(x)

g(x) = log: (x)

Figura 3.3: Grafico de fung¢oes logaritmicas: crescimento e decrescimento - imagem
produzida pelo autor.

Nesse grafico também podemos observar outra propriedade desse tipo de funcao: a

fungao logaritmica é ilimitada tanto inferior quanto superiormente.

Como ja dito, se duas fungoes sao inversas, seus graficos sao simétricos em relacao
a reta y = x de R%. Portanto, isto ocorre com as fungoes f(z) = a® e f(x) = log, ©
como pode ser observado na figura a seguir. Observe também que, quando a base é
maior que 1, enquanto a funcao exponencial cresce muito rapidamente, a logaritmica

cresce lentamente.
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h(x) = log: (x)

Figura 3.4: Gréafico: comparagao entre fungao exponencial e logaritmica - imagem

produzida pelo autor.

3.4.2 Caraterizacao da funcgao logaritmica

A funcao logaritmica pode ser caracterizada pelo seguinte teorema:

Teorema: Seja f: R™ — R uma func¢do mondtona injetiva (isto é, crescente ou
decrescente) tal que f(zy) = f(z)+ f(y) para quaisquer z, y € R*. Entao existe a > 0
tal que f(x) = log, x para todo x € RT (LIMA e colaboradores, 2012).

Demonstracao: Para demonstrarmos este teorema, vamos inicialmente admitir

que f é crescente (o outro caso é analogo). Temos que

JO)=fA-1)=f0)+ (1) = f1) =2f(1) = f(1) = 0.

Vamos inicialmente provar o teorema supondo que exista a € R tal que f(a) = 1.
Depois vamos generalizar, mostrando que isto sempre ocorre, logo nao é uma hipotese
adicional. Como f é crescente e f(a) =1 > 0 = f(1), temos que a > 1. Para todo

m € N podemos escrever:

fla™)y=fla-a-..-a)=fla)+ fla)+..+ fla)=1+1+..+1=m
e flam-a™) = f(1)=0= f(a™) + fla™)=m+ f(a™™) =0= f(a™™) = —m.

)
Logo f(a™)=me f(a™™) = —m.

Seja r =m/n (m € Z,n € N), entdo m = rn. Assim:

m = f(a™) = f(a™) = f((a")"). (3.16)
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Mas pela hipotese temos que f((a")") =n- f(a"). Segue entao que

m=n- f(a"), (3.17)
o que implica em
fla") = % =T (3.18)

Seja x um numero irracional entre r e s racionais, temos que:
r<r<s=a <a®"<a® = f(a") < f(a*) < f(a®) = r < f(a®) < s.

Portanto, todo niimero racional r, menor que z, é também menor que f(a”*) e todo
racional s, maior que x, é também maior que f(a”). Segue entdo que f(a®) = x para
todo = € R, ou seja, f(y) = log,y para todo y > 0.

Consideremos agora o caso geral (sem a suposi¢ao inicial que exista a € R tal que
f(a) =1) de uma fungao g : Rt — R tal que g(zy) = g(z) + g(y).
Entao, como no caso anterior, g(1) = 0 e como 2 > 1, devemos ter g(2) = b > 0. Vamos
definir uma nova func¢ao f : R™ — R por f(z) = g(x)/b. [ é crescente, transforma
produtos em somas e f(2) = ¢g(2)/b = 1. Logo, pela primeira parte da demonstracao,
tem-se que f(x) = log, z para todo x > 0. Isto é, para qualquer valor de z maior que

7Z€ero:
r = 2@ — 20@)/b _ (91/b)gl@) _ qole) (3.19)

com a = 2'/°. Na igualdade z = a?®), tomando log, de ambos os membros, segue que:

g(x) = log, z, como queriamos demonstrar.

3.4.3 A propriedade da mudanca de base

Uma propriedade importante dos logaritmos é a da mudanca de base: sejam a, b e

¢ nimeros reais positivos e b e ¢ diferentes de 1:

Essa expressao nos diz como proceder se quisermos mudar o logaritmo da base a

para a base c. A seguir, vamos demonstra-la:

Demonstracao: Vamos escrever:

log, a = z, (3.20)

log.a =y (3.21)
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e
log, b= z. (3.22)
Temos que provar que = = % (note que de (3.22) z # 0).
Decorre de (3.20) que
b = a, (3.23)
de (3.21)
c=a (3.24)
e de (3.22)
¢ =b. (3.25)

Substituindo (3.25) em (3.23) temos que

() =a=c"=a. (3.26)

Substituindo (3.26) em (3.24) temos que

cy:c”:>z:z::y:>x:g. (3.27)
2

Assim, concluimos a demonstracao.

3.5 A funcao exponencial de base e

Do ponto de vista cientifico e de aplicacoes, a funcao exponencial mais importante
¢ a aquela que tem como base o numero e: f(r) = e*. Essa fungao esta relacionada a
diversos problemas préticos de crescimento e decaimento (nesse caso a base é 1/e ou

e 1) continuo, das mais variadas areas como Economia, Biologia, Quimica, entre outras.

Toda funcao exponencial de base a pode ser transformada em uma funcao de base

k

e, para isto, basta calcularmos k tal que a = €. A grande vantagem em fazer esta
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transformacao reside no fato da derivada da funcao exponencial de base e ser ela pro-

pria: se f(z) = e” entao f'(x) = e, propriedade que serd demonstrada adiante.

Essa propriedade faz com que essa funcao tenha enorme importancia nos cursos de

calculo. Além disso, a funcao e” é usada na definicao das fungoes hiperbolicas.

e’ —e " e’ +e”

senh xt = ——— e coshr=———
2 2

3.5.1 Logaritmos naturais

Como vimos anteriormente, a inversa da fun¢ao exponencial de base a é a funcao
logaritmica de base a, log,. Logo, a funcao exponencial de base e terd como inversa a
funcao logaritmica de mesma base. Esse logaritmo de base e ¢ chamando de logaritmo

natural.
A funcgao logaritmica f(z) = log.x é mais comumente denotada por f(z) = In z.
O logaritmo natural também esta diretamente relacionado com iniimeras aplicagoes

e tem grande importancia nos cursos de céalculo, justamente pelo fato de ser a funcao

inversa a exponencial de base e.

glx) =¢* /

’ h(x) = In(x)

Figura 3.5: Grafico das funcoes exponencial e logaritmica de base e - imagem produzida

pelo autor.
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Com a definicao de [n x podemos demonstrar a propriedade enunciada anterior-
mente: a derivada de uma funcao exponencial de base e é ela propria. Simbolicamente,
se f(x) =e”, entao f'(z) = e".

Para isto temos que lembrar a defini¢ao de derivada de uma fungao: Seja f: D — R
uma funcao continua, definida em um intervalo aberto I C D que contenha x, a deri-

vada de f, denotada por f’, no ponto zy é dada por:

f(xo +h) — f(xo)
h

I (xg) = limy,_0 , se este limite existir.

Como x(y ¢ um ponto arbitrario, podemos calcular a derivada para qualquer ponto

x do dominio de f:

, se este limite existir.

Assim, a derivada da fun¢ao f(x) = e® é calculada por:

ez-i—h — " ez(eh o 1)
/ _ . - . ~ N :L‘_ .
e

(3.28)

Mas se fizermos, em (3.28) a mudanca de variavel: u = e — 1 ou h = In(1 + u)

temos que:
(e —1) u
= ) 3.29
h In(1+u) (3.29)
Multiplicando o numerador e o denominador de (3.29) por 1/u:
u 1 1
= = ) 3.30
In(l+u)  tin(l+u) (1 +u) (3:30)
Desta forma,
h 1 1
im =D gy L (3.31)
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Se fizermos, em (3.31) uma nova mudanca de variavel t = % temos que esse limite

é equivalente a:

1 1 1
lim — == — = = =1(332)
t=oe n(1+ 7) limy o0 In(1 4 7) In [limy_e (1 + %) Ine
Substituindo o resultado de (3.32) em (3.28), segue que
f(z) =€ (3.33)

A seguir, estudaremos modelos matematicos relacionados as fungoes exponenciais.



4 Modelos matematicos

As fungoes exponenciais (foco deste trabalho) estao relacionadas a uma variedade
de situagoes cotidianas, nas mais diversas areas. Essas relacoes geralmente sao repre-
sentadas por meio de um conjunto de simbolos e relacoes matematicas que generalizam
os problemas, o que chamamos de modelo matematico. Neste capitulo, a modelagem
matemaética de situagoes envolvendo exponenciais serd o eixo principal. Inicialmente
apresentaremos modelos matematicos mais simples e cotidianos para, na sequéncia,

destacarmos modelos, do ponto de vista tedrico, mais abstratos e complexos.

A modelagem matemaética estd presente na vida do homem desde os tempos mais
remotos. Um dos primeiros modelos mateméticos produzidos foi a invencao da roda
pelos sumérios por volta de 3000 a.C.. Existem varios outros exemplos de situagoes na
histéria da Matematica relacionados a modelagem, como o calculo de alturas de pirami-
des por meio de semelhanga de triangulos realizado por Tales de Mileto (636-568 a.C.),
o modelo heliocéntrico de Nicolau Copérnico (1473-1543) que explicava 0 movimento
dos corpos celestes, o modelo criado por Galileu Galilei (1564-1642) para compreender
a queda dos corpos, entre outros. Porém, a evolucao desse ramo da Matematica sofreu
um grande avango apos o desenvolvimento do calculo diferencial. (COSTA, 2009; BI-
EMBENGUT, 1990). Geralmente, os modelos matematicos sao formulados de acordo
com a natureza e com interpretacao do homem das propriedades do fenémeno envol-
vido na modelagem. A ideia é tentar matematizar uma situacao, no intuito de fazer
previsoes daquele problema. Esse fenomeno pode estar relacionado com as mais diver-

sas areas de conhecimento.

Bassanezi (2004) destaca a relevancia da modelagem matematica quando utilizada

como instrumento de pesquisa:

- Pode estimular novas ideias e técnicas experimentais;

- Pode dar informacoes em diferentes aspectos dos inicialmente previstos;

- Pode ser um método para se fazer interpolacgoes, extrapolacoes e previsoes;

- Pode sugerir prioridades de aplicacoes de recursos e pesquisas e eventuais to-
madas de decisao;

- Pode preencher lacunas onde existem falta de dados experimentais;

35
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- Pode servir como recurso para melhorar o entendimento da realidade;
- Pode servir de linguagem universal para compreensao e entrosamento entre pes-

quisadores de diversas areas do conhecimento.

Entre as diversas areas de conhecimento em que os modelos mateméticos podem ser
extremamente tteis no desenvolvimento de pesquisas, podemos citar a Fisica, a Qui-
mica, a Biologia, as Engenharias, a Educacao, a Medicina, a Economia, a Arqueologia,

as Artes, a Meteorologia, entre outras.

Na Fisica, por exemplo, a evolucao e complexidade dos modelos matematicos para
a teoria dos campos impulsionou o desenvolvimento de sistemas de equagoes diferen-
ciais ordinarias. As solucoes desses sistemas fornecem respostas convenientes para um
grande nimero de problemas especificos nas mais diversas sub-areas da Fisica, como
a Eletricidade, o Magnetismo, a Hidrodinamica, a Elasticidade, entre outras. Além
disso, o desenvolvimento de modelos fez com que conceitos da Teoria da Relatividade
e da Fisica Quantica fossem re-examinados. Na Quimica é frequente o uso de equacoes
diferenciais para modelar a velocidade de reacoes quimicas, os processos difusionais e
termodindmicos, bem como a teoria das matrizes e grafos para descrever a estrutura das
moléculas, entre outros. Na Biologia, alguns modelos que utilizam equacoes diferenciais
ordinarias e parciais foram muito importantes para o desenvolvimento e a criacao de
uma sub-area da Matematica Aplicada: a Biomatematica. Com o surgimento de novas
técnicas, como a Teoria do Caos e a Teoria Fuzzy, foi possivel desenvolver modelos mais
realisticos e capazes de simular e influir diversos fen6menos biologicos como: dinamica
de redes filamentares, difusao de insetos e poluentes, redes neurais, etc. Nas areas de
engenharia e da industria, o uso de Logica Fuzzy e de alguns métodos modernos para
resolver equacoes diferenciais parciais com o auxilio de computadores, propiciou grande
sofisticacao na automacao de maquinas, no estudo de fluxos, na biotecnologia, etc. Na
meteorologia, os modelos matematicos sao extremamente importantes para a previsao
do tempo. O desenvolvimento de modelos que consigam caracterizar todos os fendme-
nos que ocorrem na atmosfera levam a previsoes cada vez mais precisas. Na area da
Educacao, mais especificamente na Educacao Matematica, o uso da modelagem para
motivar o ensino é defendido por varios autores, como Bassanezi (2004) e Meyer (2011).
Como os modelos geralmente trazem fendmenos reais e aplicagoes contextualizadas ao
dia a dia do aluno, essa ferramenta pode ser capaz de propiciar uma aprendizagem

mais significativa.

Por esta razao e no intuito de motivar o ensino de fun¢oes exponenciais os modelos
matematicos estao presentes neste trabalho. Assim, apresentaremos a seguir alguns
exemplos de modelos mateméticos relacionados a problemas cotidianos, envolvendo

exponenciais.
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4.1 Situacoes cotidianas relacionadas a exponenciais

4.1.1 Aplicacao financeira

Suponhamos que uma pessoa deposite uma quantia inicial Qg = R$ 100,00 em uma
aplicacao financeira com rendimento de 1% ao més. Seja t o tempo de aplica¢ao, em
meses, e (),, o valor ap6s n meses. Temos:
t=0— Qo;
t=1—0Q1=0Q+0,01Q = (1,01)Qo;
t=2— Q=01 +0,01Q: = (1,01)Q: = (1,01)(1,01)Qy = (1,01)*Qy
t=3—Q3=0Q2+0,01Qz = (1,01)Q> = (1,01)(1,01)*Qy = (1,01)°Qo

t=n—Qn=0Qn1+0,01Qu1 = (1,01)Qn_1 = (1,01)(1,01)" Qo = (1,01)"Qy

Deste modo, conseguiriamos calcular o capital, ap6s n meses, para qualquer natural
n. Por exemplo, apés 7 meses, o novo capital sera: Q7 = (1,01)7100,00 = 107, 21.

Outro questionamento que poderia ser levantado é: “ap6s quantos meses de aplica-

¢ao, o capital atingira o dobro do investido?”.

Nesse caso, @, = 2Q)o e como Q,, = (1,01)"Qy, entao 2Qy = (1,01)"Qy. Se dividir-
mos ambos os lados por )y, descobriremos que o nosso problema é resolvido através

da equacao exponencial: (1,01)" = 2, na variavel n.

Utilizando a definicao de logaritmo, conseguimos isolar n na equagao anterior:

n = log, o, 2. Se fizermos uma mudanca para a base 10 (frequentemente utilizada

e presente em qualquer calculadora cientifica), podemos escrever: n = llog 2 — 69,66
og 1,01 ’

meses, ou seja, o capital atingiria o dobro do investido no 70° més.

Poderiamos também resolver a questao, encontrando o valor de x em que a funcao
f(z) = (1,01)" se encontra com a reta r : y = 2. Com a ajuda do GeoGebra, podemos

visualizar a mesma solugao (abscissa do ponto A da figura a seguir).
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Figura 4.1: Aplicacao financeira - imagem produzida pelo autor.

4.1.2 Datacao arqueolégica por Carbono-14

A datagao arqueologica por Carbono-14 (C-14) é um método radiométrico de de-
terminacao da idade concreta dos objetos que contenham carbono. Esta técnica foi
desenvolvida por Willard Frank Libby (1908 - 1980) por volta da década de 1940 e este

desenvolvimento foi reconhecido com o prémio Nobel de Quimica, em 1960, dado a ele.

O método consiste em medir a atividade de C-14 presente no organismo do qual
se quer determinar a idade. Sabe-se que esse is6topo esté presente em todo organismo
vivo, os vegetais o absorvem durante a fotossintese e os animais por meio da cadeia
alimentar, a partir do consumo dos vegetais. Quando um ser vivo morre, ele deixa de
repor C-14 que assim passa a se desintegrar, diminuindo a atividade do isétopo presente
no organismo. Como a queda na atividade de C-14 ocorre com uma taxa instantanea de
decaimento proporcional a atividade da substancia no instante ¢, se tivermos uma certa
atividade inicial Cy, podemos descrever matematicamente o fendmeno que queremos

modelar através da equacao diferencial:

ac

— = —kC 4.1

dt Y ( )
em que C(t) representa a atividade de C-14 no instante ¢ e k£ é um nimero real.

Podemos reescrever esta equacao (4.1):

1dC
—— = —k. (4.2)
C dt
Como (4.2) é uma equagao separavel (mais informagoes sobre equagoes diferenciais
e métodos de resolugdo podem ser encontrados no apéndice A), se integrarmos ambos

os lados em relacao a t temos que:
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In C = —kt+ R = C(t) = e *ef, (4.3)
em que R é uma constante. Pela condigdo inicial C'(0) = Cj, temos que e® = Cy. Logo,

a solugao da equacao diferencial (4.2) é a fungdo exponencial: C(t) = Cpe "

Sabe-se que a cada 5.730 anos o nivel de C-14 se reduz & metade (meia-vida),

C(5.730) = <. Assim, podemos encontrar o valor de k por:

, 1
% =Gy e PP = e 0T = - = 5730k = In(1/2) =
in(1/2)
— 2 s 2 0,000121.
k=" =k~ 0,000

Assim, a funcao que descreve a atividade C' de C-14 em funcao do tempo ¢, em um

ser que perdeu a vida a t anos atras é dada por:
C(t) — 006_0’000121t. (44)

Desta forma, podemos resolver problemas como: “Foi encontrada uma muimia e sera
realizada a datacao por C-14 para determinar sua idade. Sabendo que um animal vivo
emite em torno de 897 radiagoes de C-14 por grama/hora e que a atividade de C-14
na mumia é de 624 radiagoes por grama/hora, qual a idade aproximada desta mimia?

Substituindo os valores na fungao (4.4):

24
624 = 897 - ¢~ 0000121t — o —0,000121t g— = —0,000121¢ = In(624/897) =
In(624/897)
= - t~ 3. .
0.000121 = 3.000 anos

Podemos observar essa situagao graficamente, com o auxilio do GeoGebra. Seja f
a funcao da atividade de C-14 pelo tempo z, f(x) = 897 - e~ %0121z () ponto A, cuja
imagem ¢ 624, tem abscissa 3.000.
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Figura 4.2: Datacao por C-14 - imagem produzida pelo autor.

4.1.3 Circuitos RC

Um outro problema que podemos apresentar é na area de eletricidade. Analisare-
mos um circuito RC em série, ou seja, que tenha resistor e capacitor associados em série
com uma bateria. Durante o carregamento desse capacitor, utilizaremos a lei das ma-
lhas de Kirchhoff para determinarmos uma expressao que trate do comportamento da
diferenca de potencial no circuito, durante um certo intervalo de tempo (HALLIDAY,
2012).

Figura 4.3: Representagio de um circuito RC (confeccionado por meio do simulador

online circuits, disponivel em http://www.falstad.com/circuit/).

A diferenga de potencial (ddp) no resistor pela lei de Ohm é Ri, em que R é sua
resisténcia e 7 a corrente elétrica que passa por ele. Corrente elétrica, por definicao, é a

razao entre a variacdo de quantidade de carga (¢) que atravessa uma secgio transversal
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de um condutor e a varia¢ao do tempo (t). Desta forma, temos que a ddp no resistor
pode ser expressa por: R%‘

q

Para o capacitor temos, pela definicdo de capacitancia (C), que a ddp pode ser
calculada pela expressao: £.

A lei das malhas de Kirchhoff diz que a somatoéria da ddps dos componentes em

uma malha deve ser zero. Assim, a expressao obtida por meio da anéalise sera:

(4.5)

em que € é a forca eletromotriz da bateria.

Para encontrar a carga no capacitor em um instante de tempo ¢ qualquer, devemos
resolver a equagao diferencial (4.5):

dqg q dg =~ q €
€ Rdt C—OZ>

dt  RC R’ (4.6)

Por tratar-se de uma equacao diferencial ordinéria linear de primeira ordem com
coeficientes constantes, cujo procedimento detalhado de resolucao se encontra no apén-
dice A, para resolvé-la iremos multiplica-la pelo fator integrante pu(t) = erc:

ethd_(i n qe% ceRC d

o _ €7 A7
— —_— RC | —
RC - R T @ =g (4.7)

Integrando ambos os lados de (4.7) em relagao a t, segue que:

gerc = Ceero + K, (4.8)
em que K é uma constante.

Como ¢y = ¢(0) = 0 entdo k = —C'e. Assim a solucao da equagao (4.8) ¢ dada por:

g = Ce (1 _ eR%) . (4.9)
Com essa expressao podemos também encontrar a funcao que representa a voltagem

(V) no capacitor, em func¢ao do tempo, durante seu carregamento. Como V = ¢/C,
pela expressao (4.9), temos que:

V.=¢(l— 6—%). (4.10)
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Durante o descarregamento nao temos a bateria no circuito e assim a forga eletro-

motriz (€) é zero. Neste caso a equacao seré:

R+ L (4.11)

dg 0 _y (4.12)

Vamos multiplicar (4.12) pelo fator integrante pu(t) = ere:

o dg  gewe d[ere q]
@t RC dt (4.13)

Integrando ambos os lados de (4.13) em relagao a t¢:
e%q:K:}q:Ke_%’ (414)

em que K é uma constante. Denotando por ¢y a quantidade de carga inicial e conside-
rando a situacao em que o circuito carrega e descarrega sempre até o final da bateria,
temos que gy = C'e. Como ¢y = ¢(0) = K, temos a seguinte expressao para representar
a quantidade de carga, durante o descarregamento total de um circuito RC:

q= Cee_%_ (415)

Usando novamente que V' = £ e denotando por V; a voltagem no capacitor durante
o descarregamento, em funcao do tempo, temos que:

V,C = Cee 70 = V; = ee 7O, (4.16)

O comportamento das funcgoes V. e V; podem ser observados graficamente pela
Figura (4.4).

Podemos perceber que as funcoes apresentam comportamentos opostos. Porém ha
uma simetria entre os grificos, em torno da reta y = 5. Percebemos também que o
tempo total de carregamento e descarregamento ¢ o mesmo e a voltagem atinge o valor
de metade da forca eletromotriz da bateria no mesmo instante, tanto no carregamento

quanto no descarregamento.
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Figura 4.4: Grafico de V' x t em um circuito RC - carregamento e descarregamento -
imagem produzida pelo autor.

4.2 Modelos de crescimento populacional

A seguir apresentaremos alguns modelos que sao utilizados especificamente para

modelar o crescimento de populacoes.

4.2.1 Modelo malthusiano continuo

Um dos modelos mateméticos mais conhecidos, relacionado ao crescimento de uma
populacido é o de Thomas Malthus (1766-1834). E dele a primeira proposta de utilizacao
de Matematica para modelar o crescimento de uma populacao. Esta proposta esta
baseada em dois postulados:

1) “O alimento é necessario a subsisténcia do homem”

2) “A paixao entre os sexos é necessaria e deverd permanecer aproximadamente em
seu estado permanente” (BASSANEZI, 2004).

Supondo que ambos os postulados estejam garantidos, segundo Malthus a popula-
¢ao, quando nao obstaculizada, cresce a uma razao geométrica enquanto os seus meios
de subsisténcia aumentam apenas a uma razao aritmética. Como o crescimento popu-
lacional é proporcional a propria populacao, em cada instante, ela deveria crescer sem
nenhuma inibi¢do (BASSANEZI, 2004).
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O modelo de Malthus considerou um crescimento populacional otimizado, sem guer-
ras, fome ou qualquer tipo de catéastrofes; e individuos com o mesmo comportamento
(idénticos). Por esse modelo, a populac¢ao atingiria em um determinado instante valo-
res astronomicos e assim o planeta se tornaria inabitavel e superlotado. A previsao de
Malthus estava equivocada. Além do erro em relagao ao crescimento populacional, ele
também se enganou em relacao & producao mundial de alimentos, pois nao supunha o
grande salto ocorrido nessa producao na segunda metade do século XX (BASSANEZI,
2004).

Como uma das hipoteses do modelo de Malthus é que a variacao da populacao
é proporcional & propria populacao em cada periodo, a quantidade de individuos da
populagiao em um determinado instante (continuo) pode ser expressa matematicamente

pela equacao diferencial:

dP
— =aP 4.1
o = aP(), (4.17)
que é equivalente a:
1 dP
- =q. 4.1
PO PO~ ° (4.18)

Logo, trata-se de uma equacao separavel. Integrando ambos os lados de (4.18) em
relacao a ¢, obtemos:

In(P(t)) = at +c = P(t) = et = P(t) = e‘e™, (4.19)

sendo ¢ uma constante qualquer. Fazendo k = €°, temos que:

P(t) = ke™. (4.20)

Se denotarmos a populacao inicial por Fy temos que:

Py=P0)=ke’ = Py = k. (4.21)

Desta forma, esse problema pode ser expresso pela seguinte funcao exponencial:
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P(t) = Pye™. (4.22)

Se isolarmos, em (4.22), o parametro «, obteremos:

P(t) P(t)
at — = 4.93
e 2 = at =In 2 (4.23)
encontrando assim que:
1 P(t)
= ) 4.24
a tln ( 7 ) (4.24)

Portanto, se o crescimento de determinada populacao segue o modelo de Malthus,
conhecida a populagao inicial Py e seu valor P(t) ap6s determinado periodo de tempo
t, é possivel estimar, por meio da expressao acima, o valor do parametro « para aquela
populacao. Assim, podemos resolver exemplos como o seguinte: “O ntmero de bacté-
rias em uma cultura é observado e cresce segundo o modelo de Malthus. No inicio do
experimento existem 1.000 bactérias e trés horas depois existem 500.000. Qual foi o
tempo necessario para triplicar o nimero de bactérias?”

Seja t o tempo, em horas, e vamos supor que no inicio do experimento se esteja
considerando ¢ = 0. Entao P(0) = F, = 1.000 e ap6s t = 3 horas, P(3) = 500.000.
Pela expressao (4.22), P(3) = Pye3™ e assim:

500.000 = 1.000¢3* = €3 = 500 = 3a = In 500 = o = 1230 —
= a ~2,07154.

Logo, a fun¢ao que representa essa situacao é P(t) = 1.000e*°™54 que esta repre-
sentada graficamente pela Figura (4.5).

Populagio

500000 P(3)
400000
P(1)=1000->"*
300000

200000

100000

d # tempo(h)

Figura 4.5: Crescimento populacional de bactérias - imagem produzida pelo autor.
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Nosso problema é encontrar ¢ tal que P(¢) = 3.000, entao:

3.000 = 1.000e>07154 = 207154 — 3 — 9 (7154 -t = In 3 =
in3

~ 2,07154

=t~ 0,53h ou t ~ 32 minutos.
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4.2.2 Modelo logistico continuo (Verhulst)

Tentando tornar o modelo malthusiano mais abrangente e realistico, Pierre Fran-
cois Verhulst (1804-1849) propos, em 1838, altera¢oes no modelo levando em conta
as inibicoes naturais que toda populacdo normalmente sofre. Desta forma, o ntimero
de individuos no planeta teria um valor limite constante, quando o tempo cresce. Do
ponto de vista biologico e realistico, trata-se de um modelo mais significativo (BAS-
SANEZI, 2004).

O modelo de Verhulst (ou modelo logistico) tem a esséncia do modelo de Malthus,
com algumas modificacoes. Assim, considera a taxa de crescimento como sendo pro-
porcial & propria populagao em cada instante, porém a razao de proporcionalidade nao
¢ mais considerada constante e, sim, dependente da populacao e da capacidade suporte

do meio, conforme segue:
dP

dt
em que a(P) =r (%), r > 0 e K sendo o valor limite da populacao, também co-

— a(P)P(1), (4.25)

nhecido como capacidade suporte. Note que quando P — K a taxa de crescimento
a(P) — 0, ou seja, quando a populagao atinge seu valor limite, para de crescer. Subs-
tituindo a expressao de « na equagao (4.25) e considerando a populagao inicial com

valor Py conhecido, temos o modelo logistico classico:

P P
> _epl1- =
a ( K) (4.26)

P(O):Po

Note que P(t) = 0 e P(t) = K sao solugdes triviais da equacao diferencial dada
em (4.26), porém essas solugbes nao sao de interesse para o estudo, pois significam
que a populacao é inexistente ou sempre constante, o que nao reflete a realidade.
Vamos, portanto, encontrar a solucao nao trivial dessa equacao diferencial que pode

ser reescrita como:
1 dP

P(1-P/K) dt

Trata-se de uma equagao separavel. Integrando ambos os lados de (4.27), temos que:

/ﬁ = /rdt (4.28)

Para resolvermos a integral do lado esquerdo da igualdade em (4.28) inicialmente

(4.27)

vamos reescrever o integrando do lado esquerdo:

= . (4.29)
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Vamos usar o método das fragoes parciais. Para isso, devemos encontrar os valores

de duas constantes A e B tais que:

K A B
= ) 4.
P(K — P) P+K—P (4:30)
O lado direito de (4.30) é equivalente a:
A(K—P)+BP (B-A)P+AK (4.31)
P(K-P) P(K-P) '
Assim, de (4.30) e (4.31) temos a igualdade:
K (B— AP+ AK
= . 4.32
P(K - P) P(K - P) (4.32)
Portanto, A e B sao tais que:
AK =K
(4.33)
B —_ —

Da primeira equacao de (4.33), temos que A = 1. Substituindo esse valor na se-
gunda equacao obtemos B = 1.

Dessa forma, a integral do lado esquerdo de (4.28) é equivalente a soma:

dP dP
/?4— K_P—ln|P|—ln|K—P|+cl—ln

= P‘ + e, (4.34)

em que c; € uma constante.

Como a integral do lado direito de (4.28) é igual a rt + co, sendo ¢ também uma
constante, substituindo esse resultado e a expressao (4.34) em (4.28) temos a igualdade:

In K_P‘+clzrt+cgz>ln K_P‘:Tt—FC;g, (4.35)
em que ¢z = ¢y — ¢y.
Portanto, da expressao (4.35):
P
‘K — P‘ =% = cue, (4.36)

em que ¢4 = e*.
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Dessa expressao, temos que:

=ce" (4.37)

em que ¢ = *+¢y.

Se P(0) = P, podemos encontrar um valor para a constante c:

Py

= ) 4.38
‘T K-h (4.38)
Assim, podemos encontrar uma solugao para (4.37):
P K rt
=ce" = P = Kce" — Pce" = P(1+ce") = Kce"" = P = « (4.39)

K—-P 14 cert’

Dividindo o numerador e o denominador da fracao do lado direito da igualdade

(4.39) por ce™ obtemos:

K
Como * = K%OR), obtemos a solucao:
K PK
P(t) = 0 (4.41)

Eherit1  (K—R)e " +R

Essa fungao P pode ser representada pelas Figuras (4.6), quando Py < K, e (4.7),
quando Fy > K.
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¥

Figura 4.6: Curva Logistica - populagao inicial menor que a capacidade suporte.

Y

Figura 4.7: Curva Logistica - populagao inicial maior que a capacidade suporte.

4.3 Ajuste de curvas

Quando estamos estudando um fendémeno experimental que relaciona duas ou mais
variaveis e temos dados dessas variaveis, muitas vezes, é importante para o estudo ten-
tar identificar se existe relacao e qual ¢é essa relacao entre essas variaveis. Uma regressao
ou ajuste de curvas é um mecanismo que faz justamente isso. O ajuste é um recurso
que fornece uma relagdo funcional quando se tem uma relacdo estatistica. Quando
fazemos um ajuste, obtemos uma relacao funcional que comporta em seus parametros

(constantes dessa fun¢ao) qualidades ou significados proprios do fenomeno em estudo
(BASSANEZI, 2004).

Ao encontrarmos esses parametros, estamos interessados em saber se a funcao en-
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contrada descreve de maneira satisfatoria o fenémeno e com ela é possivel se fazer
previsoes de uma variavel dependente y quando a variavel independente x nao esta no
intervalo pesquisado. Um dos métodos mais usados para o ajuste linear de curvas é o
denominado “método dos minimos quadrados”. Esse método utiliza para esse ajuste a
condigao de que a soma (S) dos quadrados das distancias dos pontos a fungao procu-

rada seja minima.

Assim, por exemplo, quando a funcao que melhor ajusta os dados for da forma
y(z) = f(x;a,b) = a + bx.

o objetivo é encontrar os parametros a e b tais que a funcao S abaixo seja minima.

n

S(a,0) = [y — (a +bx:)]”. (4.42)

i=0
Como trata-se de uma fung¢ao polinomial de segundo grau, S é derivavel em todo
ponto (a,b) do sistema cartesiano e assume sempre valores maiores ou iguais a zero.
Quando a e b tendem ao infinito, S também tende ao infinito. Assim, S sempre assume

um valor minimo. Entao, os parametros a e b que minimizam S sao tais que:

0S

9 "

as
ab

Calculando a primeira derivada parcial, temos que:

=0

S =
— =0=-2) [y — (a+bx;)] =0, (4.43)
que é equivalente a
=2> a+2) b =2) u (4.44)
i=0 i=0 i=0
Dividindo ambos os lados de (4.44) por 2, temos que:

na + bi: x; = i: Y- (4.45)
i=0 i=0

Calculando a segunda derivada parcial, temos que:
65
= —2 Z (a + bz z; = 0, (4.46)

que é equivalente a

Qiaxi + Qi:b(xi)Q = 2§njccy (4.47)
=0 1=0 =0
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Dividindo ambos os lados de (4.47) por 2, temos que:

Z ax; + Z b(x;)* = Z Tl (4.48)
i=0 i=0 i=0
Assim, o sistema que temos que resolver é o formado pelas equacoes (4.45) e (4.48).

na+by " xi =" Y.
>

im0 i + Do b(2:)* = 30, ziyie
Se isolarmos a em (4.45), temos:

2zt 2uize®i (4.49)

n n

Substituindo (4.49) em (4.48), segue que:

Z?: Yi E?: T n n n
( o . Yoo i b (wi)? =Yg vy =

a =

n n

Do Ti D o ¥i — b (3, xi)Q + nb Z?:o(xz)z

n
n n 2 n n n
=b [” Zi:o(xi)2 — (im0 ™) ] =N 0Tl — Do Ti Do Yi =
_n D im0 Tili = Do Ti )i Vi
- n n 2 .
nY io(@i)? — Qi i)
Portanto, S(a,b) de (4.42) ser4 minima quando:

dicoYi bZ?:o Tigp=m Do Tili — Do TiD oY
- n n 2 '
n n n Zizo(xi)z - (Zi:O ;)

Exemplo: Determine a funcao que melhor representa a relacao entre as variaveis

= = Z?:o TiY; =

=b

a =

x: anos de estudo do trabalhador; e y: salario médio do trabalhador (em reais), cujos

dados sdo expressos na tabela abaixo':

z |y
6 | 1.000
8 | 1.200
10 | 1.450
11 | 1.500
12 | 1.620
14 | 2.000
15 | 2.020
16 | 2.210
18 | 2.500
20 | 3.000

10s dados sdo hipotéticos
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Para encontrarmos os parametros a e b, vamos acrescentar a essa tabela as colunas

2y, % e uma linha com as somas de cada coluna:

Y xy x
1.000 | 6.000 36
1.200 | 9.600 64
10 | 1.450 | 14.500 | 100
11 | 1.500 | 16.500 | 121
12 | 1.620 | 19.440 | 144
14 | 2.000 | 28.000 | 196
15 | 2.020 | 30.300 | 225
16 | 2.210 | 35.360 | 256
18 | 2.500 | 45.000 | 324
20 | 3.000 | 60.000 | 400
130 | 18.500 | 264.700 | 1.866

Calculando os parametros:

y_ 10 S0 T — oo Ti doiso Yi 10264700 — (130 - 18.500)  242.000

0 (22 — (N0 z)” 10 - 1.866 — 1302 = T1.760
137,5.
o e 18.500 130

= —137,5- —~ = 1.850 — 1. — 62,5,
= = 0 37,5~ 850 — 1.787,5 = 62,5

Assim a equacgao que descreve a relacao entre x e y é dada por:
y=62,54 137, 5z. (4.50)

Com ela poderiamos, por exemplo, calcular qual o salario previsto para uma pessoa

que tem 17 anos de estudos. Para isto, basta fazer x = 17 em (4.50):
y =62,54 137,517 = 2.400 reais.

E importante observar que a denominacao ajuste linear se refere a linearidade da,
funcao em relagao aos parametros que serao ajustados, a fim de que a funcao esteja
o mais proximo possivel dos valores experimentais. Portanto, o exemplo apresentado
acima, com uma func¢ao afim, é apenas ilustrativo do método. Observa-se também que
o método dos minimos quadrados se estende a funcoes nao lineares em relacao aos pa-
rametros, como ¢é o caso da func¢ao logistica, que nao ¢é linear em relagao ao parametro
r. Porém, nestes casos, os calculos se tornam bem mais complexos, dependendo de mé-
todos iterativos, que fogem dos objetivos deste trabalho. No entanto, existem algumas
estratégias de linearizacao dos problemas nao lineares que possibilitam a utilizacao do

raciocinio utilizado acima, como veremos na proxima se¢ao.
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4.3.1 O Ajuste linear do modelo logistico

Vamos agora utilizar o método dos minimos quadrados para fazer um ajuste linear
do modelo Logistico. Uma das formas de se fazer isso ¢ utilizar o método apresen-
tado por Silva(2010) em sua monografia de especializa¢do. Escolhemos esse método
por acreditarmos se tratar de um ajuste mais simples que os apresentados por outros

autores e nao menos eficiente.

Da equacao do modelo logistico (4.26) temos que:

Assim, podemos encontrar a e b utilizando o método dos minimos quadrados para
os pontos (P(t;),z(P)) de tal forma que:

1dP

emquer:ae—%:bouK:—%.

dP
Para determinarmos a derivada — vamos considerar duas avaliacoes aproximadas:
P(tiy) — Pt:).

5

dP
- diferenca finita para frente: %(tz) =g(t;) ==

Liy1 — 1
dP P(t;) — P(t;
- diferenca finita para tras: —(t;) = h(t;) := (t:) ( 1);
dt li—tia
t;) + h(t; : .
Usaremos a aproximacgao ¢(t;) = w que é a média entre as diferencas
t;
finitas para frente e para tras. Assim, a nossa fungao z sera dada por z(P) = 2(@ )) E
P(ti)

).

o método dos minimos quadrados sera realizado para ajustar os pontos (P(t;),

e,

(t:)
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Vamos entao fazer um exemplo: “Seguem os dados da quantidade de Vitorias Régias
em um grande lago, nos tltimos 12 meses. Sabendo que o crescimento desta popula-

cao ¢é logistico, determine o valor limite e a funcao que descreve o crescimento dessa

populacao” 2.

t; (meses)

P(t;)

11

ol

88

214

501

712

977

1.020

O ||| | Otk |W| N[~

1.031

—_
)

1.039

—_
—_

1.045

12

1.077

Vamos calcular o valor das funcoes g, h, ¢ e z para esses pontos:

t; (meses) | P(t) | gt) | () | o(t:) | =(P)
1 11 40 - - -
2 51 | 37 | 40 | 385 | 0,75490
3 88 | 126 | 37 | 81,5 | 0,92614
4 214 | 287 | 126 | 206,5 | 0,96495
5 501 211 | 287 249 | 0,49701
6 712 265 | 211 238 | 0,33427
7 077 | 43 | 265 | 154 | 0,15763
8 1020 | 11 | 43 | 27 |0,02647
9 1031 11 | 95 |0,00921
10 1039 s | 7 |0,00674
11 1045 | 32 | 6 | 19 |0,01818
12 1077 - 32 - -

20s dados sdo hipotéticos
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Como ajustaremos os pontos (P(t;), z(P)), vamos fazer uma nova tabela com essas

varidveis e com os calculos de P(t;) - z(P) e P(t;)?, necessarias no método:

ti | P(t)| 2P) [ Pwt)-2(P)] Pt)?
9 51 | 0,75490 38,5 2.601
3 88 | 0,92624 81,5 7.744
4 | 214 096495 | 2065 45.796
5 | 501 [0,49701 | 2490 251.001
6 | 712 [033427] 2380 506.944
7 | o7 015763 1540 054.529
8 | 1020 | 0,02647 27,0 1.040.400
9 | 1031 | 0,00921 9,5 1.062.961
10 | 1039 | 0,00674 7.0 1.079.521
11 | 1045 | 0,01818 19,0 1.092.025
Soma | 6678 | 3,69550 | 1030,0 | 6.043.522

Temos entao que:
~10-1.030 — (6.678 - 3,69550)

= —0,00091
10 - 6.043.522 — (6.6782) ’ ¢
a= 3’61%550 — (—0,00091) - 0.678 =0,97725.
Assim, temos que nossos parametros sao: r = a = 0,97725 ¢ K = —% = 1.073,9011

é o valor limite da populacao. Assim a funcao procurada é:

P — 1.073,9011 B 1.073,9011
( ) - (1.07?,19011 . 1) ¢—0,97725t +1 - 96,627376_0’97725t + 1

A situacao pode ser representada graficamente, com o auxilio do GeoGebra.

P(t)

1200

1000

1073,9011
P(t)= P 1 L
06,62737 -2 25 1]

0 2 4 & g 10 12
t{meses)

Figura 4.8: Ajuste Logistico do Problema - imagem produzida pelo autor.
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Assim, encerramos este capitulo com os modelos mateméaticos. No capitulo seguinte,
trataremos sobre o ensino das fung¢oes exponenciais e proporemos uma sequéncia de

atividades que julgamos serem importantes para o aprendizado do tema.






5 O ensino das funcoes exponenciais

Neste capitulo apresentaremos uma proposta para o ensino das fungoes exponenciais
para estudantes do Ensino Médio. Tendo em vista o que foi apresentado na introducao,
em especial sobre as dificuldades no aprendizado da Matematica e o que os trabalhos e
documentos oficiais dizem sobre o tema, procuramos propor uma estratégia alternativa
em que o aluno fosse sujeito ativo na construcao do seu proprio conhecimento. Para
isso, utilizaremos modelagem matematica, situagoes problemas bem contextualizadas

e recursos tecnologicos.

5.1 Atividade 1

Nesta atividade, os alunos resolverao 3 problemas. A ideia é que por meio da si-
tuacao apresentada, eles consigam escrever uma funcao que descreva o problema, ou
seja, os alunos usarao a modelagem para descrever matematicamente o problema. Os
problemas envolvem funcoes exponenciais, porém isso nao sera dito previamente aos

alunos, pois a construcao do conceito desse tipo de funcgao sera realizada posteriormente.

Problema 1: Um jovem de 15 anos recebeu ao final do ano R$ 500,00 referentes ao
décimo terceiro salario de seu emprego de jovem aprendiz. No inicio do ano seguinte,
ao ingressar no Ensino Médio, depositou todo o valor em uma caderneta de poupanca,
cujo saldo estava zerado. Supondo que o rendimento mensal de uma poupanca é de
aproximadamente 0,5% ao més e que ele nao efetuou nenhum outro depodsito nesta
conta, qual serd o capital desse jovem quando ele terminar o Ensino Médio, 36 meses
depois?

Nesta primeira situacao, os alunos provavelmente terao dificuldades em comecar a
modelagem. Nesse caso, sugerimos que o professor inicie com a turma o problema, de-
notando, por exemplo, por C(t) a fungao que descreve o capital ¢ meses apos o deposito
inicial. O professor entao pode escrever os primeiros valores para essa funcao e pedir
para que os alunos cheguem na funcao C' para que, posteriormente, possam calcular o
capital apos 36 meses.

79
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C(0) = 500.

C(1) = C(0) 4+ 0,005C(0) = 500 + 0,005 - 500 = 500(1, 005).

C(2) = C(1) + 0,005C(1) = 500(1, 005) + 0,005 - 500(1, 005) = 500(1, 005)2.
C(3) = C(2) + 0,005C(2) = 500(1, 005)2 + 0,005 - 500(1,005)2 = 500(1, 005)?.

Neste momento é importante o professor destacar que o tempo t esta se repetindo
no expoente de (1,005) e perguntar para os alunos, repetindo o mesmo raciocinio,
como seria a funcao C' apods t meses. Espera-se que os alunos cheguem na funcao:
C(t) =500 - (1,005)".

Com essa funcao, os alunos poderiam resolver o problema, calculando C' quando
t = 36:

C(36) = 500(1, 005)% ~ 598, 34.

Assim, quando se formar no ensino médio, o jovem terda em sua poupanca apro-
ximadamente R$ 598, 34. Para o cdlculo da poténcia (1,005)%¢, os alunos poderiam

utilizar uma calculadora cientifica, hoje presente na maioria dos celulares.

Embora o objetivo principal de um problema como este seja motivar o surgimento
da funcao exponencial a partir de uma situacao real, ele contribui também para reforgar
a importancia da Matemaética aos alunos, na medida em que propicia um conhecimento
util a ele. Ainda, permite que o professor aproveite a oportunidade para trabalhar al-

guns temas transversais, como educacao financeira, por exemplo.

Problema 2: Uma crianca, brincando de origami, pegou uma folha de papel e
comecou a dobra-la ao meio, sucessivamente. Ela percebeu que a cada dobradura o ni-
mero de partes em que o papel se dividia dobrava. Encontre uma funcao que descreva

a quantidade de partes em que o papel se divide apos n dobraduras.

Com a experiéncia da atividade anterior, espera-se que dessa vez os alunos consigam
resolver o problema sem grandes auxilios do professor. A ideia é a mesma do problema
anterior, ou seja, se denotarmos por () a quantidade de partes em que o papel se divide,

esperamos que os alunos utilizem o seguinte raciocinio:

Q0) =

Q)=Q(0)-2=1-2=2.
Q2)=Q(1)-2=2-2=22
QB)=Q(2)-2=22.2 =23,



Atividade 2 81

Assim, apoés n dobraduras, o papel se dividird em 2" partes.

Problema 3: Uma colonia de bactérias tem, inicialmente, 4096 organismos. Apos
a aplicacao de um antibiotico, verificou-se que a cada minuto, o nimero de bactérias
caia pela metade. Determine uma funcao f(t) que determina a quantidade f de bac-

térias ap6s t minutos.

Da mesma forma que nos problemas anteriores, os alunos vao modelar a situacao

pensando no que ocorre nos passos iniciais e generalizarao o problema, encontrando a

funcao:

£(0) = 4096.

f(1) = f(0) - 5 = 4096 - 3.

F(2) = f(1)- 1 =4096- 1.1 = 4096 (1)
F(3) = f(2)- 1 =4096- (1)* -1 = 4096 (1)

}(t) = 4096 (1)".

Logo, a fun¢do que descreve a quantidade de bactérias apés ¢ minutos é f(t) =
4096 - (3)".

Apos esses trés problemas, o professor deve questionar os alunos quanto as seme-
lhancas entre as trés situagoes, em especial, entre as trés funcdes encontradas. Espera-se
que os estudantes destaquem a presenca da varidvel em um expoente. Nesse momento,
o professor deve dizer que esse tipo de funcao, cuja variavel estd no expoente, é deno-

minada exponencial e formalizar sua defini¢ao.

5.2 Atividade 2

Nesta atividade, os alunos irao trabalhar com os graficos das fungoes dos problemas
da atividade 1 e o objetivo é fazer com que eles compreendam melhor o comportamento

das funcgoes exponenciais e as especificidades das situacoes apresentadas.

Antes da construcao, é importante o professor chamar a atencao de seus alunos
para o dominio a ser considerado nos trés casos. Apesar das trés funcoes terem como
dominio o conjunto dos reais, nao faz sentido, na vida real, calcula-las para valores
negativos.

Para a construcao dos graficos pode ser utilizado o software GeoGebra. Os proprios
alunos podem plotar os graficos das fungoes no software. Para isso, basta no campo

“entrada” (destacado em vermelho na Figura (5.1)) escrever a fung¢do cujo grafico quer
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construir. Caso queira ja restringir o dominio da funcao, basta colocar uma virgula,
apos a funcao digitada e colocar o intervalo que serd considerado. Por exemplo, para
a fun¢io do problema 1, deve ser digitado nesse campo “C(t)=500*(1.005)*, ¢ > 0".

Para uma melhor visualizagao do grafico, o professor pode orientar seus alunos que
Y
alterem a relagao entre os eixos, clicando com o botao direito do mouse e acessando a
op¢ao “Eixo X:Eixo Y”, como mostra a Figura (5.1).

77 GeoGebra = O >
Arguivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A U T @ @ "i._ X ABC | a2 . 1:1000
%' .7/7"#‘7*"7 i ¥ g L2 el i ¥ 4%. 1:500
¥ Janela de Algebra A | ¥ Janela de Visualizagao 1:200 | Al|
& 1:100
150
- 1:20
f L,
1:h
4_
ko]
e 11
3_
21
o] oA |
Janela de Visualizacio 101
20:1
_I_ Eixos
| 50:1
| Malha
| = 100:1
E— Barra de Mavegacao ; . : .
-4 -3 2001 5 G
&, Zoom 3 5001
EixoX : EixoY 3 10001
Exibir Todos os Objetos '
Visualizacdo Padrio Ctri+M

53 | 1,2 Janela de Visualizacdo ...
W Entrada:|C(t) = 500* {1.005)°t, t=0 I ' -

Figura 5.1: Construindo graficos de fun¢ées no GeoGebra.
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Nas Figuras (5.2), (5.3) e (5.4) sao apresentados os graficos das fun¢oes dos proble-

mas 1, 2 e 3, respectivamente, construidos no GeoGebra.

1000 A
200 4
500 A
a0l C(t) = 500-1.005', (t>0)

200 A

0 20 40 &0 =0 100 120 140 160

Figura 5.2: Grafico do problema 1 - imagem produzida pelo autor.

100 4

204

B0 A

Q(n) = 2", (n=0)

201

Figura 5.3: Grafico do problema 2 - imagem produzida pelo autor.

A partir da construgao do gréfico, o professor deve mediar uma discussao entre os
alunos com algumas questoes, como:
1) Qual a semelhanga entre os gréficos dessas fungoes?
2) Por que sera que a fungao do problema 3 decresce ao longo do tempo ao contrario
do comportamento das outras?



84

O ensino das fun¢oes exponenciais

tinuidade das curvas, o fato de, em um dos lados, a curva se aproximar sem nunca

tocar o eixo das abscissas e o crescimento ou decrescimento muito rapido que ocorre

3000 4

f(t) = 4096 (2] . (£>0)

2/

il
2000 4 X

1000 -

Figura 5.4: Grafico do problema 3 - imagem produzida pelo autor.

Espera-se que com a visualizacao gréafica, o professor chame a atengao para a con-

em funcoes como essas.

nencial influencia em seu comportamento. Ou seja, quando a base é uma fracao entre

0 e 1, a fungao vai decrescendo ao longo do tempo e o oposto ocorre quando a base é

Na questao 2, esperamos que os alunos percebam que a diferenca na base da expo-

positiva maior que 1.

Assim, o professor encerraria essa atividade em que introduziu as propriedades des-

sas funcoes.
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5.3 Atividade 3

Essa atividade de cardter exploratorio-investigativo, tem como objetivo principal
fazer com que os alunos compreendam as principais propriedades e caracteristicas das

fungoes exponenciais.

Primeira Etapa: O professor entregara aos alunos uma folha com as seguintes

tabelas a serem preenchidas, com o auxilio de uma calculadora ou do LibreOffice Calc.

e | (=2 oz (0] oz |3 2 | D) x| 17| x |20 x |37
-2 -2 -2 -2 -2 -2 -2
1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-0,5 -0,5 -0,5 -0,5 -0,5 -0,5 -0,5
0 0 0 0 0 0 0
0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
1 1 1 1 1 1 1
1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5
2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3
4 4 4 4 4 4 4
) ) 5 d 5) 5 d

Segunda Etapa: A partir disso o professor iniciard uma discussao com os alunos,
levando-os a perceber as caracteristicas e propriedades das funcdes exponenciais. Se-
guem algumas sugestoes de questoes que o professor pode fazer:

- O que ocorreu quando a base foi negativa?

- O que ocorreu quando a base foi 17

- O que ocorreu quando a base foi 07

- O que ocorreu em todas as tabelas, em z = 07

- Com excegao da primeira tabela (com base —2) em alguma outra vocé encontrou um
resultado negativo?

- O que vocés notaram de diferente entre as tabelas com bases 2 e %? E com as bases

19
3e3.

Espera-se que nas trés primeiras questoes, os estudantes percebam dos problemas
que ocorrem quando a base é negativa, 0 e 1. Na quarta pergunta, os alunos deverao

notar que, em todas as tabelas, em z = 0 a funcao resultou em 1 e, portanto, esse
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ponto esta em todas as fungoes exponenciais. Na pentltima questao, os alunos deverao
notar que a imagem da funcao é sempre positiva e na ultima espera-se que seja com-
preendido o crescimento da fungio (quando a base é maior que 1) e o decrescimento
(quando a base ¢ um nimero entre 0 e 10. Assim, espera-se que os alunos observem as

propriedades das fungoes exponenciais e entendam seu dominio e imagem.

Terceira Etapa: O professor pedird para os alunos contruirem no GeoGebra uma
fungao f(z) = a®. Assim que colocarem essa fungao na entrada do programa, o proprio
software perguntara se o usuario quer criar um controle deslizante para “a”. O professor
deve pedir para que os alunos aceitem essa sugestao do programa. A seguir, os alu-
nos com o auxilio desse controle deslizante, vao observar o que ocorre com o gréafico da
fungao quando a base é: negativa, 0, fracionéria (entre 0 e 1), 1 e maior que 1 e assim se-

ria possivel verificar se as conclusoes que eles chegaram na segunda etapa se confirmam.

f(x) = 1* fx) = 2

Figura 5.6: Figura da animacgao do GeoGebra - Atividade 3.

Apos essa atividade, cabe ao professor formalizar as propriedades das funcgoes expo-
nenciais. Com a definicao e as propriedades das exponenciais formalizadas, o professor
ir4, nas atividades a seguir, apresentar outras situagoes em que esse tipo de funcao
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aparece.

5.4 Atividade 4

Primeira Etapa: O professor deve iniciar a atividade apresentando o niimero ir-
racional e, falando um pouco sobre a sua historia (como na se¢io 2.2), seu valor, a
funcao e®, sua importancia nas mais diversas areas do conhecimento e seu gréfico e a

sua inversa [n(z) (mais informacoes podem ser encontradas na segao 3.5).

Segunda Etapa: A seguir, sera apresentado o seguinte problema aos alunos (adap-
tado de Lima (2009)): “Num castelo inglés existe uma velha mesa redonda de madeira
que muitos afirmam ser a famosa Tévola Redonda do Rei Artur, soberano que, supos-
tamente, teria vivido no século V. Por meio de um contador Geiger (instrumento que
mede radioatividade) constatou-se que a emissao de radiagoes de carbono 14 na mesa
¢ 0,897 vezes a emissao de um pedago de madeira viva com o mesmo peso da mesa.
Sabendo que a fun¢ao que descreve a atividade C' de C-14 em funcao do tempo ¢, em

um material que perdeu a vida a t anos atras ¢ dada por: C(t) = Cye 000121t

, em que
Cy é a atividade de C-14 do material com vida. Verifique se a mesa em questao pode

ou nao ser a Tavola Redonda do Rei Artur”.

Aqui vale uma observagao: como os estudantes, nesse nivel de ensino, nao possuem
as ferramentas matematicas para encontrar a func¢ao, ela serd somente apresentada.
Admitiremos também que os alunos ja tenham conhecimento dos logaritmos e suas
propriedades e, caso o professor ache necesssario, deve fazer uma revisao prévia sobre

0 assunto.

Para resolver a questao o aluno utilizara a funcao apresentada e encontrara a solucao

de uma equagao exponencial na variavel ¢, como mostrado a seguir.

C(t) — 006_0’000121t = % — 6—0,000121t = 6_0’000121t — 0’ 897. (51)
0

Para resolver essa equagao (5.1) deve-se aplicar o logaritmo natural nos dois lados

da equacao e utilizar uma calculadora cientifica:
In(e=%0001218) — 1 (0,897) = —0,000121¢ = —0, 108699 = t ~ 898,34 anos .
Assim, a mesa nao pode ser a Téavola Redonda do Rei Artur, pois para tal ela

deveria ter mais de 1.500 anos.

Nas atividades seguintes, como aplicacao das fun¢oes exponenciais e servindo de

motivacao aos alunos, o professor apresentara os modelos matemaéticos para calculos
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de crescimento populacional.

5.5 Atividade 5

Primeira Etapa: O professor deve comentar um pouco mais profundamente sobre
modelagem matematica (como a introducao do capitulo 4) e apresentar inicialmente o
modelo Malthusiano continuo e sua funcao para descrever o crescimento de uma po-
pula¢do P ao longo do tempo t: P(t) = Pye™ (mais informagoes sdo encontradas na
segao 4.2.2).

Segunda Etapa: Com o auxilio de calculadoras cientificas ou de um software de
planilhas como o LibreOffice Calc, os alunos calcularao as previsoes para a populacao
brasileira de acordo com o modelo malthusiano, completando a tabela abaixo (em ne-
grito estao as respostas esperadas dos alunos). Para isso, eles podem usar a populagao
de 1940 (41,236 milhdes de habitantes) como populacao inicial e o = 0,03. Eles podem
também plotar, utilizando o GeoGebra, a funcao do modelo e comparar com os valores

do IBGE, colocando-os como pontos do gréfico.

Ano | t | Dados do IBGE (milhoes de hab) | Modelo (milhdes de hab)
1940 | O 41,236 —

1950 | 10 51,994 55,663

1960 | 20 70,992 75,137

1970 | 30 93,139 101,424

1980 | 40 119,003 136,908

1991 | 51 146,825 190,435

2000 | 60 169,799 249,463

2010 | 70 190,733 336,740

2020 | 80 — 454,552

A seguir o professor mediard um debate entre a turma sobre o quanto o modelo
conseguiu ou nao ajustar os dados reais. Além disso, o professor deve questionar a
turma se esse tipo de modelo (com crescimento ilimitado) realmente é o mais correto
para um problema como esse da populacao no Brasil. Na sequéncia, o professor ira
falar da existéncia do Modelo de Verhulst e sua caracteristica (possui um valor limite)

que sera o foco de uma atividade seguinte.
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P(t) = 41.236 0%
200 4

150 1

100

Figura 5.7: Grafico do GeoGebra - Atividade 5.

5.6 Atividade 6

Essa atividade tem como objetivo apresentar o modelo de Verhulst (Logistico) para

os alunos.

Primeira Etapa: O professor apresentara com mais detalhes o modelo de Verhulst,

suas caracteristicas, sua fungao e seu grafico (como esta na sec¢ao 4.2.3).

Segunda Etapa: O professor falara sobre o ajuste de curvas por meio do método
dos minimos quadrados e apresentara as formulas de acordo com o Método de Silva
(2010). Como as dedugoes das formulas necessitam de ferramentas mais complexas
de Calculo Diferencial, recomendamos que as formulas sejam apenas apresentadas aos
alunos. Apos a apresentacao das formulas é importante o professor apresentar um
exemplo para que o método fique mais claro (mais informagoes sao apresentadas na

se¢ao 4.3).

Terceira Etapa: Com o auxilio de um programa de planilhas como o LibreOffice
Calc, os alunos farao uma rotina que faga o ajuste logistico, de acordo com o método de
Silva, apresentando os parametros, um esboco da fun¢ao e o valor limite da populacao.
Uma sugestao ¢ a que segue na Figura (5.8) (maiores informagoes sobre como ela foi
confeccionada podem ser encontradas no apéndice B).
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Quarta Etapa: Com essa planilha pronta, os alunos fariam o ajuste logistico para
os dados da populagao brasileira, mundial,entre outros. Sugere-se que antes da aula o
professor peca para que os alunos tragam esses dados, o que pode ser feito em grupos

também. Com o ajuste realizado, os parametros sao determinados e o gréfico pode ser

E [ & T 6 ]

A
1 | Ano Populagio
2
3
4
5
[
7
|
Tl
o
I
12
ER
= |
= |
i
i |
19
3
21 Populacio Inicial (P )
E Populagio Limite (K):
23

Populacan

0
#DIV/0!
#DIV/0!

12

10

Ajuste Logistico da Populacdo

2 4 B ]

tempo (em anos)

10

12

Figura 5.8: Imagem produzida pelo autor - Atividade 6.

feito, como na Figura (5.9).

A B s [ ] 3 \ F [ G [ H
1 |Ano Populacio !
2111950 LN Ajuste Logistico da Populagdo
3 1960  70.992.343
Bl 1570 93.139.037 300000000
5 [1980] 119.002.706
6 |1991| 146.825.475 250000000
7 [2000] 169.799.000
8| 200000000
_9 | 2
10 & 150000000 -
5 =
12 o 100000000
E
T 50000000
15 |
16 | 0 T
7| 1900 1950 2000 2050 2100 2150 2200 2250
18 tempo (em anos)
o]
. | |
21 Populagdo Inicial (P,) 51.944.397 |
"22 | Populagdo Limite (K): 257.887.936,22 |
| ;| 0,0401185272 |
T4 | | |

Figura 5.9: Imagem produzida pelo autor - Atividade 6.
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5.7 Atividade 7

Essa atividade tem como objetivo fazer com que os alunos compreendam a diferenca
entre uma funcao exponencial e uma fun¢ao poténcia, a fim de minimizar as frequentes

confusoes entre elas.

Primeira Etapa: Assim como na atividade 3, nesta etapa o professor entregara
aos alunos uma folha com as algumas tabelas a serem preenchidas (as respostas espe-

radas estao destacadas):

x | x2| 2° x| x? 3" x | xt 4%
214 |1/4||-2| -8 |1/9]||-2]| 16 | 1/16
1)1 |1/2(-1] -1 ]1/3]||-1| 1 1/4
00 1 0 1 0 1
111 2 1 1 3 1 1 4
21 4 4 2 9 2| 16 16
319 8 3127 | 27 3] 81 64
4116 | 16 41 64 | 81 4 | 256 | 256
5125 | 32 511251243 || 5 | 625 | 1.024

Segunda Etapa: Novamente, sera feita uma discussao para que os alunos, ob-
servando as diferencas de valores encontrados nas colunas adjacentes, percebam que

tratam-se de funcoes completamente distintas.

Terceira Etapa: Os alunos contruirao um grafico no GeoGebra para cada uma das
tabelas, plotando na mesma tela as funcoes exponencial e poténcia correspondentes e
espera-se que entao fique ainda mais nitida a diferenca entre as funcoes.
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] ]
f(x) = =2

5

4 4

3 A f(x) = x

2 2

Blx) =2
4 3 5 1 0 1 3

Figura 5.10: Graficos do GeoGebra - Atividade 7



6 Consideracoes finais

As atividades propostas sao apresentadas de forma que os alunos participem na
construcao dos conceitos, antes de suas formalizacoes. Esse tipo de proposta vem de
encontro com as dificuldades apresentadas na introducao do trabalho. O professor de
Matematica precisa buscar alternativas para que o processo de aprendizagem da disci-

plina se torne mais efetivo.

Acreditamos que propostas como essa, que colocam o aluno como agente atuante
do seu conhecimento, sejam mais significativas aos estudantes. Além disso, os recursos
utilizados nas atividades (contextualizagao, softwares e modelagem matemética bus-
cam fazer com que o aluno perceba que a Matemética estd diretamente inserida em

seu cotidiano e, por isso, seu aprendizado é importante para a sua vida.

Esperamos que as atividades possam ser utilizadas nas salas de aula de Ensino Mé-
dio do pais. Algumas delas, se adaptadas, podem ser utilizadas em aulas de disciplinas
de graduacao, como Pré-Célculo e Calculo Diferencial e Integral I, por exemplo, onde se
constata grande dificuldade dos alunos com a funcao exponencial. Observa-se também
que as atividades que evidenciam as propriedades de crescimento ou decrescimento e
bijetividade da funcao exponencial podem também ser utilizadas no ensino de equagoes

e inequagoes exponenciais, auxiliando graficamente na compreensao destes conceitos.

Desta forma, espera-se que o trabalho possa contribuir tanto para o aprendizado

de alunos e professores, quanto ja contribuiu para o do autor.
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A Equacoes diferenciais ordinarias de

primeira ordem

Muitas das leis que ditam o comportamento do mundo fisico sao relagoes envol-
vendo a taxa segundo a qual as coisas acontecem. Em liguagem matemaética, relagoes
sao equacoes e taxas sao derivadas. Assim, equagoes diferenciais sao equacoes que
contém derivadas (BOYCE, 2006).

Uma equacao diferencial pode depender de uma tnica variavel independente ou de
varias. No primeiro caso, a equagao é denominada equagao diferencial ordinaria (EDO)
e no segundo, equacgao diferencial parcial. Quando as derivadas da equacao sao todas
de primeira ordem, dizemos que a EDO também é de primeira ordem. Por exemplo, a

dy __

equagao ¢t = —ay + b & uma EDO de primeira ordem. Generalizando, uma equagao

diferencial de primeira ordem pode ser escrita na forma:

Y= flt) (A1)

Qualquer fungao diferenciavel y = ¢(t) que satisfaga essa equagdo para todo t em
algum intervalo é dita uma solucao. Resolver uma equagao diferencial é determinar se
tais funcoes existem e, caso existam, utilizar um dos diversos métodos conhecidos para
encontra-las (BOYCE, 2006).

Se a fungdo f na equacao (A.1) depende linearmente da variavel y, entao a equagao
(A.1) é classificada como linear. Generalizando, uma equagao linear de primeira ordem

sempre pode ser escrita na forma:

dy

=ty = g(t). (4.2)

em que p e g sao fungoes dadas da varidvel independente t.
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100 Equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem

O exemplo apresentado anteriormente (‘Z—?j = —ay +b) ¢é linear. Podemos reescrever

essa equacao, fazendo algumas manipulacoes matematicas:

@:—ay+b:>@:—a(y—b/a)ﬁydg/:/ta:

dt dt
Integrando os dois lados dessa equacao em relacao a t, obtemos:
Inly —b/al = —at + k,

em que k é uma constante arbitraria.

Assim, com mais algumas manipulacoes matematicas, conseguimos resolver a equa-
Gao:

Inly—b/al| = —at+k = |y—bja| = e - e" = y—bja=te % " =y =b/a+ce ™,

em que ¢ = +e* também é uma constante arbitraria.

Infelizmente, esse método nao pode ser usado em todas as equacoes lineares. A

equagao (A.2) por exemplo, necessita de outras técnicas para ser resolvida.

A.0.1 Meétodo dos Fatores Integrantes

Esse método consiste em encontrar uma fungao u(t) denominada fator integrante
tal que, quando multiplicamos a equacao diferencial linear por essa funcao, encontra-
mos expressoes que sao derivadas de outras funcoes particulares conhecidas e assim,

através de integragoes, a equacao pode ser resolvida.

Exemplo A.1. Para resolver a equacao diferencial linear:

dy
27 49y = 23t A.
dt+ Yy e (A.3)

iniciaremos multiplicando (A.3) por u(t):

u(t)j—i +2u(t)y = 2u(t)e™. (A.4)

Devemos entao encontrar y(t) para que a expressao a esquerda do sinal de igualdade
em (A.4) seja a derivada de uma funcao conhecida. Note que a primeira parcela dessa

expressao é parte da derivada do produto de u(t)y, cujo resultado é:

2 eyy) = iy 4 20, (A5)
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Comparando a expressao a esquerda do sinal de igualdade de (A.4) e o resultado

de (A.5), observamos que d’;—gt) deve ser igual 2u(t). Ou seja:

du(t) /i _
o= (A.6)

Integrando ambos os lados de (A.6), obtemos:

In|u(t)] = 2t + k, (A7)

em que k é uma constante arbitraria.

Assim, com algumas manipulacdes mateméticas, obtemos:

()| = e* - e = u(t) = £e¥ - e* = u(t) = ce*, (A.8)

em que ¢ = +eF também ¢ uma constante arbitraria.

Como nao precisamos de fator integrante mais geral, podemos escolher ¢ = 1 na
equagao (A.8) e usaremos o fator integrante p(t) = e*. Substituindo em (A.4), obte-

mos:

d
eztd—i + 2e*y = 2e™. (A.9)

Como ja queriamos, o lado esquerdo do sinal da igualdade de (A.9) é a derivada de

e?y. Assim, podemos reescrever essa expressao como:

%[e%y] = 2¢™. (A.10)

Integrando ambos os lados dessa equagao, temos que:

2 5t
ey = % +C. (A.11)

Portanto, a equagao geral da equacgao é:

2 3t
Yy = % + Ce™2,
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Exemplo A.2. Utilizaremos o resultado do exemplo (A.1) para resolver a equagao

abaixo: p
d—i +ay = g(t). (A.12)

Como no exemplo anterior, devemos encontrar p(t) tal que:

dy

)+ an(t)y = p(t)g(t). (A.13)

Novamente, vamos comparar o lado esquerdo de (A.13) com a derivada de wu(t)y.

Assim, de maneira analoga, encontramos:

u(t) = e™. (A.14)

Substituindo (A.14) em (A.13) obtemos que:
d at at
eyl =e"g(t). (A.15)

Integrando ambos os lados, obtemos:

ey = /e‘”g(t)dt. (A.16)

Assim, podemos encontrar uma solucgao geral:

t
Yy = e_“t/ e g(s)ds + ce™™, (A.17)

to
em que ¢ é uma constante arbitraria.

Note que utilizamos s para denotar a variavel de integracao para diferencia-la da
variavel independente ¢ e o limite inferior dessa integracao serd um valor conveniente

denotado por ty.

Vamos utilizar os resultados dos exemplos (A.1) e (A.2) para encontrar um resultado
geral para o fator integrante p(t) e para a solugao geral y da equagao (A.2), uma equagao
diferencial linear qualquer
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dy
— t)yy = g(t).
o TPty =9g(t)
Seguindo a mesma linha de raciocinio dos dois exemplos anteriores, pu(t) sera tal
que:
dp(t)/dt
ST ). A.18
S =00 (A1)

Assim, temos que uma expressao geral para o fator integrante de uma equacao

diferencial linear é dada por:
pu(t) = el PO (A.19)

Em relacao a solucao geral, temos pelos exemplos anteriores que:

S lu(ty) = n(t)g(0) (A.20)

Integrando ambos os lados, obtemos:

u@yz/uwﬂwﬁ+a (A.21)

Obtemos assim uma expressao geral para a solucao de uma equagao diferencial

linear:

yzﬁ%Llu@ﬂ@ﬁ+%- (A22)

Novamente, denotamos a variavel de integracao por s para diferencia-la da variavel
independete t, o limite inferior ¢, deve ser escolhido convenientemente e ¢ é uma cons-

tante arbitraria.

Exemplo A.3. Para obter a solucdo geral da equacao abaixo, sabendo que y(0) = 3

dy
— 4+ 2ty =t
0t + 2ty

usamos, do resultado anterior, que u(t) = el pt)dt, Logo, para esse exemplo:

u(t) — el 2tdt — ot*
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Multiplicando toda a equagao por p(t) temos que:

d
eth—ZZ + 26t2y = te!’

que é equivalente a:

d t2 o t2
E[e y] = te'.

Assim: )
eto = /tetzdt = §€t2 +c.

Logo, a solucao ¢ da forma:

Substituindo a condi¢ao inicial y(0) = 3 em (A.26) temos que:

1 5
3=—-+ce" =>c=_.
2—|—ce c 5

Substituindo (A.27) em (A.26) obtemos a solu¢ao do problema:

— 1 _ §€—t2
Iy=573°

A.0.2 Equacoes separaveis

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

Na secao anterior, apresentamos como resolver equacoes diferenciais lineares. Mas

e se a equacao nao for linear, existe uma maneira universal, um tnico método capaz de

resolver qualquer equacao? A resposta é nao. Porém, existem alguns tipos especificos

de equagoes que tém sim seus métodos proprios de resolucao. Nesta secao apresenta-

remos um destes tipos: as equacoes separaveis.

Uma equagao diferencial qualquer

dy
E_f(tay)

pode sempre ser escrita na forma:

d
G@w+H@w£=0

(A.28)
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Isto pode ser feito, por exemplo, se definirmos G(t,y) = —f(t,y) e H(t,y) = 1, mas
podem exister, também, outras formas, dependendo da equacao (BOYCE, 2006).

Quando a fun¢ao G depende apenas de t e a fungado H apenas de y a equagao (A.28)
torna-se:
dy

G(t) + H(y) ) = 0. (A.29)

Essa equacao é denominada separavel, pois, com algumas manipulagoes matema-

ticas, pode também ser escrita como:

G(t)dt + H(y)dy = 0. (A.30)

Assim, as parcelas envolvendo cada uma das variaveis podem ser separadas pelo
sinal de igualdade. Mas como resolver esse tipo de equacao? Sejam as funcdes M e N
primitivas, respectivamente, a G e H, ou seja M'(t) = G(t) e N'(y) = H(y), temos na
equacao (A.29):

d
M'(t) + N’(y)d—i = 0. (A.31)
Pela Regra da Cadeia,
MY~ L) (A32)
P = a W '

Logo, podemos reescrever a equagao (A.31) como:

d

LM () + N(y)] = 0. (4.33)

Integrando ambos os lados dessa equacao, obtemos:

M(t)+ N(y) = c, (A.34)

em que ¢ é uma constante arbitraria. Qualquer funcao diferenciavel y = ¢(t) que sa-
tisfaga a equagdo (A.34) é solucao da equagao (A.29).
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Exemplo A.4. A equagao abaixo, sob a condigao inicial y(0) = 4,

dy

at vy
pode ser reescrita como:

dy _

A
Y

Integrando ambos os lados, obtemos:

(A.35)

(A.36)

(A.37)

Se multiplicarmos a equagao (A.37) por 2 e denominarmos k = 2¢ uma constante,

temos:
Y2+t =k

(A.38)

Vamos agora utilizar a condigao inicial y(0) = 4 para determinarmos o valor de k:

224+02=k=k=16.

Logo, as solugoes da equagao (A.35) sdo as fungoes y = ¢(t) que satisfazem a ex-

pressao: y* + 2 = 16.

Exemplo A.5. Para a equagao abaixo, sob a condi¢ao inicial y(1) = 1,:

dy

(1+t)%:

Y

temos que, integrando ambos os lados de (A.39)

Inlyl =In|l +t| +c=>y=e"M. e = y= |14t - = y=%e(1+1).

Seja uma constante k = te‘,chegamos em:

y=k(1+1).

Substituindo a condigao inicial y(1) = 1 em (A.41) obtemos:

(A.39)

(A.40)

(A.41)
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l=k-(1+1)=>k=-.

Logo, para que que para uma func¢ao y = ¢(t) seja solugao de (A.39) deve satisfazer

. 1
a expressao: y = 5(1 +1).






B Rotina no LibreOffice Calc para o

ajuste Logistico

O ajuste apresentado segue a técnica detalhada no item (4.3.1) Nas colunas A e B
da planilha 1 devem ser lancadas as informacdes sobre o ano, e a respectiva populacao,
da cidade, estado ou pais considerado no estudo. Como os censos sao feitos a cada
década, nao ha muitas medidas, por isso, escolhemos por utilizarmos as populagoes
de seis censos. Entao, para uma apresentacao melhor, colocamos bordas nessas duas

colunas.

ool

3

H

o

=

&

sl

B

G

B

Ay
;‘E

# || Planilhal § Planilha2

Figura B.1: Imagem produzida pelo autor.

Na planilha 2, Colocamos na coluna A o tempo (t) em anos iguais ao da primeira
aba, ou seja, na célula A2 da segunda aba, colocamos “=Planilhal.A2” e repetimos o
mesmo até a célula A6. Na segunda coluna, colocamos a populagao (P) iguais também
aos da primeira aba, ou seja, na célula B2 dessa aba, atribuimos “=Planilhal.B2”. Nas
colunas seguintes deverao ser lancadas as expressoes das func¢oes utilizadas nos calcu-

los, ou seja, g, h, ¢ e z. Lembrando que:
P(tiy1) — P(t;
g(tz) — ( +1) ( )

5

tiy1 — 1
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110 Rotina no LibreOffice Calc para o ajuste Logistico

s
gli; i
e
“P)= Py

Desta forma, como os valores da funcao ¢ vai na coluna C da planilha 2, na cé-
lula C2, colocamos “= (B3 — B2)/(A3 — A2)” e repetimos essa ideia até C6 (“C6 =
(B7T—B6)/(A7—A6)"). Como as células B8 e A8 nao sao preenchidas, nao faria sentido
usarmos o mesmo raciocinio para C7. A mesma ideia serve para D2, como a funcao h
usa os dados anteriores nao faz sentido preenchermos essa célula. Assim preenchemos
a coluna D (em que estd a fungao h) de 3 a 7, com “D3 = (B3 — B2)/(A3 — A2)” e o

mesmo raciocinio nas demais.

Como a fun¢do ¢ (a ser colocada na coluna E) é a média entre g e h, nao fazia
sentido usarmos as linhas 2 e 7, por falta de uma delas em cada linha. Assim, a coluna
E foi preenchida de 3 a 6, com “E3=MEDIA(C3:D3)” e assim por diante nas demais
células dessa coluna. A coluna F foi também preenchida apenas de 3 a 6, por z se
tratar de um quociente de ¢ e P, assim “F3 = E3/B3” e arrastamos também essa

formula para as linhas 4, 5 e 6.

Como devemos fazer o método dos minimos quadrados para P e z foram incluidas
as colunas P-z e P?, em G e H, respectivamente, e uma linha com as somas das colunas
(linha n° 8). Para as somas utilizamos apenas as linhas em que ha dados de z, ou seja,
de 3 a 6, assim “B8 = SOM A(B3 : B6)” e arrastamos essa formula para as colunas F,
G e H.

Acrescentamos ainda as colunas b, a, v, K e Fy em J, K, L, M e N, respecti-
vamente. Em J2 colocamos a formula de b do método dos minimos quadrados, ou
seja, “J2 = (4% G8 — (B8 x F'8))/(4 x H8 — (B8 x BY))”. Fizemos o mesmo em K2
(“K2 = F8/4— J2x(B8/4)”). Do nosso método sabemos que r = a, logo “L2 = K?2"
e K = —a/b, portanto, “M2 = —K2/J2”. Como Py é a populagdo inicial, “N2 = B2".

Para a confeccao do grafico, ainda na planilha 2, colocamos nas colunas P e Q os
valores do tempo t e da populacdo estimada com o ajuste P’. Para as primeiras linhas
de t repetimos os 6 valores conhecidos, ou seja, “P2=A2” e assim sucessivamente até
P7 e apos isso fomos acrescentando de 1 em 1 até a linha 207 para que tivéssemos
mais 200 medidas além das conhecidas. Para a coluna (Q usamos a funcao logistica.
Como os valores necessarios r, K e P, encontram-se respectivamente em L2, M2 e
N2, tomamos o cuidado de fixarmos essas células nas formulas da coluna Q, usando

L$2, M$2 e N$2. Assim, entre as linhas de Q s6 havera variacdo do tempo ¢ (coluna
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Figura B.2: Imagem produzida pelo autor.

P). Portanto, “Q2=(M$2*N$2) /((M$2-N$2)*EXP(-L$2*(P2-A$2))+N$2)” e repetimos

a mesma ideia para as demais linhas dessa coluna.

e . e

[t T wm [

Z(P)

#DIV/0!
#DIV/0!
#DIV/0!

|‘°|°°|”‘“‘“"M”|“HJ

=

i~}

e}

=

o

=

2

@

I3

A
3

#DIv/ol

£DIV/0Y]

Pz

#DIV/0l

#DIv/o!
#DIv/0!
#DIV/0!

£DIV/0!]

oo oo

o

b a r K PO
SDIV,"G!_ #DIV/0! #DIV/0! #DIv/0! o

#0100
#DIv/0!
#DIv/0!
#DIV/0!
#DIv/o!
#DIv/0!
#DIv/0!
#DIv/0!
#DIV/0!
#DIv/0!
#DIv/0!
#DIV/0!
#DIv/o!
#DIv/0!
s #DIv/0!
#DIv/0!
#DIV/0!
#DIv/0!
13 #DIv/0!
#DIV/0!
15 #DIv/o!
#DIv/0!
#DIv/0!
#DIv/0!
18 #DIV/0!
#DIv/0!

EY) sonint

LR T N A=A =T =R =R =A='

i |

-
-

# [ Planilhai || Planilha2_|

Figura B.3: Imagem produzida pelo autor.

Voltando a planilha 1, acrescentamos as informacoes dos parametros P, K e r,
calculados na planilha 2, nas células B e C 21, 22 e 23. Além disso, acrescentamos um
diagrama de dispersao, usando como intervalo de dados as colunas P e ) da planilha
2, entre as linhas 2 e 207 e editamos o grafico inserindo titulo e rotulo nos eixos.

A rotina esta pronta. Quando colocamos os dados da populacao brasileira, por
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Rotina no LibreOffice Calc para o ajuste Logistico
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Figura B.4: Imagem produzida pelo autor.

exemplo, a planilha faz todo o ajuste, como nas imagens abaixo.
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Figura B.5: Imagem produzida pelo autor.
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Figura B.6: Imagem produzida pelo autor.
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