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Resumo

No ensino da matematica um dos assuntos mais desafiadores aos alunos do Ensino
Médio é o de funcoes exponenciais e logaritmicas, sendo que grande parte dos alunos
possuem dificuldades de compreensao e resolucao dos exercicios propostos. Dessa ma-
neira o trabalho em tela tem como objetivo precipuo o ensino de funcgoes exponenciais
e logaritmicas, visando apresentar aos docentes a possibilidade de ensinar o contetido
de maneira mais atrativa e acessivel aos seus alunos. Para tanto, a pesquisa se valeu
de levantamento bibliografico e documental acerca da tematica abordada. Salienta-se
que ao iniciar o ensino de fungoes é preciso fazer um resgate histérico do contetdo,
buscando desvelar suas origens. Posteriormente o trabalho traz as concepgoes do tema
segundo os documentos oficiais. A fim de concretizar o estudo trabalha-se com o uso
das definicoes aritméticas e geométricas, pois sao fundamentais para o entendimento
das func¢oes, e também com situagoes problema contextualizadas, buscando envolver os
alunos no processo de ensino aprendizagem promovendo o levantamento de hipoteses e
consolidando a aprendizagem. Essas situacoes problemas serao difundidas por meio de
atividades propostas nas quais pretende-se explorar a caracterizacao da funcao logarit-
mica e exponencial, buscando relaciona-las ao contexto do educando, em situagoes que
poderiam ocorrer em seu cotidiano, para isso propomos alguns exemplos de atividades,
como: a utilizacao do BROffice Calc no Ensino de potenciagao com nimeros irracio-
nais, o jogo de xadrez, mégica do baralho e a resolugao de problemas da OBMEP e do
ENEM.

Palavras-chave: Matematica, Fungoes, Logaritmo e Exponencial, Aplicacoes.






Abstract

In teaching mathematics one of most challenging subjects to middle school students is
of exponential and logarithmic functions, being that most of the students have diffi-
culties in understanding and addressing the proposed exercises. In this way the work
on canvas aims foremost teaching of exponential and logarithmic functions, n order to
present to teachers the possibility to teach the content more attractive and accessible
to his students. To this end, the research used for bibliographical and documental
about the theme addressed.It should be noted that the starting teaching duties must
make a historic rescue of the contents, looking for their origins unveiling. In order
to implement the study works with the use of arithmetic and geometric definitions,
because they are fundamental to the understanding of the functions, and also with
contextualized problem situations, seeking to engage students in teaching learning pro-
cess promoting the survey of hypotheses and consolidating learning. These problems
will be disseminated through activities in which it is intended to explore the characte-
rization of logarithmic and exponential function, seeking to relate them to the context
of educating, in situations that could occur in their daily lives, for this we propose
some examples of activities, such as: libreoffice Calc use in teaching empowerment
with irrational numbers, the game of chess, magic of the deck and the troubleshooting
of OBMEP and ENEM.

Keywords: Mathematics, Functions, Logarithm and exponential, Applications.
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1 Introducao

O ensino relacionado a fungao exponencial e logaritmica faz parte dos contetidos a
serem abordados no primeiro ano do Ensino Médio. O tema é considerado desafiador
de ser apresentado, discutido e ensinado aos alunos, pois é complexo e arduo. Dessa
maneira, denota-se que grande parte dos alunos demonstram dificuldades na aprendi-
zagem /compreensao desses conteidos. Os PCNEM (Brasil, 2002) e os PCN- (Brasil,
2002) retratam a proposta do ensino de fungiao baseado em situagoes problemas e feno-
menos naturais determinados/relacionados a essas fun¢oes, salientando a busca de um
aprendizado que seja 1til na vida dos educandos, promovendo o desenvolvimento de co-
nhecimentos contextualizados, e também amplos e mais abstratos, visando contemplar
as necessidades especificas da vida contemporanea.

Com base nos documentos oficiais norteadores da educa¢do (PCNEM e DCN) pode-
se depreender que o tema de ensino relacionado as fungoes possuem carater interdis-
ciplinar, podendo ser aplicado na construgao/interpretacao/leitura de graficos e em
outras areas, como a Fisica, Geografia e Economia, entre outras. Dessa maneira, cum-
pre salientar que o ensino de fun¢oes é fundamental para construcao do conhecimento
do educando, e cabe aos docentes ministrar um ensino que garanta aos alunos a possi-
bilidade de aplicar seus conhecimentos relacionados ao contetido de fungoes em diversas

situagoes de sua vida cotidiana.

Pode-se conjecturar que grande parte das dificuldades dos estudantes,
ao longo da Escola Béasica e no Ensino Superior, se assenta sobre o fato
de que 0s mesmos nao conseguem coordenar sobre um determinado
conhecimento matematico os diversos registros de representacdo. Eles
possuem o dominio isolado de determinada representacdo e o trata-
mento especifico que a mesma requer, mas tornam-se incapazes de
articular estas representacdes para estabelecer uma apreensao do ob-
jeto matematico.(ANDRADE, KAIBER 2011, p.10)

No entanto, percebe-se que muitas vezes o ensino das fungoes tem como base a
resolucao de equacoes e calculos que sao desvinculados as orientagoes de abordagem do
tema por meio de situagoes problemas contextualizadas determinadas nos documentos

oficiais.
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20 Introdugao

1.1 Objetivos do trabalho

Objetivo Geral

A pesquisa em tela propde que o ensino de fungoes (propriedades, ideias, definigoes
e caracterizagoes) seja explanado a partir de problemas/atividades contextualizadas,
provando sua aplicabilidade em situagoes concretas de seu dia a dia.

Objetivos Especificos

Explorar aspectos da historia matemaética, mostrando o desenvolvimento de seus

conceitos com o decorrer do tempo;

e Apresentar a definicdo dos logaritmos buscando relaciona-la a fenomenos encon-

trados/vivenciados no cotidiano do aluno;

e Mostrar a relacao estreita entre o conceito de logaritmos e fenomenos fisicos,

quimicos, biolégicos, econdmicos e sociais;

e Ressaltar a importancia do trabalho de logaritmos por meio de situagoes proble-

mas.

1.2 Organizagao do trabalho

Visando contemplar os objetivos da pesquisa o presente trabalho se organiza em
capitulos sistematizados e relevantes acerca do tema em estudo.

No Capitulo 2 julgou-se necessario fazer uma contextualiza¢ao historica relacionada
do conceito de logaritmos, buscando retratar suas origens e os principais pensadores que
contribuiram para o seu desenvolvimento. No Capitulo 3, denominado "Ensino Médio:
concepcoes de documentos oficiais” buscou-se abordar o que os documentos oficiais
entendem por Ensino Médio, bem como, quais sao suas particularidades, contetdos
e objetivos a serem alcancados. Ainda dentro desse capitulo salientou-se o ensino
de matemaética de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino
Médio (PCNEM) e Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN), o ensino de fungoes de
acordo com os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) e
Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN), a proposta curricular do Estado de Sdo Paulo
"Programa Sao Paulo faz Escola” e o ensino das fungoes exponenciais e logaritmicas.
Por sua vez, no Capitulo 4, contempla-se o estudo do ensino de funcoes desvelando
seus conceitos prévios sobre potenciacao, poténcia de expoente natural, poténcia de
expoente inteiro negativo, poténcia com expoente racional, poténcia com expoente
irracional e poténcia com expoente real, potencializando a aprendizagem de funcao
exponencial, analisando seu gréafico e comportamento, além de contextualizar o tema.
Definiu-se logaritmo, funcao logaritmica e seu gréaficos analisando também sua forma

e propriedades e aplicando tais conceitos em situacoes adversas, define-se o niimero



Organizacao do trabalho 21

7e”, realca-se a sua importancia, os logaritmos decimais, a definicao geométrica de

logaritmo a partir da area de uma faixa da Hipérbole.

Na sequéncia, o Capitulo 5 apresenta algumas propostas de atividades como: a
utilizacao do BROffice Calc no Ensino de potenciagao com ntimeros irracionais, o jogo
de xadrez, magica do baralho, a escala Ricther, a intensidade sonora e a resolucao de
problemas da OBMEP e do ENEM.

Por fim, no Capitulo 6 sao apresentadas as consideragoes gerais acerca do trabalho,
buscando sistematizar os conhecimentos e as possiveis deducoes sobre o que foi discutido
ao longo do estudo realizado.

Para facilitar a compreensao de alguns aspectos discutidos ao longo do trabalho,
essa dissertacao ainda possui trés anexos, denominados: "A evolucdo da Escrita”; ”A

historia do Jogo de Xadrez”; e "T'abua de Logaritmos Decimais”.






2 Logaritmos: contextualizacao

historica

Ao longo do processo de civilizacdao e da evolucao humana, foi possivel elaborar
e refinar o pensamento cientifico que norteou o desenvolvimento de diferentes areas
do conhecimento, tornando alcancével atingir os niveis em que se encontram a cién-
cia e a tecnologia nos dias de hoje. Entretanto, é necessario mencionar que intimeras
preocupagOes teoricas ja existentes ha milhares de anos entre os povos antigos (egip-
cios, sumeérios, fenincios, babilonios, gregos, romanos, judeos, maias, chineses, hindus e
arabes, ...), motivaram o descobrimento e a formalizacao de conceitos que se tornaram
reais somente a partir do século XV ou XVI. Para ser mais preciso, as modernas nogoes
de exponencial e logaritmos, objeto central deste trabalho, possui origem que remonta
ha 4000 a.C.

Por volta desse periodo, os babilénios j4 dominavam técnicas para o calculos de
areas, de superficies, de volume, de capacidade e de peso. Também foram eles os pri-
meiros a demonstrarem métodos e técnicas que influenciaram na criacao dos logaritmos,
lembrando que todos os calculos realizados por eles faziam uso do sistema sexagesimal.

Os babilonios estenderam o principio posicional numérico, bem como as fracoes,
sendo assim eles demonstravam grande dominio matemaético equivalente até o que
ocorre na atualidade com a moderna notacao decimal para fracoes. Na Universidade de
Yale nos EUA existe uma grande tabela de argila babilonica contendo o calculo de v/2
com trés casas sexagesimais, a resposta seria escrita como 1;24,51,10, onde o "ponto
e virgula" faz a separacdo da parte inteira da fracionaria, enquanto a virgula, separa
os simbolos sexagesimais. Vale mencionar que ao converter os resultados obtidos pelos
babilénios para o sistema de numeragao posicional na base 10, obtém-se aproximada-
mente 1,414222 para a raiz quadrada de dois (Boyer, 2003), ou seja, quatro digitos de
precisao, o que é notavel e certamente suficiente para intmeras aplicacoes, mesmo nos
dias de hoje.

Segundo Boyer (2003), entre outras conquistas dos babilonios também é possivel
verificar outras tabelas (tabletas) feitas de argila com exponenciais semelhantes as
tabelas de logaritmos desenvolvidas milhares de anos depois, nas quais se observa as

primeiras dez poténcias.
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24 Logaritmos: contextualizacao histérica

Avancando um pouco no tempo, Arquimedes (287 — 212 a.C.) em sua obra Psammites-
contador de areia, tentou quantificar as dimensoes do universo, afirmando que seria
possivel preenché-lo com graos de areia e para isso precisava encontrar um nimero e
encontrou a solucao 10°, que ndo podia ser escrita na numeracdo utilizada na altura
(alfabética), que permitia apenas escrever nimeros até 10000 (uma miriade). Arqui-
medes criou entdao um novo sistema onde considerou os ntimeros de 1 a 10%, ou seja, até
uma mirfade de mirfade (10000-10000 = 10%), que era escrito na numeragao grega como
sendo de primeira ordem; depois, os nimeros de 10% até 10'% como sendo de segunda
ordem, em que a unidade é 10%, e assim sucessivamente. E importante observar que
nesse trabalho, Arquimedes cria o principio que influenciaria Napier séculos depois.

Foi em conex@o com esse trabalho sobre niimeros imensos que Arqui-
medes mencionou, muito incidentalmente, o principio que mais tarde
levou & invencao dos logaritmos - a adigdo das “ordens” dos ntme-

ros (o equivalente de seus expoentes quando a base & 100.000.000)
corresponde a achar o produto dos numeros (BOYER, 2003, p.86).

Por sua vez, os arabes desempenharam um papel primordial na evolugao da mate-
matica ocidental, desenvolvendo a aritmética e a algebra, onde sua trigonometria foi
fortemente influenciada pelo sistema dos hindus. Por exemplo, foram, os drabes ibn-
Yunus e ibn-al-Haitham que elaboraram a formula descrita pela Equagao (2.1), que

transforma o produto de cossenos numa soma de cosseno (BOYER, 2003, p.212).

2cosxcosy = cos(x +y) + cos(x — y) (2.1)

Como se sabe, essa é uma das formulas que permitem transformar produto de fun-
coes em somas de fungoes e que foram tuteis na Europa no século XVI para facilitar
os calculos nos observatorios astronémicos e desenvolvidas muito antes da criacao dos
logaritmos por Napier. O método utilizado era genericamente denominado prosthapha-
eresis, que em grego significa adicao e subtracao. Essas regras também sao conhecidas
por Formulas de Werner, que era um astrénomo europeu.

Com o proposito de ilustrar, vale lembrar as identidades trigonométricas para o
seno da soma dos arcos (Equagao (2.2)), o seno da diferencga dos arcos (Equagao (2.3)),
assim como o cosseno da soma dos arcos (Equacdo (2.4)) e o cosseno da diferenca dos

arcos (Equagao (2.5)).

sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a) (2.2)
sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a) (2.3)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b) (2.4)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b) (2.5)

Fazendo-se algumas manipulagoes algébricas sobre essas identidades, chega-se fa-

cilmente ao que se denomina por Formulas de Werner.
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Adicionando as Equagoes (2.2) e (2.3) obtém-se a Equagao (2.6). Por sua vez,
subtraindo as Equacgoes (2.2) e (2.3) obtém-se a Equagao (2.7). Do mesmo modo,
somando-se as Equagoes (2.4) e (2.5) obtém-se a Equagao (2.8), e, realizando a diferenca
entre as Equagoes (2.4) e (2.5) obtém-se a Equacao (2.9).

sen(a + b) +sen(a —b) = 2sen(a)cos(b) (2.6)
sen(a +b) —sen(a —b) = 2sen(b)cos(a) (2.7)
cos(a + b) + cos(a —b) = 2cos(a)cos(b) (2.8)
cos(a+b) — cos(a —b) = —2sen(a)sen(b) (2.9)

Pode-se avancar ainda mais por meio de uma mudanca de varidvel, do seguinte
modo: a+b=pea—b=q. Logo, resolvendo-se o sistema linear associado encontra-se

os valores das variaveis a e b, respectivamente, pelas Equacoes (2.10) e (2.11).

a=2"49 (2.10)

(2.11)

M ‘

Finalmente, substituindo os valores de a e b nas Formulas de Werner dadas pelas
Equagoes (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5), chega-se definitivamente nas Formulas de Prostafé-
rese dadas pela Equacao (2.12). Considerando-se a existéncia de féormulas envolvendo
senos e cossenos, ¢ facil obter formulas para a tangente da soma dos arcos e para a
tangente da diferenca dos arcos.

sen(p) +sen(q) = 2 Sen(p —5 q) cos(p ; q)) (2.12)
(2.13)
-~ +
sen(p) —sen(q) = 2sen(p 5 q)) cos(p 5 q))
(2.14)
cos(p) +cos(q) = 2 cos(p ;— q)) cos(p ; q))
(2.15)
p+q p—q
cos(p) — cos(q) = —2sen( 5 )) sen( 5 )

Ao final do século XIII (1360), o bispo francés Nicole Oresme deixou intimeros
manuscritos e regras sistematizadas para operar com poténcias, onde os expoentes
eram racionais e irracionais. Nessa mesma época, Nicolas Chuquet utilizou notagoes
para poténcias com expoente zero, escrevendo também a obra Triparty em La science,
na qual ele elabora tabelas de valores com as poténcias de 2, similares as tabelas de

logaritmos.



26 Logaritmos: contextualizacao histérica

Chuquet também observou que as poténcias do nimero dois se relacionavam com
o principio associado & Equagao (2.1), onde é possivel reescrever produtos por meio de
somas. Nesse trabalho, os indices das poténcias de 2 eram colocados em uma tabela
de 0 a 20, no qual as somas dos indices correspondiam aos produtos das poténcias.
Se por acaso nao houvesse grandes lacunas entre as colunas isso seria uma miniatura
de uma tabela de logaritmos. Como pode ser visto, essas descobertas foram repetidas
diversas vezes e se tornaram fundamentais para a definitiva invengao dos logaritmos
que conhecemos na atualidade (BOYER, 2003).

E facil observar que mesmo antes da invencao dos logaritmos por Napier, muitos
conceitos relevantes para a matematica ja estavam disponiveis. Além do mais, como
se sabe, as idéias de logaritmo, poténcias e sequéncias aritméticas e geométricas, estao
fortemente relacionados entre si.

A invencgao dos logaritmos que conhecemos nos dias de hoje, inicia-se com a publi-
cacao em 1614 da obra Mirifici logarithmorum por John Napier. Desde entao, o termo
“logaritmo” passa a integrar a matemaética e se torna um tema importante e, portanto,
estudado por cientistas da Europa, China e posteriormente, de todo o mundo.

Considera-se como imprescindivel destacar o periodo no qual John Napier viveu,
bem como suas criacoes, motivagoes e contribuicoes para a matematica.

Nao apenas os conceitos matemaéticos foram se desenvolvendo no decorrer dos anos,
mas a escrita também teve mudancas, observe a tabela da evolucao de como foi se

modificando a representacao de potenciacao.

2.1 Os logaritmos de John Napier

John Napier nasceu na Escocia no ano de 1550. Durante sua infancia estudou
religiao e quando adulto demonstrou interesse pela pratica religiosa, sendo protestante,
mantinha posicao oposta ao papado. Considerando suas origens, possuia titulo de
nobreza, sendo Barao de Merchiston, também era proprietario de terras e possuia
interesses em véarias areas do saber, entre elas a militar. Conhecendo as historias de
Arquimedes, chegou a projetar espelhos gigantes para incendiar navios. Um outro
exemplo de sua genialidade foi a invencao de um “parafuso hidraulico para controlar o
nivel da 4gua em minas de carvao”.

Apesar de ser apenas um mateméatico curioso e nao um matematico profissional,
Napier é considerado um grande cientista e é lembrado essencialmente por seu trabalho
de vinte anos relacionado ao desenvolvimento dos logaritmos. Ao se convencer que nao
h& nada mais trabalhoso no campo matematico do que as operacoes de multiplicacao,
divisao e extracao de raizes quadradas e ciibicas de nimeros grandes, passou a se preo-
cupar em como contornar essas dificuldades, ou seja, em como resolver essas operacoes
de uma forma mais simples e em menor tempo (MAOR, 2003). A ideia central era

transformar uma operacao mais complexa em uma mais simples, disponibilizando ta-
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belas com valores previamente calculados, vindo a simplificar o trabalho dos cientistas,
em particular dos astronomos.

Embora essas preocupacgoes ja estivessem presentes desde a antiguidade, os estu-
dos de Napier foram embasados fundamentalmente nos trabalhos de Arquimedes e
Stifel, que ja haviam desenvolvidos trabalhos com poténcias sucessivas de um dado
numero. Deve-se mencionar também que era de seu conhecimento as regras chamadas
prosthaphaeresis e as regras de Werner, discutidas previamente.

Observando resultados desenvolvidos ao longo de milhares de anos e partindo da
premissa que as operacoes aritméticas de soma e a subtracao sdo mais faceis do que a
multiplicacao e a divisao, Napier notou que seus problemas poderiam ser solucionados
se transformasse um produto em uma soma e a divisao, em uma subtracao. Embora
o conceito de funcao ainda nao estivesse completamente formalizado, ele buscava por

relagoes matematicas do tipo descritas pelas Equagoes (2.16) e (2.17).

flzy) = f(z)+ f(y) (2.16)
f<§> — f(z) - f(y) (2.17)

Naquela altura, Napier nao dispunha do conceito de base, portanto nao utilizava
uma base decimal (poténcias de dez), por exemplo. A palavra logaritmo era usada
com o sentido de descrever uma proporcionalidade, ou seja, um quociente. A rigor,
essa palavra foi criada a partir da juncao de duas palavras gregas, a saber: logos e
arithmos. A primeira tem o significado de razao, enquanto a segunda esta associada a
ideia de ntimero.

Com o proposito de ilustrar um outro uso da palavra arithmos, vale mencionar que
Pitagoras ja tinha observado que haviam dois tipos de arithmos, os protoi arithmds que
seriam nimeros priméarios e os deuterd: arithmds que seriam os nimeros secundarios.
Aqui, os termos priméarios e secundarios se referem a possibilidade dos niimeros serem
escritos ou nao por meio da multiplicacdo entre outros ntimeros. Assim, ntmeros
do primeiro tipo seriam, por exemplo: 2,3,5,7,11,13, -, enquanto 4,10,15,18,---
seriam do segundo tipo. E facil perceber que Pitagoras estava se referindo ao que se
conhece hoje como niimeros primos e compostos e praticamente enuncia o Teorema
Fundamental da Aritmética, proposto e provado por Gauss no final do século XVIII,
mais precisamente em 1796.

Ao iniciar o trabalho de montagem de suas tabelas, como observado anteriormente,
Napier pensou nos logaritmos como razbes entre segmentos, como valores de uma
sequéncia geométrica e mais uma vez, baseado em resultados previamente estabele-

cidos.

Michael Stifel (1487-1567) havia estabelecido, anos antes, uma relacao
entre os termos de uma progressao geométrica e os expoentes dos res-
pectivos termos. Considere a sequéncia geométrica (1,q,¢%, ¢>, ..., ¢"
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Tabela 2.1: Ilustracao das ideias de Stifel.

11 2] 3 4 5 6 7 8 9 10
2 16 32 64 128 256 512 1024
31 9127 81| 243 | 729 | 2187 | 6561 | 19683 59049
4116 | 64 | 256 | 1024 | 4096 | 16384 | 65536 | 262144 | 1048576
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Além disso, ele havia percebido que os expoentes formavam uma, pro-
gressdo aritmética. Napier, ao que parece, inspirou-se nestes resulta-

dos obtidos por Stifel. (SANTOS, p.19, 2008).

A Tabela 2.1 ilustra em cada uma de suas linhas sequéncias numéricas formadas
com 11 termos. Na primeira linha tem-se uma PA de razao 1, enquanto nas demais
linhas, PG’s de razao 2, 3 e 4, respectivamente.

Como pode ser observado na Tabela 2.1 os expoentes sao somente inteiros e a
diferenca entre termos consecutivos de uma PG ¢ relativamente significativa, conforme
se aumenta o expoente. Assim, Napier desejava escrever os expoentes em forma de
uma faixa continua de valores, sabendo a priori que para manter os termos préoximos
na sequéncia, nao poderia trabalhar com valores altos na base, tomando apenas valores

pequenos. Um valor que correspondesse a uma fracao da unidade, escolhendo assim

a unidade 10 e baseado na trigonometria de sua época, escolheu o valor (1 — 1%)7) =
0,9999999 .

Dessa maneira seria capaz de conservar os termos de sua progressao geométrica de
poténcias inteiras. Os termos de sua sequéncia eram obtidos com a subtragao do termo
anterior a sua 107 parte, assim Napier montou sua primeira tabela de 101 elementos.

Sabe-se que o estudo de Napier durou aproximadamente duas décadas e foi total-
mente realizado com pena e papel, jA que naquele tempo nao havia calculadoras ou
quaisquer artefatos mecanicos para auxiliar nessa tarefa. Entretanto, é importante
mencionar que os logaritmos de Napier eram diferentes daqueles que se manipula nos
dias atuais, considerando que Napier nao dispunha do conceito de base. Assim, todos
os principios utilizados eram explicados em termos geométricos.

Uma outra forma de ver os logaritmos imaginados por Napier era pensar em termos
de segmentos, semirretas e em velocidades, como pode ser observado no conjunto de

premissas descritas a seguir e retiradas de Boyer (2003).

1. Suponha, por exemplo, o segmento de reta AB e a semirreta passando por DX,

com origem no ponto D, conforme Figura 2.1;

2. Admita o segmento AB como a unidade. No caso de Napier era adotado o valor
107;
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3. Suponha um ponto C' percorrendo o segmento AB e um ponto F' percorrendo a
semirreta com suporte no segmento DX de forma que ambas iniciam o movimento

simultaneamente a partir dos extremos A e D, respectivamente;
4. Admita ainda que os pontos C e F possuam a mesma velocidade inicial;

5. Suponha que a velocidade do ponto C seja dada pela medida do segmento C'B e

que a velocidade F' seja constante e igual a velocidade inicial de C

6. Nessas condigoes, Napier concebeu a nocao de logaritmo do nimero x = CB
como sendo o namero y = DF. Aqui, o conceito de base nao interfere nesta
defini¢ao (Boyer, 2003).

Figura 2.1: Vetor

Nesse contexto, o ponto C' inicia seu movimento a partir do ponto A ao longo do
segmento AB com uma velocidade variavel, diminuindo cada vez mais sua distancia
do ponto B. A velocidade do ponto F, apesar de ser constante, estid diretamente

relacionada a velocidade inicial do ponto C.

A definicdo geométrica de Napier concorda, é claro, com a descri¢ao
numérica dada acima. Para mostrar isto, seja PB = x e CQ = y.
Se AB é tomado como 107 e se a velocidade inicial de P também é

5 . €T
tomada como 107, entdo em notacoes modernas temos — = —zx e
)

dt
d d —107
d—i = 107 Tqg = 107 yq = 0. Entao ﬁ = - ouy = —107lncx

onde das condicdes iniciais resulta ¢ = 1077. Logo y = 107In(

1()7)

107 = log1 (107) Isto ¢, se as distancias PB e CQ fossem divididas
por 107, a definicdo de Napier levaria precisamente a um sistema de

1
logaritmos de base —, (BOYER, 2003, p.214).
e

Ainda de acordo com Boyer (2003), o conceito de fun¢ao logaritmica estava implicito
na definicao de Napier, mas o conceito nao se concretizou porque o objetivo maior de
Napier era somente simplificar as calculos numéricos. Formalmente, o aparecimento
dos logaritmos se deu somente no ano de 1614, com a publicacao do artigo Mirific
logarithmorum cononis descriptio, assim como a publicacao de suas primeiras tabuas
e isso representou uma capacidade de se realizar calculos de forma mais simplificada

jamais observada anteriormente.
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Um tabua (tabela) de logaritmos consiste essencialmente de duas colunas de niime-
ros formadas por um conjunto de linhas. A cada nimero da coluna a esquerda corres-
ponde um ntimero a sua direita, na mesma linha, chamado o seu logaritmo. Logo, para
multiplicar dois nimeros, basta somar seus logaritmos (coluna a direita), tendo como
resultado o logaritmo do produto. Na sequéncia, para encontrar o produto basta ler na
tabua, da direita para a esquerda, qual o niimero que possui aquele valor de logaritmo.

Por outro lado, na divisao, o processo ocorre de forma semelhante. Para se dividir
dois nimeros, basta subtrair os respectivos logaritmos. Para elevar um nimero a
uma poténcia n é suficiente multiplicar o logaritmo pelo mesmo valor n. Do mesmo
modo, para extrair a m-—ésima raiz basta dividir o logaritmo por m. E claro que apos
essas operacoes era necessario ir até a tdbua e encontrar os niimeros que possuiam os
respectivos logaritmos.

Essas e outras propriedades estao devidamente enunciadas e provadas no Capitulo
4. E importante observar ainda que, a relacio que Napier fazia entre cada uma das
linhas das colunas de suas tdbuas é exatamente aquilo que hoje é referenciado por
funcao. Como se sabe, a génese do conceito de logaritmmo precede a nogao de fungao
no desenvolvimento da Matemética.

No Anexo A pode-se encontrar uma tabela com logaritmos decimais onde intimeras
atividades envolvendo operacoes de multiplicacao e divisao poderiam ser exploradas,
mostrando aos alunos como eram realizados os calculos no século XVI, motivando-os
a refletir e contrastar com a realidade dos dias de hoje, com o advento dos modernos
computadores.

Figura 2.2:

Tabua de Napier

Logo apds o aparecimento das primeiras tabuas de logaritmos e a comunidade ci-
entifica percebendo a importancia e utilidade delas, conjuntamente com o matemaético
inglés Henry Briggs (1561 — 1631), Napier elaborou uma nova tabua, bem mais simples
de ser utilizada e onde se fazia uso apenas da base 10, o que é conhecido popularmente

hoje como logaritmos decimais ou logaritmos ordindrios.

[...|Brigs comegou com log 10 = 1 e depois achou outros logaritmos
tomando raizes sucessivas. Calculando que v10 = 3,162277, Briggs
3

tinha que log3,162277 = 0,5000000, e de 104 = V/31,62277 =
5,623413 tinha que log 5, 623413 = 0, 750000. (Boyer, 2003, pp.215)
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E importante observar como uma ideia bésica inicial que se concentrava essenci-
almente em "simplificar calculos", motivada por povos antigos ha milhares de anos,
evoluiu sistematicamente ao longo da civilizacao, foi refinada e deu origem ao conceito
de logaritmos, e, posteriormente ao de fun¢oes logaritmicas, que, conjuntamente com
funcoes afins, quadraticas e exponenciais se constituem nos modelos matematicos mais
simples e amplamente utilizados numa vasta gama de problemas. Desde a génese dos
logaritmos até os dias atuais, sua utilidade se revelou decisiva no desenvolvimento de
véarias areas do conhecimento humano.

O conceito de logaritmos como se conhece hoje, foi forjado ao longo de milha-
res de anos e com a contribuicao direta e indireta de intmeros personagens. Essa
mesma busca pelo conhecimento fez com que o homem desenvolvesse artefatos meca-
nicos, eletronicos e digitais que passaram a substituir as "tdbuas de logaritmos'"como
instrumento de calculo. Atualmente, calculadoras digitais disponiveis em notebooks,
tablets e celulares sao capazes de realizar calculos extremamente complexos e em tempo
real. Entretanto, o legado conceitual subjacente a nocao de logaritmo continuara para
sempre a contribuir para a evolugao da matematica e das ciéncias em geral.

Diferentes pesquisas apontam para a importancia de se utilizar abordagens metodo-
logicas alternativas que possam auxiliar e facilitar o processo de ensino-aprendizagem
da matematica, entre elas o uso de recursos da historia da matemética, de jogos, de
novas tecnologias, modelagem matematica (situagoes problema).

Explorar o uso da Historia da Matemética como um recurso adicional no processo de
ensino-aprendizagem da matemaética é algo que esta presente nos documentos oficiais.
Tentar fazer com que o aluno consiga enxergar que a matemaética ¢ uma criacao humana,
que nao é fruto da mente de um tnico individuo e de um simples desejo de se criar algo
completamente desconectado da realidade, mas que suas origens estao relacionadas a
diferentes povos, muitas vezes sem contato entre eles e foi desenvolvida para resolver
problemas praticos relevantes no cotidiano dessas civilizacoes. Entretanto, a historia
nao pode se limitar a fatos isolados ou simplesmente de bibliografias de matematicos
famosos (BRASIL, 1998).

E importante salientar ao aluno que a moderna tecnologia existente hoje nada mais
¢ do que a transformacao do conhecimento acumulado de vérias areas do saber em
produtos e processos e que a matematica esta presente no projeto, desenvolvimento e
materializacao de um aparelho celular, de um carro ou um aviao.

Por outro lado, diferentes fendmenos fisicos, quimicos, biologicos, econdmicos e
sociais que envolvem grandes ou pequenas variagoes ao longo do tempo sao modela-
dos por funcoes logaritmicas e pela sua inversa — a funcao exponencial, ilustrando a
interdisciplinariedade e transversalidade do conceito de logaritmos. Problemas como
desintegracao radioativa, cultura de bactérias, crescimento populacional, juros, absor-
¢ao/eliminagao do teor alcolico pelo corpo humano, sao alguns exemplos. No Capitulo

5 sao explorados problemas dessa natureza.






3 O Ensino médio: concepcao de

documentos oficiais

Como o objetivo precipuo do trabalho é discutir/analisar o ensino de fun¢oes expo-
nenciais e logaritmicas, conteudo que ¢ abordado no Ensino Médio, nesse capitulo sera
feito uma analise a cerca dos documentos oficiais que norteiam o trabalho docente a
ser realizado nesta etapa de ensino.

Segundo a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional - LDB, o ensino médio
se consiste na etapa final da educacao bésica, com duracao minima de trés anos, tendo
como finalidade: a consolidacao e o aprofundamento dos conhecimentos que foram
adquiridos no ensino fundamental, tornando possivel o prosseguimento dos estudos,
a preparacao basica para o mercado de trabalho, e para a cidadania do educando,
para que este possa continuar aprendendo, sendo capaz de se adaptar com facilidade
a novas condicoes de trabalho ou aperfeicoamento, o aprimoramento como pessoa em
sua formacao ética, com o desenvolvimento de sua autonomia intelectual e o pensa-
mento critico, e a compreensao de fundamentos técnicos cientificos relacionando teoria
e pratica no ensino das diversas disciplinas (Brasil, 1996).

O Ensino Médio, ao ser instituido como tultima etapa da Educacao Basica, tem
objetivo de complementar e aprofundar o aprendizado iniciado no Ensino Fundamental,
dessa maneira a LDB/96 determina que o curriculo dessa etapa consista de alguns

pressupostos:

I - destacard a educacao tecnoldgica bésica, a compreensao do sig-
nificado da ciéncia, das letras e das artes; o processo historico de
transformacdo da sociedade e da cultura; a lingua portuguesa como
instrumento de comunicacdo, acesso ao conhecimento e exercicio da
cidadania;

IT - adotar4d metodologias de ensino e de avaliacao que estimulem a
iniciativa dos estudantes;

IIT - serd incluida uma lingua estrangeira moderna, como disciplina
obrigatéria, escolhida pela comunidade escolar, e uma segunda, em
cardter optativo, dentro das disponibilidades da instituigdo (Brasil,
1996).

As Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio dispoe a educacao visando

a promogao de valores, frisando que os atuais marcos legais subsidiados pela LDB/96

33
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representam um divisor na construcao da identidade do Ensino Médio, sendo dois as-
pectos fundamentais, o primeiro deste dispoe sobre as finalidades do Ensino Médio que
seria 0 aprimoramento do educando como ser humano, em sua formagao ética, promo-
vendo o desenvolvimento de sua autonomia intelectual, de seu pensamento critico, sua
preparacao para o mundo de trabalho e o desenvolvimento de novas competéncias para
o mercado de trabalho.

O segundo dispoe sobre a organizacao curricular com os seguintes componentes:
uma base curricular nacional comum, sendo complementada em cada escola de acordo
com suas especificidades regionais e locais, de sua sociedade, cultura e economia; o
planejamento e desenvolvimento do curriculo de modo a promover a interdisciplina-
ridade entre as disciplinas escolares; uma gestao democratica, quando os professores
participam ativamente da elaboragao de normas comuns, e da proposta pedagogica da
institui¢ao (Brasil, 2006).

Salienta-se que o grande avanco depreendido por tais diretrizes se constitui na
possibilidade de organizar o trabalho das escolas a partir de suas especificidades e de
sua realidade local, tendo como primordial a gestao democrética e o trabalho coletivo.

Conclui-se a partir do exposto que a definicao de tais propositos para o Ensino Médio
evidencia que a educagao nao pode se restringir ao ensino disciplinar isolado, mas deve
abarcar um grande contingente de competéncias e habilidades a serem desenvolvidas

no ambito de todas as disciplinas.

3.1 O Ensino de matematica: parametros curricula-
res nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) e

diretrizes curriculares nacionais (DCN)

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) para o ensino médio, em seu volume
trés - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas tecnologias, tem como objetivo preci-
puo explicitar as habilidades e competéncias basicas a serem desenvolvidas por alunos
do ensino médio, piblico alvo do presente estudo. No Ensino Médio destacamos que
os objetivos envolvem o aprofundamento dos saberes disciplinares em Biologia, Fi-
sica, Quimica e Matemaética, com procedimentos cientificos comuns aos seus objetos
de estudo, com metas formativas particulares, e com tratamentos didaticos especificos.
Envolve também a articulacao interdisciplinar desses saberes em varias circunstancias,
das quais se destacam os contetdos tecnologicos e praticos. (Brasil, 2002). Contudo os
PCNEM (2002) e os PCN+ (2002) propoem um aprendizado que seja 1til na vida dos
educandos, desenvolvendo conhecimentos praticos e contextualizados, visando também
o desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e abstratos. Dessa maneira o ensino
tem por objetivo suprir as necessidades da vida contemporanea, bem como contemplar

uma visdo cientifica do ensino.



O Ensino de matematica: pardmetros curriculares nacionais para o Ensino Médio
(PCNEM) e diretrizes curriculares nacionais (DCN) 35

Tendo em vista as novas aspiragoes da sociedade globalizada é imprescindivel que a

educacao esteja voltada para o desenvolvimento das capacidades de comunicacao, de re-
solver problemas, de tomar decisoes, fazer inferéncias, criar e aperfeicoar conhecimentos
trabalhando coletivamente. E importante a adequaciio do ensino para a promocao do
desenvolvimento de todos os alunos, com diversas motivacoes, interesses e capacidades.

A maneira de trabalhar os conteidos deve agregar um valor formativo, no que se
refere ao desenvolvimento do pensamento logico matematico, colocando os alunos em
um processo que valorize o raciocinio de formular questoes, estabelecer hipoteses e tirar
conclusoes, apresentar exemplos, generalizar situacoes, abstrair regularidades, criar
modelos e argumentar com fundamentacao logico-dedutiva. O ensino deve também
valorizar a apresentacao de propriedades mateméticas, acompanhadas de explicacoes de
formulas acompanhadas de deducao, valorizando o uso da matematica para a resolucao
de problemas (Brasil, 2006).

Destaca-se o papel da matematica no Ensino Médio enfatizando sua universalidade,
considerando que outras ciéncias dependem da matematica, sendo que os alunos de-
vem desenvolver habilidades relacionadas a representagao, compreensao, comunicagao,

investigagao e também contextualizacao sociocultural.

[...] todas as areas requerem alguma competéncia em Matemética e a
possibilidade de compreender conceitos e procedimentos matematicos
é necessaria tanto para tirar conclusoes e fazer argumentagoes, quanto
para o cidaddo agir como consumidor prudente ou tomar decisoes em
sua vida pessoal e profissional. (Brasil, 2002).

Segundo o PCNEM (2002) a matematica no Ensino Médio apresenta ainda, “valor
formativo, que ajuda a estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também
desempenha um papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a vida
cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades humanas”.

Em seu papel formativo a matematica “contribui para o desenvolvimento de pro-
cessos de pensamento e a aquisicao de atitudes, cuja utilidade e alcance transcendem o
ambito da propria mateméatica” , dessa maneira o ensino da matemaética pode formar
alunos com capacidade de resolugao de problemas, com habilidades de investigagao,
com confianca para a andlise e enfrentamento de novas situacoes. Fm seu carater ins-
trumental a matematica “ deve ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e
estratégias para serem aplicadas a outras areas do conhecimento, assim como para a
atividade profissional” (Brasil, 2002).

As finalidades do ensino de Matematica no nivel médio indicam como objetivos levar
o aluno a compreender os conceitos da disciplina, bem como procedimentos e estratégias
matematicas que permitam o desenvolvimento dos estudos posteriores adquirindo uma
formacao cientifica inicial; aplicar os conhecimentos mateméticos em diversas situacoes,
em interpretacao da ciéncia, na atividade tecnologica e em atividades cotidianas; fazer

andlise de informacoes provenientes de diversas fontes de acesso, formando um cidadao
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com opiniao propria que possa se expressar criticamente sobre problemas matemaéaticos
e em outras areas do conhecimento; o desenvolvimento da capacidade de raciocinio
e resolucao de problemas, de comunicagao, bem como o senso critico e criativo; o
desenvolvimento da compreensao de conceitos mateméticos e sua aplicabilidade no
cotidiano; conseguir se expressar oralmente, por escrito e graficamente em diversas
situagoes matematicas; conseguir fazer conexdes dentre os conceitos matematicos e
também com outras disciplinas do curriculo; promover a realizagao pessoal do aluno,
mediante ao sentimento de seguranga em suas capacidades matematicas (Brasil, 2002).

O ensino de matematica possui carater instrumental amplo, além da investigacao e
invencao, ele se situa como linguagem, ou seja, instrumento de expressao e raciocinio,
um espaco de elaboracao e compreensao de ideias. Dessa maneira se torna fundamental
a interlocucao da matematica com as demais disciplinas promovendo uma aprendiza-
gem ampla e significativa aos alunos.

Os contetudos basicos a serem trabalhados ao longo do ano estao organizados em
quatro blocos: Numeros e operacoes; Funcoes; Geometria; Analise de dados e probabi-
lidade. Dentro desses contetidos ¢ imprescindivel o desenvolvimento de outras habilida-
des na area de representacao e comunicacao: ler e interpretar textos de Matematica; ler,
interpretar e utilizar representagoes matematicas (tabelas, graficos, expressoes, etc);
transcrever mensagens matemaéticas da linguagem corrente para linguagem simboélica
(equagoes, graficos, diagramas, formulas, tabelas, etc.) e vice-versa; exprimir-se com
correcao e clareza, tanto na lingua materna, como na linguagem matemaética, usando a
terminologia correta; produzir textos matemaéaticos adequados; utilizar adequadamente
os recursos tecnologicos como instrumentos de producao e de comunicagao; utilizar
corretamente instrumentos de medicao e de desenho. Na area de investigagao e com-
preensao: identificar o problema (compreender enunciados, formular questoes, etc);
procurar, selecionar e interpretar informacoes relativas ao problema; formular hipote-
ses e prever resultados; selecionar estratégias de resolucao de problemas; interpretar e
criticar resultados numa situagao concreta; distinguir e utilizar raciocinios dedutivos
e indutivos; fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbo-
cos, fatos conhecidos, relagoes e propriedades; discutir idéias e produzir argumentos
convincentes. Na area de Contextualizacao socio cultural: desenvolver a capacidade
de utilizar a Matematica na interpretacao e intervencao no real; aplicar conhecimentos
e métodos mateméticos em situacoes reais, em especial em outras areas do conheci-
mento; relacionar etapas da histéria da Matematica com a evolucao da humanidade;
utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas limitacoes e
potencialidades (Brasil, 2002).

Cumpre destacar que para suprir as novas necessidades educacionais é preciso supe-
rar a visao conservadora de que cada disciplina ¢ algo isolado e independente, é preciso
a articulacao de vérias disciplinas em busca de um curriculo mais flexivel adequado as

novas necessidades educacionais da contemporaneidade.
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Tendo em vista que essa etapa da escolaridade possa complementar a formacao ja
iniciada na escola bésica possibilitando o desenvolvimento de novas habilidades mate-
maticas ¢ preciso rever alguns temas que sao tradicionalmente ensinados. Nao basta
apenas nos atentarmos a metodologias de ensino, se 0s conceitos matemaéticos se res-
tringirem apenas a transmissao ou a informacao com definicoes e exemplos, deve-se
verificar se os contetdos sao passados de forma fragmentada, pois se forem, mesmo
com uma profunda explicagao o aluno nao consegue compreender o significado dessas
ideias isoladas e desconectadas, podemos notar essa falta de compreensao escancarada
no fracasso escolar principalmente no campo da matemaética.

Dessa maneira, a concepcao do curriculo deve corresponder a contetidos e préati-
cas previamente determinados como conteiidos minimos da Base Nacional Comum,
sendo que o curriculo deve ser flexivel de acordo com a realidade local das escolas.
Evidencia-se que os temas escolhidos devem partir dos critérios estabelecidos anterior-
mente, visando o desenvolvimento de atitudes e habilidades, “O critério central é o da
contextualizacao e da interdisciplinaridade, ou seja, é o potencial de um tema permitir
conexoes entre diversos conceitos matematicos e entre diferentes formas de pensamento
matematico” (Brasil, p.43, 2002).

3.2 O Ensino de funcoes segundo o PCNEM e DCN

A partir dos documentos norteadores oficiais da educagdo (PCNEM e DCN) po-
demos afirmar que o ensino de funcoes possui carater interdisciplinar, toma-se como

exemplo a andlise de graficos que pode ser utilizada em varias areas do conhecimento.

Além das conex0es internas & propria Matemaética, o conceito de fun-
¢ao desempenha também papel importante para descrever e estudar
através da leitura, interpretagdo e construgao de gréaficos, o comporta-
mento de certos fené6menos tanto do cotidiano, como de outras areas
do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, por-
tanto, ao ensino de Matemaética garantir que o aluno adquira certa
flexibilidade para lidar com o conceito de funcao em situacdes diversas
e, nesse sentido, através de uma variedade de situacdes problema de
Matematica e de outras areas, o aluno pode ser incentivado a buscar
a solucdo, ajustando seus conhecimentos sobre fun¢oes para construir
um modelo para interpretagao e investigacao em Matematica. (Brasil,
2002)

Em suma, denota-se que o conceito de funcao se constitui em um dos eixos de li-
gacao, dentro da propria matematica, bem como com outras areas do conhecimento,
o conceito de funcao transgride os conceitos mateméaticos fomentando um importante
papel para o estudo de graficos, por meio da leitura, interpretacao e construcao, bem
como o comportamento de fenémenos de diversas areas do conhecimento. Dessa ma-
neira o ensino de matematica visa garantir flexibilidade do ensino de fungoes, para que

os conhecimentos dos alunos possam ser aplicados em diferentes situagoes.
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As funcoes devem ser trabalhadas inicialmente com uma exploracao qualitativa en-
tre duas grandezas diferentes, ou seja, uma relacao de dependéncia entre duas variaveis,
como por exemplo, area do circulo e o raio, medida do lado e o perimetro, entre ou-
tras. E importante também fazer uma sondagem de conhecimentos prévios dos alunos,
bem como incentivar para que eles levantem hipoteses, criem graficos que representem
relacoes.

Destacamos que é apropriado a interagao dos alunos na compreensao do funciona-
mento da fungao, explicando com suas proprias palavras uma fungao algébrica, por
exemplo, f(xz) = bz — 1, quando é associado um valor real ao seu quintuplo subtraido
de uma unidade. A apresentacdo grafica das fun¢oes também se mostra importante na
compreensao de seu significado e identificar as mudancas realizadas quando alteramos
os coeficientes de uma funcao.

“O estudo de Fungoes pode prosseguir com os diferentes modelos que devem ser
objeto de estudo na escola — modelos linear, quadratico e exponencial” (Brasil, 2006).
No estudo das fun¢oes exponenciais o ideal é discutir fenémenos de crescimento, para
entdo introduzir o modelo de crescimento/decrescimento, onde situagdes reais como
crescimento de populacao de determinada bactéria pode ilustrar bem esse modelo ex-
ponencial. Dentre as aplicagoes matematicas podemos dar énfase na matematica fi-
nanceira, onde o calculo de juros e correcao monetéria fazem uso desse modelo. Nos
problemas que envolvem equacgoes exponenciais em geral necessita a funcao inversa ou
funcgao logaritmica.

Os estudos das funcoes exponenciais e logaritmicas podem ser utilizados como um
tema transversal, explorando aplicacoes em areas como Fisica, Quimica, Biologia ou
Matematica Financeira, onde pode-se modelar situagoes através das fungoes. Contudo
a resolucao e desenvolvimento da resolucao das mesmas pode-se utilizar diferentes

métodos, como algébrico, geométrico ou através de softwares e jogos.

3.3 O programa Sao Paulo faz escola e o ensino das

funcoes exponenciais e logaritmicas

O governo do Estado de Sao Paulo por meio da Secretaria do Estado da Educacao
(SEE) implementou o “Programa Sao Paulo Faz Escola”. Criado em 2007, o programa
tem como foco a implantacao de um curriculo inico para as mais de 5 mil escolas da rede
publica estadual, todos os alunos da rede estadual recebem o mesmo material didatico
e seguem o mesmo plano de aula. O fato de todas as unidades escolares contarem com o
mesmo curriculo pedagogico auxilia na melhoria da qualidade de ensino da rede ptblica,
uma vez que coloca todos os alunos da rede estadual no mesmo nivel de aprendizado”
(Portal Eletronico da Secretaria Estadual de Sao Paulo SEE/SP).

Em 2008 também chega as escolas piblicas a “Proposta Curricular” com orientagoes

a serem acatadas pelas unidades de ensino. Esta proposta se torna o novo Curriculo
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Oficial do Estado. Em 2012 temos quatro documentos norteadores para a implantagao
da reforma curricular, sendo esses: a Proposta Curricular (curriculo oficial), o Caderno

do Gestor, o Caderno do Professor e o Caderno do Aluno.

O argumento adotado pela Secretaria para a implantagdo da Proposta
Curricular se concentra no fato de que a autonomia conferida &s esco-
las pela LDB (Lei 9394/96) para definirem seus projetos pedagogicos,
embora seja reconhecida como importante medida descentralizadora,
mostrou-se insuficiente do ponto de vista da garantia de um sistema
educacional. A Proposta Curricular buscou unificar acdes em toda a
rede na busca de “garantir a todos uma base comum de conhecimen-
tos e competéncias”, segundo Maria Inés Fini, coordenadora geral da
proposta (PONCE; LEITE, 2012)

O argumento supracitado vai em contra mao aos preceitos democraticos estabele-
cidos pela Lei de Diretrizes e Bases e nos remete ao fato de que as escolas perdem
sua autonomia segundo eles por se mostrarem incapazes de se conduzir por si mesmos.
Nao se pode discordar de forma alguma de que parametros minimos para a educacgao
sao necessarios, no entanto, as particularidades de cada escola também deve ser respei-
tada, e ao delimitar o trabalho docente passo a passo a escola perde a autonomia para
efetivamente atender suas peculiaridades. Ao invés de investir tanto dinheiro em uma
apostila pronta o governo deveria se preocupar com a formacao dos docentes, com o
plano de carreira e principalmente com a infraestrutura escolar.

Os professores recebem o denominado “caderno do professor” e este contém ativida-
des a serem executadas e orientagoes a serem seguidas pelos docentes. Os estudantes
recebem um caderno de atividades, denominado “caderno do aluno”, enquanto os gesto-
res recebem “o caderno do gestor” contendo orientacoes sobre as medidas relacionadas

ao curriculo escolar, a avaliacao e expectativas de aprendizagem.

O Curriculo se completa com um conjunto de documentos dirigidos
especialmente aos professores e aos alunos: os Cadernos do Professor
e do Aluno, organizados por disciplina/série(ano)/bimestre. Neles,
sao apresentadas Situagoes de Aprendizagem para orientar o traba-
lho do professor no ensino dos conteddos disciplinares especificos e
a aprendizagem dos alunos. Esses contetdos, habilidades e compe-
téncias sdo organizados por série/ano e acompanhados de orientagoes
para a gestdo da aprendizagem em sala de aula e para a avaliacdo e
a recuperacao. Oferecem também sugestoes de métodos e estratégias
de trabalho para as aulas, experimentagoes, projetos coletivos, ativi-
dades extraclasses e estudos interdisciplinares. (SECRETARIA DA
EDUCACAO, 2008)

O Caderno do Professor de Matematica referente & primeira série do Ensino Médio
em seu segundo volume traz os contetidos determinados pelo PCN abordando diversas
situagoes de aprendizagens, dentre elas destacaremos algumas que se tornam pertinen-
tes ao nosso tema de trabalho. “As poténcias e o crescimento/decrescimento exponen-

cial: a fungao exponencial”; “Quando o expoente é a questao, o logaritmo é a solugao: a
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forca da ideia de logaritmo”; “As funcoes com variavel no expoente: a exponencial e sua
inversa, a logaritmica”; “ As miultiplas faces das poténcias e dos logaritmos: problemas
envolvendo equagoes e inequacoes em diferentes contextos”.

As inovagoes apresentadas no caderno do professor sao referentes a novas formas
de abordagens e contextualizacao dos contetidos, destacando as competéncias pessoais
do educando, a leitura e a escrita matemética, bem como os elementos culturais que
sao internos ou externos a matematica. O caderno ainda contém materiais extras em
sintonia com a abordagem proposta, visando enriquecer a aula do professor, como por
exemplo, textos, softwares, sites, videos, entre outros.

Os contetidos basicos abordados no caderno é referente & ideia de crescimento e
decrescimento exponencial, consolidando a linguagem das poténcias e introduzindo a
ideia de logaritmo.

O ensino de poténcia é intensificado no primeiro ano do ensino médio, visando
solidificar seu significado, “As poténcias ja foram apresentadas aos alunos do Ensino
Fundamental (na 5* série/ 6° ano, as primeiras nogoes; na 7% série/8° ano, as poténcias
com expoentes inteiros; na 8* série/ 9° ano, os expoentes racionais e reais)” (Brasil,
2008).

O caderno busca articular as funcoes exponencial e logaritmicas, salientando o que
a distincao entre elas é apenas uma troca de posi¢ao entre suas variaveis, como por
exemplo: Se y = a” , considerando x a variavel independente, escrevemos y = f(z) = a”
e temos uma fungao exponencial; Quando y é a varidvel independente, escrevemos
x = g(y) = log, y, e temos uma fungao logaritmica.

Observa-se como fundamental que o professor conheca diversos tipos de contextuali-
zagao dos logaritmos como calculo de juros, graus de terremotos, ondas sonoras, dentre
outros visando enriquecer o aprendizado, tais problemas serao explorados e discutidos

no Capitulo 5.



4 O Ensino de funcoes

O Ensino de funcao é um dos contetdos da matemética que pode ser trabalhado
em diversas areas do conhecimento. Salientando o estudo sobre os PCNs anteriormente
abordado destaca-se a importancia da multidisciplinaridade durante a construcao dos
saberes escolares, buscando permitir com que o aluno faca essa interacao dos conhe-
cimentos matematicos em diferentes aplicacoes no dia a dia e em situacoes diversas.
Uma fun¢ao é uma maneira de associar a cada valor de um conjunto A & um tnico va-
lor do conjunto B. Isto pode ser feito especificando através de uma formula ou relagao
entre os conjuntos A e B, essa relagao () pode ser apresentada através de graficos,
diagramas, tabelas entre outros.

Entende-se por funcao f uma terna

(A,;B,a—b)

Onde A e B sao dois conjuntos e a — b uma regra que nos permite associar a cada
elemento a de A um tnico b de B. O conjunto A é o dominio de f e indica-se por Dy,
assim A = D;. O conjunto B ¢ o contradominio de f. O tnico b de B associado ao
elemento a de A é indicado por f(a); diremos que f(a) é o valor que assume em a ou
que f(a) é o valor que f associado ao a.

Uma funcao f de dominio A e contradominio B é usualmente indicada por f : A —
B.

Uma funcao pode ser classificada como:

-Crescente: Vr,y € A, se x <y = f(z) < f(y).

-Decrescente: Vr,y € A, se z <y = f(z) > f(y).

Para compreender o ensino de fun¢ao é preciso explorar diversas habilidades, como
por exemplo, a numérica, geométrica e algébrica. Através de diferentes situagoes pro-
blemas os alunos podem aplicar tais conceitos matematicos adquiridos para solucionar
o que foi proposto. Observe um exemplo de funcao relacionada com o cotidiano de
qualquer pessoa.

Exemplo

Um trabalhador de classe média precisa economizar, pois com o aumento da inflacao
sua renda tem ficado insuficiente, e como nao tem carro gasta uma pequena quantia

com taxi. Em sua cidade tem duas companhias de taxi a Companhia A e a Companhia

41
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Tabela 4.1: Valores pagos nas companhias de taxi

Km rodado | Custo na companhia A | Custo na companhia B
0 R$ 13,00 R$ 6,00
5 R$ 16, 50 R$ 10,75
10 R$ 20,00 R$ 15,50
15 R$ 23,50 R$ 20,25
20 R$ 27,00 R$ 25,00
25 R$ 30, 50 R$ 29,75
26 R$ 31,20 R$ 30,70
27 R$ 31,90 R$ 31,65
28 R$ 32,60 R$ 32,60
29 R$ 33,30 R$ 33,55
30 R$ 34,00 R$ 34,50
35 R$ 37,50 R$ 39,25
40 R$ 41,00 R$ 44,00
45 R$ 44,50 R$ 48,75
50 R$ 48,00 R$ 53,50

B onde o valor da bandeirada e do quilémetro rodado varia de uma empresa para outra,
a Companhia A cobra R$ 13,00 pela bandeirada ¢ R$ 0,70 por quilémetro rodado e
a Companhia B cobra R$ 6,00 pela bandeirada e R$ 0,95 por quilometro rodado.
Determine qual é a melhor opcao para obter uma economia de recursos.

Resolugao:

Para a resolucao do problema precisa-se escrever a situacao citada algebricamente
ou “matematicamente”. Conforme pode ser observado pela Tabela 4.1 do preco pago
nas diferentes companhias de taxi de acordo com a quantidade de quilometros rodados.

Existe uma relacao entre as grandezas distancia e quantidade de dinheiro, ou seja,
cada vez que aumenta a quantidade de quildémetros percorridos pelo taxi aumenta tam-
bém a quantia paga pela corrida. Essa relacao de dependéncia pode ser representada
através de uma fungao onde o dominio serd a quantidade de quilometros (variavel x)
e a imagem serd a quantia em reais pago pelo passegeiro (variavel f(z)).

A funcdo f(x) é o valor gasto na companhia A, serd definida da seguinte forma:

Dados os conjuntos A e B, uma funcao f: A — B (1é-se uma func¢do de A em B)
é uma regra que diz como associar a cada elemento z € A (quilémetros percorridos)
um elemento f(x) € B (preco a ser pago).

T

flx) = 13+E

A fungao g(x) da companhia B sera definida da seguinte forma:
Dados os conjuntos A e B, uma func¢ao g : A — B (lé-se uma funcao de A em B)

é uma regra que que diz como associar a cada elemento x € A um elemento g(z) € B.
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95x

g(x) =6+ 100
Note que pela Tabela 4.1 o valor de quilometros rodados (x) que em ambas as
companhias irao pagar a mesma quantia serda de 28km, porém pode-se determinar com
quantos quilémetros serd pago a mesma quantia em ambas as companhias igualando

as funcoes:

f(@) =g(x)
T 95x
B+—==6+—
+ 10 * 100
95z Tz
— ——=13-6
100 10
250
100
r =28
Portanto a quantidade de quildémetro percorrido pelo cliente para ser pago a mesma
quantia serd de 28km. Para qualquer valor menor que 28km a Companhia B serd mais
econdmica e a partir disso serd mais econémico a Companhia A. Na figura 4.1 pode ser

observado o comportamento grafico das duas fungoes e analisar como elas se cruzam
no ponto (28,32.60).

R$

Intersecgdo das fungdes f(z) e g(x)

flz) = Companhia A

g(z) = Companhia B

Km percorrido

10 20 30 40 50

Figura 4.1: Comportamento dos custos das companhias de taxi

Propriedades de fungao

-Funcao injetora: elementos de A nao tem a mesma imagem em B.
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Vay, xo € A,z # x9 entado f(x1) # f(22)

-Funcao sobrejetora: Uma fungao é sobrejetora quando o conjunto imagem coincide

com o contradominio da funcao.

VyeB,dr e A/f(x) =y — Imf =B

-Funcao bijetora: Uma funcao é dita bijetora quando ela for injetora e sobrejetora.

As funcoes sao classificadas de diferentes maneiras e sua representacao grafica tam-
bém muda em seu formato. O exemplo dado foi uma funcao afim, veja alguns exemplos
de diferentes funcoes que sao estudadas no ensino médio:

Funcgao afim

Chama-se de funcao afim a fungao definida da seguinte maneira:

f:R— R, a,beR, a0, tais que f(x) = ax + b, para todo = € R.

Quando a = 0 = f(x) = b,Vz.

Quando a > 0= f(z

Quando a < 0 = f(x) é descrescente.

) é crescente.

O gréfico de f(z) = ax + b é uma reta, sendo alguns pontos especiais, os pontos

que cortam os eixos das coordenadas, que podem ser representados como (%, 0)eo
(0,b). Na Figura 4.2 podem ser observados diferentes graficos com o comportamento
dessa fungao, quando tem a variacao dos coeficientes a e b.

Modificando o valor de a por valores positivos o grifico continua crescente, porém
sua angula¢do ou inclinagao sobre o eixo x varia, de acordo com a Figura 4.2(a).

fi(x) = x;

falx) = ?il’;

fa(x) = R

Modificando o valor de a por valores negativos o grafico se torna decrescente, e sua

angulagao sobre o eixo x também varia de acordo com esse valor, de acordo com a
Figura 4.2(b).

g1(x) = x;
g2(z) = —m;
g3(z) = —4x.

Modificando o valor de b, o grafico se desloca verticalmente, ou seja, em relagao ao

eixo y, observe de acordo com a Figura 4.2(c)

hi(z) = z;
hs(x) = x — 3.

Fungao quadratica
Uma funcao f : R — R chama-se quadrdtica quando existem nimeros reais a, b, c,

com a # 0, tais que f(r) = ax? + bz + ¢ para todo x € R. Graficamente uma fungao
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-3

(a) a>0eb=0 (bya<0eb=0

-6

(c)a>0ebelR

Figura 4.2: f(z) =ax +b

quadratica é representada através de uma paréabola.

a > (0 = a funcao f tem concavidade para cima;

a < 0= a funcao f tem concavidade para baixo.

As raizes de uma funcao quadratica ou pontos que a funcao cruza o eixo das abs-
cissas estd relacionado com o valor de sua discriminate A =0 —4-a-c .

A =0 = tem raiz tnica, f(z,) =0, f(z) = a(x — x,);

A > 0 = tem raiz dupla, f(z) = a(x — z1)(x — 2);

A < 0 = nao tem raiz real.

A Figura 4.3 ilustra exemplos do comportamento quando se tem uma variacao dos
coeficientes a, b e c.

Graficamente o coeficiente ¢ representa o deslocameno vertical (ou através do eixo
y) da parabola para cima ou para baixo, de acordo com a Figura 4.3(a), os graficos das

fungbes f;(x) obteve um movimento vertical ao variar os valores c.
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(a) Variagao do coeficiente ¢, fixado a > 0 (b) Variacao do coeficiente xg

(c) Variagdo do coeficiente a < 0, fixado ¢

Figura 4.3: f(x) = az® + bz + ¢

fi(z) = 2%
fo(x) = 22 + 3;
f3(x) = 2% — 2.

Se representar a fungio g(z) = a(x + x)> + bz + ¢ o valor de x( representa o
deslocamento horizontal (ou através do eixo ) da parabola. Analisando os graficos de

gi(z), tem-se 0o movimento no eixo x conforme a Figura 4.3(b).

gi(z) = 2%

go(z) = (z + 3)%
g3(x) = (v — 2)%
O valor de a em uma funcao quadratica representa a concavidade da parabola,

quando a for positivo ela é voltada para cima e quando a for negativo a concavidade
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é voltada para baixo. De acordo com as funcoes h; os graficos apresentados na Figura
4.3(c).

hi(z) = —2%

ho(z) = —2* + 3;

hs(z) = —(2* + 2).

Observe pelos graficos da Figura 4.3 que é formado uma parabola onde o valor de a
representa a concavidade, o valor de c representa o deslocameno vertical da parabola.
Quando a fungdo quadratica f(x) = a(xz + xo) + bx + ¢, o valor de z( representa o
deslocamento horizontal da parabola.

Nao ha duavidas que entre as funcoes citadas: lineares, quadraticas, exponenciais e
logaritmica existe inumeras aplicacoes no decorrer da evolucao humana ou situagoes
diarias dos alunos. Na sequéncia, econsiderando que o objetivo do presente trabalho é
explorar os conceitos de fungoes exponenciais e logaritmica, como uma das estratégias

utiliza-se de um estudo prévio sobre potenciagao.

4.1 Potenciacao

O estudo de potenciacao é um dos pré requisitos para ajudar na compreesao do en-
sino de fun¢ao exponencial, a partir da compreensao das propriedades deste contetido
abordado no ensino fundamental, com demonstracoes, exemplos e situacoes proble-
mas, sempre em busca de auxiliar os estudante a compreender melhor o conceito e a
aplicabilidade do estudo abordado.

Para as demonstragoes das propriedades ird ser usado o método de inducao finita,
que consiste de : Dada uma proposigao P(n), n € Z", ela é verdadeira para todo n se:

i) p(no) for verdadeira;

ii) Se n = k, k > ng, supde que p(k) é verdadeira, entdao prova-se que p(k + 1) é
verdadeira.

4.1.1 Poténcia de expoente inteiro positivo

Dados a € R,a # 0, e n € Z". Dizemos que a poténcia a”, tem base a e expoente

n, entao por definicao:

Logo:
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De modo geral, tem-se que a”, n>1, pode ser escrito como o produto da base a por
n fatores iguais a ela. Algebricamente, a” =a-a-a-...a- (n fatores).

Propriedades

Sejaa > 0,0>0,a € Ren,me Z". Entao valem as seguintes propriedades:

Produto de poténcias de mesma base : ¢ - a" = ™"

Demonstra¢ao. Dado m € Z*, por indugao sobre n:
Se n = 0, entao :

Supondo a veracidade da propriedade para n = k, onde k£ > 0 qualquer, ou seja,
m k
am - a

= a™"* mostramos que seja valido para n = (k + 1). De fato:

cq = gMTRL — (k1)
O
am
Divisao de poténcias de mesma base : — =" "
Demonstra¢ao. Como anteriormente, por inducao sobre n:
Se n =0, tem-se :
m m
m—0 _ m a a
a =a —=—
1 a
Supondo que a igualdade seja verdadera para n = k, isto é,
m
a _ m—k
_k — a s
a
tem-se paran =k + 1:
(m—k)—1 | m—Fk m—k k m—k+k m
m—(k+1) _ _(m—k)—1 _ _(m—k)-1. 4 @ a _a a a a _a
a =a =a = k kT Tkl
a a a a a-a art

O]
Potenciag¢ao de poténcia : (a-b)™ =a™ - o™
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Demonstracao. Para n = 0, tem-se:
(a-b)=1=1-1=a"-?°
Supondo que a afirmacao seja verdadeira, para k € Z™*:
(a D) =d" - V"
Tem-se paran = k + 1:
(a-b)FY =(a-b)* (a-b) =a* -V -a-b= (" a) (O b) ="' pFFL
m
.~ - a a™
Potenciacao de fragao : (E)m = o
Demonstracao. Para n = 0, tem-se:
0
a.q a
bl (U R
(b) b0
Supondo que a afirmacio seja verdadeira, para k € Z":
k
a, a”
(b) - bka
tem-se para n = k + 1:
a a a a a d-a ot?
(_)k+1 = (_)k ’ (_)1 =% 7 T Tk .h T kel
b b b b* b bF-b b
m

Potenciacao de um produto : (a™)" =a
Demonstracao. Para n = 0, tem-se:

(am)O —1= CLO — CLm-O

Supondo que a afirmacao seja verdadeira:
(am)k — amk'

tem-se para n = k + 1:

(am)kJrl — (am)k . (am)l — am-k ca™ = am.k+m — am-(k+1)
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4.1.2 Poténcia de expoente inteiro negativo

Dados a € R,a # 0, e n € Z". Define-se a=™ de modo que seja mantida a

probriedade:

Desta forma estende o conceito de poténcia com expoentes inteiros negativos quais-

quer.

4.1.3 Poténcia com expoente racional

Dados a € R,a # 0 e n,m € Z,n # 0. Define-se uma poténcia a= como:

Logo, an = {/a
A partir da definicao todas as propriedades continuam verdadeiras.

4.1.4 Poténcia com expoente Real

Dados a € Rya # 0, e b € Q U I(racional ou irracional). Dizemos que a poténcia

b

a”, esta definida a poténcia a” como poténcia com expoente real.

Com isso tem-se as seguintes propriedades para poténcia com expoente real:

Produto de poténcias de mesma base: a™ - a" = a™";
Divisao de poténcias de mesma base: a_n =am"
Potenciacdo de uma multiplicacao : (a b) =a™- b
Potenciacao de uma divisao: (E)m _ 9

bm
Potenciacao de poténcia: (a™)" = a™".
Com base nas propriedades e definicao do contetido de potenciacao, pode-se a partir

deles definir e trabalhar com diferentes funcoes exponenciais.

4.2 Funcao exponencial

Definicao: Chama-se func¢ao exponencial qualquer fun¢ao f de R em R™T, dado
a € R >0, a#1dada por uma lei da forma f(z) = a*. O valor de a tem que ser
diferente de 1 porque com a = 1 a funcao se torna constante, pois se a = 1 e m € R,
entao a™ =a = 1.

Como consequéncia das consideragoes das propriedades de poténciagao, temos:

i) Na fungao exponencial f(x) = a”, tem-se:

r=0= f(z)=ad" =1
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Com isso podemos dizer entdao que o par ordenado (0,1) pertence ao grafico da
funcao, ou seja, que o grafico cartesiano de toda fungao exponencial corta o eixo das
ordenadas no ponto (0,1).

Lema 1: Sendoa € R,a > 1en € N,n # 0, tem-se:

a*>1sn>1

Demonstra¢ao. (=) Por contradigao:
Sen=0= a"=1. (Absurdo!)
Sen<0=-n>1lentaioa™™ >1=a"-a"=a"= 1> a". (Absurdo!)
()VneNn>0ea>1
Para n = 1 temos: a" = a' = a > 1.
Suponhamos pela hipotese de inducdo que a* > 1 e mostra-se que:
a"*'=af-a>1,poisa>1ea” > 1.

Portanto a”t! > 1

Lema 2: Sendo a € R,a > 1er € Q, tem-se:

a>1r>0

A demonstragao pode ser encontrado em Lima, 1996.
Lema 3: Sendo a € R,a > 1,r, s € Q, tem-se:
a">a’&r>s

Demonstra¢ao. Como a=" > 0 tem-se, a® > a" < a’-a" >a" a7 a7 >1&
(pelo Lema 2) s —r >0 < s > 7.
]

Lema 4: Sendoa € R,a > 1,t e [ =R — Q, tem-se:

ad>1<t>0

Demonstragao. (<)

t>0=da" >1

Para definicao no ntimero t irracional e positivo, existem r, s tal que 0 <r <t < s.
Pelo Lema 2, comoa > 1,7 >0e s >0, temos : " >1ea® > 1.

Pelo Lema 3, como a > 1 e r < s, tem-se: 1 < a” < a’® e, tem-se:

l<ad <a <a®

logo,
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(=)
Provando por absurdo tem-se:

ad>1=t>0

Suponhamos, t < 0, isto é —t > 0.

Pela primeira parte deste lema tem-se:

a>1,—-tel=a'>1

e
—t>0=a"'>1
Multipliplicando ambos os lados pela desigualdade a' > 0, tem-se:
at-d>adel1>d
Absurdo, pois contraria a hipotese, logo:
t>0
Teorema 1: Sendoa € R,a > 1e b € R, tem-se:
a*>1b>0
Demonstracao.
be Q& (pelo Lema2) (a®>1<b>0),
beR < <ou
bels (peloLemad) (a’®>1<b>0).
Corolario 1: Sendoa € Rja>1ercRe s eR, tem-se:
a">a’er>s
Demonstracao.

z1

a
a™ > ad"? & — > 1< a™ ™ > 1< (pelo Teorema 1) 27 —x9 > 0 21 > 29
a

O
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Teorema 2: Sendoa € R,0<a<1ebeR, tem-se:

a>1<b<0

1
Demonstracao. Se 0 < a < 1, entao — > 1, toma-se b € R, logo
a

1
(-)>1le(@>1e-b>0b<0

a
m
Corolario 2: Sendoa e R,0<a<lereReseR, tem-se:
a">a’er<s
Demonstracao.
a™
a™ > ad"? & — > 1< a™7 > 1< (pelo Teorema 2) 7 — 29 < 0 11 < 29
a
m

4.2.1 Grafico de funcao exponencial

Dada uma fun¢ao f(z) = a*, a > 0 e a # 1, a curva do grafico esta toda acima do
eixo x, pois f(x) = a® > 0, para todo x € R. Como f(0) = 1, entao a curva corta o
eixo y no ponto de ordenada 1; se a > 1 é uma funcao crescente. Se 0 < a < 1 é uma

funcao decrescente. Observe as funcoes representadas pelas figuras 4.4(a) e 4.4(b).

/

/

/’ \
/

// \\
)

(a) a>1 (b) 0 <a,1)

Figura 4.4: f(z) = a”

Por outro lado pode-se modificar o comportamento do grafico de uma funcao expo-
nencial através do acrescimo de coeficientes, ou seja, dado uma fungao f(x) = a*t¢+0b
com a,b,c € R; ;a > 0 +# 1. Como dito o valor de a define a curva como crescente ou
decrescente, ja o valor de b define o deslocamento vertical e o valor de ¢ o deslocamento

horizontal. Observe os graficos os graficos apresentado na Figura 4.5(a) a variacao da
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curva de acordo com a mudangas da variavel b e na Figura 4.5(b) a variacao da curva

de acordo com a mudanca da variavel c.

(a) Variagdo do coeficiente b (b) Variacao do coeficiente ¢

Figura 4.5: f(x) =a"™+b

As aplicacoes no cotidiano do aluno sao em diversas situacoes e em diferentes
disciplinas, na biologia, onde geralmente, o crescimento de determinados seres vivos
microscopicos, como as bactérias, acontece exponencialmente. Na quimica onde a de-
composicao ou desintegracao de determinadas substancias também acontece segundo
um padrao exponencial. Na matemaética financeira onde o sistema de juros compostos
também funciona de forma exponencial. Observe alguns exemplos de contextualizagao
do uso da funcao exponencial:

Exemplo 1

A populacao de uma colonia de bactéria dobra a cada 30 minutos. Em um experi-
mento, colocou-se inicialmente em um tubo de ensaio uma amostra com 1000 bactérias.
Ao final do experimento obteve-se um total de 4,096 - 10° bactérias. Qual foi o tempo
do experimento?

Resolucao

Para iniciar a resolucao do problema, cria-se uma tabela que representa a situacao,
onde de acordo que o tempo vai passando a quantidade de bactérias também vai mu-
dando, observando assim a relacao ou “funcao” entre as grandezas tempo e quantidade

de bactérias.

Tabela 4.2: Relacao entre tempo e quantidade de bactérias
Tempo(x) | Quantidade de bactérias(f(x))

0 minutos 1000
30 minutos 2000
60 minutos 4000
90 minutos 8000

120 minutos 16000
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Observe que a cada 30 minutos dobra a quantidade de bactéria, representando essa
situagao algébricamente onde x representa a quantidade de minutos e f(x) a quantidade

de bactérias, ficaria da seguinte maneira:

£(0) = 1000
£(30) = 2" - 1000
f(60) =2 (2" - 1000) = 2* - 1000
£(90) = 2-(2%-1000) = 2° - 1000

f(30n) =2-2""1.1000 = 2" - 1000
Apresentando como funcao a expressao tem-se:

x
F(x) = 1000 - 230

Como f(z) = 4,096 - 10° tem-se:

i
4,096 - 10% = 1000 - 230

4,096 - 10°
1000

X
230 =

X
230 = 4,096 - 103
X
230 = 2!
xr

=}

— =12
0

r=12-30

w

r = 360

Tem-se entao que para ter um total de 4,096 - 105 bactérias serd necessario 360
minutos ou 6 horas apos o inicio do experimento.

Exemplo 2

(Unicamp-SP —2007) O decaimento radioativo do estroncio 90 ¢ descrito pela fungao
P(t) = Py- 27" onde t é o instante de tempo, medido em anos, b é uma constante
real e Py é a concentracao inicial de estroncio 90, ou seja, a concentragao inicial no
instante t = 0. Se a concentracao de estroncio 90 cai pela metade em 29 anos, isto é,

se a meia-vida do estroncio 90 é de 29 anos, determine o valor da constante b.
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Resolucao
P
Analizando o problemas tem-se que P(t) é igual a 70 para t =29 anos entao repre-

sentando algébricamente tem-se:

P(t)=Py-27"
B — P, .27t
2
Py-27 =Py 277"
2—1 — 2—296
—1=-29-0
1
b= —
29
1

Tem-se entao que a constante b é igual a 20"

Exemplo 3

Um capital de 1000, 00 reais ¢ aplicado a juros mensais de 4% ao més, gerando um
montante de 1731, 68 reais. Determine o tempo em meses de aplicacao desse capital.

Resolucao

Um exemplo classico matematica financeira de juros composto onde o valor total ou
montante ¢ dada pela equagao M = P-(1+1)", onde M é o montante, P o valor inicial,
1 € a taxa de juros e t € o tempo em més da aplicacao. Entao tem-se M = 1731, 68,
P = 1000, i = 4% ou 0,04 e precisamos descobrir o valor do tempo ¢. Aplicando a

formula tem-se:

M=P. (1+i)

1731,68 = 1000 - (1 + 0,04)"

1731, 68
1000

(1,04)" = 1,733168

(1,04)" =

(1,04)" = (1,04)"'4
t=14

Portanto tem-se que para obter um montante de 1731, 68 ¢é preciso aplicar o valor

inicial durante 14 meses ou 1 ano e 2 meses.
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4.3 Logaritmo

Sejam a e b € RT, a # 1, chama-se logaritmo de a na base b, onde o logaritmo que
se deve obter na base b de a, ou escrevendo em forma de poténcia seria qual o expoente

que aplicado sobre a base b seja igual a a, ou seja:

logya=2x<4<=0b0"=a

Para o logya = = dizemos que b é a base do logaritmo, a é o logaritmando e z é o
logaritmo.

Exemplos:

log, 8 = 3, pois 23 =8

log; 625 = 4, pois 5* = 625
oo Yo o 17 1
og1 — = ois - = —
859~ P93 Ty
logs, 1 =0, pois 34° =1
logy, 14 = 1, pois 14! = 14
Seguem as seguintes afirmacoes sobre o logaritmo que decorrem imediatamente da
definicao.

i) O logaritmo da unidade em qualquer base é igual a zero.

log, 1 =0, pois a’ = 1

ii) O logaritmo da base a na base a é igual a um.

log,a = 1,pois a* = a

iii) A poténcia de base a e expoente log, b é igual a b.

alogab —b

iv) Dois logaritmos em uma mesma base sao iguais se, e somente se, os logaritman-

dos sao iguais.

log,b=log,c<=b=c

Demonstragao. log, b = log, ¢ <=>(pela defini¢ao de logaritmo)a'®8«® = ¢'°%: ¢ «=(pela
iii)) b= ¢ O

Apartir das afirmacoes tem-se as seguintes propriedades relacionadas aos logarit-
mos.

Propriedades:

Logaritmo do produto

Sea>0,a#1,b>0ec>0,entdo log,(b-c) =log, b+ log, c
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Demonstracao. Seja log, b =z, log,c =y e log,(b-c) = z, tem-se:

log,b=2=a"=0b
log,c=y=a'=c a“*=a"-a'=a""V=>z2=0+y

log,(b-c)=2z=a*=b-c

Portanto log,(b - ¢) = log, b+ log, ¢ O
Logaritmo do quociente
Sea>0,a% 1,b>0ec>0,entdo log, (%) =log, b — log, c.
Demonstracao. Seja log, b= x, log,c =y e log, % = z, tem-se:
log,b=2=a"=b N
a
log,c=y=a’=c az:a:ax_y:Z:x—y
logag:zéazzg
Portanto log, %’ = log, b —log, c.
O
Logaritmo da poténcia
Sea>0,a#1,b>0eacR, entao log, b* = « - log, b.
Demonstracao. Seja log, b= x e log, b* =y , tem-se:
log,b=2x=a"=0
08, r=a W= (@) =a" s y=z-a
log, b =y = a? =b°
Portanto log, b = « - log, b.
O

4.3.1 Mudanca de base

Nos logaritmos pode se realizar a mudanca de base, em diferentes situagoes necessita-
se realizar célculos com logaritmos em bases diferentes, para que seja possivel utilizar
as propriedades dos logaritmos, pois elas devem ser todas na mesma base.

Para realizar esse processo que transforma a base de um logaritmo em outra base
que seja conveniente aplica-se a seguinte propriedade:

Propriedade:

Mudanca para a mesma base

Sejaa,beceRT ,a+#1ec#1, entdo tem-se:
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Demonstrag¢ao. Considere log, b = x, log.b = y e log.a = z e nota-se que z # 0 pois
a# 1.
A _ Yy
gora provaremos que T = —.
z
De fato:

log,b=2=a"=0b
log.b=y=c=0» é(cz)x:ax:b:cy:%z-x:yém:g O
2

log.a=2=c"=a

4.4 Funcoes logaritmicas

Sejaa € R, 0 < a # 1 chama-se funcao logaritmica de base a a funcao f de R

em R que associa a cada x real o numero log, x ou seja:

f(z) =log, =

A partir da definicao de fungao logaritmica tem-se:
i) Se 0 < a # 1, entao a fungoes f(z) = log, z e g(x) = a” sao inversas uma da

outra.

Demonstragdo. Para a demonstragao da propriedade basta verifiar que f(g(z)) = Idgs
e g(f(x)) = Idg.

De fato:

fg(x)) =log,a* =z e g(f(2)) = /™ = %" =z O

ii) A funcao logaritmica f(x) = log,x ¢é crescente se a > 1 e ¢ decrescente se
0<a<l.

Demonstracao. Por implicacao tem-se:

a > 1= (para todo z1 e x5 € R%), x5 > 21 = log, x5 > log, z;.

De fato:

Sabe-se que a'°8%2 > gl°8a 1 = log x5 > log, 7,

Considerando

log, 9 = Y2 = 9 = a¥?

log, 1 =y1 = 21 = a”

Tem-se:

Yo > Y1 = a¥? > a¥'. Pelo fato da funcao exponencial ser crescente para base maior
que um concluimos que a > 1.

De forma analoga tem-se que a funcao logaritmica é decrescente se, e somente se,
0<a<l O
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Uma funcao real, L : RT — R, cujo dominio é o conjunto R™ dos numeros reais
positivos, chama-se uma func¢ao logaritmica quando tem as seguintes afirmacoes:

iii) L é uma fungao crescente, isto é, v <y = L(x) < L(y);

iv) L(zy) = L(z) + L(y) para quaisquer x,y € RT.

Para todo x € R*, o nimero L(z) chama-se logaritmo de z. (Se estivermos con-
templando outras fungoes logritmicas além de L, diremos que L(z) é o logaritmo de x
segundo L, ou no sistema de logaritmos L).

Segue uma lista de propriedades das funcoes logaritmicas, isto é, propriedades que
sdo consequéncias de iii) e iv) enunciadas.

Funcao injetiva Uma funcao logaritmica L : Rt — R é sempre injetiva, isto é,

numeros positivos diferentes tem logaritmos diferentes.

Demonstracao. Com efeito, se x,y € RT sao diferentes, entdo ou z < y ou y < x. No
primeiro caso, resulta de iii) que L(z) < L(y). No segundo caso tem-se L(y) < L(z).
Em qualquer hipotese, de x # y conclui-se que L(x) # L(y). O]

O logaritmo de 1 é zero: logl =0

Demonstra¢ao. Com efeito, por iv) tem-se:
L(1)=L(1-1) = L(1) + L(1), logo L(1) =0 m

Os ntmeros maiores do que 1 tém logaritmos positivos e os nimeros
positivos menores do que 1 tém logaritmos negativos: Seja n € R, onde logn

é positivo para n > 1 e é negativo para 0 <n < 1.

Demonstra¢ao. Com efeito, sendo L crescendo, 0 < x < 1 < y resulta L(z) < L(1) <
L(y), isto ¢ L(z) < 0 < L(y).
[

1
O logaritmo de — é o oposto logaritmo de x: Para todo x > 0, tem-se

8

1 1
Demonstragao. Com efeito, de x - (=) = 1 resulta que L(z) + L(—) = L(1) = 0, donde
T T

L(~) = —L(x). O

O logaritmo de Téo logaritmo de xr com o oposto do logaritmo de y:

Para quaisquer x,y — RT, vale L(f) = L(x) — L(y).
Y

Demonstragao. L(g) = L(x- (5)) = L(z) + L(é) = L(z) — L(y). O

L(z") = r - L(z) : Para todo z € R" e todo nimero racional r = P tem-se
q
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Demonstra¢ao. Tem-se pela propriedade que L(z") = L(z -z - ... - z) = L(z) + L(z) +
o+ L(z) =7 L(z).

Teorema 3: Dadas as func¢oes logaritmicas L, M : R — R, existe uma constante
¢ > 0 tal que M(z) = c- L(z) para todo x > 0

Demonstragao. Seja a > 1 tal que L(a) = a - M(a). Tem-se que L(a") = r - L(a) =
r-M(a) = M(a"). Suponhamos, por absurdo, que existe um b > 0 tal que L(b) # M (b).
Consideremos que L(b) < M(b).

Seja k € R* tal que:

Entao:
! L
MMF:?<M@—W&
1
Seja m - L(ak), pertencente ao interior do intervalo |L(b), M (b)], ou seja L(b) <
1

m - L(ak) < M(b). Assim tem-se que:

Entao:

k)= Mak)< M(b),

L(b) < L(a

Como L é crescente, tem-se que b < a k. Como M também & crescente. tem-se
m

que ak < b Pelas duas desigualdades tem-se um absurdo, sendo assim tem-se que
M(x) = L(z), para todo = € R™.
m

Teorema 4: Toda funcao logaritmica L é sobrejetiva, isto ¢, dado qualquer niimero
real ¢, existe sempre um ({inico) niimero real positivo z tal que L(x) = c.

Teorema 5: Toda fungdo logaritmica L é uma correspondéncia biunivoca (bije¢ao)
entre RT e R, isto é, dado qualquer nimero real ¢, existe sempre um tnico numero real

positivo z tal que f(z) = c.

Demonstracao. Como visto anteriormente que uma funcao logaritmica é sobrejetora e

injetora, entao tem-se que ela é bijetora. O]
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4.4.1 Grafico de funcao logaritmica

Dada uma fungao f logaritmica definida em R, e dada por f(x) = log,z, a > 0 e
a # 1, a curva do gréfico esta todo a direita do eixo y(z > 0); corta o eixo x no ponto
de abscissa 1 (log,1 = 0 para todo 0 < a # 1); de acordo com a Figura 4.6(a) se a > 1
é uma funcao crescente e se 0 < a < 1 é de uma fungao decrescente de acordo com a
Figura 4.6(b).

(a) f(z) =logsx com a > 1 (b) f(z) =logex com 0 < a <1
Figura 4.6: f(x) = log,x

O comportamento do grafico de uma funcgao logaritmica varia de acordo com os
coeficientes da funcdo, ou seja, dado uma fungao f(x) = log,(bx + ¢) com a,b,c € R,
b,a >0 e a# 1, como dito o valor de a define a curva como crescente ou decrescente,
ja o valor de b define o deslocamento vertical como pode ser observado na Figura 4.7(a)

e o valor de ¢ o deslocamento horizontal de acordo com a Figura 4.7(b).

(a) variagao do coeficiente b (b) variacdo do coeficiente ¢

Figura 4.7: f(x) = log,(bx + )

Como nas funcoes exponenciais pode-se realizar diversas aplicagoes em exemplos
no cotidiano do aluno além de sua interdisciplinaridade ao ser aplicada em situacoes.
Observe alguns exemplos de contextualizacao do uso da funcao exponencial:

Exemplo 1

Em uma colénia de bactérias, a cada meia hora, o nimero de bactérias dobra. Se
inicialmente havia 700 bactérias, apés quanto tempo havera 700000 bactérias, aproxi-

madamente? (Considere log2 = 0, 3).
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Resolucao

Como no exemplo anterior no estudo de funcoes exponenciais onde ele seria expres-
x

sado da forma f(z) = 700 - 230 mas, o que queremos ¢é a fungao inversa entdao como
seria sua expressao? Ou para que valor de z tem-se f(z) = 7000007
Precisa-se transformar as informacoes dadas em uma expressao algébrica para poder

ser utilizado os contetidos abordados. Entao tem-se que:

700 - 230 = 700000

= 700000
230 —
700
230 = 1000

log 23 = log 10?

%-10g2:3-10g10

100 = 3
x =300
Tem-se que apdés 300 minutos ou 5 horas havera 700000 bactérias.
Exemplo 2
Um capital de R$ 12000, 00 ¢ aplicado a uma taxa anual de 8%, com juros capita-
lizados anualmente. Considerando que nao foram feitas novas aplicacoes ou retiradas,
encontre:
a) O capital acumulado apos dois anos.
b) O nimero inteiro minimo de anos necessarios para que o capital acumulado seja
maior que o dobro do capital inicial.
(use log2 = 0,301 e log 1,08 = 0, 033).
Resolugao
a) O capital acumulado apdés um ano pode ser calculado através da formula de juros
compostos : M =C - (1+1)".
Sendo C' o capital inicial de R$ 12000, 00, i a taxa de juros de 0,08 ao ano e t o
tempo de 2 anos, tem-se:

M=C-(1+1)
M = 12000 - (14 0,08)?
M = 12000 - 1,08?
M = 13996, 8

Entao, apds dois anos, o capital acumulado sera de R$ 13996, 80.
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b) Considere x como o nimero de anos, i como a taxa de juros de 8% = T00 = 0, 08,
C' como o capital inicial e M como o montante que deverd ser maior que o dobro do

capital inicial, sendo assim, tem-se:

C-(1+i)f>M
C-(1+0,08)" >2

2
1,08° > —
’ M

1,08% > 2
log 1,08" > log 2
x-log1,08 > log?2

x-0,033 > 0,301
T > w
0,033
r>9 121

Portanto, sera necessario o minimo de 10 anos para que o capital acumulado seja o

dobro do capital inicial.

4.5 O numero e

Uma questao teve grande énfase nos séculos passados com relagdo ao comporta-
mento de um depo6sito bancario, como cresceria o montante ao longo do tempo se os
juros seriam creditados em intervalos de tempo cada vez menor, até que o acréscimo
seja considerado instantaneos e sobre eles as mesmas taxas de juros.

Para melhor explicar a situagao veja o exemplo:

Suponha que um banco pague 100% ao ano. Apo6s um ano, teria um montante de
R$200,00 para cada R$100,00 aplicado. Se o juros fossem creditados semestralmente,
ap6s um ano tera um montante de R$225,00 para cada R$100,00 aplicado. Se fosse
trimestralmente apds um ano teria R$244,14 para cada R$100,00 aplicado.

Note que o modelo matematico para esse calculo é dada pela formula:

M= (14 1y
n

Observe a relacao de alguns valores n na Tabela 4.3

Com base na Tabela 4.3 consegue intuitivamente observar que a montante esta se
aproximando de um ntamero cada vez que o valor de n vai aumentando, mas que ntimero
seria esse, se o valor de n fosse grande tanto quanto se queira?

Esse niimero é chamado de niimero de Euler e representado pela letra e. Ele é o

que chamado de base do sistema de logaritmos naturais, a qual definiremos.
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Tabela 4.3: Relacao entre Montante (M) e o tempo(n)

Valor de n | Valor de M
1 2
2 2,25
3 2,37037
4 2,44141
5 2,48832
10 2,59374
100 2,70481
1000 2,71692
10000 2,71815

log, x = Inx

O ntimero e é um ntmero irracional, logo seu desenvolvimento decimal nao termina
e nem ¢ periédico. Um valor aproximado de e com 6 algarismos decimais é 2,718281.

. p , . r
Teorema 6: Seja r = = um nitmero racional, tem-se y = e” se e somente se
Iny =r.
Demonstracao. (=)

Se y = e", aplicando [n em ambos os lados obtem:

Iny = Ilne” =r-lne = 1, segue que:

Iny=r

(<)

Seja y > 0 um numero real tal que Iny = r. Como Ine = 1, pode-se escrever
Iny =1 -Ine.

Pela propriedades dos logaritmos Iny = Ine”. Como [n é uma funcao injetiva

conclui-se que y = e'. O

4.6 Os logaritmos decimais

Historicamente os logaritmos decimais (de base 10) teve uma grande importancia
para facilitar os calculos antes da criacao das calculadoras, para obter uma melhor

ideia de grandeza dos niimeros costuma representa-los da forma:

a-10",1<a<10,n € Z

Entao dado um valor z = a - 10", tem-se:
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logx =loga- 10" =loga + log 10" = n + loga

Como 1 < a < 10, tem-se que 1 < loga < 10. Tem-se que: loga = mantissa do

log x e n = caracteristica de log x. Portanto tem-se:

log x = caracteristica + mantissa.

Para facilitar as realizacoes dos calculos foi elaborado uma tabela de alguns valores
da mantissa, segue em anexo uma pequena tabua de logaritmos decimais dos niimeros
de duas casas decimais, desde 1 até 9, 99.

Exemplo:

Calcule log 23:

Solucao: Tem-se que 23 = 2,3 - 10. Entao

log 23 =log(2,3-10) =log2,3 +1log 10 =log2,3 + 1

Analisando a tabua no Apéndice A, tem-se que log 2,3 ~ 0, 3617.
Portanto: log23 ~ 1+ 0,3617 = 1,3617.

Exemplo:

Calcule log 7430:

Solucdo: Tem-se que 7430 = 7,43 - 10®. Entao:

log 7430 = log 7,43 - 10° = log 7,43 + log 10*> = 3 + log 7,43

Analisando a tabua no Apéndice A, tem-se que log 7,43 ~ 0, 8710.
Portanto: log 7430 ~ 3 + 0,8710 = 3, 871.

Exemplo:

Calcule log 0, 00562:

Solucdo: Tem-se que 0,00562 = 5,62 - 1072, Entdo:

log 0,00562 = log 5,62 - 1072 = log 5,62 + log 107® = —3 + log 5, 62

Analisando a tabua no Apéndice A, tem-se que log 5,62 ~ 0, 7497.
Portanto: log0,00562 ~ —3 4 0, 7497 = —2, 2503.

4.7 Representacao geométrica de logaritmo

Com o intuito de melhorar a compreencao e obter um ensino de qualidade para
todos os alunos, um grande desafio do professor é saber diversificar a apresentacao dos
contetudos e explicar de diferentes maneiras um mesmo conceito. Na func¢ao logaritmica
nao ¢é diferente, ird ser abordado a definicao de uma funcao logaritmica de forma
geométrica, interpretando seu comportamento e analizando-as, pois segundo Avila, "0

natural, como se vé, é levar o logaritmo para o contexto do Calculo.
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A utilizacao na geometria para calcular a area de uma hipérbole teve sua impor-
tancia principalmente no século XVII e XVIII. Hoje podemos utilizd-la para definir as

curvas no grafico dos logaritmos naturais.

4.7.1 Area de uma faixa da hipérbole

Para definir a area de uma faixa da hipérbole considera-se um sistema de eixos
cartesianos fixado num plano, isto é, duas retas orientadas e perpendiculares entre si.

Cada ponto do plano ficara entdo representado por um par ordenado (x;y).

Seja H a parte positiva do grafico y = —, ou seja:
x

1
H={($;y);x>0,y=5}

Ao fixar dois niimeros reais positivos a;b com a < b tomemos a regiao do plano
limitada pelas duas retas verticais * = a e x = b, o eixo das abscissas e a parte H
obtém-se uma faixa da hipérbole que serd indicada por H? de acordo com Figura 4.8(a).

Entdo H® = {f(x;y);a <2< b0 <y < i}

Para realizar o célculo da area aproximada dessa regiao, com pontos intermedidrios
decompomos o intervalo [a, b] com um namero finito de intervalos justaposto. Seja [c, d]

tal que a < ¢ < d < b, um intervalo qualquer da decomposicao, consideremos entao o

retangulo de altura 7 o vértice superior direito desse retangulo esta sobre a hipérbole

H. Esse retangulo ¢ o retangulo inscrito na faixa H?, a reuniao desses retangulos
inscritos constitui um poligono inscrito na faixa H® como pode ser analisado na Figura
4.8(b).

i f Y,

a [~ \

L \\ Y

’ ANV SRR m—
a b ' a ¢ d ¢ b X

(a) A regido hachurada ¢ a faixa H? (b) Poligono retangular inscrito na faixa H?

Figura 4.8: Faixa da H?

Figuras retiradas de Lima(2009)

Quanto mais subdividirmos o intervalo [a;b] mais aproximado serad esse valor do

exato da édrea, pois segundo LIMA “a 4rea de H® ¢ o ntimero real cujas aproximagoes



68 O Ensino de fungoes

por falta sdo as areas dos poligonos retangulares inscritos em H?”. Podendo assim dizer
que a area de H? é o extremo superior do conjunto de ntimeros reais dados pelo valor

das areas dos poligonos retangulares inscritos em H?, ou seja, fazendo a area de H®

a’
igual a A temos que A é o menor nimero real tal que A maior ou igual area de P
para todo poligono retangular P inscrito em [a;b]. Temos que A é o extremo superior
do conjunto dos valores das 4reas dos poligonos retangulares P inscritos em H?, que
significa 0 mesmo que afirmar que todos os valores aproximados por falta da area H®
sao as areas dos poligonos retangulares inscritos nesta faixa.

Teorema 7: Seja k € R, tal que k > 0, entdo as faixas H? e HI® tem a mesma

area.

Demonstracao. Observemos primeiramente o seguinte fato. Dado um retangulo ins-
crito em H, cuja base é o segmento ¢, d| do eixo das abscissas, o retangulo inscrito em
H e com base no segmento [ck, dk| tem mesma area que o anterior. Observe a Figura
4.9.

Figura 4.9: Os retangulos hachurados tém a mesma area.

Figura retirada de Lima(2009)

1
De fato, a drea do primeiro é igual a (d—c¢)- 7= 1— g, enquanto a area do segundo
1 c
¢ (dk —ck) - —=1—-.
¢ (dk k) - o d

Considere agora uma reunidao de retangulos adjacentes inscritos numa faixa de hi-
pérbole H, cujas bases particionam um intervalo [a, b] no eixo das abscissas, conforme
ilustra a Figura 4.10

Chama-se esta reuniao de retangulos de poligono retangular P. Se multiplicarmos
por k cada uma das abscissas dos pontos de subdivisao [a,b], determinados por P,
obteremos uma subdivisao do intervalo [ak, bk| e portanto um novo poligono retangular
P’ inscrito na faixa HF*. Cada um dos retangulos que compoem P’ tem a mesma area

que o retangulo correspondente em P. Logo a area de P’ é igual a de P.
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Figura 4.10: Os poligonos retangulares P e P’ possuem mesma area.

Figura retirada de Lima(2009)

Portanto, concluimos que, para cada poligono retangular inscrito em H?, existe um
inscrito em H!? com a mesma area. Analogamente, para cada poligono retangular
Q' inscrito em H?  existe um outro @, de mesma area, inscrito em H°. Assim sendo,
temos que as areas destas duas faixas sao ntimeros que possuem exatamente as mesmas

aproximagoes inferiores e, portanto, sdo iguais. ]

Em consequéncia do teorema é que podemos restringir nossa consideracao as areas
das faixas da forma HY, pois:

P . b . b
Area(H?) = Area(Hy) = Area(HY), ¢ = p

Exemplo: Utilizando o calculo de 4rea podemos obter um valor aproximado para
[n2.

Resolugao: Inicialmente sera subdividido o intervalo [1, 2] em dez partes iguais, que
listados na Tabela 4.7.1, juntamente com os respectivos valores de — quando x assume
os valores da subdivisao . g

Formou-se dez retangulos cujas as bases medem 0,1 cada e, suas alturas sao os
valores 1 da Tabela 4.7.1. Calcula-se a soma das areas desses retangulos obtém-se

x
0,6685 que é um valor aproximado para [n2. Assim:

In2 ~ 0, 6685.
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1
Tabela 4.4: —
x

1
.| L
X
1
1,1 | 0,909
1,2 ] 0,833
1,3 | 0,769
14| 0,714
1,5 | 0,666
1,6 | 0,625
1,7 | 0,588
1,8 | 0,555
1,9 | 0,526
2 | 0,500

4.8 Séries de Taylor

Dada uma funcao diferenciavel em qualquer ordem num certo ponto a interior ao seu
dominio (isto ¢, existe a derivada de qualquer ordem de f em x = a, f™(a)) podemos

sempre escrever a sua série de Taylor relativa a:

n

° £(n)(g
Zf '()(x_a)n

A principal propriedade deste polindémio é que ele passa pelo ponto (a, f(a)) e possui
as mesmas derivadas até ordem n que a funcao f.

Cada vez que aproxima-se um valor desconhecido por outro conhecido ¢ importante
saber estimar o erro que se comete ao fazer esta aproximacao. Isto é estimar o erro
para melhorar a aproximacao se necessario. Quer encontrar um valor € > 0 de tal

forma que

|f(x) — pm(x)| < €,V € (a—d,a+0)

onde p,, é o polinomio de Taylor de grau m numa vizinhanca de = = a.
Teorema de Taylor: Seja f : [a,b] — R uma fun¢do com n derivadas continuas
e f("*1) definida em todo (a,b). Seja

zo € [a,b]

entdo existe ¢ € (a,b) tal que
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F"9(e)
(n+1)!

n+1

(x — z9)

~ M)
R

(x —t)F + Az — t)"!

k=1
onde A ¢é de tal forma que G(zy) = 0. Portanto teremos que G(z) = G(zy) = 0.

Pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (z, ) tal que G'(c) = 0. Derivando G encontramos

g =0 — (o DA -

Usando das formulas das derivadas de um produto tem-se que

(k)
G'(t) ) + Z = k' L. (i _<3! (z— 1)) = (n+ DA — )"

Note que o somatorio anterior é telescopico, portanto

fr()
R

Fr )

() = (n)!

(x—t)"—(n+ DAz — )" = (r—c)"=(n+1)Ax—o)"

Tomando t = ¢, segue que

Feh 0
- (n+1)!

Tomando t = z e aplicando o fato que G(z() = 0 obtemos o resultado.
m

O Teorema de Taylor pode ser usado para calcular potenciacao e logaritmos, observe
os exemplos.

Exemplo 1: Determine o m de tal forma que a aproximacao

para x € (0, 1), possua dois digitos exatos.

:’I%

Resolucao:

O erro ao aproximar a exponencial pelo polinémio de Taylor est4d dado por

m+1 ( c

B (m+1)

(m+1)!

e

L9 gyt

G ]
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Tabela 4.5: In1,5

n Inl,5
2 0,37500
4 0,40104
5 0,40729
10 0,40543
11 0,40548
12 0,40546
13 0,40547
15 0,40547
20 0,40547
Aproximado: | 0,40547

Para ter dois digitos exatos, deve-se ter F,, < 0,005. Para obter essa estimativa

toma-se
———— <0,005 = (m+ 1)! <200 e = 543,6563656 < 544
(m+1)!
Como 6! = 720 pode-se tomar m = 5. Isto é, para qualquer valor z € (0,1) a
expressao

5 n
Z fll
~ n!

aproxima ao exponencial e com dois digitos exatos.

Exemplo 2: O calculo de In1,5 e [n2, usando a série de Taylor,utilizando os valores
fornecido pela Tabela 4.5 e Tabela 4.6.

Como a série é convergente para x = 1,5, observa-se que pela Tabela 4.5 a funcao
fornece o resultado correto com cinco casas decimais empregando 13 termos da série.
Os outros valores, para n > 13, embora nao sejam exatos, mostram tendéncias de
convergéncia para o valor exato. No caso do [n2 analizando a Tabela 4.6, nota-se que
a convergéncia do valor é lenta, para obter o resulta do com precisao de cinco casas
decimais, necessita de uma ordem de 200000 termos da série. Geralmente quanto maior

o valor de = para o célculo de f(x), maior serd a precisao do resultado.
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Tabela 4.6: [n2

n [n2
10 0,64564
50 0,68325
100 0,68817
500 0,69215
1000 0,69265

10000 0,69310
50000 0,69314
100000 0,69314
200000 0,69315
Aproximado: | 0,69315






5 Intervencao didatica no ensino de

funcoes exponencial e logaritmica

A educacao de hoje se encontra diante de um grande desafio, que se da devido
aos meios tecnologicos que agora sao disponiveis de mobilidade e armazenamento de
informacoes e meios de comunicacao. Sob esse ponto de vista a escola hoje tem um
papel de nortear os individuos para que estes nao fiquem submergidos nesses novos
meios de comunicagao.

A educacgao também desempenha o papel de transmitir saberes, estes cada vez mais
complexos, e também o aprender a conhecer. Ou seja, nao basta apenas transmitir
contetidos aos alunos, a escola deve também desenvolver nos alunos o saber-fazer, que
significa saber aprender e saber aplicar esse conhecimento em seu dia-a-dia, saber se
desenvolver conforme a necessidade e saber adquirir novos conhecimentos.

Para saciar/contemplar os desafios propostos para a escola, a educagao deve se

organizar em torno de quatro aprendizagens.

Para poder dar resposta ao conjunto das suas missoes, a educacao
deve organizar-se em torno de quatro aprendizagens fundamentais
que, ao longo de toda vida, serao de algum modo para cada indivi-
duo, os pilares do conhecimento: aprender a conhecer, isto é adquirir
os instrumentos da compreensao; aprender a fazer, para poder agir
sobre o meio envolvente; aprender a viver juntos, a fim de participar
e cooperar com todos os outros em todas atividades humanas, final-
mente aprender a ser, via essencial que integra as trés precedentes.
E claro que estas quatro vias do saber constituem apenas uma, dado
que existem entre elas multiplos pontos de contato, de relacionamento
e de permuta. (DELLORS, 2000, p. 89-90)

A aprendizagem do aprender a conhecer é fundamental, esta se resume na aquisicao
de instrumentos de compreensao, ou seja, o aluno aprende as estratégias de compreen-
sao, desenvolvendo novas habilidades no processo de aprendizagem. Essa aprendizagem
se caracteriza como meio, pois o aluno deve compreender o mundo que o rodeia, evo-
luindo a partir de suas necessidades, e essa aprendizagem se caracteriza como finalidade,
pois tem fundamentagio no prazer de aprender, ou seja, o ato de aprender/conhecer

se torna prazeroso, estimulando a pesquisa individual.

75
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O processo de aprendizagem nunca se esgota, o conhecimento nao ¢ algo acabado,
sempre é possivel aprender a partir das proprias experiéncias, por isso cabe & educacgao
transmitir as bases da aprendizagem, de modo que o individuo possa aprender em todas
as situacoes ao longo de sua vida.

O Aprender a fazer se resume em saber aplicar/utilizar os contetidos aprendidos
em diversas situacoes, ou seja, o individuo deve aprender a aplicar o que aprendeu na
teoria, de carater cognitivo, na pratica, ou seja, em seu dia-a-dia.

A aprendizagem de aprender a viver juntos, se resume em aprender a trabalhar
em coletividade, respeitando as diferencas dos outros e livre de preconceitos. Para
isso a educacao deve trabalhar em dois niveis, a descoberta progressiva do outro, e a
participacao em projetos comuns.

O aprender a ser tem como objetivo que o individuo se aceite socialmente, e aceite
os outros. Essa aprendizagem inclui a formacao de valores do individuo, seu reconhe-
cimento como um sujeito ativo na sociedade, bem como a formacao do respeito ao
proximo, e de humanizacao do individuo.

Segundo Reali e Reyes, (2009), “a aprendizagem da docéncia envolve processos de
naturezas distintas, porém inter-relacionados, dos quais destacamos: (1) a aprendiza-
gem sobre ensinar e (2) a aprendizagem sobre ser professor”.

A aprendizagem sobre o ensinar envolve a compreensao de si, dos alunos, da matéria,
do curriculo e das estratégias de ensino, ou seja, estd relacionado ao professor ensinar
os contetdos propostos no curriculo da escola, de modo a facilitar a aprendizagem do
aluno.

O professor deve saber atuar em diversas situagoes, diante as questoes que o aluno
trouxer, o professor deve ter a habilidade de transformar o contetido dado em contetido
aprendido pelos alunos. O ensinar envolve estritamente as atividades da sala de aula
entre alunos e professores.

O ser professor ¢ um processo amplo, pois abrange nao somente a sala de aula, mas
o sujeito professor como um todo, sua participacao profissional, sua postura social, sua
atuacao na escola e em outros locais. O ser professor implica no desempenho do papel
do professor, em sua funcao social, suas responsabilidades e seus pensamentos.

Nota-se atualmente que nossa sociedade estd em constante transformacao, essas
transformacoes sociais tem refletido diretamente na escola. Nos dias atuais ser professor
engloba nao somente os contetdos curriculares, hoje o professor tem que dominar as
tecnologias e os meios de comunicacao, de modo a atrair a atencao do aluno para os
saberes escolares, utilizando a tecnologia como um aliado e ndo como um inimigo no
processo de ensino aprendizagem.

O ensinar agrega uma série de estratégias de ensino/didatica ao planejar e executar
uma aula. O professor em sala de aula deve ensinar uma base de contetidos que possam
ser flexiveis, de modo a permitir que o aluno possa aplicar e desenvolver o mesmo em

diversos ambitos.
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Os professores assim como os alunos, devem aprender a trabalhar em diversificados
ambientes, que se alteram ao longo do tempo, visando o aprender a aprender. As vivén-
cias do professor vao determinar sua pratica, ela engloba seus valores constituidos na
familia, seus saberes escolares da escola primaria e secundéria, seus saberes adquiridos
na sua formacao académica, suas experiéncias com livros didéaticos e atividades em sala
de aula, e de sua pratica escolar, ou seja, de sua experiéncia em sala de aula.

Para ser um bom professor é necessario ter dominio dos contetdos, sabendo que eles
servirao de base para os alunos adquirirem novos saberes, um bom professor se preocupa
com sua pratica em sala de aula, buscando sempre articular a teoria pedagogica com
a sala de aula, buscando desenvolver atividades didaticas com diversas estratégias de
ensino. Na atualidade um bom professor deve conhecer as tecnologias, sabendo utiliza-
las em sala de aula.

O professor deve respeitar o aluno como um individuo critico e reflexivo e promover
o desenvolvimento dessas caracteristicas no mesmo.

O professor deve saber e deve desenvolver nos alunos os quatro pilares da educacao,
sendo eles o aprender a conhecer, aprender a fazer, aprender a viver juntos e o aprender
a ser.

Para mediar o aprendizado dos alunos, o professor deve ter um conjunto de habi-
lidades e estratégias de ensino aprendizagem, de modo a facilitar a compreensao dos
mesmos, tornando o conteldo ensinado em contetido aprendido. O ensino nao deve en-
globar apenas um grande arsenal de contetidos, mas deve propor uma base de contetidos
que servirao para os alunos adquirirem novos conhecimentos.

Tendo em vista a necessidade de se utilizar diversas abordagens interdisciplinares
no campo da matemética, com base no estudo do tema proposto, tornou-se possivel
a confeccao de propostas de atividades que poderao auxiliar o professor no ensino de

fungoes e logaritmos.

5.1 O uso do BROffice Calc no ensino de potenciacao

com numeros irracionails

A fungao exponencial é continua, no entanto, muitos alunos continuam com a du-
vida de que se essa afirmacao é possivel e veridica, mesmo ao provar algebricamente
a duvida permanece. Dessa maneira, para fazer a demonstragao da continuidade al-
gébrica de forma pratica e de facil compreensao iremos usar um software bem comum
nos computadores e gratuito “BROffice Calc”.

O trabalho tem inicio com uma pergunta que ird chamar a atengao dos alunos,
buscando envolvé-los na atividade fazendo o levantamento de hipoteses e através dessa
participacao ir4 dar continuidade na demonstragao do contetido. Pergunta-se: — Seréd

que é possivel representar o numero 10 através de uma poténcia na base 2 ou seré que
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tem algum expoente na poténcia de base 2 que resulta em 107 Em outras palavras
representando algébricamente, determine o valor de “x” onde 2* = 10.

As repostas serao divergentes, alguns dirao que sim e quando o fizerem pergunta-—se
qual o nimero que deverd ocupar o lugar do expoente. Diante disso ira ficar essa davida
no ar e aproveitando que estao envolvidos e interagindo com o problema apresentado,
vamos resolvé-lo por aproximacao. Iniciando com a pergunta: — a poténcia 10 esta
entre quais expoentes naturais na base 27 Facilmente serd respondida que esta entre 3
e 4, porque como pode-se observar:

8=22<10<2*=16

Continua-se com a pergunta:— agora entre quais nimeros com até 1 casa decimal
a poténcia 10 esta localizada sobre a base 27 Diante essa pergunta nao sera possivel
ter uma resposta mentalmente, e sera através dela que iremos inserir o uso do software.

Levando os alunos em uma sala de informética ou trabalhando em algum aparelho
que contenha o software BROffice Calc, iremos dar inicio ao trabalho fazendo uma
simples tabela (de acordo com a Figura: 5.1)contendo os valores do expoente e o valor
resultante da poténcia.

Expoente
Poténcia

Figura 5.1: Tabela inicial

Com base na tabela, o aluno ir& preencher os valores do expoente com uma sequéncia
de niimeros naturais de 0 4 9 e através de um comando simples completa-se a poténcia
por exemplo: suponha que o expoente seja o niimero 2 e 0 mesmo esté escrito sobre
a célula destinada ao expoente, entao abaixo dele colocamos o comando de 2 elevado
ao seu respectivo expoente, e com isso tem-se o valor resultante da poténcia 2? = 4,

fazendo isso até completar a tabela.

Expoente 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Poténcia 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512

Figura 5.2: Tabela com expoente entre 0 e 9

Pode-se observar na Figura: 5.2 e orientar os alunos que o que foi dito em sala era
verdadeiro, pois a poténcia 10 esta entre o expoente 3 e 4 na base 2, pois 8 < 10 < 16,
logo sabe-se que os valores decimais possiveis para o expoente esta entre 3 e o 4,
completando a tabela com os ntmeros 3,1 ao 3,9 nos valores dos expoente terd os
resultados mostrado na Figura: 5.3.

Chegou-se em outro impasse, com apenas um ntmero decimal nao se consegue

chegar na poténcia 10, entao propoe—se de aproximar ainda mais no valor, ou seja,
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Expoente 3,1 3,2] 3,3 3,4] 35| 36 3,7] 3,8 3,9
Poténcia |8,57419|9,18959|9,8492| 10,5561 | 11,314 12,126 12,996 13,929 14,9285

Figura 5.3: Tabela com expoente entre 3,1 e 3,9

construindo uma nova tabela onde acrescenta—se mais uma casa decimal, usando o
mesmo principio dado anteriormente. A poténcia 10 esta entre os expoente 3,3 e 3.4,

completando a tabela com os nimeros 3,31 ao 3,39 nos valores do expoente.

Expoente 3,31 3,32 3,33 3,34| 3,35| 336 3,37] 338 3,39
Poténcia |9,91766|9,98664 | 10,056/ 10,1261 |10,196| 10,267 10,3388 10,411 10,4831

Figura 5.4: Tabela com expoente entre 3,31 e 3,39

Note pela Figura: 5.4 que com duas casas decimais também nao se consegue chegar
na poténcia 10, porém esta se aproximando cada vez mais tanto pela direita quanto pela
esquerda e entre os expoente 3,32 e 3,33 entao pode—se aproximar ainda mais com 3
casas decimais usando os expoente 3,321 ao 3,329. Fazendo—se entao o mesmo processo
completando a linha dos expoente com os niimeros obtém o resultado de acordo com

a Figura: 5.5.

Expoente | 3,321| 3,322| 3,323| 3,324| 3,325| 3,326 3,327| 3,328| 3,329
Poténcia | 9,99357/ 10,0005 | 10,007| 10,0144 | 10,021 10,028 10,0352 | 10,042 | 10,0491

Figura 5.5: Tabela com expoente entre 3,321 e 3,329

Note que com trés casas decimais aproximou—se a poténcia 10 na base 2 o expoente
sendo 3,321 (por falta) ou o 3,322 (por excesso). Com esse mesmo pensamento e
metodologia é proposto aos alunos que continuem repetindo o processo até chegar a
exatamente na poténcia desejada e verifiquem se existe algum ntmero racional que
possa ser expoente da base 2. Apo6s um tempo, possivelmente chegard um aluno que
consegue realizar a tarefa, obtendo assim um numero racional como resposta, sera
nessa hora que o professor terd que mediar a situacao e mostrar aos alunos que isso
foi possivel apenas porque o proprio programa estd arredondando ou aproximando a
resposta, que ¢ possivel aumentar o total de casas decimais a serem visualizadas na
célula, e assim concluindo que pode-se aproximar cada vez mais.

Com base nesse experimento conclui que nao existird um namero racional que possa
ser expoente de 2 que resultard em 10, porém sabe-se que tal nimero existe pois
se trata de uma funcdo continua para os reais, logo esse niimero se é um nimero
irracional. Mostrado entao que pode ter um ntmero irracional no expoente. Pode-
se ainda aproveitar tal situacdo para dar um gancho entre potenciacao e logaritmos
ao perguntar:“— qual serd este nimero? Como podemos escrever este numero?”. E

explica-se que ele pode se escrito da forma:
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log, 10
Onde o significado dessa simbologia serd 2* = 10 — x = log, 10. Portanto o tal

ntimero irracional seré log, 10.

5.2 0O jogo de xadrez

Ha uma lenda sobre o jogo de xadrez, que pode ser encontrada no livro “O Homem
que Calculava” (Malba, 1994). Segundo essa lenda, um rei empolgado com as tramas
possiveis de serem construidas com esse jogo, pede ao sabio responsével por sua inven-
cao que escolha qualquer coisa do seu reino como forma de gratificagao pelo trabalho.
O sabio pede como prémio graos de trigo.

O rei, bastante surpreso pela simplicidade do pedido, pergunta imediatamente qual
é a quantidade desejada. O sabio deixando o rei ainda mais assustado e intrigado
pede ao soberano que coloque no tabuleiro 1 grao de trigo na primeira casa, 2 graos
na segunda, 4 graos na terceira, 8 graos na quarta, 16 na quinta, e assim por diante,
dobrando sempre o nimero de graos de trigo na passagem de cada casa. O rei fica
perplexo e nao entende a limitagao do pedido.

Inicialmente para interagir ainda mais os alunos com a historia, realiza uma roda
de discussoes dos possiveis pedidos que o sabio poderia realizar e se foi uma vantagem
pedir os “graos de trigo”. Diante de diversas respostas e indagagoes dos alunos continua
a historia de como foi a reacao do rei diante o pedido e se foi concedido seu pedido ou
nao.

Insensato, chamou-lhe o rei, donde ja se viu tanto desamor pelos bens materiais?
Chamou entao, o rei, os algebristas mais habeis da corte, e ordenou-lhes que calculassem
o valor. Ap6s muito tempo, voltaram:

Rei magnanimo! Calculamos o niimero de graos de trigo que constituird o paga-
mento e obtivemos um ntimero cuja grandeza é inconcebivel para a imaginacao humana.
O sabio abriu mao de seu pedido, mas mostrou ao rei uma nova maneira de pensar.
Ganhou com isso um manto de honra e ainda 100 sequins de ouro.

Segue no Apéndice: B o capitulo 5 do livro de Malba Tahan(1994) que relata a
situacao citada. com isso os professores e alunos podem utilizar como uma leitura
auxiliar. O ponto de partida é utilizar essa lenda como um problema para introduzir
o conceito de funcao exponencial.

Repare que para cada casa no tabuleiro de xadrez esta relacionado a uma certa
quantidade graos de trigo, essa relacao como estudado anteriormente pode ser escrita
como fungao, analizando a Tabela: 5.1 temos o ntimero de graos de acordo com a casa
do tabuleiro.

Ira ser abordado essa relagao para melhor compreencao de exponencial e como seu
crescimento é rapido, pois com 9 casas ja foram 512 graos e apos 64 casas seria um

numero absurdamente grande como disse os algebristas do rei. Por isso a importan-
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Tabela 5.1: Relacao entre Nimero de casa e quantidade de graos

Nimero da casa | Quantidade de graos
1 1=2°
2 2=2!
3 4 =22
4 8 =23
5 16 = 2¢
6 32 =12°
7 64 = 26
8 128 =27
9 256 = 28
10 512 = 29
n on-1
64 203

cia de saber trabalhar com exponecial e compreender a razao de crescimento e suas

propriedades.

5.3 Baralho magico

Muitos truques de magica se fundamentam em principios da Matemaética, este expe-
rimento tratard de um truque com baralho que, aparentemente, nao parece ter relacao
alguma com esta ciéncia. Contudo, se observarmos com aten¢ao, de dentro da cartola
magica tira-se algo surpreendente: uma funcao logaritmica!

Na magica proposta pelo experimento no Apéndice: C, a carta escolhida termina
sempre no centro da coluna do meio. Sera que isso realmente sempre acontece? A
presente etapa pretende provar que sim.

A condicao necesséria para que a carta escolhida termine sempre no meio é a de
que o nimero de cartas e o numero de colunas sejam impar. Entao, sejam n o nimero
impar de cartas e m o nimero impar de colunas da mégica; quer mostrar que, na
1-ésima iteragao, a carta estara no centro da coluna do meio conforme a Figura: 5.6.

Para que isso aconteca, queremos que, na iteracao niimero ¢ — 1, a carta termine no
centro de uma das colunas, ampliando a cobertura para 3 cartas conforme a Figura:
5.7.

Analogamente, para que isso ocorra, precisa-se que na iteracdo ¢ — 2 as cartas
estejam na regiao marcada, aumentando a cobertura para 9 cartas conforme a Figura:
5.8

Perceba que, quando distribuimos as cartas de uma das colunas, as cartas formam
uma linha no centro, conforme mostrado no diagrama da iteracao ¢ — 2. Ao realizar o

mesmo raciocinio na iteragao ¢ — 3, cobrira 27 cartas, conforme Figura: 5.9
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Figura 5.6: Diagrama para ¢ iteracoes.

Figura 5.7: Diagrama para i — 1 iteracoes.

Figura 5.8: Diagrama para ¢ — 2 iateracoes.

Figura 5.9: Diagrama para i — 3 iteracoes.
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Pode-se concluir que o niimero de cartas cobertas na iteracio i — 3 serd de 33. Na
iteracao 0, ou seja, antes de fazer qualquer iteracao, cobrird 3 das cartas. Mas sabe-
se, de acordo com o que foi desenvolvido no experimento, que ¢ > logs;n, ou ainda,
3" > n (onde n é o nimero de cartas usadas na magica). Portanto, o niimero de cartas
cobertas sempre serd maior ou igual ao nimero de cartas com o qual comeca a magica,
ou seja, apoés ¢ iteracoes, qualquer que seja a carta escolhida, ela ird4 convergir para o
centro da coluna central.

E bastante provavel que os alunos questionem o motivo de o nimero de cartas
sempre ser impar no experimento. Isso acontece porque nao hé carta do centro quando
temos um numero par de cartas. Mas onde a carta fica se tem um niimero par de cartas
e um nimero impar de colunas?

Suponha que a carta escolhida esteja na posicao p da coluna antes da primeira

iteracao. Se utilizado trés colunas, a posicao dessa carta serd o menor inteiro maior

+t : -
que M, onde £, € o niumero de cartas da coluna. Veja que isso acontece porque

quando reagrupa-se as cartas de modo que o monte escolhido esteja no meio, ela sera
a carta nimero p + t da nova iteracao.

Realiza-se a magica usando 18 cartas e supoem-se que seja escolhida a segunda carta
da terceira coluna. Tem-se que, ap0s a primeira iteracao, a carta estard na terceira

6+ 2 . . ~
u = 2,6...). Ao realizar a iteragdo novamente, a

posicdo de alguma coluna (
carta estard na terceira posicao de alguma coluna novamente e, a partir desse ponto,
a posicao comeca a se repetir, a carta se mantém na terceira posicao. Como passado
essa carta para o centro do baralho, quando reagrupados, a carta estard na terceira
posicao da coluna do meio.

Ao realizar essas iteracoes para os mais variados niimeros pares de cartas, percebe-
se que no final elas sempre variam entre as duas cartas do meio da coluna central, ja
que, como dito anteriormente, nao ha centro da coluna para que ela pare.

O mesmo ocorre com as colunas, se elas forem de nimero par. A carta sempre
ird variar entre as duas colunas centrais. Como a carta varia se tiver um nimero par
de colunas e/ou cartas. Nesse casa ndo é conveniente realizar esta magica com esses
numeros de cartas.

Variacoes podem ser facilmente obtidas alterando o niimero de cartas e o niimero
de colunas, e as demonstragoes sao elementares a partir das ja realizadas. Detalhes da

atividade pode ser observadas no Apéndice: B.

5.4 A escala Richter

H4 muito tempo os fendmenos naturais intrigam a humanidade motivo pelo qual
se iniciou a busca por padroes matematicos em tais fendmenos despertando o interesse
de inimeros cientistas, fisicos, gedlogos e matematicos.

O terremoto ¢ um fendmeno natural e podem ser percebidos por meio de instru-
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mentos denominados sismografos (do grego seismos, tremor), ou até mesmo por nossos
sentidos. Os terremotos ocorrem quando a camada mais superficial da Terra — a litos-
fera — divide-se em partes menores chamadas placas tectonicas, que se movimentam
lentamente, ocasionando um continuo processo de esforco e deformacgao nas grandes
massas de rocha. Quando o esforco é grande e supera o limite de resisténcia da rocha,
esta se rompe — originando uma falha geologica — e acontece o terremoto. Parte da
energia acumulada ¢é entao liberada sob a forma de ondas elasticas, que podem se pro-
pagar em todas as direcoes, fazendo o terreno no entorno vibrar intensamente. Esse
processo é o causador da maioria dos terremotos. Normalmente, a ruptura das rochas
s6 acontece em profundidade. Nos sismos menores é comum o terreno se deslocar so-
mente alguns centimetros ao longo da falha geologica. Portanto, a ruptura da rocha é
o mecanismo pelo qual o terremoto é produzido.

Charles Francis Richter e Beno Gutenberg em seus estudos em 1935 desenvolveram
uma escala a qual denominaram de escala Richter com o intuito de medir a magnitude
de um terremoto com base nas ondas sismicas que se propagam a partir do local de
origem do tremor no subsolo provocado pelo movimento das placas tectonicas. A escala
Richter é uma escala logaritmica que possui pontuagao de 0 a 9 graus. A magnitude
(graus) é o logaritmo da medida das amplitudes (medida por aparelhos denominados
sismografos) das ondas produzidas pela liberagao de energia do terremoto.

O principio béasico da escala é que as magnitudes sejam expressas na escala loga-
ritmica, de maneira que cada ponto na escala corresponda a um fator de 10 vezes na
amplitude das vibragoes. Por isso é usado o logaritmo de base 10, em que ele classifica
cada grau da escala em 1,2,3,... em vez de falar 10,100,1000,... o que dificultaria mais
o processo para o calculo. No entanto, o modo de classifica-lo através da escala usada é
bem fécil de trabalhar, compreendendo assim que, se houver um abalo de magnitude 4,
ele serd dez vezes maior que o de magnitude 3, cem vezes maior que a 2,mil vezes maior
que a 1. E importante relatar que cada ponto na escala de magnitude corresponde a
uma diferenga da ordem de 30 vezes na energia liberada. Assim, um abalo de magni-
tude 4 libera 30 vezes mais energia que o de magnitude 3. A magnitude (graus) é o
logaritmo da medida das amplitudes (medida pelos sismografos) das ondas produzidas
pela liberacao de energia do terremoto.

A férmula utilizada é dada pela equacao:

M =log A —log Ay

Sendo :

M : magnitude;

A :amplitude méaxima;

Ap : amplitude de referéncia.

Podemos utilizar a férmula para comparar as magnitudes de dois terremotos. Para

calcular a energia liberada por um terremoto, usamos a seguinte férmula:
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Sendo :

I : varia de 0 a 9;

E : energia liberada em Kw/h;

Eo: 7-103Kw/h.

Na sequéncia, sao analizados alguns problemas envolvendo esta teméatica, realcando

que foram retirado de vestibulares de algumas das principais universidades brasileiras.

Problema (UFV-MG 2007)

A fim de medir a magnitude de um terremoto, os sismélogos Charles Francis Rich-
ter e Beno Gutenberg desenvolveram a escala Richter em 1935. Nesta escala, o maior
terremoto ja registrado foi o Grande Terremoto do Chile, em 1960, atingindo a mag-
nitude de 9,5, seguido do ocorrido na Indonésia, em 2004, que atingiu a magnitude
de 9,3. Na escala Richter, a magnitude M ¢é dada por M = log A — log Ay onde log
denota logaritmo decimal, A é a amplitude maxima medida pelo sismografo e Ag é uma
amplitude de referéncia padrdo. Sabe-se também que a energia E, em ergs (1 erg =
1077 Joules), liberada em um terremoto est4 relacionada a sua magnitude M por meio
da expressao log £ = 11,8 +1,5M .

A partir das informacoes acima, faca o que se pede:

a) Sabendo que no litoral do Brasil, em 1955, foi registrado um terremoto de magni-
tude 6,3 na escala Richter, determine a razao entre as energias liberadas nos terremotos
ocorridos na Indonésia e no Brasil.

b) Considerando A; a amplitude maxima de um terremoto e F; sua energia, e Ay

a amplitude maxima de outro terremoto e F5 sua energia, determine £ tal que:

A (Bayy
Ay Ey
Resolugao:
a) Sejam FE; e E, as energias liberadas nos terremotos ocorridos na Indonésia e no

Brasil, respectivamente. Entao de acordo com o enunciado:

logk; =11,84+1,5-9,3=25,75

log By = 11,8+ 1,5- 6,3 = 21,25

Logo

E;
log 7 = log E; —log By = 4,5

b
Portanto
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B
— =10*".
Ey

b) Considere M; a magnitude de um terremoto e My a magnitude de outro. De

acordo com o enunciado:

My =log Ay — log Ag

My = log Ay — log Ag

Logo,
A
MQ — M1 = 10gAQ — 10gA1 = —2
A
E também,
IOgEl = 11,8+1,5Ml
10gE2 = 1178+1,5M2
Assim,

E
logg2 =log By — log By = 1,5+ (My — M,).
1

Em consequéncia segue que:

E2 A2 EQ 3 A2
log =2 =1,5-log =2 < log =2 = = . log =2
8 El 75 OgAl Og El 2 OgAl

1 A2 21 E2
O ———-O —_—
4,3 ®E
AQ Egg
log 22 = log(=2

o8 g, ~loal )

A2 Egg

2, g

1 1

Portanto, k = 3"
Problema (Fuvest-SP 2008)
A intensidade I de um terremoto, medida na escala Richter, ¢ um nimero que varia

de I =0 até I = 8,5 para o maior terremoto conhecido. [ ¢ dado pela formula :

9 E
I = 2log —
3% L,

onde E & a energia liberada no terremoto em quilowatt-hora e Ey = 7 - 1072kW h.
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a) Qual a energia liberada num terremoto de intensidade 8 na escala Richter?
b) Aumentando de uma unidade a intensidade do terremoto, por quanto fica mul-

tiplicada a energia liberada?
Resolucao -
a) Pelo enunciado temos:

8 = Zlog —
3 %% L,

E
0

E

10" = —
Ey

E=7-102-102=7-10°

Portanto a energia liberada é de 7 - 10°%kW h.

b)Somando 1 na intensidade temos:

I+1=

210 E 4
— log — —
3% F,

2 E
—log — + log 10 =
30gE0+og

2 E 2 3
=log — + - - -log10 =

3 "Eky 3 2

o B 9
“1og 2% og /1000 =
58, Tgioe

2 E
( og E + lOg V 1000) =
0

3
2 E-+/1000
3 Eo

Portanto a energia liberada fica multiplicada pelo fator 10
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5.5 Intensidade sonora

O som que ouvimos sao ondas sonoras produzidas por vibracoes de particulas do
meio. Por exemplo, ao acontecer uma explosao num dado ponto, as moléculas do ar em
volta desse ponto sao comprimidas e vao se propagando ao longo dos meios materiais.
O nosso ouvido, ao ser atingido por essa onda sonora, possui a capacidade de converter
a variacao de pressao no ar em estimulo nervoso, o qual, quando alcanca o cérebro,
nos passa uma sensacao auditiva, o som. A onda sonora pode ser um ruido como a do
exemplo citado ou um som musical, produzido pela vibragao peridédica de uma fonte.

A intensidade do som esta intimamente ligada a um termo que é a0 mesmo tempo o
mais usado e o menos compreendido no mundo do dudio: o deciBEL (dB). O decibel
tem um significado muito importante em todo tipo de medida usadas em audio, tais
como: volume de som, poténcia elétrica, poténcia actustica, tensao elétrica, pressao
sonora, intensidade sonora e outros.

O decibel nao é uma unidade de medida, visto que ele nao esta ligado especifi-
camente a nenhuma grandeza fisica, tal como a poténcia ou tensao. O decibel nao
expressa a quantidade de alguma coisa mas sim a relacao entre valores de uma mesma
grandeza. Ou seja, o dB é uma escala relativa, sem dimensao (como a percentagem),
que compara a intensidade de um sinal a uma referéncia. Por exemplo, quando se fala
em 10 Watts pode-se estar referindo & quantidade de poténcia que um determinado
dispositivo pode desenvolver, tal como um amplificador, ou a quantidade de poténcia
que um dispositivo pode suportar, tal como um alto-falante.

A criacao da escala dB esta diretamente ligada aos primordios da industria da te-
lefonia. A medida que o telefone comecou a se popularizar, os engenheiros ligados
ao projeto (particularmente estamos falando de Alexander Graham Bell, inventor do
telefone) sentiram a necessidade de encontrar uma maneira mais simples de anotar e
trabalhar com os nimeros que expressavam os ganhos e as perdas numa linha telefo-
nica. Além disso, era preciso criar uma unidade que representasse a forma como o
ouvido humano interpreta os sons que chegam a ele, e no caso da telefonia, isso era
imprescindivel.

Ocorre que o ouvido humano nao interpreta os sons tal qual eles se manifestam fisi-
camente falando, ou seja, a sensibilidade do ouvido humano varia proporcionalmente ao
logaritmo da variacao fisica. Quando comecaram a estudar os fendmenos que ocorrem
no processo de transmissao e recepcao de sinais de audio, os cientistas dos laboratorios
Bell logo viram a complexidade que seria se tivessem que utilizar a notacao aritmética
dos resultados obtidos de suas experiéncias.

Portanto tratou-se de inventar um sistema de medidas, ou melhor, de escala capaz
de expressar as muitas variacoes de valores na poténcia do sinal de audio nas linhas
telefonicas em numeros simples e de facil manuseio. Para isso os cientistas lancaram
mao de um artificio matematico denominado de logaritmo.

Entao os principais motivos do uso do dB na forma logaritmica sao:
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- O ouvido humano tem resposta logaritmica (sensagao auditiva versus poténcia
acustica);

- Em telecomunicacoes, se usam ntimeros extremamente grandes ou pequenos. O
uso de logaritmos torna estes nimeros pequenos e faceis de manipular, e transforma
produtos em somas e divisoes em subtracoes.

Percebe-se que por meio dos problemas discutidos nas diferentes atividades a im-
portancia das aplicagoes desses conceitos em modelagem mateméatica. Na sequéncia
foram retirados alguns problemas envolvendo o conceito de intensidade sonora, que
foram extraidos de vestibulares nacionais.

Problema (UEPA 2007)

Os carnavais fora de época conseguem reunir uma grande quantidade de pessoas
que se divertem ao som dos famosos Trios Elétricos. Os frequentadores desses eventos
ficam submetidos a uma excessiva exposi¢ao sonora, que podem causar dores e lesoes
auditivas. A expressao utilizada para medir o Nivel de Intensidade Sonora (NIS), em
decibel, é dada por:

I

NIS =10- 10g(I—0)

onde [ é a intensidade de energia qualquer e [ é a intensidade de energia do limiar
de audicao. A nocividade auditiva comega a partir de 80 dB. Se num desses eventos
descritos acima a intensidade de energia for quadruplicada, o Nivel de Intensidade
Sonora sera: (Dado log4 = 0, 6)

a) oito vezes maior;

b) dezesseis vezes maior;

¢) aumentado em 8 dB;

d) aumentado em 6 dB;

e) aumentado em 16 dB.

Resolucao -

Se quadruplicamos a intensidade de energia, temos que:

4.1

0

=10- (log4 + log I — log Iy)
=10 -log4 + 10 - (log I — log Iy)

I
—10-0,64 10 - log(~)
I

I
6410 - log(1-)
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6+ NIS

Portanto a alternativa correta é a letra d) aumentado em 6 dB.

(UEL-PR 2010)

No século XIX, o trabalho dos fisiologistas Ernest e Gustav Fechner levou a quantifi-
cagao da relagao entre as sensacoes percebidas pelos sentidos humanos e a intensidades
dos estimulos fisicos que as produziram. Eles afirmaram que nao existe uma relacao li-
near entre elas, mas logaritmica; o aumento da sensagao S, produzido por um aumento
de um estimulo I, é proporcional ao logaritmo do estimulo, isto é,

S—5=K- log(i)
Io

onde Sy é a intensidade auditiva adotada como referéncia, I, é a intensidade fisica
adotada como referéncia associada a Sy e K é uma constante de proporcionalidade.
Quando aplicada & intensidade auditiva, ou sonoridade, a unidade de intensidade au-
ditiva S, recebeu o nome de bel (1 decibel = 0,1 bel), em homenagem a Alexander
Grahan-Bell, inventor do telefone, situagao em que foi assumido que K = 1. Com base
nesta relacao, é correto afirmar que se um som é 1000 vezes mais intenso que a intensi-
dade I? do menor estimulo perceptivel, a diferenca de intensidade auditiva destes sons
corresponde a:

a) 1000 decibéis

b) 33,33 decibéis

¢) 30 decibéis

d) 3 decibéis

e) 0,3 decibéis

Resolucao :

Do enunciado, K =1 e I = 1000 - Iy. Substituindo-se na equacao dada, chega-se a:

1000 - 1,
S—5y=1- log(—o)

Iy
S — Sy =1-1og 1000 + log Iy — log I

S —Sy=3B

Para obter o valor em dB, pode ser feita a seguinte regra de trés:

1dB — 0,1B

r — 3B

Logo;



Questoes do ENEM e OBMEP 91

_ 3B-1dB
~ 0,1B

Portanto a alternativa correta é a letra ¢) 30 decibéis.

= 30dB

5.6 Questoes do ENEM e OBMEP

A importancia do dominio do conhecimento associado ao conceito de logaritmos e
saber aplicar esses conhecimentos, estabelecendo situacoes problemas sao muito utili-
zados em diferentes tipos de exames nacionais (ENEM) e olimpiadas (OBMEP).

Questao envolvendo equacao logaritmica no Enem de 2013

Em setembro de 1987, Goiania foi palco do maior acidente radioativo ocorrido no
Brasil, quando uma amostra de césio-137, removida de um aparelho de radioterapia
abandonado, foi manipulada inadvertidamente por parte da populacdo. A meia-vida
de um material radioativo é o tempo necessario para que a massa desse material se
reduza & metade. A meia-vida do césio-137 é 30 anos e a quantidade restante de massa
de um material radioativo, apés t anos, é calculada pela expressio M(t) = A - (2,7)*,
onde A é a massa inicial e £ é uma constante negativa.

Considere 0,3 como aproximacao para log 2.

Qual o tempo necessario, em anos, para que uma quantidade de massa do césio-137
se reduza a 10% da quantidade inicial?

a) 27.

Resolucao: De acordo com o enunciado do exercicio, sabe-se que a meia-vida do

césio-137 é de 30 anos. Aplicando esse valor & expressao M(t) = A - (2,7), pode-se

substituir o tempo t por 30 e a massa A, quando t = 30, por 5:

M) = A-(2,7)"

A ‘
FA=A4-(2 7)k30
1
9 30-k —
( 77) 2
(2’ 7)30k’ — 2—1

Agora basta aplicar logaritmo de base 10 em ambos os lados da equacao:

log(2,7)%"% = log 27"
30-k-log2,7=—1-log2
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Como log2 =0, 3:

30 - k-log2,7=—1-0,3
30-k-log2,7=—0,3

0.3
1 27:_’
085 1= 307k

0.01
log2,7 = 2= . (—1)

k
Precisamos descobrir em quanto tempo a massa sera apenas 10% da massa inicial,

ou seja, 0,1+ A. Assim sendo:

0,1-A=A-(2,7)"
(2,7 =0,1

Aplicando logaritmos em ambos os lados da igualdade, teremos:

log(2,7)* =1log0, 1
kt-log2,7=—1

Mas pela equagao primeira equacao, podemos substituir log 2, 7:

kt-log2,7=—1

Portanto, em 100 anos, a massa do césio-37 serd reduzida para 10% da quantidade
inicial. A alternativa correta é a letra e.

Questao envolvendo equagao logaritmica no Enem de 2011

A Escala de Magnitude de Momento (abreviada como MMS e denotada como M,,),
introduzida em 1979 por Thomas Haks e Hiroo Kanamori, subsituiu a Escala de Ri-
chter para medir a magnitude dos terremotos em termos de energia liberada. Menos
conhecida pelo piblico, a MMS é, no entanto, a escala usada para estimar as magni-
tudes de todos os grandes terremotos da atualidade. Assim como a escala Ricther, a

MMS é uma escala logaritmica. M, e My se relacionam pela féormula:

2
M,y = 10,7+ 3 - log(My)

Onde M, é o movimento sismico (usualmente estimado a partir dos registros de

movimento da superficie, através dos sismogramas), cuja unidade é o dina - cm. O
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terremoto de Kobe, acontecido no dia 17 de janeiro de 1995, foi um dos terremotos
que causaram maior impacto no Japao e na comunidade cientifica internacional. Teve
magnitude M, =7, 3.

U.S. GEOLOGICAL SURVEY. Historic Farthquakes. Disponivel em:
hitp://earthquake.usgs.gov. Acesso em: 1 maio 2010 (adaptado). U.S.
GEOLOGICAL SURVEY. USGS Earthquake Magnitude Policy. Disponivel em:
hittp://earthquake.usgs.gov. Acesso em: 1 maio 2010 (adaptado).

Mostrando que é possivel determinar a medida por meio de conhecimentos mate-
maticos, qual foi o momento sismico My do terremoto de Kobe (em dina - ¢m)?

a) 107510

b) 107973

Resolugao: De acordo com o exercicio, podemos utilizar a seguinte equacao loga-

ritmica para medir a magnitude dos terremotos:

2
Mw = —10, 7+ § : lOg<M0>

Se o terremoto de Kobe teve magnitude M, = 7,3, basta substituirmos esse valor

na equacao logaritmica para determinar seu momento sismico M:
2
Mw = —10, 7+ g : ]Og<M0>
2
7,3=-10,7+ 3 log(My)
2
7,3+ 10,7 = 3 log(My)

2
18 = 3 log(My)
2-log(M0) =18-3

o4
log(MO0) = )
log(M0) = 27

Aplicando as propriedades operatorias dos logaritmos, temos:

M, = 10%7

Portanto, o momento sismico do terremoto de Kobe foi de My = 10?” dina - cm e a
alternativa correta é a letra e.

Questao envolvendo equagao exponencial no Enem de 2014
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Segundo a Organizagdo Mundial do Turismo (OMT), o Ecoturismo cresce a uma
taxa de 5% ao ano. No Brasil, em 2011, o Ecoturismo foi responsével pela movimen-
tacao de 6,775 bilhoes de doélares. Supondo que o percentual de crescimento incida
sobre a movimentac¢ao do ano anterior, pode-se expressar o valor movimentado V' (em
bilhes de ddlares), em fun¢dao do tempo ¢ (em anos), por V = 6,775 - (1,05)""! com
t = 1 correspondendo a 2011, ¢ = 2, a 2012 e assim por diante. Em que ano o valor
movimentado serd igual a 13,5 bilhoes de ddlares?

Dados: log2 = 0,3 e log1,05 = 0,02

Resolucao: Na funcao exponencial dada, temos que encontrar o tempo para que
o valor movimentado pelo Ecoturismo seja igual a 13,5 bilhoes de délares. Para isso,

vamos substituir V' por este valor. Assim:

13,5 = 6,775 - (1,05)"*

13,5
) = (1 t—1
6775~ (L05)

2 = (1,05)"*

Aplicando logaritmo em ambos os lados temos:

log 2 = log(1,05)"*
log2=(t—1)-log1,05
0,3=(t—1)-0,02

R LS

0,02

t=15+1
t =16

Veja que o tempo t = 1, corresponde a 2011, ¢ = 2, a 2012 e assim por diante.
Este percentual de crescimento, expresso pela funcao exponencial dada, incide sobre a
movimentacao do ano anterior, ou seja, no t = 1, este valor serd em relacao a 2010.
Logo, o valor de 13,5 bilhdes de doélares serd movimentado em 2010 + 16 = 2026. A
alternativa correta é a e).

Questao envolvendo equacgao exponencial na OBMEP de 2013

Se x e y sdo inteiros positivos tais que z - (x +2+4 +6 + ... +4024) = 2013, qual
é o valor de y?
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Resolugao: A equacgao dada é equivalente a x - (z + 2013 - 2012) = 2013Y. Veja
que 2013|z - (z + 2013 - 2012) — 2013|2? — 2013|z, pois 2013 = 3 - 11 - 61 & livre de
quadrados. Lembrando que a notagao alb, a divide b, se Ic € Z, tal que b=a - ¢ (a é
um divisor de b, ou analogamente b é um miltiplo de a). Fazendo entdo x = 2013 - k,

tem-se:

2013% - k - (k + 2012) = 2013Y

2013V
ke (k+2012) = 2

k- (k+2012) = 2013 2(y > 2)

Se y = 3, temos k = 1, o que nos da uma solucao. Suponhamos agora y > 3 e dai
se d|k e d|(k+2012),teriamos d|2012 , o que nos da d = 1, pois 2012 e 2013 sao primos
entre si. Logo, podemos escrever k = a¥~2 e k + 2012 = 0¥=2, onde a e b sdo inteiros
positivos tais que a - b = 2013.

Entao bY=2 — a¥=2 & funcdo decrescente de y e, portanto, 2012 > b* — a2, com
a-b = 2013. Temos poucas possibilidades para a e b, podemos ter:

(a,b) = (1,2013), (3,671), (11, 183), (33,61).

Em todos os casos, temos que b> — a? > 2012, contradicao. Portanto y = 3 de fato.
A resposta correta ¢ a letra C).

Questao envolvendo equagao exponencial na OBMEP de 2011

A linha poligonal da figura parte da origem e passa por todos os pontos do plano
que tém coordenadas inteiras ndo negativas, de acordo com o padrao indicado. A
unidade de comprimento nos eixos é 1 cm. O comprimento da poligonal da origem até
um ponto (a, b) é chamado de lonjura de (a, b); por exemplo, a lonjura de (1,2) é 5 cm.

a) Determine a lonjura dos pontos (3,2) e (0,4).

Solugao: Por contagem direta, vemos que a lonjura de (3,2) ¢ 11 e a de (0,4) é 16.

b) Quantos pontos de coordenadas inteiras estdo contidos no interior e nos lados
do quadrado cujos vértices sdo (0,0), (n,0), (n,n) e (0,n) ?

Solucao: Os pontos de coordenadas inteiras no inferior e nos lados desse quadrado
formam n + 1 linhas, cada uma com (n + 1) pontos; o total de pontos no interior e nos
lados desse quadrado é entdao (n + 1)2. Excluindo a borda desse quadrado de n — 1
linhas e n — 1 colunas, que contém (n — 1)? pontos inteiros; segue que o niimero de
pontos na borda do quadrado original é (n + 1)* — (n — 1)? = 4n.

Pode-se também calcular o niimero de pontos de coordenadas inteiras no quadrado
notando que de (0,0) a (0,1) a poligonal passa por 1+ 3 = 22 pontos; de (0,0) a (2,0)
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a poligonal passa por 1 + 3 + 5 = 32 pontos, de (0,0) a (0,3) a poligonal passa por
1+ 3+ 5+ 7 = 4% pontos e assim por diante. Logo o ntiimero de pontos inteiros do
quadrado que tem um de seus vértices no ponto (n,n) é (n + 1)2.

¢) Qual é o ponto cuja lonjura é 4257

Solucao: Para determinar o valor da coordenada precisa inicialmente verificar que
425 = (20% +20) + 5, como 20% + 20 ¢ a coordenada de (20, 20), vemos que para chegar
ao ponto de lonjura 425 devemos chegar a (20, 20) e andar mais 5 segmentos ao longo
da poligonal. Como 20 é par, esses segmentos partirdo do ponto (20,20) na vertical

para baixo; assim chegamos ao ponto (20, 15), que é o ponto procurado.



6 Conclusao

Ao longo do trabalho em tela buscamos discutir o ensino de fun¢ao na atualidade que
se d& principalmente por resolucao de exercicios isolados do cotidiano do aluno, dando
énfase apenas nos processos algébricos. Dessa maneira busca-se defender um ensino
de funcoes por meio de situagoes problemas e atividades que envolvam os alunos no

processo de ensino aprendizagem. Assim como salienta Dante (2003, p. 20):

Situacoes-problema sao problemas de aplicagdo que retratam situa-
¢Oes reais do dia-a-dia e que exigem o uso da Matemaética para serem
resolvidos... Através de conceitos, técnicas e procedimentos matema-
ticos procura-se matematizar uma situacgao real, organizando os dados
em tabelas, tragando graficos, fazendo operagoes, etc. Em geral, sdo
problemas que exigem pesquisa e levantamento de dados. Podem ser
apresentados em forma de projetos a serem desenvolvidos usando co-
nhecimentos e principios de outras areas que nao a Matemética, desde
que a resposta se relacione a algo que desperte interesse.

O ensino de matematica deve ser desenvolvido de maneira contextualizada e re-
lacionada a outros conhecimentos, promovendo interdisciplinaridade de contetdos,
buscando o desenvolvimento de novas capacidades intelectuais, capacitando o aluno
para compreender e interpretar situacoes problemas, na agilizacao do raciocinio logico-
dedutivo, nas situagoes cotidianas e em outras areas curriculares. Dessa forma o ensino
de funcoes deve ser contextualizado para que haja um real envolvimento dos educandos.

A histéria da matemaética se revela como um importante recurso didatico, ofere-
cendo grandes contribuicdes ao processo de ensino aprendizagem. FEnfatizando que a
matematica ¢ uma criacao humana, e ao desvelar que ela surge a partir de necessidades
e preocupacoes de diferentes culturas e em diversos momentos histoéricos, o professor
pode despertar no aluno uma resposta/atitude mais positiva diante a matemaética.

Percebe-se que o ensino de fun¢ao na atualidade se encontra desvinculado do desen-
volvimento histérico da matematica, representando que a matematica é um conheci-
mento pronto e acabado, destinado apenas aos intelectuais, o que dificulta a aprendiza-
gem. Nao h& mengoes sobre a constru¢ao da matematica, que tem origem em questoes
de diversos contextos sociais, como a divisao de terras, calculo de créditos, problemas

vinculados a outras ciéncias, bem como problemas associados & propria matemética.
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Nota-se que na atualidade os problemas matemaéticos nao estao sendo explora-
dos/aproveitados, nao possibilitando o desempenho de seu verdadeiro papel no ensino,
tendo em vista que servem apenas para aplica¢ao/avaliacdo de conhecimentos adquiri-
dos anteriormente pelos alunos, dessa maneira o professor nao explora as potencialida-
des do uso de um problema, mas apenas suas definicoes, técnicas e demonstracoes. O
problema é apresentado aos alunos como um discurso simboélico, abstrato e incompreen-
sivel, o aluno acaba aprendendo por reproducao/imitagao, resolvendo os problemas de
acordo com a formula que acabou de aprender, nao entendendo o sistema de conceitos
presente na resolucao dos mesmos.

Com a proposta de trabalhar com funcao exponencial e logaritmica mantendo o
foco na resolucao de problemas procura-se defender que o ponto de partida de uma
atividade matematica deve ser o problema e nao a defini¢cao de conceitos, de modo que
os conceitos devem ser adquiridos pelos alunos mediante a exploracao dos problemas,
do levantamento e constatacao de hipoteses, de criagao/utilizagao de estratégias.

Devemos considerar que um problema envolvendo uma relagao exponencial e logarit-
mica nao deve ser uma proposta mecanica, na qual o aluno aplica formulas de maneira
metodica, mas deve ser centrada numa dinamica na qual o aluno deve ser levado a
interpretar o enunciado apresentado e desenvolver um raciocinio capaz de resolvé-lo,
fazendo uso de conhecimentos adquiridos anteriormente. Dessa forma observa-se que o
aluno constréi um campo de conceitos em resposta a um problema. Um novo conceito
matematico é construido a partir da articulacao de conceitos anteriores.

Em suma, as atividades propostas no trabalho demonstram que o ensino do tema
proposto pode se tornar de facil aplicacao e desenvolvimento. A partir de ideias sim-
ples que se pautam no cotidiano do educando, tornando possivel tornar o ensino de
funcao exponencial e logaritmica mais acessivel, possibilitando maior assimilacao de
seus conceitos.

Diante do exposto ao longo do trabalho, defende-se que o ensino de logaritmos e de
funcoes exponenciais deve se focar em aplicacoes e contextualizagoes, diferentemente
do que ocorre atualmente na educacao, que prioriza o célculo algébrico e o uso de
formulas matematicas prontas. Propoe-se que os alunos entendam o porqué do uso dos
modelos exponencial e logaritmico, trazendo as caracterizagoes dessas funcgoes, bem

como seu uso ao longo do processo da civilizacao humana.
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N | 000 | 001 | 002 | 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | 0,09

4,0 | 0,6021 | 0,6031 | 0,6042 | 0,6053 | 0,6064 | 0,6075 | 0,6085 | 0,6096 | 0,6107 | 0,6117
41 ]0,6128 | 0,6138 | 0,6149 | 0,6160 | 0,6170 | 0,6180 | 0,6191 | 0,6201 | 0,6212 | 0,6222
4,2 10,6232 | 0,6243 | 0,6253 | 0,6263 | 0,6274 | 0,6281 | 0,6294 | 0,6301 | 0,6314 | 0,6325
4,3 10,6335 | 0,6345 | 0,6355 | 0,6365 | 0,6375 | 0,6385 | 0,6395 | 0,6405 | 0,6415 | 0,6425
44 | 0,6435 | 0,6444 | 0,6454 | 0,6464 | 0,6474 | 0,6484 | 0,6493 | 0,6503 | 0,6513 | 0,6522
45 | 0,6532 | 0,6542 | 0,6551 | 0,6561 | 0,6571 | 0,6580 | 0,6590 | 0,6599 | 0,6609 | 0,6618
4,6 | 0,6628 | 0,6637 | 0,6646 | 0,6656 | 0,6665 | 0,6675 | 0,6684 | 0,6693 | 0,6702 | 0,6712
4,7 10,6721 | 0,6730 | 0,6739 | 0,6749 | 0,6758 | 0,6767 | 0,6776 | 0,6785 | 0,6794 | 0,6803
4,8 | 0,6812 | 0,6821 | 0,6830 | 0,6839 | 0,6848 | 0,6857 | 0,6866 | 0,6875 | 0,6884 | 0,6893
4,9 | 0,6902 | 0,6911 | 0,6920 | 0,6928 | 0,6937 | 0,6946 | 0,6955 | 0,6964 | 0,6972 | 0,6981
5,0 | 0,6990 | 0,6998 | 0,7007 | 0,7016 | 0,7024 | 0,7033 | 0,7042 | 0,7050 | 0,7059 | 0,7067
5,1 | 0,7076 | 0,7084 | 0,7093 | 0,7101 | 0,7110 | 0,7118 | 0,7126 | 0,7135 | 0,7143 | 0,7152
5,2 | 0,7160 | 0,7168 | 0,7177 | 0,7185 | 0,7193 | 0,7202 | 0,7210 | 0,7218 | 0,7226 | 0,7235
5,3 | 0,7243 | 0,7251 | 0,7259 | 0,7267 | 0,7275 | 0,7284 | 0,7292 | 0,7300 | 0,7308 | 0,7316
5.4 | 0,7324 | 0,7332 | 0,7340 | 0,7348 | 0,7356 | 0,7364 | 0,7372 | 0,7380 | 0,7388 | 0,7396
5,5 | 0,7404 | 0,7412 | 0,7419 | 0,7427 | 0,7435 | 0,7443 | 0,7451 | 0,7459 | 0,7466 | 0,7474
5,6 | 0,7482 | 0,7490 | 0,7497 | 0,7505 | 0,7513 | 0,7520 | 0,7528 | 0,7536 | 0,7543 | 0,7551
5,7 | 0,7559 | 0,7566 | 0,7574 | 0,7582 | 0,7589 | 0,7597 | 0,7604 | 0,7612 | 0,7619 | 0,7627
5,8 | 0,7634 | 0,7642 | 0,7649 | 0,7657 | 0,7664 | 0,7672 | 0,7679 | 0,7686 | 0,7694 | 0,7701
5,9 | 0,7709 | 0,7716 | 0,7723 | 0,7731 | 0,7738 | 0,7745 | 0,7752 | 0,7760 | 0,7767 | 0,7774
6,0 | 0,7782 | 0,7788 | 0,7796 | 0,7803 | 0,7810 | 0,7818 | 0,7825 | 0,7832 | 0,7839 | 0,7846
6,1 | 0,7853 | 0,7860 | 0,7868 | 0,7875 | 0,7882 | 0,7889 | 0,7896 | 0,7903 | 0,7910 | 0,7917
6,2 | 0,7924 | 0,7931 | 0,7938 | 0,7945 | 0,7952 | 0,7959 | 0,7966 | 0,7973 | 0,7980 | 0,7987
6,3 | 0,7993 | 0,8000 | 0,8007 | 0,8014 | 0,8021 | 0,8028 | 0,8035 | 0,8041 | 0,8048 | 0,8055
6,4 | 0,8062 | 0,8069 | 0,8075 | 0,8082 | 0,8089 | 0,8096 | 0,8102 | 0,8109 | 0,8116 | 0,8122
6,5 | 0,8129 | 0,8136 | 0,8142 | 0,8149 | 0,8156 | 0,8162 | 0,8169 | 0,8176 | 0,8182 | 0,8189
6,6 | 0,8195 | 0,8202 | 0,8209 | 0,8215 | 0,8222 | 0,8228 | 0,8235 | 0,8241 | 0,8248 | 0,8254
6,7 | 0,8261 | 0,8267 | 0,8274 | 0,8280 | 0,8287 | 0,8293 | 0,8299 | 0,8306 | 0,8312 | 0,8319
6,8 | 0,8325 | 0,8331 | 0,8337 | 0,8344 | 0,8351 | 0,8357 | 0,8363 | 0,8370 | 0,8376 | 0,8382
6,9 | 0,8388 | 0,8395 | 0,8401 | 0,8407 | 0,8414 | 0,8420 | 0,8426 | 0,8432 | 0,8439 | 0,8445
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CAPITULO XVI

Dificil sera descobrir, dada a incerteza dos documentos antigos, a época precisa
em que viveu e reinou na india um principe chamado ladava, senhor da provincia da
Tiligana. Seria, porém, injusto ocultar que o nome desse monarca vem sendo apontado
por varios historiadores hindus como um dos soberanos mais ricos e generosos de seu
tempo.

A guerra, com o cortejo fatal de suas calamidades, muito amargou a existéncia do rei
[adava, transmutando-lhe o 6cio e o gozo da realeza nas mais inquietantes atribulagoes.
Adstrito ao dever, que lhe impunha a coroa, de zelar pela trangiiilidade de seus suditos,
viu-se 0 nosso bom e generoso monarca forcado a empunhar a espada para repelir, a
frente de pequeno exército, um ataque insolito e brutal do aventureiro Varangul, que
se dizia principe de Calia.

O choque violento das forgas juncou de mortos os campos de Dacsina e tingiu de
sangue as aguas sagradas do rio Sandhu. O rei Tadava possuia - pelo que nos revela
a critica dos historiadores - invulgar talento para a arte militar; sereno em face da
invasao iminente, elaborou um plano de batalha, e tao habil e feliz foi em executé-lo,
que logrou vencer e aniquilar por completo os pérfidos perturbadores da paz do seu
reino.

O triunfo sobre os fanaticos de Varangul custou-lhe, infelizmente, pesados sacri-
ficios; muitos jovens quichatrias pagaram com a vida a seguranca de um trono para
prestigio de uma dinastia; e entre os mortos, com o peito varado por uma flecha, 14
ficou no campo de combate o principe Adjamir, filho do rei Iadava, que patrioticamente
se sacrificou, no mais aceso da refrega, para salvar a posicao que deu aos seus a vitoria
final.

Terminada a cruenta campanha e assegurada a nova linha de suas fronteiras, re-
gressou o rei ao suntuoso palacio de Andra, baixando, porém, formal proibicao de que
se realizassem as ruidosas manifestacoes com que os hindus sofam festejar os grandes
feitos guerreiros. Encerrado em seus aposentos, s6 aparecia para atender aos ministros
e sdbios bramanes quando algum grave problema nacional o chamava a decidir, como

chefe de Estado, no interesse e para felicidade de seus stditos.
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Com o andar dos dias, longe de se apagarem as lembrancas da penosa campanha,
mais se agravaram a angustia e a tristeza que, desde entao, oprimiam o coracao do rei.
De que lhe poderiam servir, na verdade, os ricos palacios, os elefantes de guerra, os
tesouros imensos, se ja nao mais vivia a seu lado aquele que fora sempre a razao de
ser de sua existéncia? Que valor poderiam ter, aos olhos de um pai inconsolavel, as
riquezas materiais que nao apagam nunca a saudade do filho estremecido?

As peripécias da batalha em que pereceu o principe Adjamir nao lhe saiam do
pensamento. O infeliz monarca passava longas horas tragando, sobre uma grande
caixa de areia, as diversas manobras executadas pelas tropas durante o assalto. Com
um sulco indicava a marcha da infantaria; ao lado, paralelo ao primeiro, outro traco
mostrava o avanco dos elefantes de guerra; um pouco mais abaixo, representada por
pequenos circulos dispostos em simetria, perfilava a destemida cavalaria chefiada por
um velho radj que se dizia sob a protecao de Techandra, a deusa da Lua. Ainda
por meio de graficos esbocava o rei a posicao das colunas inimigas, desvantajosamente
colocadas, gracas & sua estratégia, no campo em que se feriu a batalha decisiva.

Uma vez completado o quadro dos combatentes, com as minudéncias que pudera
evocar, o rei tudo apagava, para recomecar novamente, como se sentisse intimo gozo
em reviver os momentos passados na angistia e na ansiedade. A hora matinal em que
chegavam ao palacio os velhos bramanes para a leitura dos Vedas, ja o rei era visto a
riscar na areia os planos de uma batalha que se reproduzia interminavelmente.

— Infeliz monarca! — murmuravam os sacerdotes penalizados. - Procede como um
sudra a quem Deus privou da luz da razao. S6 Dhanoutarad4 , poderosa e clemente,
podera salva-lo!

E os bramanes erguiam preces, queimavam raizes aromaticas, implorando a eterna
zeladora dos enfermos que amparasse o soberano de Taligana.

Um dia, afinal, foi o rei informado de que um moc¢o bramane - pobre e modesto - so-
licitava uma audiéncia que vinha pleiteando havia ja algum tempo. Como estivesse, no
momento, com boa disposicao de animo, mandou o rei que trouxessem o desconhecido
A sua presenca.

Conduzido a grande sala do trono, foi o bramane interpelado, conforme as exigéncias
da praxe, por um dos vizires do rei.

— Quem és, de onde vens e que desejas daquele que, pela vontade de Vichnu , é rei
e senhor de Taligana?

— Meu nome - respondeu o jovem bramane - é Lahur Sessa e venho da aldeia de
Namir, que trinta dias de marcha separam desta bela cidade. Ao recanto em que eu
vivia chegou a noticia de que o nosso bondoso rei arrastava os dias em meio de profunda
tristeza, amargurado pela auséncia de um filho que a guerra viera roubar-lhe. Grande
mal serd para o pais, pensei, se 0 nosso dedicado soberano se enclausurar, como um
bramane cego, dentro de sua propria dor. Deliberei, pois, inventar um jogo que pudesse

distrai-lo e abrir em seu coracao as portas de novas alegrias. E esse o desvalioso presente
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que desejo neste momento oferecer ao nosso rei ladava.

Como todos os grandes principes citados nesta ou naquela pégina da histéria, tinha
o soberano hindu o grave defeito de ser excessivamente curioso. Quando o informaram
da prenda de que o moco bramane era portador, nao pode conter o desejo de vé-la e
aprecia-la sem mais demora.

O que Sessa trazia ao rei ladava consistia num grande tabuleiro quadrado, dividido
em sessenta e quatro quadradinhos, ou casas, iguais; sobre esse tabuleiro colocavam-
se, nao arbitrariamente, duas colegoes de pecas que se distinguiam, uma da outra,
pelas cores branca e preta, repetindo, porém, simetricamente, os engenhosos formatos
e subordinados a curiosas regras que lhes permitiam movimentar-se por varios modos.
Sessa explicou pacientemente ao rei, aos vizires e cortesaos que rodeavam o monarca
em que consistia o jogo, ensinando-lhes as regras essenciais:

— Cada um dos partidos dispoe de oito pecas pequeninas - os pedes. Representam a
infantaria, que ameaca avancar sobre o inimigo para desbaraté-lo. Secundando a acao
dos peoes vém os elefantes de guerra, representados por pecas maiores e mais poderosas;
a cavalaria, indispensavel no combate, aparece, igualmente, no jogo, simbolizada por
duas pecas que podem saltar, como dois corcéis, sobre as outras; e, para intensificar o
ataque, incluem-se - para representar os guerreiros cheios de nobreza e prestigio - os
dois vizires do rei.

Outra peca, dotada de amplos movimentos, mais eficiente e poderosa do que as
demais, representard o espirito de nacionalidade do povo e serd chamada a rainha.
Completa a colecao uma peca que isolada pouco vale, mas se torna muito forte quando
amparada pelas outras. E o rei.

O rei ladava, interessado pelas regras do jogo, nao se cansava de interrogar o in-
ventor:

— E por que é a rainha mais forte e mais poderosa que o proprio rei?

— E mais poderosa - argumentou Sessa - porque a rainha representa, nesse jogo, o
patriotismo do povo. A maior forca do trono reside, principalmente, na exaltacdo de
seus suditos. Como poderia o rei resistir ao ataque dos adversarios, se nao contasse
com o espirito de abnegacao e sacrificio daqueles que o cercam e zelam pela integridade
da patria?

Dentro de poucas horas o monarca, que aprendera com rapidez todas as regras
do jogo, ja conseguia derrotar os seus dignos vizires em partidas que se desenrolavam
impecaveis sobre o tabuleiro.

Sessa, de quando em quando, intervinha, respeitoso, para esclarecer uma divida ou
sugerir novo plano de ataque ou de defesa.

Em dado momento, o rei fez notar, com grande surpresa, que a posicao das pecas,
pelas combinacoes resultantes dos diversos lances, parecia reproduzir exatamente a
batalha de Dacsina.
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— Reparai - ponderou o inteligente bramane - que para conseguirdes a vitoria, in-
dispensével se torna, de vossa parte, o sacrificio deste vizir!

E indicou precisamente a peca que o rei ladava, no desenrolar da partida - por
varios motivos -, grande empenho pusera em defender e conservar.

O judicioso Sessa demonstrava, desse modo, que o sacrificio de um principe é, por
vezes, imposto como uma fatalidade, para que dele resultem a paz e a liberdade de um
povo.

Ao ouvir tais palavras, o rei ladava, sem ocultar o entusiasmo que lhe dominava o
espirito, assim falou:

— Nao creio que o engenho humano possa produzir maravilha comparavel a este jogo
interessante e instrutivol Movendo essas tao simples pecas, aprendi que um rei nada
vale sem o auxilio e a dedicacao constante de seus siditos. E que, as vezes, o sacrificio
de um simples peao vale mais, para a vitéria, do que a perda de uma poderosa peca.
E, dirigindo-se ao jovem bramane, disse-lhe:

— Quero recompensar-te, meu amigo, por este maravilhoso presente, que de tanto
me serviu para alivio de velhas angtstias. Dize-me, pois, o que desejas, para que eu
possa, mais uma vez, demonstrar o quanto sou grato aqueles que se mostram dignos
de recompensa.

As palavras com que o rei traduziu o generoso oferecimento deixaram Sessa imper-
turbavel. Sua fisionomia serena nao traia a menor agitacao, a mais insignificante mostra
de alegria ou surpresa. Os vizires olhavam-no aténitos, e entreolhavam-se pasmados
diante da apatia de uma cobica a que se dava o direito da mais livre expansao.

— Rei poderoso! - redargiiiu o jovem com docgura e altivez. - Nao desejo, pelo
presente que hoje vos trouxe, outra recompensa além da satisfacao de ter proporcionado
ao senhor de Taligana um passatempo agradavel, que lhe vem aligeirar as horas dantes
alongadas por acabrunhante melancolia. J& estou, portanto, sobejamente aquinhoado
e outra qualquer paga seria excessiva. Sorriu, desdenhosamente, o bom soberano ao
ouvir aquela resposta, que refletia um desinteresse tao raro entre os ambiciosos hindus.
E, nao crendo na sinceridade das palavras de Sessa, insistiu:

— Causa-me assombro tanto desdém e desamor aos bens materiais, 6 jovem! A
modéstia, quando excessiva, é como o vento que apaga o archote, cegando o viandante
nas trevas de uma noite interminavel. Para que possa o homem vencer os miltiplos
obstaculos que se lhe deparam na vida, precisa ter o espirito preso as raizes de uma
ambicao que o impulsione a um ideal qualquer.

Exijo, portanto, que escolhas, sem mais demora, uma recompensa digna de tua
valiosa oferta. (Queres uma bolsa cheia de ouro? Desejas uma arca repleta de joias? Ja
pensaste em possuir um palacio? Almejas a administracao de uma provincia? Aguardo
a tua resposta, por isso que & minha promessa estd ligada a minha palavral

— Recusar o vosso oferecimento depois de vossas tltimas palavras - acudiu Sessa -

seria menos descortesia do que desobediéncia ao rei. Vou, pois, aceitar, pelo jogo que
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inventei, uma recompensa que corresponde & vossa generosidade; nao desejo, contudo,
nem ouro, nem terras ou palacios. Peco o meu pagamento em graos de trigo.

— Graos de trigo? - estranhou o rei, sem ocultar o espanto que lhe causava se-
melhante proposta. - Como poderei pagar-te com tao insignificante moeda? - Nada
mais simples - elucidou Sessa. - Dar-me-eis um grao de trigo pela primeira casa do
tabuleiro; dois pela segunda, quatro pela terceira, oito pela quarta, e, assim dobrando
sucessivamente, até a sexagésima quarta e tltima casa do tabuleiro. Peco-vos, 6 rei, de
acordo com a vossa magnanima oferta, que autorizeis o pagamento em graos de trigo,
e assim como indiquei!

Nao s6 o rei como os vizires e venerandos bramanes presentes riram-se, estrepito-
samente, ao ouvir a estranha solicitacdo do jovem. A desambicao que ditara aquele
pedido era, na verdade, de causar assombro a quem menos apego tivesse aos lucros
materiais da vida. O moco bramane, que bem poderia obter do rei um palicio ou uma
provincia, contentava-se com graos de trigo!

— Insensato! - clamou o rei. - Onde foste aprender tao grande desamor a fortuna?
A recompensa que me pedes é ridicula. Bem sabes que ha, num punhado de trigo,
ntimero incontavel de graos. Devemos compreender, portanto, que com duas ou trés
medidas de trigo eu te pagarei folgadamente, consoante o teu pedido, pelas 64 casas do
tabuleiro. E certo, pois, que pretendes uma recompensa que mal chegara para distrair,
durante alguns dias, a fome do dltimo parial do meu reino.

Enfim, visto que minha palavra foi dada, vou expedir ordens para que o pagamento
se faca imediatamente, conforme teu desejo.

Mandou o rei chamar os algebristas mais habeis da corte e ordenou-lhes calculassem
a porcao de trigo que Sessa pretendia.

Os sabios calculistas, ao cabo de algumas horas de acurados estudos, voltaram ao
salao para submeter ao rei o resultado completo de seus calculos. Perguntou-lhes o rei,
.Ainterrompendo a partida que entao jogava:

— Com quantos graos de trigo poderei, afinal, desobrigar-me da promessa que fiz ao
jovem Sessa?

— Rei magnanimo! — declarou o mais sabio dos matematicos. — Calculamos o
numero de graos de trigo que constituird o pagamento pedido por Sessa, e obtivemos
um numero cuja grandeza ¢ inconcebivel para a imaginacao humana.

Avaliamos, em seguida, com o maior rigor, a quantas ceiras corresponderia esse
nimero total de graos, e chegamos a seguinte conclusao: a porc¢ao de trigo que deve ser
dada a Lahur Sessa equivale a uma montanha que, tendo por base a cidade de Taligana,
seria cem vezes mais alta do que o Himalaia! A india inteira, semeados todos os seus
campos, taladas todas as suas cidades, nao produziria em 2 000 séculos a quantidade
de trigo que, pela vossa promessa, cabe, em pleno direito, ao jovem Sessa!

Como descrever aqui a surpresa e o assombro que essas palavras causaram ao rei

[adava e a seus dignos vizires?
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O soberano hindu via-se, pela primeira vez, diante da impossibilidade de cumprir
a palavra dada.

Lahur Sessa — rezam as cronicas do tempo -, como bom sudito, ndao quis deixar
aflito o seu soberano. Depois de declarar publicamente que abriria mao do pedido que
fizera, dirigiu-se respeitosamente ao monarca e assim falou:

— Meditai, 6 rei, sobre a grande verdade que os bramanes prudentes tantas vezes
repetem: os homens mais avisados iludem-se, nao s6 diante da aparéncia enganadora
dos numeros, mas também com a falsa modéstia dos ambiciosos. Infeliz daquele que
toma sobre os ombros o compromisso de uma divida cuja grandeza nao pode avaliar
com a tabua de célculo de sua préopria argicia. Mais avisado é o que muito pondera e
pouco promete!

E, apos ligeira pausa, acrescentou:

— Menos aprendemos com a ciéncia va dos bramanes do que com a experiéncia
direta da vida e das suas licoes de todo dia, a toda hora desdenhadas!

O homem que mais vive mais sujeito estd as inquietagoes morais, mesmo que nao
as queira. Achar-se-4 ora triste, ora alegre; hoje fervoroso, amanha, tibio; j& ativo, ja
preguicoso; a compostura alternard com a leviandade. S6 o verdadeiro sabio, instruido
nas regras espirituais, se eleva acima dessas vicissitudes, paira por sobre todas essas
alternativas!

Essas inesperadas e tao sabias palavras calaram fundo no espirito do rei. Esquecido
da montanha de trigo que, sem querer, prometera ao jovem bramane, nomeou-o seu
primeiro-vizir.

E Lahur Sessa, distraindo o rei com engenhosas partidas de xadrez e orientando-o
com séabios e prudentes conselhos, prestou os mais assinalados beneficios ao povo e ao
pails, para maior seguranca do trono e maior gloria de sua péatria.

Encantado ficou o califa Al-Motacém quando Beremiz concluiu a historia singular
do jogo de xadrez. Chamou o chefe de seus escribas e determinou que a lenda de Sessa
fosse escrita em folhas especiais de algodao e conservada em valioso cofre de prata.

E, a seguir, o generoso soberano deliberou se entregasse ao calculista um manto de
honra e 100 sequins de ouro.

Bem disse o fil6sofo:

— Deus fala ao mundo pelas maos dos generosos!

A todos causou grande alegria o ato de magnanimidade do soberano de Bagda. Os
cortesaos que permaneciam no diva eram amigos do vizir Maluf e do poeta lezid: era,
pois, com simpatia que ouviam as palavras do calculista persa, por quem muito se
interessavam. Beremiz, depois de agradecer ao soberano os presentes com que acabava
de ser distinguido, retirou-se do diva. O califa ia iniciar o estudo e julgamento de
diversos casos, ouvir os honrados cadis e proferir suas sabias sentencas.

Deixamos o palacio real ao cair da noite. Ia comegar o més de Chéa-band.



C Experimento da magica

Este experimento vai mostrar que alguns desses poderes podem ser um conheci-
mento matemético especifico, no caso sobre func¢oes logaritmicas.

A atividade consiste em fazer um aluno, aleatoriamente, escolher uma carta de
baralho que serd embaralhada seguindo uma sequéncia de passos. O ponto principal
¢ analisar os resultados desse procedimento. Assim, além de introduzir o conceito
de funcao logaritmica, o experimento é motivacional e lidico, transfigurando de certa
forma o (pré)conceito que os alunos fazem deste contetido matematico. A partir desta
atividade, o professor pode partir para o estudo mais profundo de logaritmo e das
funcoes que o contém, reto mando inclusive propriedades e aplicagoes do tema.

Material necessario

1 baralho sem cartas repetidas.( ou cartdes numerados feitos de cartolina.)

Preparacao

Verificar se todos os grupos possuem um baralho ou algum tipo de carta confecci-
onada, por exemplo, com cartolina. E importante que cada grupo possua no minimo
40 cartas nao repetidas.

Divida a turma em grupos com 3 ou 4 alunos e peca-lhes que elejam um lider. A
Folha do Aluno esta dividida em duas partes, uma delas, a que ensina o procedimento
da magica, deve ser entregue somente ao lider de cada grupo. Peca para eles estudarem
a mégica antes de mostra-la ao grupo.

Regras do jogo

1. Separe 15 cartas quaisquer do baralho;

2. Distribua-as sobre a mesa em trés colunas de 5 cartas cada, conforme a figura2;

3. Peca para que um colega do grupo escolha umas das cartas sem dizer qual é;

4. Peca ao colega que aponte a coluna na qual se encontra a carta que ele escolheu,
conforme a figura 3;

5. Junte as cartas de cada uma das 3 colunas formando 3 montes. Coloque sempre
o monte referente & coluna escolhida entre os outros dois, juntando os trés montes.
Faca isso da forma mais discreta possivel;

6. Distribua novamente as cartas sobre a mesa em trés colunas conforme mostra a
figura 4 (siga da esquerda para a direita e, quando completar uma linha com 3 cartas,

de cima para baixo);

113
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7. Repita os passos 4, 5 e 6 mais duas vezes;
8. A carta escolhida pela vitima é a carta do meio da coluna do meio (no nosso

caso, a carta escolhida foi o Trés de copas)!
A matemagica das cartas

Para comecar, o lider de cada grupo deve realizar a magica para os colegas, desafiando-
os a descobrir como ela foi feita. Eles devem repeti-la até que o grupo descubra qual o
algoritmo de execucao.

Depois de descobrir o mecanismo da magica, eles devem realiza-la com diferen-
tes nimeros de cartas, sempre usando um nimero impar de cartas distribuidas em 3
colunas, conforme a tabela 1 que também estd na Folha do Aluno:

Para cada quantidade de cartas escolhida, é necessario repetir os passos 4, 5 e 6
da magica um nimero diferente de vezes. E com essa informacao que os alunos devem

preencher a tabela a seguir.

NGmerodecartas|[1 (3 |9 |15 |21 |27 |33 |39 |.. |75 |81 |.. |237|243

Nﬂmemderepeti ) USSR S S I (NN [ ——
¢des necessarias

Se o nimero de cartas fosse par, também seria possivel realizar a magica, porém a
carta que buscamos nao estaria no mesmo lugar que definimos neste experimento. No
corpo do trabalho, hd uma demonstragao de que, para a carta convergir para o local
indicado, temos que ter um ndmero impar delas.

Resultado esperado

Ao preencher a tabela, espera-se que os alunos percebam que, assim que o nimero
de cartas ultrapassa uma poténcia de 3, aumenta a quantidade de vezes que o magico
precisa perguntar em qual coluna estd a carta?.

Fechamento

Apos a realizacao da atividade, tome a palavra e siga os passos indicados a seguir
para deduzir com seus alunos a expressao que nos fornece o niimero de perguntas em
qual coluna estd a carta? em fungao do nimero de cartas utilizadas para a realizacao
da magica.

Deducao

Vamos analisar o caso com 21 cartas. Antes de realizar a primeira pergunta em
qual coluna esta a carta?, sabemos apenas que a carta escolhida é uma das 21 expostas

sobre a mesa. Porém, ao pedir a indicagao da coluna (as marcagoes indicam a coluna

. . . 1 .
escolhida) em que ela se encontra, teremos reduzido a nossa incerteza a 3 da inicial,

como indica a figura:
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3
6
.
12
15
16 » 17 18
19 » 20 21

1
Nossas possibilidades foram reduzidas a 3 21 = 7 cartas. Redistribuindo as cartas

1
e repetindo a pergunta, teremos reduzido entao as nossas opgoes a 3 da quantidade

anterior de cartas, conforme a figura:

19 »
6 9
15 18
Aqui as nossas possibilidades foram reduzidas a —---21 = 2,33..., e como o niimero

de cartas é inteiro, podemos perceber que esse numero foi reduzido a 2 cartas.

Repetindo esse procedimento novamente, temos as nossas possibilidades reduzidas
a — das anteriores (a nica com as trés marcacoes):

3 1

Agora temos 3°3°3° 21 = 0,77..., ou seja, um numero menor que 1! Portanto,
basta reorganizar as cartas novamente que saberemos que a carta escolhida sera a carta
do meio da coluna do meio:

De maneira geral, dado um ntimero n de cartas, queremos saber qual o nimero k de
perguntas que devem ser feitas para ter certeza de onde se encontra a carta escolhida.

Assim, temos:
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—Primeira pergunta:

—Segunda pergunta:

Hwl o) =

—Tercei tar = - = ;
erceira pergunta: o - o+ 2

1
— k-ésima pergunta: <§)k

Queremos que as nossas dividas sejam menores que 1, ou seja:

- n.

1
(g)k'nﬁl
ou ainda,
Ve <«
(3) n

Agora vamos isolar k, j& que o nosso objetivo é ter um valor de k em funcao

1 . .
do ntimero de cartas. Perceba que (=)*¥ = — é uma exponencial e, para isolar o k,

deveremos aplicar log; (a funcdo inversa) nos dois lados da expressao:
1 1
10g3(§)k < 10g3(ﬁ)
1
k - log3(§) <logs 1 —logsn

—k <0—loggn

K <logsn



Folha do aluno 117

Ou seja, para ter certeza da carta que a pessoa escolheu, devemos fazer um ntimero
de perguntas maior ou igual a logs;n , onde n é o nimero de cartas utilizadas na
realizacao da magica. Como queremos fazer o menor nimero possivel de perguntas,

temos que k deve ser o menor inteiro maior que logs n.

C.1 Folha do aluno

Folha do lider

Vocé é o mégico. Leia com atencao os precedimentos a seguir e faca a magica para
seus colegas. Seja o mais discreto possivel na hora de juntar os montes? este é o segredo
da magica.

Procedimento

1. Separe 15 cartas quaisquer do baralho;

2. Distribua-as sobre a mesa em trés colunas de 5 cartas cada, conforme a Figura

3. Peca para que um colega escolha umas das cartas sem dizer qual é ela;

4. Peca ao colega que aponte a coluna na qual se encontra a carta que ele escolheu;

5. Junte as cartas de cada uma das 3 colunas formando 3 montes. Coloque sempre
o monte referente a coluna escolhida entre os outros dois, juntando os montes. Faca
isso da forma mais discreta possivel;

6. Distribua novamente as cartas sobre a mesa em trés colunas, conforme mostra a
figura 3 (siga da esquerda para a direita e, quando completar uma linha com 3 cartas,
de cima para baixo);

7. Repita os passos 4, 5 e 6 mais duas vezes;

8. A carta escolhida pela vitima é a carta do meio da coluna do meio!
Folha do grupo

Etapa 1 A matemégica das cartas:

1. Tentem descobrir como funciona o truque realizado pelo lider do grupo;

2. Depois que todos descobrirem como funciona o truque, executem a mégica
usando a quantidade de cartas indicada nas colunas da tabela. Nao se esquecam de
distribuir as cartas sempre em 3 colunas;

3. Preencham a tabela com o ntimero de vezes que o magico precisa perguntar em
qual coluna estd a carta? para ter certeza que ela estara no centro;

4. Sem realizar a magica nos casos que exigem mais que 39 cartas, complete a
tabela.

Questao 1 Qual raciocinio vocé adotou para preencher o resto da tabela? Responda
a questao em seu caderno.

Questao 2 Tente explicar por que a magica funciona.
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NGmerodecartas|1 |3 |9 [15 |21 ‘z? 33‘39‘,.. 75 |81 237 | 243

‘Namero de repeti-| | -
¢bes necessarias





