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RESUMO

Consideramos nesta tese inclusoes dinamicas vetoriais em escalas de tempo e estendemos
para esta classe o resultado de compacidade das trajetorias que, por sua vez, foi combinado
com solugoes de Euler, também introduzidas nesta tese, para garantir a existéncia de traje-
toria quando o campo vetorial da inclusao dinamica é semicontinuo superior. Porém, quando
o campo vetorial da inclusao dinamica é semicontinuo inferior, é possivel obter uma solucao
da inclusao dindmica por meio de uma equacao dindmica cujo campo vetorial é continuo.
Este campo é uma selecao da multifuncao que define o campo vetorial. Consideramos tam-
bém um problema de controle 6timo e mostramos que este possui trajetéria admissivel 6tima
sempre que o conjunto de solugoes admissiveis é nao-vazio e o campo satisfaz as condigoes de
mensurabilidade, convexidade, compacidade e crescimento linear. Além disso, estendemos
o Lema de Filippov para a classe de inclusoes dinamicas para mostrar que ¢ possivel fazer
uma equivaléncia total do problema de controle no paradigma de inclusao dinamica com o

problema de controle padrao.

Palavras-chave: Inclusdes dindmicas, existéncia de solucoes, escalas temporais, controle

otimo.



ABSTRACT

We consider in this thesis vectors dynamic inclusions on time scales and extended for
this class the result of compactness of the trajectories which, in turn, was combined with
FEuler solutions, also introduced in this thesis, to ensure the existence of trajectory when the
vector field of the dynamic inclusion is upper semicontinuous. However, when the vector
field of the dynamic inclusion is lower semicontinuous, it is possible to obtain a solution of
the dynamic inclusion through a dynamic equation whose vector field is continuous. This
field is a selection of the multifunction defining the vector field. We also consider an optimal
control problem and we showed that it has an optimal admissible trajectory whenever the
admissible solutions set is nonempty and the field satisfies measurability conditions, conve-
zity, compactness and linear growth. Furthermore, we extend the Filippov’s Lemma for the
class of dynamic inclusions to show that it is possible to do a full equivalence of the control

problem in the paradigm of dynamic inclusion with the standard control problem.

Keywords: Dynamic inclusions, existence of solutions, time scales, optimal control.
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Capitulo 1

Introducao

O célculo em escalas temporais foi introduzido por Hilger [24] para unificar o calculo de
diferenca e o calculo diferencial.

Atualmente, existe uma vasta literatura empregando a teoria de escalas temporais [1],
2], 3], [18], [27].

O estudo de equagbes dinamicas em escalas temporais pode ser encontrado em [9],
[10],[19], [20], [31].

Aplicacoes da teoria de escalas temporais em economia foram consideradas em [35] e
[36]. Por sua vez, aplicagbes em calculo das variagoes sao tratadas por [8] e [25].

Recentemente, bastante atencao foi dada a resultados de existéncia de solucoes para
inclusoes dindmicas em escalas temporais, o que pode ser observado nos trabalhos (3], [4],
[7], [11] e [15]. Nessas referéncias, os resultados sdo obtidos para sistemas cuja variavel de
estado é real. Além disso, sao utilizadas técnicas de ponto fixo.

A partir do uso do método de solucoes superiores e inferiores, em [4] é provado a existéncia
de solugoes para inclusoes dinamicas de primeira ordem em escalas temporais com condigoes
de fronteira gerais. Ja em [15], prova-se a existéncia de solugbes para inclusoes dinamicas de
primeira ordem em escalas temporais com condicoes iniciais nao-locais.

Resultados de existéncia de solucoes para inclusoes dinamicas de segunda ordem em
escalas temporais com condicoes de fronteira usando o método de solugoes superiores e
inferiores podem ser encontrados em [3] e [11].

Nessa Tese, provamos a existéncia de solucoes para inclusoes dinamicas de primeira
ordem em escalas temporais quando a variavel de estado do sistema é vetorial. Diferente de
[4] e [15], propomos que o grafico do campo vetorial da inclusdo dinamica seja fechado.

Em termos de completude, analisamos também a existéncia de solugoes para inclusoes
dindmicas de primeira ordem em escalas temporais quando os campos vetoriais sao semicon-

tinuos inferiores. Nessa andlise, utilizamos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder.



Introducao 2

Contribuigoes sobre condicoes necessarias a otimalidade para problemas de controle
Otimo em escalas temporais podem ser encontradas em [26], [28], [30].

Estudos sobre programagao dindmica em escalas temporais é encontrado em [38]. Neste
artigo, sao obtidas as equacoes de Hamilton-Jacobi-Bellman para uma classe de problemas
de controle 6timo em escalas temporais.

Em tempo continuo, um problema de controle padrao pode ser visto como uma inclusao
diferencial e uma inclusao diferencial pode ser vista como um problema de controle padrao, se
algumas hipoteses sao consideradas [21]. Este resultado é conhecido como Lema de Filippov.

Nessa Tese, provamos que o Lema de Filippov ainda é valido em escalas temporais.
Sendo assim, uma inclusao dinamica pode ser vista como um problema de controle padrao
em escalas temporais se as hipoteses usuais do caso continuo sao satisfeitas.

Esta Tese pretende contribuir para a teoria de inclusoes dinamicas em escalas temporais,
provando que sob determinadas condigoes o conjunto de solugoes é nao-vazio e sequencial-
mente compacto. Como aplicacao deste resultado na teoria do controle em escalas temporais,
mostramos que sob as hipoteses usuais o problema de controle 6timo tem solucao 6tima.

O resultado de compacidade das trajetorias em escalas temporais se emparelha ao caso
classico, que pode ser encontrado, por exemplo, em [16], [17], [37].

Como é usual, desenvolvemos este trabalho utilizando o calculo delta e a medida delta.
Além disso, usamos a integral delta de Lebesgue, que é mais geral, ao invés da integral delta
de Riemann.

Com o objetivo de facilitar a leitura do trabalho, separamos no capitulo 7 resultados da
teoria da medida especificos para a medida delta e a integral delta. Dessa forma, nao sera
necessario buscar resultados dispersos na literatura.

Outra contribuicao dessa Tese é a obtencao de propriedades envolvendo a delta mensura-
bilidade de multifungoes, generalizando os correspondentes resultados classicos que envolvem
a Lebesgue mensurabilidade.

Esta Tese é organizada da seguinte maneira: No capitulo 1, fazemos uma revisao bibli-
ografica; No capitulo 2, consideramos conceitos e resultados basicos que sao utilizados ao
longo de toda a Tese; No capitulo 3, fazemos um estudo da delta mensurabilidade de fungoes
vetoriais e de multifunc¢oes; No capitulo 4, demonstramos uma desigualdade do tipo Gronwall
e a propriedade de compacidade das trajetoérias para inclusoes dinamicas em escalas tempo-
rais; No capitulo 5, mostramos a existéncia de solucoes para inclusoes dinamicas e provamos
o Lema de Filippov em escalas temporais; No capitulo 6, apresentamos as consideracoes
finais sobre o trabalho e apontamos quais seriam os possiveis topicos de serem pesquisados
no futuro; Por fim, no capitulo 7, fazemos um apéndice apresentando resultados basicos da

teoria da medida especificos para a medida delta.



Capitulo 2

Pré-Requisitos

Nas secoes a seguir, consideramos conceitos e resultados bésicos que sao utilizados ao

longo do trabalho.

2.1 Notacao

Utilizaremos as seguintes convencoes:
(1) se € R™ denotamos a norma euclidiana de x por [|z]|.
(17) se A C R, denotamos por At o conjunto A N T.
(17i) B denotara o conjunto {x € R" : ||z|| < 1}.

2.2 Escala Temporal

Definicao 2.1. Uma escala temporal T C R é um conjunto nao-vazio e fechado.

Definicao 2.2. Seja T uma escala temporal. Define-se a funcao o : T — T como
o(t)y=inf{s € T:s >t}

e a fungao p: T — T como
p(t) =sup{s € T:s <t}

Estamos supondo que inf ) = supT e sup() = inf T.
Lema 2.1 ([13]). Seja T uma escala temporal. Existem I C N e {t;};er C T tal que
RS ={teT:t<o(t)} = {ti}ticr -

Observacao O conjunto I considerado no lema anterior sera utilizado ao longo da Tese.
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Definicao 2.3. Se T € uma escala temporal, define-se:
(i) se ECT tem-se [p={i€1:t, € ENRS}.
(1) a fungao p: T — [0, +00) € dada por

u(t)y=o(t) —t.
(17i) se sup T < +o0 tem-se

T" =T\ (p(sup T), sup Ty

e sesup T = +o0 entao T" =T.

2.3 Calculo em Escala Temporal

Definicao 2.4. Se T € uma escala temporal, considere uma funcao f: T — R et € T*. Se
existe £ € R tal que, para todo € > 0 existe 6 > 0 de modo que

| Flo(®) = f(s) =&(a(t) =s) [ < efo(t) =5 |
para todo s € (t—08,t+0)r , diz-se que € € a derivada delta de f em t e denota-se & = f2(t).

Definicao 2.5. Considere uma escala temporal T, uma funcao f: T — R™ et € T*. Diz-se

que f € A-diferencidvel em t se cada funcao coordenada f; : T — R for A-diferencidvel em
t. Neste caso f2(t) = (f2(1),..., f2(t)) .
Teorema 2.1 ([10]). Considere uma escala temporal T, uma fungio f : T — R et € T".
Valem as sequintes propriedades:
i) Se f € A-diferencidvel em t entdo f € continua em t.
(i)
(i) Se f € continua em t e o(t) > t, entdo f é A-diferencidvel em t. Além disso,
gy - o) =10
pu(t)
(i1i) Se o(t) =t, entao f € A-diferencidvel em t se, e somente se, o limite
L0 ()
s Tt t—s
existe como um numero real. Neste caso,
fA(t) = lim f(t) B f(S)
sTt  t—s

(iv) Se f é A-diferencidvel em t, entdo
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Corolario 2.1. Considere uma escala temporal T, uma funcao f: T — R™ et € T®. Valem
as sequintes propriedades:
(i) Se f é A-diferencidvel em t entdo f € continua em t.

(ii) Se f € continua em t e o(t) > t, entao f é A-diferencidvel em t. Além disso,

Ay o) = ft)
PO=""um
(iii) Se o(t) = t, entao f € A-diferencidvel em t se, e somente se, o limite
)~ £

im
s Tt t—s
existe como um elemento de R™ . Neste caso,

fA(t) = lim f(t)_f(s) )

s Tt t—s

(iv) Se f é A-diferencidvel em t, entdo

fla(t)) = f(t) + u(t) f2(2).
Exemplo Seja T uma escala temporal e considere a funcao continua f: T — R dada por
fe) =t
Tome t, € T*. Se o(t.) > t, entdo

flo(t) = f(t) _ot)? =t _ (o(t) —t)(o(ts) + L)
O RS e A A
Se o(t.) = t., para cada s € T \ {t.} tem-se

ft) = f(5) =8 (t=s)(tats) _,
te — s te — s ly — s

fAt) =

e entao
fA(t) = lim Jt) = J(s) _ 2, .

SI}t* t*—S

Teorema 2.2 ([10]). Seja T uma escala temporal. Suponha que as fungoes f,g: T — R sao
A-diferencidaveis em t € T". Entdo:

(i) A soma f+g: T — R é A-diferencidvel em t e vale a relacao
(f +9)2(t) = f2(t) + g2 (1)
(ii) O produto f.g: T — R é A-diferencidvel em t. Além disso,

(f9)2() = [f2(0g(t) + f(a(t)g™(t)
= f(H)g>(#) + fA(B)g(o(1)).
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Corolario 2.2. Seja T uma escala temporal. Suponha que as funcoes f,g : T — R™ sao
A-diferencidveis em t € T". FEntdo a soma f+ g : T — R" é A-diferencidvel em t. Além

disso,
(f+9)2(1t) = F2(1) + g*(1).

2.4 Particoes

Definicao 2.6. Se K C R € um conjunto compacto, uma particao de K ¢ um conjunto
P ={to,t1,....,tn} C K tal que

t0:a<t1<...<tN:b
sendo a = min{K} e b = max{K} .

Defini¢ao 2.7. Seja 6 > 0 e K C R um conjunto compacto. Define-se Ps(K) como o
conjunto de todas as particoes P = {to,t1,....,tx} de K com as sequintes propriedades:

(1) out; —t;_1 <9, quando i € {1...,n}.

(1) ou t; — t;i—1 > 9, quando i € {1...,n}. Neste caso tem-se p(t;) = t;_1 .

Lema 2.2 (|22]). Para cada 6 > 0 o conjunto Ps(K) é nao-vazio.

2.5 Teorema de Arzela-Ascoli

Definicao 2.8. Seja E uma colecao de funcgoes f : T — R™. Diz-se que E € equicontinuo
se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

1f(s) = fO)ll <e
para toda f € E e para cada t,s € T satisfazendo |t — s |< 4.

Teorema 2.3 (Arzela-Ascoli, [33]). Considere uma escala temporal T compacta e uma co-
lecao E de fungoes f : T — R™. Suponha que E ¢é equicontinuo e limitado na norma do

supremo. FEntao toda sequéncia de E possui subsequéncia que converge uniformemente em
T.

2.6 Propriedades de Multifuncoes

Definicao 2.9. Sejam M e N espagos métricos e considere uma multifuncao F : M ~~ N.

Diz-se que I € semicontinua inferior em xo € M se para cada yo € F(xy) e para toda
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vizinhanga V (yo) de yo existe uma vizinhanga V(xo) de xq tal que

F(z) 0V (yo) # 0

para todo x € V(xo).

Definicao 2.10. Considere um espaco métrico M e um espaco de Banach N. Diz-se que
uma multifuncao F : M ~ N € semicontinua superior em xo € M se para todo € > 0 existe
0 > 0 tal que

F(B(x9,0)) C F(zo) +¢B(0,1) .

Observacao Seja T uma escala temporal. Se uma multifuncao F': T x R™ ~» R™ nao-vazia

e fechada é semicontinua superior entao o conjunto
GrF ={(t,z,y) € TxR" xR" 1y € F(t,z)}
¢é fechado.

Definicao 2.11. Dada uma multifuncao F : M ~~ N, diz-se que uma func¢ao f: M — N é
uma sele¢ao de F' quando f(x) € F(z) para todo x € M.

Teorema 2.4 ([5]). Considere um espago métrico M, um espa¢o de Banach N e uma
multifuncao F : M ~ N semicontinua inferior. Se F' é nao-vazia, convexa e fechada entao

F' admite uma selecao continua.

Definicao 2.12. Seja (2, F) um espago mensurdvel. Uma multifungio T' @ Q ~ R™ é

F-mensurdvel quando o conjunto
I'(V)y={zeQ:T(x)NV £0}
é F-mensurdvel para cada conjunto compacto V C R".

Observacao Se ' C R™ é um conjunto fechado, entao existe uma sequéncia de conjuntos
compactos {V;} C R" tal que F = |J = V; . Logo

I Y(F) = {a:eQ:F(az)ﬂF#@:{weQ:F(@")ﬂ{LjVi}7&@}

= Lj{er:F(x)ﬂVi#Q)}

e concluimos que I'"!(F) é F-mensuravel quando I' ¢ F-mensurével.
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Teorema 2.5 ([14]). Tome um espago mensurdvel (2, F) e uma multifungao I' :  ~» R™

nao-vazia e fechada. Se I' é F-mensurdvel entao I' admite uma selegcao mensurdvel.

Teorema 2.6 ([14]). Seja T : [a,b] ~ R™ wma multifun¢io fechada e E := {t € [a,b] :
['(t) # 0}. Entao as seguintes afirmagoes sio equivalentes:

(i) a multifun¢ao T' é L-mensurdvel.

(11) o conjunto GrI’ = {(t,v) : v € ['(t)} € L x B™-mensurdvel.

(11i) o conjunto E é L-mensurdvel e existe uma sequéncia de fungoes L-mensurdveis
v+ E— R™ tal que

T(t) = {u(t):i=1,2, .}

para cada t € E.

Corolario 2.3. Sejam T'1,Ty : [a,b] ~ R™ multifuncoes fechadas. Se Ty e T'y sao L-
mensurdveis entdo a multifuncao I' : [a,b] ~> R™ dada por

D(t) = Ty (t) N Da(t)

é L-mensurdvel.



Capitulo 3

A-Mensurabilidade de Funcoes Vetoriais e de

Multifuncoes

Nesse capitulo, demonstramos propriedades bésicas de funcoes vetoriais A-mensuraveis.
Além disso, utilizando mensurabilidade de multifuncées, provamos propriedades da funcao
hamiltoniana envolvendo a A-mensurabilidade. Assim, fazemos um paralelo com o caso
classico [16], [29] e [37].

Usamos uma escala temporal T = [a,b]r , sendo a,b € T e a < b.

3.1 Funcoes Vetoriais Mensuraveis

Definicao 3.1. Diz-se que uma funcao f : T — R™ é A-mensurdvel se cada funcdao coorde-
nada f; - T — R é A-mensurdvel.

Lema 3.1. Seja f : T — R™ uma funcao A-mensurdvel. Se A C R™ é um conjunto aberto

entdo f~1(A) é A-mensurdvel.

Demonstracao. O conjunto A pode ser expressado como
+o0 ) ‘
A= U (W x .. x WD}
i=1

sendo VVj(i) C R um conjunto aberto para cada i > 1e j € {1,...,n}.
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Temos que
fUA) = {teT: ft)e A= U{W1 ox WY
= (J{teT: ft) e {w x W1y

_ U [(teT: i) eWIn..n{teT: f,(t) e WD}

- U V) N W] e AL

]

Corolario 3.1. Seja f : T — R™ wma funcao A-mensurdvel. Se F' C R™ é um conjunto

fechado entdo f~1(F) é A-mensurdvel.

Lema 3.2. Considere uma funcio f : T — R"™. Suponha que f~1(A) é A-mensurdvel quando

A CR" é um conjunto aberto. Entao f é A-mensurdvel.

Demonstragao. Para cada j € {1,...,n} seja W; C R um conjunto aberto.

Fixe um j € {1,...,n}. Se B; =R para i # j e B; = W; segue que

FHBrx o x By) = fi (B NN f (By) = f71(By) = f;7 (W) e A

ja que f;1(B;) = f7Y(R) = T para cada i # j. Assim, f; ¢ A-mensurével e entao f =
(f1, - fn) € A-mensuravel. 0O

Lema 3.3. Seja f : T — R™ uma fun¢ao A-mensurdvel. A funcao || f|| : T — R também é

A-mensurdvel.

Demonstrac¢ao. Defina a fungao g : R — R como g(x) = ||z|| para cada x € R™. Como g é
continua, se W C R é um conjunto aberto e g~ (W) # () segue que g~ '(W) é um conjunto
aberto.

Considere h = || f|| = go f. Dado um conjunto aberto W C R tal que g~ (W) # 0 temos
que

(W)= fHg ' (W)) €A
Se g7 (W) = 0 segue que A (W) =0 € A e entdo h ¢ A-mensuravel . O

Lema 3.4. Seja 7: T — R uma funcio A-mensurdvel e x : T — R™ uma func¢do continua.

Se 7(T) C T entdo a fungdo x o7 :T — R" é A-mensurdvel.
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Demonstracao. Como x é continua cada funcao coordenada z; : T — R também é continua.
Entao a funcdo 7; : [a,b] — R é continua.

Se t > b defina 7;(t) = z;(b) e se t < a defina T;(t) = x;(a). Logo T; : R — R é continua
e entdo T = (771, ..., T,) é continua em R.

Seja h : T — R™ definida como h = z o 7. Dado um conjunto aberto W C R" tal que
(7)1 (W) # () temos que

Rt W) = {t€la,bly:z(r(t) € W}
= {teT:7(t) e @ (W)t=7"(@) (W) €A.

Entretanto, se ()™ (W) = 0 segue que h™' (W) =0 € A e entdo h é A-mensuravel . O

3.2 Funcoes Vetoriais Integraveis

Definicao 3.2. Seja f : T — R" uma funcao A-mensurdvel e E € A. Diz-se que f é

integravel em E se cada funcao coordenada f; : T — R € integrdvel em E. Neste caso,

/E F(s)As = ( /E fi(3)As, .. /E fuls)25).

Definicao 3.3. Se £ € A | denotaremos por Li(E,R™) o conjunto das funcées f: T — R"
A-mensurdveis e integrdveis em E.

Lema 3.5. Se E € A e f € Li(E,R") entao ||f|| € Li(E).

Demonstracao. Para cada t € T temos que

IF N = NCAE), s fa@E < T AE) T 4+ [ alt) ]
Como | fi |,y | fn |€ Li(E) segue que || f|| € Li(E). O

Definicdo 3.4. Dada uma fung¢io f: T — R, define-se f : [a,b] — R™ como

Ft) = { f(t), teT

f(t:), te(ti,ot)) para algum i € 1
sendo I C N e {t;}ier C T tal que
RS ={teT:t<o(t)} = {titier -

Proposicao 3.1 ([13]). Considere uma fun¢io f: T — R. Entao f é A-mensurdvel se, e

somente se, f € L-mensurdvel.
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Corolario 3.2. Tome uma funcao f: T — R™. Entao f é A-mensurdvel se, e somente se,

f € L-mensurdvel.

Definicdo 3.5. Se E C T, define-se o conjunto E como

E=EU |t o))

i€l

Teorema 3.1 ([13]). Tome um conjunto A-mensurdvel E C T tal que b ¢ E. FEntao,
f € Li(E) se, e somente se, f € L1(E) . Neste caso,

fromes fsom

Corolario 3.3. Seja E € A tal que b ¢ E. Entao, f € Li(E,R™) se, e somente se,

f e Li(E,R") . Neste caso,
/f(s)As:/f(s)ds
E B

Lema 3.6. Considere E € A tal que b ¢ E. Se f € Li(E,R") entdo

1] seasl < [ r)as

Demonstracao. Se g : T — R é definida como

g(t) = IF @)l

segue que §(t) = ||f(t)|| para cada t € [a, D).
Como g € Li(E), do Corolario 3.3 segue que § € Ly(E). Além disso,

| [ snsh = 1 [ foasl < [ 17
= [aas= [ at9as = [ 1r))as

Proposicao 3.2. Considere uma funcio g € Ly([a,b)t) . Suponha que

/ g(s)As =0
[Cvd)T

para cada c,d € T tal que ¢ < d. Entdo g(t) =0 A-q.t.p. t € [a,b)r
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Demonstragao. Observe inicialmente que g € Li([a, b)), ja que g € Ly([a,b)).
Seja t € [a,b)r fixado arbitrariamente. Se o(t) > t, segue que

= s)As = s)As = o(t) —
0 /[ e /{t}gm o) {o(t) - t}

e entdo g(t) = 0.
Se o(t) =t et é um ponto de Lebesgue de g , seja {J;} uma sequéncia tal que §; | 0 e
t +0; € [a,b)T para cada i. Do Teorema 3.1 e de [33] temos

1 1
0 =lim — g(s)As =lim — g(s)ds = g(t) = g(t)
7 [t,t+5i)']1‘ 7 [t,t+5i)

jaqueteT.
Assim, se D = {s € [a,b) : g(s) # 0} segue que D C AN B, sendo

A={sea,b)r:0(s) =s}

e B o conjunto dos pontos s € [a,b)r tal que s ndo é ponto de Lebesgue de §. Do Lema 7.7

e de [33] segue que
m*(D) <m*"(ANB)=X"(ANB) <X (B)=0
e portanto ¢g(t) = 0 A-q.t.p. t € [a,b)T . O

Proposicao 3.3. Seja g € Ly([a,b)r) e suponha que

/ g(s)As >0
[e,d)T

para cada c,d € T tal que ¢ < d. Entdo g(t) > 0 A-q.t.p. t € [a,b)r .

Demonstracao. Considere t € [a,b)r fixado arbitrariamente. Se o(t) > t, segue que

s)As = s)As = o(t) —
0< /[w(tmgm /{t}gm o) {o(t) - 1}

e entdo g(t) > 0.
Se o(t) =t e t ¢ um ponto de Lebesgue de g , considere uma sequéncia {¢;} tal que §; | 0
[

e t+0; € [a,b)r para cada i. Do Teorema 3.1 e de [33| temos que

1 1
0 <lim — g(s)As =lim — g(s)ds = g(t) = g(t)
% [t,t+5i)T % [t,t+5i)
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jAqueteT.
Assim, se D = {s € [a,b)r : g(s) < 0} temos que D C AN B, sendo

A={s€la,b)r:o(s) =s}

e B o conjunto dos pontos s € [a,b)r tal que s nao é ponto de Lebesgue de g. Do Lema 7.7

e de |33] segue que
m* (D) <m*"(ANB)=X(ANDB) <\(B)=0
e portanto g(t) > 0 A-q.t.p. t € [a,b)r . ]

Proposicao 3.4. Considere uma fungio g € Li([a,b)r, R™). Suponha que

/ g(s)As =0
[C’d)ﬂ’

para cada c,d € T tal que ¢ < d. Entao g(t) =0 A-q.t.p. t € [a,b)r .

Demonstrac¢ao. Se g = (g1, ..., gn), cada fungdo coordenada g; € Ly([a, b)T).

Temos que
N = {s € ab)r: g(s) £0} < N
i=1

sendo
N; ={s € [a,b)r : gi(s) # 0}.

Da Proposigao 3.2 segue que

para cada i € {1,...,n}. Portanto
m*(N) <m*(UN;) <Y m*(N;) =0

e concluimos que
g(t)=0 A—qtp. tela,b)r.
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3.3 Funcoes Absolutamente Continuas

Definicao 3.6. Diz-se que uma funcao f : T — R™ € absolutamente continua se para todo
e > 0 existe 6 > 0 tal que

_Z 1) — fla)| <e

quando a; < b; e {[a;, b))}, sao intervalos disjuntos satisfazendo

n

=1

Definicao 3.7. Diz-se que a funcao f : T — R™ é um arco se f é absolutamente conti-

nua. Denotaremos o conjunto de todos os arcos com dominio T e contradominio R™ por
AC([a, b]T, R™).

Teorema 3.2 ([12]). Uma func¢io f : T — R € absolutamente conlinua se, e somente se, as
sequintes condi¢oes sao vdlidas:

(i) A-q.t.p. t € [a,b)r a funcio f é A-diferencidvel e f> € Li([a,b)r) ;

(ii) para cada t € T tem-se

f(t) = fla) + - fA(s)As .

Corolario 3.4. Uma funcao f : T — R™ ¢ absolutamente continua se, e somente se, as

sequintes condi¢oes sao vdlidas:
(i) A-q.t.p. t € [a,b)r a fungio f é A-diferencidvel e f* € Li([a,b)r,R") ;
(ii) para cada t € T tem-se

f(t) = fla) + fo(s)As .

[a’t)']l’

Proposicao 3.5. Considere uma sequéncia z; : T — R™ de arcos e uma funcao ¢ : T —

[0, +00) em Ly([a,b)r). Suponha que para cada i se tenha
= (s)l < ¢(s) A —q.tp.s€fab)r.

Se {zi(a)} € uma sequéncia limitada, entio eriste uma subsequéncia {x; } C {x;} e um arco
x: T — R™ tal que z;,, = x . Além disso, se c,d € T e c <d entao

/ x5 (s)As — 22 (s)As .
[Cvd)T
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Demonstracao. Seja t, € T fixado arbitrariamente. Se t € T e t > ¢, temos que
i) -zt = llesla) + / 22(5)As — zi{a) — / 22() s
[(l,t)jr [a,t*)']r
= 1 As)as+ /

[a,te)r [t t)7

IOy

[t*,t)'ﬂ' [t* ,t)T

£2(s)As — / 2(s)As|
[a’t*)']l'

e2eas < [ oloas.
[t*vt)T

De modo andlogo, se t € T e t < t, segue que
o)~ (el < [ ols)ass.
[t,t)T
Assim, dado £ > 0 da Proposicao 7.2 existe § > 0 tal que

[s(t) = z:(t )] < e

quando t € (t, — d,t. +0) NT e i é arbitrario. Entao a sequéncia {z;} ¢ equicontinua.
Para cada ¢t € T temos

lz: )] = !\wi(a)+/[t) wi (s)As|

< flzs(a) ] + 1l { (s)As|| < [lzi(a) +/ = (s)]] As
la,t)T [a,t)T

< lzi(a)ll + - ¢(s)As < [|lzi(a)]| + - ¢(s)As
a,t)r a,b)t

e concluimos que a sequéncia {z;} é limitada na norma do supremo. Do Teorema 2.3 existe
uma subsequéncia {z;, } C {z;} ¢ uma funcao z tal que {x; } converge uniformemente para
r:T—R"emT.

Considere ¢ € [a, b)r fixado arbitrariamente. Se d € T e d > ¢ temos que

[z(d) = z(e)| = |[Timw; (d) —limz;, ()]
= [im{z;, (d) — 2, ()} = lim [|z, (d) — 3, ()]

e como
lzi(d) — zi(c)|| < ¢(s)As
e, d)T
concluimos que

|z(d) — z(c)|| < d(s)As .

[Cvd)'ﬂ‘
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Sejam {[c;,d;)T}~, C la,b)r intervalos disjuntos tal que ¢;,d; € T e ¢; < d; . Do

Lema 7.26 segue que

i) — )l < As = As .
EGEOIEDS /[ ol /U LS

Dado ¢ > 0 da Proposicao 7.2 existe § > 0 tal que

ZHx ) —x(e)|| < e
quando

ma U Cza ZMA Cw Z(dz - Ci) <0
i=1 ;

e entao x é um arco.

Para cada t € T temos que

x;, (1) =z, (a) +/

[avt)T

x5 (s)As — x(t) = z(a) +/ 2 (s)As

[a)t)']l‘

e como z;, (a) — z(a) segue que

/ xfk(s)As — 2 (s)As .
la,t)T [a,t)

Sejam ¢, d € T de modo que ¢ < d . Do Lema 7.26 obtemos
/ x7 (s)As :/ x5 (s)As —/ 7 (s)As
[c’d)ﬂ’ [a»d)T [C":C)T
/ Zk( s)As — 22 (s)As —/ 2 (s)As
[e,d)T [a,d)T la,e)T

= / 22 (s)As .
[Cvd)'ﬂ’

e entao

3.4 Multifuncoes Mensuraveis

Os principais resultados dessa se¢ao serao usados na secao 4.2 .

Lema 3.7. Considere uma funcdo 0 : [a,blr — R e defina a multifungio T :

como I'(t) = [0(t), +00). Se ' for A-mensurdvel entio 0 serd A-mensurdvel.

[CL, b]qr ~ R
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Demonstracao. Se o € R temos que
I !((~o00,a]) = {t€la,blr:T(t)=][0(t),+o0) N (—o0,a] # 0}
= {telablr:0(t) <aleA
ja que (—o00,a] é um conjunto fechado. Do Lema 7.14 concluimos a prova. ]

Definicao 3.8. Seja E : T x R™ ~» R"™ uma multifuncdo ndo-vazia. Definimos a funcgao
hamiltoniana h : T x R* x R* — R como

h(t,z,p) = inf{< p,v >:v € E(t,z)} .

Lema 3.8. Tome uma multifuncao E : T x R™ ~~ R"™ nao-vazia e compacta. Considere uma
funcgio ¢ : T — [0,4+00) limitada tal que

E(t,x) C (ylzll +¢(t)) B

para todo (t,z) € T x R", sendo v > 0. Suponha que E possui o grifico fechado e p € R™ €
fixado arbitrariamente. Entao a funcao ¢ : T x R™ — R definida como

o(t,x) = h(t,x,p)
€ semicontinua inferior.

Demonstragao. Seja (t,x) € T x R™ fixado arbitrariamente e considere uma sequéncia

{(ti,z;)} C T x R™ que converge para (t,z). Temos que
liminf ¢(¢;,z;) = liminf h(¢;, x;, p)
= limh(t;,,z;,,p) = lim < p,v;, >
sendo v;, € E(t;,,x;,). Como ||v; | < || + c(ti,) segue que {v;, } ¢ uma sequéncia
limitada. Entdo existe uma subsequéncia {”ikj} C {vi,} que converge para um elemento

v, € R™,

Uma vez que (¢;, ,z;, ,v;, ) € GrE segue que
J J J
(tikj,xikj,vikj) — (t,z,v,) € GrE = GrE
e entao v, € E(t,x). Portanto

liminf ¢(t;, ;) = lim <p,v;, > =lim <p,v;, >
= <pu.>> h(t,z,p) = o(t,x)

e concluimos que ¢ é semicontinua inferior em (¢, z). ]
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Lema 3.9. Seja F : T x R™ ~» R™ uma multifuncao nao-vazia e compacta. Considere uma
funcgao ¢ : T — [0,4+00) tal que

E(t,x) C (ylzll +(t)) B

para todo (t,z) € T x R", sendo v > 0. Sejat € T tal que a multifuncio E(t,.) : R™ ~» R"
possut o grdafico fechado. Se p € R™ € fixado arbitrariamente entao a fung¢ao ¢ : R* — R
dada por

¢(x) = h(t,z,p)

€ semicontinua inferior.

Demonstracao. Seja x € R™ fixado arbitrariamente e considere uma sequéncia {z;} C R”

que converge para x. Temos que

liminf ¢(z;) = liminf h(t, z;, p)
= limh(t, z;,,p) = lim < p,v;, >

sendo v;, € E(t,x;,). Como ||v;, || < vz, ||+ c(t) segue que {v;, } ¢ uma sequéncia limitada.
Entao existe uma subsequéncia {vikj} C {v;, } que converge para um elemento v, € R™.

Como (xikj,vz-kj) € GrE(t,.) temos que
(:L‘ikj : Uikj) — (x,v,) € GrE(t,.) = GrE(t,.)
e entdao v, € E(t,z). Portanto

liminf ¢(z;) = lim < p,v;, > =lim < p, Uiy, >
= <puv.> 2= hit,z,p) = ¢(z)

e concluimos que ¢ é semicontinua inferior em . O

Lema 3.10. Seja E : TxR™ ~» R™ uma multifuncdo nao-vazia e compacta. Se (t,z) € TxR"

€ firado arbitrariamente, entao a funcdo ¢ : R™ — R definida como
¢(p) = h(t, z,p)
¢ de Lipschitz.

Demonstracdo. Tome p,q € R™ e seja k > 0 tal que E(t,r) C kB . Logo existe v € E(t, )
de modo que h(t,z,p) =< p,v > e entdo

h(t,z,q) < <gq,v> .
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Assim,

h(t,l‘7Q)_h(t,[L‘,p) S <q7U>—<p,U>:<q—p,U>

IN

lq = pllllv]l < kllg — pll.

Analogamente temos
h(t,z,p) = h(t, z,q) < kllg — pl|
e portanto
| h(t, z,p) = h(t, z, q) [< Kllg — pll
O

Lema 3.11. Seja I' : T x R™ ~~ R uma multifuncao que possui o grdfico fechado. Entao

I=Y(V) ¢ um conjunto fechado quando V C R é um conjunto compacto.

Demonstracao. Seja V C R um conjunto compacto. Logo

(V) = {uc TxR™:T(u)NV # 0}
= {ueTxR™:3veV satisfazendo (u,v) € GrI'} = C' .

Se u € C existe uma sequéncia {u;} C C tal que u; — u. Assim, existe {v;} C V de
modo que (u;,v;) € GrT.
Como V & um conjunto compacto existe uma subsequéncia {v;, } C {v;} que converge
para v, € V. Entao
(i, vi,) — (u,v,) € GrT' = GrT’

e concluimos que u € C. Portanto I'"!(V) é um conjunto fechado. O

Lema 3.12. Seja v : T X R™ — R uma funcao semicontinua inferior e defina a multifuncao
[':T xR™~ R como T'(u) = [y(u), +00). Entao T possui o grifico fechado.

Demonstracao. Temos que

GrI' = {(v,w) eTxR™"xR:weTl(v)}
= {(v,w) eTXR™ xR :w € [y(v),400)}
= {(v,

w)ETXR™ xR :w >~(v)} = epiy .

Como epiy ¢ um conjunto fechado, concluimos a prova. O
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Lema 3.13. Seja v : T x R™ — R uma fungdo semicontinua inferior e 0 : [a, bl — T x R™

uma fung¢ao A-mensurdvel. Entao a funcao l : [a, bl — R definida como

é A-mensurdvel.

Demonstragao. Defina a multifuncdo I' : T x R™ ~» R como I'(u) = [y(u),+0). Do
Lema 3.12 temos que I" possui o grafico fechado.
Seja F' : |a,bly ~ R uma multifun¢ao definida como F(t) = I'(6(¢t)). Se V C R é um

conjunto compacto, do Lema 3.11 segue que I'"}(V) é um conjunto fechado. Assim,

FY V) = {teablr: Ft)NV # 0}
= {t€la,br:T(O1) NV # 0}
= {tea,br:0) e (V=01 T"1V)) €A
e entdo F' & A-mensuravel.

Como F(t) = I'(0(t)) = [v(0(t)),+o00) = [I(t), +00), do Lema 3.7 concluimos que a

funcao [ é A-mensuravel. n

Corolario 3.5. Sejam 7 : [a,blr — R e x : [a,bly — R™ fung¢oes A-mensurdveis tal que
7(T) C T. Sep € R™ ¢ fizado arbitrariamente, entdo a funcio [ : [a,blr — R definida como

é A-mensurdvel.

Demonstrac¢ao. Do Lema 3.8 temos que a fun¢ao ¢ : T x R™ — R definida como ¢(¢,z) =
h(t,z,p) é semicontinua inferior. Como (7, ) : [a,blr — T x R™ é uma fun¢do A-mensuravel,
do Lema anterior a funcao I(t) = ¢((7, x)(t)) = ¢(7(t), x(t)) = h(7(t), x(t), p) &€ A-mensuravel.

[

Definicao 3.9. Se B™ denota a o-dlgebra de Borel de R™, usaremos a notacao A X B™ para

denotar a o-dlgebra produto entre A e B™.

Observacao A o-dlgebra A x B™ é a menor o-dlgebra em T x R™ que contém todos os
produtos A x B, sendo A € A e B € B™.

Lema 3.14. Seja u: T — R™ uma fun¢io A-mensurdvel. Se B € B™ entao u™*(B) € A.
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Demonstragao. Do Corolario 3.2 a funcao « : [a,b] — R™ é L-mensuravel. Temos que

u(B) = {teT:u(t)eBy={t€[ab] a(t)e B}NT
= (@) (B)NTeL.

Usando a Proposigao 7.1 concluimos que u™'(B) € A . ]

Proposicao 3.6. Seja f : T x R™ — R"™ uma funcao A x B™-mensurdvel e v : T — R™

uma fung¢ao A-mensurdvel . Entdo a fungao g : T — R" definida como
g9(t) = f(t,u(?))
¢ A-mensurdvel.
Demonstracao. Seja H a seguinte colecao de subconjuntos
H={ECTxR":{teT:(t,u(t) € £} € A}

Entao H é uma o-algebra em T x R™.
Se Ae Ae B e B™ temos que

{teT: (tut) e AxBy=Anu ' (B)€A.

Assim, A x B™ C H.

Tome um conjunto aberto W C R". Logo
E={(t,u) e TxR™: f(t,u) e W} =f'(W)eAxB™
e entao F € H. Portanto
g W) ={teT: ft,ut) e W} ={teT: (t,ult)) € E} € A
e concluimos que g é A-mensuravel. O

Proposicao 3.7. Sejamy : T — R” ep: T — R" funcoes A-mensurdveis. Suponha que
F T xR" ~ R" é uma multifuncao nao-vazia, compacta e A x B"-mensurdvel. Entdo a
funcao

t = h(t,y(t),p(t))

é A-mensurdvel.
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Demonstragao. Considere um nimero r € R fixado arbitrariamente. Seja {v;} um subcon-
junto denso de R" e ¢; | 0. Defina

“+00 +00
D = m U{AiJ X BiJ}
j=11i=1
sendo
Ai,j = {(t,x) eTxR": {Ui +€jE} N F(t,(l,’) 7é Q)}
€

Bij={peR":<puv><r+eg}.
Para usar a Proposicao 3.6, devemos provar que a funcao
(¢, (z,p)) = h(t, (z,p))
é A x B*™-mensuravel. Para isso basta provar que
D={(t,z,p) e TxR" xR": h(t,z,p) <r} =D.
Tome (t.,x.,p.) € D arbitrariamente. Logo existe f. € F(t., ) tal que
h(ts, 04, ps) = < sy fu > <7
Para cada ¢; > 0 existe f; € F'(t.,z.) satisfazendo
<Pay fu > < <puy fj > < < pay fu > 45 <14 g5

Se j > 1 é fixado arbitrariamente, seja {v;, } C {v;} tal que v;, — f;. Tome I € N de modo
que
<P, Vi, > < <D, fo >+, <1 +¢j

quando k > I. Considere também .J € N tal que
vi, € B(fj,¢5)

quando k > J. Assim,

1f5 = viill = llvi, = fill < ¢
isto é,

{0, + &, By N Flt.,2.) #0
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quando k£ > J. Fixando um namero inteiro k& > max{I, J} segue que (t., z.,p.) € A, ;X B, ;
e entdo (., T, p«) € D.
Se (ti, xs,ps) € D, para cada j > 1 existe I = I(j) satisfazendo

(e, 2as 24) € Asgy X Big).g -
Como (t.,x.) € Ap(;),; segue que
{vrjy +€;B} N F(t,x,) # 0
isto &, existe f; € F(t., ) tal que || f; — vyl < e;. Logo existe b; € B satisfazendo
fi = vig) = €5b; -
Sendo p, € By(;),; temos que < p,, vy > < 7 +¢;. Assim,

h(t,ze,p) < < s, fj > = < pa,vig) +€5b >
= <P, >+ < pegiby > < < pavrgy >+ gsllpall|b]]

< < vrg) > Fglpdl < rAgj 4 g5yl

e como ¢; | 0 concluimos que h(t,, z,,p.) < r. Portanto (¢, z.,p.) € D. ]



Capitulo 4

Compacidade de Trajetorias de Inclusoes

Dinamicas em Escalas Temporais

Usando resultados dos capitulos anteriores, provamos uma desigualdade do tipo Gronwall
em escalas temporais. Além disso, demonstramos a propriedade de compacidade de trajeto-
rias para inclusoes dinamicas em escalas temporais. Assim, fazemos um paralelo com o caso
classico [16],[17] e [37].

Utilizamos uma escala temporal T = [a, b]r , sendo a,b € T e a < b.

4.1 Desigualdade do Tipo Gronwall

Proposicao 4.1. Seja x : T — R" um arco e k : T — [0,4+00) uma func¢iao em Li([a,b)T).
Suponha que
[ @ < Allz(@)] + k() A —qtp. t€lab)r

sendo v > 0. Entao
Jo®) - 2@l < leta)] [ IBs [ ke)Ias
[a’7t)T [a,t)—ﬂ-

para todo t € T.

Demonstragao. Defina o arco r : T — [0,+00) como r(t) = |[z(t) — x(a)|| e considere

t. € [a,b)r tal que r e x sdo A-diferenciaveis em t,.
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Se o(t,) > t. temos que

gy et —r()

p(t)
_ z(e(t) — 2z(a)|| = Jlz(t) — 2(a)||
fa(ts)
< ||l‘(0'(t*)) - ZL’(t*)H _ H A(t*)”

Se o(t.) = t., seja {s;} C T tal que s; | t,. Como

r(s) —r(t)  _ [le(si) = z(@)]] = llz(t) = 2(a)]l

S; — t* S; — t*
|2 (s:) — x(t.)]]

- Si—t*

concluimos que 72(t,) < ||z®(¢,)|| . Portanto

r2@) < [zt @) < Alla)l] + k()
< () = z(@)|| + vllz(a) || + &(t)
= r(t) +vl|z(a)|| + k(t) A—qtp. teEa,b)r.

Defina as fun¢ées m : T — R e m, : R — R como m(t) = m.(t) = e 7 . Uma vez que

m é um arco, a funcao h : T — R dada por

também é um arco.

Considere t, € [a,b)r tal que r e m sdao A-diferenciaveis em ¢,. Suponha também que
r2(t) < vt +yllz(a)]| + k(t) -
Do Teorema 2.2 segue que
hA (L) = mA(t)r(t,) + m(o(t))r2(t,) .

Se o(t.) = t., seja {s;} C T tal que s; — ¢.. Logo

m(t.) —m(s;)
t* — S;

me(te) —me(si)
te — S;

m?(t,) = lim

= lim

26
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e entao

AL = —ye () + e A (L)
= {r®(t) —yr(t)re " < {ylla(a)]| + k(t) e

Se o(t.) > t. , do Teorema do Valor Médio existe 0 € (t,,0(t.)) tal que

m(o(t.)) —m(ts)
fa(ts)
me(o(ty)) —me(ty) o

= —7e 7’ < e

ma(t,) =

t.)

e portanto

hA () < —yr(ty)e 7)o e A () = [P (L) — yr(t,) e 7

Se A(t.) = r®(t.) — yr(t,) <0 temos que
hA(8) < At)e 77 <0 < {ylla(a)l| + k(t)Je "
No entanto, se A(t,) = r2(t.) — yr(t.) > 0 segue que

WAL < At)e 70 < At )e ™
= {2t — yrt)Ye ™ < {yllz(a)| + k() Ye 7 .

Assim,
A () < {yl|z(a)|| + k() e A—qtp. tE€ab)r.

Para cada t € T temos que

W0 =) = [ iwass [ lleele e As

la,t)T

= / fy||x(a)||e_75As+/ k(s)e " As
la,t)T
e entao

z(t) — z(a)] < 6“/ ny(a)”eWsAerth/ k(s)e " As
[a,t)'ﬂ‘

la,t)T

= 'ny(a)H/ eV(tS)As—i-/ k(s)e? =9 As
[a,t)T [a,t)T

paratodot €T .

27
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Corolario 4.1. Considere um arco x : T — R" e uma funcio k : T — [0,400) em

Li([a,b)r). Suponha que
=2 < Allz@)] + k() A —qtp. teab)r
sendo v > 0. Entao

lz@)I < (e (b — a) + 1) [Ja(a) ]| + ew’“)/ k(s)As
[avb)T

para todo t € T.

Demonstracao. Vimos na demonstracao anterior que

hA(t)

IN

{(vllz(@)l + k(t)ye
< {yllz(a)||+ k() }e ™ A —qtp. tE€]ab)y.

Para cada t € T temos que
h(t) - h(a) = / B ()As < [ {yllz(a)le + k(s)e " As
[avt)']l‘ [a"t)']l‘

_ / V(@) e As + / ¢ (s) As
[a,t)jl‘

[avt)'JT

— @l -0+ [ k)as

[avt)']l’

< la@le 0=+ [ K(s)as.

[(l,b)']r
Logo
lz(t) = z(a)ll < ~lz(a)lle”e™™(b—a) + e”te‘”“/ k(s)As
[avb)']l‘

v||lx(a) Hew’_“)(b —a)+ e1(b-a) / k(s)As
[a,b)T

IN

para todo t € T. Portanto

2] < {7e"* (b — a) + 1}|z(a)[| + 6”“’_“)/ k(s)As
la,b)T

para todo t € T. O
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4.2 Compacidade de Trajetorias

Nessa se¢ao, provamos dois teoremas que sao usados na obtencao de solucoes de inclusoes
dinamicas.
Definicao 4.1. Considere uma multifuncao E : T x R™ ~~ R"™ nao-vazia. Dizemos que uma
funcio x € AC(T,R") é uma trajetoria de E se satisfizer a sequinte restri¢ao

z2(t) € E(t,xz(t)) A —qtp. t€lab)r.

Teorema 4.1. Seja E : T xR"™ ~~ R"™ uma multifuncao nao-vazia, compacta, convera e cujo

grdfico € fechado. Considere uma fungio ¢ : T — [0, +00) limitada tal que

E(t,x) C (ylzll +c(t)) B

para todo (t,z) € T x R™, sendo v > 0.

Tome uma sequéncia de arcos x; : T — R" tal que {x;(a)} € limitada. Considere também
uma sequéncia de fungoes A-mensurdveis y; : T — R"™ tal que y;(t) — 0 A-q.t.p. t € [a,b)r.
Suponha que existe uma fungao ¢ : T — [0,+00) em Li([a,b)r) de modo que

1% ()] < ()

para todo t € T e todo 1.

Considere uma sequéncia 1; : T — T de funcoes A-mensurdveis que satisfaz
7(t) >t A—qtp. tE]a,b)r .
Se para cada i temos
2 (t) € B(ri(t), z:(t) + 45(t)) A —qtp. te€ab)r
entdo existe uma subsequéncia {x; } C {x;} e uma trajetoria x de E tal que z;, = x .

Demonstracao. Tome ¢, > 0 tal que
c(t) < e

para todo t € T.
Para cada 7, da inclusao dinamica temos que

lz2 O < Allat) + w@)] + e
i@+ Ally: ()1 + e
Y@l +vet) +e A—qtp telabdr.

IA

IN
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Seja Cp > 0 tal que ||z;(a)|| < C; para todo i. Se k(t) = vo(t) + ¢, do Corolario 4.1
segue que

lza@)l < (96— a) + 1) |i(a)]| + 6””’_“)/ k(s)As

[avb)']l"

< (b — a) +1)C, + / k(s)As = K
la,b)T

para todo t € T. Entao, para cada ¢ temos que
|22 @) < VK + k() A—qtp. t€lab)r.

Da Proposigao 3.5 existe uma subsequéncia {z;, } C {z;} ¢ um arco z : T — R" tal que
z;, = = . Além disso, se ¢,d € T e ¢ < d entao

/ xiAk(s)As o 22 (s)As .
e, d)T [e,d)r

Sem perda de generalidade, reindexamos a subsequéncia {ix} como {k}.

Se p € R” é fixado arbitrariamente, do Corolario 3.5 a funcao

t = h(7(t), z(t) + yr(t), p) = L(t)

é A-mensuravel para cada k. Além disso, para todo t € T temos

A

| A(Te(t), () +y(t),p) | < APl (Yl|2k(t) + y(E) ]| + c.)
[l llzk O+ [PV [yk ()] + [Iplle.
< Ipllv K + [Ipllve(t) + llpllc.

IN

e entdo I, € Li([a,b)r). Do Corolario 7.16 temos que

/Aliminfh(rk(s),xk(s)—l—yk(s),p)As < liminf/Ah(Tk(s),xk(s)—l—yk(s),p)As

para cada conjunto A-mensuravel A C [a,b)t .

Novamente da inclusao dinamica, para cada k temos que
Wri(s), zr(s) + un(s),p) < <pai(s)> A—gqtp s€lab)r.

Assim, se ¢,d € T e ¢ < d entao

» {< p,22(s) > —h(1e(s), zx(s) + yu(s),p)}As > 0.
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Sendo
/ liminf A(7(s), 7x(s) + yx(s), p)As < lim iﬂf/ h(Tk(s), vx(s) + yi(s), p)As
[C,d)']r [cvd)'ﬂ‘

= lim R(7i; (), 2k, (S) + Yk, (5),p)As
[e,d)T

segue que

/ < p,x®(s) > As — / lim inf h(7x(s), zx(s) + yx(s), p)As
[C’d)T

[C,d)']r

> / < p,z”(s) > As — lim inf/ h(7i(s), zx(s) + yr(s), p)As
[Cvd)T [ch)T

= lim < p, xkAj(s) > As — lim h(7i; (), 2k; (S) + Yk, (5),p)As
[C’d)T [c’d)T

= lim{ < p, xkAj (s) > As — / h(7k,;(s), 2k, (5) + Y, (s), p)As}

[e,d)T [e,d)T

= | {<paR () > b (s) (9 + i, (5 2)} A5} 2 0

Como
(1(8), 26 (8) + yr(8)) = (s,2(s)) A —gq.t.p. s€[a,b)r

e h(t,z,p) é semicontinua inferior em (¢, x) temos que
liminf h(7(s), zk(s) + yk(s),p) > h(s,z(s),p) A—q.t.p. s€a,b)r .

Entao
{< p, z2(s) > —h(s, z(s),p)} As

[C7d)11’
= / < p,x®(s) > As —/ h(s,x(s),p)As
[Cvd)']l“ [C’d)T

> / < p,a”(s) > As — / liminf h(7%(s), zk(s) + yk(s), p)As > 0
[e,d)r

[e,d)T

e da Proposicao 3.3 concluimos que
<D xA<S) > —h(S,I(S>,p) >0 A — qgtp. se [CL?b)T

isto é,
< p,2(s) > > h(s,z(s),p) A —qtp. s€][ab)r. (4.1)
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Seja {p;} um subconjunto denso enumeravel de R". Entao (4.1) vale para todo p = p;
quando s € [a,b)r \ Q;, sendo ; C [a,b)T tal que pa(€2;) = 0.
Se Q=J,Q es€la,b)r\Qsegue que

< pi7xA(S) > Z h(S,[E(S),pi)

para todo 1.
Tome p € R™ arbitrariamente. Logo existe {p;,, } C {p;} tal que p;,, — p.
Se s € [a,b)r \ © temos que

<p,a2®(s)> = lim<p;, ,22(s) >
> limh(s, z(s), pi,,) = h(s, z(s),p)

e entao
<patt) > > h(t,z(t),p) A—qtp. t€lab

jé que pa(€2) < 32 na(§) = 0.
Seja s € [a,b)r \ © e suponha por absurdo que

22(s) & B(s,a(s)) -
Do Teorema da Separacao [34] existe um elemento p, € R"™ nao-nulo e um € > 0 tal que
<u,pe > > < xB(8),pe > +e
para todo v € E(s,z(s)). Logo
h(s,2(s),p.) > < 22(s),pe > +e > < 2°(s),p, >
e obtemos um absurdo. Portanto
2 (t) € E(t,z(t)) A —qtp. tea,b)r.
O

Teorema 4.2. Seja E : T x R" ~~ R"™ uma multifuncao nao-vazia, compacta, convera e

A x B"-mensurdvel. Considere uma func¢ao ¢ : T — [0,4+00) em Li([a,b)T) tal que

E(t,z) C (v]|=]l +c(t)) B

para todo (t,z) € T x R™, sendo v > 0. Suponha que A — q.t.p. t € [a,b)r a multifuncao
E(t,.) : R™ ~ R" possui o grdfico fechado.
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Tome uma sequéncia de arcos z; : T — R" tal que {z;(a)} € limitada. Considere também
uma sequéncia de fungoes A-mensurdveis y; - T — R™ tal que y;(t) — 0 A-q.t.p. t € [a,b)r.
Suponha que existe uma funcao ¢ : T — [0,+00) em Li([a,b)r) de modo que

1% ()] < ()

para todo t € T e todo 1.

Se para cada i temos
B(t) € B(ta(t) +ui(t)  A—qtp. t€ab)
entdo eriste uma subsequéncia {x; } C {x;} e uma trajetoria x de E tal que z;, = x .

Demonstracao. Para cada i, da inclusao dinamica temos que

22O < Yllz@) + w@)| + c(t)
Y@ + vy )] + c(t)
< Azl +vp(t) +c(t) A—gqtp. te]ab)r.

VAN

Seja Cy > 0 tal que ||z;(a)|| < C) para todo i. Se k(t) = vo(t) + ¢(t) do Corolario 4.1

segue que

lz: @)l < (7" (b —a) + 1) zi(a)l| + ew’“)/ k(s)As
[avb)T

< (767(1’_“)(19 —a)+1)Ch + e/ / k(s)As = K

[avb)']l“

para todo t € T. Entao, para cada ¢ temos que
lz2(t)|| < YK +k(t) A —qtp. t€la,b)r.

Da Proposigao 3.5 existe uma subsequéncia {z;, } C {z;} e um arco z : T — R" tal que
x;, = x . Além disso, se ¢,d € T e ¢ < d entao

2 (5)As — 2 (s)As .
ik
[C,d)’ﬁ* [C,d)']r

Sem perda de generalidade, reindexamos a subsequéncia {ix} como {k}.

Se p € R” ¢ fixado arbitrariamente, da Proposicao 3.7 a funcao

t = h(t, z(t) + yu(t), p) = li(t)
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é A-mensuravel para cada k. Além disso, para todo t € T temos

N

| btz (t) +ye(®),0) | < Ipll(Vl[zx (@) + yr(®)]] + c(t))
[plV[[zx ()] + Pl llye @)1 + lIplle(t)
< pllvK + llpllve(t) + lpllet)

IN

e entdo I, € Li([a,b)r).
Concluimos a prova repetindo a demonstracao do Teorema 4.1. O



Capitulo 5

Existéncia de Solucoes de Inclusoes Dinamicas

em Escalas Temporais

Para provar a existéncia de solucoes para inclusoes dinamicas, de campos vetoriais de
grafico fechado, utilizamos solugoes de Euler para equacoes dinamicas em escalas temporais.
Assim, na préxima secdo, introduzimos e provamos a existéncia de solucoes de Euler para
equacoes dinamicas em escalas temporais.

Os resultados de existéncia de solugoes para inclusdes dinadmicas sao apresentados na
Secao 5.2 .

Na Secao 5.3, discutimos a existéncia de trajetérias 6timas para problemas de controle
6timo cuja restricao dinamica é dada na forma de uma inclusao dinamica.

A prova do Lema de Filippov em escalas temporais é apresentada na Secao 5.4 .

Usamos uma escala temporal T = [a, b tal que a,b€ T ea <b.

5.1 Solucao de Euler
Fixado xg € R", considere o seguinte problema de valor inicial

{ 22 t) = f(t,2(t) A—qtp. telabn

o) o (5.1)

sendo f : [a,blr x R" — R™.
Tome 6 > 0 e m = {ty,t1,....,tn} € Ps(T). Definimos a func¢do z, : [a,bly — R" como
segue:
Tr(to) =20, x(t) =m0+ (t —to)f(to,z0) t € [to,ta]T,

Iﬂ(tl) = , Z'ﬂ—(t) =T + (t — tl)f(tl, ZL‘l) t e [tlytg]']r,
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e por inducao obtemos
To(ts) =x, xx(t) =z + (t =) f(ti,z;) €€ [ti,tipa]r
quando i € {0,1,...., N — 1}.
Definicao 5.1. O arco x, definido anteriormente é chamado de arco poligonal de Euler.

Definic¢ao 5.2. Uma solu¢ao de Euler para o problema de valor inicial (5.1), é um arco x
que ¢ o limite uniforme de arcos poligonais de Euler x,; relacionados a 7; € Ps,(T), para

alguma sequéncia 6; | 0.
Lema 5.1 ([16]). Considere nimeros reais ro, 11, ...,rn > 0 que satisfazem
Tir1 S (1+52)7‘Z+7h, 1 € {0,1,,N—1}

sendo 0;,m; > 0 erqg=0. Entao

N-1 N-1
ry < (exp( 51)) Zm.
i=0 i=0

Proposicao 5.1. Considere uma funcio ¢ : T — [0, +00) limitada. Suponha que

1 (8 o) < yllll +et)

para todo (t,z) € T xR™, sendo v > 0. Entao, para todo 6 > 0 e para cada w € Ps(T), existe

L > 0 tal que o arco poligonal de Euler x, € de Lipschitz com constante L. Além disso,
2O <L A—gtp. teab

Demonstracao. Seja c, > 0 tal que
c(t) < e

para todo t € T.

Tome 6 > 0 e ™ = {tg,t1,...,tx} € Ps(T). Seja x, o correspondente arco poligonal de
Euler.

Fixado ¢ € {0,1,..., N — 1}, considere ¢ € [t;,t;+1)T tal que z, é A-diferenciavel em ¢. Se
o(t) >t segue que

_owit (o) —t)ftw) —{w+ =) ft )}t -
- 0 ~ )
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Se o(t) =t tome uma sequéncia {s;} C TN [t;,t;41) tal que s; | ¢. Sendo
Tr(s;) — 2 (1)
— ) = Jt, T
Al = ftim)
temos que x2(t) = f(t;, z;). Em ambos os casos temos
lz ) = 11 f (s 2) || < Allll + e < Allzi = o]l + yllwoll + e -
Para cada i € {0,1,..., N — 1} temos que
[ziv1 — 2ol < [z — @il + (|2 — 2o
= (i = ) f (s, )| + l|lw: — ol
< (i = t){llzill + e} + [z — 2o
< (tiy = t){llzi — zoll + Yllwoll + e} + (|2 — ol
= A{(tirs — t)y + Ll — zoll + (tiva — ta) (Y|l + ).
Para cada i, seja r; = ||lx; — zol|, 0; = (tix1 — t))y e mi = (tix1 — ) (¥||@o|| + ¢i). Dado
M e {1,..., N} temos que
Ti+1 S (1+(5])Tj+77]
para todo j € {0, ..., M — 1}. Do Lema 5.1 segue que
Ty < [eXp<50 +0+ ...+ (5M—1>] [7}0 +m 4.+ 77M—1}
= [eXp((tM — to)m)] [(tar — to) (Yl|wol| + ¢:)]
< (b= )zl + ) = K .
Assim,
a2 (O] <YK +Allzol + e =L A—gqtp. t€lab)r
Seja t € T fixado arbitrariamente. Se s € T e s > t temos que
foa(s) = 2] = lasla)+ [ aBm)AT—aila)~ [ a2(r)ar|
[Q,S)T [a”t)T
— [ s2warl< [ e2@lar
[t,8)T [t,s)T
< / LAs=L(s—t).
[t,s)'ﬂ‘
De modo analogo, se s € T e s < t segue que
|x(s) — 2, (1) < / LAs = L(t — s)
[Svt)']l“
e concluimos a prova. ]
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Corolario 5.1. Seja ¢ : T — [0,4+00) uma funcgao limitada. Suponha que

1f (& 2)[] < vllll + (t)
para todo (t,x) € TxR", sendo v > 0. Entao o problema (5.1) possui uma solu¢do de FEuler.

Demonstragio. Considere uma sequéncia d; | 0. Para cada j tome uma particao 7; € Ps,(T)

e seja T, 0 correspondente arco poligonal de Euler. Sem perda de generalidade reindexamos

{x,} como {z;}.

Da proposicao anterior existe L > 0 tal que
22O <L A—gqtp. te[ab)y

para todo j. Sendo z;(a) = x, da Proposicao 3.5 existe uma subsequéncia {z; } C {z;} e

um arco x : T — R" tal que z;, = x. Portanto x ¢ uma solu¢ao de Euler. O

5.2 Existéncia de Solucao

Teorema 5.1. Tome uma multifuncao F : T x R™ ~» R" nao-vazia, compacta, convexa e

cujo grdfico é fechado. Considere uma fun¢ao ¢ : T — [0, +00) limitada tal que

F(t,x) € (vllz]l 4 c(t)) B
para todo (t,z) € T x R™, sendo v > 0. Entao o problema de valor inicial

{x%weﬂmm» A—qtp. telab)sr

z(a) = xg
possut solucao.

Demonstracao. Tome, arbitrariamente, uma selecdo f de F. Do Corolario 5.1 existe uma

solucao de Euler x para o seguinte problema de valor inicial

{xﬂo:f@x@> A—qtp. telab)y

z(a) = xo.

Logo existe uma sequéncia de arcos poligonais de Euler {z,} cujo limite uniforme é z, sendo
m; € Ps;(T) e 0; L 0. Sem perda de generalidade reindexamos {zr,} como {;}.

Suponha que 7; = {téj),tgj), ...,t%)(j)} e considere t € T. Se ¢ = b defina 7;(b) = tg\],)(j)_l e
se t € [a,b)r defina 7;(t) = tgj), sendo 7 € {0,1,..., N(j) — 1} tal que t € [tl(j),tgi)l)qy. Logo a

funcao 7, : T — R é A-mensuravel.
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Dado t € [a,b)r , seja i € {0,1,..., N(j) — 1} tal que t € [t§j),t§Q1)T . Se p(tl(i) ) = tl(-j)
segue que t = tgj) = 7;(t) e se tz(.i)l - tgj) < 9, temos que
) = tl=t =7 <t -7 <,
Entao 7;(t) — t para todo t € [a, b)T.
Defina a fungao y; : T — R™ como y;(t) = =;(7;(t)) — z;(t) para cada t € T.
Da Proposicao 5.1 existe C' > 0 tal que a funcao z; é de Lipschitz com constante C' para
cada j. Se t € [a,b)r segue que
ly; (I = Nl (m3(2) — 2 (D] < C [ 7;(8) = [< C6;
e se t = b temos que
lus @)l < C 1 736) = b |= C |ty = b|< Cb—a).
Considere ¢ € [a,b)r tal que x; é A-diferenciavel em t. Tome ¢ € {0,1,..., N(j) — 1} tal
que t € [tgj),tgi)l)qr. Logo
() = f(t72(07) € Pt a5t

= F(7;(t), 2;(7;(1))) = F(7;(8), 2;(t) + (1))

e sendo z;(a) = xp, do Teorema 4.1 concluimos que existe {z;, } C {x;} e uma trajetoria z

de F' tal que z,, =% z. Assim, como z;,, =% x, concluimos que z = x . O

Corolario 5.2. Tome uma multifuncdio F : T x R™ ~~ R™ ndo-vazia, compacta, convexa e

semicontinua superior. Considere uma funcao ¢ : T — [0,4+00) limitada tal que

F(t,x) € (vllz]l 4 c(t)) B
para todo (t,z) € T x R™, sendo v > 0. Enldo o problema de valor inicial

{ 22(t) € F(t,z(t)) A —qtp. t€la,bn

z(a) = xg
possut solucao.
Demonstracao. Ver observagao apos a Definicao 2.10. O

Proposicao 5.2. Tome uma multifuncio F' : T x R™ ~» R" ndo-vazia, convexa e fechada.

Se F' € semicontinua inferior entdo existe by € T \ {a} tal que o problema de valor inicial

{ z2(t) € F(t,z(t)) A —qtp. t€lab)r

x(a) = xg

possut solucao.
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Demonstracao. Do Teorema 2.4 existe uma selecao continua f : T x R” — R" de F.
Se o(a) > a tome by = o(a). Defina o arco = : [a,bi]r — R" como z(a) = zo e
2(b1) = p(a)f(a, x(a)) + x(a). Logo

e entao
w2 (t) = f(t, (1) € F(t, (1))

quando t € [a,b))r = a.
Suponha que o(a) = a. Fixado um nimero L > 0, como f é continua existe M > 1 tal
que
1f (u, w)|| < M

quando u € T e ||w — zo|| < L. Tome by € T tal que by >ae (by —a)M < L.

Considere o seguinte conjunto convexo
K :={x € C([a,b1]1,R") : z(a) = xo e sendo x de Lipschitz com constante M }.
Se x € K, para cada t € [a, b]r temos
le@)] < M [t —a | +|zoll < M(by —a) + [lzol| -

Como K é equicontinuo, do Teorema 2.3 o conjunto K é compacto.
Defina a aplicacdo T : K — C([a, bi]r, R™) como

(T'(2))(t) = z0 + f(r, (7)) AT

[avt)'ﬂ’

para cada t € [a,bi|r e x € K.
Se z € K, para todo T € [a, bi]r temos

le(m) —xo|| <K M| 7—a|< My —a) <L

e entdo || f(7,z(7))|| < M . Assim, se s,t € [a,bi]r e s > t segue que

@) Ol = 1| [ seatmisr— [ s a)an
= 7,2(7))AT|| < T,2(7)) || AT
I s < /[ UG

IN

MAT = M(s —t).

[tas)']l’
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De modo analogo, se s,t € [a,bi|T e s < t temos que

(T (2))(s) = (T(x)(O)] < M(¢ = s)

e portanto T'(z) € K.
Se D :={w € R" : ||lw — x| < L} segue que f & uniformemente continua em T x D.
Assim, dado £ > 0 existe § > 0 tal que

e
bl—a

1f(u) = f)] <

quando u,v € T x D e ||u — v|| <.

Tome T € K arbitrariamente . Se x € K satisfaz
||I‘ - f||oo <0

para cada s € [a, by|r temos

() (s) = (T@) ()| = llwo+ f(r,2(1)AT — 20 — f(r,z(r) AT

[a,s)']r [a’S)T

= | {f(7,2(7)) = f(r,2(7)) } A7

[avs)'ﬂ’

< /[ RUCECIR OIS

< /  _Ar < /  Ar=c¢
la,s)T by —a [a,b1)T by —a

e entdo [|[T(z) — T(T)|l < &. Portanto T é continua em T.

Do Teorema do Ponto Fixo de Schauder [5] existe z, € K tal que T'(z,) = ..

Se x € K, defina o arco z : [a,b]r — R” como
z(s) = xo +/ f(rx(r))AT
[avs)T

para cada s € [a,b]r .

Para todo t € [a, by|T temos
z(t) = z(a) +/ 22 (1)AT .
[avt)ﬂ’
Como z(a) = o, para cada t € [a, bj]r segue que

/ 22 (1) AT = f(r,z(m))AT .
[ast)T [a,t)T
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Assim, se para cada s € [a,b|r a funcdo g € Ly([a, by), R™) é definida como

g(s) = 25(s) = f(s.2(5))
temos que

/ g(T)AT =0
[a,t)jr

Tome ¢, d € [a, byt tal que ¢ < d. Logo

/ g(T)AT = / g(T)AT — / g(T)AT =0
[C,d)']r [avd)'JT [a7C)T

e da Proposicao 3.4 concluimos que

para todo t € [a, b;]r.

g(t) = 22(t) — f(t,z(t)) =0 A —qtp. t€a,b)r
isto é,
A = f(ta(t) A—qtp t€ab)r.

Portanto
{ 2A(t) = ft,z.(t)) € F(t,z.(t)) A—qtp. t€]ab)r

5.3 Um Problema de Controle Otimo

Nesta secao, fazemos uma breve discussao sobre uma das questoes tedricas de maior re-
levancia na teoria do controle: sob quais condicoes o problema de controle 6timo em escalas
temporais possui solucao 6tima? O problema em questao é formulado sob o paradigma de
inclusao dinamica em escalas temporais.

A resposta a essa questao, como veremos a seguir, é consequéncia imediata da compaci-
dade das trajetorias para inclusoes dinamicas em escalas temporais.

Seja g : R x R® — R uma funcao semicontinua inferior e £ : T x R" ~» R"™ uma

multifuncao. Considere o problema de controle 6timo

min g(z(a), x(b)) sobre x € AC([a,b]T,R™)
(P)S a2(t) € F(t,x(t)) A—qtp. te€a,b)r
(x(a),z(b)) € Ax B

sendo A, B C R™.
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Definicao 5.3. Dizemos que v € AC([a,b]r,R™) € uma trajetdria admissivel do problema
(P), se x é uma trajetoria de F que satisfaz as condicoes de fronteira (x(a),z(b)) € A x B.

Denotamos tal trajetoria por x € (P).

Definicao 5.4. Uma fungio T € AC([a,b]y,R"™) é uma trajetdria dtima do problema (P),

se toda trajetoria admissivel x de (P) satisfizer

9(z(a),z(b)) < g(z(a), 2(b)) -

Teorema 5.2. Seja F' uma multifuncao nao-vazia, compacta, convexra e A x B™-mensurdvel.
Considere uma fungio ¢ : T — [0,4+00) em Ly([a, b)) tal que

F(t,x) < (ylll + (1) B

para todo (t,z) € T x R™, sendo v > 0. Suponha que A — q.t.p. t € [a,b)r a multifunc¢ao
F(t,.) : R™ ~ R" possui o grifico fechado.
Suponha que A é um conjunto compacto e B é um conjunto fechado. Se o problema (P)

possut uma trajetoria admissivel entao existe uma trajetoria otima.
Demonstracao. Seja {x;} uma sequéncia de trajetorias admissiveis satisfazendo
lim g(z;(a), z;(b)) = inf{g(z(a),z(b)) : x € (P)} :=Ip .

Do Teorema 4.2 existe {x;, } C {x;} e uma trajetoria T de F tal que z;, = 7. Como A x B
é um conjunto fechado, temos que (Z(a),z(b)) € A x B. Logo T é uma trajetoria admissivel.
Sendo

Ip = lim g(zi(a), 2:(b)) = liminf g(zy, (), 74, (5)) > 9(7(a), 7)) > Ip
concluimos que T é uma trajetéria 6tima do problema (P). O

Lema 5.2. Tome uma multifuncao F : T x R™ ~» R" nao-vazia, compacta, convexa e cujo

grdfico € fechado. Considere uma fungao ¢ : T — [0, 4+00) limitada tal que

F(t,x) < (vl + () B

para todo (t,z) € T x R"™, sendo v > 0. Suponha que A é um conjunto compacto e B = R".

Entao o problema (P) possui uma trajetoria dtima.

Demonstrag¢ao. Do Teorema 5.1 o problema (P) possui uma trajetoria admissivel.

Considere uma sequéncia {x;} de trajetorias admissiveis satisfazendo

lim g(z;(a), x;(b)) = inf{g(z(a),z(b)) : z € (P)} :=Ip .
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Do Teorema 4.1 existe {z;, } C {z;} e uma trajetoria T de F tal que z;, = 7. Como Ax B ¢é
um conjunto fechado, segue que (Z(a),Z(b)) € A x B. Assim, T é uma trajetoria admissivel.

Temos que
Ip = lim g(ws(a), z:(b)) = liminf g3, (a), 3, (b)) > g(F(), F()) > Ip

e concluimos que T é uma trajetoria 6tima do problema (P).

5.4 Lema de Filippov

Em tempo continuo, o problema central no estudo das inclusoes diferenciais ¢ a selegao
de uma funcao satisfazendo determinadas propriedades que o problema ou aplicacao neces-
sita. Quanto mais regularidade é exigida da selecao, mais regularidade deve ser imposta na
multifungao que da origem a inclusao diferencial. Quando a motivacao do estudo de inclusoes
diferenciais é a teoria do controle, as principais hipoteses requeridas para as multifungoes
sao mensurabilidade com relagao ao tempo e uma condigao de Lipschitz ou semicontinuidade
com relagao a segunda variavel, que é a variavel de estado do sistema.

No Teorema 5.3, generalizamos um resultado classico de selecao mensuravel de grande
importancia na teoria do controle 6timo. Assim, provamos que é possivel obter uma selecao
A-mensuravel do campo vetorial da inclusao dinamica em escalas temporais exigindo as
hipoteses usuais do caso continuo [21].

Considere a seguinte restricao dinamica

(1) = f(t o), u(t) A - gqtp. te[ab)r -
u(t) e U(t) A—qtp. tea,b)r. '
Se um par (z,u) satisfaz a restricdo (5.2) também satisfaz a seguinte dinamica
o2 (t) € {f(t,x(t),u) :u € U{t)} A—qtp. telab)r. (5.3)

No Teorema 5.3 provaremos a afirmacgao inversa. Isto ¢, se um arco = € AC([a,blT,R")
satisfaz (5.3) entao satisfaz (5.2).

Definicao 5.5. Tome uma func¢io ¢ : T x R™ — R™. Dizemos que ¢ € uma A-funcao de
Carathéodory se satisfizer as sequintes propriedades:

(i) para cada t € T a fungao x — ¢(t,x) é continua.

(11) para cada x € R™ a funcao t — ¢(t,x) é A-mensurdvel.
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Lema 5.3 (|29]). Seja ¢ : [a,b] x R™ — R"™ uma L-fungao de Carathéodory. Entao ¢ é

L x B™-mensurdvel.

Definicao 5.6. Considere uma funcao ¢ : T x R™ — R™. Definimos a funcao gz~5 2 [a, b] %
R™ — R"™ como

o(t,u) = 4
o(ti,u), te (t,oty) para algum i € I .

. {¢@mJeT

Lema 5.4. Seja ¢ : T xR™ — R™ uma A-funcio de Carathéodory. Entio ¢ é uma L-fungio
de Carathéodory.

Demonstracao. Se t € T entdo a funcao x — gg(t, x) = ¢(t,x) é continua por hipotese.
Se t € [a,b] \ T seja i € I tal que t € (t;,0(t;)). Assim, para cada u € R™ temos que
o(t,u) = ¢(t;,u). Portanto a funcio

z = ¢(t,x) = o(ti, @)

é continua.

Tome z € R™ arbitrariamente. Se para cada t € T a funcao ¢ : T — R" ¢ definida como

P(t) = o(t, x)

do Corolario 3.2 temos que a fun¢io ¢ : [a,b] — R"™ & L-mensuravel.
Sendo
W(t;) = o(ti,x), te€ (t;,o(t;)) para algum ¢ € 1
temos que zﬁ(t) = (5(25, x) e entdo a funcdo

t ot ) = P(1)
é L-mensuravel. Portanto ¢ é uma £-funcio de Carathéodory. n

Definicio 5.7. Tome uma multifuncio U : T ~» R™. Definimos a multifuncio U : la, b] ~

Uwz{U@,mT

U(t;), te (ti,o(t;) para algum i€ I .

R™ como

Lema 5.5. Seja U : T ~ R™ wma multifun¢io A-mensurdvel. Entio a multifuncio U -

[a,b] ~ R™ é L-mensurdvel.
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Demonstracao. Tome um conjunto compacto V' C R™. Se para cada ¢ € [ definirmos os
conjuntos {2; como
0 — { (ti,o(t;), se Ult;)NV #£0
L0 se U)NV =0

temos que

()7(V) = {telab]:UHNV #0}
= {teT:UM)NV #0}J[Vier U] =U (V) [ Vier @] -

Como U~1(V) é A-mensuravel, da Proposi¢ao 7.1 segue que U~*(V) é L-mensuravel.
Temos também que €; é L-mensuréavel para cada i € I. Portanto (U)~'(V) é L-mensuravel

e concluimos a demonstracao. O]

Teorema 5.3. Seja U : T ~~ R™ uma multifuncdo nao-vazia, fechada e A-mensurdvel.
Considere uma funcao f : T x R" x R™ — R" continua em (z,u) para cada t fizado, e
A-mensurdvel em t para cada (x,u) fizado.

Se x € AC([a,b]T,R™) satisfaz (5.3) entdo existe uma selecio A-mensurdvel u de U que
satisfaz (5.2).

Demonstracao. Seja u € R™ fixado arbitrariamente. Entao a funcao ¢ : T x R® — R" dada
por
QO(t, l’) = f(ta xz, U)

é uma A-fungao de Carathéodory.

Do Lema 5.4 a funcdo ¢ : [a,b] x R® — R™ é uma L-funcdo de Carathéodory. Assim, do
Lema 5.3 a funcao ¢ é £ x B"-mensuravel.

Sendo z uma fungdo A-mensuravel, do Corolario 3.2 a fun¢do Z : [a,b] — R™ é L-

mensuravel. Logo, da Proposicao 3.6 a fun¢ao

t— p(t, T(t))

é L-mensuravel.

Defina a funcao g : T — R" como

) = f(t, x(t;),u), te (t;,o(t;)) para algum ¢ € [

@(t,w)):{@(t’f(t»:@( () = f(t,x(t),u), t€ T
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temos que @(t, z(t)) = g(t). Assim, a fungao
tos (t)

é L-mensuravel.

Seja m : [a,b] x R™ — R™ a fun¢ao definida como

) fta(t),u), t€T
m(t’U) - { f(tzyx(tz)ﬂi)a te (twa(tl)) para algum i€l

Para cada v € R™ ja provamos que a funcao
t— m(t,u)
é L-mensuravel. Além disso, se t € T entao a fungao
u— m(t,u) = f(t,x(t),u)
é continua. Por outro lado, se t € [a,b] \ T seja i € I tal que t € (t;,0(t;)), logo a fungao
urm(t,u) = f(t;, z(t;),u)

é continua.

Como x é um arco, a funcao h : T — R" definida como
h(s) = 2°(s)

¢ A-mensuravel. Logo, a funcdo h : [a,b] — R" ¢ L-mensuravel. Assim, a funcio ¢
la,b] x R™ — R™ dada por
o(t,u) = m(t,u) — h(t)
¢ uma L-fun¢ao de Carathéodory.
Defina a multifungdo ® : [a, b] ~ R™ como

O(t) = {u € R™ : ¢(t,u) = 0}

para cada t € [a, b].
Para cada t € [a,b] a fun¢do
u— o(t,u)

¢ continua. Assim, se ®(t) # () entao ®(¢) ¢ um conjunto fechado.

Do Lema 5.3 temos que ¢ é £ x B™-mensuréavel. Logo, o conjunto

Gro = {(t,u) € [a,b] x R : uc &(t)}
= {(t,u) € [a,0] x R™ : ¢(t,u) = 0} = ¢~ ({0})
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é L x B™-mensuravel. Do Teorema 2.6 a multifuncao ® é L-mensuravel.
Como a multifuncdo U : [a,b] ~ R™ & L-mensuravel, do Corolario 2.3 a multifuncio
I': [a,b] ~ R™ dada por

D(t) = U(t) N (1)

¢ L-mensuravel.

Considere os seguintes conjuntos

K={teab)r: (53) vale}

W = {t € [a,b)r : U(t) N ®(t) # 0}

Se t € K, existe u; € U(t) tal que

0 = f(t,x(t),u) — (1)

e entao u; € U(t) N ®(t). Logo, t € W e portanto K C W.
No entanto, se t € W existe u; € U(t) satisfazendo
0 = ot u) =m(t,u) — h(t)
= f(tv I(t), ut) - h(t) = f(twr(t)a ut) - xA(t)
isto é,
22(t) = f(t. (1), u)

e entao t € K. Concluimos que W = K.

Assim, o conjunto E dado por
E={tela,br:Ult)Nd) =0}

satisfaz
E= [a’vb)T\W: [aab)'ﬂ‘\’C :

Portanto
m*(E) =m*([a,b)r \ ) =0 .

Se definirmos a multifuncao A : T ~~ R™ como

A(t) = U(t), t € EU{b}
| U ne@t) =1(t), teT\{EU{b}}
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entao A é nao-vazia e fechada.

Se V C R™ é um conjunto compacto, temos que
AT V)={teT: At)NV # 0}

={te EU{b}:UNV A0} U{t e T\{EU{b}}: [Ut)n@@t)] NV # 0}
=[{teT:UNVADNEUVPHIU{tE[a,b] :TE)NV £0rN (T\{EU{b}})]
= [0 (V)n(BU{pH]U (V)N (T\{EU{b}})] -

Como U é A-mensuréavel segue que U~1(V) € A. Temos também que os conjuntos

EU{b}, T\{EU{b}}

sdo A-mensuraveis. Como I'"*(V) € £, da Proposi¢ao 7.1 temos que A~*(V) € £. Usando
novamente a Proposi¢dao 7.1 concluimos que A~*(V) € A. Portanto A é A-mensuravel.

Do Teorema 2.5 a multifungao A admite uma selecao A-mensuravel u : T — R™. Logo,
u(t) € U(t) para todo t € T e entdo u também é uma sele¢ao de U.

Se t € [a,b)r \ E temos que u(t) € U(t) N D(t). Assim,

0 = ¢(t,ult) =m(t,u(t)) - h(t) = f(t,2(t), ult)) — h(t)
= [t z(t),u(t) — (1)
isto é,
Portanto
o2 (t) = f(t,x(t),ut)) A—qtp. t€lab)r

ja que m*(E) = 0. Entao (x,u) satisfaz a restricdo dinamica (5.2). ]



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Esta tese contribuiu de vérias formas para o avanco do conhecimento em escalas tempo-
rais. Por um lado, organiza num s6 texto a teoria da medida em escalas de tempo e extendeu
a A-mensurabilidade, até entdo tratada apenas para o caso real, para campos vetoriais dados
por fungoes e multifungoes. Por outro lado, utilizando esta teoria, prova a compacidade das
trajetorias de inclusdes dinamicas vetoriais sob hipoteses usuais utilizadas no caso continuo,
o que foi desenvolvido no Capitulo 4.

No Capitulo 5, provamos no Teorema 5.1 que é possivel obter solucoes de inclusdes dina-
micas em escalas temporais para sistemas cuja variavel de estado é vetorial. Este resultado é
consequéncia da compacidade das trajetorias obtida no Capitulo 4 e da existéncia de solugao
de Euler, introduzida para escalas temporais no inicio do Capitulo 5.

Provamos também a existéncia de solucoes para inclusoes dinamicas vetoriais sob a
hipétese de que a multifuncao que define o campo vetorial seja semicontinua inferior. Esta
nao é uma hipotese usual, mas serve ao propoésito de justificar a existéncia de pelo menos
uma solucao da inclusao dinamica.

Assim como no caso classico [29] e [37], no Teorema 5.2 mostramos que a propriedade
de compacidade de trajetorias também pode ser utilizada para a obtencao de solugoes para
problemas de controle 6timo no paradigma de inclusoes dinamicas.

Em [17], a propriedade de compacidade das trajetorias é usada para obter condigoes
necessarias a otimalidade para problemas de controle 6timo no paradigma de inclusoes dife-
rencias. Assim, o Teorema 4.2 justifica a investigacdo de condicoes necessarias a otimalidade
para problemas de controle 6timo no paradigma de inclusoes dinamicas.

No caso classico [37], o Lema de Filippov é usado na obtencao de condigdes necessarias
a otimalidade para problemas de controle 6timo padrao.

Nos trabalhos de controle 6timo em escalas temporais [26], [28], [30], inclusdes dinamicas

em escalas temporais nao sao exploradas. Portanto, acreditamos que o Lema de Filippov
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em escalas temporais também justifica a busca por condigoes necessérias a otimalidade para
problemas de controle 6timo no paradigma de inclusoes dindmicas. Isto abre um campo para
ser explorado.

Para concluir, destacamos a observacao de que a existéncia de trajetéria para uma in-
clusao dinamica corresponde & controlabilidade do sistema de controle que é definido pela

inclusao din&mica.



Capitulo 7

Apéndice: A-Integral de Lebesgue

Neste capitulo, provamos resultados basicos da teoria de medida especificos para a me-
dida delta.

Os diversos conceitos e resultados citados neste capitulo trazem como referéncia [6], [12],
[13], [23], [32] e [33].

Utilizamos as operacoes algébricas entre os simbolos +00 e elementos de R consideradas
em [6].

Usamos uma escala temporal T = [a,b]r , sendo a,b € T e a < b.

7.1 Algebras de Conjuntos

Definicao 7.1. Seja I' uma cole¢ao de subconjuntos de um conjunto X. Diz-se que I' é uma

dlgebra de conjuntos se satisfizer as sequintes propriedades:
(i) A, Bel = AUBeT ;
(i) AcT —= A°eT .

Observacao Das leis de De Morgan segue que AN B € I" quando A, B € T'.
Lema 7.1. Se A,B €T entao B\ AeT.
Demonstragao. Temos que B\ A= B\ (ANB)=BN{ANB}eT. O

Definicao 7.2. Seja I' uma dlgebra de conjuntos de X. Diz-se que I' € uma o-dlgebra se

satisfizer as sequintes condicoes:
(i)0, X eTl.
(i1) para cada sequéncia {A;} de conjuntos em I' tem-se

+o0o
U A, el
=1
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Observacao Se [' é uma o-algebra, das leis de De Morgan segue que ﬂ;of A; € T quando
A; € T para todo 7 > 1.

7.2 Medida Exterior

Considere a escala temporal T = [a, b]t .

Denote por § a colecio de subintervalos de T da forma [a,b)y = {t € T : a < t < b},
sendo @,b € T. O intervalo [a,@)7 é entendido como o conjunto vazio.

Seja £ C T um subconjunto qualquer. Se existe pelo menos uma sequéncia de intervalos
laj, bj)r € § tal que £ C ;[ay, bj)r, define-se a medida exterior de £ como

m*(E) = inf { Z(bk — ak) FE C U[ak,bk)qr , [ak,bk)qr € S} .

Se nao existir uma tal cobertura de E define-se m*(E) = 400 .
Observagao Convencionamos que m*() =0 .

Observacao Denotaremos a medida exterior em R por \* .

Lema 7.2. Dado um conjunto E C T, nao existe cobertura de E por intervalos de § se, e

somente se, b € E.

Demonstracao. Se nao existe cobertura de E por intervalos de § entao b € E, poisse b ¢ E
entdo £ C [a,b)r € 5.

Sebe Eelaj,bj)r € § temos que b & [a;,b;)r. Portanto nao existe cobertura de E por
intervalos de § . L]

Lema 7.3. Se AC B C T entao m*(A) < m*(B).

Demonstracao. O resultado é trivial quando A = ().
Se b € A entdo m*(A) = m*(B) = 40 e se b € B segue que

m*(B) = 400 > m*(A).

Suponha que b € B. Seja [a;,b;)r € § uma sequéncia de intervalos tal que B C U, [aj,b;)r.
Como A C B temos que

m*(A) < Z(bj — aj)

e portanto m*(A) < m*(B). O
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Lema 7.4. Se {A,} ¢ uma sequéncia de subconjuntos de T entao
+o0 +o0
m*(U A,) < Zm*(A
n=1 n=1
Demonstragao. Se b € A, para algum j entao
+00
m*(U A,) = +oo =m" Z m*
n=1

Assim, podemos supor que b ¢ A; para todo j > 1.
Suponha inicialmente que A; # () para todo j.

em § tal que
A, C U[QEN)’ bgn))T
e
—+00
0 — o) < mr(A,) /2"
=1
Como
—+00 400
U A, C U U (™, b))y
n=11i1=1
segue que

+o00 +o00

n=1 =1
+00 +o0 +00o

< YomA)+ Y2 = (A + e
n=1 n=1 n=1

Sendo ¢ arbitrario concluimos que

+0o0 +00
m*([J4.) <) m*(A
n=1 n=1
Se J={j:A; # 0} segue que

m*((JA4) <> me(4))
jed jeJ
Para cada j ¢ J temos A; = () e entdo

m*(UAn) UA <Zm Zm

jeJ JjeJ

Seja € > 0 fixado arbitrariamente. Para cada n > 1 tome uma sequéncia {[az(") b

) Ve

)r}
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Lema 7.5 (|23]). Sec,d € T e ¢ < d entao
m*([¢,d)r) = d — c.
Lema 7.6 ([13]). Se E C [a,b)r entao

m*(E) =Y (o(t:) = t;) + \"(E).
i€lp
Corolario 7.1. Seja E C [a,b)r. Se m*(E) = \*(E) entao EN RS = 0.
Lema 7.7. Seja E C [a,b)r tal que E C {t € T : o(t) =t}. Entao
m*(E) = \*(E).

) g0

Demonstracao. Considere sequéncias de intervalos [ag. . b; )r em § tal que

e
+o00
m*(E) = lim Z(by) —a!™
7 o
: (@) 1 (@) (@) 7 (@)
Para cada j temos que [a;”,b;") N'T C [a;”,b;"), logo
too
Z(bg‘l) . gz)) > Xk(E)
j=1

e entdo m*(E) > N\ (E).

Tome sequéncias de intervalos [a ) plY) ) C R tal que

(
AR

£ Ui 5")

J

+o00
E) =1mY (0 —
3 =
Se L; ={j: [agi), bgz)) N [a,b) = 0} temos que
B o)

JEL:

N(E) <> 0 —al) < Z

JE€L;

%)
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Se para cada j ¢ L; definirmos [cy), d;l)) =la,b)N [agi), by)) segue que
Ec J,d")
JEL;

e entao

Assim, podemos supor que [ay), by)) C [a,b) para todo j. Além disso, se

segue que

Ec | ), s
JEJi
e entao
400
)\*(E) < Z(b(l) . a(l)) < (b(l) - a@))

J¢Ji J=1

Assim, podemos supor também que [agi), by)) N E # () para todo j.

Se
(i) . ) (@) 3@
IV =inf{t: t € En[a}’,0{")}

temos que ]]@ cTe I]@ > ay). De modo anéalogo, se
Sj(.l) =sup{t:t€ EN [ag-l), bg-l))}

segue que Sj(»i) €Te Sj(-i) < b;i).
Se bgi) € T para algum j, defina

e entao
[agi), b(-i)) NE C [c(i) d(.i)) N'T.

J J g

Suponha que bg.i) ¢ T para algum j. Se S](i) ¢ F, defina

e obtenha



A-Integral de Lebesgue 57

No entanto, se Si € E C [a, b)T segue que Sj(i < bgi), ja que bg-i) ¢ T.

Como a( " podemos escolher d € T tal que dg-i (SJ(Z ,bg ). Novamente

gl ) _
j
definimos c; @ I; @ ¢ Conclulmos que

@ 0N Ec[,d))nT.

Em todos os casos temos que [cg-i), d;i)] C [ag), '], logo d() gi) < b — ag.i). Além disso,

como
EcJad s nEc|Jd” d”)ynT
J J
segue que
(B € S - ) < S0 - ).
j=1 j=1
Entao m*(E) < A*(E) e portanto m*(E) = \*(E). O

7.3 Conjuntos Mensuraveis

Definigao 7.3. Um conjunto E C T € chamado de A-mensurdvel (Lebesque A-mensurdvel)

m*(A) = m* (AN E) +m* (AN (T \ E))

para cada conjunto A C T.

Observacao Como A C (ANE)U(AN(T\ E)) segue que E é A-mensuravel se, e somente

se,

m*(A) > m* (AN E) +m"(AN (T \ E))

para cada conjunto A C T.

Observacao Como m*(f)) = 0 temos que () e T sao A-mensuréveis.
Lema 7.8. Se E C T e m*(F) =0 entdo E é A-mensurdvel.

Demonstracao. Seja A C T um conjunto qualquer. Como ANFE C E segue que m*(ANE) <
m*(E) =0, isto &, m* (AN E) = 0. Além disso, como AN (T \ £) C A temos que

m*(A) >m* (AN (T\ E)) =m* (ANE)+m" (AN (T\ E))
e portanto F é A-mensuravel. O

Proposicao 7.1 ([13]). Tome E C T. Entio E é A-mensurdvel se, e somente se, E ¢

Lebesque mensurdvel.
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Corolario 7.2. A familia A de conjuntos A-mensurdveis € uma o-dlgebra em T.

Lema 7.9. Sejam FEy, Es,...,E. € A conjuntos disjuntos e A C T um conjunto qualquer.
Entao

m* (AN [U E)) = Zm*(A N E;).

Demonstracao. Provaremos o lema por inducao sobre r. Claramente o resultado é valido
para r = 1.
Suponha que o lema seja valido paran € {1,...,r—1}. Como os conjuntos Ey, Es, ..., E, 11
sao disjuntos, temos que
n+1

AN [U E]NEy={{[ANBEJU..UANE, 1]} NEwi =ANE,n

i=1

n+1 n

AN[JE]N(T\ Ew) =An[|JEi].

i=1
Como E, 1 ¢ A-mensuréavel segue que

n+1 n+1 n+1

m* (AN [U E]) = m* (AN [U E)NE,p) +m (AN [U E]N(T\ Epi1))

= W (AN Ep) +mi (AN [ E))
= m*(AﬂEn+1)+zn:m*(AﬂEi):nZ:m*(AﬂEi)

=1

e o lema estd provado. O

Lema 7.10. Seja {E;} uma sequéncia de conjuntos A-mensurdveis disjuntos. Entao
m*((JE) =Y _ m*(E).

Demonstracao. Considere o conjunto £ dado por

+oo
E=|]JE; .
i=1

Seja A C T um conjunto qualquer e defina F,, = Ul | E; . Entao F), ¢ A-mensuravel e
T\ECT\F, . Logo

m*(A) = m* (AN E) +m (AN (T\ F,)) > m* (AN F,) + m*(AN (T \ E)).



A-Integral de Lebesgue 59

Do Lema 7.9 segue que
m*(ANE,) =m"(AnN [O E]) = im*(A N E;)
i=1 i=1
e entao .
m*(A) =Y m (AN E;) +m"(An(T\ E)).
Como a desigualdade anterior in(;:;ende de n, concluimos que

m*(A) > im*(A NE) +m* (AN (T\ E))

=1

v

m*(J(AN E)) +m*(An (T \ E))

= m*(AN (U E))+m*(AN(T\ E))

= m(ANE)+m* (AN (T\ E)).

Tomando A = F o lema esta provado. O

7.4 Medida de Lebesgue

Definicao 7.4. Seja X uma o-dlgebra de subconjuntos de um conjunto X. Uma medida é
uma funcao p: X — [0, +00| que safisfaz as segquintes propriedades:

(i) (@) =0 .
(11) p(E) > 0 para todo E € X.

(111) para toda sequéncia disjunta de conjuntos {E,} em X tem-se

+oo +00
n(lJ En) =D wE).
n=1 n=1
Definicao 7.5. A medida m* : A — [0, +00] é chamada de A-medida de Lebesgue e denotada
por m* = ua .
Lema 7.11. Sejam A, B € A tal que AC B e AC T\ {b}. Entao
pa(B\ A) = pa(B) — pa(A).

Demonstragao. Como B={B\ A} UAe {B\ A} NA=10 temos que

pa(B) = pa({B\ A} U A) = pa(B\ A) + pa(A)

e obtemos o resultado. O
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Lema 7.12. Tome A, B € A tal que A C T\ {b}. Entao
pa(AU B) = pa(A) + pa(B) — pa(AN B).
Demonstracao. Sendo AUB = AU(B\ A) e B\ A= B\ (AN B) do Lema 7.11 segue que

HA(AUB) = pa(AU(B\ A)) = pa(A) + ua(B\ 4)
— a(A) + pa(B\ (AN B)) = na(A) + pua(B) — pa(AN B).
O

Definigao 7.6. Diz-se que uma proposi¢ao P vale A-quase todo ponto (A-q.t.p.) em T\ {b},

se o conjunto N dado por
N ={teT\{b}: P nao vale em t}
é tal que ua(N) = 0.

Observacao Se M = {t € T\ {b} : P vale em t} segue que N = [a,b)r \ M. Como
M =[a,b)r \ N e N € A concluimos que M € A.

Lema 7.13. Se duas proposi¢ées P e Q) valem A-quase todo ponto em T\ {b}, entdo PNQ
vale A-quase todo ponto em T\ {b}.

Demonstragao. Se N = {t € T\ {b} : PN Q nao vale em t} temos que N C Ny U Ny, sendo

Ny ={t € T\ {b}: P nao vale em ¢}

Ny ={t € T\ {b}: Q nado vale em t}.
Entdo pa(N) < pa(N1 U Np) < pa(N1) + pa(N2) =0 . O

7.5 Funcoes Mensuraveis

Defini¢ao 7.7. Diz-se que uma funcao f : T — [—o0,400] é A-mensurdvel se para cada
a € R o conjunto
{teT: f(t) <a}

é A-mensurdvel.
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Definicao 7.8. Dada uma fungdo f : T — R define-se f : [a,b] — R como
. { f(t), teT

1) =
1(#) f(t:) + W(t —t;), te€ (t,oty) para algum i € T

sendo I C N e {t;}ier C T tal que
RS:={teT:t<o(t)}={ti}ier -

Observagio Se uma funcio f : T — R é continua entdo f : [a,b] — R ¢é continua. Logo f

¢ A-mensuravel.

Definic¢ao 7.9. Denotaremos por M(T) o conjunto de todas as fungées f : T — [—o0, +00]
A-mensurdveis. Além disso, Mt (T) denotard o conjunto de todas as funcoes f : T — [0, 4+00]

A-mensurdveis.

Lema 7.14. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para uma funcao f: T — [—o0, +00]:
(a) Para cada o € R, o conjunto {t € T : f(t) > a} € A.
(b) Para cada o € R, o conjunto {t € T : f(t) < a} € A.
(¢) Para cada o € R, o conjunto {t € T : f(t) > a} € A.
(d) Para cada o € R, o conjunto {t € T : f(t) < a} € A.

Corolario 7.3. Se f € M(T) entao
{teT:ft)=a}={teT: ft)<a}({teT: f(t)>a}eA
para cada o € R.
Corolario 7.4. Sejam c,d € R tal que ¢ < d. Se f € M(T) entdo
{teT:ft)e(c.d)}={teT: f(t)<d}[ {t€T: f(t)>ct€A.
Lema 7.15. Se A C R ¢ um conjunto aberto e f € M(T) entao f~'(A) € A .

Demonstragao. Existem ¢;,d; € R tal que ¢; < d; e A= J,;(c;,d;). Assim,

FHA) = (U (e do) Uf ¢i, d;)

7

]

Lema 7.16. Sejam f,g € M(T) e suponha que f + g estd bem definida. Se ¢ € R entdo as
funcoes

cf , f+g,|f|

também sao A-mensurdveis.
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Lema 7.17. Sejam f,g : T — R fungoes A-mensurdveis. Entao a funcao f.g € A-

mensurdvel.

Lema 7.18. Seja {f,} uma sequéncia de funcoes em M(T). Se as funcées f, f*,F: T — R

sao definidas como
F) = f fo(t) . F(O)=sup fult) . £(t) = lmin £, ()
entao f, f* e F sao A-mensurdveis.
Corolario 7.5. Se f,g € M(T) entdo as fungoes h,w : T — R definidas como
h(t) = min{f(t),g(t)} ,  w(t) = max{f(t),g(t)}
sao A-mensurdveis.

Corolario 7.6. Seja { f,,} uma sequéncia de fungoes em M(T) e suponha que existe lim f,(t) =
f(t) € R para cada t € T. Entdo a funcio f: T — R é A-mensurdvel.

Lema 7.19. Se f € M (T) entdo existe uma sequéncia {p,} de fungoes em M(T) satisfa-
zendo as sequintes propriedades:

(a) 0 < ,(t) < pny1(t) para cadat € T e para todon >1 .

(b) lim p,(t) = f(t) para cada t € T.

(¢) Cada @, tem apenas um nimero finito de nimeros reais na sua imagem.

7.6 Integral de Lebesgue

Definicao 7.10. Diz-se que ¢ : T — R é uma funcao simples se ela possui apenas um

numero finito de valores em sua imagem.

Observacao Sejam aq, ..., a, os valores distintos de uma funcao simples A-mensuravel ¢ :

T — R. Entao ¢ pode ser representada na forma
o= a;xg, (7.1)
j=1
sendo xp, : T — {0, 1} a funcdo caracteristica do conjunto

E;={teT:plt)=aqa;}eA.

Como os niimeros a; sao distintos entao os conjuntos E; sao disjuntos. Além disso T =
n
Ui Ej -
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Definigao 7.11. Seja ¢ : T — [0, +00) uma fung¢ao simples A-mensurdvel com a represen-

tacao (7.1). Define-se a A-integral de Lebesque de ¢ como

[ o618 =3 aa()

Lema 7.20. Se p,¢ : T — [0, +00) sdo fungoes simples A-mensurdveis e ¢ > 0 entdo

/T co(s)As = ¢ /T H(5)As

Je +vnas= [ pas+ [vas

Definicao 7.12. Se f € M™(T), a A-integral de Lebesque de f é dada por

[ [ o

sendo o supremo tomado sobre todas as fungoes simples A-mensurdveis ¢ : T — [0,400) tal
que 0 < @(t) < f(t) para todo t € T.

Definicao 7.13. Dada uma funcio f : T —=R e E € A, a funcio fxr: T — R € dada por

] 0,s¢FE
Jxe(s) _{ f(s), se E .

Observagao Se f € M(T) entao fyp também ¢ A-mensuravel.

Defini¢ao 7.14. Se f € M (T) e E € A, a A-integral de Lebesgue de [ sobre E é definida

como /Ef(S)AS:/TfXE(S)AS

Lema 7.21. Sejam f,g: T — [0, +00] fungoes A-mensurdveis:

(a) Se f < g entao
[ e85 < [ goas

(b) Se E,F € A e E C F tem-se

[ 1eas< [ roas

Corolario 7.7. Sejam f,g € Mt (T) e E € A. Se f < g em E, entao

/E f(s)As < / g(s)As
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Lema 7.22. Seja f € MT(T) e E € A. Se ua(E) =0 entao

[ roas=o

Demonstracao. Seja ¢ : T — [0, +00) uma funcdo simples A-mensuréavel tal que ¢ < fxg.
Se ¢ = >0, a; xg; suponha que By = {t € T : p(t) = 0}. Como T\ E C Ej, segue que
E; C F quando j # k. Entao

/@(S)AS = 0.ua(Er) + Zaj,uA(Ej) =0
' ok
ja que pa(E;) < pa(E) =0se j # k . Portanto
| roas= [ paas-o.
[

Teorema 7.1 (Convergéncia Monotona, [6],[33]). Seja {f,.} uma sequéncia mondtona cres-
cente de fungoes em M*(T). Selim f,(t) = f(t) € R para todo t € T entdo

[ fe)as =tim [ p(s)as

Corolario 7.8. Considere uma sequéncia mondtona crescente {f,} de fungoes em M™(T).
Suponha que
lim f,(t) = f(t) eR VteT.

[ ras=im [ peas.

Demonstragao. Para cada n defina a funcao h,, : T — [0, +o00] como h,, = fuxg € MT(T).
Se t € F temos que hy,(t) = fu(t) < for1(t) = hyyi(t). Porém, se t € T\ E segue que
hp(t) =0 = h,p1(t). Além disso, se t € E temos

lim h, (£) = lim £, (£) = £(2)

Se B € A entao

esete T\ FE entdo
lim y(£) = 0 = fn(t).

Do Teorema anterior segue que

/E F(8)As = /T Fxu(s)As = lim /T h(s)As
~ lim /T Foxn(s)As = lim /E £.(5)As
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Corolario 7.9. Se f,g € MT(T) e c >0, tem-se

/ch(s)As _ C/Tf(s)As

[+ a)as = [ roas+ [geas.

Corolario 7.10. Sejam f,g € M*(T), E € A ec>0. Entao

/E cf(s)As = c /E f(s)As

As = A As .
[ 6@ raenas= [ foas+ [ goas
Corolario 7.11. Considere f € MT(T) e A, B € A tal que AN B = (. Entao
s f(s)As—Af(s)As+/}3f(s)As.

Demonstracao. Como fxaup = fxa + fxs , do Corolario 7.9 segue que

[oroas = [ posoas= [ (a6 s

AUB T T
= [ rueas+ [ raeas= [ fease [ foas

]
Lema 7.23. Se f € M*(T) e f(b) =0 entao
/ f(s)As=0.
{b}
Demonstragao. Como fx gy = 0 temos que
F(5)85 = [ Fxn(©)ds = 0us(1) =0
{o} T
]

Corolario 7.12. Se f € MT(T) e f(b) =0 entao

[roas= [ geast [ gess= [ s,
T [a,b)r {b}

[avb)T
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7.7 Funcoes Integraveis

Definicio 7.15. Dada uma funcio f : T — R, define-se as fungées f+, f~ : T — [0, +o0]

como

t=max{0, f} , f~ =max{0,—f}.

Observacao Se F € A temos que
(fxe)" =f"xe, (fxg) =fxe.
Definigao 7.16. Seja f € M(T) e E € A. Se uma das integrais
[ s, [ ©as
T T
¢ finita, define-se
As = JAs = As — As
/Ef(S) 5 /fXE 5= /(fXE) (s)As /(fxE) (s)

_ /f+xE As—/fxE As—/f+ As—/f

Definicao 7.17. Considere E € A e f € M(T). Se as integrais

/E FH(5)As /E 1 (5)As

sao finitas, diz-se que f € integrdvel em E.

Lema 7.24. Seja f € M(T) e E € A. Se f € integrdvel em E entdo f € integrdvel cada

subconjunto A-mensurdvel A C E .

Demonstracao. Do Lema 7.21 temos que

/A [ (s)As < /E F(s)As
/A [ (5)As < /E F(s)As

Logo f é integravel em A.

O

Defini¢ao 7.18. Se E € A, denotaremos por Li(E) o conjunto das funcoes f : T — R

A-mensurdveis e integraveis em E.
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Lema 7.25. Seja E € A e f,g € L1(E). Se f < g em E entao

/E F(s)As < /E g(s)As

Demonstracao. Temos que [T < gt e g™ < f~ em E. Logo

[rr@ass [ greas
/E g (s)As < [E F(5)As

/E f(s)As = /E 1+ (s)As — /E [ (5)As
< [aras= [ £oas
/Eg+(3)As—/Eg_(s)As:/Eg(s)As.

Lema 7.26. Considere A,B € A . Se f € Li(A)NLi(B) e AN B =0 entao

[ s - /A £(s)As + /B F(s)As

Demonstracao. Do Coroléario 7.11 temos que

ECISE / F(s)As + / [*(5)As

GCEE /A F(s)As + /B £ (5)As
Logo

[r@ast [ reas = [ rrease [ 5 As—/f As—/f

= fT(s)As = [~ (s)As f(s)A

AUB AUB AUB

Portanto

IN
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Corolario 7.13. Considere uma funcao h : T — R. Suponha que
h(t) =0 A—gqtp.tea,b)r.

Se E C [a,b)r € A-mensurdvel e h € Li(E) entao

/Eh(s)As 0.

Corolario 7.14. Tome uma funcdo h : T — R. Suponha que
h(t) >0 A—gqtp. telabr.

Se E C [a,b)r € A-mensurdvel e h € Li(E) entdo

/Eh(s)As >0 .

Demonstracao. Se A ={t € [a,b) : h(t) < 0} temos que ua(EFNA) < ua(A) =0. Do lema
anterior segue que

/E h(s)As — /E h(s)hs+ /E Bl = /E  hlo)s

Como (h™)xg\a = 0 temos que

/E\A h(s)As = /E\A Bt (s)As > 0

e concluimos a prova. O

Teorema 7.2. Considere E € A e uma funcio f: T — R. Entao f € Li1(E) se, e somente
se, | f|€ L1(E). Neste caso,

|[Ef(S)A8\§/E\f(s)|As.

Demonstra¢ao. Suponha que f € Li(E). Temos que | f |T=| f|=fT+ f e|f| =0. Do

Corolario 7.10 segue que

[171 @as= [ rreass [ s

e portanto | f |€ Ly (F). Além disso,

!/Ef(s>AS| — |[Ef+(S)AS—/Ef_(s)As|
/Jgf“S)AS*/EfTS)As = /E | f(s) | As .

IN
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Se | f|€ L1(FE), do Corolario 7.7 segue que

max{/Eﬁ(s)As,[Ef—(s)As} g[E|f]+ (s)As < 400
isto é, f € Ly(E). O

Lema 7.27. Seja E € A e f € L1(E). Se a € R entio af € L1(FE). Além disso,

[en@as=a [ reas

Demonstracao. Se a = 0 temos que af = 0 e entao

[@n@as=o=a [ fs)as
Se a > 0 temos que (af)* = af* e (af)” = af~. Do Corolario 7.10 segue que
o [ 1685 = o [ Fress=a [ Fas
_ /Eaf+(s)As - /Eaf—(s)As
= [@nress- [@peas= [(@peas
Se a < 0 segue que (af)* = —af~ e (af)” = —aft. Do Coroldrio 7.10 temos que
a/Ef(s)As _ /f+ As—a/f
— — [Carmas /E (~a)f~(5)As
=~ [ @as+ [@prmas= [(anas
]

Lema 7.28. Seja f = f1— fa, sendo f1, fo: T — [0,400). Se E € A e fi1, fo € Li1(E) entdo

[ roas= [ neas— [ poas

Demonstracao. Como ft—f~ = f = fi— fo segue que fT+ f, = fi+ f~. Do Coroléario 7.10
temos que

[rr@ase [ pmas = [0+ peas
= [+ s opas= [ aass [ 194
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Como

obtemos

masx{ [ 7

Entao f € Li(F) e

[ fl=lfi—fl<Al+] 2=+
fr <1 fl

$)As, /E F(s)Ash < /E [ 7(s) | As

< /E ((s) + fols))As

- /Efl(s)As—l—/Efz(S)AS

/Ef(S)AS:/Ef+(S)AS_/Ef_(S>AS:/Efl(s)AS_/EfQ(S)AS-

Lema 7.29. Se E € A e

J

Demonstra¢ao. Como | f

16

fig € Li(E) entao f+ g€ Li(F). Além disso,

(f(s)‘f‘g(s))AS:/Ef(s)As—l—/g(s)As.

E

+g| < | f]+|g]segue que

) £gls) | As < /E (1 £(s) | + | gls) DAs

= [ 1185 [ 1g6) 1 as

Sendo | f|,| g |€ L1(E) temos que | f 4+ g |€ L1(E) e portanto f + g € L1(E).

Temos que

frog=f"—f"+9"—g=0U"+9)-(f"+9)

sendo fT+g*, [~ +g~

/E (f(s) + g(s)As

: T — [0, 4+00) fungées em Ly (E). Do Lema 7.28 concluimos que
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7.8 Continuidade de Medida e Convergéncia Dominada

Proposicao 7.2 (Continuidade de Medida). Seja f : T — [0, +00) uma fun¢io em Li([a,b)T).
Dado € > 0 existe d > 0 tal que, se A € A e ua(A) < entio

/Af(s)As <e.

Demonstragao. Para cada ntimero inteiro n > 1 defina a fungao f,, € M+ (T) como

ﬁ@z{f@,%fwén

n, se f(t)>n.
Para cada t € T temos f,(t) < n, f,(t) < fuy1(t) e lim f,(t) = f(t). Do Corolario 7.8 segue
que

(s)As = lim fn(s)As .
la,b)r [a,b)T

Dado € > 0, seja N € N tal que

$)As — o (8)As = s) — fn(s))As £
PRI 0 Amwm Fuls)As < =

quando n > N.
Tome 6 = 55 . Se A€ A e pua(A) <6, entdo

[ 1as = [ (7)) + fuls)s
A A
= [ = svenas+ [ fsas
< [ G = ienas+ [ Nas = [ (76) = fuls) A5+ Nal)
< /A(f(s) — fn(s))As+ N§ §/ (f(s) — fn(s)As+ N§ < §+N(5:5.

[avb)T
[
Teorema 7.3 (Convergéncia Dominada, [6],[33]). Considere uma sequéncia f; : T — R em
M(T) e uma funcio ¢ : T — [0,+00) em Li(T). Suponha que para cada i, | fi(t) |< o(t)
para todot € T .
Se f: T — R étal que f(t) =lim f;(t) para cada t € T, entao

[ soas=tim [ s
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Corolario 7.15. Considere uma sequéncia f; : T — R em M(T) e uma fun¢ao ¢ : T —
0, +00) em Ly([a,b)r). Suponha que para cada i, | f;(t) |< ¢(t) para todo t € T .
Seja f: T — R tal que f(t) =lim f;(t) para cada t € T. Se A C [a,b)r é A-mensurdvel

entao
/f(s)As = lim/ fi(s)As.
A A

Demonstrac¢ao. Considere a sequéncia g; = fixa em M(T). Se g = fxa temos que

lim g;(t) = g(t).

para todo t € T.
Defina a funcao ¢ : T — [0, +00) como 1 = ¢x(r\(5}). Do Corolario 7.12 temos que

/ b(s)As = O(s)As = / xm o () As
T T\{b} T
= /¢X(T\{b})(S)A5_/ P(s)As
T T\{b}

e entdao ¢ € Ly(T).
Para cada ¢ temos

| 9i(t) |< ()

para todo t € T. Do teorema anterior segue que

/T g(s)As = lim /1r 4i(s) s,

Sendo g x4 = fTxa e g xa=f xa, do Lema 7.26 temos que

/Tg(s)AS:/Ag(S)AS—l-/T\{A}g(S)AS:/AQ(S)ASZ/AJC(S)A&

De modo analogo, para cada 7 temos

/T gi(5)As = /A £i(5)As

e concluimos a prova. O

Corolario 7.16. Considere uma sequéncia f, : T — R em M(T) e uma func¢io ¢ : T —
[0, +00) em Ly([a,b)r). Suponha que para cada n, | f,(t) |< ¢(t) para todot € T .

Se A C [a,b)r é A-mensurdvel entdo

/liminffn(s)As < liminf/ fn(s)As.
A A
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Demonstracao. Para cada n defina a funcao g, : T — R como

gn(t) = inf{fi(t) : i > n}.
Entao g, € M(T). Além disso, para cada t € T temos que {gn(t)} é crescente e | g,(t) |<

(1)
Como lim g, (¢) = sup{gn(t) : n > 1} = liminf f,(¢), do Corolario 7.15 segue que

/liminf fn(s)As = lim/ gn(8)As.
A A

Para cada m > 1 temos que g,, < fr para todo k > m. Logo

[ a5 < [ s)s

/Agm(s)As Sliminf/Afn(s)As.

e entao

Portanto

/liminffn(s)As < liminf/ fn(s)As.
A A
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