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RESUMO

O principal objeto de estudo desta Tese é uma classe especial de equacgdes diferen-
ciais chamadas de sistemas forcados (ou sistemas com impasses). Este trabalho é
dividido em duas partes, e em cada parte ndés abordamos dois problemas classicos
oriundos do estudo de equacdes diferenciais ordinarias. O primeiro deles é o estudo
de singularidades de sistemas for¢cados e a classificacdo de seus retratos de fase. Um
algoritmo de resolugéo de singularidades para esta classe de sistemas é apresentado,
e aplicamos esta teoria na classificacdo topoldgica de suas singularidades. Resulta-
dos classicos a respeito da classificacéo topolégica de campos de vetores analiticos
sdo estendidos para o contexto de sistemas forcados analiticos. A segunda parte
diz respeito ao estudo do fluxo de um campo de vetores polinomial tridimensional em
superficies algébricas invariantes. Provamos que, para uma certa classe de superfi-
cies, o fluxo pode ser descrito por um sistema forgado polinomial planar. Além disso,
as singularidades dos sistemas forcados estdo profundamente relacionadas com pro-
priedades geométricas da superficie, assim como com o fluxo do campo de vetores.

Sistemas famosos vindos das ciéncias aplicadas exemplificam nossos resultados.

Palavras-chave: Sistemas forgados, Blow-up, Classificagao topologica, Superficies in-
variantes.



ABSTRACT

The main object of study of this Thesis is a special class of differential equations cal-
led constrained differential systems (or impasse systems). This work is divided in two
parts, and in each part we address two classical problems from ordinary differential
equations. The first one concerns the study of singularities of constrained systems
and the classification their of phase portraits. An algorithm of resolution of singulari-
ties for such class of systems is presented, and we use this theory in the topological
classification of singularities. Classical results on topological classification of analytic
vector fields are extended to the context of analytic constrained systems. The second
part concerns the study of flows of three-dimensional polynomial vector fields on in-
variant algebraic surfaces. We prove that, for a certain class of surfaces, the flow can
be described by a polynomial constrained system defined on the plane. Moreover, the
singularities of the constrained system are deeply related to geometric properties of
the surface, as well as the flow of the vector field. Well-known systems from applied

sciences exemplify our results.

Keywords: Constrained systems, Blow-up, Topological classification, Invariant surfa-
ces.
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1 Introducao

Sistemas Dindmicos, e em particular a Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais
Ordinarias, é a area da Matematica que busca compreender o comportamento e o estado
de fendmenos cuja evolugao é dada por uma determinada regra (ou fungdo). Seu estudo
se inicia no final do século XIX com o matematico francés Henri Poincaré, a partir de
seu célebre trabalho Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle, onde
cunhou a frase: “Investigar quais sdo as propriedades das equagoes diferenciais € uma
questao do mais alto interesse”.

Desde entao, o estudo qualitativo das equagoes diferenciais ordinarias se desenvolveu
muito, motivado tanto pelos desafios intrinsecos da Matematica quanto pelas suas aplica-
¢Oes em varias areas, tais como Fisica, Quimica, Biologia e Economia. Juntamente com
esse desenvolvimento, varias classes de sistemas surgiram e ganharam destaque dentro da
comunidade cientifica, como, por exemplo, equacoes diferenciais suaves por partes e equa-
¢oes diferenciais com varias escalas de tempo. O principal objeto de estudo deste trabalho
é o estudo da classe dos chamados Sistemas Forgados (ou Sistemas com Impasse).

Sistemas Forcados sao definidos por equacgoes diferenciais da forma

em que x € U C R", A é uma matriz n X n cujas entradas sao fungoes diferenciaveis e
F : U — R™ também é diferencidvel. Nestas condigbes, um ponto p tal que det A(p) =0
é chamado ponto de impasse, e o chamado conjunto de impasse é o conjunto A =
{p € U;det A(p) = 0}. As referéncias [25, 43, 44] sao artigos cldssicos a respeito de tais
sistemas, e aplicagdes podem ser encontradas em [37, 38, 42].

Neste trabalho, exigiremos que a matriz A nao tenha rank constante e que o conjunto
de impasse possua codimensao maior ou igual a um. Uma caracteristica interessante desta
classe de sistemas é que o Teorema de Existéncia e Unicidade das EDO’s s6 é valido fora
do conjunto de impasse (veja o Capitulo 2).

Como ficara claro na Secao 2.1, sem perda de generalidade podemos escrever um

sistema forcado como
I(x)x = X (x)

em que X (x) = A*(x)F(x) é o chamado campo de vetores adjunto e §(x) = det A(x)
é a funcao que define o conjunto de impasse.

Este trabalho essencialmente aborda dois problemas, cada um deles trazendo para o
contexto de Sistemas Forgados questoes que ja foram estudadas para o caso das equagoes
diferenciais ordinarias classicas. O primeiro deles é o estudo de singularidades via blow-
ups, bem como a classificacao topoldgica de tais sistemas.

Singularidades de sistemas for¢ados na parte suave do conjunto de impasse foram
estudados em [43, 44]. Um dos objetivos deste trabalho é estudar singularidades nao

17
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apenas na parte suave, mas também na parte singular do conjunto de impasse. Além do
interesse matematico, é possivel encontrar na literatura modelos das ciéncias aplicadas
que apresentam este tipo de singularidade. Por exemplo, o sistema

or

(Lo @) (r)e=-5 cwi=%

oy

descreve a dindmica de um circuito RLC. Veja o Exemplo 6 de [42] para mais detalhes,
onde também podem ser encontrados outros exemplos.

Em [9] os autores usaram blow-ups homogéneos para estudar pontos singulares do
conjunto de impasse de um sistema for¢cado real polinomial no plano. Além disso, foi
adotada a hipotese de que o polindbmio é homogéneo, dentre outras condi¢oes de nao
degenerecéncia. O primeiro resultado do nosso trabalho, que também pode ser encontrado
na pré-publicagao [34], é um teorema de resolugao de singularidades de sistemas forgados
reais analiticos que nao requer tais condi¢oes de nao degenerecéncia.

Como nossa prova utiliza blow-ups com peso, precisamos trabalhar numa categoria
mais geral de variedades, que sao as variedades com esquinas. Ficara claro ao longo deste
trabalho que, ao aplicar um blow-up em uma singularidade, estamos substituindo um
ponto por um conjunto homeomorfo & S, e este processo modifica o espaco ambiente, que
agora serd uma variedade com esquinas (veja a Figura 1.1). Dessa forma, para enunciar
o teorema precisamos fazer mencao ao espago ambiente, e isto demandara também que
definamos um sistema forcado globalmente. Esta definicdo é dada de forma precisa na
Secao 2.1, mas vamos introduzi-la agora brevemente com o objetivo de enunciar nossos
resultados.

/
AN

N -

4
\

EERAN

Figura 1.1: Sistema forcado em uma variedade com esquinas ap6s blow-up.

Uma variedade com esquinas 2-dimensional M ¢é uma variedade analitica cujos
abertos sdo homeomorfos a abertos de (Rsq)?.

Uma 1-folheagao orientada analitica, por sua vez, é uma cole¢do de pares X =
{(Ui, X;) }ier tal que {U;}ier é uma cobertura aberta de M, X; = (P;, Q;) é um campo de
vetores analitico definido em U; e, na intersecgao de dois abertos U; N Uj, os campos X; e
X coincidem a menos de uma funcao estritamente positiva.

Finalmente, feixe de ideais principais Z = {(U;, ¢;) }ie; ¢ uma colegao de pares tal
que {U; }ier é uma cobertura aberta de M, ¢; é uma fungao analitica irredutivel definida
em U; e, na interseccao de dois abertos U; N Uj, as fungoes d; e d; coincidem a menos
de uma funcao estritamente positiva. O conjunto de zeros deste ideal é o conjunto de
impasse.
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Um sistema forgado 2-dimensional analitico é a terna (M, X, 7).

De maneira intuitiva, o processo de resolugao de singularidades consiste em substituir
uma singularidade de um sistema forcado por um novo conjunto compacto. Neste novo
conjunto compacto, singularidades menos degeneradas deverao aparecer. Novamente apli-
camos este raciocinio para as novas singularidades que aparecem, e ao final do processo
obtemos as singularidades mais “simples” possiveis. Esta no¢ao de “simples” ¢é justamente
a nocao de ponto elementar. Ambas as defini¢oes de singularidade e de ponto elementar
de um sistema forcado estao apresentadas com detalhes na Secao 2.2.

Agora estamos aptos para enunciar nosso primeiro resultado.

Resultado A. Seja (M, X,Z) um sistema forgado real analitico 2-dimensional definido
numa variedade compacta com esquinas. Existe uma sequéncia finita de blow-ups com
peso

(M,;C\:,i) = (Mna‘)(naIn> % te % (M07X07IO) = (M,X,I)
tal que (./(/lv, /'F,f) ¢ elementar.

O enunciado preciso do Resultado A é o Teorema 3.19, que é o objeto de estudo de
todo o Capitulo 3, e tanto seu enunciado quanto sua prova podem ser encontrados na
Sub-secao 3.3.2. Para mais detalhes a respeito da noc¢ao de sistema forcado elementar,
veja as Definigdes 2.6 e 3.6 e o Teorema 3.8.

O primeiro Teorema de resolucao de singularidades para campos de vetores planares
analiticos foi enunciado por Bendixson [5] e foi provado por Seidenberg [40]. Tal resultado
foi generalizado por Dumortier [15] para campos de vetores reais C*°. Brunella e Miari [6]
consideraram blow-ups com peso para resolver singularidades isoladas de campos de veto-
res analiticos sob algumas condigoes de nao degenerecéncia. Pelletier [33] deu uma prova
sem tais condicoes de nao degenerecéncia, e no mesmo trabalho a autora também deu
uma estimativa para o nimero de blow-ups com peso necessarios para resolver uma sin-
gularidade. Panazzolo [32] provou o teorema de resoluc¢ao de singularidades para campos
de vetores analiticos em dimensao 3.

No que diz respeito a resolugao de singularidades de sistemas forcados, o Teorema
3.19 pode ser provado da seguinte forma. Primeiro, aplicamos o resultado classico de
Bendixson—Seidenberg para resolver as singularidades da folheagao X, e em seguida aplica-
se resultados da Geometria Algébrica a respeito de resolugao de singularidades de conjun-
tos analiticos subordinados a folheagoes. De fato, uma vez que a folheagdo possui apenas
pontos elementares, pelo teorema principal de [3] existe uma resolugao de singularidades
para o ideal de impasse Z de modo que os pontos da folheacdo continuam elementares.

Por outro lado, a abordagem utilizada nesta trabalho nao utiliza resultados de Ge-
ometria Algébrica, e a folheacdo e o conjunto de impasse sdo dessingularizados simul-
taneamente. Neste sentido, algumas ideias e defini¢oes utilizadas foram inspiradas em
[4, 32, 33].

Uma vez que o Teorema de resolucao de singularidades de sistemas forgados foi pro-
vado, podemos usar blow-ups para estudar e classificar retratos de fase dessa classe de
sistemas. Este é justamente o contetido desenvolvido no Capitulo 4 e que podem ser
encontrado também na pré publicagao [35]. Como tal estudo ¢é local, vamos denotar um
sistema forgado definido em uma vizinhanga de um ponto p pela terna (X, 4, p), em que
X denota o campo de vetores adjunto e ¢ é uma funcao analitica irredutivel cujo conjunto
de zeros é o conjunto de impasse As. Quando p é a origem, denotamos o sistema forgado
simplesmente por (X 0).
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Primeiramente, damos uma condicao baseada na resolucao de singularidades que
determina quando dois sistema forgados sdo equivalentes (ou mais precisamente, C°-
orbitalmente equivalentes). Esta condigao é chamada esquema elementar de singulari-
dades (veja a Definigdo 4.5, Se¢ao 4.1). A grosso modo, provamos que se dois sistemas
forcados possuem a mesma resolucao de singularidades, entao eles sao equivalentes. Este
resultado estende o Teorema B de [15] para o contexto de sistemas com impasses. Em
outras palavras:

Resultado B. Se dois sistemas forcados possuem o mesmo esquema elementar de singu-
laridades entao, localmente, eles sao equivalentes.

O enunciado preciso do Resultado B ¢ exatamente o enunciado do Teorema 4.10 (veja
Secgao 4.1), e a defini¢ao de equivaléncia que adotamos ao longo deste trabalho pode ser
encontrada na Sec¢ao 2.1. Tal teorema é um resultado chave para provar os Resultados C
e D e no desenvolvimento do restante do Capitulo 4.

No que diz respeito ao Resultado C, suponha que 0 é uma singularidade do sistema
forgado (X,d), em que 0 é um ponto de equilibrio do campo de vetores adjunto X e
um ponto regular da curva de impasse A simultaneamente. Associamos um poligono
de Newton P a este sistema forcado e mostramos no Resultado C que os termos que
estao na fronteira 0P do poligono determinam topologicamente o retrato de fase. Em
outras palavras, os termos na fronteira 9P definem a chamada parte principal (Xq,0) do
sistema forgado (veja a Definigao 4.14, Secao 4.2), e provamos que, sob certas condi¢oes
de nao degenerecéncia, o sistema forcado original é orbitalmente equivalente a sua parte
principal.

De um ponto de vista pratico, o Resultado C diz que se quisermos estudar propriedades
topoldgicas de uma singularidade préxima a parte regular de A, podemos “descartar” os
termos da expansao em Taylor que nao estao na fronteira 0P do poligono. Este resultado
estende o Teorema A de [6] para o contexto de sistemas forgados.

Resultado C. Sob certas condigoes de nao degenerecéncia, um sistema forgado (X, 9) é,
localmente, equivalente a sua parte principal (Xq, ).

O enunciado preciso do Resultado C é o Teorema 4.19, cuja prova pode ser encontrado
na Secao 4.2.

O préximo objetivo é classificar retratos de fase de sistemas forgados cuja curva de
impasse é singular. Defina o conjunto A como sendo o conjunto dos sistemas forcados
(X, 0) definidos numa vizinhanga da origem tais que:

1. O campo de vetores adjunto é constante, isto é, X(z,y) = (a,b) com a,b € R e
a’ + b £ 0.

2. A funcao 0 é uma das func¢des dadas pela classificacdo das singularidades do tipo
ADE de Arnold [2] (veja a tabela 4.1 na Segao 4.3).

O Resultado D da condigoes para garantir quando um sistema forgado (X, d) é equi-
valente a um sistema em .4, em que os coeficientes a_; o e by _; na expansao

5(3:7 y)l' = G-10+ QoT +a_11Y + ..., (1 1)
(S(JJ, y)y = b07,1 + bo,oy + b17,1$ + . ’
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satisfazem a2, ;4 b5 _; # 0 e a funcdo ¢ é uma das dadas pela Tabela 4.1.

Resultado D. Sdo dadas condigoes para que um sistema for¢ado da forma (1.1) seja
equivalente a um sistema do conjunto A, e também classificam-se todos os retratos de
fase possiveis.

O enunciado preciso do Resultado D é o Teorema 4.20, Secao 4.3.

Ja na segunda parte desta trabalho, no Capitulo 5, é realizado um estudo de fluxos de
campos de vetores polinomiais tridimensionais em superficies algébricas invariantes, cujos
resultados estdo na publicagao [41]. Mais precisamente, o objetivo é criar uma ponte entre
o estudo de sistemas forgados e o estudo de fluxo em tais superficies. Para isso, vamos
considerar campos de vetores tridimensionais cuja superficie algébrica invariante pode ser
escrita da forma

M = {(IL‘,y, Z);H(:E7ya Z) = f(x,y)z - g(w,y) = 0}7

onde f, g : R? — R sdao polindmios.

Como sera explicitado mais adiante, superficies como M podem ser conexas ou desco-
nexas, regulares ou singulares, etc. Além disso, sistemas famosos na literatura de ciéncias
aplicadas (Equacao de Falkner—Skan, Sistema de Interagdo de Trés ondas, Sistema de
Lorenz, Sistema de Chen) possuem superficies algébricas invariantes dessa forma.

A superficie M pode ser escrita como a uniao disjunta de dois subconjuntos: G,; e
Zy. O primeiro deles é o gréfico da funcao z = (g/f)(z,y), e o segundo deles representa
o subconjunto de M que nao pode ser escrito como grafico com relagao as variaveis x e
y. O conjunto Z,; serd chamado de conjunto de pseudo-impasse.

Devido a existéncia do conjunto de pseudo impasse, o fluxo do campo de vetores
polinomial tridimensional X em M nao pode ser globalmente descrito por um sistema de
equagoes diferenciais ordinarias no plano. Por outro lado, provamos que o fluxo pode ser
descrito por um sistema forgado.

Exemplo 1.1. Considere o campo de vetores X (x,vy, z) = (2y, 22z, (22 — 1)z — (y* — 1)),
que possui H(z,y,z) = (x> —1)z—(y*—1) como polinémio de Darboux. Podemos escrever
M = H™(0) da forma M = Gy U Iy, em que

Gor = {(,9,2) € Mz = (4 — 1)/(2” — 1),z £ £1}, o

Ty = {(2,y,2) e M|y’ —1=0=2> 1,z € R}.

Geometricamente, Zp; C M é formado por quatro retas paralelas ao eixo z. O fluxo
de X em G, é descrito pelo sistema de equacgoes diferenciais ordinarias

T o= 2y;
oo 2y - 1) (1.2)
b= oy

ao passo que o fluxo em toda a superficie M é descrito pelo sistema forcado

T = 2y
{(ﬁ—l)g = (1), (13)
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Observe que a projecao de Zy; no plano xy é um conjunto de pontos de equilibrio do
tipo noé hiperbdlico do sistema adjunto

@ o= 2y(a®—1);
{z'/ = 2z(y* - 1). (-4

Pode-se mostrar que Z;; nao contém pontos de equilibrio de X, e que essas quatro
retas nao sao invariantes pelo fluxo de X. Veja a Figura 1.1.

NT=\7
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Figura 1.2: Retrato de fase de (1.2) (esquerda) e superficie M (direita). O conjunto de
impasse A esta destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse Z,; esta destacado
em azul.
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A questao que norteia o desenvolvimento do quinto Capitulo é: como o estudo de
sistemas forgados no plano pode ser 1itil no entendimento dos fluxos de campos de vetores
tridimensionais em superficies invariantes da forma M = {f(z,y)z — g(z,y) = 0}7 Para
responder a esta pergunta, deve-se olhar para o conjunto de pseudo impasse Z; e nossa
abordagem buscou responder as seguintes questoes:

1. Como uma singularidade de um sistema forcado pode nos ajudar a descrever o fluxo
de X na superficie invariante M?

2. As singularidades de um sistema forcado estao relacionadas com a geometria da
superficie M, isto é, estdo relacionadas com o fato de M ser regular ou singular,
conexa ou desconexa?

3. Como ¢ a projecao do conjunto de pseudo impasse no plano? Como sao das dina-
micas do sistema forcado em torno do ponto projetado?

4. Quando o fluxo de X de em M é transversal a Z,,? Quando Z,; é invariante por
X7

Equacoes diferenciais ordinarias descrevem o fluxo de X apenas em G, ao passo que
sistemas forcados podem descrever o fluxo em toda a superficie M. Nesta dire¢ao, nossos
principais resultados sdo:
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Resultado E. Seja M = {f(z,y)z — g(z,y) = 0} uma superficie algébrica invariante
do campo de vetores polinomial X = ( «a(z,vy, 2), 5(z,y, 2),v(x,y, z)) Entao existe um

sistema polinomial forcado definido em R? tal que
1. O conjunto de impasse de tal sistema é dado por A = {f(z,y) = 0};

2. No conjunto aberto R*\ A, as curvas solucao do sistema forgado sdo as projecoes no
plano xy das curvas solucao de X em Gyy;

3. A projegao do conjunto de pseudo impasse Zy; no plano xy esté contida no conjunto

de impasse A e é um conjunto de pontos de equilibrio do campo de vetores adjunto
A*F.

Resultado F. Se ¢ = (79, y0) ¢ um ponto de impasse e equilibrio hiperbélico do campo
de vetores adjunto, entao a reta r = {(xo, vo, 2)|2 € R} C I satisfaz:

1. O fluxo do campo de vetores tridimensional em M ¢é transversal a r;
2. Nao ha pontos singulares de M em r;

3. A linha r ndo contém pontos de equilibrio do campo de vetores tridimensional.

Os Resultados E e F dizem respeito aos Teoremas 5.5 e 5.21, respectivamente. Além
disso, mostramos que propriedades geométricas de M estao relacionadas com o tipo de
singularidade do sistema forcado.

Este trabalho estda organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 apresentamos os
conceitos necessarios para o entendimento e desenvolvimento dos resultados. Todo o
Capitulo 3 é dedicado ao estudo do algoritmo de resolugdo de singularidades (também
abordado na pré-publicacao [34]), que serd fundamental no desenvolvimento do Capitulo 4,
onde nods usamos a resolucao de singularidades como ferramenta para estudar e classificar
retratos de fase de sistemas forgados (veja a pré-publicagao [35]). Finalmente, no Capitulo
5 apresentamos os resultados relacionados ao estudo de fluxos em superficies invariantes,
que também podem ser encontrados na publicacao [41].
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