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RESUMO

O principal objeto de estudo desta Tese é uma classe especial de equações diferen-

ciais chamadas de sistemas forçados (ou sistemas com impasses). Este trabalho é

dividido em duas partes, e em cada parte nós abordamos dois problemas clássicos

oriundos do estudo de equações diferenciais ordinárias. O primeiro deles é o estudo

de singularidades de sistemas forçados e a classificação de seus retratos de fase. Um

algoritmo de resolução de singularidades para esta classe de sistemas é apresentado,

e aplicamos esta teoria na classificação topológica de suas singularidades. Resulta-

dos clássicos a respeito da classificação topológica de campos de vetores analíticos

são estendidos para o contexto de sistemas forçados analíticos. A segunda parte

diz respeito ao estudo do fluxo de um campo de vetores polinomial tridimensional em

superfícies algébricas invariantes. Provamos que, para uma certa classe de superfí-

cies, o fluxo pode ser descrito por um sistema forçado polinomial planar. Além disso,

as singularidades dos sistemas forçados estão profundamente relacionadas com pro-

priedades geométricas da superfície, assim como com o fluxo do campo de vetores.

Sistemas famosos vindos das ciências aplicadas exemplificam nossos resultados.

Palavras-chave: Sistemas forçados, Blow-up, Classificação topológica, Superfícies in-
variantes.



ABSTRACT

The main object of study of this Thesis is a special class of differential equations cal-

led constrained differential systems (or impasse systems). This work is divided in two

parts, and in each part we address two classical problems from ordinary differential

equations. The first one concerns the study of singularities of constrained systems

and the classification their of phase portraits. An algorithm of resolution of singulari-

ties for such class of systems is presented, and we use this theory in the topological

classification of singularities. Classical results on topological classification of analytic

vector fields are extended to the context of analytic constrained systems. The second

part concerns the study of flows of three-dimensional polynomial vector fields on in-

variant algebraic surfaces. We prove that, for a certain class of surfaces, the flow can

be described by a polynomial constrained system defined on the plane. Moreover, the

singularities of the constrained system are deeply related to geometric properties of

the surface, as well as the flow of the vector field. Well-known systems from applied

sciences exemplify our results.

Keywords: Constrained systems, Blow-up, Topological classification, Invariant surfa-
ces.
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1 Introdução

Sistemas Dinâmicos, e em particular a Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais
Ordinárias, é a área da Matemática que busca compreender o comportamento e o estado
de fenômenos cuja evolução é dada por uma determinada regra (ou função). Seu estudo
se inicia no final do século XIX com o matemático francês Henri Poincaré, a partir de
seu célebre trabalho Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle, onde
cunhou a frase: “Investigar quais são as propriedades das equações diferenciais é uma
questão do mais alto interesse”.

Desde então, o estudo qualitativo das equações diferenciais ordinárias se desenvolveu
muito, motivado tanto pelos desafios intrínsecos da Matemática quanto pelas suas aplica-
ções em várias áreas, tais como Física, Química, Biologia e Economia. Juntamente com
esse desenvolvimento, várias classes de sistemas surgiram e ganharam destaque dentro da
comunidade científica, como, por exemplo, equações diferenciais suaves por partes e equa-
ções diferenciais com várias escalas de tempo. O principal objeto de estudo deste trabalho
é o estudo da classe dos chamados Sistemas Forçados (ou Sistemas com Impasse).

Sistemas Forçados são definidos por equações diferenciais da forma

A(x)ẋ = F (x),

em que x ∈ U ⊆ Rn, A é uma matriz n × n cujas entradas são funções diferenciáveis e
F : U → Rn também é diferenciável. Nestas condições, um ponto p tal que detA(p) = 0
é chamado ponto de impasse, e o chamado conjunto de impasse é o conjunto ∆ =
{p ∈ U ; detA(p) = 0}. As referências [25, 43, 44] são artigos clássicos a respeito de tais
sistemas, e aplicações podem ser encontradas em [37, 38, 42].

Neste trabalho, exigiremos que a matriz A não tenha rank constante e que o conjunto
de impasse possua codimensão maior ou igual a um. Uma característica interessante desta
classe de sistemas é que o Teorema de Existência e Unicidade das EDO’s só é válido fora
do conjunto de impasse (veja o Capítulo 2).

Como ficará claro na Seção 2.1, sem perda de generalidade podemos escrever um
sistema forçado como

δ(x)ẋ = X(x)
em que X(x) = A∗(x)F (x) é o chamado campo de vetores adjunto e δ(x) = detA(x)
é a função que define o conjunto de impasse.

Este trabalho essencialmente aborda dois problemas, cada um deles trazendo para o
contexto de Sistemas Forçados questões que já foram estudadas para o caso das equações
diferenciais ordinárias clássicas. O primeiro deles é o estudo de singularidades via blow-
ups, bem como a classificação topológica de tais sistemas.

Singularidades de sistemas forçados na parte suave do conjunto de impasse foram
estudados em [43, 44]. Um dos objetivos deste trabalho é estudar singularidades não

17
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apenas na parte suave, mas também na parte singular do conjunto de impasse. Além do
interesse matemático, é possível encontrar na literatura modelos das ciências aplicadas
que apresentam este tipo de singularidade. Por exemplo, o sistema(

L ◦ f(x)
)(
f ′(x)

)2
ẋ = −∂P

∂x
, C(y)ẏ = ∂P

∂y

descreve a dinâmica de um circuito RLC. Veja o Exemplo 6 de [42] para mais detalhes,
onde também podem ser encontrados outros exemplos.

Em [9] os autores usaram blow-ups homogêneos para estudar pontos singulares do
conjunto de impasse de um sistema forçado real polinomial no plano. Além disso, foi
adotada a hipótese de que o polinômio é homogêneo, dentre outras condições de não
degenerecência. O primeiro resultado do nosso trabalho, que também pode ser encontrado
na pré-publicação [34], é um teorema de resolução de singularidades de sistemas forçados
reais analíticos que não requer tais condições de não degenerecência.

Como nossa prova utiliza blow-ups com peso, precisamos trabalhar numa categoria
mais geral de variedades, que são as variedades com esquinas. Ficará claro ao longo deste
trabalho que, ao aplicar um blow-up em uma singularidade, estamos substituindo um
ponto por um conjunto homeomorfo à S1, e este processo modifica o espaço ambiente, que
agora será uma variedade com esquinas (veja a Figura 1.1). Dessa forma, para enunciar
o teorema precisamos fazer menção ao espaço ambiente, e isto demandará também que
definamos um sistema forçado globalmente. Esta definição é dada de forma precisa na
Seção 2.1, mas vamos introduzi-la agora brevemente com o objetivo de enunciar nossos
resultados.

Figura 1.1: Sistema forçado em uma variedade com esquinas após blow-up.

Uma variedade com esquinas 2-dimensionalM é uma variedade analítica cujos
abertos são homeomorfos a abertos de (R≥0)2.

Uma 1-folheação orientada analítica, por sua vez, é uma coleção de pares X =
{(Ui, Xi)}i∈I tal que {Ui}i∈I é uma cobertura aberta deM, Xi = (Pi, Qi) é um campo de
vetores analítico definido em Ui e, na intersecção de dois abertos Ui ∩Uj, os campos Xi e
Xj coincidem a menos de uma função estritamente positiva.

Finalmente, feixe de ideais principais I = {(Ui, δi)}i∈I é uma coleção de pares tal
que {Ui}i∈I é uma cobertura aberta deM, δi é uma função analítica irredutível definida
em Ui e, na intersecção de dois abertos Ui ∩ Uj, as funções δi e δj coincidem a menos
de uma função estritamente positiva. O conjunto de zeros deste ideal é o conjunto de
impasse.
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Um sistema forçado 2-dimensional analítico é a terna (M,X , I).
De maneira intuitiva, o processo de resolução de singularidades consiste em substituir

uma singularidade de um sistema forçado por um novo conjunto compacto. Neste novo
conjunto compacto, singularidades menos degeneradas deverão aparecer. Novamente apli-
camos este raciocínio para as novas singularidades que aparecem, e ao final do processo
obtemos as singularidades mais “simples” possíveis. Esta noção de “simples” é justamente
a noção de ponto elementar. Ambas as definições de singularidade e de ponto elementar
de um sistema forçado estão apresentadas com detalhes na Seção 2.2.

Agora estamos aptos para enunciar nosso primeiro resultado.

Resultado A. Seja (M,X , I) um sistema forçado real analítico 2-dimensional definido
numa variedade compacta com esquinas. Existe uma sequência finita de blow-ups com
peso

(M̃, X̃ , Ĩ) = (Mn,Xn, In) Φn−→ · · · Φ0−→ (M0,X0, I0) = (M,X , I)
tal que (M̃, X̃ , Ĩ) é elementar.

O enunciado preciso do Resultado A é o Teorema 3.19, que é o objeto de estudo de
todo o Capítulo 3, e tanto seu enunciado quanto sua prova podem ser encontrados na
Sub-seção 3.3.2. Para mais detalhes a respeito da noção de sistema forçado elementar,
veja as Definições 2.6 e 3.6 e o Teorema 3.8.

O primeiro Teorema de resolução de singularidades para campos de vetores planares
analíticos foi enunciado por Bendixson [5] e foi provado por Seidenberg [40]. Tal resultado
foi generalizado por Dumortier [15] para campos de vetores reais C∞. Brunella e Miari [6]
consideraram blow-ups com peso para resolver singularidades isoladas de campos de veto-
res analíticos sob algumas condições de não degenerecência. Pelletier [33] deu uma prova
sem tais condições de não degenerecência, e no mesmo trabalho a autora também deu
uma estimativa para o número de blow-ups com peso necessários para resolver uma sin-
gularidade. Panazzolo [32] provou o teorema de resolução de singularidades para campos
de vetores analíticos em dimensão 3.

No que diz respeito a resolução de singularidades de sistemas forçados, o Teorema
3.19 pode ser provado da seguinte forma. Primeiro, aplicamos o resultado clássico de
Bendixson–Seidenberg para resolver as singularidades da folheação X , e em seguida aplica-
se resultados da Geometria Algébrica a respeito de resolução de singularidades de conjun-
tos analíticos subordinados à folheações. De fato, uma vez que a folheação possui apenas
pontos elementares, pelo teorema principal de [3] existe uma resolução de singularidades
para o ideal de impasse I de modo que os pontos da folheação continuam elementares.

Por outro lado, a abordagem utilizada nesta trabalho não utiliza resultados de Ge-
ometria Algébrica, e a folheação e o conjunto de impasse são dessingularizados simul-
taneamente. Neste sentido, algumas ideias e definições utilizadas foram inspiradas em
[4, 32, 33].

Uma vez que o Teorema de resolução de singularidades de sistemas forçados foi pro-
vado, podemos usar blow-ups para estudar e classificar retratos de fase dessa classe de
sistemas. Este é justamente o conteúdo desenvolvido no Capítulo 4 e que podem ser
encontrado também na pré publicação [35]. Como tal estudo é local, vamos denotar um
sistema forçado definido em uma vizinhança de um ponto p pela terna (X, δ, p), em que
X denota o campo de vetores adjunto e δ é uma função analítica irredutível cujo conjunto
de zeros é o conjunto de impasse ∆δ. Quando p é a origem, denotamos o sistema forçado
simplesmente por (X, δ).
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Primeiramente, damos uma condição baseada na resolução de singularidades que
determina quando dois sistema forçados são equivalentes (ou mais precisamente, C0-
orbitalmente equivalentes). Esta condição é chamada esquema elementar de singulari-
dades (veja a Definição 4.5, Seção 4.1). A grosso modo, provamos que se dois sistemas
forçados possuem a mesma resolução de singularidades, então eles são equivalentes. Este
resultado estende o Teorema B de [15] para o contexto de sistemas com impasses. Em
outras palavras:

Resultado B. Se dois sistemas forçados possuem o mesmo esquema elementar de singu-
laridades então, localmente, eles são equivalentes.

O enunciado preciso do Resultado B é exatamente o enunciado do Teorema 4.10 (veja
Seção 4.1), e a definição de equivalência que adotamos ao longo deste trabalho pode ser
encontrada na Seção 2.1. Tal teorema é um resultado chave para provar os Resultados C
e D e no desenvolvimento do restante do Capítulo 4.

No que diz respeito ao Resultado C, suponha que 0 é uma singularidade do sistema
forçado (X, δ), em que 0 é um ponto de equilíbrio do campo de vetores adjunto X e
um ponto regular da curva de impasse ∆ simultaneamente. Associamos um polígono
de Newton P a este sistema forçado e mostramos no Resultado C que os termos que
estão na fronteira ∂P do polígono determinam topologicamente o retrato de fase. Em
outras palavras, os termos na fronteira ∂P definem a chamada parte principal (XΩ, δ) do
sistema forçado (veja a Definição 4.14, Seção 4.2), e provamos que, sob certas condições
de não degenerecência, o sistema forçado original é orbitalmente equivalente a sua parte
principal.

De um ponto de vista prático, o Resultado C diz que se quisermos estudar propriedades
topológicas de uma singularidade próxima a parte regular de ∆, podemos “descartar” os
termos da expansão em Taylor que não estão na fronteira ∂P do polígono. Este resultado
estende o Teorema A de [6] para o contexto de sistemas forçados.

Resultado C. Sob certas condições de não degenerecência, um sistema forçado (X, δ) é,
localmente, equivalente a sua parte principal (XΩ, δ).

O enunciado preciso do Resultado C é o Teorema 4.19, cuja prova pode ser encontrado
na Seção 4.2.

O próximo objetivo é classificar retratos de fase de sistemas forçados cuja curva de
impasse é singular. Defina o conjunto A como sendo o conjunto dos sistemas forçados
(X, δ) definidos numa vizinhança da origem tais que:

1. O campo de vetores adjunto é constante, isto é, X(x, y) = (a, b) com a, b ∈ R e
a2 + b2 6= 0.

2. A função δ é uma das funções dadas pela classificação das singularidades do tipo
ADE de Arnold [2] (veja a tabela 4.1 na Seção 4.3).

O Resultado D dá condições para garantir quando um sistema forçado (X, δ) é equi-
valente a um sistema em A, em que os coeficientes a−1,0 e b0,−1 na expansão{

δ(x, y)ẋ = a−1,0 + a0,0x+ a−1,1y + ...,
δ(x, y)ẏ = b0,−1 + b0,0y + b1,−1x+ ...,

(1.1)
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satisfazem a2
−1,0 + b2

0,−1 6= 0 e a função δ é uma das dadas pela Tabela 4.1.

Resultado D. São dadas condições para que um sistema forçado da forma (1.1) seja
equivalente a um sistema do conjunto A, e também classificam-se todos os retratos de
fase possíveis.

O enunciado preciso do Resultado D é o Teorema 4.20, Seção 4.3.
Já na segunda parte desta trabalho, no Capítulo 5, é realizado um estudo de fluxos de

campos de vetores polinomiais tridimensionais em superfícies algébricas invariantes, cujos
resultados estão na publicação [41]. Mais precisamente, o objetivo é criar uma ponte entre
o estudo de sistemas forçados e o estudo de fluxo em tais superfícies. Para isso, vamos
considerar campos de vetores tridimensionais cuja superfície algébrica invariante pode ser
escrita da forma

M = {(x, y, z);H(x, y, z) = f(x, y)z − g(x, y) = 0},

onde f, g : R2 → R são polinômios.
Como será explicitado mais adiante, superfícies como M podem ser conexas ou desco-

nexas, regulares ou singulares, etc. Além disso, sistemas famosos na literatura de ciências
aplicadas (Equação de Falkner–Skan, Sistema de Interação de Três ondas, Sistema de
Lorenz, Sistema de Chen) possuem superfícies algébricas invariantes dessa forma.

A superfície M pode ser escrita como a união disjunta de dois subconjuntos: GM e
IM . O primeiro deles é o gráfico da função z = (g/f)(x, y), e o segundo deles representa
o subconjunto de M que não pode ser escrito como gráfico com relação às variáveis x e
y. O conjunto IM será chamado de conjunto de pseudo-impasse.

Devido à existência do conjunto de pseudo impasse, o fluxo do campo de vetores
polinomial tridimensional X em M não pode ser globalmente descrito por um sistema de
equações diferenciais ordinárias no plano. Por outro lado, provamos que o fluxo pode ser
descrito por um sistema forçado.

Exemplo 1.1. Considere o campo de vetores X(x, y, z) = (2y, 2xz, (x2− 1)z− (y2− 1)),
que possui H(x, y, z) = (x2−1)z−(y2−1) como polinômio de Darboux. Podemos escrever
M = H−1(0) da forma M = GM ∪ IM , em que

GM = {(x, y, z) ∈M |z = (y2 − 1)/(x2 − 1), x 6= ±1}, e

IM = {(x, y, z) ∈M |y2 − 1 = 0 = x2 − 1, z ∈ R}.

Geometricamente, IM ⊂ M é formado por quatro retas paralelas ao eixo z. O fluxo
de X em GM é descrito pelo sistema de equações diferenciais ordinárias

ẋ = 2y;

ẏ = 2x(y2 − 1)
(x2 − 1) ; (1.2)

ao passo que o fluxo em toda a superfície M é descrito pelo sistema forçado{
ẋ = 2y;

(x2 − 1)ẏ = 2x(y2 − 1). (1.3)
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Observe que a projeção de IM no plano xy é um conjunto de pontos de equilíbrio do
tipo nó hiperbólico do sistema adjunto{

ẋ = 2y(x2 − 1);
ẏ = 2x(y2 − 1). (1.4)

Pode-se mostrar que IM não contém pontos de equilíbrio de X, e que essas quatro
retas não são invariantes pelo fluxo de X. Veja a Figura 1.1.

-2 -1 0 1 2
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0
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Figura 1.2: Retrato de fase de (1.2) (esquerda) e superfície M (direita). O conjunto de
impasse ∆ está destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse IM está destacado
em azul.

A questão que norteia o desenvolvimento do quinto Capítulo é: como o estudo de
sistemas forçados no plano pode ser útil no entendimento dos fluxos de campos de vetores
tridimensionais em superfícies invariantes da forma M = {f(x, y)z − g(x, y) = 0}? Para
responder a esta pergunta, deve-se olhar para o conjunto de pseudo impasse IM e nossa
abordagem buscou responder as seguintes questões:

1. Como uma singularidade de um sistema forçado pode nos ajudar a descrever o fluxo
de X na superfície invariante M?

2. As singularidades de um sistema forçado estão relacionadas com a geometria da
superfície M , isto é, estão relacionadas com o fato de M ser regular ou singular,
conexa ou desconexa?

3. Como é a projeção do conjunto de pseudo impasse no plano? Como são das dinâ-
micas do sistema forçado em torno do ponto projetado?

4. Quando o fluxo de X de em M é transversal a IM? Quando IM é invariante por
X?

Equações diferenciais ordinárias descrevem o fluxo de X apenas em GM , ao passo que
sistemas forçados podem descrever o fluxo em toda a superfície M . Nesta direção, nossos
principais resultados são:
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Resultado E. Seja M = {f(x, y)z − g(x, y) = 0} uma superfície algébrica invariante
do campo de vetores polinomial X =

(
α(x, y, z), β(x, y, z), γ(x, y, z)

)
. Então existe um

sistema polinomial forçado definido em R2 tal que

1. O conjunto de impasse de tal sistema é dado por ∆ = {f(x, y) = 0};

2. No conjunto aberto R2\∆, as curvas solução do sistema forçado são as projeções no
plano xy das curvas solução de X em GM ;

3. A projeção do conjunto de pseudo impasse IM no plano xy está contida no conjunto
de impasse ∆ e é um conjunto de pontos de equilíbrio do campo de vetores adjunto
A∗F .

Resultado F. Se q = (x0, y0) é um ponto de impasse e equilíbrio hiperbólico do campo
de vetores adjunto, então a reta r = {(x0, y0, z)|z ∈ R} ⊂ IM satisfaz:

1. O fluxo do campo de vetores tridimensional em M é transversal à r;

2. Não há pontos singulares de M em r;

3. A linha r não contém pontos de equilíbrio do campo de vetores tridimensional.

Os Resultados E e F dizem respeito aos Teoremas 5.5 e 5.21, respectivamente. Além
disso, mostramos que propriedades geométricas de M estão relacionadas com o tipo de
singularidade do sistema forçado.

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Capítulo 2 apresentamos os
conceitos necessários para o entendimento e desenvolvimento dos resultados. Todo o
Capítulo 3 é dedicado ao estudo do algoritmo de resolução de singularidades (também
abordado na pré-publicação [34]), que será fundamental no desenvolvimento do Capítulo 4,
onde nós usamos a resolução de singularidades como ferramenta para estudar e classificar
retratos de fase de sistemas forçados (veja a pré-publicação [35]). Finalmente, no Capítulo
5 apresentamos os resultados relacionados ao estudo de fluxos em superfícies invariantes,
que também podem ser encontrados na publicação [41].
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