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Resumo

O objetivo principal deste trabalho ¢ estudar os conjuntos controlaveis por cadeias
para acdes de semigrupos em fibrados.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira:

No capitulo 1, apresentamos algumas preliminares necessarias para o
desenvolvimento deste trabalho.

No capitulo 2, estudamos alguns topicos da Teoria Geométrica de Controle, tais
como, sistemas de controle, semigrupo e o grupo do sistema, acessibilidade,
controlabilidade e controlabilidade aproximada para sistemas de controle. Estudamos
também certas regides do espago de fase, ditas conjuntos controléveis para sistemas de
controle, em que o sistema de controle ¢ aproximadamente controlavel. E, na sequéncia,
estudamos os conjuntos controlaveis por cadeias para sistemas de controle.

Posteriormente, no capitulo 3, estudamos os conjuntos controlaveis para agdes de
semigrupos, bem como, algumas de suas propriedades, tais como, dois conjuntos
controlaveis para a acdo de um semigrupo, sdo iguais ou sao disjuntos. Vimos também o
conceito de conjunto de transitividade de um conjunto controlavel, e algumas
propriedades, tais como, ¢ um conjunto aberto e denso no qual o semigrupo age
transitivamente . Em seguida, estudamos os conjuntos controlaveis por cadeias para
acdes de semigrupos em espacos métricos, em que mostramos alguns resultados, como
por exemplo, o que caracteriza os conjuntos controlaveis por cadeias como intersegdes
de conjuntos controlaveis para certos semigrupos.

E, por fim, no ultimo capitulo, estudamos o comportamento dos conjuntos
controlaveis por cadeias nos fibrados principais e nos seus fibrados associados, em que
vimos alguns resultados, como por exemplo, mostramos que os conjuntos controldveis
por cadeias do espaco total de um fibrado sdo projetados dentro de conjuntos
controladveis por cadeias do espago base do fibrado, e bem como, conjuntos de
transitividade de conjuntos controléveis por cadeias sdo projetados dentro do conjunto
de transitividade de conjuntos controlaveis por cadeias.

Palavras-Chave: Ag¢oes de Semigrupos, Conjuntos Controlaveis, Conjuntos
Controlaveis por Cadeias, Fibrados.






Abstract

The main objective of this work is to study the chain control sets for semigroups
actions.

The paper is organized as follows:

First, in chapter 1, we presented some preliminaries necessary for the development of
this work.

Then, in chapter 2, we studied some topics of the Geometric Control Theory, such
as, control sets, semigroup and system group, accessibility, controllability and
approximate controllability for control sets. We also studied certain regions of phase
space, called controllable system for control sets, where the control sets are
approximately controllable. And, in the sequence, we studied the controllable sets by
chains for control systems.

Subsequently, in chapter 3, we studied the controllable sets for semigroups actions,
also some of their properties, such as, two controllable sets for semigroup actions, are
the same or are disjoint. We also saw the concept of transitivity set of a controllable set,
and some properties, such as, is an open and dense set in which the semigroup acts
transitively. After that, we studied the controllable sets by chains for semigroups actions
in metric spaces, in which we show some results, for example, what characterizes the
sets controllable by chains as intersections of controllable sets for certain semigroups.

Finally, in the last chapter, we studied the behavior of the chain control sets for the
fiber bundles and their associated bundles, in which we have seen some results, for
example, we showed that the chains controllable sets of the total space of a fiber bundle
are designed within chains controllable sets of the fiber bundle base space, and as well,
chain controllable sets of transitivity of sets are designed within the transitivity of chain
control sets.

Keywords: Semigroups actions, Controllable sets, Chain control sets, Fiber bundle.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, daremos algumas definicoes preliminares necessdrias para o
desenvolvimento deste trabalho, tais como, a nogao de grupos topolégicos e
suas agoes, topologia quociente, espagos homogéneos, e por fim, introduzire-
mos os conceitos de fibrados principais e fibrados associados.

1.1 Grupos Topoldgicos

Iniciamos com o seguinte conceito.

Definigao 1 Um grupo topolégico G é uma tripla (G,-,7¢) tal que G é um
grupo munido de uma topologia Tg compativel com o produto no grupo, isto
é, as aplicagoes

p:GxG—-G i:G—-(G
(r,y) — 2y  +——a!
sao continuas.

Observamos que as aplicacoes p e ¢ sao continuas se, e somente se, a
aplicagao,

q:GxG—G
(z,y) — ay~".

¢ continua.
A seguir, consideremos os conceitos de translagoes e conjugacoes em gru-
pos topoldgicos.



Definicao 2 Dado um grupo G e um elemento g € G, temos as sequintes
aplicagoes:

i) translacdo a esquerda: E, : G — G tal que E,(h) = gh.

ii) translacao a direita: Dy : G — G tal que Dy(h) = hg.

i) conjugagao: C, : G — G tal que Cy(h) = ghg™'.

Proposicao 1 As aplicagoes E,, D, e C, sio homeomorfismos.
Exemplo 1 O grupo aditivo (R, +) com a topologia usual é um grupo topoldgico,
e em geral, o grupo (R",+) é um grupo topoldgico . O grupo multiplicativo

(R*,-) com a topologia induzida da usual de R é um grupo topoldgico.

Exemplo 2 O grupo linear geral Gl(n,R) de todas as matrizes reais n X n
wvertiveis é um grupo com a topologia induzida do espago das matrizes.

Exemplo 3 O grupo ortogonal O(n,R) = {A : AA" = Id}, e bem como,
o grupo ortogonal especial linear SO(n,R), sao grupos topoldgicos com a

topologia induzida do espago das matrizes.

Exemplo 4 O grupo de Heisenberg das matrizes reais 3 X 3 da forma,

1
0
0

o~ Q
_ o0

é um grupo topoldgico.

1.2 Acoes de Grupos

1.2.1 Acoes de Grupos em Conjuntos

Sejam (G, -) um grupo e X um conjunto qualquer.

Definicao 3 Uma acao a esquerda de G em X é uma aplicacao que associa
a cada g € G uma aplicagao a(g) : X — X e que satisfaz as propriedades:
1. a(e) = Idx, isto é, a(e)(z) = z,Vz € X, e
2. a(gh) = a(g) o a(h).
Uma acao a direita é definida analogamente, considerando a propriedade

(2) como: a(gh) = a(h) o a(g).



Uma agao a esquerda (ou a direita) pode ser vista como um homomorfismo
a:G — B(X), onde B(X) ¢é o grupo das bije¢des de X, com o produto dado
pela composta de duas aplicagoes.

De forma alternativa, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 4 Uma ac¢ao a esquerda é definida como sendo uma aplicacao
o:Gx X — X,
satisfazendo ¢(e,x) = x e ¢(gh,x) = ¢(g, d(h,x)), com g,h € G ex € X.

Observagao: A relagao entre as aplicagoes ¢ e a é 6bvia: ¢(g,z) = a(g)(z),
isto é, a(g) ¢ a aplicagao parcial ¢, de ¢ quando a primeira coordenada ¢
fixada: ¢,(r) = ¢(g, ).

A outra aplicacao parcial associada a ¢ é obtida fixando z € X : ¢, :
G— X, ¢,(9) = #(9, ) = a(g)(z).

Denotaremos por gz e xg as agoes a esquerda e a direita, respectivamente.
Observacgao: Utilizando as notagoes acima, temos que uma acao a esquerda
satisfaz: 1.z = z e g(hz) = (gh)x, enquanto uma acao a direita satisfaz:
x.1l=xe (xg)h = x(gh).

Seja a uma acao & esquerda de G em X, entao a aplicacao a/ dada por
al(g) = a(g™"') é uma agao a direita e vice-versa.

Trabalharemos mais geralmente com as agoes a esquerda, de forma que
as propriedades e resultados serao andlogos para agoes a direita, substituindo

a(g) por a(g™t).

Definicao 5 Dado x € X, a 6rbita do ponto x por G, denotada por Gx, é
dada como sendo o conjunto

Gz ={gr e X :g € G}.

Proposicao 2 Cada drbita é uma classe de equivaléncia da relagao de equiv-
aléncia:
x ~y<= dg € G tal que gr = y.

Demonstragao: Temos que 1.2z = x, o que implica que x ~ z, e portanto,
a propriedade de reflexividade estd satisfeita. Se x ~ y entao existe g € G
tal que y = gz, daf, aplicando ¢~! na igualdade, temos g~ 'y = g7 '(gx) =
(g7'g)x = 1l.x = =, isto é, y ~ x, logo a propriedade de simetria estd

3



satisfeita. Para ver a transitividade, suponhamos que x ~ y e y ~ z, entao
existem ¢, h € GG, tais que

Yy =gr
e isto implica que, z = h(gz) = (hg)z, ou seja, x ~ z, pois hg € G,
z=hy

concluindo a demonstracao. 0

Desta forma, temos que duas orbitas coincidem ou sao disjuntas, como
veremos em particular, no exemplo abaixo.

Exemplo 5 Seja a acdo do grupo GI(2,R) em R2. Temos duas drbitas para
esta agao. De fato, GI1(2,R).(0,0) = {(0,0)} é uma drbita. Agora, se tomar-

mos (x,y) € R? com (x,y) # (0,0) temos que ( :yz; _xy ) € GI(2,R) jd que
seu determinante 12 + y? # 0.

. T -y Ly _ (=
Também temos que (y - > (O) = < y ) Logo, se (x1,y1) e

(2,Y2) sa@o nao nulos, temos que existem g1, go em GI(2,R), tais que

T . 1 e To . 1
91 n 0 92 Yo 0
Entao, (z1,y1) ~ (1,0) e (z2,y2) ~ (1,0). Como ~ é uma relagdo de equiv-

aléncia, seque da propriedade de transitividade que (x1,y1) ~ (T2,y2). Con-
cluindo assim, que R* — {(0,0)} é outra drbita desta agao.

Definicao 6 O conjunto G, dos elementos de G que fixam x é chamado de
subgrupo de isotropia de z, ou seja,

G, ={9€G:gx=u}

Exemplo 6 Seja a acio do grupo GI(2,R) em R?, o subgrupo de isotropia
do ponto (1,0) é dado pelo subgrupo,

ounm{(41) 09}



Proposicao 3 Dados z,y € X, suponha que y = gxr com g € G. Entao,
G, = 9G.g7 ", onde G, e G, denotam os subgrupos de isotropia de x e vy,
respectivamente.

Consideremos o seguinte conceito:

Definicao 7 Uma a¢ao a de G em X, é dita:

1. efetiva se gr = x, para todo x € X, entdao g = 1.

2. livre se os subgrupos de isotropia se reduzem ao elemento neutro de
G, isto é, se gr = x, para algum x € X, entdo g = 1.

3. transitiva se, X é uma orbita de G, isto é, para todo par de elementos
x,y € X, existe g € G tal que gr = y.

Observamos que da definicao acima, temos que acoes livres sao efetivas,
porém, a reciproca nem sempre vale.

A restricdo da acdo a uma Orbita é uma acao transitiva, logo toda pro-
priedade sobre acgoes transitivas se aplica também & restricao da agao a uma
orbita.

1.2.2 Espacos Homogéneos

A seguir, estaremos interessados em definir um espago homogéneo de um
grupo. Para isto consideremos a agao de grupos em espagos quocientes. Seja
H C G um subgrupo e G/H o conjunto das classes laterais gH com g € G,
G/H ={gH : g € G}.

Temos que a aplicacao,

(9,1 H) — g(g1H) = (991) H,

define uma agao a esquerda de G em G/H.
Seja a projegao candnica (aplicagdo sobrejetora):

7m:G—G/H
gr— gH.
Dessa forma, a acgao fica escrita como:
gm(91) = 9(g1H) = g1 H = m(g91).

A agdo de G em G/ H é transitiva e toda agao transitiva estd em bije¢ao com
um espago quociente de G.



Proposicao 4 Suponha que a ag¢ao de G em X ¢é transitiva e tome x € X.
Entao a aplicagio &, : gG, € G/G, — gr € X é uma bijecao entre G/G, e
X. A aplicagio &, é equivariante no sentindo em que g€, (g1 H) = £,((9g1)H),
g,q1 € G, isto é, £, comuta com as agoes de G em G/H e X, respectivamente.
Além disso, se y = gr entdo §, =&, 0 D,.

Observemos que a aplicagao £, citada acima estd relacionada com a apli-
cagao parcial ¢, pelo seguinte diagrama:

G 4 X

H
lﬂ' /‘ﬁw
G/H

Definigao 8 O conjunto G/H é (também) chamado de espago homogéneo
do grupo G.

Num espago homogéneo os grupos agem transitivamente.

Definicao 9 O ponto x escolhido para estabelecer a identificagcdo entre X e
G/G, é chamado de origem ou base do espago homogéneo X .

Alterando a origem x, o espaco quociente nao é alterado, pois numa acao
transitiva os subgrupos de isotropia sao conjugados entre si, como vimos na
Proposicao 3.

Todas as propriedades citadas até aqui, se aplicam também para agoes a
direita, onde os espago homogeéneos sao os quocientes H\G, formados pelas
classes laterais Hg, g € G.

Num espago homogéneo G/ H, isto é, na presenga de uma agao transitiva,
as agoes livres sdo aquelas em que o subgrupo de isotropia H se reduz a {e},
sendo assim, o espaco homogéneo se identifica a G.

Proposicao 5 Seja G uma ag¢do transitiva em X = G/H. Entdo a a¢do
¢ efetiva se, e sé se, H nao contém subgrupos normais de G, além de {e}.
(Um subgrupo H de um grupo G diz-se subgrupo normal de G se aH = Ha,
para qualquer a € G).



1.2.3 Acoes continuas

Definicao 10 Sejam G um grupo topologico e X um espaco topolégico. Uma
agao de G em X é continua se a aplicagao ¢ : G x X — X, ¢(g,x) = gz, é
continua.

Observemos que se, H C G é um subgrupo, entao ¢ : H x X — X
serd uma acao de H, chamada de restricao a H da acao de G em X e, em
particular temos que a restricao de uma acao continua é continua.

Se ¢ for continua, entao as aplicagoes parciais

¢, + G=X, zeX:¢9,=gre
¢, + X—>X,9€G:¢9,=gx

também sao continuas.
Proposicao 6 Os subgrupos de isotropia G, v € X, sao fechados.

Demonstragao: Em relacao a aplicagao ¢, o subgrupo de isotropia é dado
por

o '({z}) ={9 € G: ¢(g.7) = 2} = G,.

Como ¢ é continua entao segue que, os subgrupos que fixam um ponto sao
fechados, ou seja, GG, é fechado. O

Exemplo 7 Seja a agao,
¢:Gl(n,R) x R" — R"

(9,7) — gx.

¢ € uma agao continua, pois ¢ = p;qinr)xrr € a restricao de uma aplicagao
polinomial p : M (n,R) x R — R™ que é continua.

Observacgao: A acao dada no exemplo acima, induz agoes continuas de
subgrupos H de GI(n,R) em R", dada pela restricdo ¢ = p/pxgn.

Introduziremos a seguir uma topologia no espago quociente G/ H, chamada
de topologia quociente.



Definicao 11 Sejam Y um espago topoldgico e ~ uma relagcao de equivalén-
cia em Y. Denotemos por Y/ ~ o conjunto das classes de equivaléncia de
~eporm:Y — Y/ ~ a aplicagio sobrejetora canénica que a caday € Y
associa sua classe de equivaléncia. A topologia quociente em Y/ ~ é aquela
em que um subconjunto A C'Y/ ~ ¢é aberto se, e sé se, 7 1(A) é aberto em

Y.

z

Proposicao 7 Sejam Y e Z espagos topoldgicos em que Y é munido da
relagdo de equivaléncia ~ . Entdao, uma aplicagio f : (Y/ ~) — Z é continua
se, e somente se, formw:Y — Z é continua.

Y
LN
Y/~ ; Z

Observemos que dado um grupo G e um subgrupo H C G, o quociente
G/H é o conjunto das classes de equivaléncia da relagao de equivaléncia em
G7

r~y<——cH =yH.

Assim, quando G é um grupo topolégico, G/H pode ser munido da topolo-
gia quociente por essa relacao de equivaléncia.

Tem-se que a aplicacao

7:G— G/H
g+ gH,

¢ uma aplicacao aberta.

Sejam (GG e (G5 grupos topolégicos e Hy C Gy, Hy C Gy subgrupos. O
produto cartesiano H; X Hs também é um subgrupo de G; x G5 e o quociente
(Gy x Gy)/(Hy x Hs) se identifica com (G1/H1) x (Gy/Hs) pela bijecao:

qb: (Gl X GQ)/(Hl X HQ) — (Gl/Hl) X (GQ/HQ)
¢ : (g1, 92)(Hy, Ho) — (g1Hy, goaHa).

Pelo diagrama abaixo, podemos notar que ¢ ¢ um homeomorfismo em relacao
as topologias quocientes nos espacos homogéneos.

G1><G2 &l GIXG2

l l
(Gl X Gg)/(Hl X Hz) g (Gl/Hl) X (GQ/HQ)

oo



Proposicao 8 A acao ¢ : GXxG/H — G/H é continua em relagao a topolo-
gia quociente.

Observemos que se ¢ : G x X — X é uma acao, entao temos que cada
6rbita Gz estd em bijecao com o quociente G/Gx. Desta forma, podemos
colocar uma topologia na 6rbita Gx de modo que um subconjunto A C Gx
é aberto se o conjunto correspondente em G/Gx for um aberto da topologia
quociente.

Se a acao ¢ acima for continua, entao a érbita Gx C X admite também
a topologia induzida de X.

E no caso de termos a acao ¢ : G x X — X continua, a sua restricao a
uma orbita G também serd continua em relacao a topologia induzida.

Proposicao 9 Seja ¢ : Gx X — X uma ac¢ao continua e transitiva de G em
X. Fizex € X e considere a bijecio &, : G/Gx — X dada por €, (9Gx) = gz,
entao, &, é continua em relag¢io a topologia quociente em G /Gx.

Terminaremos esta se¢ao, observando um caso particular de quocientes,
quando H é um subgrupo normal de G.

Neste caso, o quociente G/ H tem estrutura de grupo tal que (¢H)(hH) =
(gh)H e a projecao canodnica 7 : G — G/H é um homeomorfismo.

O grupo G/H munido da topologia quociente, passa a ser um grupo
topoldgico.

De fato, dado o diagrama,

GxG D G

—

Tl Il
G/H xG/H 2 G/H

¢ denota o produto em G/H e é continua, pela Proposigao 8, e sua inversa
também é continua pela comutatividade do diagrama, juntamente com a
Proposicao 7.

Logo, em relagao a topologia quociente, 7 : G — G/H é um homomor-
fismo continuo e uma aplicacao aberta.

1.3 Semigrupos

Nesta secao, introduziremos o conceito de semigrupos em grupos e em grupos
topolégicos. Outros detalhes poderao ser encontrados, por exemplo, em [12].
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Definicao 12 Um semigrupo é um conjunto nao vazio S munido de uma
operagdo * associativa, ou seja, para todos s,t,u € S tivermos (s xt) *x u =
sk (t*xu).

Exemplo 8 O conjunto dos nimeros reais positivos, (R*,-), com a operagéio
usual de multiplica¢ao, é um semigrupo.

Exemplo 9 O conjunto

a b . 3 L. )
S = B b, c,d sao nimeros reais nao neqgativos p

é um semigrupo com o produto usual de matrizes. O mesmo vale para quais-
quer matrizes n. X n. com todas as entradas reais nao negativas.

Daremos a seguir o conceito de subsemigrupo, que é quando o semigrupo
estd contido no grupo, ou seja,

Definigao 13 Seja (G, %) um grupo. Um subconjunto T C G é um subsemi-
grupo de G se (T, %) é um semigrupo.

Proposicao 10 Suponhamos que (G,*) é um grupo e T um subconjunto de
G. FEntao, T é um subsemigrupo de G se, e somente se, para quaiSquer
elementos x,y € T tivermos x+xy € T.

Demonstragao: De fato, sejam z,y € T, com x xy € T. Dai, podemos
definir a seguinte operacao interna em 7T’

x:I'xT =T

(z,y) — z *xy

na qual x é uma restricao da operacao de G ao conjunto 7" .

Como * é associativa em G, entao também serd em 7', ja que T' é um sub-
conjunto de G. Logo, pela Defini¢do 12 temos que (7, %) é um semigrupo.
E, pela Definicao 13 temos que 71" é um subsemigrupo de G. A reciproca é
imediata da Definicao 13. U
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Exemplo 10 Consideremos o conjunto SI(2,R), o conjunto das matrizes
tnvertiveis 2 X 2 com determinante iqual a 1. Entao, o conjunto

T:{<ccz Z) € SI(2,R") : a,b,c,d > 0}.

T ¢é um subsemigrupo de SI(2,R). De fato, sejam A,B € S com A =
( a b ) e B= ( o by ) , eay,by,ci,dy,as,by,co,ds > 0. Dai, temos

c dy cy dy

AB— a9 + b102 albg + bldg
' Cc109 + d102 Clbg + d1d2

que também possui apenas entradas mao negativas. Logo, A.B € T, e pela
Proposicao 10, temos que T é um subsemigrupo de SI(2,R).

Exemplo 11 Sejam G = R? grupo abeliano com a operacao de adicdo usual
e o conjunto
T={(r,y) eR*:y <z ey>0}

Entao, T é um subsemigrupo de G. De fato, sejam (x1,11),(x2,y2) € T.
Entao, temos que v, < x1, y1 > 0, e ys < xo, yo > 0, 0 que implica que
y1+y2 < 1+ 29 €Y1 +y2 > 0. Logo, (x1,y1) + (x2,9y2) € T, mostrando
assim, que T é um subsemigrupo de G.

A seguir, denotaremos por 77! o conjunto: T = {g~*: g € T}.

Proposicao 11 Suponha que T é um subsemigrupo de um grupo G. Entao
Tt também é um subsemigrupo de G.

Demonstragao: Tomemos z,y € T~ Entao, pela definicao de T~! temos
quer =g 'ey=h"! parag,h € T. Logo, rxy = g 'xh™' = (hxg)~' € T,
pois T' é subsemigrupo. O

E claro que se, o elemento neutro e do grupo pertencer a 7', entéo também
pertence a T 1.

Definicao 14 Um subconjunto nao vazio I, de um subsemigrupo T', é um
ideal a esquerda de T' se T'I C I, um ideal & direita se IT C I e um ideal
se for ideal o esquerda e a direita.
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Proposicao 12 Seja T' um subsemigrupo de um grupo topoldgico G tal que
int(T) # @& . Entao int(T) é um ideal em T.

Demonstracao: Como int(1T") # @, existem g € int(7T') e U uma vizinhanga
aberta de g, tal que g € U C T'. Dai, para todo t € T temos que gt € Ut C T.
Como G é um grupo topoldgico, a translacao a direita é um homeomorfismo.
Logo, o conjunto Ut é uma vizinhanca aberta de gt, isto é, gt € int(T).
Logo, (int(T))T C int(T). Analogamente, temos que T'(int(1T")) C int(T).
Portanto, int(T") é um ideal de T. O

1.4 Grupos de Lie

Nesta secao, veremos os conceitos de grupos e subgrupos de Lie, bem como
alguns exemplos e resultados relevantes.

Definicao 15 Um grupo de Lie é uma variedade C'*° com uma estrutura de
grupo tal que a aplicagao produto

p:GXxG—G
p(x,y) = 2.y,

é de classe C°.

Exemplo 12 G/(n,R) ={A € M(nxn,R)/det A # 0} é um grupo de Lie
com a multiplicacao de matrizes.

Exemplo 13 Para outros exemplos de grupos de Lie, temos que o espaco
R™ é um grupo de Lie com a opera¢ao usual de adi¢cao de nimeros reais. O
espago S ={z € C: |z| =1} com o produto usual complexo é um grupo de
Lie.

Exemplo 14 O toro T? = S' x S* é um grupo de Lie, ou mais geralmente,
o toro n-dimensional. T" = S x --- x S' (n-fatores) é um grupo de Lie.
E, em geral, o produto cartesiano de dois grupos de Lie com a estrutura de
variedade diferencidvel produto e a operacao produto direto de grupos é um
grupo de Lie.
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Definicao 16 Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo. Entao, H
¢ um subgrupo de Lie de G se, H é uma subvariedade imersa de G tal que

o produto H x H — H ¢é diferencidvel em relacao a estrutura intrinseca de
H.

Exemplo 15 Também sao grupos de Lie o grupo linear especial
Sl(n,R) = {A € Gl(n,R)/det(A) =1},

bem como, o grupo ortogonal
O(n,R) = {A € GL(n,R)/A- A" =T},

onde At é a transposta de A com a operacdo de multiplicacdo usual de
matrizes.

1.5 Fibrados Principais

Nesta sec¢ao, introduziremos o conceito de fibrados principais e veremos al-
guns exemplos.

Definicao 17 Sejam P, M wvariedades diferencidveis e G um grupo de Lie.
Um fibrado principal P(M,G) é formado pelo espago total P, pela base M e
pelo grupo estrutural G os quais estao relacionados do sequinte modo:

1. G age livremente a direita em P pela agao,

PxG—=P

(p, 9) — pg,

ou seja, se pg = p para algum p, entao g = 1.
2. O espago das orbitas dessa a¢ao

{pG:pe P}=G/P,
é M. Isso significa que existe uma submersao:
m: P — M,

tal que as drbitas de G sdo os conjuntos 7~ {x}, v € M.
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3. P é localmente trivial no sentido de que para todo x € M existe uma
vizinhanca U de x e um difeomorfismo.

Y (U) = U xG,

que é da forma:
¥(p) = (m(p), ¢(p)),

onde ¢ : 71 (U) — G é uma aplicagio que satisfaz,

¢(pa) = ¢(p)a,

para todo p € 7 1(U) e a € G.

Denotamos por P(M,G) um fibrado principal.

O fibrado P(M, @) é dito fibrado topoldgico se os espagos envolvidos sao
espagos topoldgicos e as aplicagdes sdo continuas (homeomorfismos, quando
bijegdes).

O fibrado principal é de classe C*, k > 1, se os espacos envolvidos forem
variedades diferencidveis de classe C*, neste caso G deve ser grupo de Lie, e as
aplicacoes envolvidas sao diferencidveis de classe C* (no caso de bijecoes, sao
difeomorfismos). Neste caso a projecao m : P — M torna-se uma submersao,
pois através do difeomorfismo 1 ela se identifica com a projecao na primeira
coordenada U x G — U.

As fibras do fibrado principal sao denotadas por P, = 7~ {z}, v € M.

Exemplo 16 Sejam G um grupo de Lie e uma variedade diferencidvel M,
a ac¢do definida por:
(MxG)xG — (MxQ)
(3.9),h) — (z,gh).

é uma acao livre. O produto cartesiano P = M X G é um fibrado principal
com grupo estrutural G, em que a base se reduz a um ponto M = {x}.
P =M x G ¢é chamado de fibrado trivial.

A seguir, introduziremos a definicao de fibrado tangente e um exemplo
muito importante de fibrado principal, dito fibrado das bases.
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Definicao 18 Chamamos de fibrado tangente de uma variedade diferen-
cidvel M o uniao disjunta de todos os espacos tangentes de M. Simboli-
camente, temos,
T™ = | J T.M,
xeM
onde T, M é o espaco tangente a M no ponto x.

Um elemento de TM pode ser pensado como um par (z,v) em que x
¢ um ponto em M e v é um vetor tangente a M no ponto z. Existe uma
projecao natural m : TM — M definida por 7(z,v) = . Esta projecao leva
cada espaco tangente T, M no ponto x.

\
2

N/ \J

\

/AN A NV A

Figura 1.1: Fibrado tangente T'S' (acima).

Exemplo 17 Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensao n e T M
seu fibrado tangente. O fibrado das bases ou fibrado dos referénciais de M é
o conjunto BM de todas as bases de T'M, isto é, BM é o conjunto de todas
as bases de T, M, para todo x € M. FEquivalentemente, uma base p € BM
pode ser vista como uma aplicagao linear inversivel (referencial), denotada
também, porp : R™ — T, M, x € M. O grupo Gl(n,R) age a direita em BM
por
(p,g) —pg=pog,

comp € BM e g € Gl(n,R). Como todos os elementos de BM sdo trans-
formacoes lineares inversiveis, seque que essa ac¢ao € livre. E, como para
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quaisquer aplicacoes lineares p,q : R* — T, M existe g = p~'oq € Gl(n,R),
onde p~! é a inversa de p, seque que tal acdo é transitiva nas fibras. Podemos
considerar a projecao BM — M que a cada p : R™ — T, M associa o ponto
x € M, tal que a fibra B,M é o conjunto dos referenciais de T, M. Ob-
servamos que a condicao de trivializacao local se obtém tomando cartas de
M. Assim, essa construcao define BM como um fibrado principal com grupo
estrutural Gl(n,R) e base M.

Vejamos agora uma variagao do exemplo anterior.

Exemplo 18 Denotemos por Bi(n) o conjunto das transformagées lineares
mgetoras,

Bi(n) = {p € L(R* R");p : R¥ — R" ¢ injetora, k < n}.

Podemos definir uma agio a direita de Gl(k,R) em By(n) por multipli-
cacao a direita de matrizes,

¢ : Br(n) x Gl(k,R) — By(n)
(p,a) — p.a.

Pela injetividade de p € By(n), segue que ¢ é uma agao livre.

Denotemos por Gry(n) o conjunto de todos os subespagos de R™ de dimen-
sao k. Gry(n) é uma variedade diferenciavel de dimensao k(n — k), chamada
de variedade Grassmanniana.

Vejamos que By (n)(Gry(n), Gl(k,R)) é um fibrado principal com grupo
estrutural Gl(k, R).

De fato, para cada p € Bi(n), tem-se que Im(p) é um elemento de Gry(n),
por p ser injetora. Dai, dadas duas aplicacoes p,q € Bi(n), estas estdo na
mesma 6rbita se, e somente se, possuem a mesma imagem. De fato, sejam p e
q = pa, com a € Gl(k,R), p e ¢ sdo elementos de uma mesma 6rbita se suas
imagens coincidem e se estas imagens coincidem, entao é possivel escrever
p~1q onde p~! denota a inversa de p, sendo p uma aplicacio de R¥ sobre sua
imagem. Entao p~'q € GI(k,R) e como q = p(p~'q), logo, dois elementos
com mesma imagem estao numa mesma 6rbita de GI(k,R).

Isto define uma aplicacao,

7 : Br(n) — Gri(n)
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p— Im(p),

tal que cada fibra 771 (Im(p)) = {p.a : a € Gi(k,R)} é uma 6rbita de
Gl(k,R).

Resta mostrarmos que este fibrado é localmente trivial. Para isto, seja
x € Gl(k,R), podemos tomar k campos vetoriais {X7, ..., Xx} linearmente
independentes em todos os pontos de uma vizinhanca W de = em Grg(n).
Entao a cada y € W, podemos associar um conjunto de k vetores linearmente
independentes { X (y), ..., Xx(y)} em R™, os quais geram o espago y, a menos
de isomorfismo. Desta forma, fica bem definida uma secao local ¢ : W —
Bi(n) que a cada y € W associa uma tnica transformagao linear injetora
p € L(R* R") definida na base canonica de R* por p(e;) = X;(y), para
i=1,.. k.

Notemos que 7(c(y)) = Im(p) = y. Agora, se m(c(y)) = 7(q), entdo existe
a € GI(k,R) tal que ¢ = o(y).a, com isto podemos definir ¢ : 7= 1(W) —
Gl(k,R) por ¢(o(y).a) = a e a bijegao ¢ : 7} (W) — W x Gl(k,R) por
W(o(y).a) = (y,a). Note que ¢(a(y)) =1 e ¢(a(y).a) = ¢(a(y)).a.

Se tivermos k = 1, a Grassmanniana é o espago projetivo P"~!. Neste
caso, Bi(n) ¢ R" — {0} e a projegao

R™ — {0} — P*° 1,
é a identificacao canonica das retas de R"™.
Exemplo 19 Consideremos o conjunto
Stp(n) = {p € LR*,R™); p:R* — R" ¢ isometria},
chamado de variedade de Stiefel. A variedade de Stiefel pode ser vista como

o conjunto das bases ortonormais em R" de um subespaco de dimensao n.

Também pode ser visto como o conjunto das transformacades lineares p €
L(R* R™) que satisfazem
p'p=1
O grupo O(k) age livremente a direita em Sti(n) e a proje¢do

7 Stp(n) — Gri(n)

p— Im(p),
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define o fibrado principal Sti(n)(Gri(n), O(k)).
Se k = 1, a projecao S™~! — P! associa pontos antipodais de S™! a
reta em R"™ que passa por esses pontos.

¢(o(z)) = 1.

1.6 Fibrados Associados

Um fibrado associado é constituido por um fibrado principal P(M,G) e uma
acao a esquerda do grupo estrutural G num espaco F'.

O grupo G age a esquerda no produto P x F por g(p,v) = (pg, g~ 'v),
com g € G e (p,v) € P x F. Tal acao determina uma relagao de equivaléncia
em P x F', de modo que,

(p,v) ~ (g, w) se, e somente se, existe g € G : ¢ =pgew = g ‘v.
Denotaremos por [p,v] a classe de equivaléncia do par (p,v) € P x F.

Definicao 19 Chamamos de fibrado associado a P com fibra tipo F' e base
M, ao conjunto E das classes de equivaléncia de ~ . O denotamos por E =
P XaG F.

Vejamos algumas observagoes importantes:

1. Se (p,v) ~ (q,w), entdo p e ¢ estdo na mesma fibra de P. Logo, a
aplicacdo g : P Xg F' — M tal que mg([p,v]) = m(p) é bem definida. Logo,
E = P x¢g F ¢ um fibrado sobre M. Denotaremos por E, = 7 '{z}, x € M,
as fibras de £ — M.

2. Se tivermos (p,v) ~ (p,w), com p € P, entdo v = w. De fato, se
(p,v) ~ (p,w), entao existe g € G tal que p=pg e w = g~ 'v. Mas de p = pg
temos que g = 1, pois a agao de P em G ¢ livre, logo, w = (1)"'v = lv = v.
Ou seja, se fixarmos p € P, entao cada classe de equivaléncia [p,v] € P xg F
é determinada por um tnico v € F.

Os fibrados associados também admitem trivializagoes locais e estas sao
herdadas das trivializagoes do fibrado principal.

De fato, seja 0 : U — P uma secao local de P, daf a aplicagao

VY, UxF —m'(U)

(z,0) — a(z)v,
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é uma bijecao.

De fato, primeiramente temos que 1, estd bem definida.

Agora, sejam (z,v), (y,w) € U x F tais que ¥, (z,v) = ¥, (y,w) entado
o(x)v = o(y)w. Logo, existe g € G tal que o(y) = o(z)g e w =g 'v.

Entao

z=m(o(x)) =m(o(z)g) =7(o(y)) =y

E como a agao de G em P é livre, temos que g = 1, logo, v = y e ¢, €
injetora.

Por fim, verifiquemos que 1), ¢ sobrejetora. Seja [p,w] € 73" (U). Como
m(o(m(p))) = w(p) = p, segue que existe g € G tal que p = o(7(p))g.

Agora consideremos o, : U; — P outra segao local de P, tal que UNU; #
. Entao dado x € U N Uy, temos que

m(o1(z)) = 7(o(z)).

Logo, existe 6 € GG tal que

Dai, 01(x)v = o(z)0(x)v e tomando v, a trivializacao correspondente a

o1, temos a relacao a seguir entre ¢, e 1, :

Uy oty (2,0) = U, (U, (2,0)) = ¥, (01 (2)v) = ¥, (0(2)0(2)v) = (2, 0(x)v),

para todo x € U N Uy.
Logo, usando estas trivializacoes locais é possivel colocarmos uma estru-
tura de variedade diferencidvel em F.

Exemplo 20 Seja uma variedade diferencidvel M de dimensdo n. Na se¢do
anterior, construimos o fibrado das bases BM, como referénciais do fibrado
tangente TM. O grupo estrutural de BM ¢é Gl(n,R). Por outro lado, T M
¢ obtido de BM identificando-o como o fibrado associado BM X g ry R”,
construido a partir da a¢do linear canénica de Gl(n,R) em R", ou seja, existe
uma bije¢io entre T, M e BM X gy z)R". De fato, consideremos a aplicagdo
Q,

«: BM X @l(n,R) R" — TIM
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lo,v] — a([o,v]) = o(v), com z =7n(0),

tal que o : R"— T, M ¢é um elemento de BM.

Se tivermos (o,v) ~ (p,w), entdo existe g € Gl(n,R) tal que (p,w) =
(0g, g7 ), da, pela agao linear canénica de Gl(n,R) em R" seque que o(v) =
o(w), logo, o esta bem definida.

Por outro lado, sejam [o,v], [p,w] € BM X gy r)R" tais que o(v) = o(w).
Como m(o) = m(p) = x, entdo temos p = og para algum g € BM X gimr) R™.
E como o é injetora, seque que w = g ‘v, entdo [o,v] = [p,w]. Logo, o é
mjetora.

Agora, devemos mostrar que « é sobrejetora.Consideremos w € T, M,
x = (o), para algum o € BM. Desta forma, como o é sobrejetora, temos
que existe v € R™ tal que o(v) = w.

A seguir apresentaremos dois casos particulares de fibrados associados,
nas seguintes proposicoes.

Proposicao 13 Sejam P(M,G) um fibrado principal e G/H um espago ho-
mogéneo de G. O subgrupo H age a direita em P. Denote por P/H o con-
Junto das drbitas dessa agao. Entao, P/H se identifica ao fibrado associado

PXGG/H.

Demonstragao: Denotemos por xy = 1H a origem de G/H. Um elemento
de P/H é uma 6rbita a direita pH, p € P. Consideremos a aplicagdo que
a cada pH € p/H associa a classe [p,z9] € P X¢ G/H. Vejamos que esta

aplicacao é uma bijecao. Inicialmente, observemos que estd bem definida.
De fato, se, ¢ = ph € pH, entao [q,x0] = [ph,xo] = [p, hzo] = [p, xo]. Tal
aplicacao ¢ injetora, pois se [q, zo] = [p, To] entdo ¢ = pg e xg = g 'zy. Da
dltima igualdade temos que g~ € H, logo, g € H. E da primeira igualdade
segue que ¢H = pH entao p = q. E, também, esta aplicacao é sobrejetora,
de fato, dado [q,x] € P x¢ G/H entao existe g € G tal que g~z = x¢, 0 que

implica que [p, zo] = [¢, 7] se p = qg~!, mostrando assim que [q, ] estd na
imagem da aplicagao.

Logo, a aplicacdo pH —— [p, zo] € uma bijecao, identificando P/H com
P xsG/H. O
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A identificagdo da proposigao anterior se escreve em coordenadas locais:
se U x G ~ 1~ }(U) é uma trivializagao local de P, entdo obtém-se uma agao
a direita:

(UxG)xH—-UxG
(2, 9)h — (2, gh),

com z € U, g € Geh € H. Logo, o conjunto das érbitas em 7—(U) se
identifica a U x G/H. Reciprocamente, os elementos de 7' (U) podem ser
escritos como (z,1).z com z € U e x € G/H, ja que (2,1) € U x G se
identifica a um elemento de 7! (U). No fibrado trivial U x G a bijegao entre
P/H e P x¢ G/H ¢é dada por

(z2,9H) € (Ux G)/H — (2,1).9H € (U x G) x¢ G/H.

A partir dessa descrigao local de identificacao P/H ~ P xq G/H, segue que
ela ¢ um difeomorfismo no caso de fibrados diferencidveis.

Proposicao 14 Suponha que P(M,G) seja um fibrado principal e ¢ : G —
H seja um homomorfismo de grupos de Lie. O grupo G age & esquerda em
H por (g,h) — ¢(g)h. Denote por P x4 H o fibrado associado obtido dessa
acao. Entao P x4 H é um fibrado principal com grupo estrutural H.

Demonstracao: Consideremos a acao a direita de H em P x4 H dada por

[p, hlhy = [p, hin].

Tal acao ¢ livre, pois se [p, hhi] = [p, h] entdo existe g € G tal que p = pg
e hhy = ¢(g)~'h. De p = pg, temos que g = 1. Dai, substituindo ¢ = 1 na
segunda igualdade, temos que hh; = h, logo, h; = 1. Temos também que a
agao é transitiva nas fibras, pois p,h € H — [p, h] é uma bijecao entre H e
a fibra. E, por fim, temos que a agao a direita define P x4 H — M, j& que a
condigao de trivializagao local é satisfeita pelas propriedades de trivializagao
local de fibrados associados em geral. 0
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Capitulo 2

Introducao a Teoria
Geométrica de Controle

Neste capitulo, estudaremos alguns conceitos da Teoria Geométrica de Con-
trole, tais como, acessibilidade, controlabilidade e controlabilidade aproxi-
mada para sistemas de controle. Estudaremos também certas regioes do
espaco de fase, ditas conjuntos controldveis, em que o sistema de controle é
aproximadamente controldvel. E, na sequéncia, introduziremos o conceito de
conjuntos controldveis por cadeias. Para outros detalhes sobre este estudo
nos referimos, por exemplo, a [6] e [20].

2.1 Sistemas de Controle

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns conceitos bédsicos sobre sistemas de con-
trole.
Iniciemos com o seguinte conceito:

Definicao 20 Um sistema de controle é formado por:
1. Uma variedade diferencidvel M de dimensao d;
2. Um conjunto de controle U C R"™ e um conjunto de fungoes admissiveis

U={u:R— U:u élocalmente integrivel}.
3. Uma familia de equacoes diferenciais

7' = X(x, u(t)),
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onde X : M x R" — TM ¢é uma aplicagcao C*°, e TM ¢é o fibrado tangente
de M.

Chamaremos de controle a cada elemento de 4. Observemos que cada
fungao de controle u € 4 determina uma equacao diferencial dependente do
tempo, o que origina diferentes trajetérias do sistema.

Quando o conjunto U for o conjunto das funcoes constantes por partes, o
denotaremos por

Uep = {u: R —=U : u é constante por partes}.

De um outro modo, um sistema de controle é uma familia de equacoes
diferenciais que depende dos controles u € U. Para cada controle u € i,
temos que a aplicagao X, : M — TM, dada por X,(z) = X(z,u), é um
campo vetorial completo de classe C*° em M. Desta forma, para cada u € U
e x € M, a equagao diferencidvel

' = X(z,u(t)), com z(0) = xg

possui solugao unica ¢(t, zo, u) definida para todo t € R.

Aqui todos os campos vetoriais X, u € U sao completos.

Fixemos t; € R e consideremos u; = u(t;) € U com u € 4. Desta forma,
a equacao diferencial auténoma

¥ =X, (r)

tem soluca@o tnica ¢ (t) com ¢ (0) = ¢, para = € M.

Logo, o fluxo ¢"(t,z) = ¢4 (t) ¢ definido em Rx M.

Denotaremos ¢U!(t) por e*u (z).

Da continuidade em relacao & condicao inicial, segue que a aplicagao
o(t,-,u) : M — M é continua para todo t € R e u € 4 fixados. Assim,
um sistema de controle pode ser definido pelo conjunto de campos de vetores
Y={X,:ueU}.

Definicao 21 Seja uy,us € 3 fungoes de controle e s € R.
1. Uma s-concatenacao de ui,us € a funcao u: R —U dada por

u(t):{ w(t), set<s }

us(t —s), set > s

2. Dados u € 4 e s € R, a fungao de controle u(. + s)(t) = u(t + s) serd
denominada s-translagao de u, para quaisquer u € 4 e s € R, u(. + s) € 4.
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Se tivermos u € i e t,s € R. As solugoes das equagoes diferenciais com
respectivas fungoes de controle u e u(- 4 u), satisfazem a igualdade

o(t+ s, z,u) = p(t, (s, z,u),u(- + s)).

Proposicao 15 Para cadat € R e u € U, a aplicagao p(t,-,u) : M — M é
um homeomorfismo.

Demonstragao: Temos que a aplicacao ¢(t, -, u) é continua, pois é a solugao
de um sistema de controle. Agora, sejam x,y € M tais que p(t,z,u) = y.
Aplicando o resultado anterior, temos que

T = SO(O?x?u) = Qp(t - t,LL‘,’LL) = 90(—’57%0(75,33>U>au(' + t)) - @(_ta%u(' + t))

Logo, a aplicagao ¢(t, -, u) € invertivel e sua inversa é a aplicagao p(—t, -, u(-+
t)). Como —t € R e u(- +t) € 4 temos que ¢(—t,-,u(- +t)) é solucdo do
sistema de controle. Logo, também é uma aplicagao continua.

E, portanto, ¢(t,-,u) é um homeomorfismo. O

Vejamos a seguir alguns exemplos de sistemas de controle.
Exemplo 21 A familia de equacdes diferenciais lineares da forma

r' = Az + Bu(t)

onde © € R™, A é uma matriz real m x m, B matriz real m x n e u(t) € U
com U =R" e M =R"™ define um sistema de controle, chamado de sistema
de controle linear.

Exemplo 22 Sejam M = R?* ¢ U = R. Consideremos o conjunto das
fungées de controle $4 = {—1,1} e o sistema de controle,

(35 (1) - (3 2) () o

Inicialmente, estudemos a equagado diferencial
r_ -3 0 I 1 o —3xr; +1 o
x—( 0 —5>(x2)+(2>_(—5x2+2)’ com x = (T 1,T2).
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Logo, ' = (=3x1 + 1, —bxy + 2). Entao, temos a sequinte solug¢do para a
equacao

3 3 ) 3

A dnica singularidade da equacao é dada pelo ponto (%, %) E quando t —
12

+00, a trajetoria ;" (z) tende ao ponto (3,%), jd que —3,—5 < 0. Além
disso, como —5 < —3, entdo a sequnda coordenada de p;*(x) tende mais
rdpido a % do que a primeira coordenada tende a % Logo, a reta tangente
a trajetoria @it (z) tende a reta que passa por (%, %) e é paralelo a reta E,.
Agora, em relagao a sequnda equagdo temos

o -3 0 T . 1 o —3(131—1 _( )
r = 0 _5 g 9 = —5$2—2 , comx =(r1,%2).

1 1 2 2
o (z) = (mle_3t e 42 gae it S0ty _)

e a solucao
1 1 2 2
() = (pe® 4 e ¥ — = e 4 S0t _ 2
#i(@) ( ! 3 3" 5 5
Neste caso, a tnica singularidade é (—3,—2). Quando t — 400, ' (z) —
(—%, —%) e a reta tangente a esta trajetoria tende a reta que passa pelo ponto
(—3,—2) e que é paralela & reta Ey. Os pontos (—3,—32) e (3,%) sdo con-

hecidos como nds atratores.

(2)

NN/

/
s
-

2.png
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Figura 2.1: Trajetérias do sistema de controle (x)

Exemplo 23 Exemplo 24 A familia de equacoes diferenciais do tipo
2= Agx + Z ui(t) Az
i=1

onde Ay, ..., Ay sGo matrizes reais m x m, u(t) € R" ez € R™ é um sistema
de controle, é chamada de sistema de controle bilinear.

Para um caso particular de sistema de controle bilinear, consideremos o
seguinte exemplo.

Exemplo 25 Sejam M = R?, U =R, e consideremos o sequinte sistema de

controle
, (3 0 2t 0
x-(o _2)x—|—u(t)(0 _2Z.)m.

Uma trajetoria para esta familia de equagoes diferenciais é dada pela con-
catenagao de trajetorias de ©’' = Apx e ' = Ayx. Claramente, para ambas
equagoes, a unica singularidade é o ponto (0,0). Para a equagio ' = Aoz,
temos que o fluzo desta equagao é dado por p(t,x) = (11€3, z9¢™2), tais que
as coordenadas estdo relacionadas a uma base {vi,vo} de autovetores asso-
ciados aos autovalores —2 e 3. Se x9 # 0, @(t,z) — oo quando t tende
a +00, e assim, as solugoes se aproximam da Fy gerada pelo vetor vy. E
analogamente, p(t,z) — oo se aproximam da reta Ey gerada pelo vetor vy,
quando t — —oo. Agora, se x5 = 0, ¢(t,z) — 0 € R?, quando t — +oo, e
o(t,x) — 00, quando t — —oo. As trajetorias deste caso estao ilustradas na
Figura 2.2-A.

E, para a equacio ' = Aix, o fluro do sistema é dado em coordenadas
polares por

o(t, z) = p(cos(d — 2t), sen(f — 2t)).

Todas as outras trajetdrias sao elipses em torno da origem, com periodo 7.
As trajetorias estdo ilustradas na Figura 2.2-B.

Exemplo 26 Por fim, a trajetoria do sistema de controle v’ = Agz+u(t) Az
¢ dada pela concatenagao das trajetorias das duas equagoes analisadas (Figura
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Figura 2.2

A seguir, dado um sistema de controle z’ = X(x,u(t)), a cada campo
vetorial X, € ¥ e t € R, corresponde um homeomorfismo e/« : M — M de
classe C*°, dado por,

e (z) = o(t,z,u) e " (x0) = Id(x).

Para quaisquer t,s € R, temos que ett9)X« = ¢tXu 5% De fato, dado
x € M, temos que

el X (ZE) = (p(t + 8,7, u) = Sp(tv @(87 €, u)’ u( + S)) = Qo(tv 90(87 Z, u)? u)
= % pfs,,1) = € ()6 (@)] = € (a). e ).

A seguir, definiremos o grupo e o semigrupo de um sistema de controle.

Definicao 22 O grupo e o semigrupo do sistema de controle ©’ = X (x, u(t))
sao, respectivamente, definidos por:

Gy = {enXwmeln1Xuy ehXu g, e t;, eR,neN}, e
Sy, = {elnFfmetn1Xuny e ¥u g€ §( ¢ >0, n € N}

Temos que Gy, e Sy, sao nao-vazios e Sy, C Gyx.

Proposicao 16 O conjunto G é um grupo, munido com a operacgdao interna
de composicao de aplicagoes.
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Demonstracao: Inicialmente, notemos que Idy; = e®*« € Gy,. J4 temos de
imediato que a propriedade associativa é satisfeita, ja que a composicao de
aplicacoes satisfaz esta propriedade. Agora, tomemos quaisquer ¢,v € Gy,
tais que

¢ — ethul etlflxulil 'Hetlxl‘l ,

w — ethvketk_l‘X”k—l“'etIX”17

onde t;,s; € Rcomi=1,....,k e j=1,.. 1. Dai, temos que
porh = (ethul eti—1Xu;_y methul) ° (ethvk eth—1Xvgp 4 mthvl)

th“‘l etl_lXul_l th“l ethvk etk_lka_l ethvl

=€ ..€

renumerando na igualdade acima, segue que,

¢ 1) w — ermxwm e""'m—lxw,m71 ”.eT‘Ile ,

onde w; =v;, 1 =1, k,wj=u;, j=1,...,lerp ERcom j =1,...,m=
k+1, isto &, pov) € Gy. Entao, dado ¢ € Gy com ¢ = eltXueli-1Xu-r et Xu
pela Proposicao 15, temos que a sua inversa existe e é dada por

¢—1 — e tXu o1 Xy me—tlxul,

e portanto, pertence a Gy, logo, Gy, € um grupo. 0

Definicao 23 Dado um grupo G, dizemos que um subconjunto nao vazio S
de G é uwm subsemigrupo de G se, S é um semigrupo referente a opera¢ao
definida pelo grupo G.

Proposigao 17 O conjunto Sx, é um subsemigrupo de Gf.

Demonstracgao: De fato, como Sy é um subconjunto de Gy temos que a
propriedade associativa é satisfeita para os elementos de Sy. Agora resta
mostrarmos que este conjunto é fechado para a operacao de composicao de

aplicacoes. De fato, sejam «a, f € Sy, com

th“l etl71Xu171 thul
* )

a = e .€
B = ek Xvp k1 Xv | o81 X0y

e
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ondet; >0es; >0comi=1,...,kej=1,..,1[. Assim temos,

aofl= (ethul eti—1Xu_y metlxul) o (GSkak eSk—1Xvg 3 ...681XU1>

— ethul et1—1Xul_1 ...eth”‘l eSquk esk—lek_l _“651le _

E, apés uma renumeracao na igualdade acima, obtemos

aofl = emXwm grm—1Xwy, ...e”Xl”l,

ondew; =v;, i =1,.. k,wj=uj,j=1,...,lery € Rcomj =1,...,m=
k+1,isto é, aoff € S,. O

As trajetérias de um sistema de controle definidas para valores positivos
sao determinadas pelos campos de vetores em Y e pelo correspondente semi-
grupo Sy, j4 que em geral usamos concatenagoes para construgao de tra-
jetérias de um sistema de controle para valores positivos. Seja ¥ = {X,, :
u € U} o conjunto de campo de vetores completos de um sistema de controle.
Tomemos X,,, ..., Xy, € X e definamos F : [0,7] — ¥ dado por F(t) = X,,
se, t € [ty_1,tx], onde to =0,t, =T ek =1,...,n.

Consideremos o problema de valor inicial

' = F(t)(x), com z(0) = zo.

A solucao deste problema ¢ dada por

!X () = el X glirXir | ohiXa (g )
onde t, 1 <t<tpek=1,..n.
De fato, X1 (xq) = zo. Além disso, temos
ietx(xo) = ietX“(e_t’“—lx’“et’“—IX’“—l...e“Xl (o))
dt dt

= Xy, (€ (et Reehrimr e (2))) = Xy, (e (20)) = F(£)(e" (w0)).

A seguir, definiremos 6rbita do grupo e do semigrupo de um sistema de
controle.
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Definigao 24 Seja ©' = X(x,u(t)) um sistema de controle e v € M. A
orbita do grupo do sistema é o conjunto

Gx(x)={y e M : existe p € Gz com ¢(x) =y}
A ¢érbita positiva do semigrupo é o conjunto,
SE(x) ={y € M : existe p € Sx, com ¢(x) =y},
e a érbita negativa do semigrupo é o conjunto,
Sq(x) ={y € M : existe p € Sy, com ¢(y) = x}.

Observemos que quando o conjunto das funcoes de controle é ., obte-
mos:

Sy (
Se(x) = {ye M: existeu € i, et>0come

{y € M : existe u € U, et >0 com e (z) =y}, e
tXu<y> — IL’}

=
I

A seguir, veremos que cada érbita é uma classe de equivaléncia da relagao
de equivaléncia:
T~y <=y € Sy(r).

Temos a seguinte proposicao:
Proposicao 18 "~ "¢ uma relagao de equivaléncia em M.

Demonstragao: Claramente esta relacao é reflexiva, pois x ~ =z, ji que
x € Gx(x). Se x ~ y, entdo existe ¢ € Gy, tal que ¢(z) =y, por outro lado,
¢ '(y) = x, com ¢! € Gy, logo, y ~ z (propriedade de simetria). E por fim,
sex ~y ey ~ z, entdo existem ¢, € Gy tais que ¢(z) = y e Y(y) = z, logo,
Yo(x) = z, com ¢ € Gy, portanto x ~ z (propriedade de transitividade). O

Desta forma, temos que o conjunto das érbitas determinam uma particao
do espaco de fase M.
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2.2 Orbitas, Sistemas Acessiveis e Controlaveis

Nesta se¢ao, apresentaremos conceitos e resultados relacionados as propriedades
de transitividade, acessibilidade, controlabilidade e controlabilidade aproxi-
mada de sistemas de controle em uma variedade diferencidvel M.

Temos que um grupo G age transitivamente em um conjunto X se para
quaisquer x,y € X existe g € G tal que gxr = y.

Definicao 25 Um sistema de controle em M determinado por um conjunto
de campos de vetores ¥ € dito transitivo, quando o grupo do sistema Gy, age
transitivamente em M.

Exemplo 27 Sejam M = R? e ¥ = {X;, X2} a familia de campos X; =
18%1 e Xy = 2%, onde 8%1,8%2} é a base canonica do espaco R%. As
solugoes das equagoes ' = X1(z) e 2/ = Xo(x) sdo dadas por ¢L(t) = (z1 +
t,z9) € ©i(t) = (1,79 + 2t), respectivamente, onde v = (r1,72) € RZ
Fizando-se, o = (29,29), dado um ponto qualquer v = (z1,7) € R? temos
a solugdo de valor inicial z, ) (t) e @2 (t). Sejamt; = 21 —2f ety = ngzg.
Temos que ¢y, e 7, € Gy € tal que ¢} op; (x9) = x, e portanto, Gx(z) = R?,
para qualquer x € R?, ou seja, o sistema de controle é transitivo em R2. Se
tomarmos, por exemplo, x = (1,1), a érbita Ss(x) serd dada por:

Ss(z) = {(a,p) €R*: > 1,5 > 1}\{z} (Veja Figura 2.3).

I -
Lo

= w=(1,1)

2

\

:’
1
4.png

Figura 2.3

Ezxemplo 28 Com as mesmas condigoes do exemplo anterior, consideremos
X; = 13%1 e Xy = 28%2. As solugoes das equagoes v’ = Xi(x) e ' = Xo(x)
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sao dadas por pL(t) = (v1 + t,22) € Q2(t) = (x1, T2 + 2t), respectivamente,
onde v = (11, 22) € R% Fizando-se, vy = (29,29), dado um ponto qualquer
x = (w1, 22) € R? temos a solugdo de valor inicial xo, ¢l (1) e @2 (t). Sejam
t = _%a:? ety = xo—a9. Temos que ¢} e ¢} € Gy é tal que o} op; (xg) =
z, logo, Gx(x) = R?, para qualquer x € R?, e dai temos que o sistema de
controle é também transitivo em R%. Novamente, se tomarmos v = (1,1), a
orbita Sx(z) serd dada por:

Ss(x) = {(a, ) € R*: a < 1,8 > 1}\{2} (Veja Figura 2.4).

1 k x=(11)

e

Figura 2.4

Definicao 26 Um sistema de controle 32 é dito acessivel a partir de x € M

se int(Sx(x)) # @. O sistema é dito acessivel se o for a partir de qualquer
re M.

Se Y satisfaz a propriedade de acessibilidade e M é conexa, entao ¥ é um
sistema transitivo, j4 que as orbitas particionam M.

Definicao 27 1. O sistema ¥ é dito controldvel a partir de x € M se
Ss(z) = M. O sistema é controlavel se o for a partir de todo x € M.

2. O sistema Y é aproximadamente controldvel a partir de x € M se
fe(Ss(z)) = M e é aproximadamente controldvel se o for a partir de todo
x e M.

Observagao: Observemos que se, o sistema Y é controldvel a partir de

x € M, entdao M = Sx(z) C Gg(x) C M, logo, Gx(x) = M, dai segue que
o sistema é também transitivo a partir de z. Por outro lado, se Sx(x) = M
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entdo int(Sx(r)) # @, e portanto, o sistema é acessivel a partir de = €
M. Porém, o fato de X ser controldvel a partir de um certo x € M nao
implica que o sistema seja acessivel, por exemplo, o sistema em R? formado
por X = a% e £Y onde Y é o campo a% restrito ao semi-plano z < 0.
Ja a controlabilidade aproximada nao implica nem na acessibilidade nem
na transitividade do sistema. Os sistemas ¥ e —Y sao ao mesmo tempo
controldveis ou nao controlaveis, ja que as trajetérias de X e —> coincidem,
porém, sao percorridas em sentido contrario.

Veremos daqui em diante resultados que serao 1teis para provar a con-

trolabilidade de certos sistemas.

Proposicao 19 Se X é aprorimadamente controldvel e —> acessivel, entao
Y e —X sao controldveis.

Demonstragao: Basta mostrarmos que Y é controldavel, ja que o resultado
serd andlogo para —3. Tomemos z,y € M. Temos que Sx(z) é denso em M,
ja que X é aproximadamente controldvel. Logo,

(S-s(y) N (Sx(x)) O (int(S-x(y)) N (Ss(x))) # .

Se z € (S_s(y)) N (Sx(x)) entdo z = ¢ '(y) = ¥(x) com ¢,¢» € Sx. Dai,
temos que y = ¢po)(x) e y € Sy(x).
Como x,y sao arbitrérios, estd provada a controlabilidade de X. ([l

Definicao 28 Seja X um campo de vetores completo em M. Um ponto
x € M é recorrente para X se para toda vizinhanca U de x, existem t,s > 0
tais que Xy(x) € U e X_4(x) € U.

Tal conjunto serd denotado por rc(X).
(I) Os campos de ¥ sao completos e para todo X € X, r¢(X) é denso
em M.

Lema 1 Suponha que ¥ seja um sistema transitivo que satisfaz (I). Seja
U C M um aberto ndo vazio e invariante, isto é, Sx(U) C U. Entdo U é
denso em M.

Demonstracao: Como X é transitivo, M é o tinico conjunto que é invariante
por Sy e S_y. Por isso, é suficiente mostrarmos que Sy (fe(U)) C fe(U) e

S-x(fe(U)) C fe(U).
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Temos que fe(U) ¢ invariante, pelo fato de U o ser. Desta forma, resta
verificar apenas que S_x(fe(U)) C fe(U), ou seja, que fe(U) é invariante
por trajetérias negativas. Para ver isso, seja x € fe(U) e suponhamos por
absurdo que existem X € ¥ e um aberto V com V N fe(U) = @ e tal que,
para algum t > 0, X_,(z) € V. Entao, X;(V)NU é um aberto néo vazio, pois
Xi(X () = 2 € fe(U).

Por hipétese, re(X) é denso em M, e portanto,

re(X)NXy(V)NU # @.

Dai, temos que existem y € X(V)NU e T > t tal que Xr(y) € X;(V)NU,
o que implica que X7 _4(y) € V. Mas, T'—t > 0 e U é invariante por
trajetérias positivas.

Como y € U, X7 4(y) € U.

Logo, X7 4(y) € V. NU, o que contradiz a escolha de V. O

A partir do lema anterior, se considerarmos U = int(Sx), é possivel
mostrarmos a controlabilidade de sistemas que satisfazem (I), ou mais pre-
cisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1 Suponha que ¥ e —% sdo acesstveis e que ¥ satisfaz (I). Entdo
Y} é controldvel.

Demonstracao: Se z € M entao int(Sx(x)) # @ e int(Sx(z)) é invariante
por trajetérias positivas de .. Dai, pelo Lema 1, int(Sx(x)) é denso. E pela
Proposicao 19, temos que X é controldvel a partir de z. Como x é arbitrario,
a demonstracao estd concluida. O

Exemplo 29 Sejam M =R" e U = R. Consideremos o conjunto de fungoes

de controle 4., = {u : R — R: u é constante por partes} e a familia de
equacoes diferenciais 3

¥ =X (z,u(t)) = u(t)r, r € R™
Dado uy = u(ty), com u € Uy, temos que as solugdes da equagio x! =

Xy, () = uy.(x) sdo da forma @i (t) = e“*x. Se uy = 0, tais solugoes sao
pontos singulares. Se uy # 0, o unico ponto singular é a origem.
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As trajetorias nos pontos sao segmentos de retas tendendo para origem,
quando t — Fo00, respectivamente, conforme u; <0 e u; > 0.

Assim, dado © € R™ néao nulo, a drbita Gx(z) é um segmento de reta
passando por x e tendendo para a origem.

Logo, int(Sx(x)) = @, ji que Ss(z) C Gx(x), para todo x € R™.

E, portanto, o sistema nao é aprorimadamente controldvel, nem acessivel
a partir de qualquer x € R™. (Veja Figura 2.5).

y

11;31’0 quo

Figura 2.5

2.3 Conjuntos Controlaveis para Sistemas de

Controle

Nesta se¢ao, veremos o conceito de conjuntos controldveis para sistemas de
controle, que sao regioes do espaco em que ocorre a controlabilidade aprox-
imada e, em seguida, veremos também o conceito de conjuntos controldveis
invariantes para um sistema de controle. Iniciaremos com o conceito de con-
juntos controldveis para um sistema de controle, ou seja:

Definicao 29 Dado um sistema ¥ em M, um subconjunto D C M, ndo
vazio, é um conjunto controldvel para 32, se:

1. D C fe(Sx(z)), para todo x € D;

2. FExiste uma trajetoria positiva inteiramente contida em D, ou seja,
para todo x € D, existe uma funcao de controle u € Y e uma trajetoria
o(t,z,u) com p(0,z,u) = x tal que p(t,x,u) € D, para todo t > 0.

35



3. D é maximal em relagio as propriedades (1) e (2).

Observemos que a condi¢ao (1) da definigao acima é equivalente a dizer
que, dados quaisquer dois pontos z,y € D, tem-se x € fe(Sx(y)). De fato,
fixemos x € D, entdo, qualquer ponto y € D satisfaz y € fe(Sxg(z)), isto
é, D C fe(Ss(x)). Analogamente, se (1) vale, dados quaisquer z,y € D,
temos que D C fe(Sx(x)), em particular, © € fe(Sx(y)). Desta forma, a
condicao (1) nos diz que todo ponto em D é aproximadamente atingivel a
partir de qualquer outro ponto em D, ou seja, D satisfaz a propriedade de
controlabilidade aproximada.

Definigao 30 Um conjunto controldvel D é dito invariante se, fe(Sx(z)) =
fe(D), para todo x € D. (c.c.i.).

Lema 2 Seja C' um conjunto controldvel invariante para ¥. Entao Sx(x) C

fe(C), para todo x € fe(C).

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que Sx(z) € fe(C), para algum
x € fe(C). Logo, existem y € Sy(r) e uma vizinhanca U de y tal que
UnN fe(C) = @. Seja ¢ € Sy, tal que y = ¢(x). Entdo ¢ (U) N C # @. Dai,
temos que existe z € C tal que ¢(z) € U o que implica que ¢(z) ¢ fe(C), o
que contradiz a hipétese de que C' € um conjunto controldvel invariante. [J

Observamos que quando um sistema é aproximadamente controldvel temos
que o espago M é um conjunto controldvel para o sistema, e além disso, é o
tnico conjunto controldvel, pois a propriedade de maximilidade da definigao
de conjunto controldvel, garante que conjuntos controldveis distintos sao
disjuntos.

E, também um sistema de controle pode ter muitos ou nenhum conjunto
controldvel, como veremos a seguir.

Exemplo 30 Sejam M =R e o sistema
' =u(t), u(t) e U CR, ue il

Se U C (0,400), entdo o sistema nao admite conjuntos controldveis. De
fato, temos que as solucdes gerais do sistema sao dadas por

t
o(t,z,u) =x +/ u(s)ds,
0
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onde f; u(s)ds é uma fungdao positiva e crescente de t. Suponhamos que D
seja um conjunto controldvel para o sistema. Dai, dado v € D, deve existir

uma fungao de controle uw € U tal que o(t,z,u) € D, para todo t > 0.
Agora, tomemos y > x tal que y = (t1,x,u), com t; > 0. Logo, y € D.
Se tivermos z € Sx(y), entdo z > y, e assim, (Sx(z)) C (0,+00). Desta
forma, x ¢ fe(Sx(y)), contradizendo o fato de D satisfazer a propriedade
de controlabilidade aproximada. Logo, nao é um conjunto controldvel para o
sistema.

Por outro lado, se U = {0}, entdo todo conjunto de um ponto é um
conjuto controldvel para o sistema. De fato, neste caso, todo u € i coincide
com a aplicacdo nula em R, e portanto, as solugoes do sistema sao definidas
por p(t,z,u) = x, para todo x € R. Seja D = {xy}. Entao, para qualquer
u € U, o(t,ro,u) = xg € D, para todo t > 0. E, portanto, D satisfaz a
condi¢io (2) da Definigao 29.

Analogamente, temos que Sx(x¢) = {xo}, 0 que implica que D C fe(Sx(xo)),
satisfazendo a condi¢do (1). Por fim, dado x # xq, temos que x ¢ fe(Sx(xp)),
logo, D nao pode estar contido em outro conjunto que satisfaz a propriedade
da controlabilidade aprorimada.

E, portanto, D é maximal, concluindo que D é um conjunto controldvel.

Proposicao 20 Sejam Dy e Dy conjuntos controldveis para .. Entdo, DN
DQZQ OUDlzDQ.

Demonstragao: Suponhamos que D; N Dy # & e tomemos © € Dy N Ds.
Vamos mostrar que o conjunto Dy U Dy satisfaz as condigdes (1) e (2) da
Definicao 29. De fato, dado y € Dy U Dy, temos que y € Dy ou y € Ds.
Suponhamos que y € D;. Como D; é um conjunto controldvel, existe uma
fungdo de controle u € i tal que ¢(t,y,u) € Dy, para todo ¢ > 0. Em
particular, o(t,y,u) € D; U D,, para todo t > 0. Logo, Dy U D, satisfaz a
condigao (2) da Definigao 29.

Também satisfaz a condigao (1). De fato, seja z € DU D, e suponhamos
que z € Dy. Dado outro ponto w € D; U D5, temos que, se w € Dy, entao
w € fe(Ss(y)), pois Dy é um conjunto controlével. Porém, se w € Dy, entao
pelo fato de x € Dy e © € Dy, temos que = € fe(Sx(z)) e w € fe(Sg(x)).
Dai, segue que w € fe(Sx(z)). Como w é qualquer em D; U D,, en-
tao D1 U Dy C fe(Ss(z)). Como z é arbitrério em D; U Dy, segue que
Dy U Dy C fe(Ss(2)), para todo z € D; U Ds. Por fim, como Dy C Dy U Dy
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e Dy C Dy U Dy, da maximilidade de D; e D, temos que D1 U Dy = Dy e
Dy U Dy = Dy, e portanto, D = Ds. [

Proposicao 21 Seja D C M um subconjunto satisfazendo as condigées (1)
e (2) da Defini¢ao 29. Entao, D estd contido em um conjunto controldvel.

Demonstracgao: Consideremos o conjunto de todos os subconjuntos de M
contendo D que satisfacam as condigdes (1) e (2). Vamos denotar este con-
junto por D e o ordenemos pela relagao de inclusao. D é nao vazio, ja que
D C D. Tomemos uma cadeia arbitraria {C;};c; de subconjuntos C; € D.
Mostraremos que o conjunto U C; também pertence a D e, portanto, que
iel
toda cadeia em D ¢é limitada superiormente. De fato, dado x € U C;, temos
iel
que x € Cj, para algum j € I. Como Cj satisfaz a (:01r1di(;€moe (2), existe
uma trajetéria positiva passando por z inteiramente contida em C; C U C;.

iel
Logo, UCi satisfaz a condi¢do (2). Agora, dados quaisquer dois pontos
iel
x,y € UC“ temos que = € Cj, para algum i € [ e que y € ()}, para algum
icl

J € 1. Como C; e C; contém D, tomemos um ponto z € D. Temos que
z € fe(Ss(z)) e z € fe(Ss(y)), e portanto, z € fe(Su(y)). Logo, UCi
iel
satisfaz também a condigao (1), considerando que UC,» C D. Segue pelo
iel

Lema de Zorn que D possui elementos maximais. Seja Cl.x um destes ele-
mentos maximais. Entao C.« € um conjunto controldvel contendo D, e além
disso Cpax € 0 tnico conjunto controlavel em D, pois se C} .. ¢ um conjunto
controldvel em D, entdao Chpa NC. # &, ja que D C Cha NCY ., e pela

O

max max’
proposicao anterior, Cpax = C/

max"*

2.4 Conjuntos Controlaveis por Cadeias para
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Sistemas de Controle

Nesta secao, veremos o conceito de controlabilidade por cadeias para sistemas
de controle, o qual foi introduzido por Colonius e Kliemann. A seguir, con-
sideremos um sistema como na Definicao 20 e denotaremos por d a métrica
em M.

Comecemos com o seguinte conceito:

Defini¢ao 31 Fizemos x,y € M e sejam e, T > 0. Uma (¢,T)-cadeia de x
para y é formada por um nimero natural n, xo = T, T1,....,x, =y € M,
Ug, ..., Un_1 € U e tempos tg, ....t,_1 > T tais que

d(o(ty, 75, u5), Tj41) <€,

para todo j = 0,....,n — 1. Se para todo ,T > 0 existe uma (¢,T) — cadeia
de x para y, entao o ponto x € dito controldvel por cadeias para y.

Tal definicao da a ideia de controlabilidade com "saltos"arbitrarios entre
partes das trajetorias.

Definicao 32 Um conjunto EE C M é chamado de conjunto controldvel por
cadeias, se:
1. Para todo x € E existe u € U tal que p(t,x,u) € E, para todo t € R;
2. Para todo z,y € E ee,T > 0 existe uma (¢,T) — cadeia de x para y;
3. E é mazimal em relagdo as propriedades (1) e (2).

Observamos que os conjuntos controldveis por cadeias sao conjuntos max-
imais satisfazendo a propriedade de controlabilidade por cadeias.

Em um conjunto controldvel por cadeias pode-se atingir cada ponto através
de trajetorias com saltos arbitrarios e tais trajetérias nao precisam necessari-
amente estarem inteiramente contidas no conjunto.

Conjuntos controldveis por cadeias sao dois a dois disjuntos, segundo a
condigao (3) da Definigao 32.

Exemplo 31 Seja M = R?\{(0,0)} e consideremos o sistema de controle

2 (t) = ( B ) 2(), u e Sy, u(t) € U =[0,1] C R.
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Os autovalores da matriz ( N

A — —u(t) + Ju(t)? — 4

para cada u € Uy, et € R. Sewu é a fungao constante nula, as solugoes do
sistema sao dadas em coordenadas polares por,

o(t,z,u) = ||z||(cos(d —t), sen(f —t)).

Logo, as trajetorias do sistema sao circunferéncias centradas na origem. Tais
circunferéncias sao conjuntos satisfazendo as duas primeiras condigcoes da
definicao de conjunto controldvel. FE, assim, cada circunferéncia deve es-
tar contida em um conjunto controldvel. Agora, se u é positiva, as partes
reais dos autovalores A1 e Ay $do negativas. Assim, as trajetorias do sistema
tendem para a origem de R? espiralando em torno dela. Notemos que se
tomarmos um ponto na Tegiao exterior a wma circunferéncia nao podemos
atingi-lo aprorimadamente a partir de wm ponto desta circunferéncia, e a
partir de um ponto na regido interior da circunferéncia nao podemos atingir
aprorimadamente um ponto na circunferéncia. Dessa forma, as circunfer-
éncias centradas na origem sao os conjuntos controldveis para o sistema. O
espaco M é um conjunto controldvel por cadeias. De fato, basta mostrarmos
que M satisfaz a propriedade de controlabilidade por cadeias.

Sejam a,b € M. Se ||la|| = ||b|| as trajetorias periddicas através de a e
b coincidem. Dai, temos que o ponto a é controldvel por cadeias para b. Se
llal| # |[6]] , suponhamos que ||b]| > ||a|| e consideremos a coroa compacta
C ={x e M: ||| <|lz|| < |bll}. Dados ¢, > 0 cubramos C com

bolas abertas de raio € e tomemos uma subcobertura finita C' = U B(z;,¢).
z, €C

Usando a fungdao de controle constante nula, podemos construir uma (e,T) —

cadeia de a para b.
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Capitulo 3

Conjuntos Controlaveis e
Conjuntos Controlaveis por
Cadeias para Acoes de
Semigrupos

Neste capitulo, estudaremos os conjuntos controldveis para acoes de semigru-
pos e algumas de suas propriedades, tais como, dois conjuntos controldveis
para a agao de um semigrupo sao iguais ou sao disjuntos. Veremos também
o conceito de conjunto de transitividade de um conjunto controlédvel, e al-
gumas propriedades, tais como, que este ¢ um conjunto aberto e denso em
que o semigrupo age transitivamente. Em seguida, estudaremos os conjuntos
controldveis por cadeias para agoes de semigrupos em espagos métricos, em
que mostraremos alguns resultados, como por exemplo, o que caracteriza os
conjuntos controldveis por cadeias como intersecoes de conjuntos controldveis
para certos semigrupos. Para outros detalhes, damos como referéncia Braga
Barros e San Martin em [1], [18] e [19].

3.1 Conjuntos Controlaveis para Acoes de Semi-
grupos

Nesta secao, assumiremos que S é um subsemigrupo de um grupo topolégico
G agindo em um espaco métrico M.
Comecemos com os seguintes conceitos.
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Definicao 33 Dado um ponto x € M, definimos os conjuntos,
Sz ={y e M: existe g€ S tal que gr =y},

Sz ={yec M: existe g S tal que gy = x}.

O conjunto Sx é denominado érbita de x por S.

Definigao 34 Dizemos que um subsemigrupo S é controlével (ou que age
transitivamente) em M se, para todos x,y € M existe g € S tal que gz = y.

Definicao 35 Um conjunto controldvel para o semigrupo S em M é um
subconjunto D C M que satisfaz:

1. int(D) # @,

2. Para todo x € D, D C fe(Sx),

3. D é mazimal em relagdo as propriedades (1) e (2), ou seja, se D C D’
e D' satisfaz (1) e (2), entao D = D'.

A condigao (3) acima, nos diz que dois conjuntos controldveis ou sao
disjuntos ou coincidem.

Exemplo 32 Todos os conjuntos controldveis, com interior nao vazio, para
sistemas de controle sao exemplos de conjuntos controldveis para semigrupos.
Neste caso, S serd Sy, o semigrupo do sistema.

Para estudarmos as propriedades dos conjuntos controldveis precisamos
do seguinte lema.

Lema 3 Se a,b,c € M sao tais que a € fe(Sb) e b € fe(Sc) entdo a €
fe(Sc).

Demonstracao: Sejam a € fe(Sb) e b € fe(Sc). Dada uma vizinhanga

aberta V, de a em M, temos que existe g € S tal que gb € V.

Como 7, ¢ uma aplicagao continua, o conjunto 7rg_1(Va) é aberto em M

e contém b. Entao, contém um ponto hc, uma vez que b € fe(Sc). Assim,

my(hc) = ghe € V,,, com gh € S e, portanto, a € fe(Sc). O

42



Proposigao 22 Dois conjuntos controldveis D e D' ou sao disjuntos ou co-
incidem.

Demonstragao: Tal resultado segue imediatamente do item (3) da Definigao
35. O

Utilizando o Lema de Zorn, podemos ver que todo conjunto de interior nao
vazio satisfazendo a "controlabilidade aproximada" (condigao (2) na defini¢ao
de conjunto controldvel) estd contido num conjunto controlével, ou seja:

Proposigao 23 Se D ¢é um subconjunto de M satisfazendo as condigées (1)
e (2) da Defini¢ao 35, entdo D estd contido num conjunto controldvel.

Demonstracgao: Seja o conjunto

Fp={C C M :C contém D e satisfaz (1) e (2)}.

Vamos ordenar Fp pela relacao de inclusao. Fp é nao vazio ja que D C Fp.
Tomemos uma cadeia arbitraria {C;};c; de subconjuntos C; de Fp e denote-
mos o conjunto U = U C;. Temos que int(U) # &, pois cada C; tem interior
iel
nao vazio ja que satisfaz (1). Dai, dado z € U, temos que z € Cj, para
algum j € [. Ese y € U, entao y € (%, para algum k£ € I. Tomemos um
ponto z € D. Como C; e Cj contém D, temos que z € fe(Sz) e y € fe(Sz).
Dai, segue pelo Lema 3 que y € fe(Sz). Logo, U € fe(Sz), para todo x € U.
Desta forma, U satisfaz as condigdes (1) e (2) e D C U, logo, U € Fp. Logo,
toda cadeia em D ¢ limitada superiormente, entao pelo Lema de Zorn, Fp
possui elementos maximais. Seja Ci,. um elemento maximal em Fp. Entao,
Cmax € um conjunto controldvel contendo D. O

Uma propriedade que aparece no estudo de sistemas de controle é a da
acessibilidade destes sistemas. Um sistema de controle em M é acessivel se a
orbita positiva a partir de qualquer ponto de M tem interior nao vazio neste
espaco. Para subsemigrupos esta defini¢ao se traduz da seguinte maneira.

Definicao 36 Dizemos que o semigrupo S ¢é acessivel se, e somente se,
intpy (Sx) # @, para todo x € M.
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Daqui em diante por simplicidade, utilizaremos a notagao inty(Sx) =
int(Sx).

Observemos que, se S tem interior ndo vazio em G, entdo S e S~! sao
acessiveis. De fato, neste caso int(S)z (respectivamente int(S~')z) é um
aberto contido em int(Sx) (respectivamente int(S~'x)), isto é, uma conse-
quéncia de estarmos assumindo que a aplicagao ¢, é aberta.

Veremos a seguir que o interior e o fecho da érbita a partir de um ponto
¢ invariante pela agao do semigrupo.

Proposicao 24 Suponha que S age em M. Entao,
1. S int(Sz) C int(Sx).
2. S fe(Sz) C fe(Sxz).

Demonstragao: Para ver o item (1), sejam g € S e z € int(Sx). Entao,
existe um aberto U tal que z € U C Sz. Utilizando que ¢, ¢ um homeo-
morfismo, segue que gU é um aberto e gz € gU C ¢gSx C Sx. E, portanto
gz € int(Sx). Para ver o item (2), sejam g € S e y € fe(Sx). Isto implica
que existe uma sequéncia de pontos g,z em Sz convergindo para y. Entao,
pela continuidade da acao, segue que gg,r converge para gy e, portanto,
gy € fe(Sz). O

A seguir, estaremos interessados em definir o conjunto de transitividade
de um conjunto controlavel, e ver algumas de suas propriedades. Para fazer
isto, seja D um conjunto controldvel, definamos

Dy ={x € D :x €int(Sx) Nint(S'x)}.
Definicao 37 Definimos Dy como o conjunto de transitividade de D. Dize-
mos que D é um conjunto controldvel efetivo se Dy # @.

Temos a seguinte afirmacao, que assegura a existéncia de conjuntos con-
trolaveis efetivos.

Proposigao 25 Se z € M é tal que x € int(Sx) Nint(S~'x), entdo existe
um unico conjunto controldvel D, tal que x € D, que é efetivo.

Demonstragao: Observemos que o subconjunto int(Sxz) Nint(S~ ) satis-
faz as hipéteses da Proposigao 23. De fato, se v,z € int(Sx) Nint(S™'z),
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entdo y = gr e z = h™ 'z com g,h € S. Dai, y = gx = ghz, mostrando que
y € Sz C fe(Sz). E, portanto, existe um conjunto controlavel D que contém
int(Sx) Nint(S™'z), e disto segue que x € D e Dy # &. A unicidade segue
da Proposigao 22, ou seja, do fato que diferentes conjuntos controldveis nao
se interceptam. O

Veremos a seguir que D, é o subconjunto de D onde o semigrupo é tran-
sitivo. Mostraremos também que Dy é aberto e denso em D, ou mais pre-
cisamente, temos:

Proposicao 26 Se Dy # @ entao, as sequintes afirmagoes sio verdadeiras:
1. D Cint(S™'z), para todo x € Dy.

2. Dy = int(S™'x) Nint(Sx), para todo x € Dj.

3. Para quaisquer x,y € Dy existe g € S com gxr = y.

4. Do € denso em D.

5. Dy é S-invariante em D, isto é, se h € S, x € Dy e hx € D entao
hx € Dy.

Demonstracgao: Para ver o item 1, sejam y € D e x € Dy. Como xz € D e
x € int(S™'z) (pela defini¢ao do subconjunto Dy), temos que int(S~'z)ND #
g. E, como y € D e int(S™'z) ¢ uma vizinhanga de z, temos por (2) da
Definigao 35, que existe g € S tal que gy € nt(S~'z). Logo, y € g !
int(S™'z) C int(S ).

Para ver o item 2, sejam z € Dy e y € int(S~'x) Nint(Sz), entao x € Sy
ex € Sly. Mas, Sz C Sy e S™'x C S~y o que implica que int(Sz) C
int(Sy) e int(S~'z) C int(S~'y). Portanto, y € (int(Sx) Nint(S~'z)) C
(int(Sy) Nint(S7'y)) e y € Dy. De maneira reciproca, se z,y € Dy, entao,
por (1), y € int(S7'z) e x € int(S~'y). Logo, existe g € S tal que gz = y.
E, como z € int(Sz), entdo temos que y = gx € g int(Sz) C int(Sz). E,
portanto, y € int(Sz)Nint(S™'z), e Dy C int(Sx)Nint(S~'z). Assim, temos
Dy = int(Sz) Nint(S™'z).

O item 3 segue do fato de, Dy C int(Sz) Nint(S~'z).

E, para mostrar o item 4, seja x € Dy. Pelo fato de Dy = int(Sx) N
int(S™'x) e, int(Sx) e int(S~'x) serem abertos, temos que fe(Dy) = fe(int(Sz))N
int(S7'z). E, por (1) temos D C int(S™'z). Temos também que, D C
fe(Sx) C fe(S int(Sz)) C fe(Sz). Logo, D C fe(Dy) e Dy é denso em D.

E, por fim, para ver o item 5, sejam h € S, x € D, e suponha que
hx € D. Como, x € int(Sx), entdo hx € int(Sz) e por (1), também temos
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hx € int(S~'z), e, portanto, hx € int(Sz) Nint(S~'z) = Dj. O

A seguir, definiremos conjuntos controldveis invariantes.

Definicao 38 Dizemos que C' é um conjunto controldvel invariante para S
em M se, ele satisfaz as sequintes propriedades:

1. int(C) # @.

2.fe(Sz) = fe(C), para todo x € C.

3. C' é mazximal em relacao as propriedades (1) e (2), isto é, se C C D
e D satisfaz (1) e (2) entao C = D.

Proposicao 27 Suponha que C = m fe(Sx) # @. Entdo C é o tnico
zeM
conjunto controldvel invariante para S em M.

7

Proposicao 28 Todo conjunto controldvel invariante é wm conjunto con-
trolavel.

Demonstragao: Seja C' um conjunto controldvel invariante para a acao de
S. Pela Definicao 38, temos que int(C) # @ e que C é fechado. Logo,
C C fe(Sz), para todo + € C. Agora, devemos mostrar a maximili-
dade de C' em relacao a estas propriedades. Suponhamos que exista D
contendo C' tal que D C fe(Sz), para todo x € D. Disto segue que,
fe(Sz) = fe(C) C fe(D), para todo z € C. Logo, fe(D) = fe(Sz),
para todo z € C (pois, fe(D) C fe(Sz) C fe(D)). Resta mostrarmos que
fe(Sz) C fe(D), para todo z € D. Para isto, tomemos y € fe(Sz) e z € C.
Como x € D C fe(Sz), para todo z € D, temos que fe(D) = fe(Sz). Da
maximilidade de C' como c.c.i. segue que C' é um conjunto controldvel. [

Proposicao 29 Seja C C M nao wazio, satisfazendo a condi¢io (2) da
Definicao 38 e fechado, entao C' é um conjunto controldvel invariante para

S.

Observemos que se, C' ¢ um conjunto controldvel invariante para um
subsemigrupo S de interior nao vazio entao, C' é fechado e portanto seu
conjunto de transitividade serd Cy = (inte(S))C N C = (intg(S))C. Outros
detalhes podem ser encontrados em [19].

Observemos também que os conjuntos controldveis podem nao existir
para agoes de semigrupos em espagos quaisquer, como veremos no seguinte
exemplo.
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Exemplo 33 Seja G = (R, +), S={a€R:a>0} =R*CGeM=R
Considere a acao do semigrupo RT em R definida por

p:RTxR—R

(a,x) — a+ x.

Neste caso, S age em R como o semigrupo das translacgoes {p, : p,(x) =
a+x :a > 0}. Mostremos que nao existem conjuntos controldveis para
esta ag¢ao. De fato, suponha D C R com inty (D) # & ex € D. Se D
nao for conexo, tomemos a componente conexa que contém x. Temos que
eviste y € D tal que y < x. A drbita Sx de um ponto qualquer x € D é
Sr={2€R:z>z}= fe(Sx). Observe agora que y € D masy ¢ fe(Sx),
contrariando o item (2) da defini¢cao de conjunto controldvel.

Consideremos agora o seguinte exemplo.

Exemplo 34 Sejam G = SI(2,R) e
S = {( Z Z > € SI2,R) : a,b,c,d > 0}.

Temos que S é um subsemigrupo de interior nao vazio em Sl(2,R). Seja
0 : S x RP! — RP! definida por

() e =1( 8 ) (2N

onde [(x1,x2)] é a reta passando pela origem e por (1, x3). Lembremos que a
topologia de RP! ¢é definida da sequinte maneira: um subconjunto U C RP!
é aberto se, e somente se 7+ (U) é aberto em R?, onde m : R? — RP! ¢
definida por mw(xq1,x2) = [(x1,22)]. Afirmamos agora que o conjunto

C ={[(z1,22)] € RP' : 21,29 > 0},

correspondente ao primeiro e ao terceiro quadrantes do espaco euclidiano R?
é um conjunto controlavel invariante para S. De fato, sejam x = (x1,x2) e
y = (y1,y2) elementos de R?. Se [z],[y] € C, entdo x;,y; > 0, para i = 1,2.

Logo,
T 40
g = 12 ( 361 T2 > E S,
Y1Y2 2

= (5 5 ) (5)] = ] =
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Logo, temos que [y| € S[z], entao, int(C) C S|x|, para todo [x] € int(C).
Agora, se tomarmos x| ¢ int(C), devemos ter que |x] = [(x1,x2)], com uma
coordenada nula. Tomando g com todas as entradas positivas, temos que

K Z Z ) ' ( 1 )} = [(azy + bs, cz1 + das)] € int(C).

T2

Ja que as duas coordenadas sao nao nulas. Logo, dado qualquer x| € C,
existe g € S tal que g[z] € int(C). Reciprocamente, se tomarmos g € S e
[z] € C, temos que g[x] € C, pois estamos tomando todas as entradas de g e
as coordendas de x nao negativas.

Assim, S[z] C C, para todo [z] € C, e por consequéncia, fe(S[x]) C
fe(C). Logo, temos que fe(S[x]) C fe(C), para todo x € C. Como C é
fechado, pela Proposicao 29, temos que C' é um c.c.i.

3.2 Conjuntos Controlaveis por Cadeias para

Acoes de Semigrupos

Nesta se¢ao, introduzimos os conjuntos controldveis por cadeias para agoes
de semigrupos.

Inicialmente definiremos conjuntos controldveis por cadeias para uma
familia de subconjuntos de um subsemigrupo. Seja G um grupo topolégico
e S C G um subsemigrupo. Suponha que S age em um espago métrico M.
Fixemos uma distancia d em M. Podemos definir cadeias em M em relagao
a uma familia F de subconjuntos de S.

Definicao 39 Seja F uma familia de subconjuntos de S. Tomemos x,y €
M,e>0eA€F. Una (S e, A)-cadeia de = para y consiste de pontos
Lo =T,21,...; Tp_1,Tn =Y em M € g, ..., gn_1 em A tal que d(g;xj, xj41) < €
para j =0,....,n — 1.

Um conjunto controldvel por F—cadeias é um subconjunto de M cujos
pontos podem ser unidos por (S, ¢, A)-cadeias, ou seja,

Definicao 40 Um conjunto controlédvel por F-cadeias para S em M é um
subconjunto E C M que satisfaz,
1. int(F) # @.
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2. Para todos x,y € E, existe uma (S, e, A)-cadeia de x para y, para
todose >0 e A e F.
3. E ¢é mazimal em relagao as propriedades (1) e (2).

Definicao 41 O semigrupo S é dito transitivo por F-cadeias se, M é um
congunto controldvel por F — cadeias, ou seja, se quaiquer dois pontos de M
podem ser unidos por (S, e, A)-cadeias, para quaisquer e >0 e A € F.

A seguir, veremos alguns exemplos de familias de subconjuntos de um
semigrupo S que poderao ser utilizadas posteriormente.
Temos a familia F,, definida por:

Foo = {5 — K : K é um compacto de G}.

Temos também a familia:
Foos ={5 — K : K ¢ um compacto de S}.

Observemos que, se tivermos um sistema de controle num grupo de Lie G
e S for o semigrupo do sistema, podemos definir a familia F,,;..;. Para isto,
sejam X, X1, ..., X,, campos vetoriais invariantes a direita num grupo de Lie
G, ou seja, campos que satisfazem: X, (D,) = X, para qualquer g € G, onde
D, : G — G éatranslacao a direita h —— hg. Assim, consideremos o sistema
de controle

ﬂw:%mm+§ywmmwx

onde u = (uq, ..., u,,) € 4, para alguma classe de controles admissiveis 4.

Como no inicio deste trabalho, denotaremos por ¢(t, g, u) a solugdo do
sistema no tempo ¢, dada pelo controle u e iniciando em g € G, onde tal
solugao é dada por ¢(t, g,u) = ¢(t,e,u)g onde e é a identidade de G. Assim,
o conjunto de atingibilidade a partir da identidade no tempo ¢, A(t) é dado
por A(t) = {p(t,e,u)g : u € U}.

Proposicao 30 A uniao

S=JA®),

t>0

¢ um semigrupo (dito semigrupo do sistema,).
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Seja a familia de subconjuntos de S

Feontrol = U{A(t) 2T > 0}7

t>T

onde A(t) é o conjunto de atingibilidade no tempo ¢.

Observemos que os conjuntos controldveis por F,,.:roi—cadeias existem
somente para semigrupos de controle, enquanto os conjuntos controldveis
por Fo, e Fo s-cadeias podem ser definidos para semigrupos em geral.

Proposicao 31 Para as familias Foo s € Fso temos que Fo s € Fio, € @
tgualdade ocorre se S é fechado em G.

Demonstracao: Seja A = S — K € F s, onde K é um compacto de S.
Temos também que K é compacto de G e portanto A € F,. Se S é fechado
em G,seja A=S—-—K=5—-(KNS) € Fx, onde K ¢é compacto de G.
Temos que K NS é fechado e estd contido no compacto K, logo é compacto,
e assim, concluimos que A € F g. O

Apesar da definicao acima mencionar explicitamente uma distancia em
M, a nogao de conjunto controldvel por F-cadeias nao se altera quando con-
sideramos uma distancia equivalente aquela inicialmente considerada. Daf,
temos o seguinte resultado:

Proposigao 32 Sejam d e d' duas métricas equivalentes em M. Entao E é
um congunto controldvel por F-cadetas através da métrica d se e s6 se F é
um conjunto controldvel por F-cadeias através da métrica d'.

Demonstragao: Tomemos x,y € E. Sejam x¢g = z, 21, ..., Tp_1, Ty, = Y €M
M e go, ..., gn—1 € A determinando uma (5, ¢, A)-cadeia de x para y através
da métrica d. Logo, temos d(g;x;,z,;41) <€, para j =0,...,n — L.

Como d e d' sao equivalentes, existem constantes ¢, k > 0 tais que

kd(z,y) <d(x,y) <cd(x,y), Ve,y € M.

;o 5 R

Dai, d'(g;x;,j41) < 7, para j =0,...,n — 1.

Entao, xg = z,21,...,2_ 1,2, =y € M € go,...,gn_1 € A determinam
uma (.5, 7, A)-cadeia de x para y através da métrica d'.

Por outro lado se, zf, = z, 2, ...,2,,_,,x, =yem M e g,...,q,_, em A

determinam uma (S, ¢, A)-cadeia de x para y através da métrica d’, entao
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analogamente, temos que xy = x, 2, ...z, 2, =yem M e g},....,q,_, €
A determinam uma (5, ce, A)-cadeia de x para y através da métrica d. Logo,
temos que a condigao (2) da definigdo de conjunto controldvel por cadeias

independe da métrica, e assim, concluimos a demonstracao. O]

Veremos a seguir, através de uma aplicagao do Lema de Zorn, que qual-
quer subconjunto satisfazendo as duas primeiras condi¢oes na definicao de
conjunto controldvel por F-cadeias estd contido num conjunto controlével
por F-cadeias.

Proposicao 33 Seja E um subconjunto de M satisfazendo as condigoes (1)
e (2) da Definigao 40, entao E estd contido num conjunto controldvel por
F-cadeias.

Demonstracao: Seja J = {F C M : F satisfaz (1) e (2) da Defini¢ao
40}. J # @, pois E € J. Vamos considerar a inclusdo como relagao de
ordem em J. Mostremos que todo conjunto totalmente ordenado de J tem
limite superior. De fato, seja { F,, }aer, onde I ¢ um conjunto de indices, um
conjunto totalmente ordenado de elementos de J. Entao

F=|]JF., Fel,

ael

¢ um limite superior para {F,}.cr. De fato, se z,y € F, entdo x € F,, e
y € F,,. Mas, F,, C F,, ou F,, C F,,, isto implica que existe uma (5, ¢, A)-
cadeia de x para y, para todo ¢ > 0 e A € F. Pelo Lema de Zorn, temos que
J tem um elemento maximal e E estd contido num conjunto controlével por
F-cadeias. O

Segue da condi¢ao (3) da Defini¢ao 40 que dois conjuntos controldveis por
F-cadeias ou sao disjuntos ou coincidem, isto é,

Proposicao 34 Sejam E e F' dois conjuntos controldveis por F-cadeias para
SenG. Entio E=F ou ENF = @.

Demonstragao: Suponhamos que F N F # & e tomemos v € E N F.
Mostraremos que EU F' = F = F.

Tomemos ¢ > 0, A € F e a,b € E'U F. Mostraremos que existe uma
(S, e, A)-cadeia de a para b. Suponhamos que a € Feb € F. Comoa € E

o1



ex € F, existem g = a,x1,...,Tp_1,T, = ¢ em M, go,...,gn—1 € A tal que
d(gjxj,xj41) < e, paraj=0,..,n— 1.

Por outro lado, temos que x € E'eb € F, logo, existem, yo = &, Y1, .-, Yn—1, Yn =
bem M e hy,...,h,_1 em A tal que d(h;y;,yi11) < €, parai =0, ...,m — 1.

Logo, zg = a, ..., Tp, Yo, -, Ym = b € o, -.es Gn_1, ho, -y hyy—1 em A deter-
minam uma (5, e, A)-cadeia de a para b. O

Observe a seguir que nem sempre existem conjuntos controldveis por F-
cadeias.

Exemplo 35 Seja S o semigrupo de translagoes na reta real dado por, S =
{94 : gu(x) = 2+0a coma > 0}. Seja F uma familia qualquer de subconjuntos
de S. Entao nao existe conjunto controldvel por F-cadeias na reta real. De
fato, tomemos x ey reais e suponhamos que r < y. Entdo, para e < @, e
para qualquer A € F ndao existe (S, e, A)-cadeia de y para x. Isto é verdade,

pois gy >y para todo g € S.

A seguir, mostraremos que sob algumas condi¢oes sobre a familia F de
subconjuntos do semigrupo .S, os conjuntos controldveis efetivos estarao con-
tidos nos conjuntos controldaveis por F-cadeias. Consideraremos as seguintes
condicoes sobre F.

Definicao 42 Seja F uma familia de subconjuntos de um semigrupo S. Di-
remos que F satisfaz a propriedade P, (respectivamente P,), se para todo
o, €S, ¢ # e e A e F, existe um numero inteiro positivo n tal que

o™ € A (respectivamente @' € A).

Notemos que, se F satisfaz tanto P, quanto P, entao, ¢" € A para algum
inteiro n > 0. Basta tomar v = ¢.

Proposicao 35 A familia F.onirer Satisfaz as propriedades P, e P,.

Demonstragao: De fato, tomemos A € Foonro, g € int(S) e h € S. En-
tao, temos que g = @(t1,e,u) e h = @(ts,e,v), com u,v € L e ty,t5 > 0.
Assim, ¢" = ¢(nty,e,u"), onde o controle u" é n-vezes a concatenacao de u

por ele mesmo. Temos entdao que g"h = p(nt; + ta, e, w), com w € L. Logo,
g"h € A, para algum n € Z7. Analogamente, temos que hg" € A, para
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qualquer n € Z7. O

Para familias satisfazendo as propriedades P, e P, é possivel comparar
os conjuntos controldveis por cadeias com os conjuntos controldveis efetivos.
Denotemos por S4 o semigrupo gerado por um subconjunto A C S.

Proposicao 36 Suponha que F é uma familia de subconjuntos de um semi-
grupo S satisfazendo as propriedades P, e P, e tome A € F. E, sejam Sx
o subsemigrupo gerado por A e, D um conjunto controldvel efetivo para S.
Entao D C fe(Sa(x)), para qualquer x € D.

Demonstracao: Tomemos z,y € D e mostremos que y € fe(Sa(x)). Ini-
cialmente, assumamos que y € Dy. Entao existe h € S tal que y = hx, ja
que D C (intS) ™Dy, ocorre pela Proposicao 26.

Temos também que existe g € int(S) tal que gy = y. Como ¢g"h € A, por
P, e g"hx =y, obtemos que y € Syx.

Agora, para y arbitrdrio tomemos z € Dy. Entao, pela primeira parte da
demonstracao z € Sazx, e, portanto, é suficiente mostrar que y € fe(S4z2).
Para isto, tomemos g € int(S) tal que gz = z e uma sequéncia h,, € S tal
que h,,z — y. Entao, por P, temos que h,,g" € S4 para n suficientemente
grande. Desde que h,,g"z = h,,z, temos que existe uma sequéncia gp € Sx
com g,z — ¥, concluindo assim a demonstracao. 0

Uma consequéncia da Proposi¢ao 36 é a de que um conjunto controldvel
efetivo satisfaz (2) na definicdo de conjuntos controldveis, para quaisquer
A € F e e > 0, ou mais precisamente,

Corolario 1 Suponha que F satisfaz tanto P, quanto P.. Entdao, um con-
Junto controldvel efetivo para S estd contido em um conjunto controldvel por
F-cadeias.

Demonstragao: Seja D um conjunto controldvel efetivo para S, entao, pela
Proposi¢ao 36 segue que para todo A € F, tem-se D C fe(Sa(x)), para
todo z € D. Vejamos que isto implica que D satisfaz as duas primeiras
condigoes da Definicao 40, e assim, utilizando a Proposicao 33, segue que D
estd contido num conjunto controldvel por F-cadeias. De fato, como D é um
conjunto controlével para S, temos que int(D) # @. Para ver o outro item,
sejam z,y € D, dados ¢ > 0 e A € F, pela Proposigao 36, y € fe(Sa(z)), e
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assim, existe uma sequéncia g,r — y, ou equivalentemente, existe ng € N,

tal que d(g,z,y) < €, para todo n > ng. Fagamos zy = z, ©1 = gozo,
T2 = Q11 s Trg—1 = Gng_oLs Tng = Gng_, L € Y = Gny T, € assim, obtemos uma
(S, e, A)-cadeia de x para y. O

Podemos entao definir conjuntos controldveis por F-cadeias efetivos.

Definicao 43 Seja F uma familia de subconjuntos de S. Um conjunto con-
troldvel por F-cadeias é dito efetivo se, ele contém um conjunto controldvel
para S que seja efetivo.

Proposicao 37 Se uma familia F satisfaz tanto P, quanto P,, entao, um
conjunto controldvel por F-cadeias E é efetivo se, e sé se o subconjunto
Ey={z € E:x € int(Sz) Nint(S~'x)} é nio vazio.

Demonstracgao: Se E' é um conjunto controldvel por F-cadeias efetivo, en-
tao £ O D um conjunto controldvel efetivo para S. Dai, existe x € D C E tal
que x € int(Sx)Nint(S~ ). Para ver a reciproca, suponha que Fy # &. En-
tao, pela Proposicao 25, existe um tinico conjunto controlavel efetivo, £’ = E,
que contém Fj, mostrando que E é um conjunto controldvel por F-cadeias
efetivo. O

3.3 Conjuntos Controlaveis por Cadeias como
Intersecao de Conjuntos Controlaveis

Nesta se¢ao, para um semigrupo de homeomorfismos de um espago métrico
compacto, mostraremos uma caracterizacao dos conjuntos controldveis por
cadeias como intersecao de conjuntos controldveis para semigrupos gerados
por vizinhangas de S (semigrupos perturbados) na topologia da convergéncia
uniforme. Tais conjuntos controldveis por cadeias nos permite aplicar os
resultados sobre conjuntos controldveis no estudo dos conjuntos controléveis
por cadeias.

A seguir, suponha que S é um semigrupo de homeomorfismos de M e que
d é¢ uma métrica em M. Uma cadeia num semigrupo S é dada pelo intercalar
da acao de elementos de S com pequenos saltos de elementos de M. Dai,
temos que os conjuntos controldveis por cadeias para a acao de S sao obtidos
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através dos conjuntos controldveis para semigrupos gerados por vizinhancas
de S.

Consideremos no grupo GG de homeomorfismos de M, a métrica da con-
vergéncia uniforme definida por:

d'(g, h) = sup d(gz, hz).

zeM

E de fcil verificacdo que a métrica d’ é invariante a direita pela acdo de
G, isto é, se g, h,t € G entao d'(g,h) = d/(gt, ht).

Usaremos a notagao B(A, ) para a e-vizinhanga em relagdo a d’ no sub-
conjunto A, onde

B(Ae)={geG:3he A d(h,g) <e}.

Seja o subconjunto A C S, denotaremos por S; 4 o subsemigrupo de G
gerado pela e-vizinhanga de A em G (semigrupo perturbado), ou seja,

Sea=[B(A,¢)].

Proposigao 38 Sejam x,y € M e A C S. Entao:

1. Sey € S: a(x), entao existe uma (S, e, A)-cadeia de = para y.

2. Sey € fe(Sea(z)) entao existe uma(S, ', A)-cadeia de x para y, para
todo €' > ¢.

Demonstracao: Para ver o item 1, seja y € S 4(z). Entao existe g € S: 4
tal que gr = y, e segue da definicao de S. 4 que g = gr—1...g0 com g;€

B(A,e),i=0,...k—1.
Tomemos hy, ..., hy_1 € A tal que,

d(hi,gi) <e,comi=0,..k—1.

Logo, as sequéncias o = x, 1 = ¢oZo, ..., Tk = Jr—1Tk—1 =Y € ho, ..., hp_1 €
A determinam uma (S, e, A)-cadeia de x para y. De fato,

d(h;izs, 1) d(hiz;, giz;)
d/(h'i7 gl)

€,
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com i =0,....k — 1, o que mostra a existéncia de uma (5, e, A)-cadeia de x

para y.

E, para ver o item 2, suponhamos que y € fe(S. az). Logo, existe uma
sequéncia g, € S. 4 tal que g,x — y. Tomemos ¢’ > ¢ e seja ny tal que
d(gnox,y) < € —e. Como na demonstracao de (1), existe uma (5, ¢, A)-

cadeia de x para g,,x. Tomemos yo = ,...,Yn = Gno® € M, ho,...,hp_1 €
A como a (S,¢e,A)-cadeia de = para g,,z. Entdao, d(h;y;,yi11) < &, com
1 = 0,...n—1. Logo, a cadeia zg = 2,21 = Y1, 2n-1 = Yn-1,%n = Y
em M e hg,....h,_1 € A é uma (S,¢', A)-cadeia de = para y. De fato,
d(hn—lyn—lay) < d(hn—lyn—lagnox) + d(gn0$7y) < e+ (5/ - 5) = ¢ LOgO;
d(hi—1yi—1,y;) <e <¢e',comi=0,..,n—1. O

O resultado acima mostra que pontos atingiveis pela acao do semigrupo
gerado pela perturbagdo de A também sao atingfveis por (5, e, A)-cadeias.
Para mostrarmos a reciproca, precisamos introduzir a seguinte hipétese sobre
a acao de G em M.

Hipétese H: Existem constantes ¢ > 0 e n > 0 tal que a agao de G em
M satisfaz, para qualquer x € M e qualquer y € B,(x) existe k € G com
kx =y ed(ke,x) > c.d(k,1y).

Observemos que para acoes que satisfazendo a hipétese H é possivel in-
terligar pontos suficientemente préximos em M por elementos de G cuja
distancia a identidade nao seja muito maior do que a distancia entre os pon-
tos.

Como d'(k,1y) = sup,ep d(ky,y) e d(kx,xz) > c.d'(k, 1)), temos que
¢ <1, com c =1 se, e somente se, dado x € M, x for um ponto para o qual
o sup em d'(k,1,s) é atingido.

Exemplo 36 Consideremos o espaco métrico compacto
M= Cnu{o},
n=1

onde C,, sao os circulos C,, = {(z,y) € R* : 2® +y* = L}, com a métrica
padrao de R2. Todos os homeomorfismos ¢ de M, tem a propriedade que
©(0) = 0, e assim, a hipétese H nao é satisfeita em 0. Se ©(0) # 0, entdo
o componente contendo ¢(0) é um circulo e o componente contendo 0 é o
conjunto {0}. E este nao é homeomorfo ao circulo.
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Proposicao 39 Assumamos a hipétese H e seja € tal que 0 < € < n. Supon-
hamos que xg,...,x, € M e hg,....,h,—1 € G sao sequéncias determinando
uma (S, e, A)-cadeia de xy para x,. Entdo, ezviste g € Soa com grg = Tn,
onde &' = <.

Demonstragao: Como d(h;x;,x;11) < € < 1, temos pela hipétese H que
existe k; € G tal que

d(hil‘l, xi—i—l) = d(klhil‘“ hzxz) Z C.d,(k’i, 1M)7 com ¢ = 0, ey — 1.

Logo, d'(ki,1y) < £ = ¢&'. Tomando g; = k;h;. Entao, d'(g;, h;) =
d'(kihi, h;) = d'(k;, 15r) < €', pela invariancia a direita de d'.
E, portanto, g; € B(A,€') e giv; = kihiw; = %541, € T = gn—1..-go%o, O

que conclui a demonstracao. 0

Juntando as Proposicoes 38 e 39 temos que os conjuntos controldveis por
cadeias em M, que satisfazem a hipétese H, podem ser estudados através
dos conjuntos controldveis para agdes dos semigrupos (perturbados) S 4.

Como temos que Sy C S: 4, para todo € > 0, entao os conjuntos con-
troldveis efetivos para S estao contidos nos conjuntos controldveis para S; 4,
e disto segue que o conjunto controlével para S, 4 também ¢ efetivo. De fato,
se g € int(S) fixa um ponto y, entdo o mesmo vale para ¢", com n > 0 e
g” S z'mf(SaA).

Para o semigrupo S; 4, temos a seguinte versao da Proposicao 36.

Proposigao 40 Seja S um semigrupo de homeomorfismos de um espa¢o
métrico compacto M e D é um conjunto controldvel efetivo para S em M.
Seja F uma familia de subconjuntos de S satisfazendo tanto P, quanto P,
e que o espago M satisfaz a hipdtese H. Entdo, D C S: a(x), para qualquer
x €D, Ae F ec suficientemente pequeno.

Demonstracao: Sejam z,y € D e mostremos que y € S. 4(z). De fato,
pela Proposicao 36, existe g € S tal que gz estd préximo de y. Como Sy é
gerado por A, g é da forma, g = ¢;...g,, com g; € A.

Utilizando a hipétese H, temos que existe K € G com d'(k,1y) < € e
kgx =y, logo, kg € Sc.a ey € S: a(x). O
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Proposicao 41 Suponha que a hipstese H é satisfeita e assuma que F sat-
isfaz P, e P.. Seja D um conjunto controldvel efetivo para S em M. Entao,
para cada ¢ > 0 e A € F existe um conjunto controldvel D, 4 para o semi-
grupo perturbado S; 4, tal que D C D, 4.

Demonstracao: De fato, para todo z,y € D mostremos que y € S: 4(z),
para ¢ suficientemente pequeno. Pela Proposicao 40, existe ¢ € S, tal
que ¢(z) estd proximo de y. Por outro lado, pela defini¢ao de S, temos
¢ = ¢p...0,, com ¢, € A. Entao, utilizando a hipétese H, existe v € G tal
que d'(vp,¢) = d'(v,1) < g, e y¢(x) = y de modo que ¢ € S; 4, e portanto,
(VS SE,A(ZE). 0

O resultado, a seguir, caracteriza os conjuntos controldaveis por F-cadeias
como intersecoes de conjuntos controldveis para os semigrupos perturbados

Se.A-

Teorema 2 Seja S um semigrupo de homeomorfismos de M. Suponha que
M satisfaz a hipotese H e seja F uma familia de subconjuntos de S satis-
fazendo P, e P.. Seja D um conjunto controldvel efetivo para S em M e para
e>0eAecF, denotemos por D. o o conjunto controldvel para o semigrupo
perturbado S. 4 contendo D. Entao,

E= ﬂDa,Aa
e, A

é o unico conjunto controldvel por F-cadeias contendo D.

Demonstragao: Temos que int(E) # @, j4 que D C E. Para quaisquer
z,y € B,y € fe(So a(z)), para todo e’ > 0 e A € F. Entao, pela Proposi¢ao
38, existe uma (5, e, A)-cadeia de = para y, para todoe >0e A € F, o que
mostra que F é transitivo por cadeias. Basta verificarmos a maximilidade
de E. Tomemos = ¢ E e y € E e suponhamos que para todoe >0e A € F
existem (S,e, A)-cadeias de x para y e de y para x. Como M satisfaz a
hipétese H, pela Proposigao 39 temos que x € S; 4(y) e y € Sc a(x), com
e>0eAe F. Porém, y € D. 4 (pois y € E), logo, © € D, 4 para todo
e, A, contradizendo a hipétese de que = ¢ E. Logo, mostramos que £ U {x}
nao estd contido em nenhum conjunto controldvel por cadeias e assim temos
a maximalidade de F. 0
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Proposicao 42 Seja S um semigrupo de homeomorfismos de M. Suponha
que M satisfaz a hipétese H e seja F uma familia de subconjuntos de S satis-
fazendo P, e P,, além disso, suponha que existe um inico conjunto controldvel
invariante D, para S em M. Entao D. 4 é o tunico conjunto controldvel in-
variante para Sg o contendo o conjunto controldvel invariante para S.

Demonstragao: Pela Proposicao 27, temos que existe um tnico conjunto

controldvel para S em um espago compacto, digamos C, se, e somente se,

C = ﬂ fe(Sx) # @. E neste caso, o conjunto controldvel invariante é dado
zeM

por esta interseccao e, assim, uma afirmacao semelhante vale para S; 4. Va-

mos definir C, 4 = ﬂ fe(Sc.a(x)) e, assim, para mostrarmos o resultado,

xeM
basta mostrarmos que D, 4 N C, 4 # &. Para ver isto, tomemos z € M. En-

tao, pela Proposigao 26, D C int(S~*(y)), para todo y € Dy, e isto implica
que existe ¢ € S tal que ¢(z) € Dyg. Como F satisfaz P}, entdo ¢" € A, para
algum n inteiro (tomamos ¢ = v na defini¢do de ;). Como ¢"(x) € D, pois
D ¢ invariante, e como D C D, 4 e D, 4 ¢ um conjunto controldvel para S; 4,
segue que D. 4 C fe(S: a(x)), concluindo assim o resultado. O
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Capitulo 4

Conjuntos Controlaveis por
Cadeias em Fibrados

Neste capitulo, estudaremos os conjuntos controldveis por cadeias em fibra-
dos principais e seus fibrados associados. Inicialmente, estudaremos alguns
semigrupos de homemorfismos em fibrados, e a propriedade de acessibilidade.
Estudaremos o comportamento dos conjuntos controldveis por cadeias em fi-
brados, como por exemplo, sob algumas hipéteses, mostraremos que os con-
juntos controldveis por cadeias do espago total de um fibrado sao projetados
dentro de conjuntos controldveis por cadeias do espaco base do fibrado, e bem
como, conjuntos de transitividade de conjuntos controldveis por cadeias sao
projetados dentro do conjunto de transitividades de conjuntos controldveis
por cadeias. Veremos também que um conjunto controlével por F,- cadeias
na fibra de um fibrado estd contido em um conjunto controldvel por F-
cadeias no espaco total, entre outros.

4.1 Semigrupos de Homeomorfismos e Aces-
sibilidade

Com as notagoes introduzidas nas segoes 1.5 e 1.6, sejam G um grupo topolégico
agindo a direita num espago topoldgico @, e Q(M, G) o fibrado principal com
espaco total (), espaco base M e grupo estrutural G e seja g : Q@ — M a
projecao canonica.

A seguir, introduziremos alguns semigrupos. Consideremos Sg um semi-
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grupo de homeomorfismos de () comutando com a agao a direita, isto é,

¢Q(q.a) = ng(q).a, com a € G e ¢g € Sq.

O semigrupo S induz um semigrupo Sy; de homeomorfismos de M, ou
seja, se y € M e y = mp(q), definimos um elemento ¢,, € Sy, tal que

du(y) = mo(dg(q)), com ¢g € Sq.

Suponhamos que o grupo estrutural G age a esquerda e transitivamente
no grupo topolégico F'. Como ji vimos, temos o fibrado associado ao fi-
brado principal Q(M, G), com fibra tipo F'. Denotado por E(M, F,G,Q) ou
simplesmente por F, o espaco total deste fibrado. Vale relembrarmos que
os elementos de E sao classes de equivaléncia da relacao em () x F' dada
por (¢,v) ~ (qa,a 'v), a € G, e denotamos por [¢,v], ¢ € Q, v € F, os
elementos de F. A projecao canonica mg : E — M no fibrado é definida por

me(lq,v]) = mq(q).
O semigrupo S também induz um outro semigrupo de homeomorfismos,

o semigrupo Sg de homeomorfismos de E, tal que, Sg([q,v]) = [So(q),v], ou
seja,

¢p(lg, v]) = [0q(q), v], com ¢q € Sq.
Proposicao 43 Se Sq ¢ acesstvel, entao Si € acessivel.
Demonstragao: De fato, temos que a aplicacao

veFr+——queE,, comz=m(q),
¢ uma submersao, logo,
int(Sp(q.v)) = int(Sg(q).v) = int(Sg(q)).v, para todo z € M e v € F.

E como Sg ¢é acessivel, temos int(Sp(q)) # 0, para todo ¢ € @, dai, segue

que Sg é acessivel. O

Seja g € (), entao definimos o conjunto,
Sq = Sq(q) Nmg' (x), r =70(q).

Usando a identificacdo de 7' (x) com G dada por a € G — q.a € w,'(z),
S, pode ser visto como um subconjunto de G,

Sy ={ae€G:3¢q € Sy, ¢g(q) = q.a}.

61



Proposicao 44 Se S, # @, entao S, é um subsemigrupo de G.

Demonstragao: De fato, sejam a1, ay € S, entao 1g(q) = q.a1 e ¢g(q) =
q.ao. Dai, temos,

¢ = (ga).a;' = q=v(q)ay’,
entao,

CbQ(C]) = ¢Q(¢(Q)az_1) =q.01.
Logo, temos ¢4 (1(q)) = q.(a1a2), o que implica que ajaz € S, O

Observacao: E mais, S, é o subsemigrupo agindo na fibra tipo F.

Os semigrupos Sg, Sk e S, foram estudados em [2].

Seja F uma familia de subconjuntos de Sg. A familia F induz a familia
Fu no semigrupo Sy, a familia Fp em Sk e a familia F, em S, isto ¢,

- Fp CSg
F C SQ induz - Fy C Sy .
- FyC S,

De fato, para cada A € F, definimos:

Auv = {oy € Su:30g € Ae dy(ma(a) = mo(dg(a)}
Ap = {¢p € Sp:3¢g € Ae ¢p(lq,v]) = [pg(q),v]}, e
Ay, = {a€G:3pg € Ae ¢glq) = q.a}.

Assim, podemos definir as familias induzidas:

Fu = {Ay:AeF},
fE = {AEZA€f},e
F, = {4, AcF}.

Proposicao 45 Seja F uma familia de subconjuntos de Sg satisfazendo P,
e P,. Entao, Fur, Fr e F, também satisfazem P, e P,.

Demonstragao: Mostraremos primeiramente que P, é satisfeito. De fato,
dado A € F, existe n € Z, tal que ¢5(pg)" = 0 € A, com ¢g e pg € S
Dai, para a familia F);, temos

ou(mq(q)) = mo(oq(q)), (pela igualdade enunciada acima, ¢y, (7q(q)) = To(¢o(9))),
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daf, substituindo o = ¢g(pg)", temos
TQ((9q(pe)") (@) = (Pa(par)")(ma(a)),

e, portanto, ¢,,(py,)" € Ay Para a familia Fp,

op(pr)"([q,v]) = ¢E([<pQ)n(Q)7U]> = [(¢Q(pQ)n)(Q)7v]a

logo, ¢p(pp)" € Ag. Por fim, sejam a,b € S, e A, € F,, dai, existem
bg, pg € Sq, tais que ¢g(q) = q.a e pg(q) = ¢.b. Dai,

do(pg)" (@) = dg(q.a™) = q.ba".

Entao, ¢g(pg)" € A e ba™ € A;. Analogamente, demonstra-se que Far, Fr e
F, satisfazem P,. O

4.2 Conjuntos Controlaveis por Cadeias e Pro-
priedades

Nesta secao, estudaremos o comportamento dos conjuntos controldveis por
cadeias para acgoes de semigrupos em fibrados. Mostraremos que a projecao
de um conjuto controldvel por cadeias no espaco total do fibrado esté contida
num conjunto controldvel por cadeias na base do fibrado.

Teorema 3 Sejam E um fibrado com proje¢ao mw : & — M e F uma familia
de subconjuntos de Sg. Suponha que E é compacto e seja H C E um conjunto
controldvel por Frp — cadeias. Entao, existe um conjunto controldvel por
Fu — cadeias B C M tal que n(H) C B.

Demonstragao: Temos int(H) # &, ja que por hipétese H é um conjunto
controlavel por Fr — cadetas, e m é uma aplicagao aberta. Entao, temos
int(m(H)) # @. Mostremos que existe um conjunto controldvel por F-
cadeias, B C M, tal que 7(H) C B, ou seja, dados z’,y’ € w(H), podemos
unir estes pontos através de uma (Sy, €, Ayr)-cadeia. Para isso, sejam ¢ > 0,
Ay € Fyed,y € n(H). Tomemos x,y € H, tais que n(z) = 2’ em(y) =y
Como E é compacto e 7 é uniformemente continua, dado ¢ > 0, existe 6 > 0
tal que,

d(n(z),7(") <e se d(z,72)<d, comz 2 €E.
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Sejam xo = 7,21, ..., Tn_1, Ty = Yy em K e ¢p , dg,, ..., 05, em Ap formando
uma (Sg,d, Ag) — cadeia de = para y. Dai, do fato de 7 ser uniformemente
continua, da definicao do semigrupo Sy, e de

d(w;, ¢, (x5)) <9,

temos que,

d(m(2;), (¢, (x;))) = d(7 (), by, (m(25))) <e,

isto ¢, m(x;) e ¢, determinam uma (Syr,e, Ay) — cadeias de x' para y'.
Como 7(H) satisfaz as propriedades (1) e (2) da Definicao 40, 7(H) esta
contido em um conjunto controldvel por F — cadeias. Logo, existe um con-
junto controlavel por Fy; — cadeias B C M tal que w(H) C B. 0

Vejamos a seguir, o conceito de acessibilidade sobre um conjunto con-
trolavel por F — cadeias.

Definicao 44 Seja F uma familia de subconjuntos de Sg, satisfazendo P,
e P.. Suponha que H é um conjunto controldavel por cadeias efeivo em M e
seja Hy = {z € H : x € int(Sy(x)) Nint(S;/ ())}. O semigrupo Sq é dito
acesstvel sobre Hy se, para todo q € ’/ngl(Ho), int(Sg(q)) N Wél(Ho) # .

Lema 4 Seja H C M um conjunto controldvel por Fy; — cadeias efetivo e
suponha que Sg é acessivel sobre Hy. Entdo, int(S,) # & se q € ﬂél(Ho).

Demonstragao: Tomemos ¢, € S tal que ¢4(q) € int(Sqg(q)) N 7TC_21<H0).
Existe um conjunto controlével efetivo, D, para Sy tal que x = mo(q) € Do.
Entao, mq(dg(q)) = oum(mq(q)) € Do, e existe g € Sp tal que x =
VY (mo(dg(q))), de modo que ¥o¢n(q) pertence & mesma fibra que ¢. Daf,
pela escolha de ¢, temos que Yo0q(q) € int(Sq(q)), logo, se tomarmos
a € G tal que YoPo(q) = q.a, entdo a € int(S,), concluindo a demonstragao
do lema. 0

A reciproca do Teorema 3 é garantida pelo seguinte teorema.

Teorema 4 Sejam E um fibrado com projecao 7 : E — M e F uma familia
de subconguntos de Sq satisfazendo P, e P,. Suponha que E é compacto, B C
M ¢é um conjunto controldvel por Fy;—cadeias efetivo e que Sq € acessivel
sobre By. Entao, existe um conjunto controldvel por Fg— cadeias efetivo H C
E tal que m(H) C B.
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Demonstragao: Temos por hipétese que B é um conjunto controldvel por
Fu—cadeias efetivo, logo, By # (. Entao, tomemos x € By = {zr € B :
x € int(Sy(z)) Nint(S;; (z))}. Pela Proposicio 25, temos que z € C, onde
C & um conjunto controlavel efetivo, contido em B. Usando a Proposicao
3.4, de [2], temos que existe um conjunto controlavel efetivo D C E para
Sg, com w(D) C C. Dentro dessas condigoes, o Corolario 1 nos garante que
D esté contido em um conjunto controldvel por Fr—cadeias, dito H. Como
conjuntos controldveis por cadeias sao maximais e pelo Teorema 3, temos que
existe um conjunto controldvel por F),—cadeias, B C M, tal que 7(H) C B.
O

Sejam dr uma métrica no espaco total £ do fibrado com fibra tipica F,
dr uma métrica invariante & direita na fibra F' e dj; a métrica no espago
base M tal que a projecao canodnica g : EF — M é Lipschitziana, ou seja,
existe uma constante ¢ > 0 tal que, para todo x,y € E, tem-se dg(z,y) <
c.dy(mp(z), mE(Y))-

Para darmos continuidade ao estudo, consideremos o seguinte resultado
estudado em [2].

Proposigao 46 Assuma que Sy é acessivel e seja C C M um conjunto
controldvel efetivo, e suponha que para cada v € Cy, existe q € Wél(l‘),
x € M, tal que S, age transitivamente em F'. Entao, para cada p € Q) tal que
7(p) € Co, temos que S, é transitivo em F. Além disso, Sg é acessivel sobre
C, D = 7 1(C) é um conjunto controldvel efetivo em E e Sg é transitivo
sobre Cy.

Podemos considerar os conjuntos controldveis por cadeias como interse¢ao
de conjuntos controldveis, como vimos na Secao 3.3 para acoes de semigrupos,
e agora para fibrados. Recordando tais notagoes, seja o subconjunto A C S,
denotaremos por S, 4 o subsemigrupo de G gerado pela e—vizinhanca de A
em (7, ou seja,

Sea = [B(A,¢)].
Assim, temos o seguinte resultado.
Teorema 5 Seja E um fibrado associado ao fibrado principal @), com grupo
estrutural compacto. Suponha que M e E sdo compactos e que () é conexo.

Vamos assumir que F € uma familia de subconjuntos de Sq satisfazendo P,
e P, e, que as acoes dos grupos de homeomorfismos sobre M e E satisfazem
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a hipstese H. Seja B um conjunto controldvel por Fyr—cadeias efetivo em
M e suponhamos que Sq € acesstvel sobre By. Entao, 7@1(3) ¢ um conjunto
controldavel por Fg—cadeias efetivo em E. Logo, o nimero de conjuntos
controldveis por Fp—cadeias efetivo em E é igual ao nimero de conjuntos
controldveis por Fy—cadetas em M.

Demonstracgao: Primeiramente, mostraremos que,

((SM)E,AM) - (SE)CE,AE7

ou seja, que ¢p € (SE)e.ap ¢ Oar € (Sm)ea, - Basta mostrarmos que,
¢p € B(Ag,ce), com ¢, € B(Ayy,¢).
De fato, pois

d(vg bp) = Sup de(vp([g,v]), op(lg,v]))

= sup dE([’YQ(Q);U]a [¢Q<Q>>U])

[g,v]€E

< e [ SE_EE du(mQ(19(0), me(9g(q)))

= C-dl(’YMa¢M)-

Pelo Teorema 2, temos que

B = ﬂ Da,AM7

€, Anm

onde D, 4,, ¢ um conjunto controldvel para (Sy):,4,, Dai, temos

7 (B) = [ 7 (Deay)-

e, Anm

E, pela Proposicao 46 acima, tem-se que 7r*1(D€, 4,,) € um conjunto con-
trolavel para ((Sar)ea,) C (SE)eeag. Logo, 7 1(B) é um conjunto con-
trolavel por Fr—cadeias em F, caracterizando novamente os conjuntos con-
trolaveis por cadeias como a interse¢ao de conjuntos controldveis. 0

O Teorema a seguir mostra que um conjunto controldvel por F,—cadeias

na fibra de um fibrado principal estd contido num conjunto controldvel por
F—cadeias no espaco total.
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Teorema 6 Seja E um fibrado associado ao fibrado principal ) com pro-
jecoes Ty e mq, respectivamente. Suponha que F é uma familia de subcon-
Juntos de Sg. Seja q € ﬂél(x), x € M. FE seja H um conjunto controldvel
por F,—cadeias em I,

Entao:

1) Qualquer conjunto controldvel por F,—cadeias em Wgzl(x) estd contido
em um conjunto controldvel por F—cadeias em Q.

2) [q, H] estd contido em um conjunto controldvel por Fr— cadeias em E.

Demonstracao: 1) Seja H um conjunto controldvel por F,—cadeias em
Wél(x). Tomemos z,2' € H. Entao, para todo ¢ > 0 e A, € F, existem

To =%, T1,...,T, = 2 em Wél(l’) e ap,ai, ...,a,—1 € A, tais que
d(zja;,x;41) <e, comj=0,1,...,n—1

Seja ¢q, € A dado por ngj(q) = qa;. Entao, xg, ..., T, € ¢g,, .-, 9g, , deter-
minam uma F— cadeia de z para z’.

2) Sejam [q,v], [q,v'] € [q,H]. Como H é um conjunto controldvel por
JF,—cadeias, para todo ¢ > 0 e A, € F, existe vy = v,...,v, = v em F e
ag, ..., an—1 € A, tal que dp(a;vj,vj41) < €, com j=0,1,...n-1. Seja ¢g, €A
dado por ngj(q) = qa;. Entao, [q,vo],...,[q,Vn] € g, - @, , determinam
uma (.5, e, A)-cadeia de [q, v] para [¢g,v]. De fato,

dp(op, (g vi]): g, vin]) = de(lgay, vil, (g, vit])
= dp(lg, a;v5], g, vj11])
= dp(a;vj,v541)
< e
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