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Resumo 

     O objetivo principal deste trabalho é estudar os conjuntos controláveis por cadeias 
para ações de semigrupos em fibrados. 
     O trabalho está organizado da seguinte maneira: 
     No capítulo 1, apresentamos algumas preliminares necessárias para o 
desenvolvimento deste trabalho. 
     No capítulo 2, estudamos alguns tópicos da Teoria Geométrica de Controle, tais 
como, sistemas de controle, semigrupo e o grupo do sistema, acessibilidade, 
controlabilidade e controlabilidade aproximada para sistemas de controle. Estudamos 
também certas regiões do espaço de fase, ditas conjuntos controláveis para sistemas de 
controle, em que o sistema de controle é aproximadamente controlável. E, na sequência, 
estudamos os conjuntos controláveis por cadeias para sistemas de controle. 
     Posteriormente, no capítulo 3, estudamos os conjuntos controláveis para ações de 
semigrupos, bem como, algumas de suas propriedades, tais como, dois conjuntos 
controláveis para a ação de um semigrupo, são iguais ou são disjuntos. Vimos também o 
conceito de conjunto de transitividade de um conjunto controlável, e algumas 
propriedades, tais como, é um conjunto aberto e denso no qual o semigrupo age 
transitivamente . Em seguida, estudamos os conjuntos controláveis por cadeias para 
ações de semigrupos em espaços métricos, em que mostramos alguns resultados, como 
por exemplo, o que caracteriza os conjuntos controláveis por cadeias como interseções 
de conjuntos controláveis para certos semigrupos. 
     E, por fim, no último capítulo, estudamos o comportamento dos conjuntos 
controláveis por cadeias nos fibrados principais e nos seus fibrados associados, em que 
vimos alguns resultados, como por exemplo, mostramos que os conjuntos controláveis 
por cadeias do espaço total de um fibrado são projetados dentro de conjuntos 
controláveis por cadeias do espaço base do fibrado, e bem como, conjuntos de 
transitividade de conjuntos controláveis por cadeias são projetados dentro do conjunto 
de transitividade de conjuntos controláveis por cadeias. 
 
 
     Palavras-Chave: Ações de Semigrupos, Conjuntos Controláveis, Conjuntos 
Controláveis por Cadeias, Fibrados. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Abstract 

     The main objective of this work is to study the chain control sets for semigroups 
actions. 

     The paper is organized as follows: 

First, in chapter 1, we presented some preliminaries necessary for the development of 
this work. 

     Then, in chapter 2, we studied some topics of the Geometric Control Theory, such 
as, control sets, semigroup and system group, accessibility, controllability and 
approximate controllability for control sets. We also studied certain regions of phase 
space, called controllable system for control sets, where the control sets are 
approximately controllable. And, in the sequence, we studied the controllable sets by 
chains for control systems. 

     Subsequently, in chapter 3, we studied the controllable sets for semigroups actions, 
also some of their properties, such as, two controllable sets for semigroup actions, are 
the same or are disjoint. We also saw the concept of transitivity set of a controllable set, 
and some properties, such as, is an open and dense set in which the semigroup acts 
transitively. After that, we studied the controllable sets by chains for semigroups actions 
in metric spaces, in which we show some results, for example, what characterizes the 
sets controllable by chains as intersections of controllable sets for certain semigroups. 

     Finally, in the last chapter, we studied the behavior of the chain control sets for the 
fiber bundles and their associated bundles, in which we have seen some results, for 
example, we showed that the chains controllable sets of the total space of a fiber bundle 
are designed within chains controllable sets of the fiber bundle base space, and as well, 
chain controllable sets of transitivity of sets are designed within the transitivity of chain 
control sets. 

     Keywords: Semigroups actions, Controllable sets, Chain control sets, Fiber bundle. 
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, daremos algumas de�nições preliminares necessárias para o
desenvolvimento deste trabalho, tais como, a noção de grupos topológicos e
suas ações, topologia quociente, espaços homogêneos, e por �m, introduzire-
mos os conceitos de �brados principais e �brados associados.

1.1 Grupos Topológicos

Iniciamos com o seguinte conceito.

De�nição 1 Um grupo topológico G é uma tripla (G; �; �G) tal que G é um
grupo munido de uma topologia �G compatível com o produto no grupo, isto
é, as aplicações

p : G�G! G i : G! G
(x; y) 7�! x:y x 7�! x�1

são contínuas.

Observamos que as aplicações p e i são contínuas se, e somente se, a
aplicação,

q : G�G! G

(x; y) 7�! x:y�1:

é contínua.
A seguir, consideremos os conceitos de translações e conjugações em gru-

pos topológicos.
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De�nição 2 Dado um grupo G e um elemento g 2 G, temos as seguintes
aplicações:
i) translação à esquerda: Eg : G! G tal que Eg(h) = gh:
ii) translação à direita: Dg : G! G tal que Dg(h) = hg:
iii) conjugação: Cg : G! G tal que Cg(h) = ghg�1:

Proposição 1 As aplicações Eg; Dg e Cg são homeomor�smos.

Exemplo 1 O grupo aditivo (R;+) com a topologia usual é um grupo topológico,
e em geral, o grupo (Rn;+) é um grupo topológico . O grupo multiplicativo
(R�; �) com a topologia induzida da usual de R é um grupo topológico.

Exemplo 2 O grupo linear geral Gl(n;R) de todas as matrizes reais n � n
invertíveis é um grupo com a topologia induzida do espaço das matrizes.

Exemplo 3 O grupo ortogonal O(n;R) = fA : AAt = Idg, e bem como,
o grupo ortogonal especial linear SO(n;R), são grupos topológicos com a
topologia induzida do espaço das matrizes.

Exemplo 4 O grupo de Heisenberg das matrizes reais 3� 3 da forma,0@ 1 a c
0 1 b
0 0 1

1A :

é um grupo topológico.

1.2 Ações de Grupos

1.2.1 Ações de Grupos em Conjuntos

Sejam (G; �) um grupo e X um conjunto qualquer.

De�nição 3 Uma ação à esquerda de G em X é uma aplicação que associa
a cada g 2 G uma aplicação a(g) : X ! X e que satisfaz as propriedades:
1. a(e) = IdX , isto é, a(e)(x) = x; 8x 2 X; e
2. a(gh) = a(g) � a(h):
Uma ação à direita é de�nida analogamente, considerando a propriedade

(2) como: a(gh) = a(h) � a(g):
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Uma ação à esquerda (ou à direita) pode ser vista como um homomor�smo
a : G! B(X), onde B(X) é o grupo das bijeções de X; com o produto dado
pela composta de duas aplicações.
De forma alternativa, temos a seguinte de�nição:

De�nição 4 Uma ação à esquerda é de�nida como sendo uma aplicação

� : G�X ! X;

satisfazendo �(e; x) = x e �(gh; x) = �(g; �(h; x)); com g; h 2 G e x 2 X:

Observação: A relação entre as aplicações � e a é óbvia: �(g; x) = a(g)(x),
isto é, a(g) é a aplicação parcial �g de � quando a primeira coordenada é
�xada: �g(x) = �(g; x):
A outra aplicação parcial associada a � é obtida �xando x 2 X : �x :

G! X, �x(g) = �(g; x) = a(g)(x):
Denotaremos por gx e xg as ações à esquerda e à direita, respectivamente.

Observação: Utilizando as notações acima, temos que uma ação à esquerda
satisfaz: 1:x = x e g(hx) = (gh)x, enquanto uma ação à direita satisfaz:
x:1 = x e (xg)h = x(gh):
Seja a uma ação à esquerda de G em X, então a aplicação a0 dada por

a0(g) = a(g�1) é uma ação à direita e vice-versa.
Trabalharemos mais geralmente com as ações à esquerda, de forma que

as propriedades e resultados serão análogos para ações à direita, substituindo
a(g) por a(g�1).

De�nição 5 Dado x 2 X; a órbita do ponto x por G, denotada por Gx, é
dada como sendo o conjunto

Gx = fgx 2 X : g 2 Gg:

Proposição 2 Cada órbita é uma classe de equivalência da relação de equiv-
alência:

x � y () 9g 2 G tal que gx = y:

Demonstração: Temos que 1:x = x , o que implica que x � x, e portanto,
a propriedade de re�exividade está satisfeita. Se x � y então existe g 2 G
tal que y = gx, daí, aplicando g�1 na igualdade, temos g�1y = g�1(gx) =
(g�1g)x = 1:x = x, isto é, y � x, logo a propriedade de simetria está
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satisfeita. Para ver a transitividade, suponhamos que x � y e y � z, então
existem g; h 2 G, tais que

y = gx
e

z = hy
isto implica que, z = h(gx) = (hg)x, ou seja, x � z, pois hg 2 G;

concluindo a demonstração. �

Desta forma, temos que duas órbitas coincidem ou são disjuntas, como
veremos em particular, no exemplo abaixo.

Exemplo 5 Seja a ação do grupo Gl(2;R) em R2: Temos duas órbitas para
esta ação. De fato, Gl(2;R):(0; 0) = f(0; 0)g é uma órbita. Agora, se tomar-

mos (x; y) 2 R2 com (x; y) 6= (0; 0) temos que
�
x �y
y x

�
2 Gl(2;R) já que

seu determinante x2 + y2 6= 0:
Também temos que

�
x �y
y x

��
1
0

�
=

�
x
y

�
: Logo, se (x1; y1) e

(x2; y2) são não nulos, temos que existem g1; g2 em Gl(2;R), tais que

g1

�
x1
y1

�
=

�
1
0

�
e g2

�
x2
y2

�
=

�
1
0

�
.

Então, (x1; y1) � (1; 0) e (x2; y2) � (1; 0). Como � é uma relação de equiv-
alência, segue da propriedade de transitividade que (x1; y1) � (x2; y2): Con-
cluindo assim, que R2 � f(0; 0)g é outra órbita desta ação.

De�nição 6 O conjunto Gx dos elementos de G que �xam x é chamado de
subgrupo de isotropia de x, ou seja,

Gx = fg 2 G : gx = xg:

Exemplo 6 Seja a ação do grupo Gl(2;R) em R2; o subgrupo de isotropia
do ponto (1; 0) é dado pelo subgrupo,

G(1;0) =

��
1 b
0 c

�
: c 6= 0

�
:
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Proposição 3 Dados x; y 2 X, suponha que y = gx com g 2 G: Então,
Gy = gGxg

�1, onde Gx e Gy denotam os subgrupos de isotropia de x e y,
respectivamente.

Consideremos o seguinte conceito:

De�nição 7 Uma ação a de G em X, é dita:
1. efetiva se gx = x, para todo x 2 X, então g = 1:
2. livre se os subgrupos de isotropia se reduzem ao elemento neutro de

G, isto é, se gx = x; para algum x 2 X; então g = 1.
3. transitiva se, X é uma órbita de G; isto é, para todo par de elementos

x; y 2 X, existe g 2 G tal que gx = y.

Observamos que da de�nição acima, temos que ações livres são efetivas,
porém, a recíproca nem sempre vale.
A restrição da ação a uma órbita é uma ação transitiva, logo toda pro-

priedade sobre ações transitivas se aplica também à restrição da ação a uma
órbita.

1.2.2 Espaços Homogêneos

A seguir, estaremos interessados em de�nir um espaço homogêneo de um
grupo. Para isto consideremos a ação de grupos em espaços quocientes. Seja
H � G um subgrupo e G=H o conjunto das classes laterais gH com g 2 G,
G=H = fgH : g 2 Gg:
Temos que a aplicação,

(g; g1H) 7�! g(g1H) = (gg1)H;

de�ne uma ação à esquerda de G em G=H:
Seja a projeção canônica (aplicação sobrejetora):

� : G! G=H

g 7�! gH:

Dessa forma, a ação �ca escrita como:

g�(g1) = g(g1H) = gg1H = �(gg1):

A ação de G em G=H é transitiva e toda ação transitiva está em bijeção com
um espaço quociente de G:
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Proposição 4 Suponha que a ação de G em X é transitiva e tome x 2 X:
Então a aplicação �x : gGx 2 G=Gx ! gx 2 X é uma bijeção entre G=Gx e
X: A aplicação �x é equivariante no sentindo em que g�x(g1H) = �x((gg1)H),
g; g1 2 G, isto é, �x comuta com as ações de G em G=H eX, respectivamente.
Além disso, se y = gx então �y = �x �Dg:

Observemos que a aplicação �x citada acima está relacionada com a apli-
cação parcial �x pelo seguinte diagrama:

G �x�!
X

#� %�x

G=H

De�nição 8 O conjunto G=H é (também) chamado de espaço homogêneo
do grupo G.

Num espaço homogêneo os grupos agem transitivamente.

De�nição 9 O ponto x escolhido para estabelecer a identi�cação entre X e
G=Gx é chamado de origem ou base do espaço homogêneo X.

Alterando a origem x, o espaço quociente não é alterado, pois numa ação
transitiva os subgrupos de isotropia são conjugados entre si, como vimos na
Proposição 3.
Todas as propriedades citadas até aqui, se aplicam também para ações à

direita, onde os espaço homogêneos são os quocientes HnG, formados pelas
classes laterais Hg, g 2 G:
Num espaço homogêneo G=H; isto é, na presença de uma ação transitiva,

as ações livres são aquelas em que o subgrupo de isotropia H se reduz a feg,
sendo assim, o espaço homogêneo se identi�ca a G:

Proposição 5 Seja G uma ação transitiva em X = G=H. Então a ação
é efetiva se, e só se, H não contém subgrupos normais de G, além de feg.
(Um subgrupo H de um grupo G diz-se subgrupo normal de G se aH = Ha,
para qualquer a 2 G).
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1.2.3 Ações contínuas

De�nição 10 Sejam G um grupo topológico e X um espaço topológico. Uma
ação de G em X é contínua se a aplicação � : G�X ! X; �(g; x) = gx, é
contínua.

Observemos que se, H � G é um subgrupo, então � : H � X ! X
será uma ação de H, chamada de restrição a H da ação de G em X e, em
particular temos que a restrição de uma ação contínua é contínua.
Se � for contínua, então as aplicações parciais

�x : G! X; x 2 X : �x = gx e

�g : X ! X, g 2 G : �g = gx

também são contínuas.

Proposição 6 Os subgrupos de isotropia Gx, x 2 X, são fechados.

Demonstração: Em relação à aplicação �, o subgrupo de isotropia é dado
por

��1(fxg) = fg 2 G : �(g; x) = xg = Gx:

Como � é contínua então segue que, os subgrupos que �xam um ponto são
fechados, ou seja, Gx é fechado. �

Exemplo 7 Seja a ação,

� : Gl(n;R)� Rn �! Rn

(g; x) 7! gx:

� é uma ação contínua, pois � = p=Gl(n;R)�Rn é a restrição de uma aplicação
polinomial p :M(n;R)� Rn �! Rn que é contínua.

Observação: A ação dada no exemplo acima, induz ações contínuas de
subgrupos H de Gl(n;R) em Rn, dada pela restrição � = p=H�Rn :
Introduziremos a seguir uma topologia no espaço quocienteG=H, chamada

de topologia quociente.
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De�nição 11 Sejam Y um espaço topológico e � uma relação de equivalên-
cia em Y . Denotemos por Y= � o conjunto das classes de equivalência de
� e por � : Y ! Y= � a aplicação sobrejetora canônica que a cada y 2 Y
associa sua classe de equivalência. A topologia quociente em Y= � é aquela
em que um subconjunto A � Y= � é aberto se, e só se, ��1(A) é aberto em
Y:

Proposição 7 Sejam Y e Z espaços topológicos em que Y é munido da
relação de equivalência � : Então, uma aplicação f : (Y= �)! Z é contínua
se, e somente se, f � � : Y ! Z é contínua.

Y

� # &
Y= � f�!

Z
:

Observemos que dado um grupo G e um subgrupo H � G, o quociente
G=H é o conjunto das classes de equivalência da relação de equivalência em
G,

x � y () xH = yH:

Assim, quandoG é um grupo topológico, G=H pode ser munido da topolo-
gia quociente por essa relação de equivalência.
Tem-se que a aplicação

� : G! G=H

g 7�! gH;

é uma aplicação aberta.
Sejam G1 e G2 grupos topológicos e H1 � G1, H2 � G2 subgrupos. O

produto cartesiano H1�H2 também é um subgrupo de G1�G2 e o quociente
(G1 �G2)=(H1 �H2) se identi�ca com (G1=H1)� (G2=H2) pela bijeção:

� : (G1 �G2)=(H1 �H2)! (G1=H1)� (G2=H2)

� : (g1; g2)(H1; H2) 7�! (g1H1; g2H2):

Pelo diagrama abaixo, podemos notar que � é um homeomor�smo em relação
às topologias quocientes nos espaços homogêneos.

G1 �G2 Id�! G1 �G2
# #

(G1 �G2)=(H1 �H2) ��! (G1=H1)� (G2=H2):
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Proposição 8 A ação � : G�G=H ! G=H é contínua em relação a topolo-
gia quociente.

Observemos que se � : G � X ! X é uma ação, então temos que cada
órbita Gx está em bijeção com o quociente G=Gx: Desta forma, podemos
colocar uma topologia na órbita Gx de modo que um subconjunto A � Gx
é aberto se o conjunto correspondente em G=Gx for um aberto da topologia
quociente.
Se a ação � acima for contínua, então a órbita Gx � X admite também

a topologia induzida de X:
E no caso de termos a ação � : G �X ! X contínua, a sua restrição a

uma órbita Gx também será contínua em relação à topologia induzida.

Proposição 9 Seja � : G�X ! X uma ação contínua e transitiva de G em
X. Fixe x 2 X e considere a bijeção �x : G=Gx! X dada por �x(gGx) = gx;
então, �x é contínua em relação à topologia quociente em G=Gx:

Terminaremos esta seção, observando um caso particular de quocientes,
quando H é um subgrupo normal de G.
Neste caso, o quociente G=H tem estrutura de grupo tal que (gH)(hH) =

(gh)H e a projeção canônica � : G! G=H é um homeomor�smo.
O grupo G=H munido da topologia quociente, passa a ser um grupo

topológico.
De fato, dado o diagrama,

G�G p�! G

� ## � # �
G=H �G=H ��! G=H

� denota o produto em G=H e é contínua, pela Proposição 8, e sua inversa
também é contínua pela comutatividade do diagrama, juntamente com a
Proposição 7.
Logo, em relação à topologia quociente, � : G ! G=H é um homomor-

�smo contínuo e uma aplicação aberta.

1.3 Semigrupos

Nesta seção, introduziremos o conceito de semigrupos em grupos e em grupos
topológicos. Outros detalhes poderão ser encontrados, por exemplo, em [12].
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De�nição 12 Um semigrupo é um conjunto não vazio S munido de uma
operação � associativa, ou seja, para todos s; t; u 2 S tivermos (s � t) � u =
s � (t � u).

Exemplo 8 O conjunto dos números reais positivos, (R+; �), com a operação
usual de multiplicação, é um semigrupo.

Exemplo 9 O conjunto

S =

��
a b
c d

�
: a; b; c; d são números reais não negativos

�
;

é um semigrupo com o produto usual de matrizes. O mesmo vale para quais-
quer matrizes n� n com todas as entradas reais não negativas.

Daremos a seguir o conceito de subsemigrupo, que é quando o semigrupo
está contido no grupo, ou seja,

De�nição 13 Seja (G; �) um grupo. Um subconjunto T � G é um subsemi-
grupo de G se (T; �) é um semigrupo.

Proposição 10 Suponhamos que (G; �) é um grupo e T um subconjunto de
G. Então, T é um subsemigrupo de G se, e somente se, para quaisquer
elementos x; y 2 T tivermos x � y 2 T:

Demonstração: De fato, sejam x; y 2 T , com x � y 2 T: Daí, podemos
de�nir a seguinte operação interna em T

� : T � T ! T

(x; y) 7�! x � y
na qual � é uma restrição da operação de G ao conjunto T .
Como � é associativa em G, então também será em T , já que T é um sub-

conjunto de G. Logo, pela De�nição 12 temos que (T; �) é um semigrupo.
E, pela De�nição 13 temos que T é um subsemigrupo de G. A recíproca é
imediata da De�nição 13. �
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Exemplo 10 Consideremos o conjunto Sl(2;R), o conjunto das matrizes
invertíveis 2� 2 com determinante igual a 1. Então, o conjunto

T = f
�
a b
c d

�
2 Sl(2;R+) : a; b; c; d � 0g:

T é um subsemigrupo de Sl(2;R): De fato, sejam A;B 2 S com A =�
a1 b1
c1 d1

�
e B =

�
a2 b2
c2 d2

�
; e a1; b1; c1; d1; a2; b2; c2; d2 � 0: Daí, temos

A:B =

�
a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2
c1a2 + d1c2 c1b2 + d1d2

�
que também possui apenas entradas não negativas. Logo, A:B 2 T; e pela
Proposição 10, temos que T é um subsemigrupo de Sl(2;R):

Exemplo 11 Sejam G = R2 grupo abeliano com a operação de adição usual
e o conjunto

T = f(x; y) 2 R2 : y � x e y � 0g:
Então, T é um subsemigrupo de G: De fato, sejam (x1; y1); (x2; y2) 2 T:
Então, temos que y1 � x1 , y1 � 0, e y2 � x2 , y2 � 0, o que implica que
y1 + y2 � x1 + x2 e y1 + y2 � 0: Logo, (x1; y 1) + (x2; y2) 2 T; mostrando
assim, que T é um subsemigrupo de G.

A seguir, denotaremos por T�1 o conjunto: T�1 = fg�1 : g 2 Tg:

Proposição 11 Suponha que T é um subsemigrupo de um grupo G. Então
T�1 também é um subsemigrupo de G.

Demonstração: Tomemos x; y 2 T�1: Então, pela de�nição de T�1 temos
que x = g�1 e y = h�1, para g; h 2 T: Logo, x�y = g�1�h�1 = (h�g)�1 2 T�1,
pois T é subsemigrupo. �

É claro que se, o elemento neutro e do grupo pertencer a T , então também
pertence a T�1:

De�nição 14 Um subconjunto não vazio I, de um subsemigrupo T , é um
ideal à esquerda de T se TI � I, um ideal à direita se IT � I e um ideal
se for ideal à esquerda e à direita.
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Proposição 12 Seja T um subsemigrupo de um grupo topológico G tal que
int(T ) 6= ? . Então int(T ) é um ideal em T:

Demonstração: Como int(T ) 6= ?, existem g 2 int(T ) e U uma vizinhança
aberta de g, tal que g 2 U � T : Daí, para todo t 2 T temos que gt 2 Ut � T:
Como G é um grupo topológico, a translação à direita é um homeomor�smo.
Logo, o conjunto Ut é uma vizinhança aberta de gt, isto é, gt 2 int(T ):
Logo, (int(T ))T � int(T ): Analogamente, temos que T (int(T )) � int(T ):
Portanto, int(T ) é um ideal de T: �

1.4 Grupos de Lie

Nesta seção, veremos os conceitos de grupos e subgrupos de Lie, bem como
alguns exemplos e resultados relevantes.

De�nição 15 Um grupo de Lie é uma variedade C1 com uma estrutura de
grupo tal que a aplicação produto

p : G�G! G

p(x; y) = x:y;

é de classe C1:

Exemplo 12 G`(n;R) = fA 2M(n�n;R)= detA 6= 0g é um grupo de Lie
com a multiplicação de matrizes.

Exemplo 13 Para outros exemplos de grupos de Lie, temos que o espaço
Rn é um grupo de Lie com a operação usual de adição de números reais. O
espaço S1 = fz 2 C : jzj = 1g com o produto usual complexo é um grupo de
Lie.

Exemplo 14 O toro T 2 = S1 � S1 é um grupo de Lie, ou mais geralmente,
o toro n-dimensional. T n = S1 � � � � � S1 (n-fatores) é um grupo de Lie.
E, em geral, o produto cartesiano de dois grupos de Lie com a estrutura de
variedade diferenciável produto e a operação produto direto de grupos é um
grupo de Lie.
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De�nição 16 Seja G um grupo de Lie e H � G um subgrupo. Então, H
é um subgrupo de Lie de G se, H é uma subvariedade imersa de G tal que
o produto H � H ! H é diferenciável em relação à estrutura intrínseca de
H.

Exemplo 15 Também são grupos de Lie o grupo linear especial

S`(n;R) = fA 2 G`(n;R)= det(A) = 1g;

bem como, o grupo ortogonal

O(n;R) = fA 2 GL(n;R)=A � At = Ig;

onde At é a transposta de A com a operação de multiplicação usual de
matrizes.

1.5 Fibrados Principais

Nesta seção, introduziremos o conceito de �brados principais e veremos al-
guns exemplos.

De�nição 17 Sejam P , M variedades diferenciáveis e G um grupo de Lie.
Um �brado principal P (M;G) é formado pelo espaço total P , pela base M e
pelo grupo estrutural G os quais estão relacionados do seguinte modo:
1. G age livremente à direita em P pela ação,

P �G! P

(p; g) 7�! pg;

ou seja, se pg = p para algum p, então g = 1.
2. O espaço das órbitas dessa ação

fpG : p 2 Pg = G=P;

é M . Isso signi�ca que existe uma submersão:

� : P !M;

tal que as órbitas de G são os conjuntos ��1fxg, x 2M .

13



3. P é localmente trivial no sentido de que para todo x 2 M existe uma
vizinhança U de x e um difeomor�smo.

 : ��1(U)! U �G;

que é da forma:
 (p) = (�(p); �(p));

onde � : ��1(U)! G é uma aplicação que satisfaz,

�(pa) = �(p)a;

para todo p 2 ��1(U) e a 2 G:

Denotamos por P (M;G) um �brado principal.
O �brado P (M;G) é dito �brado topológico se os espaços envolvidos são

espaços topológicos e as aplicações são contínuas (homeomor�smos, quando
bijeções).
O �brado principal é de classe Ck, k � 1, se os espaços envolvidos forem

variedades diferenciáveis de classe Ck; neste casoG deve ser grupo de Lie, e as
aplicações envolvidas são diferenciáveis de classe Ck (no caso de bijeções, são
difeomor�smos). Neste caso a projeção � : P !M torna-se uma submersão,
pois através do difeomor�smo  ela se identi�ca com a projeção na primeira
coordenada U �G! U:
As �bras do �brado principal são denotadas por Px = ��1fxg, x 2M:

Exemplo 16 Sejam G um grupo de Lie e uma variedade diferenciável M ,
a ação de�nida por:

(M �G)�G ! (M �G)

((x; g); h) 7�! (x; gh);

é uma ação livre. O produto cartesiano P = M � G é um �brado principal
com grupo estrutural G, em que a base se reduz a um ponto M = fxg.
P =M �G é chamado de �brado trivial.

A seguir, introduziremos a de�nição de �brado tangente e um exemplo
muito importante de �brado principal, dito �brado das bases.
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De�nição 18 Chamamos de �brado tangente de uma variedade diferen-
ciável M à união disjunta de todos os espaços tangentes de M . Simboli-
camente, temos,

TM =
[
x2M

TxM;

onde TxM é o espaço tangente a M no ponto x.

Um elemento de TM pode ser pensado como um par (x; v) em que x
é um ponto em M e v é um vetor tangente a M no ponto x. Existe uma
projeção natural � : TM ! M de�nida por �(x; v) = x. Esta projeção leva
cada espaço tangente TxM no ponto x:

Figura 1.1: Fibrado tangente TS1 (acima).

Exemplo 17 Sejam M uma variedade diferenciável de dimensão n e TM
seu �brado tangente. O �brado das bases ou �brado dos referênciais de M é
o conjunto BM de todas as bases de TM , isto é, BM é o conjunto de todas
as bases de TxM , para todo x 2 M . Equivalentemente, uma base p 2 BM
pode ser vista como uma aplicação linear inversível (referencial), denotada
também, por p : Rn ! TxM , x 2M . O grupo Gl(n;R) age à direita em BM
por

(p; g) 7�! pg = p � g;
com p 2 BM e g 2 Gl(n;R). Como todos os elementos de BM são trans-
formações lineares inversíveis, segue que essa ação é livre. E, como para
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quaisquer aplicações lineares p; q : Rn ! TxM existe g = p�1 � q 2 Gl(n;R),
onde p�1 é a inversa de p, segue que tal ação é transitiva nas �bras. Podemos
considerar a projeção BM ! M que a cada p : Rn ! TxM associa o ponto
x 2 M , tal que a �bra BxM é o conjunto dos referenciais de TxM: Ob-
servamos que a condição de trivialização local se obtém tomando cartas de
M . Assim, essa construção de�ne BM como um �brado principal com grupo
estrutural Gl(n;R) e base M .

Vejamos agora uma variação do exemplo anterior.

Exemplo 18 Denotemos por Bk(n) o conjunto das transformações lineares
injetoras,

Bk(n) = fp 2 L(Rk;Rn); p : Rk ! Rn é injetora, k < ng:

Podemos de�nir uma ação à direita de Gl(k;R) em Bk(n) por multipli-
cação à direita de matrizes,

' : Bk(n)�Gl(k;R)! Bk(n)

(p; a) 7�! p:a.

Pela injetividade de p 2 Bk(n), segue que ' é uma ação livre.
Denotemos porGrk(n) o conjunto de todos os subespaços de Rn de dimen-

são k. Grk(n) é uma variedade diferenciável de dimensão k(n� k), chamada
de variedade Grassmanniana.
Vejamos que Bk(n)(Grk(n); Gl(k;R)) é um �brado principal com grupo

estrutural Gl(k;R):
De fato, para cada p 2 Bk(n), tem-se que Im(p) é um elemento de Grk(n),

por p ser injetora. Daí, dadas duas aplicações p; q 2 Bk(n), estas estão na
mesma órbita se, e somente se, possuem a mesma imagem. De fato, sejam p e
q = pa, com a 2 Gl(k;R), p e q são elementos de uma mesma órbita se suas
imagens coincidem e se estas imagens coincidem, então é possível escrever
p�1q onde p�1 denota a inversa de p, sendo p uma aplicação de Rk sobre sua
imagem. Então p�1q 2 Gl(k;R) e como q = p(p�1q), logo, dois elementos
com mesma imagem estão numa mesma órbita de Gl(k;R):
Isto de�ne uma aplicação,

� : Bk(n)! Grk(n)
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p 7�! Im(p);

tal que cada �bra ��1(Im(p)) = fp:a : a 2 Gl(k;R)g é uma órbita de
Gl(k;R):
Resta mostrarmos que este �brado é localmente trivial. Para isto, seja

x 2 Gl(k;R), podemos tomar k campos vetoriais fX1; :::; XKg linearmente
independentes em todos os pontos de uma vizinhança W de x em Grk(n):
Então a cada y 2 W , podemos associar um conjunto de k vetores linearmente
independentes fX1(y); :::; Xk(y)g em Rn, os quais geram o espaço y, a menos
de isomor�smo. Desta forma, �ca bem de�nida uma seção local � : W !
Bk(n) que a cada y 2 W associa uma única transformação linear injetora
p 2 L(Rk;Rn) de�nida na base canônica de Rk por p(ei) = Xi(y), para
i = 1; :::; k.
Notemos que �(�(y)) = Im(p) = y: Agora, se �(�(y)) = �(q), então existe

a 2 Gl(k;R) tal que q = �(y):a, com isto podemos de�nir � : ��1(W ) !
Gl(k;R) por �(�(y):a) = a e a bijeção  : ��1(W ) ! W � Gl(k;R) por
 (�(y):a) = (y; a). Note que �(�(y)) = 1 e �(�(y):a) = �(�(y)):a:
Se tivermos k = 1, a Grassmanniana é o espaço projetivo Pn�1: Neste

caso, Bk(n) é Rn � f0g e a projeção

Rn � f0g ! Pn�1;

é a identi�cação canônica das retas de Rn:

Exemplo 19 Consideremos o conjunto

Stk(n) = fp 2 L(Rk;Rn); p : Rk ! Rn é isometriag;

chamado de variedade de Stiefel. A variedade de Stiefel pode ser vista como
o conjunto das bases ortonormais em Rn de um subespaço de dimensão n.

Também pode ser visto como o conjunto das transformações lineares p 2
L(Rk;Rn) que satisfazem

ptp = 1:

O grupo O(k) age livremente à direita em Stk(n) e a projeção

� : Stk(n)! Grk(n)

p 7�! Im(p);
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de�ne o �brado principal Stk(n)(Grk(n); O(k)):
Se k = 1, a projeção Sn�1 ! Pn�1 associa pontos antipodais de Sn�1 à

reta em Rn que passa por esses pontos.

�(�(x)) = 1:

1.6 Fibrados Associados

Um �brado associado é constituído por um �brado principal P (M;G) e uma
ação à esquerda do grupo estrutural G num espaço F .
O grupo G age à esquerda no produto P � F por g(p; v) = (pg; g�1v),

com g 2 G e (p; v) 2 P �F: Tal ação determina uma relação de equivalência
em P � F , de modo que,

(p; v) � (q; w) se, e somente se, existe g 2 G : q = pg e w = g�1v:

Denotaremos por [p; v] a classe de equivalência do par (p; v) 2 P � F:

De�nição 19 Chamamos de �brado associado a P com �bra tipo F e base
M , ao conjunto E das classes de equivalência de � : O denotamos por E =
P �G F:

Vejamos algumas observações importantes:
1. Se (p; v) � (q; w), então p e q estão na mesma �bra de P . Logo, a

aplicação �E : P �G F !M tal que �E([p; v]) = �(p) é bem de�nida. Logo,
E = P �G F é um �brado sobre M . Denotaremos por Ex = ��1fxg, x 2M ,
as �bras de E !M .
2. Se tivermos (p; v) � (p; w), com p 2 P , então v = w. De fato, se

(p; v) � (p; w), então existe g 2 G tal que p = pg e w = g�1v. Mas de p = pg
temos que g = 1, pois a ação de P em G é livre, logo, w = (1)�1v = 1v = v:
Ou seja, se �xarmos p 2 P , então cada classe de equivalência [p; v] 2 P �GF
é determinada por um único v 2 F:
Os �brados associados também admitem trivializações locais e estas são

herdadas das trivializações do �brado principal.
De fato, seja � : U ! P uma seção local de P , daí a aplicação

 � : U � F ! ��1E (U)

(x; v) 7�! �(x)v;
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é uma bijeção.
De fato, primeiramente temos que  � está bem de�nida.
Agora, sejam (x; v); (y; w) 2 U � F tais que  �(x; v) =  �(y; w) então

�(x)v = �(y)w: Logo, existe g 2 G tal que �(y) = �(x)g e w = g�1v:
Então

x = �(�(x)) = �(�(x)g) = �(�(y)) = y:

E como a ação de G em P é livre, temos que g = 1, logo, x = y e  � é
injetora.
Por �m, veri�quemos que  � é sobrejetora. Seja [p; w] 2 ��1E (U). Como

�(�(�(p))) = �(p) = p, segue que existe g 2 G tal que p = �(�(p))g:

Agora consideremos �1 : U1 ! P outra seção local de P , tal que U \U1 6=
?. Então dado x 2 U \ U1, temos que

�(�1(x)) = �(�(x)):

Logo, existe � 2 G tal que

�1(x) = �(x)�(x):

Daí, �1(x)v = �(x)�(x)v e tomando  �1 a trivialização correspondente a

�1, temos a relação a seguir entre  � e  �1:

 �1� � �1(x; v) =  �1� ( �1(x; v)) =  �1� (�1(x)v) =  �1� (�(x)�(x)v) = (x; �(x)v),

para todo x 2 U \ U1:
Logo, usando estas trivializações locais é possível colocarmos uma estru-

tura de variedade diferenciável em E.

Exemplo 20 Seja uma variedade diferenciável M de dimensão n. Na seção
anterior, construímos o �brado das bases BM , como referênciais do �brado
tangente TM . O grupo estrutural de BM é Gl(n;R). Por outro lado, TM
é obtido de BM identi�cando-o como o �brado associado BM �Gl(n;R) Rn,
construído a partir da ação linear canônica de Gl(n;R) em Rn, ou seja, existe
uma bijeção entre TxM e BM�Gl(n;R)Rn. De fato, consideremos a aplicação
�,

� : BM �Gl(n;R) Rn ! TxM
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[�; v] 7�! �([�; v]) = �(v), com x = �(�);

tal que � : Rn! TxM é um elemento de BM .

Se tivermos (�; v) � (�; w), então existe g 2 Gl(n;R) tal que (�; w) =
(�g; g�1v), daí, pela ação linear canônica de Gl(n;R) em Rn segue que �(v) =
�(w), logo, � está bem de�nida.
Por outro lado, sejam [�; v]; [�; w] 2 BM�Gl(n;R)Rn tais que �(v) = �(w).

Como �(�) = �(�) = x, então temos � = �g para algum g 2 BM�Gl(n;R)Rn.
E como � é injetora, segue que w = g�1v, então [�; v] = [�; w]. Logo, � é
injetora.
Agora, devemos mostrar que � é sobrejetora.Consideremos w 2 TxM ,

x = �(�), para algum � 2 BM: Desta forma, como � é sobrejetora, temos
que existe v 2 Rn tal que �(v) = w:

A seguir apresentaremos dois casos particulares de �brados associados,
nas seguintes proposições.

Proposição 13 Sejam P (M;G) um �brado principal e G=H um espaço ho-
mogêneo de G. O subgrupo H age à direita em P . Denote por P=H o con-
junto das órbitas dessa ação. Então, P=H se identi�ca ao �brado associado
P �G G=H.

Demonstração: Denotemos por x0 = 1H a origem de G=H. Um elemento
de P=H é uma órbita à direita pH, p 2 P . Consideremos a aplicação que
a cada pH 2 p=H associa a classe [p; x0] 2 P �G G=H. Vejamos que esta

aplicação é uma bijeção. Inicialmente, observemos que está bem de�nida.
De fato, se, q = ph 2 pH, então [q; x0] = [ph; x0] = [p; hx0] = [p; x0]: Tal
aplicação é injetora, pois se [q; x0] = [p; x0] então q = pg e x0 = g�1x0: Da
última igualdade temos que g�1 2 H, logo, g 2 H. E da primeira igualdade
segue que qH = pH então p = q. E, também, esta aplicação é sobrejetora,
de fato, dado [q; x] 2 P �GG=H então existe g 2 G tal que g�1x = x0, o que

implica que [p; x0] = [q; x] se p = qg�1, mostrando assim que [q; x] está na
imagem da aplicação.
Logo, a aplicação pH 7�! [p; x0] é uma bijeção, identi�cando P=H com

P �G G=H: �
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A identi�cação da proposição anterior se escreve em coordenadas locais:
se U �G � ��1(U) é uma trivialização local de P , então obtém-se uma ação
à direita:

(U �G)�H ! U �G

(z; g)h 7�! (z; gh);

com z 2 U , g 2 G e h 2 H. Logo, o conjunto das órbitas em ��1(U) se
identi�ca a U � G=H. Reciprocamente, os elementos de ��1E (U) podem ser
escritos como (z; 1):x com z 2 U e x 2 G=H, já que (z; 1) 2 U � G se
identi�ca a um elemento de ��1(U): No �brado trivial U �G a bijeção entre
P=H e P �G G=H é dada por

(z; gH) 2 (U �G)=H 7�! (z; 1):gH 2 (U �G)�G G=H:

A partir dessa descrição local de identi�cação P=H � P �GG=H, segue que
ela é um difeomor�smo no caso de �brados diferenciáveis.

Proposição 14 Suponha que P (M;G) seja um �brado principal e � : G!
H seja um homomor�smo de grupos de Lie. O grupo G age à esquerda em
H por (g; h) 7�! �(g)h. Denote por P ��H o �brado associado obtido dessa
ação. Então P �� H é um �brado principal com grupo estrutural H:

Demonstração: Consideremos a ação à direita de H em P �� H dada por

[p; h]h1 = [p; hh1]:

Tal ação é livre, pois se [p; hh1] = [p; h] então existe g 2 G tal que p = pg
e hh1 = �(g)�1h. De p = pg, temos que g = 1: Daí, substituindo g = 1 na
segunda igualdade, temos que hh1 = h, logo, h1 = 1: Temos também que a
ação é transitiva nas �bras, pois p; h 2 H 7�! [p; h] é uma bijeção entre H e
a �bra. E, por �m, temos que a ação à direita de�ne P ��H !M , já que a
condição de trivialização local é satisfeita pelas propriedades de trivialização
local de �brados associados em geral. �
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Capítulo 2

Introdução à Teoria
Geométrica de Controle

Neste capítulo, estudaremos alguns conceitos da Teoria Geométrica de Con-
trole, tais como, acessibilidade, controlabilidade e controlabilidade aproxi-
mada para sistemas de controle. Estudaremos também certas regiões do
espaço de fase, ditas conjuntos controláveis, em que o sistema de controle é
aproximadamente controlável. E, na sequência, introduziremos o conceito de
conjuntos controláveis por cadeias. Para outros detalhes sobre este estudo
nos referimos, por exemplo, à [6] e [20].

2.1 Sistemas de Controle

Nesta seção, apresentaremos alguns conceitos básicos sobre sistemas de con-
trole.
Iniciemos com o seguinte conceito:

De�nição 20 Um sistema de controle é formado por:
1. Uma variedade diferenciável M de dimensão d;
2. Um conjunto de controle U � Rn e um conjunto de funções admissíveis

U = fu : R! U : u é localmente integrávelg:

3. Uma família de equações diferenciais

x0 = X(x; u(t));
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onde X : M � Rn ! TM é uma aplicação C1, e TM é o �brado tangente
de M .

Chamaremos de controle a cada elemento de U: Observemos que cada
função de controle u 2 U determina uma equação diferencial dependente do
tempo, o que origina diferentes trajetórias do sistema.
Quando o conjunto U for o conjunto das funções constantes por partes, o

denotaremos por

Ucp = fu : R!U : u é constante por partesg:

De um outro modo, um sistema de controle é uma família de equações
diferenciais que depende dos controles u 2 U: Para cada controle u 2 U,
temos que a aplicação Xu : M ! TM , dada por Xu(x) = X(x; u), é um
campo vetorial completo de classe C1 em M: Desta forma, para cada u 2 U
e x 2M , a equação diferenciável

x0 = X(x; u(t)), com x(0) = x0

possui solução única '(t; x0; u) de�nida para todo t 2 R.
Aqui todos os campos vetoriais Xu, u 2 U são completos.
Fixemos t1 2 R e consideremos u1 = u(t1) 2 U com u 2 U: Desta forma,

a equação diferencial autônoma

x0 = Xu1(x)

tem solução única 'u1x (t) com 'u1x (0) = x0, para x 2M:
Logo, o �uxo 'u1(t; x) = 'u1x (t) é de�nido em R�M:
Denotaremos 'u1x (t) por e

tXu1 (x):
Da continuidade em relação à condição inicial, segue que a aplicação

'(t; �; u) : M ! M é contínua para todo t 2 R e u 2 U �xados. Assim,
um sistema de controle pode ser de�nido pelo conjunto de campos de vetores
� = fXu : u 2 Ug:

De�nição 21 Seja u1; u2 2 U funções de controle e s 2 R:
1. Uma s-concatenação de u1; u2 é a função u : R!U dada por

u(t) =

�
u1(t); se t � s

u2(t� s), se t > s

�
2. Dados u 2 U e s 2 R, a função de controle u(:+ s)(t) = u(t+ s) será

denominada s-translação de u, para quaisquer u 2 U e s 2 R, u(:+ s) 2 U:
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Se tivermos u 2 U e t; s 2 R. As soluções das equações diferenciais com
respectivas funções de controle u e u(�+ u), satisfazem a igualdade

'(t+ s; x; u) = '(t; '(s; x; u); u(�+ s)):

Proposição 15 Para cada t 2 R e u 2 U, a aplicação '(t; �; u) : M ! M é
um homeomor�smo.

Demonstração: Temos que a aplicação '(t; �; u) é contínua, pois é a solução
de um sistema de controle. Agora, sejam x; y 2 M tais que '(t; x; u) = y:
Aplicando o resultado anterior, temos que

x = '(0; x; u) = '(t� t; x; u) = '(�t; '(t; x; u); u(�+ t)) = '(�t; y; u(�+ t))

Logo, a aplicação '(t; �; u) é invertível e sua inversa é a aplicação '(�t; �; u(�+
t)): Como �t 2 R e u(� + t) 2 U temos que '(�t; �; u(� + t)) é solução do
sistema de controle. Logo, também é uma aplicação contínua.
E, portanto, '(t; �; u) é um homeomor�smo. �

Vejamos a seguir alguns exemplos de sistemas de controle.

Exemplo 21 A família de equações diferenciais lineares da forma

x0 = Ax+Bu(t)

onde x 2 Rm, A é uma matriz real m�m, B matriz real m� n e u(t) 2 U
com U = Rn e M = Rm de�ne um sistema de controle, chamado de sistema
de controle linear.

Exemplo 22 Sejam M = R2 e U = R. Consideremos o conjunto das
funções de controle U = f�1; 1g e o sistema de controle,

x0 =

�
�3 0
0 �5

�
x+

�
1
2

�
e x0 =

�
�3 0
0 �5

�
x�

�
1
2

�
(�)

Inicialmente, estudemos a equação diferencial

x0 =

�
�3 0
0 �5

��
x1
x2

�
+

�
1
2

�
=

�
�3x1 + 1
�5x2 + 2

�
, com x = (x 1; x2):
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Logo, x0 = (�3x1 + 1;�5x2 + 2): Então, temos a seguinte solução para a
equação

'u1t (x) =

�
x1e

�3t � 1
3
e�3t +

1

3
; x2e

�5t � 2
5
e�5t +

2

5

�
A única singularidade da equação é dada pelo ponto (1

3
; 2
5
). E quando t !

+1, a trajetória 'u1t (x) tende ao ponto (13 ;
2
5
), já que �3;�5 < 0. Além

disso, como �5 < �3, então a segunda coordenada de 'u1t (x) tende mais
rápido a 2

5
do que a primeira coordenada tende a 1

3
: Logo, a reta tangente

à trajetória 'u1t (x) tende à reta que passa por (
1
3
; 2
5
) e é paralelo à reta E1:

Agora, em relação à segunda equação temos

x0 =

�
�3 0
0 �5

��
x1
x2

�
�
�
1
2

�
=

�
�3x1 � 1
�5x2 � 2

�
; com x = (x 1; x2):

e a solução

'u2t (x) =

�
x1e

�3t +
1

3
e�3t � 1

3
; x2e

�5t +
2

5
e�5t � 2

5

�
Neste caso, a única singularidade é (�1

3
;�2

5
). Quando t ! +1, 'u1t (x) !

(�1
3
;�2

5
) e a reta tangente a esta trajetória tende à reta que passa pelo ponto

(�1
3
;�2

5
) e que é paralela à reta E1: Os pontos (�1

3
;�2

5
) e (1

3
; 2
5
) são con-

hecidos como nós atratores.

(2)

2:png
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Figura 2.1: Trajetórias do sistema de controle (�)

Exemplo 23 Exemplo 24 A família de equações diferenciais do tipo

x0 = A0x+

nX
i=1

ui(t)Aix

onde A0; :::; Am são matrizes reais m�m, u(t) 2 Rn e x 2 Rm é um sistema
de controle, é chamada de sistema de controle bilinear.

Para um caso particular de sistema de controle bilinear, consideremos o
seguinte exemplo.

Exemplo 25 Sejam M = R2, U = R, e consideremos o seguinte sistema de
controle

x0 =

�
3 0
0 �2

�
x+ u(t)

�
2i 0
0 �2i

�
x:

Uma trajetória para esta família de equações diferenciais é dada pela con-
catenação de trajetórias de x0 = A0x e x0 = A1x: Claramente, para ambas
equações, a única singularidade é o ponto (0; 0). Para a equação x0 = A0x,
temos que o �uxo desta equação é dado por '(t; x) = (x1e3t; x2e�2t), tais que
as coordenadas estão relacionadas a uma base fv1; v2g de autovetores asso-
ciados aos autovalores �2 e 3. Se x2 6= 0, '(t; x) ! 1 quando t tende
a +1, e assim, as soluções se aproximam da E2 gerada pelo vetor v2. E
analogamente, '(t; x) ! 1 se aproximam da reta E1 gerada pelo vetor v1,
quando t ! �1: Agora, se x2 = 0, '(t; x) ! 0 2 R2, quando t ! +1, e
'(t; x)!1, quando t! �1. As trajetórias deste caso estão ilustradas na
Figura 2.2-A.
E, para a equação x0 = A1x, o �uxo do sistema é dado em coordenadas

polares por
'(t; x) = �(cos(� � 2t); sen(� � 2t)):

Todas as outras trajetórias são elipses em torno da origem, com período �.
As trajetórias estão ilustradas na Figura 2.2-B.

Exemplo 26 Por �m, a trajetória do sistema de controle x0 = A0x+u(t)A1x
é dada pela concatenação das trajetórias das duas equações analisadas (Figura
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2.2-C).

(2)

3:png

Figura 2.2

A seguir, dado um sistema de controle x0 = X(x; u(t)), a cada campo
vetorial Xu 2 � e t 2 R, corresponde um homeomor�smo etXu : M ! M de
classe C1, dado por,

etXu(x) = '(t; x; u) e e0Xu(x0) = Id(x):

Para quaisquer t; s 2 R , temos que e(t+s)Xu = etXu :esXu : De fato, dado
x 2M , temos que

e(t+s)Xu(x) = '(t+ s; x; u) = '(t; '(s; x; u); u(�+ s)) = '(t; '(s; x; u); u)

= etXu('(s; x; u)) = etXu(x)[esXu(x)] = etXu(x):esXu(x):

A seguir, de�niremos o grupo e o semigrupo de um sistema de controle.

De�nição 22 O grupo e o semigrupo do sistema de controle x0 = X(x; u(t))
são, respectivamente, de�nidos por:

G� = fetnXunetn�1Xun�1 :::et1Xu1 : ui 2 U, ti 2 R, n 2 N g, e
S� = fetnXunetn�1Xun�1 :::et1Xu1 : ui 2 U, ti > 0, n 2 Ng:

Temos que G� e S� são não-vazios e S� � G�:

Proposição 16 O conjunto G� é um grupo, munido com a operação interna
de composição de aplicações.
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Demonstração: Inicialmente, notemos que IdM = e0Xu 2 G�. Já temos de
imediato que a propriedade associativa é satisfeita, já que a composição de
aplicações satisfaz esta propriedade. Agora, tomemos quaisquer �;  2 G�,
tais que

� = etlXuletl�1Xul�1 :::et1Xu1 ;

 = etkXvketk�1Xvk�1 :::et1Xv1 ;

onde ti; sj 2 R com i = 1; :::; k e j = 1; :::; l: Daí, temos que

� �  = (etlXuletl�1Xul�1 :::et1Xu1 ) � (etkXvketk�1Xvk�1 :::et1Xv1 )

= etlXuletl�1Xul�1 :::et1Xu1etkXvketk�1Xvk�1 :::et1Xv1

renumerando na igualdade acima, segue que,

� �  = ermXwmerm�1Xwm�1 :::er1Xw1 ;

onde wi = vi, i = 1; :::; k, wj = uj; j = 1; :::; l e rj0 2 R com j0 = 1; :::;m =
k+ l; isto é, �� 2 G�: Então, dado � 2 G� com � = etlXuletl�1Xul�1 :::et1Xu1 ,
pela Proposição 15, temos que a sua inversa existe e é dada por

��1 = e�tlXule�tl�1Xul�1 :::e�t1Xu1 ;

e portanto, pertence a G�, logo, G� é um grupo. �

De�nição 23 Dado um grupo G, dizemos que um subconjunto não vazio S
de G é um subsemigrupo de G se, S é um semigrupo referente a operação
de�nida pelo grupo G.

Proposição 17 O conjunto S� é um subsemigrupo de G�:

Demonstração: De fato, como S� é um subconjunto de G� temos que a
propriedade associativa é satisfeita para os elementos de S�: Agora resta
mostrarmos que este conjunto é fechado para a operação de composição de
aplicações. De fato, sejam �; � 2 S�, com

� = etlXuletl�1Xul�1 :::et1Xu1 ; e

� = eskXvkesk�1Xvk�1 :::es1Xv1
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onde ti > 0 e sj > 0 com i = 1; :::; k e j = 1; :::; l: Assim temos,

� � � = (etlXuletl�1Xul�1 :::et1Xu1 ) � (eskXvkesk�1Xvk�1 :::es1Xv1 )

= etlXuletl�1Xul�1 :::et1Xu1eskXvkesk�1Xvk�1 :::es1Xv1 :

E, após uma renumeração na igualdade acima, obtemos

� � � = ermXwmerm�1Xwm�1 :::er1Xw1 ;

onde wi = vi, i = 1; :::; k, wj = uj; j = 1; :::; l e rj0 2 R com j0 = 1; :::;m =
k + l; isto é, � � � 2 S�: �

As trajetórias de um sistema de controle de�nidas para valores positivos
são determinadas pelos campos de vetores em � e pelo correspondente semi-
grupo S�, já que em geral usamos concatenações para construção de tra-
jetórias de um sistema de controle para valores positivos. Seja � = fXu :
u 2 Ug o conjunto de campo de vetores completos de um sistema de controle.
Tomemos Xu1 ; :::; Xun 2 � e de�namos F : [0; T ]! � dado por F (t) = Xuk

se, t 2 [tk�1; tk]; onde t0 = 0, tn = T e k = 1; :::; n:
Consideremos o problema de valor inicial

x0 = F (t)(x), com x(0) = x0:

A solução deste problema é dada por

etX(x0) = e(t�tk�1)Xetk�1Xk�1 :::et1X1(x0);

onde tk�1 � t � tk e k = 1; :::; n:
De fato, e0X1(x0) = x0: Além disso, temos

d

dt
etX(x0) =

d

dt
etXu(e�tk�1Xketk�1Xk�1 :::et1X1(x0))

= Xuk(e
tXk(e�tk�1Xketk�1Xk�1 :::et1X1(x0))) = Xuk(e

tX(x0)) = F (t)(etX(x0)):

A seguir, de�niremos órbita do grupo e do semigrupo de um sistema de
controle.
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De�nição 24 Seja x0 = X(x; u(t)) um sistema de controle e x 2 M . A
órbita do grupo do sistema é o conjunto

G�(x) = fy 2M : existe � 2 G� com �(x) = yg

A órbita positiva do semigrupo é o conjunto,

S+� (x) = fy 2M : existe � 2 S� com �(x) = yg,

e a órbita negativa do semigrupo é o conjunto,

S�� (x) = fy 2M : existe � 2 S� com �(y) = xg:

Observemos que quando o conjunto das funções de controle é Ucp, obte-
mos:

S+� (x) = fy 2M : existe u 2 Ucp e t > 0 com etXu(x) = yg, e
S�� (x) = fy 2M : existe u 2 Ucp e t > 0 com etXu(y) = xg:

A seguir, veremos que cada órbita é uma classe de equivalência da relação
de equivalência:

x � y () y 2 S�(x):

Temos a seguinte proposição:

Proposição 18 "�"é uma relação de equivalência em M .

Demonstração: Claramente esta relação é re�exiva, pois x � x, já que
x 2 G�(x). Se x � y, então existe � 2 G� tal que �(x) = y, por outro lado,
��1(y) = x, com ��1 2 G�, logo, y � x (propriedade de simetria): E por �m,
se x � y e y � z, então existem �;  2 G� tais que �(x) = y e  (y) = z, logo,
 �(x) = z, com  � 2 G�, portanto x � z (propriedade de transitividade). �

Desta forma, temos que o conjunto das órbitas determinam uma partição
do espaço de fase M:
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2.2 Órbitas, Sistemas Acessíveis e Controláveis

Nesta seção, apresentaremos conceitos e resultados relacionados às propriedades
de transitividade, acessibilidade, controlabilidade e controlabilidade aproxi-
mada de sistemas de controle em uma variedade diferenciável M:
Temos que um grupo G age transitivamente em um conjunto X se para

quaisquer x; y 2 X existe g 2 G tal que gx = y.

De�nição 25 Um sistema de controle em M determinado por um conjunto
de campos de vetores � é dito transitivo, quando o grupo do sistema G� age
transitivamente em M:

Exemplo 27 Sejam M = R2 e � = fX1; X2g a família de campos X1 =
1 @
@x1

e X2 = 2 @
@x2
, onde f @

@x1
; @
@x2
g é a base canônica do espaço R2. As

soluções das equações x0 = X1(x) e x0 = X2(x) são dadas por '1x(t) = (x1 +
t; x2) e '2x(t) = (x1; x2 + 2t), respectivamente, onde x = (x1; x2) 2 R2:
Fixando-se, x0 = (x01; x

0
2), dado um ponto qualquer x = (x1; x2) 2 R2 temos

a solução de valor inicial x0, '1x0(t) e '
2
x0
(t): Sejam t1 = x1�x01 e t2 =

x2�x02
2
.

Temos que '1t1 e '
2
t2
2 G� é tal que '2t2�'1t1(x0) = x; e portanto, G�(x) = R2,

para qualquer x 2 R2, ou seja, o sistema de controle é transitivo em R2: Se
tomarmos, por exemplo, x = (1; 1), a órbita S�(x) será dada por:

S�(x) = f(�; �) 2 R2 : � � 1; � � 1gnfxg (Veja Figura 2.3).

2

4:png

Figura 2.3

Exemplo 28 Com as mesmas condições do exemplo anterior, consideremos
X1 = 1

@
@x1

e X2 = 2
@
@x2
. As soluções das equações x0 = X1(x) e x0 = X2(x)
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são dadas por '1x(t) = (x1 + t; x2) e '2x(t) = (x1; x2 + 2t), respectivamente,
onde x = (x1; x2) 2 R2: Fixando-se, x0 = (x01; x02), dado um ponto qualquer
x = (x1; x2) 2 R2 temos a solução de valor inicial x0, '1x0(t) e '2x0(t): Sejam
t1 = �x1�x01

2
e t2 = x2�x02. Temos que '1t1 e '2t2 2 G� é tal que '2t2�'1t1(x0) =

x; logo, G�(x) = R2, para qualquer x 2 R2, e daí temos que o sistema de
controle é também transitivo em R2: Novamente, se tomarmos x = (1; 1), a
órbita S�(x) será dada por:

S�(x) = f(�; �) 2 R2 : � � 1; � � 1gnfxg (Veja Figura 2.4).

Figura 2.4

De�nição 26 Um sistema de controle � é dito acessível a partir de x 2M
se int(S�(x)) 6= ?. O sistema é dito acessível se o for a partir de qualquer
x 2M .

Se � satisfaz a propriedade de acessibilidade eM é conexa, então � é um
sistema transitivo, já que as órbitas particionam M:

De�nição 27 1. O sistema � é dito controlável a partir de x 2 M se
S�(x) =M: O sistema é controlável se o for a partir de todo x 2M:
2. O sistema � é aproximadamente controlável a partir de x 2 M se

fe(S�(x)) = M e é aproximadamente controlável se o for a partir de todo
x 2M .

Observação: Observemos que se, o sistema � é controlável a partir de
x 2 M , então M = S�(x) � G�(x) � M , logo, G�(x) = M , daí segue que
o sistema é também transitivo a partir de x: Por outro lado, se S�(x) = M
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então int(S�(x)) 6= ?, e portanto, o sistema é acessível a partir de x 2
M: Porém, o fato de � ser controlável a partir de um certo x 2 M não
implica que o sistema seja acessível, por exemplo, o sistema em R2 formado
por X = @

@x
e �Y onde Y é o campo @

@y
restrito ao semi-plano x < 0:

Já a controlabilidade aproximada não implica nem na acessibilidade nem
na transitividade do sistema. Os sistemas � e �� são ao mesmo tempo
controláveis ou não controláveis, já que as trajetórias de � e �� coincidem,
porém, são percorridas em sentido contrário.
Veremos daqui em diante resultados que serão úteis para provar a con-

trolabilidade de certos sistemas.

Proposição 19 Se � é aproximadamente controlável e �� acessível, então
� e �� são controláveis.

Demonstração: Basta mostrarmos que � é controlável, já que o resultado
será análogo para ��: Tomemos x; y 2M: Temos que S�(x) é denso em M ,
já que � é aproximadamente controlável. Logo,

(S��(y)) \ (S�(x)) � (int(S��(y)) \ (S�(x))) 6= ?:

Se z 2 (S��(y)) \ (S�(x)) então z = ��1(y) =  (x) com �;  2 S�: Daí,
temos que y = � �  (x) e y 2 S�(x):
Como x; y são arbitrários, está provada a controlabilidade de �: �

De�nição 28 Seja X um campo de vetores completo em M . Um ponto
x 2M é recorrente para X se para toda vizinhança U de x, existem t; s > 0
tais que Xt(x) 2 U e X�s(x) 2 U:

Tal conjunto será denotado por rc(X):
(I) Os campos de � são completos e para todo X 2 �, rc(X) é denso

em M:

Lema 1 Suponha que � seja um sistema transitivo que satisfaz (I). Seja
U � M um aberto não vazio e invariante, isto é, S�(U) � U . Então U é
denso em M:

Demonstração: Como � é transitivo; M é o único conjunto que é invariante
por S� e S��: Por isso, é su�ciente mostrarmos que S�(fe(U)) � fe(U) e
S��(fe(U)) � fe(U):
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Temos que fe(U) é invariante, pelo fato de U o ser. Desta forma, resta
veri�car apenas que S��(fe(U)) � fe(U); ou seja, que fe(U) é invariante
por trajetórias negativas. Para ver isso, seja x 2 fe(U) e suponhamos por
absurdo que existem X 2 � e um aberto V com V \ fe(U) = ? e tal que,
para algum t > 0, X�t(x) 2 V: Então, Xt(V )\U é um aberto não vazio, pois
Xt(X�t(x)) = x 2 fe(U):
Por hipótese, rc(X) é denso em M , e portanto,

rc(X) \Xt(V ) \ U 6= ?:

Daí, temos que existem y 2 Xt(V )\U e T > t tal queXT (y) 2 Xt(V )\U ,
o que implica que XT�t(y) 2 V . Mas, T � t > 0 e U é invariante por
trajetórias positivas.
Como y 2 U , XT�t(y) 2 U:
Logo, XT�t(y) 2 V \ U , o que contradiz a escolha de V: �

A partir do lema anterior, se considerarmos U = int(S�), é possível
mostrarmos a controlabilidade de sistemas que satisfazem (I), ou mais pre-
cisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1 Suponha que � e �� são acessíveis e que � satisfaz (I). Então
� é controlável.

Demonstração: Se x 2 M então int(S�(x)) 6= ? e int(S�(x)) é invariante
por trajetórias positivas de �. Daí, pelo Lema 1, int(S�(x)) é denso. E pela
Proposição 19, temos que � é controlável a partir de x. Como x é arbitrário,
a demonstração está concluída. �

Exemplo 29 SejamM = Rn e U = R. Consideremos o conjunto de funções

de controle Ucp = fu : R! R: u é constante por partesg e a família de
equações diferenciais �

x0 = X(x; u(t)) = u(t)x, x 2 Rn:

Dado u1 = u(t1); com u 2 Ucp, temos que as soluções da equação x0 =

Xu1(x) = u1:(x) são da forma 'u1x (t) = eu1tx: Se u1 = 0, tais soluções são
pontos singulares. Se u1 6= 0, o único ponto singular é a origem.
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As trajetórias nos pontos são segmentos de retas tendendo para origem,
quando t! �1; respectivamente, conforme u1 < 0 e u1 > 0:
Assim, dado x 2 Rn não nulo, a órbita G�(x) é um segmento de reta

passando por x e tendendo para a origem.
Logo, int(S�(x)) = ?, já que S�(x) � G�(x), para todo x 2 Rn:
E, portanto, o sistema não é aproximadamente controlável, nem acessível

a partir de qualquer x 2 Rn: (Veja Figura 2.5).

Figura 2.5

2.3 Conjuntos Controláveis para Sistemas de

Controle

Nesta seção, veremos o conceito de conjuntos controláveis para sistemas de
controle, que são regiões do espaço em que ocorre a controlabilidade aprox-
imada e, em seguida, veremos também o conceito de conjuntos controláveis
invariantes para um sistema de controle. Iniciaremos com o conceito de con-
juntos controláveis para um sistema de controle, ou seja:

De�nição 29 Dado um sistema � em M , um subconjunto D � M , não
vazio, é um conjunto controlável para �, se:
1. D � fe(S�(x)), para todo x 2 D;
2. Existe uma trajetória positiva inteiramente contida em D, ou seja,

para todo x 2 D, existe uma função de controle u 2 U e uma trajetória
'(t; x; u) com '(0; x; u) = x tal que '(t; x; u) 2 D, para todo t � 0:
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3. D é maximal em relação às propriedades (1) e (2).

Observemos que a condição (1) da de�nição acima é equivalente a dizer
que, dados quaisquer dois pontos x; y 2 D, tem-se x 2 fe(S�(y)): De fato,
�xemos x 2 D, então, qualquer ponto y 2 D satisfaz y 2 fe(S�(x)), isto
é, D � fe(S�(x)): Analogamente, se (1) vale, dados quaisquer x; y 2 D;
temos que D � fe(S�(x)), em particular, x 2 fe(S�(y)). Desta forma, a
condição (1) nos diz que todo ponto em D é aproximadamente atingível a
partir de qualquer outro ponto em D, ou seja, D satisfaz a propriedade de
controlabilidade aproximada.

De�nição 30 Um conjunto controlável D é dito invariante se, fe(S�(x)) =
fe(D), para todo x 2 D. (c.c.i.).

Lema 2 Seja C um conjunto controlável invariante para �. Então S�(x) �
fe(C), para todo x 2 fe(C):

Demonstração: Suponhamos por absurdo que S�(x) * fe(C), para algum
x 2 fe(C). Logo, existem y 2 S�(x) e uma vizinhança U de y tal que
U \ fe(C) = ?: Seja � 2 S� tal que y = �(x). Então ��1(U) \ C 6= ?: Daí,
temos que existe z 2 C tal que �(z) 2 U o que implica que �(z) =2 fe(C), o
que contradiz a hipótese de que C é um conjunto controlável invariante. �

Observamos que quando um sistema é aproximadamente controlável temos
que o espaço M é um conjunto controlável para o sistema, e além disso, é o
único conjunto controlável, pois a propriedade de maximilidade da de�nição
de conjunto controlável, garante que conjuntos controláveis distintos são
disjuntos.
E, também um sistema de controle pode ter muitos ou nenhum conjunto

controlável, como veremos a seguir.

Exemplo 30 Sejam M = R e o sistema

x0 = u(t), u(t) 2 U � R, u 2 U:

Se U � (0;+1), então o sistema não admite conjuntos controláveis. De
fato, temos que as soluções gerais do sistema são dadas por

'(t; x; u) = x+

Z t

0

u(s)ds;
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onde
R t
0
u(s)ds é uma função positiva e crescente de t. Suponhamos que D

seja um conjunto controlável para o sistema. Daí, dado x 2 D, deve existir

uma função de controle u 2 U tal que '(t; x; u) 2 D, para todo t � 0:
Agora, tomemos y > x tal que y = '(t1; x; u), com t1 > 0: Logo, y 2 D.
Se tivermos z 2 S�(y), então z > y, e assim, (S�(x)) � (0;+1): Desta
forma, x =2 fe(S�(y)), contradizendo o fato de D satisfazer a propriedade
de controlabilidade aproximada. Logo, não é um conjunto controlável para o
sistema.

Por outro lado, se U = f0g, então todo conjunto de um ponto é um
conjuto controlável para o sistema. De fato, neste caso, todo u 2 U coincide
com a aplicação nula em R, e portanto, as soluções do sistema são de�nidas
por '(t; x; u) = x, para todo x 2 R. Seja D = fx0g. Então, para qualquer
u 2 U, '(t; x0; u) = x0 2 D, para todo t � 0: E, portanto, D satisfaz a
condição (2) da De�nição 29.
Analogamente, temos que S�(x0) = fx0g, o que implica queD � fe(S�(x0)),

satisfazendo a condição (1). Por �m, dado x 6= x0, temos que x =2 fe(S�(x0)),
logo, D não pode estar contido em outro conjunto que satisfaz a propriedade
da controlabilidade aproximada.
E, portanto, D é maximal, concluindo que D é um conjunto controlável.

Proposição 20 Sejam D1 e D2 conjuntos controláveis para �. Então, D1\
D2 = ? ou D1 = D2:

Demonstração: Suponhamos que D1 \ D2 6= ? e tomemos x 2 D1 \ D2.
Vamos mostrar que o conjunto D1 [ D2 satisfaz as condições (1) e (2) da
De�nição 29. De fato, dado y 2 D1 [ D2, temos que y 2 D1 ou y 2 D2:
Suponhamos que y 2 D1: Como D1 é um conjunto controlável, existe uma
função de controle u 2 U tal que '(t; y; u) 2 D1, para todo t � 0: Em
particular, '(t; y; u) 2 D1 [ D2, para todo t � 0: Logo, D1 [ D2 satisfaz a
condição (2) da De�nição 29.
Também satisfaz a condição (1). De fato, seja z 2 D1[D2 e suponhamos

que z 2 D1: Dado outro ponto w 2 D1 [ D2, temos que, se w 2 D1, então
w 2 fe(S�(y)), pois D1 é um conjunto controlável. Porém, se w 2 D2, então
pelo fato de x 2 D1 e x 2 D2, temos que x 2 fe(S�(z)) e w 2 fe(S�(x)).
Daí, segue que w 2 fe(S�(z)). Como w é qualquer em D1 [ D2, en-
tão D1 [ D2 � fe(S�(z)). Como z é arbitrário em D1 [ D2, segue que
D1 [D2 � fe(S�(z)), para todo z 2 D1 [D2: Por �m, como D1 � D1 [D2
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e D2 � D1 [ D2, da maximilidade de D1 e D2, temos que D1 [ D2 = D1 e
D1 [D2 = D2, e portanto, D1 = D2: �

Proposição 21 Seja D � M um subconjunto satisfazendo as condições (1)
e (2) da De�nição 29. Então, D está contido em um conjunto controlável.

Demonstração: Consideremos o conjunto de todos os subconjuntos de M
contendo D que satisfaçam as condições (1) e (2). Vamos denotar este con-
junto por D e o ordenemos pela relação de inclusão. D é não vazio, já que
D � D. Tomemos uma cadeia arbitrária fCigi2I de subconjuntos Ci 2 D.
Mostraremos que o conjunto

[
i2I
Ci também pertence a D e, portanto, que

toda cadeia em D é limitada superiormente. De fato, dado x 2
[
i2I
Ci, temos

que x 2 Cj, para algum j 2 I. Como Cj satisfaz a condição (2), existe
uma trajetória positiva passando por x inteiramente contida em Cj �

[
i2I
Ci:

Logo,
[
i2I
Ci satisfaz a condição (2). Agora, dados quaisquer dois pontos

x; y 2
[
i2I
Ci, temos que x 2 Ci, para algum i 2 I e que y 2 Cj, para algum

j 2 I: Como Ci e Cj contém D, tomemos um ponto z 2 D. Temos que
x 2 fe(S�(z)) e z 2 fe(S�(y)), e portanto, x 2 fe(S�(y)). Logo,

[
i2I
Ci

satisfaz também a condição (1), considerando que
[
i2I
Ci � D. Segue pelo

Lema de Zorn que D possui elementos maximais. Seja Cmax um destes ele-
mentos maximais. Então Cmax é um conjunto controlável contendo D, e além
disso Cmax é o único conjunto controlável em D, pois se C 0max é um conjunto
controlável em D, então Cmax \ C 0max 6= ?, já que D � Cmax \ C 0max, e pela
proposição anterior, Cmax = C 0max: �

2.4 Conjuntos Controláveis por Cadeias para
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Sistemas de Controle

Nesta seção, veremos o conceito de controlabilidade por cadeias para sistemas
de controle, o qual foi introduzido por Colonius e Kliemann. A seguir, con-
sideremos um sistema como na De�nição 20 e denotaremos por d a métrica
em M:
Comecemos com o seguinte conceito:

De�nição 31 Fixemos x; y 2 M e sejam "; T > 0: Uma ("; T )-cadeia de x
para y é formada por um número natural n, x0 = x, x1; :::; xn = y 2 M ,
u0; :::; un�1 2 U e tempos t0; :::; tn�1 � T tais que

d('(tj; xj; uj); xj+1) < ";

para todo j = 0; :::; n � 1. Se para todo "; T > 0 existe uma ("; T ) � cadeia
de x para y, então o ponto x é dito controlável por cadeias para y:

Tal de�nição dá a ideia de controlabilidade com "saltos"arbitrários entre
partes das trajetórias.

De�nição 32 Um conjunto E �M é chamado de conjunto controlável por
cadeias, se:
1. Para todo x 2 E existe u 2 U tal que '(t; x; u) 2 E, para todo t 2 R;
2. Para todo x; y 2 E e "; T > 0 existe uma ("; T )� cadeia de x para y;
3. E é maximal em relação às propriedades (1) e (2).

Observamos que os conjuntos controláveis por cadeias são conjuntos max-
imais satisfazendo a propriedade de controlabilidade por cadeias.
Em um conjunto controlável por cadeias pode-se atingir cada ponto através

de trajetórias com saltos arbitrários e tais trajetórias não precisam necessari-
amente estarem inteiramente contidas no conjunto.
Conjuntos controláveis por cadeias são dois a dois disjuntos, segundo a

condição (3) da De�nição 32.

Exemplo 31 Seja M = R2nf(0; 0)g e consideremos o sistema de controle

x0(t) =

�
�u(t) 1
�1 0

�
x(t), u 2 Ucp; u(t) 2 U = [0; 1] � R.
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Os autovalores da matriz
�
�u(t) 1
�1 0

�
são complexos conjugados

�1 =
�u(t) +

p
u(t)2 � 4
2

e �2 =
�u(t)�

p
u(t)2 � 4
2

,

para cada u 2 Ucp e t 2 R. Se u é a função constante nula, as soluções do
sistema são dadas em coordenadas polares por,

'(t; x; u) = jjxjj(cos(� � t); sen(� � t)):

Logo, as trajetórias do sistema são circunferências centradas na origem. Tais
circunferências são conjuntos satisfazendo as duas primeiras condições da
de�nição de conjunto controlável. E, assim, cada circunferência deve es-
tar contida em um conjunto controlável. Agora, se u é positiva, as partes
reais dos autovalores �1 e �2 são negativas. Assim, as trajetórias do sistema
tendem para a origem de R2 espiralando em torno dela. Notemos que se
tomarmos um ponto na região exterior a uma circunferência não podemos
atingi-lo aproximadamente a partir de um ponto desta circunferência, e a
partir de um ponto na região interior da circunferência não podemos atingir
aproximadamente um ponto na circunferência. Dessa forma, as circunfer-
ências centradas na origem são os conjuntos controláveis para o sistema. O
espaço M é um conjunto controlável por cadeias. De fato, basta mostrarmos
que M satisfaz a propriedade de controlabilidade por cadeias.
Sejam a; b 2 M . Se jjajj = jjbjj as trajetórias periódicas através de a e

b coincidem. Daí, temos que o ponto a é controlável por cadeias para b: Se
jjajj 6= jjbjj ; suponhamos que jjbjj > jjajj e consideremos a coroa compacta
C = fx 2 M : jjajj � jjxjj � jjbjjg: Dados "; T > 0 cubramos C com
bolas abertas de raio " e tomemos uma subcobertura �nita C =

[
xi2C

B(xi; ").

Usando a função de controle constante nula, podemos construir uma ("; T )�
cadeia de a para b:
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Capítulo 3

Conjuntos Controláveis e
Conjuntos Controláveis por
Cadeias para Ações de
Semigrupos

Neste capítulo, estudaremos os conjuntos controláveis para ações de semigru-
pos e algumas de suas propriedades, tais como, dois conjuntos controláveis
para a ação de um semigrupo são iguais ou são disjuntos. Veremos também
o conceito de conjunto de transitividade de um conjunto controlável, e al-
gumas propriedades, tais como, que este é um conjunto aberto e denso em
que o semigrupo age transitivamente. Em seguida, estudaremos os conjuntos
controláveis por cadeias para ações de semigrupos em espaços métricos, em
que mostraremos alguns resultados, como por exemplo, o que caracteriza os
conjuntos controláveis por cadeias como interseções de conjuntos controláveis
para certos semigrupos. Para outros detalhes, damos como referência Braga
Barros e San Martin em [1], [18] e [19].

3.1 Conjuntos Controláveis para Ações de Semi-
grupos

Nesta seção, assumiremos que S é um subsemigrupo de um grupo topológico
G agindo em um espaço métrico M .
Comecemos com os seguintes conceitos.
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De�nição 33 Dado um ponto x 2M , de�nimos os conjuntos,

Sx = fy 2M : existe g 2 S tal que gx = yg;

S�1x = fy 2M : existe g 2 S tal que gy = xg:
O conjunto Sx é denominado órbita de x por S.

De�nição 34 Dizemos que um subsemigrupo S é controlável (ou que age
transitivamente) em M se, para todos x; y 2M existe g 2 S tal que gx = y:

De�nição 35 Um conjunto controlável para o semigrupo S em M é um
subconjunto D �M que satisfaz:
1. int(D) 6= ?;
2. Para todo x 2 D, D � fe(Sx),
3. D é maximal em relação às propriedades (1) e (2), ou seja, se D � D

0

e D0 satisfaz (1) e (2), então D = D0.

A condição (3) acima, nos diz que dois conjuntos controláveis ou são
disjuntos ou coincidem.

Exemplo 32 Todos os conjuntos controláveis, com interior não vazio, para
sistemas de controle são exemplos de conjuntos controláveis para semigrupos.
Neste caso, S será S�; o semigrupo do sistema.

Para estudarmos as propriedades dos conjuntos controláveis precisamos
do seguinte lema.

Lema 3 Se a; b; c 2 M são tais que a 2 fe(Sb) e b 2 fe(Sc) então a 2
fe(Sc):

Demonstração: Sejam a 2 fe(Sb) e b 2 fe(Sc): Dada uma vizinhança

aberta Va de a em M , temos que existe g 2 S tal que gb 2 Va:
Como �g é uma aplicação contínua, o conjunto ��1g (Va) é aberto em M

e contém b: Então, contém um ponto hc, uma vez que b 2 fe(Sc): Assim,

�g(hc) = ghc 2 Va, com gh 2 S e, portanto, a 2 fe(Sc): �
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Proposição 22 Dois conjuntos controláveis D e D0 ou são disjuntos ou co-
incidem.

Demonstração: Tal resultado segue imediatamente do item (3) da De�nição
35. �

Utilizando o Lema de Zorn, podemos ver que todo conjunto de interior não
vazio satisfazendo a "controlabilidade aproximada"(condição (2) na de�nição
de conjunto controlável) está contido num conjunto controlável, ou seja:

Proposição 23 Se D é um subconjunto de M satisfazendo as condições (1)
e (2) da De�nição 35, então D está contido num conjunto controlável.

Demonstração: Seja o conjunto

FD = fC �M : C contém D e satisfaz (1) e (2)g:
Vamos ordenar FD pela relação de inclusão. FD é não vazio já que D � FD:
Tomemos uma cadeia arbitrária fCigi2I de subconjuntos Ci de FD e denote-
mos o conjunto U =

[
i2I
Ci: Temos que int(U) 6= ?, pois cada Ci tem interior

não vazio já que satisfaz (1). Daí, dado x 2 U , temos que x 2 Cj, para
algum j 2 I: E se y 2 U , então y 2 Ck, para algum k 2 I: Tomemos um
ponto z 2 D: Como Cj e Ck contém D, temos que z 2 fe(Sx) e y 2 fe(Sz):
Daí, segue pelo Lema 3 que y 2 fe(Sx): Logo, U 2 fe(Sx), para todo x 2 U:
Desta forma, U satisfaz as condições (1) e (2) e D � U , logo, U 2 FD: Logo,
toda cadeia em D é limitada superiormente, então pelo Lema de Zorn, FD
possui elementos maximais. Seja Cmax um elemento maximal em FD. Então,
Cmax é um conjunto controlável contendo D. �

Uma propriedade que aparece no estudo de sistemas de controle é a da
acessibilidade destes sistemas. Um sistema de controle emM é acessível se a
órbita positiva a partir de qualquer ponto de M tem interior não vazio neste
espaço. Para subsemigrupos esta de�nição se traduz da seguinte maneira.

De�nição 36 Dizemos que o semigrupo S é acessível se, e somente se,
intM(Sx) 6= ?, para todo x 2M:
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Daqui em diante por simplicidade, utilizaremos a notação intM(Sx) =
int(Sx):
Observemos que, se S tem interior não vazio em G, então S e S�1 são

acessíveis. De fato, neste caso int(S)x (respectivamente int(S�1)x) é um
aberto contido em int(Sx) (respectivamente int(S�1x)), isto é, uma conse-
quência de estarmos assumindo que a aplicação 'x é aberta.
Veremos a seguir que o interior e o fecho da órbita a partir de um ponto

é invariante pela ação do semigrupo.

Proposição 24 Suponha que S age em M . Então,
1. S int(Sx) � int(Sx):
2. S fe(Sx) � fe(Sx):

Demonstração: Para ver o item (1), sejam g 2 S e z 2 int(Sx). Então,
existe um aberto U tal que z 2 U � Sx: Utilizando que 'g é um homeo-
mor�smo, segue que gU é um aberto e gz 2 gU � gSx � Sx: E, portanto
gz 2 int(Sx): Para ver o item (2), sejam g 2 S e y 2 fe(Sx): Isto implica
que existe uma sequência de pontos gnx em Sx convergindo para y. Então,
pela continuidade da ação, segue que ggnx converge para gy e, portanto,
gy 2 fe(Sx): �

A seguir, estaremos interessados em de�nir o conjunto de transitividade
de um conjunto controlável, e ver algumas de suas propriedades. Para fazer
isto, seja D um conjunto controlável, de�namos

D0 = fx 2 D : x 2 int(Sx) \ int(S�1x)g:

De�nição 37 De�nimos D0 como o conjunto de transitividade de D. Dize-
mos que D é um conjunto controlável efetivo se D0 6= ?:

Temos a seguinte a�rmação, que assegura a existência de conjuntos con-
troláveis efetivos.

Proposição 25 Se x 2 M é tal que x 2 int(Sx) \ int(S�1x); então existe
um único conjunto controlável D; tal que x 2 D, que é efetivo.

Demonstração: Observemos que o subconjunto int(Sx) \ int(S�1x) satis-
faz as hipóteses da Proposição 23. De fato, se y; z 2 int(Sx) \ int(S�1x),
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então y = gx e z = h�1x com g; h 2 S: Daí, y = gx = ghz, mostrando que
y 2 Sz � fe(Sz): E, portanto, existe um conjunto controlável D que contém
int(Sx) \ int(S�1x); e disto segue que x 2 D e D0 6= ?. A unicidade segue
da Proposição 22, ou seja, do fato que diferentes conjuntos controláveis não
se interceptam. �

Veremos a seguir que D0 é o subconjunto de D onde o semigrupo é tran-
sitivo. Mostraremos também que D0 é aberto e denso em D, ou mais pre-
cisamente, temos:

Proposição 26 Se D0 6= ? então, as seguintes a�rmações são verdadeiras:
1. D � int(S�1x); para todo x 2 D0:

2. D0 = int(S�1x) \ int(Sx); para todo x 2 D0:
3. Para quaisquer x; y 2 D0 existe g 2 S com gx = y.
4. D0 é denso em D.
5. D0 é S-invariante em D, isto é, se h 2 S, x 2 D0 e hx 2 D então

hx 2 D0:

Demonstração: Para ver o item 1, sejam y 2 D e x 2 D0: Como x 2 D e
x 2 int(S�1x) (pela de�nição do subconjuntoD0), temos que int(S�1x)\D 6=
?. E, como y 2 D e int(S�1x) é uma vizinhança de x, temos por (2) da
De�nição 35, que existe g 2 S tal que gy 2 int(S�1x). Logo, y 2 g�1

int(S�1x) � int(S�1x):
Para ver o item 2, sejam x 2 D0 e y 2 int(S�1x)\ int(Sx), então x 2 Sy

e x 2 S�1y. Mas, Sx � Sy e S�1x � S�1y o que implica que int(Sx) �
int(Sy) e int(S�1x) � int(S�1y): Portanto, y 2 (int(Sx) \ int(S�1x)) �
(int(Sy) \ int(S�1y)) e y 2 D0. De maneira recíproca, se x; y 2 D0; então,
por (1), y 2 int(S�1x) e x 2 int(S�1y). Logo, existe g 2 S tal que gx = y.
E, como x 2 int(Sx), então temos que y = gx 2 g int(Sx) � int(Sx). E,
portanto, y 2 int(Sx)\int(S�1x), e D0 � int(Sx)\int(S�1x): Assim, temos
D0 = int(Sx) \ int(S�1x).
O item 3 segue do fato de, D0 � int(Sx) \ int(S�1x).
E, para mostrar o item 4, seja x 2 D0. Pelo fato de D0 = int(Sx) \

int(S�1x) e, int(Sx) e int(S�1x) serem abertos, temos que fe(D0) = fe(int(Sx))\
int(S�1x). E, por (1) temos D � int(S�1x). Temos também que, D �
fe(Sx) � fe(S int(Sx)) � fe(Sx): Logo, D � fe(D0) e D0 é denso em D.
E, por �m, para ver o item 5, sejam h 2 S, x 2 D0 e suponha que

hx 2 D. Como, x 2 int(Sx), então hx 2 int(Sx) e por (1), também temos
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hx 2 int(S�1x), e, portanto, hx 2 int(Sx) \ int(S�1x) = D0: �

A seguir, de�niremos conjuntos controláveis invariantes.

De�nição 38 Dizemos que C é um conjunto controlável invariante para S
em M se, ele satisfaz as seguintes propriedades:
1. int(C) 6= ?:
2.fe(Sx) = fe(C), para todo x 2 C:
3. C é maximal em relação às propriedades (1) e (2), isto é, se C � D

e D satisfaz (1) e (2) então C = D:

Proposição 27 Suponha que C =
\
x2M

fe(Sx) 6= ?. Então C é o único

conjunto controlável invariante para S em M .

Proposição 28 Todo conjunto controlável invariante é um conjunto con-
trolável.

Demonstração: Seja C um conjunto controlável invariante para a ação de
S. Pela De�nição 38, temos que int(C) 6= ? e que C é fechado. Logo,
C � fe(Sx), para todo x 2 C. Agora, devemos mostrar a maximili-
dade de C em relação à estas propriedades. Suponhamos que exista D
contendo C tal que D � fe(Sx), para todo x 2 D: Disto segue que,
fe(Sz) = fe(C) � fe(D), para todo z 2 C: Logo, fe(D) = fe(Sz),
para todo z 2 C (pois, fe(D) � fe(Sz) � fe(D)): Resta mostrarmos que
fe(Sz) � fe(D), para todo x 2 D. Para isto, tomemos y 2 fe(Sx) e z 2 C:
Como x 2 D � fe(Sz), para todo x 2 D, temos que fe(D) = fe(Sx). Da
maximilidade de C como c.c.i. segue que C é um conjunto controlável. �

Proposição 29 Seja C � M não vazio, satisfazendo a condição (2) da
De�nição 38 e fechado, então C é um conjunto controlável invariante para
S:

Observemos que se, C é um conjunto controlável invariante para um
subsemigrupo S de interior não vazio então, C é fechado e portanto seu
conjunto de transitividade será C0 = (intG(S))C \ C = (intG(S))C: Outros
detalhes podem ser encontrados em [19].
Observemos também que os conjuntos controláveis podem não existir

para ações de semigrupos em espaços quaisquer, como veremos no seguinte
exemplo.
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Exemplo 33 Seja G = (R;+), S = fa 2 R : a � 0g = R+ � G e M = R:
Considere a ação do semigrupo R+ em R de�nida por

' : R+ � R! R

(a; x) 7�! a+ x:

Neste caso, S age em R como o semigrupo das translações f'a : 'a(x) =
a + x : a � 0g. Mostremos que não existem conjuntos controláveis para
esta ação. De fato, suponha D � R com intM(D) 6= ? e x 2 D. Se D
não for conexo, tomemos a componente conexa que contém x. Temos que
existe y 2 D tal que y < x. A órbita Sx de um ponto qualquer x 2 D é
Sx = fz 2 R : z � xg = fe(Sx). Observe agora que y 2 D mas y =2 fe(Sx),
contrariando o ítem (2) da de�nição de conjunto controlável.

Consideremos agora o seguinte exemplo.

Exemplo 34 Sejam G = Sl(2;R) e

S =

��
a b
c d

�
2 Sl(2;R) : a; b; c; d � 0

�
:

Temos que S é um subsemigrupo de interior não vazio em Sl(2;R). Seja
' : S � RP 1 ! RP 1 de�nida por

'(

�
a b
c d

�
; [(x1; x2)]) = [

�
a b
c d

��
x1
x2

�
];

onde [(x1; x2)] é a reta passando pela origem e por (x1; x2). Lembremos que a
topologia de RP 1 é de�nida da seguinte maneira: um subconjunto U � RP 1
é aberto se, e somente se ��1(U) é aberto em R2, onde � : R2 ! RP 1 é
de�nida por �(x1; x2) = [(x1; x2)]: A�rmamos agora que o conjunto

C = f[(x1; x2)] 2 RP 1 : x1; x2 � 0g;

correspondente ao primeiro e ao terceiro quadrantes do espaço euclidiano R2
é um conjunto controlável invariante para S: De fato, sejam x = (x1; x2) e
y = (y1; y2) elementos de R2. Se [x],[y] 2 C, então xi; yi > 0, para i = 1; 2.
Logo,

g =
x1x2
y1y2

� x1
y1

0

0 x2
y2

�
2 S;

g[x] =

�� x1
y1

0

0 x2
y2

�
:

�
x1
x2

��
=

�
x1x2
y1y2

y

�
= [y]:
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Logo, temos que [y] 2 S[x], então, int(C) � S[x], para todo [x] 2 int(C):
Agora, se tomarmos [x] =2 int(C), devemos ter que [x] = [(x1; x2)], com uma
coordenada nula. Tomando g com todas as entradas positivas, temos que��

a b
c d

�
:

�
x1
x2

��
= [(ax1 + bx2; cx1 + dx2)] 2 int(C):

Já que as duas coordenadas são não nulas. Logo, dado qualquer [x] 2 C,
existe g 2 S tal que g[x] 2 int(C): Reciprocamente, se tomarmos g 2 S e
[x] 2 C, temos que g[x] 2 C, pois estamos tomando todas as entradas de g e
as coordendas de x não negativas.
Assim, S[x] � C, para todo [x] 2 C, e por consequência, fe(S[x]) �

fe(C): Logo, temos que fe(S[x]) � fe(C), para todo x 2 C. Como C é
fechado, pela Proposição 29, temos que C é um c.c.i.

3.2 Conjuntos Controláveis por Cadeias para

Ações de Semigrupos

Nesta seção, introduzimos os conjuntos controláveis por cadeias para ações
de semigrupos.
Inicialmente de�niremos conjuntos controláveis por cadeias para uma

família de subconjuntos de um subsemigrupo. Seja G um grupo topológico
e S � G um subsemigrupo. Suponha que S age em um espaço métrico M .
Fixemos uma distância d em M . Podemos de�nir cadeias em M em relação
a uma família F de subconjuntos de S.

De�nição 39 Seja F uma família de subconjuntos de S. Tomemos x; y 2
M , " > 0 e A 2 F : Uma (S; "; A)-cadeia de x para y consiste de pontos
x0 = x; x1; :::; xn�1; xn = y emM e g0; :::; gn�1 em A tal que d(gjxj; xj+1) < "
para j = 0; :::; n� 1.

Um conjunto controlável por F�cadeias é um subconjunto de M cujos
pontos podem ser unidos por (S; "; A)-cadeias, ou seja,

De�nição 40 Um conjunto controlável por F-cadeias para S em M é um
subconjunto E �M que satisfaz,
1. int(E) 6= ?:
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2. Para todos x; y 2 E, existe uma (S; "; A)-cadeia de x para y; para
todos " > 0 e A 2 F :
3. E é maximal em relação às propriedades (1) e (2).

De�nição 41 O semigrupo S é dito transitivo por F-cadeias se, M é um
conjunto controlável por F � cadeias, ou seja, se quaiquer dois pontos de M
podem ser unidos por (S; "; A)-cadeias, para quaisquer " > 0 e A 2 F :

A seguir, veremos alguns exemplos de famílias de subconjuntos de um
semigrupo S que poderão ser utilizadas posteriormente.
Temos a família F1 de�nida por:

F1 = fS �K : K é um compacto de Gg:

Temos também a família:

F1;S = fS �K : K é um compacto de Sg:

Observemos que, se tivermos um sistema de controle num grupo de Lie G
e S for o semigrupo do sistema, podemos de�nir a família Fcontrol: Para isto,
sejam X0; X1; :::; Xm campos vetoriais invariantes à direita num grupo de Lie
G, ou seja, campos que satisfazem: X�(Dg) = X, para qualquer g 2 G, onde
Dg : G! G é a translação à direita h 7�! hg: Assim, consideremos o sistema
de controle

x0(t) = X0(x(t)) +
mX
i=1

ui(t)Xi(x(t));

onde u = (u1; :::; um) 2 U, para alguma classe de controles admissíveis U:
Como no início deste trabalho, denotaremos por '(t; g; u) a solução do

sistema no tempo t; dada pelo controle u e iniciando em g 2 G, onde tal
solução é dada por '(t; g; u) = '(t; e; u)g onde e é a identidade de G: Assim,
o conjunto de atingibilidade a partir da identidade no tempo t, A(t) é dado
por A(t) = f'(t; e; u)g : u 2 Ug.

Proposição 30 A união
S =

[
t�0

A(t);

é um semigrupo (dito semigrupo do sistema).
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Seja a família de subconjuntos de S

Fcontrol =
[
t>T

fA(t) : T � 0g;

onde A(t) é o conjunto de atingibilidade no tempo t:
Observemos que os conjuntos controláveis por Fcontrol�cadeias existem

somente para semigrupos de controle, enquanto os conjuntos controláveis
por F1 e F1;S-cadeias podem ser de�nidos para semigrupos em geral.

Proposição 31 Para as famílias F1;S e F1 temos que F1;S � F1, e a
igualdade ocorre se S é fechado em G:

Demonstração: Seja A = S � K 2 F1;S, onde K é um compacto de S:
Temos também que K é compacto de G e portanto A 2 F1. Se S é fechado
em G, seja A = S � K = S � (K \ S) 2 F1, onde K é compacto de G.
Temos que K \S é fechado e está contido no compacto K, logo é compacto,
e assim, concluímos que A 2 F1;S: �

Apesar da de�nição acima mencionar explicitamente uma distância em
M , a noção de conjunto controlável por F-cadeias não se altera quando con-
sideramos uma distância equivalente àquela inicialmente considerada. Daí,
temos o seguinte resultado:

Proposição 32 Sejam d e d0 duas métricas equivalentes em M: Então E é
um conjunto controlável por F-cadeias através da métrica d se e só se E é
um conjunto controlável por F-cadeias através da métrica d0:

Demonstração: Tomemos x; y 2 E. Sejam x0 = x; x1; :::; xn�1; xn = y em
M e g0; :::; gn�1 2 A determinando uma (S; "; A)-cadeia de x para y através
da métrica d: Logo, temos d(gjxj; xj+1) < ", para j = 0; :::; n� 1.
Como d e d0 são equivalentes, existem constantes c; k > 0 tais que

k:d0(x; y) � d(x; y) � c:d0(x; y), 8x; y 2M:

Daí, d0(gjxj; xj+1) < "
k
, para j = 0; :::; n� 1:

Então, x0 = x; x1; :::; xn�1; xn = y 2 M e g0; :::; gn�1 2 A determinam
uma (S; "

k
; A)-cadeia de x para y através da métrica d0:

Por outro lado se, x00 = x; x01; :::; x
0
n�1; x

0
n = y em M e g00; :::; g

0
n�1 em A

determinam uma (S; "; A)-cadeia de x para y através da métrica d0, então
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analogamente, temos que x00 = x; x01; :::; x
0
n�1; x

0
n = y em M e g00; :::; g

0
n�1 2

A determinam uma (S; c"; A)-cadeia de x para y através da métrica d: Logo,
temos que a condição (2) da de�nição de conjunto controlável por cadeias
independe da métrica, e assim, concluímos a demonstração. �

Veremos a seguir, através de uma aplicação do Lema de Zorn, que qual-
quer subconjunto satisfazendo as duas primeiras condições na de�nição de
conjunto controlável por F-cadeias está contido num conjunto controlável
por F-cadeias.

Proposição 33 Seja E um subconjunto de M satisfazendo as condições (1)
e (2) da De�nição 40, então E está contido num conjunto controlável por
F-cadeias.

Demonstração: Seja J = fF � M : F satisfaz (1) e (2) da De�nição
40g. J 6= ?, pois E 2 J . Vamos considerar a inclusão como relação de
ordem em J . Mostremos que todo conjunto totalmente ordenado de J tem
limite superior. De fato, seja fF�g�2I , onde I é um conjunto de índices, um
conjunto totalmente ordenado de elementos de J . Então

F =
[
�2I

F�, F 2 J;

é um limite superior para fF�g�2I : De fato, se x; y 2 F , então x 2 F�0 e
y 2 F�1 : Mas, F�0 � F�1 ou F�1 � F�0 , isto implica que existe uma (S; "; A)-
cadeia de x para y, para todo " > 0 e A 2 F : Pelo Lema de Zorn, temos que
J tem um elemento maximal e E está contido num conjunto controlável por
F-cadeias. �

Segue da condição (3) da De�nição 40 que dois conjuntos controláveis por
F-cadeias ou são disjuntos ou coincidem, isto é,

Proposição 34 Sejam E e F dois conjuntos controláveis por F-cadeias para
S em G. Então E = F ou E \ F = ?:

Demonstração: Suponhamos que E \ F 6= ? e tomemos x 2 E \ F:
Mostraremos que E [ F = E = F .
Tomemos " > 0, A 2 F e a; b 2 E [ F: Mostraremos que existe uma

(S; "; A)-cadeia de a para b: Suponhamos que a 2 E e b 2 F . Como a 2 E
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e x 2 F , existem x0 = a; x1; :::; xn�1; xn = x em M , g0; :::; gn�1 2 A tal que
d(gjxj; xj+1) < ", para j = 0; :::; n� 1:
Por outro lado, temos que x 2 E e b 2 F , logo, existem, y0 = x; y1; :::; yn�1; yn =

b em M e h0; :::; hm�1 em A tal que d(hiyi; yi+1) < "; para i = 0; :::;m� 1:
Logo, x0 = a; :::; xn; y0; :::; ym = b e g0; :::; gn�1; h0; :::; hm�1 em A deter-

minam uma (S; "; A)-cadeia de a para b. �

Observe a seguir que nem sempre existem conjuntos controláveis por F-
cadeias.

Exemplo 35 Seja S o semigrupo de translações na reta real dado por, S =
fga : ga(x) = x+a com a � 0g. Seja F uma família qualquer de subconjuntos
de S. Então não existe conjunto controlável por F-cadeias na reta real. De
fato, tomemos x e y reais e suponhamos que x < y. Então, para " < d(x;y)

2
; e

para qualquer A 2 F não existe (S; "; A)-cadeia de y para x. Isto é verdade,
pois gy � y para todo g 2 S.

A seguir, mostraremos que sob algumas condições sobre a família F de
subconjuntos do semigrupo S, os conjuntos controláveis efetivos estarão con-
tidos nos conjuntos controláveis por F-cadeias. Consideraremos as seguintes
condições sobre F .

De�nição 42 Seja F uma família de subconjuntos de um semigrupo S. Di-
remos que F satisfaz a propriedade Pl (respectivamente Pr), se para todo
�;  2 S, � 6= e e A 2 F , existe um número inteiro positivo n tal que
�n 2 A (respectivamente  /�n 2 A).

Notemos que, se F satisfaz tanto Pl quanto Pr então, �n 2 A para algum
inteiro n � 0: Basta tomar  = �:

Proposição 35 A família Fcontrol satisfaz as propriedades Pl e Pr:

Demonstração: De fato, tomemos A 2 Fcontrol; g 2 int(S) e h 2 S: En-

tão, temos que g = '(t1; e; u) e h = '(t2; e; v), com u; v 2 U e t1; t2 > 0:
Assim, gn = '(nt1; e; u

n), onde o controle un é n-vezes a concatenação de u
por ele mesmo. Temos então que gnh = '(nt1 + t2; e; w), com w 2 U: Logo,
gnh 2 A, para algum n 2 Z�+: Analogamente, temos que hgn 2 A, para
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qualquer n 2 Z�+: �

Para famílias satisfazendo as propriedades Pl e Pr é possível comparar
os conjuntos controláveis por cadeias com os conjuntos controláveis efetivos.
Denotemos por SA o semigrupo gerado por um subconjunto A � S.

Proposição 36 Suponha que F é uma família de subconjuntos de um semi-
grupo S satisfazendo as propriedades Pl e Pr e tome A 2 F : E, sejam SA
o subsemigrupo gerado por A e, D um conjunto controlável efetivo para S.
Então D � fe(SA(x)), para qualquer x 2 D.

Demonstração: Tomemos x; y 2 D e mostremos que y 2 fe(SA(x)): Ini-
cialmente, assumamos que y 2 D0: Então existe h 2 S tal que y = hx, já
que D � (intS)�1D0; ocorre pela Proposição 26.
Temos também que existe g 2 int(S) tal que gy = y. Como gnh 2 A, por

Pl, e gnhx = y, obtemos que y 2 SAx:
Agora, para y arbitrário tomemos z 2 D0: Então, pela primeira parte da

demonstração z 2 SAx, e, portanto, é su�ciente mostrar que y 2 fe(SAz):
Para isto, tomemos g 2 int(S) tal que gz = z e uma sequência hm 2 S tal
que hmz �! y. Então, por Pr temos que hmgn 2 SA para n su�cientemente
grande. Desde que hmgnz = hmz, temos que existe uma sequência gk 2 SA
com gkz �! y, concluindo assim a demonstração. �

Uma consequência da Proposição 36 é a de que um conjunto controlável
efetivo satisfaz (2) na de�nição de conjuntos controláveis, para quaisquer
A 2 F e " > 0, ou mais precisamente,

Corolário 1 Suponha que F satisfaz tanto Pl quanto Pr: Então, um con-
junto controlável efetivo para S está contido em um conjunto controlável por
F-cadeias.

Demonstração: Seja D um conjunto controlável efetivo para S, então, pela
Proposição 36 segue que para todo A 2 F , tem-se D � fe(SA(x)), para
todo x 2 D. Vejamos que isto implica que D satisfaz às duas primeiras
condições da De�nição 40, e assim, utilizando a Proposição 33, segue que D
está contido num conjunto controlável por F-cadeias. De fato, como D é um
conjunto controlável para S, temos que int(D) 6= ?. Para ver o outro ítem,
sejam x; y 2 D, dados " > 0 e A 2 F , pela Proposição 36, y 2 fe(SA(x)), e
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assim, existe uma sequência gnx �! y, ou equivalentemente, existe n0 2 N,
tal que d(gnx; y) < ", para todo n � n0: Façamos x0 = x, x1 = g0x0,
x2 = g1x1; :::; xn0�1 = gn0�2x, xn0 = gn0�1x e y = gn0x, e assim, obtemos uma
(S; "; A)-cadeia de x para y. �

Podemos então de�nir conjuntos controláveis por F-cadeias efetivos.

De�nição 43 Seja F uma família de subconjuntos de S. Um conjunto con-
trolável por F-cadeias é dito efetivo se, ele contém um conjunto controlável
para S que seja efetivo.

Proposição 37 Se uma família F satisfaz tanto Pl quanto Pr; então, um
conjunto controlável por F-cadeias E é efetivo se, e só se o subconjunto
E0 = fx 2 E : x 2 int(Sx) \ int(S�1x)g é não vazio.

Demonstração: Se E é um conjunto controlável por F-cadeias efetivo, en-
tão E � D um conjunto controlável efetivo para S: Daí, existe x 2 D � E tal
que x 2 int(Sx)\ int(S�1x): Para ver a recíproca, suponha que E0 6= ?. En-
tão, pela Proposição 25, existe um único conjunto controlável efetivo, E 0 = E,
que contém E0, mostrando que E é um conjunto controlável por F-cadeias
efetivo. �

3.3 Conjuntos Controláveis por Cadeias como
Interseção de Conjuntos Controláveis

Nesta seção, para um semigrupo de homeomor�smos de um espaço métrico
compacto, mostraremos uma caracterização dos conjuntos controláveis por
cadeias como interseção de conjuntos controláveis para semigrupos gerados
por vizinhanças de S (semigrupos perturbados) na topologia da convergência
uniforme. Tais conjuntos controláveis por cadeias nos permite aplicar os
resultados sobre conjuntos controláveis no estudo dos conjuntos controláveis
por cadeias.
A seguir, suponha que S é um semigrupo de homeomor�smos deM e que

d é uma métrica emM . Uma cadeia num semigrupo S é dada pelo intercalar
da ação de elementos de S com pequenos saltos de elementos de M: Daí,
temos que os conjuntos controláveis por cadeias para a ação de S são obtidos
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através dos conjuntos controláveis para semigrupos gerados por vizinhanças
de S:
Consideremos no grupo G de homeomor�smos de M; a métrica da con-

vergência uniforme de�nida por:

d0(g; h) = sup
x2M

d(gx; hx):

É de fácil veri�cação que a métrica d0 é invariante à direita pela acão de
G, isto é, se g; h; t 2 G então d0(g; h) = d0(gt; ht).
Usaremos a notação B(A; ") para a "-vizinhança em relação à d0 no sub-

conjunto A, onde

B(A; ") = fg 2 G : 9h 2 A, d0(h; g) < "g:

Seja o subconjunto A � S; denotaremos por S";A o subsemigrupo de G
gerado pela "-vizinhança de A em G (semigrupo perturbado), ou seja,

S";A = [B(A; ")]:

Proposição 38 Sejam x; y 2M e A � S: Então:
1. Se y 2 S";A(x), então existe uma (S; "; A)-cadeia de x para y.
2. Se y 2 fe(S";A(x)) então existe uma(S; "0; A)-cadeia de x para y, para

todo "0 > ":

Demonstração: Para ver o item 1, seja y 2 S";A(x). Então existe g 2 S";A
tal que gx = y, e segue da de�nição de S";A que g = gk�1:::g0 com gi2

B(A; "), i = 0; :::; k � 1.
Tomemos h0; :::; hk�1 2 A tal que,

d0(hi; gi) < ", com i = 0; :::; k � 1:

Logo, as sequências x0 = x; x1 = g0x0; :::; xk = gk�1xk�1 = y e h0; :::; hk�1 2
A determinam uma (S; "; A)-cadeia de x para y. De fato,

d(hixi; xi+1) = d(hixi; gixi)

� d0(hi; gi)

< ";

55



com i = 0; :::; k � 1, o que mostra a existência de uma (S; "; A)-cadeia de x

para y.
E, para ver o item 2, suponhamos que y 2 fe(S";Ax): Logo, existe uma

sequência gn 2 S";A tal que gnx �! y: Tomemos "0 > " e seja n0 tal que
d(gn0x; y) < "0 � ": Como na demonstração de (1), existe uma (S; "; A)-

cadeia de x para gn0x. Tomemos y0 = x; :::; yn = gn0x 2 M , h0; :::; hn�1 2
A como a (S; "; A)-cadeia de x para gn0x: Então, d(hiyi; yi+1) < ", com
i = 0; :::; n � 1. Logo, a cadeia z0 = x; z1 = y1; :::; zn�1 = yn�1; zn = y
em M e h0; :::; hn�1 2 A é uma (S; "0; A)-cadeia de x para y. De fato,
d(hn�1yn�1; y) � d(hn�1yn�1; gn0x) + d(gn0x; y) < " + ("0 � ") = "0: Logo,
d(hi�1yi�1; yi) < " < "0, com i = 0; :::; n� 1. �

O resultado acima mostra que pontos atingíveis pela ação do semigrupo
gerado pela perturbação de A também são atingíveis por (S; "; A)-cadeias.
Para mostrarmos a recíproca, precisamos introduzir a seguinte hipótese sobre
a ação de G em M:
Hipótese H: Existem constantes c > 0 e � > 0 tal que a ação de G em

M satisfaz, para qualquer x 2 M e qualquer y 2 B�(x) existe k 2 G com
kx = y e d(kx; x) � c:d0(k; 1M):
Observemos que para ações que satisfazendo a hipótese H é possível in-

terligar pontos su�cientemente próximos em M por elementos de G cuja
distância à identidade não seja muito maior do que a distância entre os pon-
tos.
Como d0(k; 1M) = supy2M d(ky; y) e d(kx; x) � c:d0(k; 1M), temos que

c � 1, com c = 1 se, e somente se, dado x 2 M , x for um ponto para o qual
o sup em d0(k; 1M) é atingido.

Exemplo 36 Consideremos o espaço métrico compacto

M =

1[
n=1

Cn [ f0g;

onde Cn são os círculos Cn = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1
n
g, com a métrica

padrão de R2. Todos os homeomor�smos ' de M , tem a propriedade que
'(0) = 0, e assim, a hipótese H não é satisfeita em 0. Se '(0) 6= 0, então
o componente contendo '(0) é um círculo e o componente contendo 0 é o
conjunto f0g. E este não é homeomorfo ao círculo.
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Proposição 39 Assumamos a hipótese H e seja " tal que 0 < " < �. Supon-
hamos que x0; :::; xn 2 M e h0; :::; hn�1 2 G são sequências determinando
uma (S; "; A)-cadeia de x0 para xn: Então, existe g 2 S"0;A com gx0 = xn,
onde "0 = "

c
:

Demonstração: Como d(hixi; xi+1) < " < �, temos pela hipótese H que
existe ki 2 G tal que

d(hixi; xi+1) = d(kihixi; hixi) � c:d0(ki; 1M), com i = 0; :::; n� 1:

Logo, d0(ki; 1M) < "
c
= "0. Tomando gi = kihi. Então, d0(gi; hi) =

d0(kihi; hi) = d0(ki; 1M) < "0, pela invariância à direita de d0:
E, portanto, gi 2 B(A; "0) e gixi = kihixi = xi+1, e xn = gn�1:::g0x0, o

que conclui a demonstração. �

Juntando as Proposições 38 e 39 temos que os conjuntos controláveis por
cadeias em M , que satisfazem a hipótese H, podem ser estudados através
dos conjuntos controláveis para ações dos semigrupos (perturbados) S";A:
Como temos que SA � S";A, para todo " > 0; então os conjuntos con-

troláveis efetivos para S estão contidos nos conjuntos controláveis para S";A,
e disto segue que o conjunto controlável para S";A também é efetivo. De fato,
se g 2 int(S) �xa um ponto y, então o mesmo vale para gn, com n � 0 e
gn 2 int(S";A):
Para o semigrupo S";A, temos a seguinte versão da Proposição 36.

Proposição 40 Seja S um semigrupo de homeomor�smos de um espaço
métrico compacto M e D é um conjunto controlável efetivo para S em M .
Seja F uma família de subconjuntos de S satisfazendo tanto Pl quanto Pr,
e que o espaço M satisfaz a hipótese H. Então, D � S";A(x), para qualquer
x 2 D, A 2 F e " su�cientemente pequeno.

Demonstração: Sejam x; y 2 D e mostremos que y 2 S";A(x): De fato,
pela Proposição 36, existe g 2 SA tal que gx está próximo de y. Como SA é
gerado por A, g é da forma, g = g1:::gn, com gi 2 A:
Utilizando a hipótese H, temos que existe k 2 G com d0(k; 1M) < " e

kgx = y, logo, kg 2 S";A e y 2 S";A(x): �
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Proposição 41 Suponha que a hipótese H é satisfeita e assuma que F sat-
isfaz Pl e Pr. Seja D um conjunto controlável efetivo para S em M: Então,
para cada " > 0 e A 2 F existe um conjunto controlável D";A para o semi-
grupo perturbado S";A, tal que D � D";A:

Demonstração: De fato, para todo x; y 2 D mostremos que y 2 S";A(x),
para " su�cientemente pequeno. Pela Proposição 40, existe � 2 SA tal
que �(x) está próximo de y. Por outro lado, pela de�nição de SA temos
� = �1:::�n, com �i 2 A. Então, utilizando a hipótese H, existe 
 2 G tal
que d0(
�; �) = d0(
; 1) < ", e 
�(x) = y de modo que 
� 2 S";A, e portanto,
y 2 S";A(x). �

O resultado, a seguir, caracteriza os conjuntos controláveis por F-cadeias
como interseções de conjuntos controláveis para os semigrupos perturbados
S";A:

Teorema 2 Seja S um semigrupo de homeomor�smos de M . Suponha que
M satisfaz a hipótese H e seja F uma família de subconjuntos de S satis-
fazendo Pl e Pr: Seja D um conjunto controlável efetivo para S em M e para
" > 0 e A 2 F , denotemos por D";A o conjunto controlável para o semigrupo
perturbado S";A contendo D. Então,

E =
\
";A

D";A;

é o único conjunto controlável por F-cadeias contendo D:

Demonstração: Temos que int(E) 6= ?, já que D � E. Para quaisquer
x; y 2 E, y 2 fe(S"0;A(x)), para todo "0 > 0 e A 2 F : Então, pela Proposição
38, existe uma (S; "; A)-cadeia de x para y, para todo " > 0 e A 2 F , o que
mostra que E é transitivo por cadeias. Basta veri�carmos a maximilidade
de E. Tomemos x =2 E e y 2 E e suponhamos que para todo " > 0 e A 2 F
existem (S; "; A)-cadeias de x para y e de y para x. Como M satisfaz a
hipótese H, pela Proposição 39 temos que x 2 S";A(y) e y 2 S";A(x), com
" > 0 e A 2 F : Porém, y 2 D";A (pois y 2 E), logo, x 2 D";A para todo
"; A, contradizendo a hipótese de que x =2 E: Logo, mostramos que E [ fxg
não está contido em nenhum conjunto controlável por cadeias e assim temos
a maximalidade de E: �
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Proposição 42 Seja S um semigrupo de homeomor�smos de M . Suponha
queM satisfaz a hipótese H e seja F uma família de subconjuntos de S satis-
fazendo Pl e Pr, além disso, suponha que existe um único conjunto controlável
invariante D, para S em M . Então D";A é o único conjunto controlável in-
variante para S";A contendo o conjunto controlável invariante para S.

Demonstração: Pela Proposição 27, temos que existe um único conjunto
controlável para S em um espaço compacto, digamos C, se, e somente se,
C =

\
x2M

fe(Sx) 6= ?. E neste caso, o conjunto controlável invariante é dado

por esta intersecção e, assim, uma a�rmação semelhante vale para S";A. Va-
mos de�nir C";A =

\
x2M

fe(S";A(x)) e, assim, para mostrarmos o resultado,

basta mostrarmos que D";A \C";A 6= ?: Para ver isto, tomemos x 2M . En-
tão, pela Proposição 26, D � int(S�1(y)), para todo y 2 D0, e isto implica
que existe � 2 S tal que �(x) 2 D0. Como F satisfaz Pl; então �n 2 A, para
algum n inteiro (tomamos � =  na de�nição de Pl). Como �

n(x) 2 D, pois
D é invariante, e como D � D";A e D";A é um conjunto controlável para S";A,
segue que D";A � fe(S";A(x)), concluindo assim o resultado. �
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Capítulo 4

Conjuntos Controláveis por
Cadeias em Fibrados

Neste capítulo, estudaremos os conjuntos controláveis por cadeias em �bra-
dos principais e seus �brados associados. Inicialmente, estudaremos alguns
semigrupos de homemor�smos em �brados, e a propriedade de acessibilidade.
Estudaremos o comportamento dos conjuntos controláveis por cadeias em �-
brados, como por exemplo, sob algumas hipóteses, mostraremos que os con-
juntos controláveis por cadeias do espaço total de um �brado são projetados
dentro de conjuntos controláveis por cadeias do espaço base do �brado, e bem
como, conjuntos de transitividade de conjuntos controláveis por cadeias são
projetados dentro do conjunto de transitividades de conjuntos controláveis
por cadeias. Veremos também que um conjunto controlável por Fq- cadeias
na �bra de um �brado está contido em um conjunto controlável por F-
cadeias no espaço total, entre outros.

4.1 Semigrupos de Homeomor�smos e Aces-
sibilidade

Com as notações introduzidas nas seções 1.5 e 1.6, sejamG um grupo topológico
agindo à direita num espaço topológico Q, e Q(M;G) o �brado principal com
espaço total Q, espaço base M e grupo estrutural G e seja �Q : Q ! M a
projeção canônica.
A seguir, introduziremos alguns semigrupos. Consideremos SQ um semi-
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grupo de homeomor�smos de Q comutando com a ação à direita, isto é,

�Q(q:a) = �Q(q):a, com a 2 G e �Q 2 SQ:

O semigrupo SQ induz um semigrupo SM de homeomor�smos de M , ou
seja, se y 2M e y = �Q(q), de�nimos um elemento �M 2 SM tal que

�M(y) = �Q(�Q(q)), com �Q 2 SQ:

Suponhamos que o grupo estrutural G age à esquerda e transitivamente
no grupo topológico F . Como já vimos, temos o �brado associado ao �-
brado principal Q(M;G), com �bra tipo F . Denotado por E(M;F;G;Q) ou
simplesmente por E, o espaço total deste �brado. Vale relembrarmos que
os elementos de E são classes de equivalência da relação em Q � F dada
por (q; v) � (qa; a�1v), a 2 G, e denotamos por [q; v], q 2 Q, v 2 F , os
elementos de E: A projeção canônica �E : E !M no �brado é de�nida por
�E([q; v]) = �Q(q):
O semigrupo SQ também induz um outro semigrupo de homeomor�smos,

o semigrupo SE de homeomor�smos de E, tal que, SE([q; v]) = [SQ(q); v], ou
seja,

�E([q; v]) = [�Q(q); v], com �Q 2 SQ:

Proposição 43 Se SQ é acessível, então SE é acessível.

Demonstração: De fato, temos que a aplicação

v 2 F 7�! qv 2 Ex, com x = �(q);

é uma submersão, logo,

int(SE(q:v)) = int(SQ(q):v) = int(SQ(q)):v, para todo x 2M e v 2 F:

E como SQ é acessível, temos int(SQ(q)) 6= ;, para todo q 2 Q, daí, segue
que SE é acessível. �

Seja q 2 Q; então de�nimos o conjunto,

Sq = SQ(q) \ ��1Q (x), x = �Q(q):

Usando a identi�cação de ��1Q (x) com G dada por a 2 G 7�! q:a 2 ��1Q (x),
Sq pode ser visto como um subconjunto de G,

Sq = fa 2 G : 9�Q 2 SQ; �Q(q) = q:ag:
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Proposição 44 Se Sq 6= ?, então Sq é um subsemigrupo de G:

Demonstração: De fato, sejam a1; a2 2 Sq, então  Q(q) = q:a1 e �Q(q) =
q:a2: Daí, temos,

q = (q:a1):a
�1
2 =) q =  (q)a�12 ;

então,
�Q(q) = �Q( (q)a

�1
2 ) = q:a1:

Logo, temos �Q( (q)) = q:(a1a2), o que implica que a1a2 2 Sq: �

Observação: E mais, Sq é o subsemigrupo agindo na �bra tipo F:
Os semigrupos SQ; SE e Sq foram estudados em [2].
Seja F uma família de subconjuntos de SQ: A família F induz a família

FM no semigrupo SM , a família FE em SE e a família Fq em Sq, isto é,

� FE � SE
F � SQ induz � FM � SM

� Fq � Sq

:

De fato, para cada A 2 F , de�nimos:

AM = f�M 2 SM : 9�Q 2 A e �M(�Q(q)) = �Q(�Q(q))g,
AE = f�E 2 SE : 9�Q 2 A e �E([q; v]) = [�Q(q); v]g, e
Aq = fa 2 G : 9�Q 2 A e �Q(q) = q:ag:

Assim, podemos de�nir as famílias induzidas:

FM = fAM : A 2 Fg,
FE = fAE : A 2 Fg, e
Fq = fAq : A 2 Fg.

Proposição 45 Seja F uma família de subconjuntos de SQ satisfazendo Pl
e Pr: Então, FM , FE e Fq também satisfazem Pl e Pr:

Demonstração: Mostraremos primeiramente que Pl é satisfeito. De fato,
dado A 2 F , existe n 2 Z, tal que �Q(�Q)n = � 2 A, com �Q e �Q 2 SQ:
Daí, para a família FM , temos

�M(�Q(q)) = �Q(�Q(q)), (pela igualdade enunciada acima, �M(�Q(q)) = �Q(�Q(q)));
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daí, substituindo � = �Q(�Q)
n, temos

�Q((�Q(�Q)
n)(q)) = (�M(�M)

n)(�Q(q)),

e, portanto, �M(�M)
n 2 AM . Para a família FE,

�E(�E)
n([q; v]) = �E([(�Q)

n(q); v]) = [(�Q(�Q)
n)(q); v],

logo, �E(�E)
n 2 AE: Por �m, sejam a; b 2 Sq e Aq 2 Fq, daí, existem

�Q; �Q 2 SQ, tais que �Q(q) = q:a e �Q(q) = q:b. Daí,

�Q(�Q)
n(q) = �Q(q:a

n) = q:ban.

Então, �Q(�Q)
n 2 A e ban 2 Aq: Analogamente, demonstra-se que FM , FE e

Fq satisfazem Pr. �

4.2 Conjuntos Controláveis por Cadeias e Pro-
priedades

Nesta seção, estudaremos o comportamento dos conjuntos controláveis por
cadeias para ações de semigrupos em �brados. Mostraremos que a projeção
de um conjuto controlável por cadeias no espaço total do �brado está contida
num conjunto controlável por cadeias na base do �brado.

Teorema 3 Sejam E um �brado com projeção � : E !M e F uma família
de subconjuntos de SQ. Suponha que E é compacto e seja H � E um conjunto
controlável por FE � cadeias. Então, existe um conjunto controlável por
FM � cadeias B �M tal que �(H) � B:

Demonstração: Temos int(H) 6= ?, já que por hipótese H é um conjunto
controlável por FE � cadeias, e � é uma aplicação aberta. Então, temos
int(�(H)) 6= ?: Mostremos que existe um conjunto controlável por FM -
cadeias, B � M , tal que �(H) � B, ou seja, dados x0; y0 2 �(H), podemos
unir estes pontos através de uma (SM ; "; AM)-cadeia. Para isso, sejam " > 0,
AM 2 FM e x0; y0 2 �(H). Tomemos x; y 2 H, tais que �(x) = x0 e �(y) = y0:
Como E é compacto e � é uniformemente contínua, dado " > 0, existe � > 0
tal que,

d(�(z); �(z0)) < " se d(z; z0) < �, com z; z0 2 E:

63



Sejam x0 = x; x1; :::; xn�1; xn = y em E e �E0 ; �E1 ; :::; �En�1 em AE formando
uma (SE; �; AE)� cadeia de x para y. Daí, do fato de � ser uniformemente
contínua, da de�nição do semigrupo SM e de

d(xj; �Ej(xj)) < �,

temos que,

d(�(xj); �(�Ej(xj))) = d(�(xj); �Mj
(�(xj))) < ";

isto é, �(xi) e �Mi
determinam uma (SM ; "; AM) � cadeias de x0 para y0.

Como �(H) satisfaz as propriedades (1) e (2) da De�nição 40, �(H) está
contido em um conjunto controlável por F � cadeias: Logo, existe um con-
junto controlável por FM � cadeias B �M tal que �(H) � B: �

Vejamos a seguir, o conceito de acessibilidade sobre um conjunto con-
trolável por F � cadeias:

De�nição 44 Seja F uma família de subconjuntos de SQ, satisfazendo Pl
e Pr: Suponha que H é um conjunto controlável por cadeias efeivo em M e
seja H0 = fx 2 H : x 2 int(SM(x)) \ int(S�1M (x))g: O semigrupo SQ é dito
acessível sobre H0 se, para todo q 2 ��1Q (H0), int(SQ(q)) \ ��1Q (H0) 6= ?:

Lema 4 Seja H � M um conjunto controlável por FM � cadeias efetivo e
suponha que SQ é acessível sobre H0. Então, int(Sq) 6= ? se q 2 ��1Q (H0):

Demonstração: Tomemos �Q 2 SQ tal que �Q(q) 2 int(SQ(q)) \ ��1Q (H0):
Existe um conjunto controlável efetivo, D, para SM tal que x = �Q(q) 2 D0:
Então, �Q(�Q(q)) = �M(�Q(q)) 2 D0, e existe  Q 2 SQ tal que x =
 M(�Q(�Q(q))); de modo que  Q�Q(q) pertence à mesma �bra que q: Daí,
pela escolha de �Q, temos que  Q�Q(q) 2 int(SQ(q)), logo, se tomarmos
a 2 G tal que  Q�Q(q) = q:a, então a 2 int(Sq), concluindo a demonstração
do lema. �

A recíproca do Teorema 3 é garantida pelo seguinte teorema.

Teorema 4 Sejam E um �brado com projeção � : E !M e F uma família
de subconjuntos de SQ satisfazendo Pl e Pr: Suponha que E é compacto, B �
M é um conjunto controlável por FM�cadeias efetivo e que SQ é acessível
sobre B0: Então, existe um conjunto controlável por FE�cadeias efetivo H �
E tal que �(H) � B:
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Demonstração: Temos por hipótese que B é um conjunto controlável por
FM�cadeias efetivo, logo, B0 6= ;. Então, tomemos x 2 B0 = fx 2 B :
x 2 int(SM(x)) \ int(S�1M (x))g. Pela Proposição 25, temos que x 2 C, onde
C é um conjunto controlável efetivo, contido em B. Usando a Proposição
3.4, de [2], temos que existe um conjunto controlável efetivo D � E para
SE, com �(D) � C. Dentro dessas condições, o Corolário 1 nos garante que
D está contido em um conjunto controlável por FE�cadeias, dito H: Como
conjuntos controláveis por cadeias são maximais e pelo Teorema 3, temos que
existe um conjunto controlável por FM�cadeias, B �M , tal que �(H) � B:
�

Sejam dE uma métrica no espaço total E do �brado com �bra típica F ,
dF uma métrica invariante à direita na �bra F e dM a métrica no espaço
base M tal que a projeção canônica �E : E ! M é Lipschitziana, ou seja,
existe uma constante c > 0 tal que, para todo x; y 2 E, tem-se dE(x; y) �
c:dM(�E(x); �E(y)):
Para darmos continuidade ao estudo, consideremos o seguinte resultado

estudado em [2].

Proposição 46 Assuma que SM é acessível e seja C � M um conjunto
controlável efetivo, e suponha que para cada x 2 C0, existe q 2 ��1Q (x),
x 2M , tal que Sq age transitivamente em F . Então, para cada p 2 Q tal que
�(p) 2 C0, temos que Sp é transitivo em F . Além disso, SE é acessível sobre
C, D = ��1(C) é um conjunto controlável efetivo em E e SE é transitivo
sobre C0:

Podemos considerar os conjuntos controláveis por cadeias como interseção
de conjuntos controláveis, como vimos na Seção 3.3 para ações de semigrupos,
e agora para �brados. Recordando tais notações, seja o subconjunto A � S,
denotaremos por S";A o subsemigrupo de G gerado pela "�vizinhança de A
em G, ou seja,

S";A = [B(A; ")]:

Assim, temos o seguinte resultado.

Teorema 5 Seja E um �brado associado ao �brado principal Q, com grupo
estrutural compacto. Suponha que M e E são compactos e que Q é conexo.
Vamos assumir que F é uma família de subconjuntos de SQ satisfazendo Pl
e Pr e, que as ações dos grupos de homeomor�smos sobre M e E satisfazem
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a hipótese H. Seja B um conjunto controlável por FM�cadeias efetivo em
M e suponhamos que SQ é acessível sobre B0: Então, ��1E (B) é um conjunto
controlável por FE�cadeias efetivo em E. Logo, o número de conjuntos
controláveis por FE�cadeias efetivo em E é igual ao número de conjuntos
controláveis por FM�cadeias em M .

Demonstração: Primeiramente, mostraremos que,

((SM)";AM ) � (SE)c";AE ;

ou seja, que �E 2 (SE)c";AE se �M 2 (SM)";AM : Basta mostrarmos que,
�E 2 B(AE; c"); com �M 2 B(AM ; "):
De fato, pois

d0(
E; �E) = sup
[q;v]2E

dE(
E([q; v]); �E([q; v]))

= sup
[q;v]2E

dE([
Q(q); v]; [�Q(q); v])

� c: sup
[q;v]2E

dM(�Q(
Q(q)); �Q(�Q(q)))

= c:d0(
M ; �M):

Pelo Teorema 2, temos que

B =
\
";AM

D";AM ,

onde D";AM é um conjunto controlável para (SM)";AM : Daí, temos

��1(B) =
\
";AM

��1(D";AM ):

E, pela Proposição 46 acima, tem-se que ��1(D";AM ) é um conjunto con-
trolável para ((SM)";AM ) � (SE)c";AE . Logo, �

�1(B) é um conjunto con-
trolável por FE�cadeias em E, caracterizando novamente os conjuntos con-
troláveis por cadeias como a interseção de conjuntos controláveis. �

O Teorema a seguir mostra que um conjunto controlável por Fq�cadeias
na �bra de um �brado principal está contido num conjunto controlável por
F�cadeias no espaço total.
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Teorema 6 Seja E um �brado associado ao �brado principal Q com pro-
jeções �E e �Q, respectivamente. Suponha que F é uma família de subcon-
juntos de SQ: Seja q 2 ��1Q (x), x 2 M . E seja H um conjunto controlável
por Fq�cadeias em F .
Então:
1) Qualquer conjunto controlável por Fq�cadeias em ��1Q (x) está contido

em um conjunto controlável por F�cadeias em Q.
2) [q;H] está contido em um conjunto controlável por FE�cadeias em E:

Demonstração: 1) Seja H um conjunto controlável por Fq�cadeias em
��1Q (x): Tomemos z; z

0 2 H. Então, para todo " > 0 e Aq 2 Fq existem
x0 = z; x1; :::; xn = z0 em ��1Q (x) e a0; a1; :::; an�1 2 Aq tais que

d(xjaj; xj+1) < ", com j = 0; 1; :::; n� 1:

Seja �Qj 2 A dado por �Qj(q) = qaj: Então, x0; :::; xn e �Q0 ; :::; �Qn�1 deter-
minam uma F� cadeia de z para z0:
2) Sejam [q; v], [q; v0] 2 [q;H]: Como H é um conjunto controlável por

Fq�cadeias, para todo " > 0 e Aq 2 Fq existe v0 = v; :::; vn = v0 em F e
a0; :::; an�1 2 Aq tal que dF (ajvj; vj+1) < ", com j=0,1,...,n-1. Seja �Qj 2 A
dado por �Qj(q) = qaj: Então, [q,v0],...,[q,vn] e �Q0 ; :::; �Qn�1 determinam
uma (S; "; A)-cadeia de [q; v] para [q; v0]. De fato,

dE(�Ej([q; vj]); [q; vj+1]) = dE([qaj; vj]; [q; vj+1])

= dE([q; ajvj]; [q; vj+1])

= dF (ajvj; vj+1)

< ":

�
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