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Resumo

Neste trabalho, serd estudada a existéncia de solucao positiva para uma equacgao lo-
gistica com um termo de advecgao nao linear:
—Au+a-VuP = u—u?, em , )
u =20, sobre 02,

onde Q C RY, N > 1, é um dominio limitado com fronteira suave, @ € RY, p > 1, e
A € R. A equagao difere da equacao logistica classica de dinamica populacional pelo
termo adicional nao linear de advecgao (@ - VuP). Do ponto de vista biologico, tal termo
adicional representa a velocidade pela qual a espécie estudada se movimenta, sendo que
sua densidade aumenta ou diminui dependendo da funcao u e da extensao do parametro
p e do |d|. No entanto, do ponto de vista matemaético, tal termo traz consigo uma nova
complexidade. Além dos métodos ja utilizados para a resolugao de equacgdes logisticas
classicas, como o principio do maximo, as propriedades espectrais do autovalor principal
do problema e o método de sub-supersolucao, ¢ necessario uma anéalise cuidadosa referente
ao crescimento de p e do vetor @. Para isso, sera utilizado o método de sub-supersolucao
levando em consideragao o crescimento da fungao f(x,u, V) = M —u? —a - VuP, e ainda,
utilizando a Identidade de Picone para mostrar a existéncia e unicidade de uma solucao
positiva para o problema. Por fim, é mostrado que ao modificar o parametro & € RY por
ae C} (Q), se o div @ = 0 os resultados de unicidade de solucdo positiva permanecem,
caso contrario, ¢ demonstrado que se a bifurcacao do caminho de solugoes for subcritica,
em determinada regiao proxima de A; é possivel obter no minimo duas solu¢oes positivas

para o problema (P).

Palavras-Chave: Equacoes Diferenciais Parciais, Principio do Mdximo, Subsolucao e
supersolucao, Identidade de Picone, Solucao positiva, Equagao logistica.






Abstract

In this work, we study the existence of a positive solution for a logistic equation with
a nonlinear advection term:

—Au+a-VuP = u—u?, in Q,
{ (P)

u =0, on 0f),

where Q C RN, N > 1, is a bounded domain with smooth boundary, @ € RY, p > 1, and
A € R. Equation differs from the classical logistic equation of population dynamics by
the additional nonlinear advection term (& - Vu?). From a biological perspective, such an
additional term represents the velocity at which the studied species moves, with its density
increasing or decreasing depending on the function v and the extent of the parameters
p and |@d|. However, from a mathematical standpoint, this term brings along a new
complexity. In addition to the methods already used for solving classical logistic equations,
such as the maximum principle, the spectral properties of the principal eigenvalue of the
problem, and the sub-supersolution method, a careful analysis regarding the growth of
p and the vector @ is necessary. For this, the sub-supersolution method will be used,
taking into account the growth of the function f(z,u,V) = Au —u? — @ - VuP, and also
utilizing Picone’s Identity to show the existence and uniqueness of a positive solution
to the problem. Finally, it is shown that by modifying the parameter @ € RY to @ €
C} (), if div @ = 0, the results of uniqueness of positive solution remain, otherwise, it is
demonstrated that if the bifurcation of the solution path is subcritical, in a certain region
close to Ay, it is possible to obtain at least two positive solutions for the problem .

Keywords: Partial Differential Equations, Maximum Principle, Subsolution and Su-
persolution, Picone’s Identity, Positive Solution, Logistic Equation.
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CAPITULO

1

Introducao

Consideremos a seguinte equacao de reacao, adveccao e difusao:

B (P)
u =0, sobre 0f2,

{—Au+o7~Vup = \u—u?, em €,
onde Q ¢ RN, N > 1, é um dominio limitado com fronteira suave, @ € R, p > 1, e
AeR
A equacao de reacao, adveccao e difusdo modela fenomenos de dindmica populacional.
Neste contexto, segundo [8, 10, [17], temos que a fungdo u(x) representa a densidade
populacional da espécie estudada habitada em €2, e que a 0 é letal para tal espécie.
Este modelo nao abrange apenas a densidade populacional, mas considera também a taxa
de reprodugao local do individuo através do termo de reagdao f(A, u) = Au — u®. Neste
modelo a espécie se move do local de menor densidade para o de maior densidade, e a
direcao é representada pelo termo de advecgdao & - VuP sendo que & denota a dire¢ao do
movimento da espécie e depende de u,p e @ a velocidade com que isso ocorre. Ou seja,
quanto maior o valor de u(z), p, e |@|, maior sera a velocidade de difusdo da espécie.
Em [7], Cantrell e Cosner estudaram o problema para p = 1. Levando em conta
o operador eliptico de segunda ordem L,u = —Au + & - Vu, provaram que o primeiro
autovalor \i[L,] = |@|*>/4 + A1, obtendo que a solugao positiva encontrada ¢ tunica se, e
somente se, A > \[Lg).
Em [5], Belgacem e Cosner estudam a seguinte equagao:
—Au + div(auVm) = m(z)u —u?, em Q, L.1)
u =0, sobre 012, '

onde a funcao m esté relacionada com a distribuicao de recursos da espécie. Quanto maior
o valor de m, mais recursos a espécie obtém na regido Q C RY. Quando o valor de m se
aproxima de 0, os recursos vao ficando escassos em 0 C RY. Sendo assim, div(auVm)
denota o deslocamento da espécie em diregao ao valor maximo de m, pois trata-se do lugar
onde se consegue a maior quantidade de recursos para a sobrevivéncia. Como a espécie
estudada nao sobrevive na fronteira de €2, Belgacem e Cosner concluem que quanto mais
afastada da fronteira a funcao m estiver, melhor serd a distribuicao de recursos.
Em [I8], C. V. Pao estuda o seguinte problema nao linear:

{—A(a(m)D(u)VU) +ad(z) - (D(uw)Vu) = Au, em
u =0, sobre 02,

13



1. Introducao 14

onde Q@ C RY aqa(z) € C7 ¢ uma fungio estritamente positiva em €,
a(z) = (ay(x), - ,dn(x)) € CY(Q,RY) e D(u) é uma fungao positiva em (0,00), com
D(0) = 0 ou D(0) > 0. Assumindo que € C?**7, Pao prova a existéncia de solugoes
positivas para alguns valores do parametro A e a unicidade quando d(z) = 0.

Neste trabalho, apresentaremos os resultados de Cintra, Montenegro, e Suarez em [9],
onde é estudado o problema . Um dos resultados principais é dado por:

Teorema 1. O problema admite uma solucio positiva em C>V(Q) para algum
0 < v <1, se, e somente se, A\ > . Além disso, a solu¢ao positiva encontrada €
unica.

Tal resultado de unicidade é o primeiro na literatura para uma equacao eliptica com
termo de adveccao nao linear . Além disso, é feita uma analise sobre o comportamento
assintotico da solugao u com respeito ao parametro p, analisando o que ocorre com as
solucoes quando p — 17 e com respeito ao parametro @ € RY, e verificando o comporta-
mento da solu¢ao uy , quando |@| — +o0o e quando |@| — 0. Encerra-se com uma anéalise
geral do caso em que @ € C1(Q)V.

No segundo capitulo, efetuaremos uma recapitulacao sobre o principio do méaximo,
operadores autoadjuntos e nao autoadjuntos de problemas de autovalor, as propriedades
espectrais do autovalor principal de um problema eliptico, o método de sub-supersolucao
e o enunciado da Identidade de Picone.

No terceiro capitulo, mostramos os critérios para que o problema tenha uma
solucao positiva e Unica, utilizando algumas propriedades de imersao, método de sub-
supersolucao e a Identidade de Picone.

No quarto capitulo, faremos uma anélise sobre o comportamento das solugdes com
respeito ao vetor @, demonstrando o Teorema[4.1] Em seguida é feita uma anéalise sobre o
que ocorre com as solugoes positivas quando o parametro p cresce, e quando se aproxima
de 1 pela direita, demonstrando o Teorema 4.2

No quinto capitulo, é modificado @ € RY por @ € C}(Q) e ¢ demonstrado através do
grafico de bifurcacao que quando a bifurcagao é subcritica, dado € > 0 suficientemente
pequeno, se A € (A\; — €, A1) o problema (P)) admite no minimo duas solugdes positivas.



CAPITULO

2

Resultados Preliminares

Com base em [1}, 3 [6) 20, 13], [16], para o desenvolvimento deste trabalho apresenta-
remos alguns resultados de extrema importancia, dentre eles estao os espacos de Sobolev
e suas imersoes nos espacos LP, o principio do maximo e as propriedades espectrais de
operadores elipticos, assim como o método de sub-supersolucao e a identidade de Picone.

2.1 Principio do mAximo e o primeiro autovalor
Comecaremos com o Principio do maximo classico, e resultados sobre existéncia, uni-

cidade e regularidade de problemas elipticos regulares.
Denotamos por

Lu = —Au+ c(x)u

ut = max{u,0}, u  :=min{u,0},

onde ¢ € L*(Q).

Teorema 2.1 (Principio do méaximo fraco). Seja Q C RN um dominio limitado

a) Suponhamos que c =0 e u € C2(Q) N CY(Q) satisfaz a hipdtese. Entdo, o mdrimo
de u em Q) se alcanca sobre 0X), isto é

maxu = maxu.
Q o0

b) Sec=0cuc C*Q)NCYQ) for tal que Lu > 0, entdo o minimo de u € ) se
obtém sobre 0L1, logo

min v = min u.
Q Bl9)
¢) Sejac>0e Lu<0 comuc C*Q)NCQ). Entio

supu < supu™.
Q a0

15



2. Resultados Preliminares 16

d) Sejac>0 e Lu>0 comu e C*(Q)NC°Q). Entdo

infu>infu™.
Q a0

e) Sejac>0e Lu=0 comuc C*Q)NCQ). Entio
sup |u| = sup |ul.
0 00

Nota 2.1. O principio do mdzimo fraco (especificamente os itens (c) e (d) ) sao vdlidos
para funcoes u € H' (), onde a desigualdade Lu < 0, significa que, para todo v € H}(Q)
positivo

/ VuVov + ¢(z)uv <0,
Q

analogamente para Lu > 0. Recordemos que para uma fungio v € H* (), dizemos que
u < 0 sobre O se u™ € HY(QY). Assumimos ainda,

supu = inf{k € R: u < k sobre 001}, inf u = — sup(—u).
o9 69 Glel

Teorema 2.2 (Principio do méximo forte de Hopf). Seja Q) satisfazendo a condi¢ao de
esfera interior, ¢ > 0 e a funcdo u € C*(2) N C°(Q) satisfaz as condig¢oes

Lu >0, em?¢,
u>0, sobre 0S).

Entaou >0 eu >0 a menos que Lu=0 eu=0. Seu+#0, entdo u(x) > 0, para todo
x € Q. Seu(xg) =0 em algum xo € OS2, entdo neste ponto

—_— (ZL‘()) < 07

onde n é o vetor normal externo a 0f).

2.2 Resultados de existéncia e regularidade

Para o encontro de existéncia e regularidade consideremos a seguinte equacao linear

{—Au +c(z)u= f(z), emQ, (2.1)

u=g(x), sobre 02,

onde 2 C RY ¢ aberto e limitado com fronteira regular de classe C?7 e ¢ > 0. Buscaremos
trés tipos de solucoes:

a) u € C%Q)NC°Q) é solucdo classica de (2.1)) satisfaz a equagio para todo z € Q e
u(z) = g(x) para todo x € 0.

b) u € H'(Q) é solugao fraca de (2.1)) se para todo v € H} (), satisfaz

/Vqu + c(z)uv = / fo,
0 0
eu—g € HJQ).
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c) u € W?P(Q), p> 1, se diz uma solugao forte de (2.1)), satisfaz a equagao em quase
todo ponto z € Q, além disso u — g € W, .

A existéncia e unicidade de solucoes classicas para o problema ([2.1]), podem ser obtidas
utilizando o Teorema 6.14 de [14].
Nos seguintes resultados, iremos considerar o espaco das funcoes Hélder continuas com

expoente v (C"™7(Q) e C7(2) quando m = 0) onde m € Ne 0 <y < 1 é um namero real
(ver [1]).

Teorema 2.3. Suponhamos que ¢, f € C7(£2), ¢ >0 e que g tem uma extensao em 1,
g € C?*7. Entao, [2.1) tem uma unica solu¢io u € C*7(Q), que satisfaz

lulle2r < K (| fller + 19llc2n), (2.2)

onde K € uma constante independente de f e g.

Teorema 2.4. Suponhamos agora que ¢ € L>(), ¢ > 0, f € LP(Q) para algum p €
(1,+00), e g € W*P(Q). Entdo, (2.1) tem wma tnica solu¢io u € W?P com u — g €
Wol’p(Q) e a sequinte estimativa de Agmon-Douglas-Niremberg

lullw2 < CU[fllp + [lgllw2)- (2.3)

2.3 Problema de autovalores: caso de operadores auto-
adjuntos

Nesta secao iremos estudar as propriedades do autovalor principal do seguinte pro-
blema

—Au+ c(x)u = A, em €
u =0, sobre 0f),

com ¢ € L®(§2) ou c € C7(Q2).
Suponhamos primeiramente que ¢ > 0. Se considerarmos o operador

T:L*(Q) = L*(Q) (ouC'() = C"(Q) f—=u=T(f),
sendo u a solu¢ao do problema (2.1) com g = 0. Veremos que
a) T esta bem definido.
b) T é compacto.

¢) p€ R\ {0} é um autovalor de T, isto é, existe u # 0 tal que T'u = pu se, e somente
se, i é autovalor de (22.4)

Demonstracao.

a) Se T : L* — L?, temos que T(u) = —Au + ¢(z)u = u, como a fun¢io u é a nica
solu¢do do problema (2.4)), pelo Teorema , T estd bem definido. Analogamente
se T': C7" — C7 pelo Teorema [2.3] T esta bem definido.
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b) Sabemos que o operador T' é compacto se dados X e Y espacos de Banach e
T : X — Y um operador linear, se a imagem de conjuntos limitados em X &
um pré-conjunto limitado em Y, ou seja, se T(B) C Y é compacto, para todo
B C X limitado. Equivalentemente, 7" é compacto se para toda sequéncia limitada
(x,,), existe uma sub-sequéncia (z,,) C (z,) tal que T'(x,,) é convergente.

Vejamos que T é compacto, de fato, dado uma sequéncia (f,,) limitada em L?(Q),
no qual u, = T'(f,), podemos observar que pelo Teorema u, € H*(Q) N H ()
e

unllmn < Kllunl|g2 < K|[fallr2 < K,

para algum K; > 0 real grande o suficiente, e portanto (u,) é limitado em H} ().
Pelas imersoes compactas de H}(Q) em L?*(f2), temos que toda sequéncia conver-
gente em HJ (), possui uma subsequéncia convergente em L?(Q). Logo T ¢ com-
pacto.

¢) Considerando o autovalor de T como p € R\ {0}, existe v € L*(Q) no qual u # 0,
tal que T'(u) = pu. Logo,

— Apun) + ) (1) =
= u(—Au+c(z)u) =u
1

(
= —Au+ c(z)u = ;u,

portanto - ¢ autovalor de (2.4).
Por outro lado, se % ¢ autovalor de ((2.4), temos que

— Au+ ¢(z)u = —u.

=~

= u(—Au+c(z)u) =u
= —A(pu) + (@) (pu) = u
= T(u) = pu

para u # 0, entdo p ¢ autovalor de T'(u).

Teorema 2.5. O espectro do problema , consiste em uma sequéncia de autovalo-
res {\n,}, mondtona crescente com X\, — +oo e \; > 0. Eziste uma base ortonormal
de L*(Q), {©n}, constituida por autofuncoes. Além disso, as autofuncoes pertencem a
W2P(Q) para todo p > 1, se c € L>®(Q), e pertencem a C>7(Q) se c € C7(Q).

Demonstracao. Veremos a regularidade das autofuncoes usando o argumento de
"bootstrapping".

Seja ¢ € L*(€2) uma autofuncao, entdo ¢ é uma solugdo do problema linear (2.4), com
segundo membro em L?*(Q), e portanto a solugao ¢ € H%(Q)). Pelas imersoes continuas
de Sobolev (Corolario 9.14 de [6]), obtemos o seguinte resultado, se ¢ € WP (Q) para
algum py com 2py > N, entdo ¢ € C°(2), e portanto ¢ € W2P(Q) para todo p > 1. Como
o € H*(Q), se N = 4, H*(Q) — LY(Q) para todo ¢ > 2. Quando N < 4, H?*(Q) —
C°(Q2). Logo em ambos os casos, ¢ € LP(f2), para todo p > 1 e por tanto ¢ € W2P(Q)
pelo Teorema [2.4
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Sendo assim, podemos supor que N > 4. Nesse caso H*(Q) — L1(Q) com2 < ¢ < N 1

como consequéncia ¢ € L*N(N=2(Q), pelo Teorema[2.4)p € W22N/(N=2)(Q), considerando
p* de tal forma

11 2 1 _N-4 4
pr 2N N p* 2N 2N
N —4
L 1 _N-s
p* 2N
o e 2N
P=N=—%

Pelas imersdes continuas de Sobolev obtemos que W2¥/(V=4)(Q) «— L9(Q), para todo
2N/(N —4) < g < 2N/(N — 8), consequentemente ¢ € L>*N/(N=8)(()) com isso ¢ €
W22N/(N=8)(Q)), sendo assim considerando p* da seguinte forma

11 2@ 1 N-8 4
p* 2N N p* 2N 2N
N -8
- 1 N-12
p* 2N
- 2N
P=N_12

Novamente pelas imersdes continuas de Sobolev, W22N/(N=8)(Q)) < L4(Q) para todo
2N/(N —4) < q < 2N/(N — 8). Repetindo o processo pelo Teorema [2.4 ¢ pelo Colorario
9.14 de [6], obtemos que ¢ € W2/ N=4n)(Q)) com n € N se

2.2N -
N —4n
< 4> N—4n

< N —4 < 4n.

Considerando n suficientemente grande, temos que as autofungoes ¢ € W2P(2) para

todo p > 1.
[ |

Proposigao 2.1. O primeiro autovalor do problema (2.4) é dado pela sequinte formula
variacional

A (c) == inf {/Q(|Vu|2 + c(x)u?),u € H(Q), ||u||s = 1} .

Além disso, se 1 € uma autofuncao associada a A\i(c), entdo

JolVer? + @)

M) = =

Reciprocamente, se w € Hy () e

Jo([Vw|? ~|—c(93)w2).

fQ w?

/\1 (C) =

entdo w € uma autofuncdo associada a Ai(c).
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Demonstracao. [20, Proposigao 1.8.]. [ |

Observacao 2.1. Em particular, para ¢ =0, se deduz que

M [ < [ (96 e lulle < =V, va € () (2.5
Q Q VA
Dai seque a desigualdade de Poincaré (Coroldrio 9.19 de [6]).
Derivados da proposicao anterior, se deduz os seguintes resultados de monotonia.
Corolario 2.1. a) Se ¢; < o, entdo Ai(c1) < Ai(e2).
b) Se c(x) =0, se tem que Ay > 0.
Demonstracao. [20, Corolario 1.10.]. |

Proposicao 2.2. O primeiro autovalor A\i(c) é o unico cujas autofuncoes tém sinal de-
finido. Isto é, apenas as autofungoes associadas a A\i(c) sao estritamente positivas ou
estritamente negativas.

Demonstracao. |20, Proposigao 1.11.]. [ |

2.4 Problemas de autovalores: caso de operadores nao
autoadjuntos.

Nesta secao vamos estudar a existéncia do autovalor principal e suas propriedades, para
0 caso em que o operador nao é autoadjunto. Embora por simplicidade aplicaremos no
mesmo operador das secoes anteriores, tais resultados podem ser aplicados em operadores
gerais da seguinte forma

N
Lu := Zaw awu—i—Zb )Oiu + c(x)u. (2.6)
i,7=1

Seguindo [20], em primeiro lugar iremos enunciar o resultado classico de Krein-Rutman.
Para isso definiremos o conceito de cone de um espago de Banach e seu interior.

Dado um espago de Banach E = (E,||-||) que possui uma rela¢ao de ordem, definimos
seu cone positivo como

P:={u€FE:u>0},P:=P\{0}
Diz-se que E é uma espaco de Banach ordenado (e.B.o) se seu cone positivo for fechado.
Definicao 2.1. Seja (E, Py) e (F, P,) dois e.B.o, e T : E — F linear
a) Diz-se que T € positivo se T(P;) C Ps.
b) Diz-se que T € estritamente positivo se T(Py) C P;.
¢) Se int(Py) # 0, se diz que T ¢é fortemente positivo se T(Py) C int(Py).

De acordo com [20] [16], através dos defini¢do acima podemos enunciar o seguinte
Teorema de Krein-Rutman.
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Teorema 2.6 (Krein-Rutman). Seja (E, P) um e.B.o e int(P) # 0. Seja T : E — E
linear, continua, compacto e fortemente positivo. Entao

a) O raio espectral de T, definido por

r(T) = lim [[T7|

n——+o0o
€ positivo.

b) r(T) é um autovalor simples de T' com autovetor positivo e ndao existe nenhum outro
autovalor que tenha um autovetor positivo.

¢) Todo autovalor X de T, verifica que |\ < r(T).

d) Para cada f € P, a equacio \x — Tz = f tem exatamente uma solucao positiva se
A > r(T) e nao tem solugdao positiva se X < r(T).

Com isso podemos considerar as seguintes observacoes

Observagao 2.2. Seja Q C RY um aberto limitado

a) O espago C(§2) € um e.B.o. e seu cone positivo tem interior nio vazio

int(P) = {f € C(Q);0 < f(z), Vo € Q}.

b) O espago LP(Q), 1 <p < +oo é um e.B.o. e seu cone positivo é dado por
P={fel”0<f qtp. xecQ}.
Este cone tem interior vazio.
c¢) O espago L™ é um e.B.o., possui cone positivo,
P={feL>*0<f qtp. €}
com interior nao vazio.
d) O espago C*7(Q) é um e.B.o. e tem cone positivo com interior nio vazio.

e) Os espacos de Sobolev, W™P(Q) constituem e.B.o. com respeito a ordem natural
induzida por LP(2). Em geral, seu cone positivo tem interior vazio, mas se o Teo-
rema das imersoes de Sobolev for aplicavel e N < mp, entao o cone obtido possui
mnterior nao vazio.

f) O espago Cy(Q2) € um e.B.o. e possui cone positivo com interior nao vazio.

Vamos utilizar o Teorema de Krein-Rutman para provar a existéncia do autovalor
principal do problema (2.4) e também estudar suas principais propriedades, (ver [20]).

Teorema 2.7. O problema (2.4) possui um autovalor principal, denotado por \i(c) com
as sequintes propriedades:

a) A(c) é o unico autovalor simples e é o unico associado a uma autofuncao positiva.
b) Para qualquer outro autovalor A € C se tem que

A1(c) < Re(A).
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¢) Para cada f >0, f#0 a equagio

(L—Xu= f(x) em Q,
u =0 sobre 011,

tem exatamente uma solugao positiva se A < A\ e nao tem solucao positiva se
A Z )\1 (C)

Demonstracao. [20, Teorema 1.17.] |

2.5 Principio do maximo forte e o primeiro autovalor

Com base em [20, [16], nesta secio apresentamos alguns resultados relacionados ao
principio do maximo com o primeiro autovalor positivo. Seja

Lu=—Au+ c(x)u
com ¢ € C7(Q), v € (0,1).

Definigao 2.2. L verifica o Principio do mdzimo forte (PMF) se qualquer u € C*(Q)N C(Q)
satisfaz

Lu >0, em Q,
u >0, sobre 0€).

sendo alguma das desigualdades estrita, conclui-se que

a) u>0emQe

b)
ou
8_77(%) <0, Vo € 00 tal que u(zo) = 0.

Utilizando o resultado acima ¢ possivel definir uma funcio em C?(Q)NC%(Q) que seja
uma supersolucao estritamente positiva.

Definigdo 2.3. Uma funcio h € C*(2) N C°(Q) se chama supersolucio estritamente
positiva de L se h > 0 em Q e se verificar uma das sequintes condig¢oes

o L(h)>0 em Q.
e L(h) >0 emQ eh >0 sobre 0S.

Com isso obtemos os seguintes resultados.

Teorema 2.8. Suponhamos que Q@ C RY ¢ um dominio limitado de fronteira C*7(1Q).
Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes

a) L admite uma supersolugao estritamente positiva.
b) L verifica o Principio do Mdximo Forte.

c¢) Se tem que A\i(c) > 0.



2. Resultados Preliminares 23

Demonstracao. [20, Teorema 1.21]. |

Proposicao 2.3. Suponhamos que Q C RY ¢é um dominio limitado de fronteira C?7(Q).
Se verifica que:

a) Se ci,cy € COQ), com 1 < o, entio Mi(c1) < M\i(cz).

b) A aplicacao
C°(Q) 3¢ M(c) ER

€ continua.

¢) SeQq é um subdominio proprio de Q com fronteira de classe C*7(Q), entdo A\ (c) > A3(c).

Demonstracao. |20, Teorema 1.22|. ]

2.6 Método de sub-supersolucao e Identidade de Picone

Nesta secao, apresentamos um método para mostrar a existéncia de solucao de um
problema eliptico nao linear da forma

(2.7)

—Au = f(x,u), em Q,
u =0, sobre 0f2.

onde 2 C RN ¢ um aberto limitado conexo de fronteira C27(Q),0 <y <le f: QxR — R
¢ C7(Q2 x R).

Definicao 2.4. Um par de fungoes (u,u) € C*(Q)NC(Q) se chama uma sub-supersolugdo
para o problema (2.7), se verificar as trés condi¢des sequintes:

a) u(x) <u(x),Vr €,
b) u(z) <0 <7au(z),Vr e o,
¢) —Au(x) < flwulx)), —Au() > f(n,0()) Yo €

Neste momento demonstraremos através dos seguintes resultados, que é possivel obter
uma solugao para o problema (2.7) que esteja entre o par de sub-subsolucao (u,u).

Teorema 2.9. Suponhamos que f € C*(QxR) e que 2.7) admite uma sub-supersolucdo.
Entao, existem fungies u.,u* € C*(Q) (ndo necessariamente distintas), que sao solugoes

de (2.7). Além disso:

a) uy,u* sao limites de uma sequéncia mondtona.

b) Qualquer solugio u € C*(Q) de [2.7) que verifica

u(r) < u(r) <u(z),

também satisfaz
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Demonstracao.
Seja f(x,s) de classe C' em Q x R, entao sua derivada f,(z,s) atinge minimo no
compacto
Q x |minu(z), max u(x)
Q 9)

Assim, podemos obter K > 0 suficientemente grande de modo que s — f(x,s) + Ks
seja crescente em s € [mingu(z), maxgu(r)], para todo x € . Além disso, também
podemos tomar K > 0 suficientemente grande tal que o operador —A + K satisfaca o
Principio do Maximo.

Definindo agora uma sequéncia (u,) de fun¢des em C27(Q), sendo uy = u e para
n > 1, u, é a tnica solucao do seguinte problema

{—Aun + Ku, = f(x,up_1) + Ku,—1, em (2.8)

u, =0, sobre 0.

Vejamos primeiramente que (u,,) estad bem definida. Por hipotese ug = u ¢ de classe C? e
f(x,s) é de classe C', segue pelas imersées do Teorema 1.34 de [I] que

f($,U()) + KUO S Cl(ﬁ) C C’W(ﬁ)’
sendo assim por (|2.8])

—Auy + Kuy = f(x,up) + Kug, em £,
up = 0, sobre 09,

pelo Teorema u; € C*7(Q) é solucdo do problema acima e portanto é tnica. Uti-
lizando o processo de indu¢ao finita supondo que u,_; é de classe C? e f(x,u,_1) é de

classe C, segue que B B
flz,up ) + Ku, 1 € CH(Q) C C(Q),

por (2.8) temos que

—Au, + Ku, = f(z,up—1) + Kup—y, em Q,
u, =0, sobre 0f).

Sendo assim, pelo Teorema u, € a Unica solugao do problema acima. Demonstrando

que (u,) estd bem definida para todo n > 1.
0

Analogamente é possivel construir uma sequéncia bem definida (u") com v’ = @ e
paran > 1
{—Au” + Ku" = f(z,u" ")+ Ku"™', em Q, (2.9)
u™ =0, sobre 0f2.

Provaremos agora que as sequéncias (u,) e (u™) sdo crescentes e decrescentes e que
seus limites sao as funcgoes u, e u* respectivamente.

Primeiramente vejamos que (u,) é crescente. Provemos que uy = u < uj. De fato,
por e pela definicao de subsolucao, temos que:

—A(uy — ug) + K(up —up) = —Aug + Kuy — (—Aug + Kuyp)
= —Auy + Ku; — (—Au + Ku)
> f(x,up) + Kug — (f(z,u) + Ku)
= f(z,uog) + Kug — f(x,up) — Kug
=0.
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Na fronteira temos que u; = 0 por (2.8)) e ug = u < 0. Pela Defini¢do concluimos que

—A(u; —up) + K(ug —up) >0, em Q,
Uy — ug > 0, sobre 0€2,

entao pelo Principio do maximo temos que u; — ug > 0, implicando que u; > wuy para
todo x € Q.

Utilizando novamente o principio de inducao, considerando que u,,_; < u,, mostremos
que u, < u,y1. De fato, usando que as fungoes u,, e u,1 sao solucoes de temos que,

_A(un+1 - un) + K(unJrl - un) = f(m, un) + K(un> - f(l', unfl) - K(unfl)y em Q,
Ups1 — Uy = 0, sobre 0f),

como a funcao s — f(x,s) + Ks é crescente, temos que f(z,u,) + Ku, > f(x,u,_1) +
Ku,_1 quando u,, > w,_1, sendo assim f(z,u,)+Ku,— f(z,u,—1)—Ku,_1 > 0. Portanto,

_A(un-i-l - un) + K(un—i-l - un) Z 07 em Qa
Upt1 — Uy = 0, sobre 0f).

Aplicando novamente o Principio do Maximo obtemos que u, 1 > u, para todon € N e
para todo x € €2, demonstrando que a sequéncia (u,) é crescente.
Analogamente ¢ possivel provar que a sequéncia (u") ¢ decrescente. Aplicando u® —u

no problema (2.9) em €, pela Definigao [2.4] obtemos

1

A —u') + K@’ —u') > f(z,u) + Ku— (f(z,u’) + Ku®) =0, em Q,
u® —ut >0, sobre 092,

portanto pelo Principio do Maximo temos que u° > u'. Supondo que u”~! > u" e pelo
fato da funcao f(x,s) + Ks ser crescente, temos que

—A(u" —u"™) + K(u" — v = f(z,u" ) + Ku"™' — (f(z,u") + Ku") >0, em Q,
u" —u"t =0, sobre 0€),

novamente aplicando o Principio do Maximo obtemos que ™ — v > 0 implicando que
u™ > u"! para todo z € Q.
Com isso construimos a seguinte desigualdade,

u=uy<u <up < <y, < - <<y r<.oo < =7 (2.10)

Sendo tais sequéncias mondtonas e limitadas, podemos afirmar que seus limites pontuais
existem

u.(z) = nl_lgloo up(z) e u*(x) = nl—i&loo u"(z),Vr € Q

sendo que,
u<u, <u" <.

Por (2.10]) temos que as sequéncias (u,,) e (u™) sao limitadas. Como a funcao f(z,s)+
K's é crescente, temos que

flx,uy) + Kuy, e f(z,u") + Ku"

sao limitadas em L*(Q)). Pelo Teorema as fungoes u,,u" € W?P(Q), para todo
p > 1, logo da imersdo continua de Sobolev WP (Q) < C1(Q), segue que (u,) e (u") sdo



2. Resultados Preliminares 26

limitadas em C'(2). Pela imersdo C* < C7, (u,) e (u") sdo limitadas em C7(Q), através
do Teorema temos que (u,) e (u") sdo limitadas em C?7(Q2). Como C?7(Q) <<
C?%(Q), ou seja, é imerso compactamente, temos que, a menos de subsequéncia (u,) e (u™)
sdao convergentes em C?(2). Conhecendo seus limites pontuais, concluimos que

Uy — Uy e u” — u*, em C*(Q).
Entdo, fazendo n — +oo em (2.8) e (2.9), constatamos que

{—Au* + Ku, = f(z,uy) + Ku,, em Q

Uy = 0, sobre Of).
—A * — *
N s = fx,u,), em ()
Uy = 0, sobre 0f).

Além disso,

{—Au* + Ku* = f(z,u*) + Ku*, em Q

u* =0, sobre 0f2.
_A * *
N u* = f(x,u*), em )
u* =0, sobre 0f2.

Provando que u* e u, sao solugoes de (2.7)).
Por ultimo, seja u solugao de (2.7) tal que u € [u,u], temos que u € [u,, u"] para todo
n € N. De fato, pois supondo que u > u,,_; concluimos que

—A(u—up) + K(u—u,) = flz,u) + Ku— (f(z,up—1) + Kup_y)
> 0, para todo x € Q)

pois f(x,u) + Ku é crescente, logo pelo Principio do Méximo temos que u > u,. Analo-
gamente é possivel demonstrar que u < u” para todo n € N. Portanto, fazendo n — 400
obtemos a seguinte desigualdade

wy < u < u’.

Nota 2.2. a) As solugées u, e u* sao chamadas de solu¢ao minimal e mazimal res-
pectivamente.

b) Existem hipdteses diferentes sobre [ que levam as mesmas conclusées. Por exemplo,
se existe K > 0 tal que f(xz,s) + Ks € crescente em s para todo x € ).

FEsta observacdo permite que o método seja aplicado a uma fungio t — f(x,t)
limitada. Na verdade, suponhamos que existe um par de sub-supersolucio (u,u).
Entao se pode alterar o sequndo membro de (2.7) por

flz,u) seu<u,
f(x,u) = flz,u) seu <wu <,
f(z, ) seu < u.
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¢) O conceito de sub-supersolugdo pode ser defiido em espacos de Sobolev, por exemplo,
em HY(Q) ou em HL(Q) N L>®(Q) e provar que a solugdo fraca obtida é a solugio
cldssica utilizando a teoria de regqularidade de LP. Por exemplo, u € H* ()N L ()
€ subsolucao de 7 se verifica que u < 0 em 02 e

[0 = ) <0, v e mi@), w0
Q

Esta observacao € importante quando diminuimos a reqularidade do sequndo membro
e s0 se pode esperar que encontremos uma solucao fraca para o problema.

Veremos agora outro resultado sobre o par de sub-supersolugao do problema ([2.7).

Teorema 2.10. Suponhamos que | € C'(Q x R) e que (2.7) admite uma sub-supersolugao.
Entao, existe uma solucio u € C%(Q) de (2.7) que verifica

u(z) < wu(zr) < u(zx).

Demonstracao. |20, Teorema 2.4|. |

Os resultados apresentados sao de extrema importancia para nosso estudo, mas como
a equacao que iremos trabalhar, dispoe de um vetor @ no RY e um operador gradiente
em 2 C RY, se torna necessario usarmos um método que aborda este contexto. Por esse
motivo, usaremos o método de sub-supersolu¢ao do Teorema 1.1. de [3].

Para finalizar este capitulo, enunciaremos outro resultado que sera de extrema impor-
tancia para este trabalho, a identidade de Picone, desenvolvida com mais detalhes em
[13].

Teorema 2.11 (Identidade de Picone). Sejam ¢ € C'(R), u,v € C*(R), u > 0. Temos
a sequinte identidade
v
v (%)
u

Demonstragao. Ver artigo [13]. [

2

div ¢%(va —oVu)| = Y(ulAv — vAu) + w’%zﬂ (2.11)







CAPITULO

3

Critérios para existéncia e unicidade de
solucao classica

Seguindo o artigo [9], neste momento iremos desenvolver os critérios que garantem a
existéncia e nao existéncia de solu¢do para o problema (P)

—Au+a-VuP =l —u?, em )
u =0, sobre 0f),

onde @ C RY, N > 1,um dominio limitado com fronteira suave,@ € RY, p>1e X € R.

Considerando || - ||o a norma de C°(€2), iniciaremos estabelecendo um limite a priori

para as solucoes.

Lema 3.1. Seja u uma solucdo cldssica de , entao

[lullo < A

Demonstragdo. Seja z,, €  tal que u(z,,) = maxgu(z) para todo x € . Denotamos
U = u(xy,) e consideremos L,u = —Au + & - VuP. Note que, pela definicio de z,,,
—Au,, > 0 e Vu,, = 0. Assim,

Lot > 0= Ay —u2 >0

m —

= AUy, > u,2n
= A\ > u, > u(r),Vo € Q.

A nao existéncia de solugao positiva é dado da seguinte forma.
Lema 3.2. O problema nao admite solucao positiva se A < .

Demonstragdo. Suponhamos que o problema (P)) admita uma solugao positiva deno-
tada por u > 0. Multiplicando por u e integrando em ),

/Q((—Au)u—l—pupo?Vu) = /()\UQ —u?).

Q

29
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Pela formula de Green, obtemos

/Q\Vu\z—l—/gpup&Vu:/Q()\uz—u:%) < )\/QU,Q, (3.1)

%:0, pois u = 0 em 0f2.

U
a0 On

como

Pela integracao por partes

p/upo?Vu:%/o?VupH
Q p Q

= % (/ uPtan — / up+1div&> =0, (3.2)
p oQ Q

sendo 1 = n(z) a representacdo do vetor normal unitario externo em z € 9. Consequen-

temente de (3.1]) decorre que,
/|vu|2 < A/u?
Q Q

Porém pela Observagao [2.1] conseguimos a seguinte inequacao

)\1/u2§/|Vu|2<)\/u2.
Q Q Q

Provando que se a solucao u for positiva, necessariamente A\; < A, contrariando a
hipotese.

[ |

Mostraremos a seguir as condi¢oes necessarias para a existéncia de solugoes positivas

para o problema (P)).
Lema 3.3. Para cada \ > Ay, tem uma solucao positiva.

Demonstragdo. Para encontrarmos uma funcao v € C*7(Q), que seja uma solugio
positiva seguindo a hipdtese do teorema, utilizaremos o método de sub-supersolucao.
Sendo assim escreveremos (P]) da seguinte forma,

—Au = \u—u? — puP~'aVu := f(z,u,Vu), em Q,
u =0, sobre 0f2.

Verifiquemos que f satisfaz a seguinte condigao de crescimento (|3} 4]).

(2,5, <c(p)(1+[E°) Vp = 0e (2,56 € Qx [-p,p] x R, (3.3)

para alguma fun¢do decrescente ¢ : (0, +00) — (0,4+00). De fato, pela desigualdade de
Young obtemos

N
[f (s, )] < Als| + [s]* +p ) s ekl

i=1

N
< Ns| + [sf* + 237 (150 + Jagil?) (3.4)
1=1

PN oo plal?
< Ap| + |p|* + 7|p|2(” V4 K= lel?,
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sendo K uma constante positiva. Definimos

PN a1y oPlaf
() s= max { gl + |+ 25200, k5L

desta maneira a condigao de crescimento de (3.3]) esta satisfeita.
Para subsolugao iremos considerar e¢§ onde ¢, é a autofuncao positiva associada a A
normalizado em C°(Q),e > 0 e a > 1 tal que A — a); > 0. Por um calculo direto,

Vi = ap! 'V
A () = ala — 1)pi 2 [V + api ™ Apy
= ala — 1)p7 % Vi |* — adigf.

Portanto, u = e¢f é uma subsolugao de para todo x € (2, se, e somente se,

(p—1) 2 2

ca(l — a)p 2|V | + carp® + pePpiP Vapi=la - Vo < Aep? — 2% &

a(l — @) [V | + peP 1PV 0@ - Vo + 0 < A — as. (3.5)

Desde que a(p —1) =1 > —2 e ¢ = 0 sobre 0f2, é possivel encontrar um § > 0
suficientemente pequeno, tal que para todo 0 < ¢ < 1 obtemos

ei%a (1= a) [V + pr V700, ) < 0 em 0, (3.6)

onde
Qs = {x € Q;d(z,00) <6}

De fato, sendo dp1/0n = V1 -1 < 0 em 052, entdo Vi # 0 sobre 0f). Por continuidade,
existe 6 > 0 e p, K > 0 tais que K > |V1| > p > 0 em Q5. A existéncia de p, K > 0
segue da continuidade de |V1| no compacto €. Logo

alp—1)+1 - alp=1)+1) =
P@l(p Have, §p¢1(p )+ |d@l|Ver] < (a—1)[Ve]?

Notemos que

Consequentemente, é suficiente que

a(p—1)+1| > 1
ppi " IOéIE <(a—1),

para isso, seja 0 > 0, tal que

1
— 1\ @@ 0T
e1(x) < (a ) , Ve Q.

||

Desta forma,

pei? M@V, < (a—1) [V |* em Q5

a estimativa (3.6)) ¢ satisfeita.
Porém seja K > 0 real, tal que ¢1(z) > K para todo x € 2\ Qs, entdo
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1 1
<P1(55)2
ol =l @) _ (L= (o) L 7
PP K? |

Temos que p; € C?(2), logo 1 € C(Q) e Vi, € C(Q,RY). Considerando Ky, Ky > 0
nimeros reais, tais que K < ¢;(z) < K; ¢ |V ()| < Ko, para todo x € Q \ Qs. Levando
em conta € > ( suficientemente pequeno onde a seguinte desigualdade ocorra

per™t max{ K0T KO0 g (ai] [V + eKY < A aky,

consequentemente temos que,
pgp—l(pfll(p_l)_l
Satisfazendo assim (3.5)) para todo z € Q. Isso estabelece e como subsolu¢ao do pro-

blema para € > 0 suficientemente pequeno.
Por outro lado, w = A\ é uma supersolucao em 2. De fato,

a-a-Vp;+ep] <\ —al.

CANFAVA=0=A—)2 em Q,

pois A € R e ainda A > 0 sobre 0€2. Além disso, escolhendo

6<min{1,/\_3)\1},

¥1

temos que u = apl < A =7 em Q. Portanto pelo Teorema 1.1. de [3] existe uma solucdo
u € C*(Q) de que satisfaz, u < u < w.

|

Agora provaremos a unicidade da solucao para o problema com um termo de

reacdo monotona. Para este fim, usaremos a identidade de Picone (2.11)) do Teorema

211l

Comegaremos definindo I' sendo um cone em C3(€2)
I'={uecCiQ):u(x) >0, Vo € Q},
no qual seu interior é dado por
int(T) = {u € C;(Q) : u(x) > 0,Vz € Q e u(x)/0n < 0,Va € 00} .

O seguinte resultado nos garante a unicidade da solugao de (PJ.

f@

Proposicao 3.1. Sep>1, d € R, f:(0,00) = R uma fungao continua, tal que ¢

decrescente e considerando o problema

{—Au +a-Vur = f(u), emQ, (3.8)

u =0, sobre 0f.
Se existir solucdo positiva u € W21(Q) Nint(T), ¢ > 1, entdo ela € tnica.
Demonstragdo. Suponhamos que u,v € W24(Q) N int(T") sdo solugdes positivas de

(3.8) tais que u # v. Entao

—Au+puP™ta - Vu = f(u), q.t.pem Q, 0
u =0, sobre 0f2.
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e

v =0, sobre 0.
Multiplicando ([I) por v, e (L) por u e subtraindo (Ij) por em €2, obtemos

{—Av +pv7ta- Vo = f(v), q.t.pem Q,

—vAu + ulAv + pruP '@ - Vu — puv?'a - Vo = vf(u) — uf(v) q.t.p. em Q. (3.9)
Definindo 9 : (0,00) — R, por

w-1 )21
( ) set>1

Y(t) = 7 (1- tpL)z/(p_l)

— r se 0 <t <l

Notemos que 9(t) < 0,set < 1,9(1) =0e ¢(t) > 0, se t > 1. De fato,

(1 _ tp—1)2/(P*1)

U(t) = -y
1 — tp—l 2:(1/(p—1))
= —( 2 , set < 1.
171 2/(p—1)
oy - G
w1 )2/ 0D
w(t):( t) , set>1.

Considerando a derivada de ¢(t) por

(tp—l . 1)(3*17)/(1’*1) (tp—l +1)

V= (| _ @0 o1 e
(- ) 2 ( +1 se 0 <t <1

Se t > 1, obtemos

2ol = 1) (p— Dt — (- 1)
_ p—1
W(t) — 2

(tp—l . 1) (3—p/(p—1)) <2tp 1 (tp—l — 1))

l\J

_(tp—1_1)3 p/(p—1)) (tp 1+1)
12 ’

ese 0<t <1,

— 2 (1 — )P ) — (p — 1) 4 (1 - )
t2
p—1\B3=p/(P=1)) (9 p—1 — (1
(1—th) (2tP~t +1— (7))
2
(1= )C P gt 4 )
£ '

V() =

Sendo assim, temos que ¢'(t) >0set >0et # 1.
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Multiplicando por ¥ (v/u) e integrando obtemos
/(—UAU + uAv)Y(v/u) + p (vuP - Vu — wP e Vo) h(v/u)
0
= /(v(—Au + puP '@ - Vu)y(v/u) + u(Av — poP 1@ - Vo) (v/u))
Q

— [ e - Sufe)uwm)
Q
= [ wv (ﬂ — M) Y(v/u).
Q v

u

Veremos que

L = / vuP (v u)d - Vu — w1 (v /u)d - Vo = 0
Q

I, = /Q(—vAu + uAv)p(v/u) <0.

Primeiramente mostremos (3.11)). Para isso definimos,

G(u,v) = 5 j_ : !vp_l _ 1|/ para u,v > 0.
Logo
Gu(u,v) = aGg: v)

- 2 () e e D - e

= ot — | R

_ |oP~t — up—ly(pfl)

U

= v (3)

Analogamente
G,(u,v) = 80([(;;, v) = —wP (%) .
Entao,
VG(u,v) = <vup_1¢ (%) , —uvP Y (%)) )

Logo

avG(u,v) = dvuP 1 (%) +a (—uvp’lw (%)) =1.

Sabendo que
div(a - G(u,v)) = a-VG(u,v).

Pelo Teorema da Divergéncia (pag. 13 de [14]) obtemos

L = /Qd’ -VG(u,v) = /de'v(&G(u,v)) = G(u,v)-a-n=0,

o0
demonstrando a veracidade de (3.11)).

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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Provaremos agora (3.12)) em dois casos distintos.
Caso 1
Assumindo que 1 < p < 3, temos que se p = 3,

2 2

ORI

u (%

= Vi (%) = (v In(u) — % 1— uln(v)> ;

logo 9 € C1(0,+00). Portanto u,v € int(I') implicando que (v/u) € C1(), pois u # 0,
entao podemos aplicar o Teorema para obter,

/Q(—UAu—i—uAv) (v/u) = /1/1 (v/u)u?|V (v/u)| < 0. (3.15)

Caso 2 Assumindo p > 3. Notemos que 1 nao é diferenciavel quando ¢t = 1. De fato,
sendo

(tp—l . 1)(3—17)/(17—1) (tp—l +1)

,< ) 2 set>1
vi(t) = (3= (p-1)

1— tp—l p)/\p— tp—l 1

( ) ( 1) se 0 <t <1,

t2
temos que
_ . (4p—1 —
Jm v'(t) = I e e (¢ D =+

Logo v nao é diferenciavel em ¢ = 1.
Para superar esta dificuldade usaremos um argumento de aproximacgao, para estudar
o sinal de ¢(t) proximo de ¢t = 1. Fixando & > 0, definimos a funcio 9. : (¢, +o0) — R,
para cada ¢ por
e (t) = ¢(t) * e (t)
+oo
= U(y)n-(t —y)dy (3.16)

+e

= Y(t —y)n-(y)dy,

400
onde 7. é de classe C™ tal que 7. > 0, / n:-(y)dy = 1 e supp(n.) C (—¢, +e¢).
Considerando o Teorema 1 de [12] temos que Y. € C(Q) e,

Y. — 1 uniformemente em compactos de (0, +00), com & — 0.

Além assim, temos que 1. cresce uniformemente a partir do crescimento de ¥(¢). Em
particular temos que ¥ (t) > 0, para todo t € (¢,400). De fato, seja ty,1s € (£, +00) com
t; <t,, sendo n. > 0, obtemos

Yty —y)n:(y) < U(ts — y)n(y).

Portanto, ¢5(t1) S @Z)e(tZ)' o
Por outro lado, como v(z)/u(x) > 0 para todo x € Q, para algum € > 0 pequeno o
suficiente, temos que v(x)/u(x) > € para todo = € 2. Entao, aplicando a Identidade de

Picone [2.11] obtemos
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/Q( vAU + uAv)h /w ‘v )<0

Usando a propriedade de 1. e o Teorema da Convergenc1a Dominada de Lebesgue obtemos

/Q(—vAu + ulAv)i, (%) — /Q(—UAU + ulAv)y (%) com € — 0.

Concluindo que,

I = /(—UAu + ulv) (E) <0. (3.17)
Q Uu
Sendo assim por (3.14) e (3.17) temos que

[ (1212 (5 0

Porém sabemos que v # u. Logo, pelo fato de f(t)/t ser decrescente e por ¥(t) > 0 se
t>1e(t) <1quando 0 <t < 1 temos que, se u < v ou v < u para todo z € ), em

ambos 0s casos
[or(H2 ) ()20

/qu(@_f@)wg):o;w:u

Portanto




CAPITULO

z

Comportamento com respeito aos
parametros o e p

Neste capitulo completaremos a analise do comportamento assintotico da solugao po-
sitiva de (P) u)g com respeito ao vetor @ e ao parametro p, conforme referenciado e
demonstrado em [9].

Teorema 4.1. Seja @ € RN, Para cada A > )y, a tnica solugdo uy 5 para que satisfaz

uyg — 0 em L>(Q), com |d| — oo, (4.1)

uyg — uy em C1(Q) com |d| — 0, (4.2)

onde uy denota a unica solu¢ao positiva de com a = 0.
Demonstracdo. Primeiramente provaremos ({4.1)

Se |a@] — +o00, entdo existe ; tal que oy; — 00 e denotamos por u = uy 5 a solugao de
([P). Suponha, por exemplo, que a; — +o00 para algum ¢ fixo. Seja M > 0 uma constante

real tal que M — z; > 0 em Q. Definindo assim ¢(z) = M — x; > 0, multiplicando (P)
por ¢ e integrando a equacao resultante em (2, obtemos

/ (G(—Au) + 6 - Vi) = /Q 60w — u?)

:/vau— . 8n¢+/gba VP = /Qqs(Au—u?)

¢ / 2
= u—+ —Ad)u — gb—l— pa - VuP = d(Au —u
on Q< ) o0 877 Q ( )
Note que u = 0 para todo x € 992. Além disso, como 0¢/0x; = —1, temos que A¢ = 0.

Logo

37
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- —<z5 + / oa - VuP / d(Au — u?)
a0 On Q
= — a—¢+/ upcﬁo?-n—/upo?-ng /()\u—uQ)(b
20 On a0 Q Q
ou . 9
= — —¢ — upa-qu (Au—u®)o
a0 On Q
Ou 2
= — —¢+ uPay (Au —u)¢
20 On Q Q
ou / 9 /
= — — Au—u®)p — | va;.
a0 On Q( ) Q
Como V¢ = (0,0,...,—1,...,0) temos que
= — gb—i—/u”ai = /)\u—u2¢
a0 On Q Q< )
ou
= — _¢ = /)\u—u2¢—/upai.
a0 On Q< ) Q
Sendo du/dn <0, A >0 e ¢ > 0, obtemos
0 < [ To- [ @0 = ura) < [ (s - )
20 On Q
0 < [ lloll - as) (143)
Q
Desde que p > 1, para cada A > \;, asseguramos pelo Lema
Oéz-/ﬂup < lloflod < llolloAlullo]€
< [lolloA*[Q]. (4.4)
Considerando que «; — 400, por (4.4) concluimos que
/up — 0. (4.5)
Q

Multiplicando por uP~! e integrando obtemos

/Q(Up_l(—Au) +uP~lavuP) = /()\u Y

Q

/Vu-Vup_l—/ uP~ 1@+/up_1&Vup:/(Au—uQ)up_l
Q o0 on Q Q

/(p — D Vul® + / uPlavu? = /()\u —u)uP .
Q Q Q

Veremos que,

Ji=(p—1) / PV =
Q

4(29; 1) / Ivup/2|2 (46)
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e

Jo = /Qup_lo_ZVup =0. (4.7)
De fato,
4(p—1) / |Vup/2|2 _ 4(p—1) / ‘]_)u(p—Q)/Qvu 2
p? Q p? ol2
4(p—1 2
—(p 5 ) / p—u””]Vu]Z = J.
p o4

E ainda temos que (4.7) é verdadeira por (3.2). Sendo assim, concluimos que

%/Qwump — /Q(,\up_upl) < /\/up. (4.8)

Q

Logo, por ({.3) |[Vu?/?||2, — 0 e sendo
[[a?2[[3y = |u?"?|[72 + |[Vu’?| |2,

temos que |[u?/?|[%, — 0.
0
Portanto
uP’? = 0 em HL(Q).

Consequentemente, por imersao

2N
PR 0em LD gy < 2" = ——
u em , Qo N—2’

onde N > 3. Os casos em que N = 1e N = 2, os resultados sao analogos, j& que nestes
casos a compacidade acima ocorre para todo ¢ > 1. Sendo assim, considerando

D [ . pN
h=5 0=35 N -2

pela convergéncia acima, temos que

2*
u—0em LM(Q), ¢1 <p (7) .

Entao, multiplicando (P) por u#~! e integrando, obtemos

4(Q1 - 1) / ’qu1/2‘2 _ / Vu - qulfl
(J% Q Q

:/)\(u‘h —ut) < )\/uql.
Q Q

u/? = 0 em H}(Q)

Analogamente,

u? — 0 em L%2(1), com gy < 2°.
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Novamente, considerando

q A s
= — < _— 2
qs B a2 5
p2* 2%
2 2

2+ ?
(%)
Sendo assim, pela convergéncia de u®/? em L% temos que

2\ ?
u— 0em LB(Q), g3 <p<?) .

Utilizando este processo de interacoes até ¢, e considerando ¢ = ¢, temos que

*

2 n
u— 0em LYQ),Vg<p (5) , Vn € N.

Como 2*/2 > 1, concluimos que

u— 0em LY(Q), para todo ¢ > 1. (4.9)
Portanto multiplicando por u e integrando, por (3.1) obtemos que

/|vu|2 < A/u2,
Q Q

entao por (4.9) temos que |[ul[z1 — 0.
Mediante ao analisado até o momento, provaremos que ||u|| — 0. Multiplicando

por u? e integrando em €, por (4.8)) temos que

2
/|W(q+1>/2| < AM/uqﬂ
Q 4q Q

, para algum C > 0, e pela

Pela imersdo continua Hj () < L"(Q) para 2 < r <

Desigualdade de Poincaré, conseguimos

2
N -2

a2 2, — ( / \u@*”/?r) < Ol 2R, o, = C ([P, 4 [V D2)2,)

2
( / ur(qm/z) e ( / D22 4 / ,W<q+1)/2,2)
Q Q Q

< C(Cy+ 1)/ \Vu(q“)/?\?
Q

:Cl/ ’vuq+1|
Q
2
<o) /uqH.
4q Q

1 2
Sendo (q—) < (g + 1), pois caso contrario teriamos que,
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(¢+1)°>4q(g+1)
S+ 20+ 1> 4¢° + 4q
S0>3¢°+2¢—1

1 1
<:>O>(q+1)~(q—§)<:>—1<q<§,

o que contradiz o fato de ¢ > 1.

3o

< Ci\ g+ 1)/uqul

Q

Considerando m = g >1ef=q+ 1, obtemos

([ =tcom ()

1
[ullmo < (C1AB)7 - [|ulfp-
Agora, seja § = 2m™, paran =0,1,2,--- temos que
sen=20 )
[[ull2m < (CA2)2|[ul]s,
sen=1

][ amz < (CA2m) 75 |[ul|m < (CA2m) 2w (CA2)] [ul]o.

Analogamente para todo n € N obtemos,

[llzmn < (2CN)2 (2mON) 2 - - (2m"CN) 7

Jul|2-
Fazendo n — 400, para alguma constante C' > 0, se adquire

[lulloo < Cllull2-

Logo por (4.9) concluimos que ||u||oc — 0 completando a demonstracao de (4.1)).
Agora provaremos (4.2)). Seja (@,) uma sequéncia tal que |&@,| — 0 e seja u, = uy g a
tinica solugdo positiva para com & substituido por (&,). Sendo assim (u,,) verifica

-, em ()

Uy, =0, sobre 0f).

Onde |u,| < X pelo Lema [3.1] pelo Teorema [2.4]e da estima de Agnan-Douglis-Niremberg
podemos concluir que ||u,||wz2q« < C para alguma constante independente de (u,) e ¢ > 1.
Por imersdo compacta de W24 — C7(Q), paraqg > N > 1sendo N € Ne 0 <y < 1
[2, Teorema 6.3|, existe uma subsequéncia (u,, ) C (u,), tal que

{—Aun P E, - Vg = Ay, — U2 (Pu,)

Uy, — u* em C7(Q).
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Fazendo n — oo em (Pu,|), obtemos

—Au* = M — (u*)?, em
u* = 0, sobre 0f2.

Logo, pelo Teorema temos que u* € C%7(€Q), sendo a tnica solucio positiva do pro-
blema acima. Portanto para completar a demonstracao basta mostrar que u* # 0 em
Q. Para isso, definimos z, = u,/||un||r2, n > 1, e seja ¢ € HI(Q) uma fungao teste.
Multiplicando por (, integrando em ) e aplicando a integracdo por partes temos
que

—AupC + (A, Vul = ((Au, — ui)

:>/—Aunc+/Co?nVqu:/C()\un—ui)

Q Q Q

:/VUHVC— C@+/ uﬁ(&nmda—/uﬁ&nVC—/(Aun—ui)(.
Q aq  On o0 Q Q

Dividindo por ||u,||r2 obtemos

/v tn vg—/uf;;l tn a‘nw:/(A tn —unL)g
o llunllre o " |lun|lre o\ |luallrz |[unl| 22

/Q V2, V( — /Q W23,V E = /Q (A2 — Unzn)C. (4.10)

Se considerarmos ( = z, concluimos que,

/Vzann —/ufl_lzn&'ann = /()\zn — UnZn)Zn
Q Q Q

1
/ Vz,|? — 5 /qulO_Zn -Vu, = /()\zi — ||t |22 - 22).
Q HunHLz Q Q
Por (3.2) temos que

/|V,zn|2 </\/z3
" 0

= MlzallZ> = A,

mostrando que (z,,) ¢ limitado em H}(Q). Pelas imersoes compactas e continuas de
Hi(Q)) — L1(Q), para ¢ € [1,2*) temos que existe uma subsequéncia (z,;) C (z,) e
z* € H}(Q), tal que
Znj — 2% em Hy ()
Zpj — 2" em LY(Q),
com ||z*||p2 = 1. B
Por outro lado, temos que v?~! — 0 uniformemente em  pois supomos que u* = 0.

Além disso pelo Teorema 4.9. da referéncia [6] temos que a menos de subsequéncia,
2, — z* quase sempre em 2. Logo

uPlz, — 0.

n
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Como @, - V( sdo limitados, temos que u2~! - z, - @, - V¢ — 0 q.t.p. x em . Pelo
fato de uP=! € LP(Q) e z, € L) sendo 1 < p,q < oo pela Desigualdade de Holder
em [6] temos que [uP~! - 2, - @, - V(| é limitado em L'(€2). Portanto, pelo Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue conseguimos que,

/ ub™t 2, - d, - V¢ — 0. (4.11)
Q

Fazendo n — 400 em (4.10]), obtemos

/ Vz, V(- / ub™t -z, - d, - V(= /(/\zn — Up2n)C
Q Q Q

/QVZ*VC—O:/Q)\Z*C—O.

Considerando o fato de u,2,{ = 0 q.t.p = em Q e |u,2,(| < |h¢] € L'(Q) para algum
h € L*(Q), pelo Teorema 4.9. da referéncia [6], ¢ novamente pelo Teorema da Conver-
géncia Dominada de Lebesgue, temos que

/Qunzng — 0.
/QVZ*VC:)\/QZ*C.

Como z* > 0, temos que z* ¢ uma autofuncao que nao muda de sinal e seu autovalor
associado ¢ A. Pelo Teorema temos que A = A;. Isso leva a uma contradigao com o

Com isso concluimos que

Lema [3.3] Portanto, concluimos que u # 0. [ |
Para completar, analisaremos o comportamento das solucoes de quando p — 17.
Lembremos que A;[L,] denota o principal autovalor do operador L, = —A + & -V com

condigoes de fronteira de Dirichlet (veja [7]). Entao, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.2. Fizado A\ > \;, @ € RY e denotando por u, = uy 5 a tinica solugio posiliva

de . Entao

p—1+

‘ u;  se A > \[Lg], em CY(Q),
lim u, = —
0 se X< \[Lg], em CH(Q),

onde uy denota a unica solucao positiva de comp=1.

Demonstragdo. Seguindo a demonstragao feita em [9)], iremos provar tal resultado em
dois casos.

Caso 1: Suponha Ay < A < \[Lg]. Seja (p,) uma sequéncia tal que p, > 1 com
pn — 17 e denotemos u,, = u,, a Gnica solugao positiva de com o parametro p alterado

por P,

{_Aun +aVubr = Muy —up, em Q, (4.12)

Up = 0, sobre 0f2.

Sendo ||u,|lo < A pelo Lema [3.1] e por regularidade eliptica, temos que ||u,||[w2a < K
para alguma constante K independente de p, e ¢ > 1. Pela imersao compacta de
W24(Q) — C*(Q) para todo ¢ > N, temos que a menos de subsequéncia, existe u* €
C'() tal que,
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u, — u* em C'(9). (4.13)
Multiplicando (4.12)) pela funcao teste ¢ € H}(Q) e integrando obtemos,

/(Vun -V({+¢a-Vubr) = /(/\un —u?)(, (4.14)
e entao, ' '
/Q(Vun -V(+ubra - V() = /Q()\un —u?)C. (4.15)
Considerando p, — 17 e fazendo n — +o00 em obtemos,
/Q(Vu* VCu'E-VE) = /Q()\u* W) (4.16)

Sendo assim, u* é uma solucao fraca nao negativa de com p = 1. Porém em
[7] foi mostrado que (P)) possui solu¢ao positiva se, e somente se, A > A\[L,], com isso
concluimos que a tnica solucao possivel neste caso é a solucao trivial, ou seja, u* = 0 para
todo x € Q.

Caso 2: Suponha A > M\ [L,]. Com o intuito de aplicar o Teorema da Funcao
Implicita, definimos H : (0, +00) x C3(2) — CL(Q) por

H(p,u) =u— (—A) ' (Au — u? — avuP), (4.17)

onde (—A)~! denota a inversa do operador —A sob condig¢oes de Dirichlet homogénea.

Observemos que, para cada p > 1, H(p,u) = 0 se, e somente se, u é solu¢do do problema
([P). De fato, H(p,u) = 0 se, e somente se

u— (—A) (A —u* —avuP) =0
= u=(—-A)"Ou—u® —avu)
= —Au = M — u® — @VuP, para todo z € Q,

mostrando que u é solugdo do problema ([P).
Note que

Hy(p,u) =1 — (=A)""(A—2u — apu’~' - Vu). (4.18)
Seja uq a tnica solucao positiva de com p = 1. Temos que H(1,u;) =0e

Ho(1,un)€ = € — (—A) 71 (A — 26uy — & - VE). (4.19)

Observe que H,(1,u;) é uma pertubagio compacta da identidade. De fato, seja § € C(Q)
e considerando o operador T : C}(Q2) — C3(Q) tal que

T(€) = (-A)7' (A — 2wg — @ - VE),
temos que H,(1,u1)§ = & — T(§) logo, para que tal operador seja uma pertubacao com-
pacta da identidade, basta que o operador 1" seja compacto. Seja (&n)nen limitada em
C() e seja
T, = T(gn) = <_A)_1()‘§n — 2wy &, — - an)
Note que
_ATn = >\£n - 2“1571 —a- v&n
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Do Teorema [2.3] existe uma constante K > 0, tal que

[ Tollcz < KA — 2ui&y — @ - Val|en
< K[[Aullor + |[2uiénllen + [|@ - VE|| o
<K+ K+ K =Kj.

Logo, (T},) ¢ limitado em C?7(Q). Como Cg7(Q) < C;7(Q) compactamente
(ver [20], Teorema 5.2]), T;, — T em C2(€2), amenos de subsequéncia. Entdo T é compacto.

Pelo fato de H,(1,u;) ser uma pertubagao compacta da identidade, tal operador é um
isomorfismo se, e somente se, Nuc[H,(1,u;)] = {0}. Por outro lado, £ € Nuc[H,(1,u)] é
equivalente a

Hu(l,ul)f = O,
=& — (=AY +26uy +a - VE) =0,
= — AL — N+ 28w + - VE=0. (4.20)

Pela caracterizacao do Principio do Maximo, é possivel concluir que & = 0 é a tnica
solucao para a equacao acima, desde que o operador L = —A — X\ + 2u; + @ - V admita
uma supersolucao estritamente positiva. De fato, u; é uma supersolucao estritamente
positiva do operador L,

Lulz—Aul—)\ul—l—Qu%—F&Vulz)\ul—uf—)\ul+2U%:u%>0

Logo (4.20) verifica o Principio do Maximo. Consequentemente H,(1,u;) é um isomor-
fismo. Agora, podemos usar o Teorema da Funcao Implicita para obter a existéncia de
§ > 0 e uma aplicacdo p € (1 — 6,1+ 8) = u(p) € C(Q) tal que u(p) é continuo para
p=1,u(l) =u; e (p,u(p)) sdo as Gnicas solugdes para H(p,u) = 0 em uma vizinhanca de
(1,uy). Como u(l) = uy € int(I'), entdo u(p) ¢ uma funcdo estritamente positiva. Sendo
assim, u(p) é uma solucao positiva de . Pelo fato de ter uma tnica solucao positiva
denotada por u,, temos que u(p) = u,. Por outro lado, a continuidade de p — u(p), para
p = 1 implica que
lim u(p) = lim u, = u(1) = u; € Cy(9).

p—1t p—1t

Finalizando a demonstracao. [






CAPITULO

5

Caso a € CHQ)N

Assim como descrito na Se¢dao 5 de [9], neste capitulo iremos considerar o problema
com um fluxo geral @ € C*(Q)". O objetivo é estudar o que acontece com as solucoes
do problema quando o parametro @ é modificado. Para este fim, iremos analisar a
direcao de bifurcacao a partir da solucao trivial de . Visando uma melhor compreensao
dos resultados a seguir, iremos definir as condicoes necessarias para que uma bifurcacao
seja subcritica ou supercritica.

Definigdo 5.1. Seja (\*,0) um ponto de bifurcagio de § : R x C2(Q) — C(Q) a partir
da solucao trivial de . Dizemos que a bifurcagao é

a) Subcritica, quando existe uma vizinhanga V' de (A\*,0) em R x CZ(2), tal que toda
solugdo ndo trivial (A, u) € V onde X < \*.

b) Supercritica, quando existe uma vizinhanga V de (A\*,0) em R x C2(Q), tal que toda
solugdo ndo trivial (A, u) € V onde X > \*.

Denotando por ¢; a auto fungdo associada ao autovalor A\; com ||¢1||r2 = 1, com isso
temos o seguinte resultado

Teorema 5.1. Seja @ € CH(Q)N. Entio A\, € um ponto de bifurcag¢io que parte da solugdo
trivial de (P) e existe um continuo ilimitado ¥ C R x C}(Q) de solugdes positivas de (D)),
emanando de (A1,0), tal que (A1, +00) C ProjrY C (0,+00). Além disso, a direcio de
bifurca¢ao €

a) subcritica (resp. supercritica) se 1 <p <2e

/ S divia(z)]dx > 0 (resp. < 0),
Q

b) subcritica (resp. supercritica) sep =2 e

/Q 3 (1 - % div[&(a:)]) dz < 0 (resp. > 0).

¢) supercritica se p > 2.

47
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Demonstracao. A prova deste teorema sera feita conforme executada em [9)], no qual
primeiramente ¢ provado que existe um continuo ilimitado ¥ de solugoes positivas de [P
Para este fim definimos F : R x C}(Q2) — C3(Q) dado por

Fhu) =u— (A" du—u® — puP~'a - Vu). (5.1)

Porém temos que,
Fuu) =T — (=A)" A —2u— (p—1uP?a - Vu),

logo,
Fu(A1,0) =1 — X\ (—A)7N

Pelo Teorema 2.12 de [19], e pelo Teorema 7.1.3 de [15], temos que de (A,0) emana
um continuo ilimitado ¥ de solugoes positivas de ([P)).

Para provar que ProjrY C (0,+00), é suficiente mostrar que nao admite uma
solucao positiva para A < 0. Supondo por contradigao que dado A < 0 o problema @
possui uma funcao u que é solucao positiva, entao,

—Au+ puPt@ - Vu = du —u? < 0, em ,
u = 0, sobre 0f).

Sabendo que o operador Lu := —Au + puP~'a@ - Vu satisfaz o Principio do Maximo, pela
equagao acima concluimos que u < 0. Portanto u = 0, provando que se A < 0 o problema
(P) ndo admite solugdo positiva.

Agora provaremos que (A, +00) C Projg¥. Pelo comportamento global de X, é
suficiente mostrar que existe cotas a priori em C3(Q), uniformes em A\ € A C (0, +00),
sendo A compacto. Repetindo o argumento da demonstragao do Lema [3.1]) obtemos um
limite em Cy(2). Além disso, como f(x,u,Vu) = Au — u? — puP~'@ - Vu satisfaz a
condi¢ao de crescimento (3.3), podemos aplicar a Proposi¢ao 2 de [4], obtendo assim a
seguinte estimativa em C}(Q)

[ullw=2e < Alfullcr
Completando a anélise global de X..
Agora, para obter a dire¢ao de bifurcagao iremos considerar o seguinte operador nao
linear § : R x C3(Q) — C(Q)
S\ u) == —Au+a - VuP — du+ v’

Por um calculo direto obtemos que

Fu(A1,0)6 = —AL = A&,

e ainda que
gAu()\la O) = —1.

Iremos aplicar o Teorema de Crandall-Rabinowitz de |11} 20]. Para isso, considerando
A como o parametro principal de bifurcacao, devemos mostrar que § verifica as seguintes
condicoes:

a) Nuc(Fu(A1,0)) =< ¢y >
b) codim[Img(F.(A1,0))] =1

C) S)m(/\l» 0) ¢ Img[:gu()‘la O)]
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Condigao a):Notemos que £ € Nuc(F.(A1,0))se, e somente se, £ é solugdo de

—AE = \&, em )
& =0, sobre 0.

Logo,
Nuc[Fu(A1,0)] =< ¢y >
Condicao b): Dado ¢ € Img[F.(\1,0)] existe u € C2(Q) tal que

—Au— Mu= ¢, em
u = 0, sobre 0f2.

Considerando L = (—A)~!, obtemos
u— M L(u) = L(9).
Com isso, é possivel definir o seguinte operador
T=1—-M\L,

o qual é uma pertubacao compacta da identidade pois L é um operador compacto. Assim,
7 ¢ um operador de Freedholm de indice O. Consequentemente,
codim[Img(7)] = dim[Nuc(7)], (ver [20]).

Condigao c): Mostraremos que Fxu(A1,0)p1 ¢ Img[§u.(A1,0)]. Supondo por con-
tradi¢do que isso ocorra, temos que —¢; € Img[Fu()1,0)] logo, existe u € CZ(Q), tal
que

—Au — Mu = —¢1, em
u = 0, sobre 0f).

Multiplicando a equagao acima por ¢, em €2 obtemos

[odu-onm = [ -6
—

/(—Ad)lu—qbl)\lu) :/ 2

Q

/(¢1>\1U - ¢1)\1U =

/q —¢1 <0

mostrando por contradigdo que §y, (A1, 0)p1 & Img[F. (A1, 0)].
Entdo, pelo Teorema de Crandall-Rabinowitz (ver [I1], 20]), obtemos que as unicas
solucoes de (P)) em uma vizinhanca de (A1,0) sdo dadas por

(A(s),u(s)) = (M + p(s)), s(¢1 +9(s))) com s € (—¢,¢€) (5.2)

onde € > 0 pequeno, u(0) =0 e ¥(0) = 0. Além disso, para 0 < s < € a solugao u(s) é
positiva. Considerando ¢; como funcio teste em (P)), obtemos que (A, u) = (A(s),u(s))
satisfaz

/Q(Vu(s) -V + puPtd(z) - Vu(s)) = /Q()\(s)u(s) —u(s)))¢r. (5.3)
Usando em obtemos
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/Q (05 (n + ()P réi(2) - V(o + (5)) = / (u(s)s(br + ()61 — 5°(n +(s))%6n)

Q

= / (05 (61 + ()P nd(z) - V(6 + (s)) + s(n + 0(s))’61) = pu(s) / (61 + 0(5))or.

Q

Se p > 2, podemos escrever a equacao acima da seguinte forma

[0y 616 V) o600 = 2 [ 61eu)6n 54

Fazendo s — 0" em (5.4)), temos que

> 0.
5—>0+ S / ¢1

Neste caso, temos que A\; + u(s) > A;. Pela Defini¢ao m, 5.1, concluimos que a bifurcacao é
supercritica.
Se p = 2, podemos reescrever ({5.4) como

pi(s)

@6+ ss)nate) D6+ (s + 01+ w6 o) =2 [0+ vieon (53)

Fazendo s — 07 em (5.5 temos que

lim ()

s—0+t S

- / (263 (x) - Vo + 82). (5.6)

Utilizando a integracao por partes obtemos
N
99
2¢3d(x) - Vo = /22 ai(z) -
f 2t vor = [ 203 a5
N
991
= 2/¢2ai x) -
N
q Or;
N
Oy
_ 300
_ Z/2¢la 2232/9 e

= —4/¢1av¢1—2/¢3 div[@
:>6/¢ ) Vo, = —2/Q¢§-dwax

:>2/Qq5104 1) Vo — —g/ﬂgﬁ-dww(m)y (5.7)
Por e concluimos que
lim 5) _ /Q¢3 (1 -2 difa(a )]) | (5.8)

s—0t S

- i(2)) o1
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Portanto, temos que se

2
B div[d(z)] < 1,
) o p(s) : - .
por (5.8) concluimos que lim ——= > 0 e, portanto a bifurcagdo é supercritica. Caso

s—0+t S
contrario, temos que a bifurcacao é subcritica.

Finalizando, se 1 < p < 2 em (5.4]) obtemos a seguinte equagio

/Q(p<¢1 +¢(3))p—1¢1&»($> . V(¢1 +¢(S)) + (Cbl +¢(8)) ¢1> _ N(S)

sp—2 sp—1
(5.9)
Novamente, fazendo s — 0 em ([5.9) obtemos
_ pu(s) . p -
lim B —p / i) Vo = —2 | o dila(o). (5.10)

Portanto, se div[d(x)] < 0 a bifurcagdo em \; serd supercritica, caso contrario a bifurca¢ao
serd subcritica.

s I »

Figura 5.1: Bifurcacao subcritica a esquerda e bifurcagao supercritica a direita (Fonte:
Cintra, Montenegro e Suarez [9]).

Observagao 5.1. E possivel notar que o Teorema continua sendo vdlido caso div[a] = 0.
Além disso, no caso geral de & € CH(Q), s6 é possivel considerar unicidade de solu-
¢oes para o problema (P) se a bifurca¢io for supercritica, caso contrdrio, a unicidade

é quebrada, pois dado ¢ > 0, € possivel obter no minimo duas solugoes posilivas para
A€ (A —€,\) (ver Figura :






CAPITULO

6

Consideracoes finais

Neste trabalho, mostramos as condicoes necessarias para a existéncia, nao existéncia
e unicidade de solugao para uma equacao logistica com um termo de adveccao, efetuando
inclusive uma andlise sobre o comportamento assintético da solucao do problema em
relacao ao vetor @ e ao parametro p.

No Capitulo 3, demonstramos as condicoes necessarias para se obter uma solucao clas-
sica para através do Principio do Maximo. Consequentemente, tal solucao é positiva
se, e somente se, A > \;. Este fato é concluido mediante as propriedades espectrais do
autovalor principal e pelo método de sub-supersolugao de [3], devido ao termo de advecgao
do problema. Inclusive, concluimos que tal solugao é tinica por intermédio da Proposicao
3.1] e através do Teorema de Picone 2.11]

No Capitulo 4, efetuamos uma anéalise sobre o comportamento da funcao v em relagao
ao vetor &, verificando que quando |@] — 400, a solucdo uyg tende a 0 em L*(Q2)
e tende a tnica solugao positiva do problema quando |@| — 0 em C'(f2). Porém, ao
analisar as solugdes com respeito ao parametro p, em [9] foi verificado que se o autovalor
A1 < A < Ai[Lq), a solucdo nao negativa u, , tende a solucao trivial do problema, caso
contrario, a solu¢ao uy, tende a solugao positiva u; do problema quando p = 1,
estudada por Cantrell e Cosner em [7].

No Capitulo 5, foi estudado o comportamento das solucoes de quando @ € C}(Q),
e verificamos que se o parametro p estiver entre 1 < p < 2, a unicidade de solucoes pode
ser perdida. De fato, dependendo do valor do div[@] a bifurcacao do caminho das solugoes
positivas do problema serd subcritica ou supercritica. Se tal bifurcacao for subcritica o
problema admite pelo menos duas solugbes positivas distintas. Porém se div[d] = 0
todos os resultados estudados nos Capitulos 3 e 4 sao validos.
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