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Resumo

As equagoes discretas fornecem as ferramentas mateméticas basicas para a correta
modelagem da dinamica populacional ao se tomar como hipétese tempos discretos.
Neste trabalho, apresentamos a teoria das equacoes discretas e algumas aplicagoes
no capitulo 01, dando énfase aos modelos de dindmica populacional conhecidos como
modelo de Malthus e de Verhulst junto com exemplos que evidenciam tais modelos na
modelagem de populagoes reais.

No capitulo 02 apresentamos duas propostas didéaticas; a primeira delas é uma ana-
lise de graficos que relaciona idade e altura e a segunda, uma investigacao da dinamica
populacional do municipio de Limeira através dos modelos de Malthus e Verhulst e
é apresentada uma analise comparativa do quanto os modelos se adequam aos dados
apresentados e do quanto sao capazes de acompanhar as projecoes oficiais.

Os gréficos apresentados foram criados no software livre GeoGebra.

Palavras-chave: Equacoes Discretas, Dinamica Populacional, Modelo de Malthus,
Modelo de Verhulst.



Abstract

The discrete equations provide the basic mathematical tools for the correct modeling
of population dynamics to be taken as a discrete event times. In this paper, we present
the theory of discrete equations and some applications in Chapter 01, with emphasis
on models of population dynamics model such as Malthus and Verhulst along with
examples that give evidence such models in the modeling of real populations.

In chapter 02 we present two proposals teaching: the first is an analysis of graphs
relating age and height and the second, an investigation of the population dynamics of
the city of Limeira through Malthus and Verhulst models and presents a comparative
analysis of models as fit to the data as presented and are able to follow the official
projections.

The graphs were created in free software GeoGebra.

Keywords: Discrete Equations, Population Dynamics, Malthus’s Model, Verhulst’s
Model.
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1 Sistemas Dinamicos Discretos

Em algumas areas do conhecimento humano, como em Economia, a variavel tempo
pode nao fluir continuamente mas se apresentar de maneira discreta, ou seja, as gran-
dezas envolvidas sdo medidas em instantes isolados (de hora em hora, més em més,
etc.) formando deste modo uma sequéncia de valores que descrevem a evolugao do
fenomeno em estudo. Para situacoes deste tipo, vamos utilizar a teoria dos chamados
sistemas discretos que apresentaremos neste capitulo, de acordo com os autores J. T.
Sandefur 7], S. Elaydi [4], O. Galor [5] e V. Cipolli [3].

1.1 Preliminares

Veremos nesta secao como as equagoes discretas aparecem na modelagem de proble-
mas onde o tempo é discreto. Informalmente, uma equacao discreta é uma sequéncia
de niimeros definidos de maneira recursiva.

Suponha que em janeiro de 2012 uma pessoa faca uma aplicacao financeira a uma
taxa de 5% capitalizada anualmente. Vamos descrever a evolucao do saldo que sera
denotada por z = z(n), em fun¢do do tempo n , tomando como hipéteses: (1) nao
acontecerao novos depositos, permanecendo fixo o capital inicial e (2) a taxa de capi-
talizagao nao sera revisada ao longo dos anos, permanecendo fixa.

Seja x(0) o valor aplicado no instante inicial (n = 0).

Decorrido o primeiro ano, ou seja, quando n = 1 temos
z(1) = z(0) + 0, 052(0).

Ao final do segundo ano, ou seja, quando n = 2 o novo saldo sera
z(2) = z(1) + 0, 05z(1).

Para o terceiro ano
z(3) = z(2) + 0, 052(2).
Assim, indutivamente vemos que no instante de tempo n o saldo da aplicagao

financeira depende exclusivamente do saldo no instante de tempo anterior t = n — 1

sendo esta dependéncia formulada matematicamente pela equacao

z(n) =x(n—1) +0,05z(n — 1), n=1,23.. (1.1)

19
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Para efeitos computacionais neste caso é interessante escrever (1.1) em fungao ape-

nas do valor inicial, o que é possivel de ser feito do seguinte modo:

x(1) = 2(0) 4+ 0,052(0) = 1,05z(0),
2(2) = x(1) +0,05x(1) = 1,05x(1) = 1,05%z(0),
z(3) = 2(2) + 0,052(2) = 1,052(2) = 1,05%z(0)

e indutivamente escrevemos
x(n) = 1,05"z(0), (1.2)

de modo que a solu¢ao x(n) pode ser determinada com o auxilio de um computador
ou calculadora cientifica, em fungdo apenas do valor inicial z(0).
A relagao expressa pela equagao (1.1) é um exemplo de equacdo discreta de primeira

ordem, que de forma geral ¢ descrita pela expressao:

z(n+1) = f(xz(n)), (1.3)

onde f é uma fungao conhecida. No exemplo anterior, f(z(n)) = z(n) + 0,05z(n).
Dado um valor zy qualquer, através da equagdo (1.1) é possivel gerar uma sequéncia
de valores

o, f (o), f(f (20)), F(f(f(20))), ---

para a qual é bastante comoda a notacao f2(xg) = f(f(x0)), f2(x0) = f(f(f(x0))) e
assim sucessivamente. Note que, de acordo com a notagao escrevemos f°(zg) = .
Chama-se primeira iterada de xy ao valor f(zy) e de modo analogo f2(x), f3(zo)
e f"(xo), com n € N sdo respectivamente chamados de sequnda iterada de xg, terceira
iterada de xo e n-ésima iterada de xg.
O processo iterativo descrito acima é um exemplo de sistema dindmico discreto.

Escrevendo z(n) = f"(zo) temos:

z(n+1) = f*(z0) = f(f"(20)) = f(2(n))

e recaimos em (1.3), ou seja, podemos concluir que num certo sentido as equagoes
discretas e os sistemas dinamicos discretos constituem conceitos equivalentes.
A funcao dada em (1.3) pode depender também da variavel n, ou seja, g : NxR — R

e neste caso temos a equacao
z(n+ 1) = g(n, z(n)). (14)

Definicao 1.1. A equagao discreta (1.4) é chamada de nao auténoma enquanto a
equagao (1.3) é dita autonoma, onde a fungao f nao depende explicitamente da varidvel

tempo.

Observamos que, dada uma condigao inicial z(ng) = xg, para n > ng vamos denotar

a solucao de (1.4) por z(n,ng, xo) de modo que x(ng, ng, xo) = To.
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1.2 Equacgoes Discretas de Primeira Ordem

Na se¢ao anterior, ao apresentarmos o problema de uma aplicacao financeira sujeito
as hipoteses bem convenientes, encontramos a equagao z(n) = z(n—1)+0,05z(n—1) =
(1,05)z(n—1), exemplo de uma equagao discreta chamada de linear de primeira ordem

conforme definicao abaixo.

Definicao 1.2. Uma equacao discreta linear de primeira ordem é descrita na forma
y(n+1) = a(n)y(n) + g(n), y(no) = Yo, n>mng >0, (1.5)
onde a(n) # 0. Caso g(n) =0, a equagao (1.5) € dita homogénea.

A equagao homogénea y(n+1) = a(n)y(n) pode ser facilmente resolvida por simples

iteragoes. De fato, note que dada a condigao inicial y(ng) = yo temos

y(no +1) = a(ne)y(no) = a(no)yo
y(no+2) = a(ng + Dy(ng + 1) = a(ng + 1)a(no)yo
y(ng +3) = a(no + 2)y(ng + 2) = a(ng + 2)a(ng + 1)a(no)yo

e de maneira indutiva y(n) = y(ng +n —ng) = a(n — 1)a(n — 2)...a(ng)yo, para n > ny

que pode ser escrita utilizando a notac¢ao de produtorio:

y(n) = 1:[ a(i).yo, n > ng. (1.6)

i=ng

A solugao da equagao y(n+1) = a(n)y(n) + g(n) também pode ser encontrada por
iteragoes:
y(no +1) = a(no)yo + g(no)

y(no +2) = a(ng + 1)[a(ne)yo + g(no)] + g(no +1) =
a(ng + a(ng)yo + a(ng + 1)g(ng) + g(ng + 1)
y(no + 3) = a(no + 2)[a(ng + 1)a(ne)ye + a(no + 1)g(ng) + g(no + 1)] + g(ng + 2) =
a(ng + 2)a(ng + 1)a(ng)yo + a(ng + 2)a(ng + 1)g(no) + a(ng + 2)g(no + 1) + g(ng + 2)

e em notagao compacta é dada por

y(n) = 1:[ a(i).yo + Z_: [ 1:[ a(i)] g(r). (1.7)

i=ng r=ng Li=r+1

Exemplo 1.1. Nos casos em que o coeficiente a(n) da equagao y(n+ 1) = a(n)y(n) +
g(n) & constante, a solugao se escreve de modo mais simples que (1.7). De fato, dada

a condigao inicial y(0) = yo € a,, = a, temos:
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y(1) = ayo + 9(0),
y(2) = ay(1) + g(1) = a.(ayo + 9(0)) + g(1) = a’yo + ag(0) + g(1),
y(3) = ay(2) + 9(2) = a.(a’yo + ag(0) + g(1)) + g(2) = a’yo + a’g(0) + ag(1) + g(2)

e indutivamente

y(n) = a"yo + i a" " g(k). (1.8)

Exemplo 1.2. (Amortizagoes)Amortizagdo é o processo pelo qual um empréstimo
¢ reembolsado por uma sequéncia de pagamentos periddicos, cada um dos quais é
constituido de duas partes: parte é dos pagamentos de juros e parte é para reduzir o
capital ainda devido.

Seja p(n) o saldo da divida apos o n-ésimo pagamento g(n) e suponha que os juros
sao compostos a uma taxa r por periodo de pagamento.

A formulagao deste modelo é baseada no fato de que o saldo da divida p(n + 1)
depois de n + 1 pagamentos ¢ igual a divida no instante n, ou seja, p(n) depois de n
pagamentos, acrescida de rp(n) correspondente aos juros corridos durante o periodo

n + 1 e diminuindo-se o pagamento g(n) efetuado. Deste modo

p(n+1) =p(n) +rp(n) — g(n),

ou ainda
p(n+1) = (L +7)p(n) —g(n) p(0) = po (1.9)
onde pp representa a divida inicial. Note que a equagao (1.9) é uma equagao do tipo

(1.5) com a(n) constante e portanto, pode ser resolvida pela expressao (1.8).

Entao
n—1

p(n) = (L+r)"po = > (141" g(k).

k=0
Como na préatica os pagamentos g(n) sdo constantes e iguais a um certo 7', neste caso

p(n) = (1+7)"po—[(L+7)" — 11;

e para quitar a divida, isto é, para que p(n) = 0 em n pagamentos, a parcela a ser paga

r = ()

Exemplo 1.3. Considere as hipoteses feitas no exemplo (1.1) e as conclusoes do exem-

deve ser igual a

plo (1.2) e suponha que ao tomar um empréstimo de R$10.000, 00 sujeito a uma taxa
de 1% ao meés, o credor deseja quita-lo em 12 meses entao a parcela a ser paga deve
ser igual a R$ 888,48; de fato,

0,01
T = 10.000 i
(= oo=)
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0,01
T =10.000 [ ————
0000 (0, 112550775) ’

T = 888, 48.

Exemplo 1.4. (Administragao de Drogas) Suponha que uma droga seja administrada
a cada quatro horas. Seja D(n) a quantidade da droga na corrente sanguinea no
intervalo de tempo n e admita que o corpo elimina uma fragao p da droga a cada
intervalo do tempo. Seja ainda a quantidade inicial aplicada igual a Dy e suponha
ainda a administracao dessa mesma quantidade de droga a cada intervalo de tempo.

Para n = 0 a quantidade de droga no organismo é Dy.

Para n = 1 a quantidade de droga presente no sangue serd D(1) = Dy — p.Do+ Dy,
0 < p < 1 uma vez que a quantidade presente Dq sofrerd um decréscimo de p.Dg e
havera a administragao de nova quantidade Dj.

De maneira recorrente, o modelo matematico para o problema se traduz na equagao

D(n+1) = D(n) —pD(n) + Dy, (1.10)

cuja solugao é (de acordo com 1.8)

Do . Do
D(n) = {DO— ?} (1=p)"+ =2 (1.11)

D
Portanto, lim D(n) = —O, ou seja, a taxa de droga no organismo tende a se estabilizar
n—oo p

em & unidades de medida.
p

Exemplo 1.5. (Orgamento Familiar) Suponha que uma familia tenha seu rendimento
mensal r,, formado por duas parcelas: a soma dos salarios de seus membros (rg) consi-
derado fixo e o rendimento da poupanca familiar do més anterior p,,. Suponha também
que o consumo mensal ¢, desta familia seja proporcional & renda mensal. Tomando
o tempo em meses, podemos estabelecer relagoes entre as variaveis renda, poupanca e
consumo.

Para a variavel poupanca, note que no tempo (n + 1) a poupanga p,.; ¢ formada
pela poupanca do més anterior p,, acrescido da sobra de dinheiro do més (n+1). Como
a sobra de dinheiro é dada pela diferenca entre as variaveis renda e consumo, é valido

escrever

Pn+1 = Pn + Tn+1 — Cn41- (112)

No caso da variavel renda, observe que ela é dada pela soma entre a soma dos salarios

dos membros da familia acrescido do rendimento da poupanca do més anterior, ou seja

Tny1 = To + Q.Dy, (1.13)

onde « é o juro da poupanca.
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A variavel consumo pode ser expressa por

Cn+1 = B.Tn_i_l (114)

uma vez que supomos o consumo proporcional a renda do més e onde a constante [ é
um numero compreendido entre 0 e 1.

Finalmente, substituindo as equagoes (1.14) e (1.13) em (1.12) temos

Prnt1 = Pn + Tnel — Cnyl,
Pnt1 = P+ 70 + @.pp — Borpga,
Pni1 = Pn+ 710+ a.p, — B.(ro + a.py),
Prar = (1= B)ro+ [(1 — B)a+ 1p,

e portanto é possivel estimar a economia do préximo més em funcao da economia deste

mes.

1.3 Pontos de Equilibrio

A nocgao de ponto de equilibrio é fundamental para o estudo de sistemas dinami-
cos. Em muitas aplicagoes na biologia, economia, fisica e engenharia, por exemplo, é
desejavel que as solugoes tendam para um valor fixo, que serda chamado de ponto de
equilibrio. Além disso, associado & esta nocao existe o conceito de estabilidade, que
em linhas gerais permite estabelecer o que acontece com um sistema dinamico discreto

a medida que o tempo cresce.

Definigao 1.3. Um ponto x* é denominado ponto de equilibrio de (1.3) se é um ponto
fizxo da funcao f, isto é, se f(x*) = x*.

Em outras palavras, * é uma solu¢do constante de z(n + 1) = f(x(n)). Grafica-
mente, x* correponde & abscissa do(s) ponto(s) de intersegao entre o grafico de f e a

bissetriz y = x.

Exemplo 1.6. O tnico ponto de equilibrio da equagao z(n + 1) = 2%(n) — z(n) + 1 é

2

x* = 1. De fato, neste caso f(x) = 2* —x + 1 e sendo x* os possiveis pontos fixos da

equacao dada temos:
f(Jf*) — SL’* — (x*)Q —l‘* + 1 — x* — (I*)2 o 2:6* + 1 — 0’
cuja Unica solugao seréd z* = 1, que pode ser visualizada na figura 1.1.

Exemplo 1.7. A equagao x(n + 1) = x23(n) possui trés pontos de equilibrio: z* = —1,

r*=0exz* =1, pois:
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Figura 1.1: Ponto de Equilibrio de z(n + 1) = z?(n) — z(n) + 1.
fz*) = 2" <= () = 2% = (2*)’ — 2" =0,
cujas solugoes sao z* = —1, z* =0e 2" = 1.

Exemplo 1.8. O ponto de equilibrio da equacao linear de primeira ordem a coeficientes

constantes x(n + 1) =rx(n) + b é

E possivel, que uma solucdo nio sendo dada por um ponto de equilibrio atinja a
solucao constante apés um nimero finito de iteragoes. Em outras palavras, um estado
de nao equilibrio pode passar para um estado de equilibrio em um tempo finito. Esta

observagao motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.4. Seja x um ponto do dominio da funcao f. Se existirem um inteiro
positivo r e um ponto de equilibrio z* de x(n + 1) = f(z(n)) tais que f"(x) = z* e

[ H(z) # x*, entdo x € eventualmente um ponto de equilibrio (fixo).

Um dos muitos objetivos no estudo dos sistemas dindmicos ¢ analisar o comporta-
mento das solugoes que estao proximas das solugoes constantes dadas por pontos de
equilibrio. Na secao seguinte abordaremos esta questao através do conceito de estabi-
lidade.

1.4 Estabilidade de Pontos de Equilibrio

Existem interesses (tanto tedricos quanto aplicados) em analisar o comportamento
das solugoes de uma equacao discreta que estao préoximas a um ponto de equilibrio.

Nao é verdade que dada uma condigao inicial préxima a um ponto de equilibrio z* o
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sistema evolui de maneira a tender para x*, assim como também nao se pode afirmar
que tal fato nunca ocorra.

O comportamento das solugoes das equacoes discretas com relagao a sua evolugao a
partir de condigoes iniciais proximas a seus pontos de equilibrio é melhor compreendido

e estudado pela teoria da estabilidade. Apresentamos abaixo as defini¢oes pertinentes.

Definicao 1.5. Um ponto de equilibrio x* de x(n+1) = f(xz(n)) é chamado de estdvel
se dado € > 0, existir § > 0 tal que |xvg — x*| < § implica |f"(z) — *| < € para todo

n > 0. Se x* nao € estavel, entao ele é chamado de instdvel.

Figura 1.2: Ponto de Equilibrio Instavel

Defini¢ao 1.6. O ponto x* serd chamado de atrator se existir n > 0 tal que |z(0) —
x*| < n implica lim x(n) = z*. Se a defini¢ao anterior for vdlida para todo n > 0 ,
n—oo

entao x* € chamado de atrator global.

Definicao 1.7. O ponto x* sera um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel
se for estdvel e atrator. Se a definicao de atrator for wvdlida para todo n > 0, x* €

chamado globalmente assintoticamente estavel.

Observe que a diferenca entre ser assintoticamente estavel e ser globalmente assin-
toticamente estavel estda exatamente na definicao do intervalo no qual o valor inicial
deve ser tomado a fim de que a solu¢ao tenda & solucao constante definida pelo ponto
de equilibrio. No caso dos pontos de equilibrio instaveis, dada qualquer condigao inicial
a solugao podera, por exemplo, oscilar em torno do ponto de equilibrio, sem termos
convergéncia.

Um ponto de equilibrio assintoticamente estavel atrai qualquer solucao com condi-

¢ao inicial dada no intervalo (z* —n, z* + 7).
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Figura 1.3: Ponto de Equilibrio Assintoticamente Estavel

No caso dos pontos globalmente assintoticamente estaveis qualquer condicao inicial,
independente de onde seja tomada, a solugao tenderd para a solugao de equilibrio.

Observe no grafico abaixo:

Figura 1.4: Ponto de Equilibrio Globalmente Assintoticamente Estavel

Em geral, determinar a estabilidade de um ponto de equilibrio através das definigoes
pode ser uma tarefa impossivel. Os teoremas abaixo permitem tirar algumas conclusoes
quanto a estabilidade ou instabilidade de um ponto de equilibrio.

Os resultados envolvendo continuidade e diferenciabilidade que serao utilizados nas

demonstragoes dos proximos teoremas, podem ser encontrados na Ref. [6]

Teorema 1.1. Suponha x* um ponto de equilibrio para a equagio x(n+ 1) = f(x(n))

em que f € diferencidvel em x* e ' é continua em x*. Entao:
1. O ponto x* é estdavel (e atrator)se |f'(z*)| < 1.
2. O ponto z* € instdvel se |f'(x*)| > 1.
3. Se |f'(z*)| = 1 nada podemos afirmar.

Demonstracao. (1) Suponha que |f'(z*)] < M < 1. Temos portanto um intervalo

J = (x* —7,2* + ) contendo x* tal que |f'(x)| < M < 1, para todo x € J. De fato:
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suponha por contradigdo que para cada intervalo aberto I,, = (z* —1/n,z*+1/n), com
n suficientemente grande, exista um ponto x,, € I, tal que |f'(x,)| > M. Note que se

n — oo entdao z, — x*. Como [’ & uma funcao continua em x*, podemos escrever

lim f/(e,) = f/(").

n—oo

Consequentemente
M < lim [f'(z,)] = |f'(z")] < M,
n—oo

o que é uma contradi¢do. Isto prova nossa afirmacao. Para z(0) € J, temos

2(1) — 2" = [f(2(0)) — f(«")].

Pelo Teorema do Valor Médio, existe £ entre 2(0) e z* tal que

[f(2(0) = f(&")] = [F()][x(0) — 27].

Entao

|f(2(0)) — 2" < M.|2(0) — 27| < |2(0) — =7

e portanto,

z(1) = 2"| < |2(0) — 2|

Sendo M < 1, a altima desigualdade mostra que x(1) estd mais proximo de z* que

x(0). Consequentemente z(1) € J. Por indugao concluimos que

|z(n) — | < M"™z(0) — z*| < M|zg — .

Para e > 0 tomamos § = —. Entéo |x(0) — z*| < ¢ implica |z(n) — z*| < € para
todo n > 0. Esta conclusao prova a estabilidade. Além disso, lim |z(n) — 2" =0 e
entdo lim (z(n)) = x*, o que nos permite concluir que a estabiliﬁgaoe é assintotica.

(Q)ngli;)onha que |f'(z*)| > M > 1. Entao existe um intervalo J = (z* — v, 2* + )
contendo z* tal que |f'(x)] > M > 1 para todo x pertencente a J. Seja x(0) =
pertencente a J. Iremos mostrar que existe algum namero & tal que z(k) nao esta no
intervalo J, e inclusive se afasta de J.

Primeiramente mostraremos que |z(1) — x*| > |z(0) — 2*|, isto é, que z(1) esta
mais afastado de z* do que z(0). Usando o Teorema do Valor Médio encontraremos

novamente que

2(1) — 2" = |f(=(0)) — f(z")| = |F()l|=(0) — 27,

mas sabemos que |f'(£)| > M > 1 e portanto
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(1) = 2" = [/ (O|z(0) — 2*| > M|z(0) — 2*| > |(0) — z7.

Se z(1) nao estiver no intervalo .J, entdo estarda demonstrado. Se z(1) estiver no

intervalo J, entao repetiremos o processo. Assim,

|z(2) — 2*| > M|x(1) — 2| > M?|2(0) — z*| > |2(0) — 2*|.

Novamente, por indugdo, temos que: ou algum z(k) nao esta em J ou |z(k) —z*| >
MP*|z(0) — x*|.
Vamos supor que |z(k — 1) — z*| > M*z(0) — *|. Assim

(k) = 2*| = |f(z(k = 1)) =" = [f(z(k = 1)) = f(z")] =
1 (O|lx(k —1) —2*| > M|a(k — 1) — 2| > M.M*12(0) — 2% > M*|2(0) — 2*|.

Se J é um intervalo finito e M* tende para o infinito, com k tendendo para o infinito

entdo algum ponto z(k) deve estar fora do intervalo J. Logo, z* ¢ instéavel. [

Exemplo 1.9. Conforme exemplo (1.4) a equacao z(n + 1) = 2%(n) — x(n) + 1 possui
apenas um ponto de equilibrio: z* = 1. Pelo Teorema (1.1) trata-se de um ponto de

equilibrio sobre o qual nada podemos afirmar pois
SO =21-1 =1,

Exemplo 1.10. Conforme o exemplo (1.5) a equacao z(n + 1) = z3(n) possui trés
pontos de equilibrio: z* = —1, 2* =0e 2* = 1.

Pelo Teorema (1.1) temos:
f(=1)=3.(-1)"=3=[f(-D| > 1,
F)=pB1r=3=f1)>1
F1(0)=3.00"=0=[f(0)] <1,
ou seja, ¥ = —1 e £* = 1 sao pontos instaveis e * = 0 é estavel.

O teorema 1.1 é inconclusivo nos casos em que |f/'(z*)| = 1. Temos portanto duas
situagoes a considerar conforme f'(z*) =1 ou f/'(z*) = —1; o teorema a seguir analisa

o caso f'(z*) = 1.

Teorema 1.2. Suponha x* um ponto de equilibrio para a equagio x(n + 1) = f(x(n))

em que " € continua em x* e f'(z*) = 1. As afirmagdes a sequir sao verdadeiras:
1. Se f"(xz*) # 0 entdao x* € instdvel,

2. Se f"(x*) =0 e f"(z*) > 0 entdo x* € instdvel,
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3. Se f"(x*) =0 e f"(z*) <0 entdo x* € assintoticamente estdvel.

Demonstragao. 1. Se f"(x*) é diferente de zero, entdo a curva y = f(z) é concava
para cima se f”(z*) > 0 ou é concava para baixo se f”(z*) < 0. Se f"(z*) > 0,
entdo existe € > 0 tal que f'(x) > 1 para todo z no intervalo J = (z*,2* + ¢).
Usando a mesma demonstragao do teorema (1.1), parte (2), prova-se que z* é

instével.

Por outro lado, se f”(z*) < 0, entéo existe € > 0 tal que f’(z) > 1 para todo z

no intervalo J = (z* — €, 2*) e portanto x* ¢ instavel.

2. Se f"(z*) =0e f”(x*) > 0 entdo a curva y = f(x) possui um ponto de inflexdo
em x*. Neste caso podemos ter duas situagoes: a fungao f é concava para cima &
esquerda de x* e concava para baixo a direita de z*, ou seja, f”(x) > 0 paraz < z*
e f"(z) < 0 para x > z* ou a f é concava para baixo a esquerda de z* e concava
para cima a direita de x*, ou seja, f”(x) < 0 parax < z* e f"(z) > 0 paraz > x*.
Como f"(x) >0, f"(z) < 0 para z < z*, f"(x) =0 em z =2* e f’(z) > 0 para
x> x* entdo f'(x) > 1 em todo o intervalo J = (z* — ¢, 2*) U (*, * 4 ¢€). Usando

a mesma demonstra¢do do teorema (1.1), parte 2, prova-se que x* é instavel.

3. Como f"(x) < 0, f"(z) > 0 para z < z*, f’(x) =0em z = 2* ¢ f’(z) <0
para x > z* entdo f'(z) < 1 em todo o intervalo J = (z* — ¢,2%) U (2, 2* + ¢).
Usando a mesma demonstragao do teorema (1.1), parte 1, prova-se que x* é

assintoticamente estével.

]

Para investigar o caso f'(x*) = —1 sera necessério usar a nogao de derivada schwar-

ziana de uma funcao f.

Definigao 1.8. Seja f : R — R uma funcdo de classe C® (ou seja, derivdvel com
derivadas continuas até terceira ordem) em um ponto x tal que f'(x) # 0. A derivada

schwarziana de f no ponto x € definida como

f"x) 3 [f”(-%’)] i
g N VA A )
0= 27w
Se f'(z*) = —1 entao Sf(z*) = —f"(x) — g[f”(:v*)]z. O teorema a seguir responde
a questao da estabilidade da equagdo x(n+ 1) = f(x(n)) no caso em que f'(z*) = —1.

Teorema 1.3. Suponha que x* seja um ponto de equilibrio de x(n + 1) = f(x(n)) tal
que f'(z*) = —1. Entao:

1. Se Sf(xz*) <0 entdo x* € assintoticamente estdvel.

2. Se Sf(x*) > 0 entdo x* € instavel.
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Demonstragao. Considere a equagao

Yni1 = 9(Yn), 9(y) = f*(y) (1.15)

e observe que o ponto de equilibrio z* de x,, .1 = f(z,) também é ponto de equilibrio de
Yn+1 = 9(yn) € um ponto que seja assintoticamente estavel em relagao a y,+1 = g(yn)
também o é em relagao a x,1 = f(z,).

Pela Regra da Cadeia,

d—yg(y) = d—yf(f(y)) = f'(f)-f'(y)
e como por hipdtese f'(z*) = —1 temos
g'(@") = f(f(@")f' (@) = fia")f'(z") = 1, (1.16)

g" (@) = f"F @D @) (@) + 2.0 @) f @) (F @) + F @) f @) (@)
(@) " (@)

= f(F@)(F @) + 3 () @) f (@) + f (f @) " (27)

= 2" () = B((a)) = 2~ f"(x) — [P = 25 ().

Assim, a estabilidade dependera da anélise do sinal de Sf(z*) e o teorema esté

provado. O

Exemplo 1.11. No exemplo 1.8, ao usarmos o teorema 1.1 nada pudemos afirmar
acerca da estabilidade do ponto de equilibrio * = 1 para a equagao z(n + 1) =
22(n) — x(n) + 1, uma vez que neste caso f(x) = 22 —x + 1 é tal que f/(1) = 1.
Contudo, pelo teorema (1.2) vemos que z* = 1 é um ponto instavel, pois f”(x) = 2

para todo x.

Uma outra técnica da qual podemos utilizar para investigar a instabilidade ou es-
tabilidade de um ponto de equilibrio é conhecida como cobweb ou Teia de Aranha.
Trata-se de uma ferramenta geométrica bastante simples capaz de, rapidamente, evi-
denciar se um ponto parece ser estavel ou nao. A técnica nao é suficiente para provar
a estabilidade de um ponto de equilibrio. Ela tao somente é uma ferramenta de verifi-

cagcao.
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Para aplicar a técnica do cobweb para equagoes do tipo z(n + 1) = f(x(n)), basta
construir o grafico da funcao f com seus respectivos pontos de equilibrio z*.

Toma-se entao, uma condigao inicial xy préoxima de z* e localiza-se sua ordenada
correspondente sobre o grafico da fungao f; na sequéncia "rebate-se"esta ordenada na
bissetriz y = x e procura-se novamente a ordenada do novo ponto através do gréfico
de f.

O processo é repetido algumas vezes até que se possa verificar se a sequéncia x,, ()
se aproxima ou se afasta do ponto de equilibrio x*.

Os graficos abaixo ilustram o emprego da técnica e a interpretagao acerca dos pontos
de equilibrio. No primeiro grafico é possivel ver um ponto de equilibrio que parece ser
assintoticamente estével ou talvez um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente

estéavel, trabalhando com a equagao discreta x(n + 1) = 5,76 — 0, 565z(n).

Figura 1.5: Cobweb: Ponto de Equilibrio que parece ser Assintoticamente Estével.

No caso de z(n + 1) = 6,35 — 1,57z(n) observe pela figura (1.6) que qualquer
solucao com valor inicial xg préximo de z* parece "escapar"e se afastar rapidamente

da solucao de equilibrio. Trata-se de um candidato a ponto de equilibrio instavel.

Exemplo 1.12. Vamos considerar a equagao discreta x(n + 1) = 3,2z(n) — 0, 8z%(n)
cuja fungao f ¢ dada por f(x) = 3,2z — 0,8z% e cujos pontos de equilibrio sao z* = 0
ex* =2,75.

O teorema (1.1) garante a instabilidade do ponto z* = 2,75 pois

F(2,75) =3,2-1,6.2,75 = —1,2 = | f(2,75)| = 1,2 > 1.

Analisando o cobweb para a funcao é possivel perceber a instabilidade, conforme

mostra a figura (1.7).
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Figura 1.6: Cobweb: Ponto de Equilibrio que parece ser Instéavel.

Analogamente pode-se concluir que o ponto z* = 0 também é um ponto de equilibrio

instével.

Figura 1.7: Instabilidade de z* = 2,75 para z(n + 1) = 3,2z(n) — 0, 8z*(n).

1.5 O Modelo Populacional de Malthus

A proposta de utilizacdo da matematica para estabelecer um modelo para o cres-
cimento da populacao humana comegou com o economista inglés T. R. Malthus com

seu artigo An Essay on the Principle of Population de 1798.
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Malthus afirma que "a capacidade de reproducao do homem é superior a capaci-
dade da terra de produzir meios para sua subsisténcia e que a inibicao do crescimento
populacional se deve a disponibilidade de alimentos. A populagao nao obstaculizada
aumenta a uma razao geométrica. Os meios de subsisténcia aumentam apenas a uma
razao aritmética. Pela lei da nossa natureza, que torna o alimento necessario a vida do
homem, os efeitos destas duas diferentes capacidades devem ser mantidos iguais".

Atualmente, no estudo das dindmicas populacionais, é chamado de Modelo de
Malthus o modelo que assume ser o crescimento de uma populagao proporcional a
populagao em cada instante do tempo. Em termos de equagoes discretas, o Modelo de
Malthus é dado por

Pn+1)=(1+a)P(n), (1.18)

onde P(n) indica a populagdo no instante n e o ¢ a taxa de crescimento ou decres-
cimento especifico (dada pela diferenga entre a taxa de natalidade e de mortalidade)
considerada constante.

Suponha P(0) a populacéo inicial, no instante n = 0. A soluc¢ao da equagao (1.18)

pode ser obtida do seguinte modo:

n=1= P(1) = (1+a)P(0),
n=2= P2)=(1+a)P(1) = (1+a)(1+a)P(0) = (1+a)*P(0),
n=3= PB)=(1+a)P2)=(1+a)(l+a)’P(0) = (1+«a)’P(0),
e recursivamente temos
P(n) = (14 a)"P(0). (1.19)

Deste modo, a taxa de crescimento entre dois censos P(0) e P(n) pode ser calculada
a partir de (1.19) fazendo

P(n) P(n)
1 "= ——=a={—=—=—1 1.20
U =50 7T | PO) 20
Exemplo 1.13. Considere a tabela a seguir onde estao apresentados os dados relativos
a populagao do municipio de Sao Paulo entre os anos de 2000 e 2010.
Considerando os dados dos anos de 2000 e 2010 a taxa de crescimento especifico

seré de acordo com a tabela dada.

P(n) /11244369
oo/ o 2 00750 1.21
“ P(0) 10434252 T (1.21)

ou seja, a taxa de crescimento especifico ¢ de 0,75% ao ano aproximadamente.
Portanto, a popula¢ao P(n) de Sdo Paulo pode ser representada, conforme o modelo
de Malthus, por:
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Ano | Dados Oficiais
2000 10434252
2001 10525367
2002 10613691
2003 10698381
2004 10782296
2005 10865573
2006 10944889
2007 11019484
2008 11093746
2009 11168194
2010 11244369
Tabela 1.1: Populagao do Municipio de Sao Paulo entre 2000-2010.
P(n) =1,00750".10434252. (1.22)

Vamos analisar na tabela abaixo a adequabilidade do modelo desenvolvido. Os
valores calculados pelo modelo foram arredondados para o inteiro mais proximo e o
erro, considerado em modulo, foi arredondado para duas casas decimais. Notamos que
o modelo descreve com pouco erro a populagao entre os anos de 2000 e 2010 mas se
mostra impreciso na medida em que o tempo ¢ aumenta (os dados oficiais de 2015,2020

e 2040 foram retirados das estimativas oficiais da Prefeitura de Sao Paulo).

A incapacidade do modelo malthusiano de fazer previsoes a longo prazo é uma das
criticas principais a ele. A tendéncia é de que as previsoes pelo modelo malthusiano
atinjam valores muito maiores, indicando uma explosao demografica impossivel de

ocorrer na pratica,

lim (1 + a)"P(0) = o0

n—o0

para qualquer P(0) dado.

1.6 O Modelo Populacional de Verhulst

Sendo o modelo malthusiano um modelo de crescimento ilimitado e portanto irrea-
lista, faz-se necessario ajusté-lo para que seja inibida tal forma de crescimento. Um dos
primeiros modelos a considerar um fator de inibig¢ao foi proposto por Pierre Francois
Verhulst (1804-1849).

O Modelo de Verhulst (ou modelo logistico) supoe que uma populagdo, vivendo

num determinado meio, devera crescer até o limite maximo sustentavel, onde ela tende
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Ano | Dados Oficiais | Dados do Modelo de Malthus | Erro (percentual)
2000 10434252 10434252 0
2001 10512509 10525367 0,12
2002 10591353 10613691 0,21
2003 10670788 10698381 0,26
2004 10750819 10782296 0,29
2005 10831450 10865573 0,31
2006 10912686 10944889 0,29
2007 10994531 11019484 0,23
2008 11076990 11093746 0,15
2009 11160067 11168194 0,07
2010 11243768 11244369 0,01
2011 11328096 11361149 0,29
2012 11413057 11376685 0,32
2015 11771781 11504120 1,46
2020 12116088 11754736 3,07
2040 14069009 12757203 10,28

Tabela 1.2: Erro no Modelo de Malthus da Populagao do Municipio de Sao Paulo.

a se estabilizar. Tal limite maximo sustentavel é, por alguns autores, chamado de
capacidade de suporte do meio e se supoe que a taxa de crescimento de uma populagao
decresce linearmente com ela.

A equacao do modelo de Verhulst pode ser obtida da equagao do modelo de Malthus
acrescentando-se um termo inibidor de crescimento —Sp(n)? uma vez que os recursos
naturais sao limitados e por isso sempre havera competicao por eles, sendo proporcional

2

ao numero de disputa entre os seres e isto é dado por p(n)*. Fazendo p = 1 + « na

equagao (1.19) temos

Prs1 = p-p(n) — Bp(n)?, (1.23)

onde i e § sao parametros a serem determinados.
Seja K a capacidade de suporte de uma determinada populacao e r a taxa de
crescimento, chamada de taxa de crescimento intrinseca; considerando que p, seja

conhecido, podemos obter p,, em funcao de py usando a expressao
po+ (K —po)e™™™’

sendo que os célculos podem ser encontrados na Ref.|2]

P (1.24)

Para a utilizacdo da equagao (1.24) é necessario que se conhega a capacidade de

suporte K e a taxa de crescimento 7.
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A constante K pode ser calculada segundo o método de Ford-Walford (conforme
Bassanezi, Ref.[2]) descrito a seguir.

Considere um conjunto de dados x; medidos nos tempos discretos n; sobre o qual
sabemos ser a sequéncia (x;) convergente para K quando n; cresce infinitamente, ajus-
tados segundo uma fungao f continua, ou seja, tal que f(x;) = x;41. Entao,

nll_{lfloo flx;) = nh_I}loo Tiy1 = nh_fgo r; = K,
ou seja, a sequéncia de pontos (x;, z;11) converge para o ponto (K, K) de modo que K
¢ um ponto fixo da fungao f.

Uma vez estimado o valor de K, o calculo da taxa de crescimento r pode ser feito

isolando-a em (1.24):

_ Kpo
po + (K — po)e=™’

Pn

Po-Pn + Pn(K — po)e™™ = Kpo,

Pn(K —po)e™™ = Kpo — po-pa,
—rn K
(K —po)e™ ™ = po. (p_ - 1) :

Po(E - 1)

—rn n

e = —"
K —po

- —%. {m (po. (pﬁn - 1)) —n(K —po)] | (1.25)

O exemplo a seguir ilustra o célculo dos valores de K e de r.

de onde

Exemplo 1.14. Na tabela a seguir estao apresentados os dados da populacao do
Estado de Sao Paulo entre os anos de 1995 e 2005 retirados do site da Fundacao
SEADE.

Utilizando o aplicativo desenvolvido para fornecer uma forma explicita da fungao f
(disponivel em http://www.if.ufrj.br/ carlos/applets/reta/reta.html, para uso online),
neste caso é dado por

f(z) = 0,962 + 2339180,
cujo ponto fixo é K = 58479500, pois

2339180
x = 0,96z + 2339180 < (1 — 0,96)z = 2339180 < x = 001 & x = 58479500.

Portanto, no modelo a ser construido tomamos K = 58479500.
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Tempo | Ano | Populagao
0 1995 | 33848251
1 1996 | 34451927
2 1997 | 35062867
3 1998 | 35698511
4 1999 | 36346903
5 2000 | 36974378
6 2001 37457393
7 2002 | 37906414
8 2003 | 38340975
9 2004 | 38770813
10 2005 | 39201179

Tabela 1.3: Populagdo do Estado de Sao Paulo (1995-2005).

Para estimar a taxa intrinseca de crescimento r, usamos a equagao (1.25) e deter-
minamos 7; ano a ano, sempre considerando py como a populacao do Estado de Sao
Paulo em 1995. Tomamos como r a média aritmética dos valores r; obtidos.

Para r1,ry e r3 temos por (1.25):

[ 58479500 1~
=7 _ln (33848251. (m — 1)) — In(58479500 — 33848251)_ =0, 04249,
1 [ 58479500 |
=——. |l 48251, (| - — 1 —1 4 — 33848251) | = 0,04291
T9 5 _11 <338 825 (35062826 )) n(58479500 — 3384825 ) 0,04291,
1 58479500 |
=——. |l 48251, (| 0= — 1 —1 4 — 33848251) | = 0,04377.
T3 3 _n (338 825 (35698511 )) n (58479500 — 3384825 ) 0,04377

Na tabela a seguir estao os valores r; calculados acima. Tomando r como a média
aritmética dos valores tabelados em 1.4 encontramos r = 0,042351 (o valor de r nao
foi arredondado de modo a garantir maior precisao nas projegoes a serem realizadas).

Tendo entao os valores K = 58479500 e r = 0,042351, o modelo de Verhulst pode
ser escrito de (1.24):

B 58479500.33848251
~ 33848251 + 24631249 —0.042351n

Na tabela a seguir estdo apresentados os valores calculados pela equagao (1.26) e

Pn (1.26)

os respectivos dados e previsoes oficiais, segundo o SEADE. Novamente, observe que
previsoes a longo prazo fazem o erro percentual aumentar.
Tais erros podem ser minimizados se, na formulagao do modelo forem considerados

dados mais recentes, que explicitem melhor o atual ritmo de crescimento da populacgao.



O Modelo Populacional de Verhulst

Figura 1.8: Ajuste linear dos pares (z;, z;11): Método de Ford-Walford.

Intervalo de Tempo n; | Taxa r; de Crescimento
1 0,04249
2 0,04291
3 0,04377
4 0,04454
5 0,044813
6 0,043293
7 0,041895
8 0,040752
9 0,03986
10 0,039185

Tabela 1.4: Céalculo da Taxa de Crescimento r: Modelo de Verhulst
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Ano | Tempo | Dados Oficiais | Dados do Modelo de Verhulst | Erro (%)
1995 0 33848251 33848251 0
1996 1 34451927 34449938 0,01
1997 2 35062867 35047103 0,04
1998 3 35698511 35639266 0,17
1999 4 36346903 36225967 0,33
2000 5 36974378 36806762 0,45
2001 6 37457393 37381227 0,2
2002 7 37906414 37948958 0,11
2003 8 38340975 38509574 0,44
2004 9 38770813 39062713 0,75
2005 10 39201179 39608040 1,04
2006 11 39620277 40145240 1,32
2007 12 40021813 40674022 1,63
2008 13 40419786 41194119 1,92
2009 14 40815076 41705290 2,18
2010 15 41223683 42207316 2,39
2011 16 41579695 42700001 2,69
2012 17 41939997 43183176 2,96
2013 18 42304694 43656691 3,19
2014 19 42693797 44120422 3,34
2015 20 43407417 44574266 3,55

Tabela 1.5: Erro no Modelo de Verhulst da Populacao do Estado de Sao Paulo.




2 Propostas Didaticas

Neste capitulo vamos apresentar duas propostas didaticas aos professores de Mate-
mética que desejam trabalhar com os modelos discretos populacionais de Malthus e de
Verhulst que apresentamos no capitulo anterior, como também uma analise grafica da
relagao entre altura e idade.

E evidente que toda a teoria estudada até aqui deve ter seu ponto alto dentro da sala
de aula, atingindo os alunos e fazendo-os entender que a Matemaética faz parte de nossa
vida e que muitas teorias matematicas foram desenvolvidas para explicar situacoes
cotidianas e nosso objetivo é exatamente esse: fazer com que professores e alunos
investiguem juntos em sala de aula a adequabilidade dos dois modelos populacionais
apresentados no capitulo anterior.

Levando em consideracao que a autora deste texto reside e leciona em Limeira,
optamos por apresentar um estudo da dinamica populacional deste municipio, de modo
que o tema se mostra pertinente e potencialmente interessante aos estudantes.

As propostas didaticas se desenvolverao com o auxilio de computadores e calcula-
doras cientificas, de modo que os calculos impraticaveis de maneira manual possam ser
desenvolvidos sem grandes complicagoes.

Nas proximas segoes estao apresentadas todas as etapas das propostas didaticas.

2.1 Alturas, Idades e Analise de Graficos

E muito provavel que a maior parte dos alunos ndo domine as ferramentas basicas
de uma planilha eletroénica ou o uso de uma calculadora cientifica. Além do mais, antes
de abordar o tema "dindmica populacional", é desejavel que os alunos percebam que
existem situacoes onde o objeto de estudo, quando tratado numericamente, possui um
limitante, ou seja, possui um valor constante a partir do qual nao se é possivel buscar
solugoes ou a partir do qual as mesmas se tornam inviaveis do ponto de vista pratico.

Para motivar essa discussao e familiarizar os alunos com as ferramentas béasicas de
uma planilha eletronica, sugerimos uma discussao acerca da idade e altura das pessoas,
tomando por base dados reais coletados na proépria sala de aula e na familia de cada
estudante.

Os alunos deverao tabular a idade e a altura das pessoas que moram em suas
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residéncias, incluindo também a si mesmo. Os dados serao digitados em uma planilha
eletronica e posteriormente um grafico de colunas seré elaborado. A anélise deste
grafico permitird analisar questoes como a existéncia ou nao de relagao matemética
entre altura e idade, existéncia de valores limitantes para o objeto em estudo, existéncia
de valores de convergéncia para determinadas faixas de idade e outras.

A proposta completa do plano de aula com o tema encontra-se no Apéndice A.

2.2 Estudando a Populacao de Limeira

Os dados relativos a populagao de Limeira (entre 2000 e 2007) serao apresentados
aos alunos e entao os alunos serao instigados com questoes do tipo: "qual a populacao
atual?"ou entao "qual a populagao em 20157"ou ainda "existe alguma relagao entre os
dados apresentados e que nao esté evidente?".

Diante destas questoes, sera desenvolvido com os alunos o assunto "dindmica po-
pulacional"e os modelos de Malthus e Verhulst apresentados. Inclusive os exemplos
(1.13) e (1.14) serao trabalhados com os alunos de modo que consigam desenvolver
familiaridade com os calculos necessarios.

Em grupos, o problema sera proposto: "estude a dindmica populacional de nosso
municipio (Limeira) utilizando os dados apresentados, comparando os modelos de

Malthus e de Verhulst e fazendo projegoes futuras sobre o crescimento da populagao".

2.2.1 O Modelo de Malthus

Apresentamos a seguir o modelo de Malthus para a populacao de Limeira.

Os dados foram retirados da péagina do SEADE na internet e fornecem estatisticas

oficiais:
Ano | Intervalo de Tempo | Populagao
2000 0 248618
2001 1 251686
2002 2 254489
2003 3 257211
2004 4 260011
2005 5 262908
2006 6 265784
2007 7 268419

Tabela 2.1: Populagao de Limeira entre 2000 e 2007, segundo SEADE.

Considerando P(0) como a populagao em 2000, isto ¢, considerando P(0) = 248168
e tomando P(7) = 268419, por (1.20) a taxa de crescimento da populagdo para o
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- [268419
= {/ — 10,0112 2.1
=V 248168 0011269 2.1)

e por (1.19) o modelo malthusiano ¢ dado pela equagao

modelo malthusiano é

p(n+1) =1,011269p(n), (2.2)
que pode ser escrito em func¢do da populacao inicial p(0) usando (1.20):

p(n) =1,011269".248168. (2.3)

2.2.2 0O Modelo de Verhulst

Seguindo os passos descritos no exemplo (1.14) vamos construir a curva logistica
para a populacao de Limeira utilizando os dados da tabela 2.1.
Inicialmente, vamos estimar a reta que melhor ajusta os pares (x;, z;41) através do

apps online disponivel em http://www.if.ufrj.br/ carlos/applets/reta/reta.html:

Figura 2.1: Ajuste linear dos pares (z;, ;1) da Populagao de Limeira.
Tomando com base no ajuste linear apresentado acima a = 0,997 e b = 3600

consideramos a reta y = 0,997z 4 3600 cujo ponto fixo é x* = 1200000.

¥ =0,9972" 4+ 3600 < z* — 0,997z = 3600 < 0,0032™ = 3600 < z* = 1200000.

Assim, no modelo a ser construido a capacidade de suporte K da cidade sera K =
1200000.
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Intervalo de Tempo ¢; | Taxa r; de Crescimento
1 0,015495
0,014765
0,014351
0,014213
0,014204
0,014162
0,013952

N || O = WD

Tabela 2.2: Calculo da Taxa de Crescimento r da Populacao de Limeira.

Estimando os valores de r; através da equagdo (1.25) encontramos r = 0,014449
(tomado como a média dos valores de ;).

Assim, de (1.24) a equagao logistica para a popula¢ao de Limeira sera dada por

B 1200000.248618
248618 4+ 951382¢—0,0144497n

Pn (2.4)

2.3 Comparacao dos Modelos

Na tabela a seguir estao registrados os valores estimados para a populagao de Li-

meira através dos modelos de Malthus e Verhulst e comparados as estimativas oficiais:

Ano | Dados Oficiais | Malthus | Erro (%) | Verhulst | Erro (%)
2000 248618 248618 0 248618 0
2001 251686 254522 1,13 251478 0,08
2002 254489 260257 2,27 254362 0,05
2003 257211 266005 3,42 257271 0,02
2004 260011 271931 4,58 260203 0,07
2005 262908 278059 5,76 263159 0,1
2006 265784 284269 6,95 266140 0,13
2007 268419 290322 8,16 269145 0,27

Tabela 2.3: Analise da Modelagem da Populagao de Limeira através dos Modelos de
Malthus e Verhulst.

Uma primeira conclusao a que chegamos esté no fato de que o modelo de Verhulst
se mostra muito mais fiel aos dados oficiais do que o modelo de Malthus; portanto, a
populagao nao deve crescer exponencialmente, mas tem seu crescimento afetado por
fatores de inibicao que, ainda que nao bem delimitados sao fortemente modelados por
Verhulst.



Comparacao dos Modelos

Na tabela a seguir é feita uma comparacao entre a capacidade de projecao, a longo

prazo, dos modelos construidos para a populacao de Limeira e os respectivos erros

quando confrontados com os dados oficiais:

Ano | Projegoes Oficiais | Malthus | Erro (%) | Verhulst | Erro (%)
2011 277970 314435 13,12 281403 1,24
2012 280172 320498 14,39 284528 1,55
2015 286882 339394 18,30 294044 2,5
2020 296300 370737 25,12 310375 4,75

Tabela 2.4: Analise do Erro entre Projegoes Oficiais e os Modelos Construidos.

Levando em consideracao o fato de que o Instituto Brasileiro de Geografia e Esta-
tistica (IBGE) considera como erro aceitavel um valor de até 5%, evidencia-se que até

os dados de 2020, o modelo de Verhulst se adequa ao IBGE, o que nao acontece com

o modelo de Malthus.
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A Plano de Aula: Alturas, Idades e

Analise de Graficos

Piblico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Recursos Pedagoégicos: Laboratorio de Informatica.

Objetivo Geral: Familiarizar os alunos com nog¢oes matematicas fundamentais
para a compreensao de alguns modelos discretos de dinamica populacional e apresentar
a ferramenta computacional a ser utilizada no estudo destes modelos.

Objetivos Especificos:

1. Apresentar aos alunos nogoes intuitivas de valor limitante e convergéncia de um
conjunto de dados.

2. Tornar o aluno apto a utilizar planilhas eletronicas na resolucao de problemas,
focando seu esforco na interpretacao de resultados e nao na resolugao de numerosos
calculos.

Contetado: Proporcionalidade; Anéalise de Dados.

Na primeira aula, a planilha eletronica sera apresentada e comandos simples ensi-
nados aos alunos (operagoes fundamentais, média, graficos, porcentagem) tendo como
objetivo torna-los aptos a utilizar os recursos bésicos disponiveis. Ainda ao final desta
primeira aula, os alunos receberao a tarefa de pesquisar a idade e a altura dos membros
de sua familia, nao esquecendo de incluir-se neste conjunto de dados.

Na segunda aula, os dados coletados pelos alunos serao digitados na planilha eletro-
nica. Provavelmente os dados deverao ser agrupados em classes, uma vez que o espago
amostral deve cobrir uma faixa razoavel de diferentes valores de idade. Assim, apos a
digitagao dos dados far-se-4 uma discussao com os alunos sobre qual a melhor maneira
de agrupar estes dados de modo que alturas muito discrepantes nao sejam agrupadas
na mesma classe. Ao final deste processo, um grafico de colunas devera ser construido
com os dados tabulados em classes.

Na terceira aula, procederemos a analise dos dados apresentados e do grafico cons-
truido. Para esta anélise, sugerimos algumas questoes que certamente levarao os alunos
a pensar sobre convergéncia de alturas para uma mesma classe de dados, valores li-
mitantes para cada classe de dados construida e valor limitante para todos os dados

apresentados:
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a) Existe relagao entre idade e altura?

b) Existe proporcionalidade entre as grandezas idade e altura?

c¢) Considere a primeira classe (correspondente & primeira coluna do grafico) e res-
ponda: Existe um "valor maximo"ou um "limite"para as alturas ai representadas?
Considere os dados originais que estao agrupados nesta primeira coluna; eles estao pro-
ximos de algum valor? Parece existir algum valor em torno do qual todos os demais
estao distribuidos? (esta anélise pode ser feita com varias colunas do gréfico, até que
os alunos comecem a perceber as nogoes intuitivas de "limite"e "convergéncia").

Ao final desta aula ainda havera espaco para duvidas por parte dos alunos e dis-
cussao em grupos das respostas aos itens sugeridos.

Avaliagao: A avaliagdo é um processo continuo e tera inicio na primeira aula,
com a verificacao da participacao, interesse e envolvimento com todas as etapas aqui

propostas.



B Plano de Aula: Estudando a

Populacao de Limeira

Piblico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Recursos Pedagoégicos: Laboratorio de Informatica.

Objetivo Geral: Analisar os modelos populacionais de Malthus e Verhulst apli-
cados ao municipio de Limeira/SP.

Objetivos Especificos:

1. Apresentar aos alunos os modelos populacionais de Malthus e Verhulst;

2. Analisar, com o uso de planilhas eletrénicas a adequabilidade dos modelos para
a populagao de Limeira/SP;

3. Testar a capacidade de previsao da evolugao da populagao ao longo dos anos
futuros e confrontar as previsoes com os dados oficiais do IBGE e demais 6rgaos piblicos
que analisam a demografia.

Conteudo: modelos populacionais; fungoes elementares; estatistica.

Desenvolvimento do Tema: O tema a ser desenvolvido neste plano de aula sera
trabalhado durante quatro aulas em sala e trés aulas no laboratério de informética.

Na primeira e segunda aulas o tema "dindmica populacional"sera apresentado e
alguns exemplos abordados (especificadamente os exemplos (1.13) e (1.14) serao traba-
lhados com os alunos de modo que consigam desenvolver familiaridade com os calculos
necessarios).

Na terceira aula, junto com os alunos o professor pesquisara dados acerca da popu-
lagao do municipio de Limeira nos sites oficiais como IBGE e SEADE/SP. Esta etapa
¢ importante e ensinara aos alunos onde buscar dados oficiais sobre a populagao de
qualquer municipio. Os dados pesquisados serdo tabelados como na tabela (2.1).

Na quarta e quinta aulas, os modelos de Malthus e Verhulst para a populagao de
Limeira serao construidos, seguindo as secoes 2.3 e 2.4 e os alunos serao convidados
a testar a adequabilidade dos modelos construidos, comparando os valores calculados
através destes com os dados oficiais.

Na sexta aula, os modelos serao comparados e sua capacidade de previsao testada.
As discussoes devem concluir a maior adequabilidade de Verhulst as custas de uma

matematica um pouco mais elaborada que Malthus.

o1



52 Plano de Aula: Estudando a Populagao de Limeira

A sétima aula seré dedicada a finalizacao do trabalho, onde através de uma discussao
em grupo os alunos falarao das dificuldades em desenvolver o tema, da impressao do
estudo dos modelos e do quanto estes sao adequados do ponto de vista prético.

Avaliacao: A avaliacdo é um processo continuo e tera inicio na primeira aula,
com a verificacao da participacao, interesse e envolvimento com todas as etapas aqui

propostas.
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