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São José do Rio Preto - SP

2015



Giane Casari Rampasso
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junto ao Programa de Pós-Graduação em Matemática,
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UNESP - São José do Rio Preto - SP

Prof. Dr. Sandro Marcos Guzzo
Professor Adjunto
Unioeste - Cascavel - PR
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À minha irmã, Gilcele, pelos conselhos, pelas palavras amigas e pelo companhei-
rismo.

A toda minha famı́lia, por sempre me ouvir, me orientar, me aconselhar, por ter
me dado todo amor.

Ao meu namorado, Lucas, por todo apoio, carinho, paciência, compreensão nos
momentos em que não pude estar presente e por me fazer sorrir nos momentos em que
queria chorar.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é encontrar soluções fracas quase periódicas para equações
diferenciais que podem ser escritas na forma

u′(t) = Au(t) + f(u(t), t), t ∈ R,

onde A é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo exponencialmente estável, X é
um espaço de Banach e f : X × R→ X é uma função apropriada.

Para isto, estudaremos as principais propriedades da teoria de semigrupos de ope-
radores lineares limitados e da teoria de funções quase periódicas. Além disso, apre-
sentaremos resultados que garantem a existência e a unicidade de solução para o problema
de Cauchy abstrato, utilizando como ferramenta, a teoria de semigrupos.

Palavras-chave: equação diferencial, funções quase periódicas, solução fraca, semigrupos
de operadores lineares limitados.
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Abstract

The purpose of this work is to find almost periodic mild solutions for differential
equations that can be written in the form

u′(t) = Au(t) + f(u(t), t), t ∈ R,

where A is the infinitesimal generator of a exponentially stable C0 - semigroup, X is a
Banach space and f : X × R→ X is an appropriate function.

For this, we will study the main properties of the theory of semigroup of bounded
linear operators and the theory of almost periodic functions. Moreover, we will present
results that ensure the existence and uniqueness of solution for the abstract Cauchy
problem, using as a tool, the semigroup theory.

Key-words: differential equations, almost periodic functions, mild solutions, semigroup
of bounded linear operators.
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Introdução

Desde muito tempo atrás, as equações diferenciais têm sido objeto de intensa pes-
quisa. Uma das razões para isso é sua grande utilidade na modelagem de diversos
fenômenos, que ocorrem nas mais diversas áreas do conhecimento, como por exemplo,
dinâmica populacional, f́ısica, qúımica e engenharia, bem como o interesse intrinsica-
mente matemático que elas possuem.

No entanto, encontrar soluções para uma equação diferencial nem sempre é uma
tarefa simples. Embora muito já tenha sido feito, várias técnicas e ferramentas ainda
estão sendo desenvolvidas para auxiliar na resolução desses problemas. Umas dessas
ferramentas é a teoria de semigrupos de operadores lineares limitados, que será utilizada
neste trabalho.

Além disso, é crescente o número de artigos que estudam a existência de soluções
com algum tipo de periodicidade. Citamos a seguir alguns trabalhos que apresentam
condições para a existência de soluções periódicas [9, 12, 13, 18], quase periódicas [1, 6,
10, 11, 22], assintoticamente quase periódicas [8, 14, 15] e pseudo quase periódicas [24].

Em particular, nesta dissertação, apresentamos os resultados de [23] que tratam da
existência de solução fraca quase periódica para a equação

u′(t) = Au(t) + f(u(t), t), t ∈ R,

onde A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo exponencial-
mente estável em um espaço de Banach X e f : X × R→ X é uma função apropriada.

Assim, este texto está dividido em cinco caṕıtulos, que abordam desde as ferramen-
tas que serão utilizadas, até os resultados de existência de solução. Mais especificamente,
no caṕıtulo 1, apresentamos alguns pré requisitos fundamentais, como o Lema de Dini e
o Teorema do ponto fixo de Banach, necessários para o desenvolvimento do texto.

O caṕıtulo 2 é dedicado ao estudo da teoria de semigrupos de operadores lineares
limitados, dando maior ênfase aos semigrupos de classe C0, que foi estabelecido por E.
Hille e K. Yoshida em 1940 e tem aplicações importantes no desenvolvimento das técnicas
de resolução para equações diferenciais abstratas.

No caṕıtulo 3, apresentamos a teoria das funções quase periódicas, uma genera-
lização das funções periódicas, que foi introduzida por H. Bohr em 1925, e no caṕıtulo
4, é feito um estudo do problema de Cauchy abstrato, com o objetivo de demonstrar a
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existência e a unicidade de solução fraca usando a teoria de semigrupos.

Enfim, no último caṕıtulo, apresentamos os resultados encontrados no artigo [23],
de S. Zaidman, e assim, obtemos um teorema que estabelece uma solução fraca quase
periódica para a equação diferencial não linear abstrata descrita acima, atingindo o
objetivo deste trabalho.
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Caṕıtulo 1

Conceitos e resultados preliminares

Neste caṕıtulo iremos introduzir alguns conceitos, terminologias e resultados que
serão utilizados ao longo deste trabalho.

Definição 1.1. Sejam 1 ≤ p < ∞ e um aberto Ω ⊂ Rn. O espaço Lp(Ω) é o conjunto
das funções mensuráveis f em Ω tais que∫

Ω

|f(x)|pdx <∞.

Uma norma em Lp(Ω) é dada por

‖f‖p =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

, se 1 ≤ p <∞.

Quando p =∞, L∞(Ω) é o conjunto das funções mensuráveis f em Ω tais que são
essencialmente limitadas em Ω, isto é,

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f é limitada quase sempre em Ω}.

Uma norma em L∞ é dada por

‖f‖∞ = supess(f) = inf{M ≥ 0; |f(x)| ≤M quase sempre em Ω}.

Teorema 1.1. O espaço Lp(Ω) com a norma ‖.‖p, 1 ≤ p ≤ ∞, é um espaço de Banach.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [21, Teorema 3.11]

Teorema 1.2. O espaço C∞0 (Ω,R) = {ϕ : Ω→ R;ϕ é suave e possui suporte compacto}
é denso em L1(Ω,R).

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [3, Teorema 4.3]
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Teorema 1.3. (Teorema da convergência dominada de Lebesgue) Seja (fn)n∈N
uma sequência de funções integráveis que converge quase sempre para uma função de
valor real mensurável f . Se existe uma função integrável g tal que |fn| ≤ g para todo
n ∈ N, então f é integrável e ∫

fdµ = lim
n→∞

∫
fndµ.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [2, Teorema 5.6] .

Lema 1.1. Seja X um espaço de Banach. Se A ∈ L(X) e ‖A‖ < 1, então I − A é
inverśıvel.

Demonstração: O operador f(A) =
∞∑
n=0

An é linear e limitado em X. Como A

comuta com suas potências, então, pela série de potências, obtém-se

(I − A)f(A) = f(A)(I − A) = I

Portanto, I − A é inverśıvel e (I − A)−1 = f(A).

�

Corolário 1.1. Sejam X um espaço de Banach e G ∈ L(X), com ‖G‖ < 1. Então,
I −G tem inversa limitada, isto é, (I −G)−1 ∈ L(X).

Demonstração: O resultado é um caso particular do Lema 1.1.

�

Lema 1.2. (Lema de Dini) Seja X um espaço de Banach. Se f : (a, b)→ X é cont́ınua
em (a, b) e admite derivada à direita, f ′+, cont́ınua em (a, b), então f é continuamente
diferenciável em (a, b).

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [7, Lema A.3.2] .

Teorema 1.4. (Teorema do ponto fixo de Banach) Seja Y um subconjunto fechado
de um espaço de Banach X. Se a aplicação f : Y → Y é uma contração, então f possui
um único ponto fixo em Y .

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [16, Teorema 5.1-2] .
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Teorema 1.5. (Prinćıpio da limitação uniforme) Seja (Tn)n∈N uma sequência de
operadores lineares limitados de um espaço de Banach X em um espaço normado E tal
que (‖Tnx‖)n∈N é limitado para todo x ∈ X, ou seja,

‖Tnx‖ ≤ Cx, ∀n ∈ N,

onde Cx é um número real positivo. Então a sequência (‖Tn‖)n∈N é limitada, isto é,
existe um C > 0 tal que

‖Tn‖ ≤ C, ∀n ∈ N.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [16, Teorema 4.7-3].

Teorema 1.6. Se K é um subconjunto de um espaço métrico M , as seguintes afirmações
são equivalentes:

(i) K é sequencialmente compacto;

(ii) K é compacto;

(iii) K é totalmente limitado e K é completo.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [5, Teorema 15]
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Caṕıtulo 2

Semigrupos de operadores lineares
limitados

2.1 Semigrupos uniformemente cont́ınuos

Nesta seção, introduziremos o conceito de semigrupo de operadores lineares limita-
dos. Em seguida, serão apresentadas a definição de semigrupo uniformemente cont́ınuo,
sua relação com seu gerador infinitesimal e condições para que dois semigrupos unifor-
memente cont́ınuos sejam iguais. Também serão vistas algumas propriedades para este
tipo de semigrupo.

Ao longo de todo este caṕıtulo, X representará um espaço de Banach, com norma
‖.‖, e L(X), o conjunto dos operadores lineares limitados de X em X.

Definição 2.1. Uma famı́lia a um parâmetro (T (t))t≥0, de operadores lineares limitados
em X, é um semigrupo se:

(i) T (0) = I, onde I é o operador identidade de X;

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ∈ [0,∞).

Definição 2.2. Um semigrupo (T (t))t≥0 de operadores lineares limitados em X é uni-
formemente cont́ınuo se a seguinte condição é satisfeita em L(X):

lim
t↓0
‖T (t)− I‖ = 0,

onde t ↓ 0 significa que estamos fazendo t tender a zero pela direita.

Observação 2.1. Observe que o limite tomado acima nos diz que a função t 7→ T (t),
de [0,+∞) em L(X), é cont́ınua à direita em t = 0.
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Mais ainda, se (T (t))t≥0 é uniformemente cont́ınuo, obtemos a continuidade à di-
reita da função t 7→ T (t), para todo t ≥ 0. De fato, dados t ∈ [0,+∞) e h > 0, segue
que

lim
h↓0
‖T (t+ h)− T (t)‖ = lim

h↓0
‖T (t)T (h)− T (t)‖

≤ lim
h↓0
‖T (t)‖‖T (h)− I‖

= ‖T (t)‖ lim
h↓0
‖T (h)− I‖

= 0,

pois T (t) é um operador linear limitado e lim
h↓0
‖T (h)− I‖ = 0 pela definição anterior.

A continuidade à esquerda desta função também é válida, porém esse fato será
provado mais adiante.

Definição 2.3. O operador A : D(A) ⊂ X → X dado por

Ax = lim
t↓0

T (t)x− x
t

,

onde x ∈ D(A) =

{
x ∈ X; lim

t↓0

T (t)x− x
t

existe

}
, é chamado de gerador infinitesimal

do semigrupo de operadores lineares limitados (T (t))t≥0.

Observação 2.2. (1) D(A) 6= ∅ e D(A) é um subespaço vetorial de X.

De fato, 0 ∈ D(A) pois,

lim
t↓0

T (t)0− 0

t
= 0.

Também, para todo x, y ∈ D(A) e λ ∈ C,

lim
t↓0

T (t)(x+ λy)− (x+ λy)

t
= lim

t↓0

T (t)x− x
t

+ λ lim
t↓0

T (t)y − y
t

= Ax+ λAy,

o que implica que (x+ λy) ∈ D(A), ou seja, D(A) é um subespaço vetorial de X.

(2) Seja f : [0,+∞)→ X definida por f(t) = T (t)x, com x ∈ D(A). Note que,

Ax = lim
t↓0

f(t)− f(0)

t
= f ′+(0) =

d+

dt
T (t)x|t=0,

onde f ′+ representa a derivada à direita de f .

A seguir, apresentamos um resultado que relaciona um semigrupo uniforme-
mente cont́ınuo com seu gerador infinitesimal.

Teorema 2.1. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo unifor-
memente cont́ınuo se, e somente se, A é limitado.
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Demonstração: Suponha que A é um operador linear limitado e considere a
famı́lia de operadores

T (t) = eAt =
∞∑
n=0

tnAn

n!
, t ≥ 0.

Mostraremos a seguir que (T (t))t≥0 é um semigrupo uniformemente cont́ınuo de
operadores lineares limitados, com gerador infinitesimal igual a A.

Observe inicialmente que T (t) está bem definido para todo t ≥ 0, pois∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

tnAn

n!

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=0

∥∥∥∥tnAnn!

∥∥∥∥
=

∞∑
n=0

tn‖An‖
n!

≤
∞∑
n=0

tn‖A‖n

n!

= et‖A‖ < +∞.

Agora, seja sk =
k∑

n=0

tnAn

n!
, k ∈ N. Note que sk ∈ L(X), para todo k ∈ N.

Além disso, dados k,m ∈ N, com k < m, temos

‖sm − sk‖ =

∥∥∥∥∥
m∑
n=0

tnAn

n!
−

k∑
n=0

tnAn

n!

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
m∑

n=k+1

tnAn

n!

∥∥∥∥∥
≤

m∑
n=k+1

tn‖A‖n

n!

≤
∞∑

n=k+1

tn‖A‖n

n!
.

Logo, como
∞∑
n=0

tn‖A‖n

n!
= et‖A‖, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

∞∑
n=n0+1

tn‖A‖n

n!
<

ε. Assim, se k,m ≥ n0, então

‖sm − sk‖ ≤
∞∑

n=k+1

tn‖A‖n

n!
≤

∞∑
n=n0+1

tn‖A‖n

n!
< ε,

o que garante que (sk)k∈N é uma sequência de Cauchy em L(X).
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Mais ainda, visto que X é um espaço de Banach, L(X) também é um espaço de
Banach. Logo, (sk)k∈N é convergente e lim

k→∞
sk = s ∈ L(X).

Note também que

s =
∞∑
n=0

tnAn

n!
= T (t),

ou seja, T (t) ∈ L(X) para todo t ≥ 0.

Vejamos, agora, que (T (t))t≥0 é um semigrupo:

(i)T (0) =
∞∑
n=0

0nAn

n!
= I.

(ii) Dados t, s ∈ [0,+∞), temos

T (t+ s) =
∞∑
n=0

(t+ s)nAn

n!

= I + (t+ s)(A) +
(t+ s)2A2

2!
+

(t+ s)3A3

3!
+

(t+ s)4A4

4!
+ ...

= I + (tA+ sA) +

(
t2A2

2!
+

2tsA2

2!
+
s2A2

2!

)
+

+

(
t3A3

3!
+

3!

2!

t2sA3

3!
+

3!

2!

ts2A3

3!
+
s3A3

3!

)
+ ...

= I + tA

[
I + sA+

(s)2A2

2!
+

(s)3A3

3!
+ ...

]
+

+
(t)2A2

2!

[
I + sA+

(s)2A2

2!
+

(s)3A3

3!
+ ...

]
+...+

[
sA+

(s)2A2

2!
+

(s)3A3

3!
+ ...

]
= tAT (s) +

(t)2A2

2!
T (s) +

(t)3A3

3!
T (s) + ...+ T (s)

=

[
I + tA+

(t)2A2

2!
+

(t)3A3

3!
+ ...

]
T (s)

= T (t)T (s).

Assim, (T (t))t≥0 é um semigrupo.

Para provarmos que (T (t))t≥0 é uniformemente cont́ınuo, observe que

T (t)− I =
∞∑
n=0

tnAn

n!
− I =

∞∑
n=1

tnAn

n!
= tA

(
∞∑
n=1

t(n−1)A(n−1)

n!

)

9



e então,

‖T (t)− I‖ =

∥∥∥∥∥tA
(
∞∑
n=1

t(n−1)A(n−1)

n!

)∥∥∥∥∥
≤ t‖A‖

(
∞∑
n=1

t(n−1)‖A‖(n−1)

n!

)

≤ t‖A‖

(
∞∑
n=1

t(n−1)‖A‖(n−1)

(n− 1)!

)

= t‖A‖

(
∞∑
n=0

tn‖A‖n

n!

)
= t‖A‖et‖A‖.

Logo, tomando o limite quando t tende a zero na expressão acima, obtemos que

lim
t↓0
‖T (t)− I‖ ≤ lim

t↓0
t‖A‖et‖A‖ = 0,

isto é, (T (t))t≥0 é uniformemente cont́ınuo.

Para finalizarmos, mostraremos que A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0. Para
isso, note que

T (t)− I
t

−A =
1

t

[
∞∑
n=1

tnAn

n!

]
−A = A

(
∞∑
n=1

t(n−1)A(n−1)

n!

)
−A = A

[(
∞∑
n=0

tnAn

(n+ 1)!

)
− I

]
.

Dessa forma, segue que∥∥∥∥T (t)− I
t

− A
∥∥∥∥ ≤ ‖A‖

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

tnAn

(n+ 1)!
− I

∥∥∥∥∥
= ‖A‖

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

tnAn

(n+ 1)!

∥∥∥∥∥
≤ ‖A‖

(
∞∑
n=1

tn‖A‖n

(n+ 1)!

)

≤ ‖A‖

(
∞∑
n=1

tn‖A‖n

n!

)
= ‖A‖(et‖A‖ − 1)

e, consequentemente,

lim
t↓0

∥∥∥∥T (t)− I
t

− A
∥∥∥∥ ≤ lim

t↓0
‖A‖(et‖A‖ − 1) = 0,
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ou seja, A = lim
t↓0

T (t)− I
t

.

Observe ainda que essa convergência ocorre em L(X) e assim, em particular, temos

Ax = lim
t↓0

T (t)x− x
t

, para todo x ∈ X.

Portanto, neste caso, D(A) = X e A é o gerador infinitesimal do semigrupo
(T (t))t≥0, o que finaliza a demonstração da primeira parte do teorema.

Reciprocamente, suponha que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uni-
formemente cont́ınuo (T (t))t≥0 de operadores lineares limitados e mostremos que A é
um operador linear limitado. Assim, visto que o semigrupo é uniformemente cont́ınuo,
a função t 7→ T (t) é cont́ınua em t = 0 e então, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que
‖T (s)− I‖ < ε para todo 0 ≤ s < δ.

Logo, para 0 < t < δ, temos∥∥∥∥1

t

∫ t

0

T (s)ds− I
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1

t

∫ t

0

T (s)ds− 1

t

∫ t

0

Ids

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥1

t

∫ t

0

(T (s)− I)ds

∥∥∥∥
≤ 1

t

∫ t

0

‖T (s)− I‖ds

≤ 1

t

∫ t

0

εds

= ε.

Em particular, tomando ε = 1
2
, podemos encontrar ρ > 0, com 0 < ρ < δ, tal que∥∥∥∥1

ρ

∫ ρ

0

T (s)ds− I
∥∥∥∥ < 1.

Dessa forma, pela Proposição 1.1,

(
1

ρ

∫ ρ

0

T (s)ds

)
tem inversa limitada, ou seja,(∫ ρ

0

T (s)ds

)−1

∈ L(X).

Além disso, podemos observar que

T (h)− I
h

(∫ ρ

0

T (s)ds

)
=

1

h

(
T (h)

∫ ρ

0

T (s)ds−
∫ ρ

0

T (s)ds

)
=

1

h

(∫ ρ

0

T (h+ s)ds−
∫ ρ

0

T (s)ds

)
=

1

h

(∫ ρ+h

h

T (s)ds−
∫ ρ

0

T (s)ds

)
=

1

h

(∫ ρ+h

ρ

T (s)ds−
∫ h

0

T (s)ds

)
.
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Mais ainda, tomando o limite na igualdade acima, obtemos que

lim
h↓0

T (h)− I
h

(∫ ρ

0

T (s)ds

)
= lim

h↓0

(
1

h

(∫ ρ+h

ρ

T (s)ds−
∫ h

0

T (s)ds

))
= T (ρ)− I.

De fato, temos lim
h↓0

(
1

h

∫ h

0

T (s)ds

)
= T (0) = I, pois, para 0 < h < δ,∥∥∥∥1

h

∫ h

0

T (s)ds− I
∥∥∥∥ ≤ 1

h

∫ h

0

‖T (s)− I‖ds

≤ 1

h

∫ h

0

εds

= ε

e

lim
h↓0

1

h

(∫ ρ+h

ρ

T (s)ds

)
= lim

h↓0

1

h

(∫ h

0

T (s+ ρ)ds

)
= lim

h↓0

1

h

(∫ h

0

T (s)T (ρ)ds

)
= T (ρ) lim

h↓0

(
1

h

∫ h

0

T (s)ds

)
= T (ρ).

Logo, segue que

A

(∫ ρ

0

T (s)ds

)
= lim

h↓0

T (h)− I
h

(∫ ρ

0

T (s)ds

)
= T (ρ)− I,

ou seja,

A = (T (ρ)− I)

(∫ ρ

0

T (s)ds

)−1

.

Portanto, A ∈ L(X), isto é, A é limitado, o que conclui a demonstração do teorema.

�

Proposição 2.1. Se (T (t))t≥0 é um semigrupo de operadores lineares limitados unifor-
memente cont́ınuo, então a função t 7→ T (t) é cont́ınua.

Demonstração: Seja t ≥ 0. Pela Observação 2.1, sabemos que a função t 7→ T (t)
é cont́ınua à direita de t, para todo t ≥ 0. Mostremos então que t 7→ T (t) também é
cont́ınua à esquerda para t > 0.

Dado t > 0, observe que ‖T (s)‖ é limitada em [0, t+ 1]. De fato, como (T (t))t≥0 é
um semigrupo uniformemente cont́ınuo, existe δ > 0 tal que ‖T (s)− I‖ < 1, para todo
s ∈ [0, δ]. Logo,

‖T (s)‖ ≤ ‖T (s)− I‖+ ‖I‖ < 1 + 1 = 2, para s ∈ [0, δ].
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Tomando n o menor natural tal que t + 1 < nδ, se s ∈ [0, t + 1], então, pelo
algoritmo da divisão, s = kδ + ζ, onde 0 ≤ k ≤ n e 0 ≤ ζ ≤ δ. Dessa forma, segue que

‖T (s)‖ = ‖T (kδ + ζ)‖
= ‖T (kδ)T (ζ)‖
≤ ‖T (δ)‖k‖T (ζ)‖
< 2k2

= 2k+1

≤ 2n+1,

ou seja, ‖T (s)‖ ≤ 2n+1, para todo s ∈ [0, t+ 1].

Agora, seja h > 0 tal que h < t. Temos então 0 < t− h < t < t+ 1 e assim,

lim
h↓0
‖T (t− h)− T (t)‖ = lim

h↓0
‖T (t− h)− T (t− h+ h)‖

= lim
h↓0
‖T (t− h)− T (t− h)T (h)‖

≤ lim
h↓0
‖T (t− h)‖‖I − T (h)‖

≤ lim
h↓0

2n+1‖I − T (h)‖

= 0,

já que (T (t))t≥0 é uniformemente cont́ınuo, isto é, lim
h↓0
‖I − T (h)‖ = 0.

Logo, t 7→ T (t) é cont́ınua à esquerda para todo t > 0.

Portanto, segue que t 7→ T (t) é cont́ınua em [0,+∞).

�

O Teorema 2.1 nos garante que todo operador linear limitado A gera um semi-
grupo uniformemente cont́ınuo. O próximo resultado nos assegura que este semigrupo é
único.

Teorema 2.2. Sejam (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0 semigrupos de operadores lineares limitados
uniformemente cont́ınuos. Se

lim
t↓0

T (t)− I
t

= A = lim
t↓0

S(t)− I
t

,

então T (t) = S(t), para todo t ≥ 0.

Demonstração: Seja T > 0 qualquer. Como (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0 são semigrupos
uniformemente cont́ınuos, as funções t 7→ T (t) e t 7→ S(t) são cont́ınuas. Assim, as
funções t 7→ ‖T (t)‖ e t 7→ ‖S(t)‖ são também cont́ınuas.

Logo, como [0, T ] é compacto, existem constantes c1 e c2 positivas tais que ‖T (t)‖ ≤
c1 e ‖S(t)‖ ≤ c2, ∀t ∈ [0, T ].
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Tomando c = c1c2, segue que ‖T (t)‖‖S(s)‖ ≤ c, para todo t, s ∈ [0, T ].

Por outro lado, por hipótese, dado ε > 0, existem δ1, δ2 > 0 tais que

∥∥∥∥T (t)− I
t

− A
∥∥∥∥ <

ε

2Tc
, para todo 0 < t < δ1, e

∥∥∥∥S(t)− I
t

− A
∥∥∥∥ < ε

2Tc
, para todo 0 < t < δ2. Observe

que, tomando δ = min{δ1, δ2} e 0 < t < δ, essas desigualdades continuam válidas e
então, ∥∥∥∥T (t)

t
− S(t)

t

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥T (t)

t
− I

t
− A− S(t)

t
+
I

t
+ A

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥T (t)− I
t

− A
∥∥∥∥+

∥∥∥∥S(t)− I
t

− A
∥∥∥∥

<
ε

2Tc
+

ε

2Tc

=
ε

Tc
,

isto é, ‖T (t)− S(t)‖ < ε

Tc
t, para 0 < t < δ.

Seja t ∈ [0, T ] e tome n ∈ N tal que
t

n
< δ. Dessa forma, temos

‖T (t)− S(t)‖ =

∥∥∥∥T (n tn
)
− S

(
n
t

n

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

[
T

(
(n− k)

t

n

)
S

(
k
t

n

)
− T

(
(n− 1− k)

t

n

)
S

(
(k + 1)

t

n

)]∥∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− k)
t

n

)
S

(
k
t

n

)
− T

(
(n− 1− k)

t

n

)
S

(
(k + 1)

t

n

)∥∥∥∥
=

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− 1− k)
t

n

)[
T

(
t

n

)
S

(
k
t

n

)
− S

(
(k + 1)

t

n

)]∥∥∥∥
=

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− 1− k)
t

n

)[
T

(
t

n

)
− S

(
t

n

)]
S

(
k
t

n

)∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− 1− k)
t

n

)∥∥∥∥∥∥∥∥T ( tn
)
− S

(
t

n

)∥∥∥∥∥∥∥∥S (k tn
)∥∥∥∥

<

n−1∑
k=0

c
ε

Tc

t

n

≤ nc
ε

Tc

T

n
= ε.

Portanto, temos ‖T (t) − S(t)‖ < ε, para todo t ∈ [0, T ]. Assim, fazendo ε → 0 e,
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posteriormente, T → ∞, conclúımos que T (t) = S(t) para todo t ≥ 0, o que conclui a
demonstração do resultado.

�

Corolário 2.1. Seja (T (t))t≥0 um semigrupo de operadores lineares limitados uniforme-
mente cont́ınuo. Então:

(i) Existe um único operador linear A tal que T (t) = etA, para todo t ≥ 0;

(ii) O operador A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0;

(iii) Existe uma constante ω ≥ 0 tal que ‖T (t)‖ ≤ eωt, ∀t ≥ 0;

(iv) A função t 7→ T (t) é diferenciável e

d

dt
T (t) = AT (t) = T (t)A, ∀t ≥ 0.

Demonstração: Seja A o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0. Vejamos a demons-
tração de cada item separadamente.

(i) Pelo Teorema 2.1, sabemos que A é limitado. Defina, então, S(t) = etA, para t ≥ 0.

Como provado na demonstração do Teorema 2.1, (S(t))t≥0 é um semigrupo de
operadores lineares limitados uniformemente cont́ınuo, com gerador infinitesimal igual a
A. Logo, do Teorema 2.2, segue que T (t) = S(t) para todo t ≥ 0, ou seja, T (t) = etA

para todo t ≥ 0.

Além disso, como o gerador infinitesimal de um semigrupo é único, obtemos que o
operador linear A é o único tal que T (t) = etA, para todo t ≥ 0.

(ii) Esta propriedade é consequência direta do item (i) e dos resultados obtidos na
demonstração do Teorema 2.1.

(iii) Sabemos que T (t) = etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!
, ∀t ≥ 0. Logo, temos

‖T (t)‖ ≤
∞∑
n=0

(t‖A‖)n

n!
= et‖A‖ = etω, para todo t ≥ 0,

onde ω = ‖A‖.
Portanto, existe uma constante ω ≥ 0 tal que ‖T (t)‖ ≤ eωt, ∀t ≥ 0.

(iv) Sejam t ≥ 0 e h > 0. Observe que∥∥∥∥T (t+ h)− T (t)

h
− T (t)A

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥T (t)T (h)− T (t)

h
− T (t)A

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥T (t)

[
T (h)− I

h
− A

]∥∥∥∥
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≤ ‖T (t)‖
∥∥∥∥T (h)− I

h
− A

∥∥∥∥
≤ eωt

∥∥∥∥T (h)− I
h

− A
∥∥∥∥ .

Como A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0, segue que

∥∥∥∥T (h)− I
h

− A
∥∥∥∥ → 0

quando h→ 0, ou seja,

∥∥∥∥T (t+ h)− T (t)

h
− T (t)A

∥∥∥∥→ 0 quando h→ 0.

Logo, a função t 7→ T (t) é diferenciável à direita de t, com
d+

dt
T (t) = T (t)A.

Além disso, sabemos que a função t 7→ T (t) é cont́ınua. Assim, como A é limitado,
a função t 7→ T (t)A também é cont́ınua. Portanto, pelo Lema de Dini (Lema 1.2),
t 7→ T (t) é diferenciável e

d

dt
T (t) =

d+

dt
T (t) = T (t)A.

Da mesma forma, temos∥∥∥∥T (t+ h)− T (t)

h
− AT (t)

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥T (h)− I
h

− A
∥∥∥∥ ‖T (t)‖.

Assim, pelo mesmo argumento acima, segue que

d

dt
T (t) =

d+

dt
T (t) = AT (t).

Portanto,

AT (t) =
d

dt
T (t) = T (t)A,∀t ≥ 0.

�

2.2 Semigrupos fortemente cont́ınuos

Nesta seção, estudaremos outra classe de semigrupos, os semigrupos fortemente
cont́ınuos, que será nossa ferramenta de trabalho ao longo do texto.

Definição 2.4. Um semigrupo (T (t))t≥0 de operadores lineares limitados em X é um
semigrupo fortemente cont́ınuo se

lim
t↓0

T (t)x = x,

para todo x ∈ X.
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Observação 2.3. (1) De acordo com a definição acima, segue que a função t 7→ T (t)x
é cont́ınua à direita em t = 0, para todo x ∈ X.

(2) Um semigrupo fortemente cont́ınuo é também chamado de semigrupo de classe C0,
ou simplesmente, C0 - semigrupo.

A seguir, estudaremos as principais propriedades de um C0 - semigrupo.

Teorema 2.3. Seja (T (t))t≥0 um C0 - semigrupo. Então existem constantes ω ≥ 0 e
M ≥ 1 tais que

‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0.

Demonstração: Primeiramente, observe que existe η > 0 tal que ‖T (t)‖ é li-
mitado para t ∈ [0, η] pois, se isso não acontecesse, para todo η > 0 e todo M > 0,

existiria tM,η ∈ [0, η] tal que ‖T (tM,η)‖ > M . Em particular, tomando η =
1

n
e M = n,

n ∈ N, existiria tn ∈
[
0,

1

n

]
tal que ‖T (tn)‖ > n. Logo, variando n ∈ N, obteŕıamos

uma sequência (tn)n∈N que converge para zero, quando n → ∞, e, além disso, com
‖T (tn)‖ > n, ∀n ∈ N. Assim, teŕıamos sup

n∈N
{‖T (tn)‖} = +∞ e, pelo Prinćıpio da

limitação uniforme, existiria x0 ∈ X tal que sup
n∈N
{‖T (tn)x0‖} = +∞. Desse modo,

existiria uma subsequência (tnk)k∈N de (tn)n∈N tal que (‖T (tnk)x0‖)k∈N é ilimitado.

Mas, por outro lado, teŕıamos tnk → 0, quando k → ∞, e, pelo fato de (T (t))t≥0

ser um C0 - semigrupo, lim
k→∞

T (tnk)x0 = x0, ou seja, (‖T (tnk)x0‖)k∈N seria limitada, o

que é uma contradição.

Portanto, existem η > 0 e M > 0 tais que ‖T (t)‖ ≤M , para todo t ∈ [0, η].

Observe também que, como ‖T (0)‖ = 1, então M ≥ 1.

Agora, seja t > 0 qualquer. Pelo algoritmo da divisão, t = nη + δ, com n ∈ N e
δ ∈ [0, η]. Disso, segue que

‖T (t)‖ = ‖T (nη + δ)‖
≤ ‖T (η)‖n‖T (δ)‖
≤ MnM

≤ M
t
ηM

= Meωt,

onde ω =
lnM

η
> 0.

Portanto, existem ω ≥ 0 e M ≥ 1 tais que ‖T (t)‖ ≤Meωt, para todo t ≥ 0.

�

Corolário 2.2. Se (T (t))t≥0 é um C0 - semigrupo então, para cada x ∈ X, a função
t 7→ T (t)x é cont́ınua de [0,+∞) em X.
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Demonstração: Sabemos que (T (t))t≥0 é fortemente cont́ınuo, ou seja, lim
h↓0

T (h)x =

x para todo x ∈ X. Assim, dados x ∈ X, t > 0 fixo e ε > 0, existe δ > 0 tal que

‖T (h)x− x‖ < ε

Meωt
, se 0 < h < δ.

Mostraremos que t 7→ T (t)x é cont́ınua em t > 0 tanto à direita, quanto à esquerda.

Se 0 < h < δ, então

‖T (t+ h)x− T (t)x‖ = ‖T (t)T (h)x− T (t)x‖
≤ ‖T (t)‖‖T (h)x− x‖
≤ Meωt

ε

Meωt
= ε.

Da mesma forma, se, além da condição acima, h ≤ t, então

‖T (t− h)x− T (t)x‖ = ‖T (t− h)x− T (t− h+ h)x‖
= ‖T (t− h)x− T (t− h)T (h)x‖
≤ ‖T (t− h)‖‖x− T (h)x‖
≤ Meωt

ε

Meωt
= ε.

Portanto, a função t 7→ T (t)x é cont́ınua à direita e à esquerda de t > 0, para todo
x ∈ X. Consequentemente, t 7→ T (t)x é cont́ınua de [0,+∞) em X, para todo x ∈ X
fixo.

�

Teorema 2.4. Sejam (T (t))t≥0 um C0 - semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Então:

(a) Para todo x ∈ X e todo t ≥ 0, temos

lim
h↓0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x;

(b) Para todo x ∈ X e todo t ≥ 0, segue que

∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A) e

A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x− x;

(c) Para todo x ∈ D(A) e todo t ≥ 0, temos T (t)x ∈ D(A) e

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax;
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(d) Para todo x ∈ D(A) e t, s ≥ 0, obtemos

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

T (τ)Axdτ =

∫ t

s

AT (τ)xdτ.

Demonstração: (a) Sejam x ∈ X e t ≥ 0. Pelo corolário anterior, segue que
t 7→ T (t)x é uniformemente cont́ınua em [0, a], a > 0 fixo, com t < a. Assim, dado
ε > 0, podemos encontrar δ > 0 tal que, para todo t, s ∈ [0, a] com |t − s| < δ,
‖T (t)x− T (s)x‖ < ε.

Seja h ∈ R com 0 < |h| < δ e tal que t+ h < a, então∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t

T (s)xds− T (t)x

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t

T (s)xds− 1

h

∫ t+h

t

T (t)xds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t

[T (s)x− T (t)x]ds

∥∥∥∥
≤ 1

h

∫ t+h

t

‖T (s)x− T (t)x‖ds

≤ 1

h

∫ t+h

t

εds

= ε,

isto é, lim
h↓0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds− T (t)x = 0. Portanto,

lim
h↓0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x.

(b) Sejam x ∈ X e t ≥ 0. Tomando y =

∫ t

0

T (s)xds e h > 0, temos

T (h)y − y
h

=
1

h

(
T (h)

∫ t

0

T (s)xds−
∫ t

0

T (s)xds

)
=

1

h

(∫ t

0

T (h+ s)xds−
∫ t

0

T (s)xds

)
=

1

h

(∫ t+h

h

T (u)xdu−
∫ t

0

T (s)xds

)
=

1

h

(∫ t

h

T (s)xds+

∫ t+h

t

T (s)xds−
∫ t

0

T (s)xds

)
=

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds− 1

h

∫ h

0

T (s)xds.

Assim, pelo item (a), segue que

lim
h↓0

T (h)y − y
h

= lim
h↓0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds− lim
h↓0

1

h

∫ 0+h

0

T (s)xds
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= T (t)x− T (0)x

= T (t)x− x.

Portanto, lim
h↓0

T (h)y − y
h

existe, ou seja, y =

∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A), e

A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= Ay = lim

h↓0

T (h)y − y
h

= T (t)x− x.

(c) Sejam x ∈ D(A) e t ≥ 0. Para h > 0, observe que

T (h)[T (t)x]− T (t)x

h
=
T (h+ t)x− T (t)x

h
.

Assim, como x ∈ D(A),

lim
h↓0

T (t+ h)x− T (t)x

h
= lim

h↓0

T (t)(T (h)x)− T (t)x

h

= lim
h↓0

T (t)

[
T (h)x− x

h

]
= T (t) lim

h↓0

[
T (h)x− x

h

]
= T (t)Ax.

Portanto, T (t)x ∈ D(A) e AT (t)x = T (t)Ax. Assim, obtemos

d+

dt
T (t)x = lim

h↓0

T (t+ h)x− T (t)x

h
= T (t)Ax = AT (t)x.

Para calcularmos a derivada à esquerda, seja 0 < h < t. Logo,∥∥∥∥T (t)x− T (t− h)x

h
− T (t)Ax

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥−T (t− h)x+ T (t− h+ h)x

h
− T (t)Ax

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥T (t− h)

[
T (h)x− x

h
− Ax

]
+ T (t− h)Ax− T (t)Ax‖

≤ ‖T (t− h)‖
∥∥∥∥T (h)x− x

h
− Ax

∥∥∥∥
+‖T (t− h)Ax− T (t)Ax‖

≤ Meω(t−h)

∥∥∥∥T (h)x− x
h

− Ax
∥∥∥∥

+‖T (t− h)Ax− T (t)Ax‖.

Dessa forma, segue que

lim
h↓0

∥∥∥∥T (t)x− T (t− h)x

h
− T (t)Ax

∥∥∥∥ = lim
h↓0

Meω(t−h)

∥∥∥∥T (h)x− x
h

− Ax
∥∥∥∥
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+ lim
h↓0
‖T (t− h)Ax− T (t)Ax‖

= Meωt0 + 0

= 0,

ou seja,
d−

dt
T (t)x = T (t)Ax.

Portanto,
d−

dt
T (t)x = T (t)Ax =

d+

dt
T (t)x = AT (t)x,

garantindo que
d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x.

(d) Pelo item (c), segue que T (τ)Ax = AT (τ)x para todo τ ≥ 0 e x ∈ D(A). Assim,
temos ∫ t

s

T (τ)Axdτ =

∫ t

s

AT (τ)xdτ.

Além disso,
d

dτ
T (τ)x = T (τ)Ax, e portanto, segue do Teorema fundamental do

cálculo (em espaços vetoriais) que∫ t

s

T (τ)Axdτ =

∫ t

s

d

dt
T (τ)xdτ = T (t)x− T (s)x.

�

Corolário 2.3. Se A é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo (T (t))t≥0, então
D(A) é denso em X e A : D(A)→ X é fechado.

Demonstração: Seja x ∈ X. Para mostrarmos que D(A) = X, devemos exibir
uma sequência em D(A) que converge para x. Com esse objetivo, defina

xt =
1

t

∫ t

0

T (s)xds, t ≥ 0.

Observe que, pelo teorema anterior,

∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A) e assim,

lim
h↓0

T (h)xt − xt
h

= lim
h↓0

T (h)

(
1

t

∫ t

0

T (s)xds

)
−
(

1

t

∫ t

0

T (s)xds

)
h

=
1

t
lim
h↓0

T (h)

(∫ t

0

T (s)xds

)
−
(∫ t

0

T (s)xds

)
h
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=
1

t
A

(∫ t

0

T (s)xds

)
=

1

t
[T (t)x− x].

Logo, segue que xt ∈ D(A), para todo t ≥ 0. Além disso, do item (a) do teorema
anterior, temos

lim
t↓0

xt = lim
t↓0

1

t

∫ t

0

T (s)xds = T (0)x = x.

Portanto, podemos encontrar uma sequência em D(A) cujo limite é x (por exemplo,

tomemos t =
1

n
), o que mostra que D(A) = X.

Para mostrarmos que A é fechado, seja (xn)n∈N uma sequência em D(A) tal que
xn → x, para algum x ∈ X, e Axn → y, para algum y ∈ X. Devemos mostrar que
x ∈ D(A) e Ax = y.

Pelo item (d) do teorema anterior, segue que

T (t)xn − xn =

∫ t

0

T (τ)Axndτ, (2.1)

para todo n ∈ N e t ≥ 0.

Como, por hipótese, xn → x e T (t) ∈ L(X), temos T (t)xn → T (t)x. Além disso,
observe que ∥∥∥∥∫ t

0

T (τ)Axndτ −
∫ t

0

T (τ)ydτ

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

0

‖T (τ)Axn − T (τ)y‖dτ

≤
∫ t

0

‖T (τ)‖‖Axn − y‖dτ

≤
∫ t

0

Meωτ‖Axn − y‖dτ

≤ Meωt
∫ t

0

‖Axn − y‖dτ.

Assim, como Axn → y quando n→∞, segue que

∫ t

0

T (τ)Axndτ →
∫ t

0

T (τ)ydτ .

Logo, tomando o limite quando n→∞ em (2.1), obtemos

T (t)x− x =

∫ t

0

T (τ)ydτ.

Portanto, pelo item (a) do Teorema anterior, temos

lim
t↓0

T (t)x− x
t

= lim
t↓0

1

t

∫ t

0

T (τ)ydτ = T (0)y = y,
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ou seja, x ∈ D(A) e Ax = lim
t↓0

T (t)x− x
t

= y, garantindo que A é fechado e então,

concluindo a demonstração do resultado.

�

Teorema 2.5. Sejam (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0 dois C0 - semigrupos com geradores infinite-
simais A e B, respectivamente. Se A = B, então T (t) = S(t), para todo t ≥ 0.

Demonstração: Por hipótese A = B, ou seja, D(A) = D(B). Assim, dado
x ∈ D(A), segue que x ∈ D(B) e as funções t 7→ T (t)x e t 7→ S(t)x são diferenciáveis,

com
d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x e

d

dt
S(t)x = S(t)Bx = BS(t)x.

Agora, dado t > 0, considere a função ψ : [0, t]→ X definida por

ψ(s) = T (t− s)S(s)x, 0 ≤ s ≤ t.

Assim,

d

ds
T (t− s)S(s)x = T (t− s) d

ds
S(s)x+

(
d

ds
T (t− s)

)
S(s)x

= T (t− s)BS(s)x− AT (t− s)S(s)x

= T (t− s)BS(s)x− T (t− s)AS(s)x

= 0,

já que A = B.

Logo, segue que ψ(s) é constante para 0 ≤ s ≤ t. Então, ψ(t) = ψ(0), ou seja,
S(t)x = T (t − t)S(t)x = ψ(t) = ψ(0) = T (t − 0)S(0)x = T (t)x, isto é, S(t)x = T (t)x
para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ D(A).

Para o caso geral, seja x ∈ X. Como D(A) = X, existe uma sequência (xn)n∈N
em D(A) tal que xn → x, quando n → ∞. Logo, como provado anteriormente, temos
T (t)xn = S(t)xn para todo t ≥ 0 e n ∈ N.

Também, como T (t), S(t) ∈ L(X), para todo t ≥ 0, temos T (t)xn → T (t)x e
S(t)xn → S(t)x.

Dessa forma, pela unicidade do limite, conclúımos que T (t)x = S(t)x, para todo
t ≥ 0.

Portanto, T (t)x = S(t)x, ∀t ≥ 0 e ∀x ∈ X, e assim segue o resultado.

�

A seguir apresentamos uma generalização do conceito de semigrupo.

Definição 2.5. Uma famı́lia a um parâmetro (T (t))t∈R, de operadores lineares limitados
em X, é um grupo se:

(i) T (0) = I, onde I é o operador identidade de X;

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ∈ R.
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2.3 O Teorema de Hille-Yosida

Nesta seção vamos estudar o Teorema de Hille-Yosida, que nos fornece condições
para que um operador linear A seja o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo.

Como visto na seção anterior, se (T (t))t≥0 é um C0 - semigrupo, então ‖T (t)‖ ≤
Meωt, para todo t ≥ 0, onde M e ω são constantes tais que M ≥ 1 e ω ≥ 0. Usaremos
esta notação ao longo desta seção.

Definição 2.6. Um C0 - semigrupo é chamado uniformemente limitado se a constante
ω acima é nula, ou seja, se ‖T (t)‖ ≤M , para todo t ≥ 0.

Definição 2.7. Um C0 - semigrupo é chamado semigrupo de contrações quando as cons-
tantes M e ω acima são tais que M = 1 e ω = 0, ou seja, ‖T (t)‖ ≤ 1, para todo t ≥ 0.

Definição 2.8. Um C0 - semigrupo (T (t))t≥0 é exponencialmente estável se existem
constantes M ≥ 1 e β < 0 tais que ‖T (t)‖ ≤Meβt, para todo t ≥ 0.

Definição 2.9. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear, não necessariamente
limitado. O conjunto resolvente de A é o conjunto de todos os números complexos λ
para os quais o operador (λI − A) é inverśıvel e limitado, isto é,

ρ(A) = {λ ∈ C; (λI − A)−1 ∈ L(X)}.

O espectro do operador A é o complementar do conjunto resolvente, isto é, σ(A) =
ρ(A)c.

Definição 2.10. A famı́lia R(λ : A) = (λI−A)−1, para λ ∈ ρ(A), de operadores lineares
limitados é chamada de resolvente de A.

A seguir apresentaremos alguns lemas que serão utilizados na demonstração do
Teorema de Hille-Yosida.

Lema 2.1. Seja A um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha que (0,+∞) ⊂
ρ(A) e ‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
, para todo λ > 0. Então,

lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x, ∀x ∈ X.

Demonstração: Seja x ∈ D(A). Então, temos

‖λR(λ : A)x− x‖ = ‖λR(λ : A)x− R(λ : A)(λI − A)x‖
= ‖R(λ : A)λx− R(λ : A)λx+ R(λ : A)Ax‖
≤ ‖R(λ : A)‖‖Ax‖
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≤ 1

λ
‖Ax‖.

Assim, segue que,

lim
λ→∞
‖λR(λ : A)x− x‖ ≤ lim

λ→∞

‖Ax‖
λ

= 0,

ou seja,
lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x, ∀x ∈ D(A).

Agora, sejam x ∈ X e (xn)n∈N uma sequência em D(A) tal que lim
n→∞

xn = x. Logo,

para λ ∈ (0,+∞), obtemos que

‖λR(λ : A)x− x‖ = ‖λR(λ : A)x− λR(λ : A)xn + λR(λ : A)xn − xn + xn − x‖
≤ ‖λR(λ : A)(x− xn)‖+ ‖λR(λ : A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖
≤ |λ|‖R(λ : A)‖‖x− xn‖+ ‖λR(λ : A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖

≤ λ
1

λ
‖x− xn‖+ ‖λR(λ : A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖

= 2‖xn − x‖+ ‖λR(λ : A)xn − xn‖, ∀n ∈ N.

Como xn → x, quando n→∞, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que ‖xn−x‖ <
ε

2
, para

todo n ≥ n0. Em particular, tomando n1 ∈ N fixo, com n1 > n0, temos ‖xn1 − x‖ <
ε

2
e, como xn1 ∈ D(A), lim

λ→∞
‖λR(λ : A)xn1 − xn1‖ = 0.

Portanto, usando a desigualdade anterior para n1, segue que

‖λR(λ : A)x− x‖ ≤ 2‖xn1 − x‖+ ‖λR(λ : A)xn1 − xn1‖
< 2

ε

2
+ ‖λR(λ : A)xn1 − xn1‖

= ε+ ‖λR(λ : A)xn1 − xn1‖.

Assim, tomando o limite quando λ→∞, conclúımos que

lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x, ∀x ∈ X.

�

Definição 2.11. Suponha que (0,+∞) ⊂ ρ(A). Para cada λ > 0, definimos a apro-
ximação de Yosida de A por

Aλ = λAR(λ : A) = λ2R(λ : A)− λI.

Observação 2.4. A igualdade acima é válida pois, I = (λI − A)R(λ : A) = λR(λ :
A)− AR(λ : A). Assim, AR(λ : A) = λR(λ : A)− I e, portanto,

λAR(λ : A) = λ2R(λ : A)− λI.
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Lema 2.2. Seja A um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha que (0,+∞) ⊂
ρ(A) e ‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
, para todo λ > 0. Se Aλ é a aproximação de Yosida de A, então

lim
λ→∞

Aλx = Ax, ∀x ∈ D(A).

Demonstração: Observe primeiramente que A e R(λ : A) comutam. De fato,
para todo λ ∈ ρ(A), temos

(i)I = (λI − A)R(λ : A), ou seja, AR(λ : A) = λR(λ : A)− I.

(ii)I = R(λ : A)(λI −A) = R(λ : A)(λI)−R(λ : A)A = λR(λ : A)−R(λ : A)A, de onde
segue que R(λ : A)A = λR(λ : A)− I.

Logo, de (i) e (ii), conclúımos que AR(λ : A) = R(λ : A)A.

Além disso, pelo lema anterior, temos lim
λ→∞

λR(λ : A)y = y, para todo y ∈ X.

Assim, em particular, se y = Ax, com x ∈ D(A), segue que

lim
λ→∞

Aλx = lim
λ→∞

λAR(λ : A)x = lim
λ→∞

λR(λ : A)Ax = Ax.

�

Lema 2.3. Seja A um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha que (0,+∞) ⊂
ρ(A) e ‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
, para todo λ > 0. Se Aλ é a aproximação de Yosida de A,

então Aλ é o gerador infinitesimal do semigrupo de contrações uniformemente cont́ınuo
(Tλ(t))t≥0, onde Tλ(t) = eAλt, para todo t ≥ 0. Além disso, para todo x ∈ X e todo
λ, µ ∈ (0,+∞), temos

‖Tλ(t)x− Tµ(t)x‖ = ‖(eAλt)x− (eAµt)x‖ ≤ t‖Aλx− Aµx‖, t ≥ 0. (2.2)

Demonstração: Seja λ ∈ (0,+∞). Por definição, Aλ = λ2R(λ : A)− λI e assim,
Aλ é um operador linear limitado. Logo, pelo Teorema 2.1, segue que Aλ é o gerador
infinitesimal do semigrupo uniformemente cont́ınuo

Tλ(t) = eAλt =
∞∑
n=0

(tAλ)
n

n!
, ∀t ≥ 0.

Observe ainda que, para todo t ≥ 0,

‖Tλ(t)‖ = ‖eAλt‖ = ‖e(λ2R(λ:A)−λI)t‖
= ‖eλ2R(λ:A)te−λIt‖
≤ ‖eλ2R(λ:A)t‖‖e−λIt‖
≤ e(λ2t)‖R(λ:A)‖e(−λt)‖I‖

≤ eλ
2t 1
λ e−λt

= eλte−λt
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= 1,

de onde segue que o semigrupo (Tλ(t))t≥0 é um semigrupo de contrações.

Para mostrarmos a desigualdade (2.2), note que:

(i) R(λ : A) e R(µ : A) comutam, para todo λ, µ ∈ ρ(A).

De fato, temos

R(λ : A)R(µ : A)(µI − A)(λI − A) = I,

ou seja,
R(λ : A)R(µ : A)(µI − A) = R(λ : A).

Além disso, como provamos do Lema 2.2, R(λ : A) e R(µ : A) comutam com o
operador A, assim, temos (µI − A)R(λ : A)R(µ : A) = R(λ : A).

Logo,
R(λ : A)R(µ : A) = R(µ : A)R(λ : A).

(ii) Aλ e Aµ comutam, para todo λ, µ ∈ ρ(A).

Neste caso, sabemos que Aλ = λAR(λ : A) e Aµ = µAR(µ : A). Assim, como A
comuta com R(λ : A) e R(µ : A) e, por (i), R(λ : A) e R(µ : A) também comutam, segue
a propriedade.

(iii) Aλ e etAλ comutam, para todo t ≥ 0 e λ ∈ ρ(A).

Isso segue pois,

Aλe
tAλ = [λAR(λ : A)]

(
∞∑
n=0

(tλAR(λ : A))n

n!

)

=
∞∑
n=0

tn(λAR(λ : A))n+1

n!

=

(
∞∑
n=0

(tλAR(λ : A))n

n!

)
[λAR(λ : A)]

= etAλAλ.

(iv) Aλ e etAµ comutam, para todo t ≥ 0 e λ, µ ∈ ρ(A).

Isto acontece visto que

Aλe
tAµ = λAR(λ : A)

(
∞∑
n=0

(tµAR(µ : A))n

n!

)

= λAR(λ : A)

(
∞∑
n=0

tnµnAnR(µ : A)n

n!

)
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=

(
∞∑
n=0

tnµnAnR(µ : A)n

n!

)
(λAR(λ : A))

=

(
∞∑
n=0

(tµAR(µ : A))n

n!

)
(λAR(λ : A))

= etAµAλ.

Assim, sejam λ, µ > 0, t ≥ 0 e x ∈ X. Então,

etAλx− etAµx = (etsAλet(1−s)Aµx) |s=1 −(etsAλet(1−s)Aµx) |s=0

=

∫ 1

0

d

ds
(etsAλet(1−s)Aµx)ds

=

∫ 1

0

(tAλe
tsAλet(1−s)Aµx+ etsAλ(−tAµ)et(1−s)Aµx)ds

=

∫ 1

0

(etsAλet(1−s)Aµ(tAλ)x+ etsAλet(1−s)Aµ(−tAµ)x)ds

=

∫ 1

0

etsAλet(1−s)Aµ [tAλx− tAµx]ds.

Logo, segue que

‖etAλx− etAµx‖ ≤
∫ 1

0

‖etsAλ‖‖et(1−s)Aµ‖‖t(Aλx− Aµx)‖ds

≤
∫ 1

0

t‖Aλx− Aµx‖ds

= t‖Aλx− Aµx‖.

Portanto, temos a desigualdade desejada.

�

Teorema 2.6. (Teorema de Hille-Yosida) Um operador linear A : D(A) ⊂ X → X
é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo de contrações (T (t))t≥0 se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) = X;

(ii) (0,+∞) ⊂ ρ(A) e ‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
, para todo λ > 0.

Demonstração: Suponha que A gera um C0 - semigrupo (T (t))t≥0 de contrações.

Já sabemos, pelo Corolário 2.3, que A é fechado e D(A) = X. Agora, sejam λ ∈ (0,+∞)
e x ∈ X. Defina

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt.
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Vejamos a seguir algumas propriedades de R(λ):

(a) R(λ)x está bem definido.

De fato, sabemos que ‖T (t)x‖ ≤ ‖x‖, para todo t ≥ 0, já que (T (t))t≥0 é um
semigrupo de contrações. Além disso, temos∥∥∥∥∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

∥∥∥∥ ≤ ∫ ∞
0

e−λt‖T (t)‖‖x‖dt

≤
∫ ∞

0

e−λt‖x‖dt

= ‖x‖
[

lim
t→∞

e−λt

(−λ)
− e0

(−λ)

]
=
‖x‖
λ

< +∞,

o que implica que

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt existe.

(b) R(λ) : X → X é um operador linear.

Isso ocorre pois, dados x, y ∈ X e α ∈ K, onde K é o corpo de X, temos

R(λ)(αx+ y) =

∫ ∞
0

e−λtT (t)(αx+ y)dt

= α

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt+

∫ ∞
0

e−λtT (t)ydt

= αR(λ)x+ R(λ)y,

já que T (t) ∈ L(X),∀t ≥ 0.

(c) R(λ) é um operador limitado visto que, como calculado em (a),

‖R(λ)x‖ =

∥∥∥∥∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

∥∥∥∥ ≤ 1

λ
‖x‖, ∀x ∈ X.

(d)Para todo x ∈ X, R(λ)x ∈ D(A).

De fato, dado x ∈ X, temos(
T (h)− I

h

)
R(λ)x =

T (h)R(λ)x− R(λ)x

h

=
1

h

[
T (h)

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt−
∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

]
=

1

h

[∫ ∞
0

e−λtT (h+ t)xdt−
∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

]
=

1

h

[∫ ∞
h

e−λ(s−h)T (s)xds−
∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

]
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=
1

h

∫ 0

h

e−λseλhT (s)xds

+
1

h

[∫ ∞
0

e−λseλhT (s)xds−
∫ ∞

0

e−λsT (s)xds

]
=
−1

h

∫ h

0

e−λseλhT (s)xds+

(
eλh − 1

h

)∫ ∞
0

e−λsT (s)xds.

Logo, tomando o limite, obtemos

lim
h↓0

(
T (h)− I

h

)
R(λ)x = lim

h↓0

−eλh

h

∫ h

0

e−λsT (s)xds+ lim
h↓0

(
eλh − 1

h

)
R(λ)x

=

(
lim
h↓0

e−λh
)(
− lim

h↓0

1

h

∫ 0+h

0

e−λsT (s)xds

)
+ λR(λ)x

= −e−λ0T (0)x+ λR(λ)x

= λR(λ)x− Ix.

Portanto, R(λ)x ∈ D(A) e AR(λ)x = λR(λ)x− Ix, para todo x ∈ X.

Disto, segue que AR(λ) = λR(λ)− I, ou ainda, (λI − A)R(λ) = I.

Assim, R(λ) é uma inversa à direita de (λI − A).

Por outro lado, seja x ∈ D(A). Observe que,

R(λ)(λI − A)x = λR(λ)x− R(λ)Ax

= λR(λ)x−
∫ ∞

0

e−λtT (t)Axdt

= λR(λ)x− A
(∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

)
= λR(λ)x− AR(λ)x

= (λI − A)R(λ)x

= x,

ou seja, R(λ)(λI − A) = I, com I : D(A)→ D(A), o que implica que R(λ) ∈ L(X) é a
inversa de (λI − A). Dessa forma, λ ∈ ρ(A) e R(λ) = R(λ : A).

Como isso é válido para todo λ ∈ (0,+∞), segue que (0,+∞) ⊂ ρ(A) e, para todo
λ > 0, temos

‖R(λ : A)‖ = ‖R(λ)‖ = sup
‖x‖≤1

‖R(λ)x‖ ≤ sup
‖x‖≤1

‖x‖
λ
≤ 1

λ
.

Reciprocamente, suponha que as condições (i) e (ii) sejam satisfeitas. Mostraremos
que A é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo de contrações. Para isso, seja Aλ
a aproximação de Yosida de A e considere o semigrupo (Tλ(t))t≥0, onde Tλ(t) = eAλt,
para todo t ≥ 0.
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Pelo Lema 2.3, sabemos que (Tλ(t))t≥0 é um semigrupo uniformemente cont́ınuo,
com ‖Tλ(t)‖ ≤ 1, para todo t ≥ 0 e λ ∈ (0,+∞). Além disso, Aλ é o seu gerador
infinitesimal e

‖Tλ(t)x− Tµ(t)x‖ = ‖eAλtx− eAµtx‖
≤ t‖Aλx− Aµx‖
≤ t‖Aλx− Ax‖+ t‖Aµx− Ax‖, ∀x ∈ D(A), t ≥ 0, λ, µ ∈ (0,+∞).

Agora, dado x ∈ D(A), pelo Lema 2.2, temos lim
λ→∞

Aλx = Ax e lim
µ→∞

Aµx = Ax.

Assim, dado ε > 0, existe c > 0 tal que, se λ, µ > c, então ‖Aλx − Ax‖ < ε

2t
e

‖Aµx− Ax‖ <
ε

2t
, para t 6= 0 fixo.

Logo, para λ, µ > c, temos

‖Tλ(t)x− Tµ(t)x‖ < t
ε

2t
+ t

ε

2t
= ε.

Em particular, se t = 0, então ‖Tλ(0)x−Tµ(0)x‖ = ‖x−x‖ = 0 < ε, independente
do valor de ε.

Assim, conclúımos que (Tλ(t)x)λ∈(0,+∞) satisfaz uma condição de Cauchy em X, e
portanto, lim

λ→∞
Tλ(t)x existe para todo t ≥ 0 e x ∈ D(A).

Defina então T (t)x = lim
λ→∞

Tλ(t)x, para todo t ≥ 0 e x ∈ D(A). Observe ainda que

essa convergência é uniforme para t em intervalos limitados de [0,+∞).

Para estendermos essa definição para todoX, lembremos que, por hipótese, D(A) =
X. Assim, se x ∈ X, existe uma sequência (xn)n∈N em D(A) com lim

n→∞
xn = x.

Logo, como Tλ(t) ∈ L(X), temos lim
n→∞

Tλ(t)xn = Tλ(t)x. Neste caso, defina T (t)x =

lim
λ→∞

Tλ(t)x = lim
λ→∞

(
lim
n→∞

Tλ(t)xn

)
.

Dessa forma, obtemos uma famı́lia (T (t))t≥0 de operadores lineares.

Vejamos a seguir as propriedades de (T (t))t≥0:

(a) Seja x ∈ X. Observe que

‖T (t)x‖ = lim
λ→∞
‖Tλ(t)x‖ ≤ lim

λ→∞
‖Tλ(t)‖‖x‖ ≤ ‖x‖, ∀x ∈ X.

Logo, T (t) ∈ L(X) para todo t ≥ 0.

(b) Da desigualdade acima, obtemos que

‖T (t)‖ = sup
‖x‖≤1

{‖T (t)x‖} ≤ sup
‖x‖≤1

{‖x‖} = 1,

ou seja, ‖T (t)‖ ≤ 1, para todo t ≥ 0.
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(c) Note que T (0) = I, pois

T (0)x = lim
λ→∞

Tλ(0)x = lim
λ→∞

x = x, ∀x ∈ X,

uma vez que (Tλ(t))t≥0 é um semigrupo.

(d) Sejam x ∈ X e t, s ∈ [0,+∞). Então,

T (t+ s)x = lim
λ→∞

Tλ(t+ s)x = lim
λ→∞

Tλ(t)Tλ(s)x = T (t)T (s)x, ∀x ∈ X,

já que (Tλ(t))t≥0 é um semigrupo e o último limite ocorre pois,

‖Tλ(t)Tλ(s)x− T (t)T (s)x‖ ≤ ‖Tλ(t)Tλ(s)− Tλ(t)T (s)x‖
+‖Tλ(t)T (s)x− T (t)T (s)x‖

≤ ‖Tλ(t)‖‖Tλ(s)x− T (s)x‖
+‖Tλ(t)T (s)x− T (t)T (s)x‖

≤ ‖Tλ(s)x− T (s)x‖+ ‖Tλ(t)y − T (t)y‖,

onde y = T (s)x, e assim, como a última expressão à direita tende a zero quando λ→∞,
lim
λ→∞

Tλ(t)Tλ(s)x− T (t)T (s)x = 0.

Portanto, T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ≥ 0.

Conclúımos então, de (a)-(d), que (T (t))t≥0 é um semigrupo de contrações.

(e) Sabemos também que as funções t 7→ Tλ(t)x, com λ ∈ (0,+∞) e x ∈ X, são cont́ınuas.
Além disso, Tλ(t)x→ T (t)x uniformemente em [0, a], para algum a ∈ (0,+∞). Logo, a
função t 7→ T (t)x é cont́ınua em [0, a]. Em particular, ela é cont́ınua em zero e assim,
(T (t))t≥0 é um C0-semigrupo.

(f) Seja B : D(B) ⊂ X → X o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0. Mostraremos que
D(A) = D(B) e A = B.

Seja x ∈ D(A), então

T (t)x− x = lim
λ→∞

Tλ(t)x− lim
λ→∞

Tλ(0)x

= lim
λ→∞

[Tλ(t)x− Tλ(0)x]

= lim
λ→∞

[∫ t

0

Tλ(s)Aλxds

]
=

∫ t

0

lim
λ→∞

Tλ(s)Aλxds

=

∫ t

0

T (s)Axds,

sendo essa convergência posśıvel pois Tλ(s)Aλx→ T (s)Ax uniformemente em intervalos
limitados de [0,+∞), visto que

‖Tλ(s)Aλx− T (s)Ax‖ ≤ ‖Tλ(s)Aλx− Tλ(s)Ax‖+ ‖Tλ(s)Ax− T (s)Ax‖
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≤ ‖Tλ(s)‖‖Aλx− Ax‖+ ‖Tλ(s)Ax− T (s)Ax‖
≤ ‖Aλx− Ax‖+ ‖Tλ(s)Ax− T (s)Ax‖

e Tλ(s)Ax → T (s)Ax, quando λ → ∞, uniformemente em intervalos limitados de
[0,+∞).

Dessa forma, segue que

lim
t↓0

T (t)x− x
t

= lim
t↓0

1

t

∫ t

0

T (s)Axds = T (0)Ax = Ax,

o que implica que x ∈ D(B) e Bx = Ax.

Logo, D(A) ⊂ D(B) e A = B em D(A).

Por outro lado, pela primeira parte desta demonstração, sabemos que (0,+∞) ⊂
ρ(B). Em particular, 1 ∈ ρ(B). Sabemos também, por hipótese, que 1 ∈ ρ(A). Então
(I − A) e (I −B) são bijeções e suas inversas são limitadas.

Consequentemente, (I − A)D(A) = X e, como D(A) ⊂ D(B) e A = B em D(A),
obtemos que

(I − A)D(A) = (I −B)D(A) = X.

Usando a inversa, temos D(A) = (I −B)−1(I −B)D(A) = (I −B)−1X = D(B).

Portanto, D(A) = D(B) e A = B, ou seja, A é o gerador infinitesimal do C0 -
semigrupo de contrações (T (t))t≥0.

�

Corolário 2.4. Seja A o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo de contrações
(T (t))t≥0. Se Aλ é a aproximação de Yosida de A, então

T (t)x = lim
λ→∞

etAλx, ∀t ≥ 0, x ∈ X.

Demonstração: Considere o semigrupo (S(t))t≥0, onde S(t)x = lim
λ→∞

etAλx, para

todo t ≥ 0 e x ∈ X. Pela demonstração do Teorema de Hille-Yosida, segue que (S(t))t≥0

é um C0 - semigrupo de contrações com gerador infinitesimal igual a A.

Dessa forma, como (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0 são C0 - semigrupos com o mesmo gerador
infinitesimal, o Teorema 2.5 nos garante que T (t) = S(t), para todo t ≥ 0.

Portanto, T (t)x = lim
λ→∞

etAλx, ∀t ≥ 0, x ∈ X.

�

Corolário 2.5. Seja A o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo de contrações
(T (t))t≥0. O conjunto resolvente de A contém o semiplano direito aberto, isto é, {λ ∈
C;Reλ > 0} ⊆ ρ(A) e, para todo λ ∈ C com Reλ > 0, temos

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

Reλ
.
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Demonstração: Seja λ ∈ C com Reλ > 0. Dado x ∈ X, considere o operador

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt.

Observe que R(λ) está bem definido, pois∥∥∥∥∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

∥∥∥∥ ≤ ∫ ∞
0

|e−λt|‖T (t)‖‖x‖dt

≤
∫ ∞

0

e−(Reλ)t‖x‖dt

= ‖x‖
∫ ∞

0

e−(Reλ)tdt

= ‖x‖
[

lim
t→∞

e−(Reλ)t

(−Reλ)
+

1

(Reλ)

]
=
‖x‖
Reλ

< +∞.

Além disso, da mesma forma que na demonstração do Teorema de Hille-Yosida,
conclúımos que

R(λ) = (λI − A)−1 = R(λ : A).

Portanto, segue que {λ ∈ C;Reλ > 0} ⊆ ρ(A) e, para todo λ ∈ C com Reλ > 0,

‖R(λ : A)‖ = ‖R(λ)‖ = sup
‖x‖≤1

‖R(λ)x‖ ≤ sup
‖x‖≤1

‖x‖
Reλ

=
1

Reλ
.

�

Observação 2.5. Seja (T (t))t≥0 um C0 - semigrupo satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ eωt, para
todo t ≥ 0 e algum ω > 0. Dessa forma, a famı́lia (S(t))t≥0, onde S(t) = e−ωtT (t) para
todo t ≥ 0, é um C0 - semigrupo de contrações.

Além disso, se A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0, então (A−ωI) é o gerador
infinitesimal de (S(t))t≥0. Analogamente, se A é o gerador infinitesimal de um C0 -
semigrupo de contrações (T (t))t≥0, então (A + ωI) é o gerador infinitesimal de um C0

- semigrupo (S(t))t≥0 satisfazendo ‖S(t)‖ ≤ eωt, para todo t ≥ 0 (basta considerarmos
S(t) = eωtT (t), para todo t ≥ 0).

Corolário 2.6. Um operador linear A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de
um C0 - semigrupo (T (t))t≥0, com ‖T (t)‖ ≤ eωt para todo t ≥ 0 e algum ω > 0, se, e
somente se,

(i) A é fechado e D(A) = X;

(ii) (ω,+∞) ⊂ ρ(A) e ‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ− ω
, para todo λ > ω.
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Demonstração: Suponha, primeiramente, que A é o gerador infinitesimal de um
C0 - semigrupo (T (t))t≥0, com ‖T (t)‖ ≤ eωt, para todo t ≥ 0 e algum ω > 0.

Pelo Corolário 2.3, sabemos que A é fechado e D(A) = X. Falta mostrarmos que
vale a propriedade (ii). Para isso, seja S(t) = e−ωtT (t), para todo t ≥ 0. Pela Observação
2.5, segue que (S(t))t≥0 é um C0 - semigrupo de contrações com gerador infinitesimal
B = A − ωI. Além disso, pelo Teorema de Hille-Yosida, segue que (0,+∞) ⊂ ρ(B) e

‖R(λ : B)‖ ≤ 1

λ
, para todo λ ≥ 0.

Agora, considere µ ∈ (ω,+∞). Então µ = ω + β, para algum β > 0. Assim,

(µI − A) = (ωI + βI − A) = (βI − (A− ωI)) = (βI −B).

Como β > 0, β ∈ ρ(B) e então, (βI − B)−1 existe. Logo, (µI − A)−1 existe, ou
seja, µ ∈ ρ(A). Mais ainda, se µ > ω, temos

‖R(µ : A)‖ = ‖(µI − A)−1‖ = ‖(βI −B)−1‖ = ‖R(β : B)‖ ≤ 1

β
=

1

µ− ω
.

Reciprocamente, suponha que valem as propriedades (i) e (ii) e mostremos que A
é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo (T (t))t≥0, com ‖T (t)‖ ≤ eωt, para todo
t ≥ 0.

Nesse caso, seja B = A − ωI. Se λ > 0, temos (λI − B) = (λI − A + ωI) =
((λ+ω)I−A). Observe que ((λ+ω)I−A)−1 existe, pois λ+ω > ω, e então, (λI−B)−1

existe, ou seja, (0,+∞) ⊂ ρ(B) e, para todo λ > 0, temos

‖R(λ : B)‖ = ‖(λI−B)−1‖ = ‖((λ+ω)I−A)−1‖ = ‖R(λ+ω : A)‖ ≤ 1

(λ+ ω)− ω
=

1

λ
.

Note também que D(B) = D(A) e então D(B) = X. Além disso, B é fechado, já
que A é fechado.

Portanto, pelo Teorema de Hille-Yosida, B é o gerador infinitesimal de um C0 -
semigrupo de contrações (S(t))t≥0.

Assim, tomando T (t) = eωtS(t), para todo t ≥ 0, obtemos que (T (t))t≥0 é um C0

- semigrupo, com ‖T (t)‖ ≤ eωt, para todo t ≥ 0, e com gerador infinitesimal B + ωI =
(A− ωI) + ωI = A.

�

Teorema 2.7. (Caso geral do Teorema de Hille-Yosida) Um operador linear
A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo (T (t))t≥0, com
‖T (t)‖ ≤Meωt, para todo t ≥ 0, se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) = X;

(ii) (ω,+∞) ⊂ ρ(A) e ‖R(λ : A)n‖ ≤ M

(λ− ω)n
, para todo λ > ω e n ∈ N.

A demonstração deste resultado pode ser encontrado em [20, Teorema 5.3] .
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Caṕıtulo 3

Funções quase periódicas da reta
real em um espaço de Banach

Neste caṕıtulo vamos estudar uma classe especial de funções, as funções quase
periódicas. Iremos, inicialmente, considerar sua definição clássica, dada por Bohr em
1925, que é feita através do conceito de conjuntos relativamente densos, e analisare-
mos suas principais propriedades. Na sequência, buscaremos uma equivalência entre a
definição inicial e o conceito de funções normais, que envolve convergência.

Finalizamos este caṕıtulo apresentando alguns exemplos de funções quase periódicas.

Definição 3.1. Sejam E um espaço vetorial normado e f : R → E uma função. O
número real ξ é chamado um ε-quase peŕıodo para a função f se, para todo número real
t, a desigualdade

‖f(t+ ξ)− f(t)‖ ≤ ε

é satisfeita.

Observação 3.1. Se a função f é periódica com peŕıodo ω > 0, ou seja, se f(t+ ω) =
f(t) para todo t ∈ R, o número ω será um quase peŕıodo para f para qualquer que seja
ε > 0. Note também que os peŕıodos de uma função periódica, nω, com n ∈ Z, formam
um conjunto relativamente denso de números reais, isto é, existe um peŕıodo de f em
qualquer intervalo de comprimento maior que ω.

Este conceito de conjunto relativamente denso de números reais é fundamental na
teoria de funções quase periódicas, como veremos no decorrer deste caṕıtulo.

Definição 3.2. Sejam l > 0 e P ⊂ R. Dizemos que P é l-denso em R se a interseção
[a, a+ l] ∩ P é não vazia, para todo a ∈ R.

Definição 3.3. Um conjunto P ⊂ R é relativamente denso em R se é l-denso para
algum l > 0.

Exemplo 3.1. O conjunto {±
√
n}n∈N é relativamente denso.
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De fato, observe que, para qualquer a ≥ 0, existe n ∈ N tal que [a2] = n, ou seja,
n ≤ a2 < n+ 1. Assim,

[a2] ≤ a2 < [a2] + 1 ≤ a2 + 1 ≤ a2 + 2a+ 1 = (a+ 1)2.

Portanto,
a ≤

√
[a]2 + 1 ≤ a+ 1,

isto é,
√

[a]2 + 1 ∈ [a, a+ 1] ∩ {±
√
n}n∈N.

No caso em que a < 0, temos duas possibilidades: se a > −1, então a < 0 < a+ 1,
ou seja, 0 ∈ [a, a+ 1] ∩ {±

√
n}n∈N. Já se a < −1, temos b = −a− 1 > 0 e, pelo que foi

feito incialmente, existe k ∈ N tal que b ≤
√
k ≤ b + 1, ou seja, −a − 1 ≤

√
k ≤ −a,

implicando assim em a ≤ −
√
k ≤ a+ 1.

Logo, a interseção [a, a+ 1]∩{±
√
n}n∈N é não vazia para qualquer que seja a ∈ R,

o que garante que o conjunto {±
√
n}n∈N é 1-denso e então, relativamente denso.

Definição 3.4. Sejam E um espaço vetorial normado e f : R→ E uma função cont́ınua.
A função f é quase periódica se, para qualquer número ε > 0, existe um conjunto
relativamente denso de ε-quase peŕıodos para f .

Em outras palavras, a função f : R→ E é quase periódica se, para qualquer ε > 0,
existe um número positivo l = l(ε) tal que, em qualquer intervalo real de comprimento l,
existe pelo menos um número ξ tal que

‖f(t+ ξ)− f(t)‖ ≤ ε, ∀t ∈ R.

Observação 3.2. A mesma classe de funções pode ser obtida se assumirmos na definição
acima a desigualdade estrita ‖f(t+ ξ)− f(t)‖ < ε.

De fato, se vale a Definição 3.4, dado ε > 0 qualquer, tome ε1 > 0 de modo
que ε1 < ε. Assim, da Definição 3.4, obtemos que {ξ ∈ R; ‖f(t + ξ) − f(t)‖ ≤ ε1} é
relativamente denso. Além disso, como ε1 < ε, segue que {ξ ∈ R; ‖f(t + ξ) − f(t)‖ ≤
ε1} ⊂ {ξ ∈ R; ‖f(t + ξ)− f(t)‖ < ε}, o que implica que {ξ ∈ R; ‖f(t + ξ)− f(t)‖ < ε}
também é relativamente denso. Logo, vale a Definição 3.4 com a desigualdade estrita.

Analogamente, se vale a Definição 3.4 com a desigualdade estrita, dado ε > 0
qualquer, tome ε2 > 0, com ε2 < ε. Dessa forma, temos {ξ ∈ R; ‖f(t + ξ) − f(t)‖ <
ε2} ⊂ {ξ ∈ R; ‖f(t + ξ) − f(t)‖ ≤ ε} e então, como {ξ ∈ R; ‖f(t + ξ) − f(t)‖ < ε2} é
relativamente denso, {ξ ∈ R; ‖f(t+ξ)−f(t)‖ ≤ ε} também o será, garantindo a validade
da Definição 3.4.

Seja E um espaço vetorial normado. Vamos denotar por T (f ; ε) o conjunto de
todos os números ε-quase peŕıodos da função f : R → E e por L(f ; ε) o conjunto de
todo número positivo l = l(ε) que aparece na Definição 3.4.

Propriedades 3.1. Usando a notação acima, valem os seguintes resultados:

(1) Sejam ε e ε′ reais positivos tais que ε < ε′, então T (f ; ε) ⊂ T (f ; ε′).
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(2) Dado ε > 0, se ξ ∈ T (f ; ε), então −ξ ∈ T (f ; ε).

(3) Dados ε1 e ε2 reais positivos, se ξ1 ∈ T (f ; ε1) e ξ2 ∈ T (f ; ε2), então ξ1 ± ξ2 ∈
T (f ; ε1 + ε2).

(4) Se l ∈ L(f ; ε) e l1 > l, então l1 ∈ L(f ; ε).

Demonstração: (1) Dados ε e ε′ positivos tais que ε < ε′, seja ξ ∈ T (f ; ε).
Assim, segue que, para todo t ∈ R,

‖f(t+ ξ)− f(t)‖ ≤ ε < ε′,

ou seja, ξ ∈ T (f ; ε′). Portanto, T (f ; ε) ⊂ T (f ; ε′).

(2) Seja ξ ∈ T (f ; ε). Então, ‖f(t + ξ) − f(t)‖ ≤ ε, para todo t ∈ R. Em particular,
substituindo t por s− ξ, s ∈ R, obtemos

‖f(s− ξ)− f(s)‖ ≤ ε.

Como a desigualdade acima vale para todo s ∈ R, conclúımos que −ξ ∈ T (f ; ε).

(3) Sejam ξ1 ∈ T (f ; ε1) e ξ2 ∈ T (f ; ε2). Observe que

‖f(t+ (ξ1 ± ξ2))− f(t)‖ = ‖f(t+ (ξ1 ± ξ2))− f(t+ ξ1) + f(t+ ξ1)− f(t)‖
≤ ‖f((t+ ξ1)± ξ2)− f(t+ ξ1)‖+ ‖f(t+ ξ1)− f(t)‖
≤ ε2 + ε1,

para todo t ∈ R.

Logo, segue que ξ1 ± ξ2 ∈ T (f ; ε1 + ε2).

(4) Seja l ∈ L(f ; ε). Assim, em qualquer intervalo real de comprimento l, existe pelo
menos um número ξ com a propriedade: ‖f(t+ ξ)− f(t)‖ ≤ ε, para todo t ∈ R.

Se l1 > l, segue que qualquer intervalo real de comprimento l1 contém um intervalo
de comprimento l, e então, existe pelo menos um número ξ no intervalo de comprimento
l1 com a propriedade: ‖f(t+ ξ)− f(t)‖ ≤ ε, para todo t ∈ R.

Portanto, l1 ∈ L(f ; ε).

�

Daqui por diante, vamos considerar E um espaço vetorial normado e f : R → E
uma função cont́ınua.

Lema 3.1. Para qualquer número positivo ε, o conjunto T (f ; ε) é fechado.
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Demonstração: Seja ξ ∈ T (f ; ε). Logo, existe uma sequência (ξn)n∈N em T (f ; ε)
tal que ξn → ξ quando n→∞.

Como ξn ∈ T (f ; ε), para todo n ∈ N, segue que ‖f(t+ ξn)− f(t)‖ ≤ ε, para todo
t ∈ R e n ∈ N.

Além disso, observe que (t+ξn)→ (t+ξ) quando n→∞, para todo t ∈ R. Assim,
como f é cont́ınua, temos f(t+ ξn)→ f(t+ ξ) quando n→∞, para todo t ∈ R.

Dessa forma, aplicando o limite quando n→∞ em ambos os lados da desigualdade
‖f(t+ ξn)− f(t)‖ ≤ ε, obtemos ‖f(t+ ξ)− f(t)‖ ≤ ε, para todo t ∈ R.

Portanto, ξ ∈ T (f ; ε), e então, T (f ; ε) é fechado.

�

Proposição 3.1. Seja l(ε) = inf L(f ; ε). Então, l(ε) ≥ 0 e l(ε) ∈ L(f ; ε).

Demonstração: Observe inicialmente que, pela forma como foi definido, L(f ; ε)
é formado por números positivos. Logo, l(ε) ≥ 0. Mais ainda, pela definição de ı́nfimo,

para qualquer n ∈ N, existe ln ∈ L(f ; ε) tal que l(ε) ≤ ln < l(ε) +
1

n
.

Agora, seja a ∈ R e considere os intervalos [a, a+ ln] e [a, a+(l(ε)+ 1
n
)], com n ∈ N.

Sabemos que existe ξn ∈ [a, a + ln] tal que ξn ∈ T (f ; ε) e então, como ln < l(ε) +
1

n
,

ξn ∈ [a, a+ (l(ε) + 1
n
)].

Assim, quando fazemos n variar em N, obtemos uma sequência (ξn)n∈N em [a, a+
(l(ε) + 1)] e, como este intervalo é compacto, (ξn)n∈N possui uma subsequência (ξnk)k∈N
convergente. Digamos que lim

k→∞
ξnk = ξ, com ξ ∈ R.

Observe que a ≤ ξnk ≤ a + l(ε) +
1

nk
para todo k ∈ N, o que implica que a ≤ ξ ≤

a+ l(ε), isto é, ξ ∈ [a, a+ l(ε)].

Além disso, pelo Lema 3.1, sabemos que T (f ; ε) é fechado, e então, segue que
ξ ∈ T (f ; ε).

Portanto, existe pelo menos um número ξ ∈ T (f ; ε) tal que ξ ∈ [a, a + l(ε)], ou
seja, l(ε) ∈ L(f ; ε).

�

Observação 3.3. (1) Da definição de L(f ; ε) e da proposição anterior, segue que
L(f ; ε) = [l(ε),∞).

(2) Dado ε > 0 fixo, seja ε > 0 com ε < ε. Se assumirmos que l(ε) = 0, então, para
qualquer número natural n, existe um número ln ∈ L(f ; ε) tal que 0 ≤ ln <

1
n

.
Assim, para qualquer a ∈ R, todo intervalo da forma [a, a+ 1

n
] contém um número

ξn ∈ T (f ; ε), com ‖f(t + ξn)− f(t)‖ ≤ ε, para todo t ∈ R. Logo, quando n→∞,
ξn converge para a e obtemos ‖f(t+a)− f(t)‖ ≤ ε, para todo t ∈ R. Entretanto, a
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é um número real qualquer e então, tomando em particular t = 0 na desigualdade
acima, ficamos com ‖f(a) − f(0)‖ ≤ ε, para todo a ∈ R. Assim, conclúımos que,
se l(ε) = 0 para todo 0 < ε < ε, então f(a) = f(0) para todo a ∈ R, ou seja, f é
uma função constante.

(3) Dados 0 < ε1 < ε2, então L(f ; ε1) ⊂ L(f ; ε2) e l(ε2) ≤ l(ε1).

De fato, se l ∈ L(f ; ε1), segue que [a, a+ l]∩T (f ; ε1) é não vazia, para todo a ∈ R.
Logo, existe ξ ∈ T (f ; ε1), isto é, existe ξ ∈ R tal que ‖f(t + ξ)− f(t)‖ ≤ ε1 < ε2,
para todo t ∈ R. Assim, ξ ∈ T (f ; ε2), e mais, [a, a+ l]∩T (f ; ε2) é não vazia, para
todo a ∈ R. Portanto, l ∈ L(f ; ε2), ou seja, L(f ; ε1) ⊂ L(f ; ε2) e l(ε2) ≤ l(ε1) por
causa dessa inclusão e da definição de ı́nfimo.

Proposição 3.2. Suponha que o conjunto numérico {l(ε) ∈ R; 0 < ε < 1} é limitado.
Então, f : R→ E é uma função periódica.

Demonstração: Suponha que {l(ε) ∈ R; 0 < ε < 1} é limitado. Assim, para
algum número positivo l, temos 0 < l(ε) < l para todo 0 < ε < 1.

Além disso, como l(ε) ∈ L(f ; ε), sabemos que [a, a+ l(ε)]∩ T (f ; ε) 6= ∅, para todo
a ∈ R. Logo, como l(ε) < l, segue que [a, a+ l] ∩ T (f ; ε) 6= ∅, para todo a ∈ R, ou seja,
l ∈ L(f ; ε).

Deste modo, visto que a propriedade acima é válida para todo 0 < ε < 1, tomando,

em particular, ε =
1

n
, com n ∈ N, obtemos que o intervalo [l, 2l] possui um elemento

ξn ∈ T
(
f ; 1

n

)
, n ∈ N, ou seja,

‖f(t+ ξn)− f(t)‖ ≤ 1

n
, para todo t ∈ R. (3.1)

Mais ainda, como [l, 2l] é compacto, existe uma subsequência (ξnk)k∈N de (ξn)n∈N
convergindo para algum ξ∗ pertencente ao intervalo [l, 2l].

Portanto, como f é cont́ınua, aplicando o limite com n→∞ em (3.1), obtemos

‖f(t+ ξ∗)− f(t)‖ = 0, para todo t ∈ R,

ou seja, f(t+ ξ∗) = f(t) para todo t ∈ R, ou ainda, f periódica, com peŕıodo ξ∗.

�

A seguir apresentamos algumas propriedades das funções quase periódicas.

Propriedades 3.2. (1) Se f : R→ E é quase periódica e α ∈ K, onde K é o corpo de
E, então a função t 7→ (αf)(t) é também quase periódica.

(2) Se a função f : R → E é quase periódica, então a translação fa, definida por
fa(t) = f(t+ a), para todo t ∈ R e a ∈ R fixo, e a reflexão f̌ , definida por f̌(t) = f(−t),
para t ∈ R, são também quase periódicas.
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(3) Se f : R → E é quase periódica, então a função ‖f‖, dada por t 7→ ‖f(t)‖, para
t ∈ R, também é quase periódica.

(4) Seja f : R → K uma função quase periódica, com inf
t∈R
|f(t)| = m > 0 e K o corpo

de E. Então a função inversa g : R → K, definida por g(t) =
1

f(t)
, t ∈ R, é quase

periódica.

(5) Se f : R→ E é quase periódica, então f é limitada em R.

(6) Se f : R→ E é quase periódica, então a função t 7→ g(t) = (f(t))2, t ∈ R é também
quase periódica.

(7) Se f : R→ E é quase periódica, então f é uniformemente cont́ınua em R.

Demonstração: (1) Seja ξ ∈ T (f ; ε), então ‖f(t + ξ) − f(t)‖ ≤ ε, para todo
t ∈ R. Logo,

‖(αf)(t+ ξ)− (αf)(t)‖ ≤ |α|‖f(t+ ξ)− f(t)‖ ≤ |α|ε, para todo t ∈ R,

o que implica que ξ ∈ T (αf ; |α|ε).
Dessa forma, temos T (f ; ε) ⊂ T (αf ; |α|ε) e mais, como f é quase periódica, T (f ; ε)

é relativamente denso em R e assim, T (αf ; |α|ε) também é relativamente denso.

Agora, para α 6= 0, dado ε̃ > 0 qualquer, tomando ε =
ε̃

|α|
no resultado acima,

obtemos que T (αf ; ε̃) é relativamente denso.

Portanto, αf é quase periódica.

(2) Suponha que f é quase periódica. Assim, existe l > 0 tal que [a, a+ l]∩ T (f ; ε) 6= ∅
para todo a ∈ R, ou seja, existe ξ ∈ [a, a + l] tal que ‖f(t + ξ) − f(t)‖ ≤ ε, para todo
t ∈ R e a ∈ R.

Logo, como t = a+s ∈ R, para todo s ∈ R, segue que ‖f(s+a+ξ)−f(s+a)‖ ≤ ε,
isto é, ‖fa(s+ ξ)− fa(s)‖ ≤ ε, para todo s ∈ R, ou ainda, ξ ∈ T (fa; ε). Assim, T (fa; ε)
é relativamente denso e, portanto, fa é quase periódica.

Da mesma forma, agora tomando t = −s, temos

‖f̌(s− ξ)− f̌(s)‖ = ‖f(−s+ ξ)− f(−s)‖ ≤ ε, para todo s ∈ R.

Logo, −ξ ∈ T (f̌ ; ε) e então, pelo item (2) da Propriedade 3.1, conclúımos que ξ ∈ T (f̌ ; ε).

Portanto, T (f ; ε) ⊆ T (f̌ ; ε), ou seja, T (f̌ ; ε) é relativamente denso e, assim, f̌ é
quase periódica.

(3) Suponha que f é quase periódica, então existe ξ ∈ T (f ; ε) tal que ‖f(t+ξ)−f(t)‖ ≤ ε
para todo t ∈ R. Além disso, sabemos que, para todo t ∈ R,

|‖f(t+ ξ)‖ − ‖f(t)‖| ≤ ‖f(t+ ξ)− f(t)‖ ≤ ε.
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Logo, ξ ∈ T (‖f‖; ε) e, portanto, T (f ; ε) ⊆ T (‖f‖; ε), ou seja, como T (f ; ε) é
relativamente denso, T (‖f‖; ε) também é relativamente denso. Assim, ‖f‖ é quase
periódica.

(4) Suponha que f : R → K é quase periódica e que inf
t∈R
|f(t)| = m > 0. Se ξ ∈

T (f ; εm2), então, para todo t ∈ R,

|g(t+ ξ)− g(t)| =
∣∣∣∣ 1

f(t+ ξ)
− 1

f(t)

∣∣∣∣ =
|f(t)− f(t+ ξ)|
|f(t+ ξ)||f(t)|

≤ 1

m2
|f(t+ ξ)− f(t)| ≤ ε.

Logo, ξ ∈ T (g; ε). Consequentemente, T (f ; εm2) ⊂ T (g; ε) e, visto que T (f ; εm2)
é relativamente denso, pois f é quase periódica, T (g; ε) é relativamente denso.

Portanto, g é quase periódica.

(5) Defina l(1) = inf L(f ; 1). Como f é quase periódica, para qualquer t ∈ R, existe
ξ ∈ T (f ; 1) ∩ [−t,−t + l(1)]. Assim, como −t ≤ ξ ≤ −t + l(1), temos 0 ≤ t + ξ ≤ l(1).
Consequentemente, ‖f(t+ξ)‖ ≤ sup

s∈[0,l(1)]

‖f(s)‖, observando que este supremo existe pois

f é cont́ınua e [0, l(1)] é compacto. Assim,

‖f(t)‖ ≤ ‖f(t)− f(t+ ξ)‖+ ‖f(t+ ξ)‖ ≤ 1 + sup
s∈[0,l(1)]

‖f(s)‖.

Portanto, f é limitada em R.

(6) Suponha que f é quase periódica e seja M = sup
t∈R
‖f(t)‖, lembrando que este supremo

existe por causa da propriedade anterior. Dado ξ ∈ T (f ; ε
2M

), observe que, para todo
t ∈ R,

g(t+ ξ)− g(t) = (f(t+ ξ))2 − (f(t))2 = f(t+ ξ)[f(t+ ξ)− f(t)] + f(t)[f(t+ ξ)− f(t)].

Logo, temos

‖g(t+ ξ)− g(t)‖ ≤ ‖f(t+ ξ)‖‖f(t+ ξ)− f(t)‖+ ‖f(t)‖‖f(t+ ξ)− f(t)‖
≤ M

ε

2M
+M

ε

2M
= ε,

para todo t ∈ R.

Portanto, ξ ∈ T (g; ε), de onde segue que T (f ; ε
2M

) ⊂ T (g; ε) e então, T (g; ε) é
relativamente denso. Assim, conclúımos que g é quase periódica.

(7) Sejam ε > 0 e l ∈ L(f ; ε
3
). Como o intervalo fechado [0, l + 2] é compacto e f é

cont́ınua, segue que f é uniformemente cont́ınua em [0, l+2]. Dessa forma, existe δ, com

0 < δ < 1, tal que, para todo t1, t2 ∈ [0, l+2] com |t1−t2| < δ, temos ‖f(t1)−f(t2)‖ < ε

3
.
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Por outro lado, sejam t′, t′′ ∈ R tais que |t′ − t′′| < δ. Como f é quase periódica,
existe ξ ∈ T (f ; ε

3
)∩[−t′+1,−t′+1+l], e assim, −t′+1 ≤ ξ ≤ −t′+1+l e ‖f(t+ξ)−f(t)‖ ≤

ε

3
para todo t ∈ R. Além disso, como −δ < t′′ − t′ < δ, temos t′ − δ ≤ t′′ ≤ t′ + δ e

t′ − δ + ξ ≤ t′′ + ξ ≤ t′ + δ + ξ.

Mas, 1 ≤ t′+ξ ≤ 1+l, o que implica em 1−δ ≤ t′+ξ−δ ≤ t′′+ξ ≤ t′+ξ+δ ≤ 1+l+δ,
ou, 1 − δ ≤ t′′ + ξ ≤ 1 + δ + l. Assim, 0 ≤ t′′ + ξ ≤ 2 + l. Observe também que, como
1 ≤ t′ + ξ ≤ 1 + l, t′ + ξ ∈ [0, l + 2].

Logo, como f é uniformemente cont́ınua em [0, l + 2] e |t′ − t′′| < δ, temos ‖f(t′ +

ξ)− f(t′′ + ξ)‖ < ε

3
. Então,

‖f(t′)− f(t′′)‖ ≤ ‖f(t′)− f(t′ + ξ)‖+ ‖f(t′ + ξ)− f(t′′ + ξ)‖+ ‖f(t′′ + ξ)− f(t′′)‖
<

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Portanto, f é uniformemente cont́ınua em R.

�

Observação 3.4. Uma função f : R→ E é uniformemente cont́ınua se, e somente se,
para todo ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0, tal que [−δ, δ] ⊂ T (f ; ε).

De fato, se f é uniformemente cont́ınua, segue que, para todo ε > 0 dado, existe
δ = δ(ε) > 0, tal que ‖f(t′)− f(t′′)‖ < ε sempre que |t′ − t′′| ≤ δ.

Agora, seja ξ ∈ [−δ, δ]. Então, |ξ| < δ e, pela continuidade uniforme, ‖f(t + ξ)−
f(t)‖ < ε para todo t ∈ R, o que implica que ξ ∈ T (f ; ε).

Reciprocamente, suponha que, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que [−δ, δ] ⊂ T (f ; ε).
Sejam t′, t′′ ∈ R com |t′ − t′′| < δ. Assim, ξ = t′′ − t′ ∈ [−δ, δ] e então, pela hipótese,
ξ ∈ T (f ; ε).

Dessa forma, ‖f(t′)−f(t′′)‖ = ‖f(t′)−f(t′+ξ)‖ ≤ ε e portanto, f é uniformemente
cont́ınua.

Teorema 3.1. Seja (fn)n∈N uma sequência de funções quase periódicas de R em E, que
converge uniformemente em R para uma função cont́ınua f : R→ E. Então, f também
é quase periódica.

Demonstração: Pelo fato de (fn)n∈N convergir para f uniformemente em R,

quando n → ∞, dado ε > 0, existe n0 ∈ N, tal que ‖f(t) − fn0(t)‖ ≤
ε

3
, para

todo t ∈ R. Além disso, como fn0 é quase periódica, dado ξ ∈ T (fn0 ;
ε
3
), temos

‖fn0(t+ ξ)− fn0(t)‖ <
ε

3
para todo t ∈ R.

Assim, obtemos que

‖f(t+ ξ)− f(t)‖ ≤ ‖f(t+ ξ)− fn0(t+ ξ)‖+ ‖fn0(t+ ξ)− fn0(t)‖+ ‖fn0(t)− f(t)‖
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≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Disso, segue que ξ ∈ T (f ; ε). Logo, T (fn0 ;
ε
3
) ⊂ T (f ; ε), e então, como T (fn0 ;

ε
3
) é

relativamente denso, T (f ; ε) também é relativamente denso.

Portanto, f é quase periódica.

�

Proposição 3.3. Sejam X um espaço de Banach e AP (X) o espaço das funções quase
periódicas de R em X, com a norma ‖f‖∞ = sup

t∈R
‖f(t)‖. Então, (AP (X), ‖.‖∞) é um

espaço de Banach.

Demonstração: Seja (fn)n∈N uma sequência de Cauchy em AP (X). Assim, dado

ε > 0, existe n0 ∈ N tal que ‖fn − fm‖∞ <
ε

2
, para todo n,m ≥ n0.

Observe que, para todo t ∈ R e todo n,m ≥ n0, temos

‖fn(t)− fm(t)‖ ≤ sup
t∈R
‖fn(t)− fm(t)‖ = ‖fn − fm‖∞ <

ε

2
, (3.2)

ou seja, (fn(t))n∈N é uma sequência de Cauchy em X, para todo t ∈ R.

Logo, como X é um espaço de Banach, para cada t ∈ R, lim
n→∞

fn(t) existe. Dessa

forma, podemos definir uma função f : R → X por f(t) = lim
n→∞

fn(t). Então, para

provarmos esta proposição, basta mostrarmos que (fn)n∈N converge para f na norma
‖.‖∞ e que f ∈ AP (X).

Para isso, voltando na desigualdade (3.2), temos ‖fn(t) − fm(t)‖ < ε

2
, para todo

t ∈ R e n,m ≥ n0. Assim, mantendo n fixo e fazendo m→ +∞, para todo t ∈ R e todo
n ≥ n0, obtemos

‖fn(t)− f(t)‖ < ε

2
.

Consequentemente, para n ≥ n0, temos

‖fn − f‖∞ = sup
t∈R
‖fn(t)− f(t)‖ ≤ ε

2
< ε,

ou seja, fn → f quando n→∞ na norma ‖.‖∞.

Além disso, da definição de ‖.‖∞, conclúımos que fn → f uniformemente em X,
quando n→∞, e então, pelo fato de fn ser quase periódica para todo n ∈ N, o Teorema
3.1 nos garante que f é quase periódica.

Portanto, (AP (X), ‖.‖∞) é um espaço de Banach.

�
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O próximo resultado estabelece uma conexão entre uma função quase periódica e
sua derivada.

Teorema 3.2. (Teorema de Bochner) Sejam X um espaço de Banach e f : R→ X
uma função quase periódica tal que sua derivada f ′ é uniformemente cont́ınua em R.
Então, f ′ também é quase periódica.

Demonstração: Observe primeiramente que, para qualquer a ∈ R, a função
g : R → X definida por g(t) = fa(t) − f(t) = f(t + a) − f(t), para todo t ∈ R, é quase
periódica. De fato, para todo ε > 0 dado e ξ ∈ T (f ; ε

2
), temos

‖g(t+ ξ)− g(t)‖ ≤ ‖f(t+ ξ + a)− f(t+ a)‖+ ‖f(t+ ξ)− f(t)‖
= ‖f((t+ a) + ξ)− f(t+ a)‖+ ‖f(t+ ξ)− f(t)‖
≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Desse modo, obtemos que ξ ∈ T (g; ε) e então, T (f ; ε
2
) ⊂ T (g; ε), com T (f ; ε

2
)

relativamente denso, o que implica que T (g; ε) é relativamente denso, ou seja, g é quase
periódica.

Mais ainda, a função
1

a
g também é quase periódica para todo a ∈ R− {0}.

Agora, tomemos a sequência (an)n∈N, onde an =
1

n
, n ∈ N. Então, (n[f(t + an)−

f(t)])n∈N é uma sequência de funções quase periódicas, onde

f ′(t) = lim
an→0

[
f(t+ an)− f(t)

an

]
= lim

n→∞
n

[
f

(
t+

1

n

)
− f(t)

]
,

para todo t ∈ R.

Por outro lado, como f ′ é uniformemente cont́ınua, para todo ε > 0 dado, existe
δ > 0 tal que, para todo t, s ∈ R, ‖f ′(s) − f ′(t)‖ < ε, sempre que |t − s| < δ. Assim,

tomando n0 ∈ N, com
1

n0

< δ, e usando o Teorema fundamental do cálculo, temos

∥∥∥∥n [f (t+
1

n

)
− f(t)

]
− f ′(t)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥n
∫ t+ 1

n

t

[f ′(σ)− f ′(t)]dσ

∥∥∥∥∥
≤ n

∫ t+ 1
n

t

‖f ′(σ)− f ′(t)‖dσ

≤ n

∫ t+ 1
n

t

εdσ

= ε,

para todo n ≥ n0.
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Isso significa que lim
n→∞

n

[
f

(
t+

1

n

)
− f(t)

]
= f ′(t) uniformemente para t ∈ R, ou

ainda, f ′ é o limite uniforme de funções quase periódicas.

Portanto, pelo Teorema 3.1, obtemos que f ′ é uma função quase periódica.

�

Corolário 3.1. Sejam X um espaço de Banach e f : R→ X uma função quase periódica
tal que sua segunda derivada f ′′ é limitada e uniformemente cont́ınua em R. Então, as
derivadas f ′ e f ′′ são também quase periódicas.

Demonstração: Inicialmente, observe que, do Teorema fundamental do cálculo,
temos a igualdade

f ′(t)− f ′(s) =

∫ t

s

f ′′(ξ)dξ,

para todo t, s ∈ R.

Assim, segue que, para todo t, s ∈ R,

‖f ′(t)− f ′(s)‖ ≤
∫ t

s

‖f ′′(ξ)‖dξ ≤ |t− s|M,

onde M = sup
σ∈R
‖f ′′(σ)‖, já que f ′′ é limitada.

Logo, dado ε > 0, existe δ =
ε

M
tal que, se |t− s| < δ, para t, s ∈ R, então

‖f ′(t)− f ′(s)‖ ≤ |t− s|M < δM = ε,

ou seja, f ′ é uniformemente cont́ınua. Portanto, pelo Teorema de Bochner, conclúımos
que f ′ é quase periódica.

Além disso, por hipótese temos também que f ′′ é uniformemente cont́ınua. Assim,
visto que f ′ é quase periódica, novamente pelo Teorema de Bochner, obtemos que f ′′ é
quase periódica.

�

Proposição 3.4. Sejam X um espaço de Banach e f : R → X uma função quase
periódica. Então, a imagem de f , Im(f), é um conjunto totalmente limitado em X e
com fecho compacto.

Demonstração: Sejam ε > 0 e l ∈ L(f ; ε
2
). Note que a imagem de f em [0, l] é

compacta, pois [0, l] é compacto e f é cont́ınua, e assim, é totalmente limitada em X.
Logo, existe um número finito de elementos de X, digamos {e1, e2, ..., en} tais que, para
qualquer t ∈ [0, l], existe um ei(t) ∈ {e1, e2, ..., en}, com a propriedade que ‖f(t)−ei(t)‖ <
ε
2
.
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Considere agora um número real t qualquer e seja ξ ∈ T (f ; ε
2
) ∩ [−t,−t + l].

Desse modo, ‖f(t + ξ) − f(t)‖ ≤ ε

2
para todo t ∈ R e t + ξ ∈ [0, l]. Assim, existe

ej ∈ {e1, e2, ..., en} tal que ‖f(t+ ξ)− ej‖ <
ε

2
e mais,

‖f(t)− ej‖ ≤ ‖f(t)− f(t+ ξ)‖+ ‖f(t+ ξ)− ej‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto, a imagem de f é totalmente limitada.

Finalmente, como o fecho da imagem de f , Im(f), é fechado e X é um espaço de
Banach, então Im(f) é um espaço de Banach. Além disso, Im(f) também é totalmente
limitado, o que nos permite concluir que Im(f) é compacto (ver Teorema 1.4).

�

Na sequência deste caṕıtulo vamos considerar o conceito de funções normais. Es-
tudaremos algumas de suas propriedades e analisaremos a relação entre esta classe de
funções e as funções quase periódicas.

A partir daqui, consideremos X um espaço de Banach.

Definição 3.5. Seja f : R → X uma função cont́ınua. Dizemos que f é uma função
normal se, dada qualquer sequência de números reais (hn)n∈N, é posśıvel encontrar uma
subsequência (hnk)k∈N tal que lim

k→∞
f(t+ hnk) existe uniformemente para t em R.

Observação 3.5. (1) Qualquer função normal é limitada. De fato, se f não for limi-
tada, existe uma sequência (tn)n∈N em R com ‖f(tn)‖ > n, ∀n ∈ N. Assim, não existe
subsequência (tnk)k∈N de (tn)n∈N tal que (f(t + tnk))k∈N seja convergente quando t = 0,
o que é uma contradição.

(2) A imagem de qualquer função normal é sequencialmente compacta, pois, se (f(tn))n∈N
é qualquer sequência na imagem de f , então podemos extrair da sequência (f(t+ tn))n∈N
uma subsequência (f(t + tnk))k∈N que é uniformemente convergente para t em R. Por-
tanto, para t = 0, segue que (f(tnk))k∈N é convergente em R.

Proposição 3.5. A soma e a diferença de duas funções normais ainda é uma função
normal.

Demonstração: Sejam f1, f2 : R → X funções normais. Então, para qual-
quer sequência (hn)n∈N em R, podemos extrair uma subsequência (hnk)k∈N de modo
que lim

k→∞
f1(t + hnk) existe uniformemente para t ∈ R. Digamos que lim

k→∞
f1(t + hnk) =

g1(t), t ∈ R.

Agora, para a função f2, sabemos que a sequência (hnk)k∈N possui uma subsequência
(hnki )i∈N tal que lim

i→∞
f2(t + hnki ) existe uniformemente para t ∈ R. Suponha que

lim
i→∞

f2(t+ hnki ) = g2(t), t ∈ R.
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Assim, em particular, como (hnki )i∈N é subsequência de (hnk)k∈N, lim
i→∞

f1(t+hnki ) =

g1(t), uniformemente para t ∈ R.

Logo, para toda sequência (hn)n∈N em R, existe uma subsequência, neste caso
(hnki )i∈N, tal que

lim
i→∞

(f1 ± f2)(t+ hnki ) = lim
i→∞

f1(t+ hnki )± lim
i→∞

f2(t+ hnki )

= g1(t)± g2(t),

uniformemente para t ∈ R.

Portanto, f1 ± f2 é uma função normal.

�

Proposição 3.6. Seja f : R→ X uma função normal. Então, sup
t≥0
‖f(t)‖ = sup

t∈R
‖f(t)‖.

Demonstração: Sabemos que sup
t≥0
‖f(t)‖ ≤ sup

t∈R
‖f(t)‖. Assim, para obtermos o

resultado desejado, basta mostrarmos que ‖f(t0)‖ ≤ sup
t≥0
‖f(t)‖, para todo t0 < 0.

Note inicialmente que, como f é normal, da sequência (f(t + n))n∈N, podemos
extrair uma subsequência (f(t+nk))k∈N, com n1 < n2 < n3 < ..., tal que lim

k→∞
f(t+nk) =

g(t), uniformemente para t ∈ R. Em particular, tomando t = s − nk na definição de
limite para o limite anterior, obtemos que lim

k→∞
g(s− nk) = f(s), com essa convergência

sendo uniforme para s ∈ R.

Agora, dado qualquer t0 < 0, para algum k0 ∈ N, temos t0 + nk ≥ 0 para todo
k ≥ k0. Logo, ‖f(t0 +nk)‖ ≤ sup

u≥0
‖f(u)‖ para todo k ≥ k0. Consequentemente, tomando

o limite quando k →∞, temos ‖g(t0)‖ ≤ sup
u≥0
‖f(u)‖.

Da mesma forma, se t0 ≥ 0, ‖g(t0)‖ ≤ sup
u≥0
‖f(u)‖. Portanto, para todo t ∈ R,

‖g(t)‖ ≤ sup
u≥0
‖f(u)‖ e assim, sup

u∈R
‖g(u)‖ ≤ sup

u≥0
‖f(u)‖.

Consequentemente, segue que, para todo t ∈ R,

‖f(t)‖ ≤ lim
k→∞
‖g(t− nk)‖ ≤ lim

k→∞
sup
u∈R
‖g(u)‖ = sup

u∈R
‖g(u)‖ ≤ sup

u≥0
‖f(u)‖,

ou seja, ‖f(t)‖ ≤ sup
u≥0
‖f(u)‖ para todo t ∈ R, e então, segue o resultado.

�

Corolário 3.2. Seja (fn)n∈N, fn : R → X, uma sequência de funções normais tais que
lim
n→∞

fn(t) = g(t), uniformemente para t ∈ [0,∞). Então, lim
n→∞

fn(t) = g(t), uniforme-

mente para t ∈ R.
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Demonstração: Como vimos anteriormente, a soma e a diferença de funções nor-
mais é uma função normal. Assim, pela proposição anterior e pelo fato de (fn(t))n∈N ser
uma sequência de Cauchy, uniformemente para t ∈ [0,∞), pois (fn(t))n∈N é uniforme-
mente convergente em [0,∞), dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que, para todo n,m ≥ n0,
sup
t∈R
‖fn(t)− fm(t)‖ = sup

t≥0
‖fn(t)− fm(t)‖ < ε.

Logo, segue que ‖fn(t)− fm(t)‖ < ε para todo t ∈ R, ou seja, (fn(t))n∈N converge
para h(t) uniformemente para t ∈ R. Desse modo, como o limite é único, segue que
g(t) = h(t) para todo t ∈ R, concluindo que a convergência é uniforme em R.

�

Observação 3.6. Na proposição anterior, podemos substituir o semi eixo positivo por
qualquer outro intervalo da forma [α,+∞), α ∈ R. Assim, para qualquer função normal
f , temos sup

t≥α
‖f(t)‖ = sup

t∈R
‖f(t)‖.

Como consequência, podemos ver que:

(1) se f é uma função normal e lim
t→∞

f(t) = 0, então f(t) = 0 para todo t ∈ R. De fato,

como sup
t≥A
‖f(t)‖ = sup

t∈R
‖f(t)‖, para todo A > 0, e f(t) → 0 quando t → ∞, sup

t≥A
‖f(t)‖

converge para 0 quando A → ∞. Então, sup
t∈R
‖f(t)‖ = 0, ou seja, f(t) = 0, para todo

t ∈ R.

(2) Para uma função normal f , lim sup
t→+∞

‖f(t)‖ = sup
t∈R
‖f(t)‖, pois lim sup

t→∞
‖f(t)‖ =

lim
A→+∞

(sup
t≥A
‖f(t)‖) = lim

A→+∞
(sup
t∈R
‖f(t)‖) = sup

t∈R
‖f(t)‖.

Considere agora uma função normal f : R → X. Assim, f ∈ Cb(R, X), isto é, f
pertence ao espaço de Banach formado por todas as funções cont́ınuas e limitadas de R
em X, munido da norma ‖g‖∞ = sup

t∈R
‖g(t)‖, g ∈ Cb(R, X).

Considere também o subconjunto H(f) ⊂ Cb(R, X) formado pelas funções h : R→
X que são limites uniformes em R de alguma sequência da forma (f(t+ αn))n∈N, t ∈ R.

Portanto, este subconjunto é o fecho em Cb(R, X) do conjunto de todas as translações
{fa : R→ X; a ∈ R}, com fa(t) = f(t+ a) para todo t ∈ R. Então, qualquer função em
H(f) é cont́ınua e limitada em R. Logo, dada qualquer função normal f e g ∈ H(f),
temos sup

t∈R
‖g(t)‖ = sup

t∈R
‖ lim
n→∞

f(t+ αn)‖ ≤ sup
t∈R
‖f(t)‖.

Proposição 3.7. Para qualquer função normal f , H(f) é um subconjunto compacto de
Cb(R, X).

Demonstração: Vamos mostrar que, para qualquer sequência (gn)n∈N em H(f),
existe uma subsequência (gnj)j∈N que é convergente, uniformemente em R, para uma
função em H(f).
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Da definição de H(f), para cada n ∈ N, podemos encontrar uma sequência de
números reais (αkn)k∈N tal que gn(t) = lim

k→∞
f(t+αkn), uniformemente para t ∈ R. Assim,

dado um número positivo ε > 0, existe um número Nε,n ∈ N tal que, para todo k ≥ Nε,n,
‖f(t+ αkn)− gn(t)‖ < ε, para todo t ∈ R.

Tomando sucessivamente ε = 1, 1
2
, 1

3
, ..., temos

‖f(t+ αN1,n
n )− gn(t)‖ ≤ 1, t ∈ R;

...

‖f(t+ α
N 1
p ,n

n )− gn(t)‖ ≤ 1

p
, t ∈ R;

...

Em particular, quando n = p ∈ N, obtemos ‖f(t+ α
N 1
p ,p

p )− gp(t)‖ ≤
1

p
, para todo

t ∈ R, e, usando a notação βn = α
N 1
n ,n

n , segue que ‖f(t + βn) − gn(t)‖ ≤ 1

n
, para todo

t ∈ R, n ∈ N.

Agora, pelo fato de f ser normal, seja (βnk)k∈N uma subsequência de (βn)n∈N tal
que lim

k→∞
f(t+ βnk) = F (t), uniformemente para t ∈ R. Logo, F ∈ H(f).

Por outro lado, temos

‖gnk(t)− F (t)‖ ≤ ‖gnk(t)− f(t+ βnk)‖+ ‖f(t+ βnk)− F (t)‖

≤ 1

nk
+ ‖f(t+ βnk)− F (t)‖,

com o lado direito convergindo para zero uniformemente em R, quando k →∞.

Portanto, gnk(t) → F (t) uniformemente para t ∈ R, com F ∈ H(f). Assim,
conclúımos que H(f) é compacto.

�

Observação 3.7. Vale uma espécie de rećıproca da proposição anterior, isto é, se f ∈
Cb(R, X) e H(f) é um conjunto compacto em Cb(R, X), então f é uma função normal.
De fato, para toda sequência (βn)n∈N, (f(.+βn))n∈N ⊂ H(f). Assim, denotando gn(t) =
f(t + βn), t ∈ R e n ∈ N, como H(f) é compacto, existe (gnk)k∈N, subsequência de
(gn)n∈N, tal que gnk(t) → g(t) uniformemente para t ∈ R, quando k → ∞, para alguma
função g ∈ H(f). Logo, f(t+ βnk)→ g(t) uniformemente para t ∈ R quando k →∞.

Portanto, f é normal.

Proposição 3.8. Sejam f, g : R → X tais que f é quase periódica e g ∈ H(f). Então
g é quase periódica e H(g) = H(f).

Demonstração: Mostraremos primeiramente que H(f) ⊂ H(g). Para isso, seja
f ∗ ∈ H(f) então, f ∗(t) = lim

n→∞
f(t + hn) uniformemente para t ∈ R, para alguma

sequência real (hn)n∈N.
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Por outro lado, da hipótese, g ∈ H(f) e assim, g(t) = lim
n→∞

f(t+kn) uniformemente

para t ∈ R, para alguma sequência real (kn)n∈N.

Logo, dado ε > 0, existe N = N(ε) ∈ N tal que, para todo n ≥ N e todo t ∈ R,

temos ‖f(t+ hn)− f ∗(t)‖ < ε

2
e ‖f(t+ kn)− g(t)‖ < ε

2
.

Em particular, substituindo t por s + hn − kn na segunda desigualdade, ficamos

com ‖f(s+ hn)− g(s+ hn − kn)‖ ≤ ε

2
para n ≥ N e s ∈ R. Assim, segue que

‖g(t+ hn − kn)− f ∗(t)‖ ≤ ‖g(t+ hn − kn)− f(t+ hn)‖+ ‖f(t+ hn)− f ∗(t)‖
≤ ε

2
+
ε

2
= ε,

para todo n ≥ N e t ∈ R.

Portanto, f ∗(t) = lim
n→∞

g(t+hn−kn) uniformemente para t ∈ R, ou seja, f ∗ ∈ H(g)

e então, H(f) ⊂ H(g).

Para a inclusão contrária, note que, como g ∈ H(f), g(t) = lim
n→∞

f(t+kn) uniforme-

mente para t ∈ R, para alguma sequência (kn)n∈N em R. Assim, tomando t = s−kn, com
s ∈ R, na definição do limite anterior, obtemos que f(s) = lim

n→∞
g(s−kn) uniformemente

para s ∈ R. Logo, f ∈ H(g).

Além disso, sabemos que o limite uniforme de funções quase periódicas ainda é
uma função quase periódica. Dessa forma, como g(t) = lim

k→∞
f(t + kn) uniformemente

para t ∈ R e (fn)n∈N, onde fn(t) = f(t+ kn), t ∈ R e n ∈ N, é uma sequência de funções
quase periódicas, pois são translações de f , conclúımos que g é quase periódica.

Portanto, usando a inclusão anterior para f ∈ H(g) e g quase periódica, obtemos
que H(g) ⊆ H(f).

Consequentemente, H(f) = H(g) e, como já visto, g é quase periódica.

�

Proposição 3.9. A função f : R→ X é uma função normal se, e somente se, o conjunto
de todas as translações de f , {fa : R → X; a ∈ R}, com fa(t) = f(t + a), ∀t ∈ R, é
totalmente limitado em Cb(R, X), isto é, para todo ε > 0 existe uma quantidade finita de
números reais {a1, a2, ..., aNε}, Nε ∈ N, tal que, para qualquer a ∈ R, existe um número
natural na ∈ {1, 2, ..., Nε} com a seguinte propriedade: ‖f(t+ a)− f(t+ ana)‖ ≤ ε, para
todo t ∈ R.

Demonstração: Se f é normal, então H(f) é compacto e assim, H(f) é totalmente
limitado. Mais ainda, como H(f) é o fecho do conjunto das translações de f , segue que
{fa : R→ X; a ∈ R} é totalmente limitado.

Reciprocamente, se o conjunto das translações {fa : R → X; a ∈ R} é totalmente
limitado, então, pelo Teorema 1.4, H(f) é compacto, pois, por definição, H(f) é fechado
e assim, completo.
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Logo, da Observação 3.7, conclúımos que f é normal.

�

Teorema 3.3. Uma função f : R→ X é quase periódica se, e somente se, é normal.

Demonstração: Seja f : R→ X uma função quase periódica. Então, f é unifor-
memente cont́ınua em R, ou seja, dado ε > 0, existe um número positivo δ = δ(ε) tal
que, para todo t, s ∈ R com |t − s| < δ, temos ‖f(u + t) − f(u + s)‖ ≤ ε, para todo
u ∈ R.

Agora, considere L ∈ L(f ; ε
2
) e n ∈ N tal que nδ > L, e defina os números reais

a1 = δ, a2 = 2δ, ..., an = nδ. Note que, por definição do conjunto L(f ; ε
2
), para qualquer

a ∈ R, existe um número ξ ∈ [−a,−a+L]∩T (f ; ε
2
). Dessa forma, ‖f(t+ξ)−f(t)‖ ≤ ε

2
,

para todo t ∈ R, e também 0 ≤ ξ + a ≤ L.

Além disso, existe um número natural m = m(a), entre 1 e n, tal que ξ + a ∈
[mδ, (m+ 1)δ]. Assim, temos |am − (ξ + a)| ≤ δ e, consequentemente, pela continuidade
uniforme de f ,

‖f(t+ am)− f(t+ ξ + a)‖ ≤ ε

2
, para todo t ∈ R.

Logo, para todo t ∈ R,

‖f(t+ am)− f(t+ a)‖ ≤ ‖f(t+ am)− f(t+ ξ + a)‖+ ‖f(t+ ξ + a)− f(t+ a)‖
≤ ε

2
+
ε

2
= ε,

ou seja, o conjunto das translações {fa : R→ X; a ∈ R} é totalmente limitado.

Portanto, pela proposição anterior, segue que f é normal.

Reciprocamente, seja f : R → X uma função normal. Assim, pela proposição
anterior, o conjunto das translações de f , {fa : R → X; a ∈ R} é totalmente limitado.
Logo, dado ε > 0, existem números reais a1, a2, ..., an tais que, para todo a ∈ R, existe
i(a) ∈ {1, 2, ..., n} de maneira que a desigualdade ‖f(t + a) − f(t + ai(a))‖ ≤ ε é válida
para todo t ∈ R. Isso é equivalente a dizer que a desigualdade ‖f(s)−f(s−a+ai(a))‖ ≤ ε
é válida para todo s ∈ R.

Agora, defina L = max{|ai|; i = 1, 2, ..., n}. Disso, segue que a−L ≤ a−ai(a) ≤ a+L
e assim, como ‖f(s)−f(s+a−ai(a))‖ ≤ ε para todo s ∈ R, a−ai(a) ∈ T (f ; ε). Portanto,
T (f ; ε) é 2L-denso na reta real, ou seja, f é quase periódica.

�

Corolário 3.3. A soma e a diferença de duas funções quase periódicas, é também quase
periódica.
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Demonstração: Como acabamos de provar, toda função quase periódica é uma
função normal. Então, pela Proposição 3.5, sabemos que a soma e a diferença dessas
funções também é uma função normal, o que é equivalente a ser quase periódica.

�

Corolário 3.4. Dadas duas funções f, g : R → X quase periódicas e dado qualquer
ε > 0, o conjunto T (f ; ε) ∩ T (g; ε) é relativamente denso na reta real.

Demonstração: Considere a função F : R → X × X definida por F (t) =
(f(t), g(t)), com ‖F (t)‖X×X = ‖f(t)‖+ ‖g(t)‖, para todo t ∈ R.

Como f é uma função normal, dada uma sequência qualquer de números reais
(hn)n∈N, existe uma subsequência (hnk)k∈N tal que lim

k→∞
f(t+hnk) existe e é uniforme para

t ∈ R. Além disso, visto que g também é uma função normal, tomando, em particular,
a sequência (hnk)k∈N, obtemos uma subsequência (hnki )i∈N de modo que lim

i→∞
g(t+ hnki )

existe e é uniforme para t ∈ R. Consequentemente, já que (hnki )i∈N ainda é subsequência
de (hn)n∈N, obtemos que lim

i→∞
f(t + hnki ) e lim

i→∞
g(t + hnki ) existem uniformemente para

t ∈ R.

Portanto, para qualquer sequência (hn)n∈N, existe uma subsequência (hnki )i∈N tal
que lim

i→∞
F (t+hnki ) = lim

i→∞
(f(t+hnki ), g(t+hnki )) existe uniformemente para todo t ∈ R,

ou seja, F é normal e assim, quase periódica. Dessa forma, dado ε > 0, o conjunto T (F, ε)
é relativamente denso em R.

Agora, para ξ ∈ T (F, ε), temos

‖f(t+ ξ)− f(t)‖+ ‖g(t+ ξ)− g(t)‖ = ‖F (t+ ξ)− F (t)‖ < ε, para todo t ∈ R,

ou seja, ‖f(t + ξ) − f(t)‖ ≤ ε e ‖g(t + ξ) − g(t)‖ ≤ ε, para todo t ∈ R. Logo, ξ ∈
T (f, ε) ∩ T (g, ε) e então, T (F, ε) ⊂ T (f, ε) ∩ T (g, ε). Portanto, visto que T (F, ε) é
relativamente denso, T (f, ε) ∩ T (g, ε) é relativamente denso em R.

�

Observação 3.8. Os corolários anteriores podem ser estendidos para qualquer soma fi-
nita de funções quase periódicas, de onde obtemos que séries uniformemente convergentes

em R, da forma
∞∑
n=1

ane
iλnt, onde an ∈ X,λn, t ∈ R, n ∈ N, são quase periódicas.

De fato, sabemos que cada termo ane
iλnt = an(cosλnt+ i sinλnt) é quase periódico.

Assim, sk =
k∑

n=1

ane
iλnt é quase periódica. Logo, como lim

k→∞

k∑
n=1

ane
iλnt =

∞∑
n=1

ane
iλnt,

uniformemente em R, e o limite uniforme de funções quase periódicas é uma função

quase periódica, segue que
∞∑
n=1

ane
iλnt é quase periódica.
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Proposição 3.10. Se a função f : R→ X é quase periódica e a função ϕ : R→ K, para
K = R ou C, também é quase periódica, então ϕf : R → X, com (ϕf)(t) = ϕ(t)f(t),
t ∈ R, é quase periódica.

Demonstração: Como ϕ e f são quase periódicas, ϕ e f são funções normais.
Assim, dada a sequência (hn)k∈N de números reais, existem subsequências (hnk)k∈N de
(hn)k∈N e (hnki )i∈N de (hnk)k∈N tais que os limites lim

k→∞
f(t+hnk) e lim

i→∞
ϕ(t+hnki ) existem

uniformemente em R.

Portanto, para toda sequência de números reais (hn)n∈N, existe uma subsequência
(hnki )i∈N tal que lim

i→∞
(ϕf)(t + hnki ) = lim

i→∞
[ϕ(t + hnki )f(t + hnki )] existe uniformemente

em R. Logo, a função ϕf é normal e assim, quase periódica.

�

Finalizamos este caṕıtulo com uma série de exemplos de funções quase periódicas.

Exemplo 3.2. Seja f : R → R definida por f(t) = sen t + sen(t
√

2). Então, f não é
periódica, mas é quase periódica.

Podemos observar, pelo gráfico de f , que esta função não é periódica.

Agora, seja (sn)n∈N uma sequência de números reais. Observe que:

• (sen(sn))n∈N ⊂ [−1, 1];

• (cos(sn))n∈N ⊂ [−1, 1];

• (sen(sn
√

2))n∈N ⊂ [−1, 1];

• (cos(sn
√

2))n∈N ⊂ [−1, 1].
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Assim, como [−1, 1] é um conjunto compacto, segue que:

• Existe uma subsequência (snk)k∈N de (sn)n∈N tal que (sen(snk))k∈N é convergente,
ou seja, (sen(snk))k∈N é uma sequência de Cauchy em R;

• Existe uma subsequência (snkj )j∈N de (snk)k∈N tal que (cos(snkj ))j∈N é convergente,

ou seja, (cos(snkj ))j∈N é uma sequência de Cauchy em R;

• Existe uma subsequência (snkji
)i∈N de (snkj )j∈N tal que (sen(snkji

√
2))i∈N é conver-

gente, ou seja, (sen(snkji

√
2))i∈N é uma sequência de Cauchy em R;

• Existe uma subsequência (snkjip
)p∈N de (snkji

)i∈N tal que (cos(snkjip

√
2))p∈N é con-

vergente, ou seja, (cos(snkjip

√
2))p∈N é uma sequência de Cauchy em R.

Denote snkjip
= βp, com p ∈ N. Assim, dado ε > 0, para a subsequência (βp)p∈N

de (sn)n∈N obtemos que:

• Existe n1 ∈ N tal que ‖ sen(βp)− sen(βm)‖ < ε

4
, para todo p,m ≥ n1;

• Existe n2 ∈ N tal que ‖ cos(βp)− cos(βm)‖ < ε

4
, para todo p,m ≥ n2;

• Existe n3 ∈ N tal que ‖ sen(βp
√

2)− sen(βm
√

2)‖ < ε

4
, para todo p,m ≥ n3;

• Existe n4 ∈ N tal que ‖ cos(βp
√

2)− cos(βm
√

2)‖ < ε

4
, para todo p,m ≥ n4.

Tome n0 = max{n1, n2, n3, n4}. Logo, segue que, para todo p,m ≥ n0 e t ∈ R,

‖f(t+ βp)− f(t+ βm)‖ = ‖ sen(t+ βp) + sen[(t+ βp)
√

2]− sen(t+ βm)− sen[(t+ βm)
√

2]‖
≤ ‖ sen(t+ βp)− sen(t+ βm)‖

+‖ sen[(t+ βp)
√

2]− sen[(t+ βm)
√

2]‖
≤ ‖ sen(t)‖‖ cos(βp)− cos(βm)‖

+‖ cos(t)‖‖ sen(βp)− sen(βm)‖
+‖ sen(t

√
2)‖‖ cos(βp

√
2)− cos(βm

√
2)‖

+‖ cos(t
√

2)‖‖ sen(βp
√

2)− sen(βm
√

2)‖

<
ε

4
+
ε

4
+
ε

4
+
ε

4
= ε,

ou seja, (f(t + βp))p∈N é uma sequência de Cauchy em R e portanto, o lim
p→∞

f(t + βp)

existe. Observe ainda que a desigualdade acima independe da escolha de t em R e então,
obtemos que o limite lim

p→∞
f(t + βp) existe uniformemente para t em R. Dessa forma, f

é uma função normal e, então, conclúımos que f é uma função quase periódica.
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Exemplo 3.3. Sejam X um espaço de Banach, L(X) o espaço dos operadores lineares
limitados de X em X e G : R → L(X) uma função tal que Gx : R → X, dada por
t 7→ G(t)x, é quase periódica para todo x ∈ X fixado. Se f : R→ X é uma função quase
periódica, então a função Gf : R→ X é quase periódica.

De fato, como Gx é quase periódica, sabemos que Gx é limitada. Assim, existe
Mx > 0 tal que ‖G(t)x‖ ≤ Mx para todo t ∈ R, de onde segue que sup

t∈R
‖G(t)x‖ ≤

Mx, para todo x ∈ X. Portanto, pelo Prinćıpio da limitação uniforme, conclúımos que
sup
t∈R
‖G(t)‖L(X) < +∞.

Agora, dado t ∈ R, consideremos uma sequência de números reais (tn)n∈N tal que
tn → t, quando n→∞. Observe que

‖G(tn)f(tn)−G(t)f(t)‖ ≤ ‖G(tn)‖‖f(tn)− f(t)‖+ ‖G(tn)f(t)−G(t)f(t)‖,∀n ∈ N.

Desse modo, como f e Gx são cont́ınuas, para qualquer que seja x ∈ X fixo, o lado
direito da desigualdade acima converge para zero quando n→∞ e então, segue que Gf
é uma função cont́ınua em t, para todo t ∈ R.

Além disso, como f é quase periódica, a Proposição 3.4 nos garante que sua ima-
gem, isto é, Im(f) = {f(t); t ∈ R}, é um conjunto totalmente limitado em X. Assim,
dado qualquer ε > 0, podemos encontrar um conjunto finito {x1, x2, ..., xNε} ⊂ X, Nε ∈

N, tal que Im(f) ⊂
Nε⋃
i=1

B(xi, ε), onde B(xi, ε) é a bola aberta de centro em xi e raio ε

em X.

Por fim, consideremos o conjunto de funções quase periódicas {Gx1 , Gx2 , ..., GxNε
, f}.

Logo, para cada Gxi, i = 1, 2, ..., Nε, e f , existem Ti(ε) = T (Gxi ; ε) e Tf (ε) = T (f ; ε),
i = 1, 2, ..., Nε, conjuntos relativamente densos em R, e então, pela Observação 3.8, o

conjunto Tε =
Nε⋂
i=1

Ti(ε) ∩ Tf (ε) é também relativamente denso em R. Disso, segue que

para todo ξ ∈ Tε e j = 1, 2, ..., Nε,

sup
t∈R
‖G(t+ ξ)xj −G(t)xj‖ < ε e sup

t∈R
‖f(t+ ξ)− f(t)‖ < ε.

Dessa forma, fixando t ∈ R e escolhendo xj tal que ‖f(t)− xj‖ < ε, dado qualquer
ξ ∈ Tε, temos

‖G(t+ ξ)f(t+ ξ)−G(t)f(t)‖ ≤ ‖G(t+ ξ)[f(t+ ξ)− f(t)]‖+ ‖G(t+ ξ)f(t)−G(t)f(t)‖
≤ Lε+ ‖G(t+ ξ)[f(t)− xj]‖+ ‖G(t+ ξ)xj −G(t)xj‖
+ ‖G(t)[xj − f(t)]‖
≤ Lε+ Lε+ ε+ Lε

= 3Lε+ ε,

onde L = sup
t∈R
‖G(t)‖L(X).
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Consequentemente, como a desigualdade acima é válida para todo t ∈ R, obtemos
que

sup
t∈R
‖G(t+ ξ)f(t+ ξ)−G(t)f(t)‖ ≤ 3Lε+ ε,

para todo ξ ∈ Tε, isto é, ξ ∈ T (Gf ; ε). Então, Tε ⊂ T (Gf ; ε), com Tε sendo um conjunto
relativamente denso, garantindo assim que T (Gf ; ε) é relativamente denso.

Portanto, Gf é quase periódica.

Exemplo 3.4. Seja H um espaço de Hilbert com produto interno (., .) e considere um
operador linear A : D(A) ⊂ H → H, tal que (Ah, k) = −(h,Ak), para todo h, k ∈ D(A).
Seja u : R → H uma função continuamente diferenciável tal que u(t) ∈ D(A) e u′(t) =
Au(t), para todo t ∈ R. Se a imagem de u, {u(t); t ∈ R}, tem fecho compacto em H,
então a função u é quase periódica.

De fato, se v é qualquer solução da equação v′(t) = Av(t) em R e se φ(t) = ‖v(t)‖2,
vemos que φ′(t) existe e é igual a (v′(t), v(t))+(v(t), v′(t)) = (Av(t), v(t))+(v(t), Av(t)) =
−(v,Av) + (v, Av) = 0. Assim, φ(t) é constante e ‖v(t)‖2 = ‖v(0)‖2 para todo t ∈ R.

Sabemos que se u é solução de u′(t) = Au(t) para todo t ∈ R, então as translações
u(. + σ1) e u(. + σ2) também são soluções desta equação, para todo σ1, σ2 ∈ R. Mais
ainda, a diferença [u(. + σ1) − u(. + σ2)] também é solução de u′(t) = Au(t), para todo
t, σ1, σ2 ∈ R. Então, tomando v = u(.+ σ1)− u(.+ σ2) no parágrafo anterior, obtemos

‖u(t+ σ1)− u(t+ σ2)‖ = ‖u(σ1)− u(σ2)‖, ∀t ∈ R.

Agora, dada uma sequência de números reais (βn)n∈N, se gn = u(βn), n ∈ N,
então (gn)n∈N é uma sequência em {u(t); t ∈ R}, que é compacto. Assim, existe uma
subsequência (gnk)k∈N de (gn)n∈N que é convergente. Logo, (gnk)k∈N é uma sequência de
Cauchy, ou seja, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que ‖gnk − gnj‖ < ε, para todo k, j ≥ n0.
Dessa forma, usando a igualdade anterior, para todo t ∈ R, temos

‖u(t+ βnk)− u(t+ βnj)‖ = ‖u(βnk)− u(βnk)‖ = ‖gnk − gnj‖ < ε,

para todo k, j ≥ n0.

Portanto, (u(t+βnk))k∈N é uma sequência de Cauchy e, como H é completo, (u(t+
βnk))k∈N é convergente. Observe ainda que a convergência acima é uniforme para t em
R, o que implica que u é uma função normal e então, quase periódica.

Exemplo 3.5. Seja X um espaço de Banach e considere um C0-grupo de operadores
lineares limitados de X em X, (G(t))t∈R. Assuma que, para algum x ∈ X, x 6= 0, a
função t 7→ G(t)x é quase periódica. Então inf

t∈R
‖G(t)x‖ > 0.

De fato, suponha que inf
t∈R
‖G(t)x‖ = 0. Então existe uma sequência de números

reais (αn)n∈N tal que ‖G(αn)x‖ → 0 quando n→∞.
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Considere a função u : R → X dada por u(t) = G(t)x, t ∈ R, que é quase
periódica. Então, como (G(t))t∈R é um grupo, u(t+αn) = G(t)G(αn)x. Além disso, pelo
fato de u ser uma função normal, existe uma subsequência (αnk)k∈N de (αn)n∈N tal que
u(t + αnk)→ v(t) uniformemente para t ∈ R, quando k →∞, ou seja, G(t)G(αnk)x→
v(t) uniformemente para t ∈ R, quando k →∞. Logo, G(αnk)x→ G(−t)v(t), para todo
t ∈ R.

Por outro lado, ‖G(αnk)x‖ → 0 quando k → 0. Assim, ‖G(−t)v(t)‖ = 0 para todo
t ∈ R, o que implica que v(t) = 0 para todo t ∈ R.

Finalmente, sabemos que u(t) = lim
k→∞

v(t− αnk) para todo t ∈ R, ou seja, u(t) = 0

para todo t ∈ R. Em particular, x = Ix = G(0)x = u(0) = 0, o que contradiz a hipótese.

Portanto, inf
t∈R
‖G(t)x‖ > 0.

Exemplo 3.6. Considere uma solução u(x, t), (x, t) ∈ R × R+, da equação do calor
ut(x, t) = uxx(x, t). Se u(x, t) é cont́ınua e limitada em R × R+, com M > 0 tal que
|u(x, t)| ≤M , para todo x ∈ R e t ≥ 0, e u(x, 0) = f(x), x ∈ R, obtemos

u(x, t) =
1

2
√
πt

∫
R
e

−(x−ξ)2
4t f(ξ)dξ, t > 0, x ∈ R.

Assim, se f : R→ R é quase periódica, então, para qualquer t0 > 0 fixo, a função
x 7→ u(x, t0) é também quase periódica.

De fato, por uma mudança de variável, obtemos a igualdade

u(x, t) =
1

2
√
πt

∫
R
e

−s2
4t f(x− s)ds

e assim, dado ε > 0, se λ é um ε-quase peŕıodo de f , temos

|u(x+ λ, t0)− u(x, t0)| =

∣∣∣∣ 1

2
√
πt0

[∫
R
e

−s2
4t0 [f(x+ λ− s)− f(x− s)]ds

]∣∣∣∣
≤ 1

2
√
πt0

∫
R
e

−s2
4t0 |f(x+ λ− s)− f(x− s)|ds

≤ ε

2
√
πt0

∫
R
e

−s2
4t0 ds

≤ ε

2
√
πt0

√
π
1
t0

≤ ε, para todo x ∈ R.

Portanto, x 7→ u(x, t0) é quase periódica.
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Exemplo 3.7. Considere a solução regular u(x, t) em R2 da equação da onda utt(x, t) =
uxx(x, t). Se u(x, 0) = f(x) e ut(x, 0) = g(x), ∀x ∈ R, então

u(x, t) =
1

2
[f(x+ t) + f(x− t)] +

1

2

∫ x+t

x−t
g(s)ds.

Se f, g : R→ R são quase periódicas, então, para todo t0 ∈ R, a função x 7→ u(x, t0)
é quase periódica.

Pra provarmos este fato, observamos inicialmente que a soma das funções translações
f(x+ t0) + f(x− t0), x ∈ R é quase periódica. Agora, considere

Ht0(x) =

∫ x+t0

x−t0
g(s)ds =

∫ t0

−t0
g(x+ s)ds, x ∈ R.

Então, dado ε > 0, se λ é um ε-quase peŕıodo de g, temos

|Ht0(x+ λ)−Ht0(x)| ≤
∫ t0

−t0
|g(x+ λ+ s)− g(x+ s)|ds ≤ 2t0ε.

Assim, segue que Ht0 é quase periódica e, como f(.+t0)+f(.−t0) é quase periódica,
x 7→ u(x, t0) é quase periódica.

Exemplo 3.8. Sejam X um espaço de Banach, Ω um subconjunto de X e f : Ω×R 7→ X
uma função cont́ınua. Suponha que, para todo ε > 0, existe L = L(ε) > 0 tal que, para
todo a ∈ R, existe ξ ∈ [a, a+L] com a propriedade ‖f(x, t+ ξ)− f(x, t)‖ ≤ ε, para todo
x ∈ Ω e t ∈ R, isto é, temos quase periodicidade com respeito a t, uniformemente em Ω.
Se Ω é compacto em X, então f é limitada em Ω× R.

De fato, como f é cont́ınua, f é limitada sobre o conjunto compacto Ω × [0, L].
Agora, considere t ∈ R, ε = 1 e ξ ∈ [−t,−t + L] tal que a propriedade da hipótese é
válida, ou seja, ‖f(x, t+ ξ)− f(x, t)‖ ≤ 1, para todo x ∈ Ω. Logo, 0 ≤ t+ ξ ≤ L e

‖f(x, t)‖ ≤ ‖f(x, t)− f(x, t+ ξ)‖+ ‖f(x, t+ ξ)‖ ≤ 1 + sup
Ω×[0,L]

‖f(x, s)‖,

para todo x ∈ Ω e t ∈ R.

Portanto, f é limitada em Ω× R.

Exemplo 3.9. Sejam X um espaço de Banach e f : R→ X uma função quase periódica.

Então, para todo γ ∈ R, a função Fγ : R → X definida por Fγ(t) =

∫ t+γ

t

f(s)ds é

também quase periódica.

De fato, por uma mudança de variável, temos Fγ(t) =

∫ γ

0

f(σ + t)dσ, para todo

t ∈ R.
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Assim, dado ε > 0, considere ξ ∈ T
(
f ; ε
|γ|

)
, isto é, ξ é um

ε

|γ|
-quase peŕıodo de

f . Então, para todo t ∈ R, segue que

‖Fγ(t+ ξ)− Fγ(t)‖ =

∥∥∥∥∫ γ

0

[f(σ + t+ ξ)− f(σ + t)]dσ

∥∥∥∥
≤

∫ γ

0

‖f(σ + t+ ξ)− f(σ + t)‖dσ

≤ |γ| ε
|γ|

= ε,

isto é, ξ ∈ T (Fγ; ε).

Portanto, como T
(
f ; ε
|γ|

)
é relativamente denso e T

(
f ; ε
|γ|

)
⊂ T (Fγ; ε), con-

clúımos que Fγ é quase periódica.
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Caṕıtulo 4

Problema de Cauchy abstrato

Neste caṕıtulo vamos estudar formas de se obter soluções para certos problemas
envolvendo equações diferenciais. Consideremos inicialmente o problema de Cauchy

∂u

∂t
(x, t) =

∂u

∂x
(x, t), x > 0, t > 0,

u(x, 0) = g(x), x > 0,

(4.1)

onde g : (0,∞) → R é uma função dada e procuramos por uma função u = u(x, t) que
seja uma solução do problema (4.1) no sentido da definição a seguir.

Definição 4.1. Uma função u(x, t) é uma solução clássica de (4.1) se as derivadas

parciais
∂u

∂t
e
∂u

∂x
existem e são cont́ınuas em todo ponto (x, t) de seu domı́nio e (4.1) é

satisfeita pontualmente.

Note que a função u(x, t) dada por

u(x, t) = g(x+ t), com x > 0 e t ≥ 0,

será uma solução clássica de (4.1) quando g for uma função continuamente diferenciável.

Porém, se g não é continuamente diferenciável mas é, por exemplo, cont́ınua ou
localmente integrável, será que podemos considerar um conceito mais fraco de solução?

Para responder a esta pergunta, consideremos Ω = {(x, t) ∈ R2;x > 0, t > 0} e o
conjunto de funções testes C∞0 (Ω,R) = {ϕ : Ω→ R;ϕ é suave e possui suporte compacto}.
Assim, se ϕ ∈ C∞0 (Ω,R), ϕ possui derivadas parciais cont́ınuas de todas as ordens em
Ω, e também, existem números reais a, b, c, d, com 0 < a < b < +∞ e 0 < c < d < +∞,
tais que ϕ(x, t) = 0 para (x, t) ∈ Ω \ [a, b]× [c, d].

Considere ainda uma função u localmente integrável em Ω. Então,∫ b1

a1

∫ d1

c1

|u(x, t)|dxdt < +∞

para todo retângulo fechado [a1, b1]× [c1, d1] ⊂ Ω.
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Logo, para toda ϕ ∈ C∞0 (Ω,R), a integral∫
Ω

u(x, t)ϕ(x, t)dxdt

existe, já que esta integral é, essencialmente, a integral sobre [a, b]× [c, d], para a, b, c, d
apropriados, dependendo de ϕ. Além disso, temos∣∣∣∣∫

Ω

u(x, t)ϕ(x, t)dxdt

∣∣∣∣ ≤M

∫ b

a

∫ d

c

|u(x, t)|dxdt < +∞,

onde M = sup
[a,b]×[c,d]

|ϕ(x, t)| < +∞.

Agora, defina um funcional linear ũ, de C∞0 (Ω,R) em R, do seguinte modo

(ũ, ϕ) =

∫
Ω

u(x, t)ϕ(x, t)dxdt,

para toda ϕ ∈ C∞0 (Ω,R).

Então, ũ é uma distribuição, ou seja, ũ é uma transformação linear cont́ınua do
espaço das funções testes nos números complexos. Assim, ũ é infinitamente diferenciável.

Logo, podemos definir distribuições Dtũ =
∂u

∂t
e Dxũ =

∂u

∂x
por

(Dtũ, ϕ) =

(
ũ,−∂ϕ

∂t

)
= −

∫
Ω

u(x, t)
∂ϕ

∂t
(x, t)dxdt, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω,R),

e

(Dxũ, ϕ) =

(
ũ,−∂ϕ

∂x

)
= −

∫
Ω

u(x, t)
∂ϕ

∂x
(x, t)dxdt, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω,R).

Dizemos que u satisfaz a equação
∂u

∂t
(x, t) =

∂u

∂x
(x, t) no sentido fraco, ou de

distribuição, se Dtũ = Dxũ, isto é, se as expressões anteriores são iguais para toda
ϕ ∈ C∞0 (Ω,R). Uma função u nessas condições será chamada de solução fraca, ou
solução no sentido de distribuição, de (4.1).

Dessa maneira, supondo que g é apenas localmente integrável em (0,+∞), com∫ β

α

|g(y)|dy < +∞ sempre que 0 < α < β < +∞, então, u(x, t) = g(x + t) satisfaz

u(x, 0) = g(x) e é uma solução fraca de
∂u

∂t
(x, t) =

∂u

∂x
(x, t). De fato, seja ϕ ∈ C∞0 (Ω,R)

com suporte contido em [a, b] × [c, d] e considere α = a + c e β = b + d. Defina G em
(0,+∞) por

G(x) =

{
g(x), α ≤ x ≤ β,

0, caso contrário.

Assim , G ∈ L1((0,+∞),R), ou seja, G é integrável em (0,+∞), pois

∫ ∞
0

|G(x)|dx =∫ β

α

|g(y)|dy < +∞.
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Por outro lado, pelo Teorema 1.2, C∞0 ((0,+∞),R) é denso em L1((0,+∞),R) e
então, podemos encontrar uma sequência (Gn)n∈N de funções em C∞0 ((0,+∞),R) tal
que

‖G−Gn‖L1 =

∫ ∞
0

|G(v)−Gn(v)|dv → 0 quando n→∞.

Em particular, tomando gn como a restrição de Gn ao intervalo (α, β), para todo
n ∈ N, segue que∫ β

α

|g(v)− gn(v)|dv =

∫ β

α

|G(v)−Gn(v)|dv ≤
∫ ∞

0

|G(v)−Gn(v)|dv,

o que implica que

∫ β

α

|g(v)− gn(v)|dv → 0 quando n→∞.

Agora, para x > 0 e t ≥ 0, seja un(x, t) = Gn(x+ t), n ∈ N. Assim, temos(
ũ− ũn,−

∂ϕ

∂t

)
= −

∫
Ω

[u(x, t)− un(x, t)]
∂ϕ

∂t
(x, t)dxdt.

Disso, segue que∣∣∣∣(ũ− ũn,−∂ϕ∂t
)∣∣∣∣ ≤ ∫ d

c

∫ b

a

|G(x+ t)−Gn(x+ t)|
∣∣∣∣∂ϕ∂t (x, t)

∣∣∣∣ dxdt
≤ K

∫ d

c

∫ b

a

|G(x+ t)−Gn(x+ t)|dxdt

= K

∫ d

c

(∫ b+t

a+t

|G(v)−Gn(v)|dv
)
dt

≤ K

∫ d

c

(∫ b+d

a+c

|G(v)−Gn(v)|dv
)
dt

= K(d− c)
∫ β

α

|g(v)− gn(v)|dv,

onde K = sup
(x,t)∈[a,b]×[c,d]

{∣∣∣∣∂ϕ∂t (x, t)

∣∣∣∣}. Consequentemente, quando n→∞, temos∣∣∣∣(ũ− ũn,−∂ϕ∂t
)∣∣∣∣→ 0.

Logo,

(
ũ,−∂ϕ

∂t

)
= lim

n→∞

(
ũn,−

∂ϕ

∂t

)
.

Analogamente, prova-se que

(
ũ,−∂ϕ

∂x

)
= lim

n→∞

(
ũn,−

∂ϕ

∂x

)
.

Por fim, como gn é suave em (α, β), integrando a expressão da distribuição por
partes, segue que(

ũn,−
∂ϕ

∂t

)
= −

∫ b

a

(∫ d

c

gn(x+ t)
∂ϕ

∂t
(x, t)dt

)
dx
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= −
∫ b

a

(
[gn(x+ t)ϕ(x, t)]dc −

∫ d

c

g′n(x+ t)ϕ(x, t)dt

)
dx,

pois α = a+ c ≤ x+ t ≤ b+ d = β.

Sabemos ainda que o suporte de ϕ está contido em [a, b]× [c, d]. Assim, temos(
ũn,−

∂ϕ

∂t

)
=

∫ b

a

∫ d

c

g′n(x+ t)ϕ(x, t)dtdx, ∀n ∈ N.

De modo semelhante, mostra-se que(
ũn,−

∂ϕ

∂x

)
=

∫ b

a

∫ d

c

g′n(x+ t)ϕ(x, t)dtdx, ∀n ∈ N.

Portanto, temos

(
ũn,−

∂ϕ

∂t

)
=

(
ũn,−

∂ϕ

∂x

)
, ∀n ∈ N, ou seja, (Dtũ, ϕ) = (Dxũ, ϕ),

com ϕ ∈ C∞0 (Ω,R) arbitrário, o que nos permite concluir que, como distribuições, Dtũ =
Dxũ, ou seja, u é uma solução fraca de (4.1).

Até agora pensamos em u(x, t) como uma função nas variáveis x e t, com x > 0
e t ≥ 0. Porém, fixando t ≥ 0, podemos definir uma função ut da seguinte forma:
ut(x) = u(x, t), com x > 0.

Logo, {ut}t≥0 é uma famı́lia de funções com variável x e assim, podemos pensar em
uma função u que associa, a cada t ≥ 0, uma função ut desta famı́lia, ou seja, u(t) = ut.
Logo, u aplica [0,∞) em uma certa classe de funções, que podemos assumir pertencer a
um espaço de Banach, tal como o espaço (C([0,+∞),R), ‖.‖∞), das funções cont́ınuas de
[0,∞) em R, ou (Lp((0,+∞),R), ‖.‖p), 1 ≤ p ≤ ∞, das funções p-integráveis de (0,+∞)
em R.

Desta maneira, a equação
∂u

∂t
(x, t) =

∂u

∂x
(x, t) pode ser interpretada da seguinte

maneira: no lado direito podemos fixar t e podemos pensar em
∂u

∂x
(x, t) como Aut, onde

A é o operador derivada aplicado à função fixa ut. No lado esquerdo,
∂u

∂t
(x, t) pode ser

interpretado como a derivada com respeito ao parâmetro t da aplicação u : [0,∞)→ X
dada por u(t) = ut, onde X é um espaço de Banach apropriado. Já a condição inicial
u(x, 0) = g(x) agora, se torna u(0) = g, que podemos denotar por u0.

Portanto, estudar o problema (4.1) é o mesmo que estudar equações diferenciais da
forma

{
u′(t) = Au(t), t > 0,
u(0) = u0,

(4.2)

onde A : D(A) ⊆ X → X é um operador linear apropriado, u0 ∈ X é dado e queremos
encontrar u : [0,∞)→ X.
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A equação u′ = Au é um exemplo de equação de evolução e a igualdade u(0) = u0 é
a condição inicial. Assim, por causa de sua conexão com as equações diferenciais parciais,
diremos que a equação (4.2) define um problema de Cauchy abstrato, que iremos denotar
por PCA.

Também, podemos generalizar a equação (4.2) do seguinte modo{
u′(t) = Au(t) + f(t), t > 0,
u(0) = u0,

(4.3)

onde f : (0,∞)→ X é uma função dada.

Na sequência, vamos definir quando uma função u : [0,∞)→ X é uma solução de
(4.2), ou (4.3), e vamos estudar alguns resultados de existência de soluções para essas
equações.

Definição 4.2. Sejam X um espaço de Banach complexo, A : D(A) ⊆ X → X um
operador linear e u0 ∈ X. Uma função u : [0,+∞)→ X é solução (solução clássica) de
(4.2), ou (4.3), se:

(a) u é cont́ınua em [0,+∞);

(b) u é continuamente diferenciável em (0,+∞);

(c) u(t) ∈ D(A) para todo t > 0;

(d) as equações em (4.2), ou (4.3), são satisfeitas.

A seguir, apresentamos um resultado de existência de solução para o PCA (4.2).

Teorema 4.1. Sejam (T (t))t≥0 um C0 - semigrupo de operadores lineares limitados em
X e A o seu gerador infinitesimal. Se u0 ∈ D(A), então o PCA (4.2) possui somente
uma solução u, com

u(t) = T (t)u0, t ≥ 0.

Em particular, quando A é limitado, u(t) = etAu0, para todo t ≥ 0.

Demonstração: Seja u(t) = T (t)u0, t ≥ 0. Então, como (T (t))t≥0 é um C0 -
semigrupo, segue que u é cont́ınua e mais, como u0 ∈ D(A), u é diferenciável, com
u′(t) = AT (t)u0 = Au(t). Logo, u é solução de (4.2).

Agora, seja u uma solução qualquer de (4.2). Logo, para 0 < s < t, temos

d

ds
[T (t− s)u(s)] = T (t− s)u′(s)− T (t− s)Au(s)

= T (t− s) [u′(s)− Au(s)]

= 0.
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Assim, pelo Teorema fundamental do cálculo, integrando de 0 a t, com relação a
s, em ambos os lados da equação acima, obtemos que u(t)− T (t)u0 = 0, ou seja,

u(t) = T (t)u0.

O caso particular ocorre pois, pelo Corolário 2.1, T (t) = etA para todo t ≥ 0.

�

Para os próximos resultados vamos assumir que o operador linear A : D(A) ⊂ X →
X é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo (T (t))t≥0.

Além disso, pelo que fizemos no Caṕıtulo 2, sabemos que existem constantes M ≥ 1
e ω ≥ 0 tais que ‖T (t)‖ ≤Meωt para todo t ≥ 0.

Teorema 4.2. Sejam (gn)n∈N uma sequência em D(A) convergindo para a função nula
na norma de X e un, n ∈ N, a única solução do PCA{

u′n(t) = Aun(t), t > 0,
un(0) = gn.

Então, a sequência (un)n∈N converge uniformemente para zero em qualquer intervalo da
forma [0, t0], com t0 > 0.

Demonstração: A existência e a unicidade de un é garantida pelo Teorema 4.1,
com un(t) = T (t)gn para t ≥ 0.

Em particular, para 0 ≤ t ≤ t0, temos

‖un(t)‖ ≤ ‖T (t)‖‖gn‖ ≤Meωt‖gn‖ ≤Meωt0‖gn‖,

para todo n ∈ N.

Assim, como a sequência (gn)n∈N converge para a função nula, para todo ε > 0
dado, existe N ∈ N tal que, para n ≥ N , temos

‖gn‖ <
ε

Meωt0
.

Portanto, para todo n ≥ N e t ∈ [0, t0], segue que

‖un(t)‖ ≤Meωt0‖gn‖ < ε,

ou seja, (un)n∈N converge uniformemente para 0 em qualquer intervalo da forma [0, t0].

�

Corolário 4.1. Dados gn, g ∈ D(A), n ∈ N, sejam un, n ∈ N, e u soluções do PCA
(4.2) com condições iniciais gn e g, respectivamente. Se (gn)n∈N converge para g quando
n → ∞, então (un)n∈N converge para u quando n → ∞. Além disso, essa convergência
é uniforme em intervalos da forma [0, t0], com t0 > 0.
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Demonstração: Defina Gn = gn − g e Un = un − u, n ∈ N. Como D(A) é um
espaço vetorial, Gn ∈ D(A) para todo n ∈ N e, por linearidade, Un é a única solução do
PCA (4.2) com condição inicial Gn.

Mais ainda, observe que Gn converge para zero quando n → ∞. Assim, pelo
Teorema 4.2, Un converge para zero, uniformemente em qualquer intervalo da forma
[0, t0]. Consequentemente, segue que un converge uniformemente para u em qualquer
intervalo da forma [0, t0].

�

Proposição 4.1. Sejam f ∈ L1(([0, τ ], X), τ > 0 e u0 ∈ X. Então, a equação (4.3) tem
no máximo uma solução clássica. Além disso, essa solução, quando existe, é dada por

u(t) = T (t)u0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, t ≥ 0. (4.4)

Demonstração: Suponhamos que o problema (4.3) tenha uma solução clássica u.
Fixando t ≥ 0, defina a função g : [0, t]→ X por g(s) = T (t− s)u(s). Assim, segue que
g é diferenciável, com

g′(s) =
d

ds
T (t− s)u(s) + T (t− s)u′(s)

= −AT (t− s)u(s) + T (t− s)(Au(s) + f(s))

= T (t− s)f(s).

Além disso, por hipótese, f ∈ L1(([0, τ ], X) e então, a função s 7→ T (t − s)f(s) é
integrável. Logo, aplicando o Teorema fundamental do cálculo, obtemos que

g(t)− g(0) =

∫ t

0

g′(s)ds =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds,

ou seja,

u(t)− T (t)u0 =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds.

Portanto, temos

u(t) = T (t)u0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, ∀t ≥ 0.

�

A expressão (4.4) e a situação apresentada no ińıcio deste caṕıtulo motivam a
definição de um conceito mais fraco de solução para a equação (4.3), como apresentado
a seguir.
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Definição 4.3. A função u ∈ C([0,+∞), X) definida em (4.4) é chamada solução fraca
de (4.3) em [0,+∞).

Podemos observar, pela expressão (4.4), que (4.3) sempre possui uma solução fraca,
para todo u0 ∈ X. No próximo teorema iremos mostrar quando essa solução fraca
também é uma solução clássica.

Teorema 4.3. Sejam f ∈ L1(([0,+∞), X)
⋂
C((0,+∞), X) e y(t) =

∫ t

0

T (t−s)f(s)ds,

t ≥ 0. Então, o problema de valor inicial (4.3) terá solução clássica u em [0,+∞), para
todo u0 ∈ D(A), se uma das seguintes condições for satisfeita:

(i) y é continuamente diferenciável em (0,+∞);

(ii) y(t) ∈ D(A) para todo t ≥ 0 e a função t 7→ Ay(t) é cont́ınua em (0,+∞).

Reciprocamente, se (4.3) possui uma solução clássica em [0,+∞) para algum u0 ∈ D(A),
então y satisfaz as condições (i) e (ii) acima.

Demonstração: Primeiramente, vamos estabelecer a rećıproca do teorema.

Seja u uma solução clássica de (4.3) para algum u0 ∈ D(A). Assim, pela Proposição
4.1, temos y(t) = u(t) − T (t)u0 para todo t ≥ 0 e então, y é diferenciável em (0,+∞),
já que y é a diferença de duas funções diferenciáveis. Mais ainda,

y′(t) = u′(t)− T (t)Au0,

isto é, y′ é uma função cont́ınua em (0,+∞), visto ser a diferença de duas funções
cont́ınuas. Logo, a condição (i) é satisfeita.

Para provarmos a condição (ii) note que, como u0 ∈ D(A), os resultados da teoria
de semigrupos nos garantem que T (t)u0 ∈ D(A) para todo t ≥ 0. Além disso, visto que
u é solução clássica de (4.3), temos u(t) ∈ D(A) para todo t ≥ 0. Consequentemente,
pelo fato de y(t) = u(t)− T (t)u0 e D(A) ser um espaço vetorial, segue que y(t) ∈ D(A)
para todo t ≥ 0.

Mais ainda,

Ay(t) = Au(t)− AT (t)u0 = u′(t)− f(t)− T (t)Au0, ∀t ≥ 0,

de onde segue que a função t 7→ Ay(t) é cont́ınua em (0,+∞). Portanto, (ii) também é
satisfeita.

Agora, suponha que a condição (i) seja satisfeita e mostremos que o problema (4.3)
possui uma solução clássica.

Para isso, sejam t > 0 e h > 0. Observe que

T (h)− I
h

y(t) =
1

h

∫ t

0

T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

68



=
1

h

∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds

−1

h

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

=
1

h

[∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds−
∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

]
−1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds

=
y(t+ h)− y(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds.

Afirmamos que lim
h↓0

1

h

∫ t+h

t

T (t + h − s)f(s)ds = f(t), para todo t ≥ 0. De fato,

para s ∈ [t, t+ h], temos∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds− f(t)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t+h

t

f(t)ds

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)[f(s)− f(t)]ds

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t

[T (t+ h− s)f(t)− T (0)f(t)]ds

∥∥∥∥
≤ 1

h

∫ t+h

t

‖T (t+ h− s)‖‖f(s)− f(t)‖ds

+
1

h

∫ h

0

‖T (s)f(t)− T (0)f(t)‖ds

≤ 1

h

∫ t+h

t

Meω(t+h−s)‖f(s)− f(t)‖ds

+
1

h

∫ h

0

‖T (s)f(t)− T (0)f(t)‖ds

≤ Meω(t+h)

h

∫ t+h

t

‖f(s)− f(t)‖ds

+
1

h

∫ h

0

‖T (s)f(t)− T (0)f(t)‖ds.

Dessa forma, como as funções f e s 7→ T (s)f(t) são cont́ınuas, elas são uni-
formemente cont́ınuas em intervalos fechados. Em particular, elas são uniformemente
cont́ınuas em [0, a], para algum a > t. Então, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

‖f(t)− f(s)‖ < ε

2Meωa
e ‖T (s)f(t)− T (0)f(t)‖ < ε

2
,

sempre que 0 < h < δ e t+ h < a.
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Consequentemente, nas condições acima, temos∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds− f(t)

∥∥∥∥ ≤ Meω(t+h)

h

∫ t+h

t

ε

2Meωa
ds+

1

h

∫ h

0

ε

2
ds

≤ Meωa

h

ε

2Meωa
(t+ h− t) +

1

h
h
ε

2
= ε,

ou seja, lim
h↓0

1

h

∫ t+h

t

T (t + h− s)f(s)ds = f(t). Portanto, segue que lim
h↓0

T (h)− I
h

y(t) =

y′(t)− f(t), o que nos mostra que y(t) ∈ D(A) para todo t > 0 e

Ay(t) = y′(t)− f(t).

Logo, tomando u(t) = T (t)u0 +y(t), para t ≥ 0, podemos concluir que u é cont́ınua
em [0,+∞), u é continuamente diferenciável em (0,+∞), u(t) ∈ D(A) para todo t ∈
[0,+∞), u(0) = u0 + y(0) = u0 e u′(t) = AT (t)u0 + y′(t) = A(T (t)u0 + y(t)) + f(t) =
Au(t) + f(t), para todo t ∈ (0,+∞), isto é, u é solução clássica de (4.3) em [0,+∞).

Por fim, suponha que a condição (ii) é válida. Novamente mostremos que o pro-
blema (4.3) possui uma solução clássica.

Já estabelecemos, no caso anterior, a seguinte igualdade

T (h)− I
h

y(t) =
y(t+ h)− y(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds, ∀t ≥ 0.

Assim, como y(t) ∈ D(A) para todo t ≥ 0, fazendo h → 0 à direita na expressão
acima, conclúımos que

lim
h↓0

y(t+ h)− y(t)

h
= lim

h↓0

T (h)− I
h

y(t) + lim
h↓0

1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds

= Ay(t) + f(t),

isto é, a derivada à direita de y, D+y(t), é igual a Ay(t) + f(t) e portanto, é cont́ınua
em (0,+∞). Além disso, pelo Lema de Dini, segue que y é continuamente diferenciável
em (0,+∞). Desta forma, procedendo como no caso anterior, conclúımos que a função
u : [0,∞) 7→ X, definida por u(t) = T (t)u0 + y(t), t ≥ 0, é solução clássica do problema
de valor inicial (4.3).

�

Agora, vamos estudar o problema de existência e unicidade de soluções para
equações diferenciais abstratas que podem ser escritas da forma{

u′(t) = Au(t) + f(u(t), t), t > 0,
u(0) = x ∈ X, (4.5)

onde A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo (T (t))t≥0, X
é um espaço de Banach e f : X × [0,+∞)→ X é uma função cont́ınua.
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Definição 4.4. Dizemos que u : [0,+∞)→ X é uma solução (solução clássica) de (4.5)
em [0,+∞) se:

(i) u é cont́ınua em [0,+∞);

(ii) u é continuamente diferenciável em (0,+∞);

(iii) u(t) ∈ D(A) para todo t ∈ [0,+∞);

(iv) u satisfaz as equações de (4.5).

Além disso, procedendo como no problema de Cauchy estudado inicialmente,
se u é solução clássica de (4.5) em [0,+∞), então podemos mostrar que u satisfaz a
equação integral

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(u(s), s)ds, t ∈ [0,+∞). (4.6)

Observe que se u satisfaz a equação integral (4.6), então u é cont́ınua. Mas, não
podemos garantir que u seja continuamente diferenciável. Isso nos leva a uma definição
mais fraca de solução para (4.5).

Definição 4.5. Dizemos que u : [0,+∞)→ X é uma solução fraca de (4.5) se u satisfaz
a equação integral (4.6).

Definição 4.6. Seja f : X × R → X uma função. Dizemos que f é uniformemente
lipschitziana com relação a primeira variável se, para todo x1, x2 ∈ X e todo t ∈ R,
temos

‖f(x1, t)− f(x2, t)‖ ≤ L‖x1 − x2‖,

para algum L > 0.

O próximo resultado nos fornece condições para que o problema de valor inicial
(4.5) possua uma solução fraca.

Teorema 4.4. Sejam A o gerador infinitesimal de um C0 - semigrupo (T (t))t≥0 e f :
X × [0,+∞) → X uma função cont́ınua e uniformemente lipschitziana com relação a
primeira variável com L > 0 a constante de Lipschitz. Então, o problema de valor inicial
(4.5) possui uma única solução fraca em [0,+∞).

Demonstração: Do Teorema 2.3 existem constantes M ≥ 1 e ω ≥ 0 tais que

‖T (t)‖ ≤Metω,∀t ∈ [0,+∞).

Vamos provar este teorema para um intervalo [0, τ ], onde τ > 0 é um número
real positivo qualquer. Logo, pela unicidade de solução, obtemos uma solução única em
[0,+∞).

71



Seja τ > 0 e considere o espaço C([0, τ ], X) das funções cont́ınuas de [0, τ ] em X,
com a norma

‖u‖L̃ = max
t∈[0,τ ]

{e−(L̃+ω)t‖u(t)‖},

com u ∈ C([0, τ ], X) e L̃ > ML > 0.

Mostraremos, primeiramente, que a norma ‖.‖L̃ é equivalente a norma ‖.‖∞, onde
‖u‖∞ = max

t∈[0,τ ]
{‖u(t)‖}, com u ∈ C([0, τ ], X). Para isso, note que, como a função t 7→

e−(L̃+ω)t é decrescente para t ∈ [0, τ ],

e−(L̃+ω)τ‖u(t)‖ ≤ e−(L̃+ω)t‖u(t)‖ ≤ ‖u(t)‖, para todo t ∈ [0, τ ].

Logo, segue que

max
t∈[0,τ ]

{e−(L̃+ω)τ‖u(t)‖} ≤ max
t∈[0,τ ]

{e−(L̃+ω)t‖u(t)‖} ≤ max
t∈[0,τ ]

{‖u(t)‖},

ou seja,

e−(L̃+ω)τ‖u‖∞ ≤ ‖u‖L̃ ≤ ‖u‖∞.

Portanto, as normas ‖.‖L̃ e ‖.‖∞ são equivalentes e assim, C([0, τ ], X) é um espaço
de Banach com a norma ‖.‖L̃.

Agora, considere o operador S : C([0, τ ], X)→ C([0, τ ], X) dado por

Su(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(u(s), s)ds, 0 ≤ t ≤ τ.

Observe que, dado u ∈ C([0, τ ], X), a função s 7→ f(u(s), s) é cont́ınua em [0, τ ]
e logo, integrável em [0, t], para todo t ∈ (0, τ ]. Assim, conclúımos que a função t 7→∫ t

0

T (t − s)f(u(s), s)ds é cont́ınua em [0, τ ]. Além disso, como (T (t))t≥0 é um C0 -

semigrupo, t 7→ T (t)x é cont́ınua em [0, τ ], e então, Su é uma função cont́ınua de [0, τ ]
em X. Portanto, S está bem definido.

Mostraremos também que S é uma contração. Para isso, dados u, v ∈ C([0, τ ], X)
e t ∈ [0, τ ], note que

‖Su(t)− Sv(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

T (t− s)[f(u(s), s)− f(v(s), s)]ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

0

‖T (t− s)‖‖f(u(s), s)− f(v(s), s)‖ds.

Disso, segue que, para todo t ∈ [0, τ ],

e−(L̃+ω)t‖Su(t)− Sv(t)‖ ≤ e−(L̃+ω)t

∫ t

0

‖T (t− s)‖‖f(u(s), s)− f(v(s), s)‖ds
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≤ e−(L̃+ω)t

∫ t

0

Me(t−s)ωL‖u(s)− v(s)‖ds

= e−(L̃+ω)tMLetω
∫ t

0

e−sω‖u(s)− v(s)‖ds

= MLe−L̃t
∫ t

0

e−sωe(L̃+ω)se−(L̃+ω)s‖u(s)− v(s)‖ds

≤ MLe−L̃t‖u− v‖L̃
∫ t

0

e−sωe(L̃+ω)sds

= MLe−L̃t

(
eL̃t

L̃
− 1

L̃

)
‖u− v‖L̃

=
ML

L̃
(1− e−L̃t)‖u− v‖L̃

≤ ML

L̃
‖u− v‖L̃.

Logo,

max
t∈[0,τ ]

{e−(L̃+ω)t‖Su(t)− Sv(t)‖} ≤ ML

L̃
‖u− v‖L̃,

isto é,

‖Su− Sv‖L̃ ≤
ML

L̃
‖u− v‖L̃,

com
ML

L̃
< 1, pois L̃ > ML.

Portanto, S é uma contração e assim, pelo Teorema do ponto fixo de Banach, S
tem um único ponto fixo u ∈ C([0, τ ], X), ou seja, existe uma única função cont́ınua
u : [0, τ ]→ X tal que

u(t) = Su(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(u(s), s)ds, para todo t ∈ [0, τ ].

Dessa forma, conclúımos que o problema de valor inicial (4.5) possui uma única
solução fraca.

�
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Caṕıtulo 5

Existência de soluções quase
periódicas para equações diferenciais

abstratas

Ao longo deste caṕıtulo vamos considerar X um espaço de Banach, (T (t))t≥0 um C0

- semigrupo exponencialmente estável e A seu gerador infinitesimal.

Nosso objetivo aqui é estabelecer uma solução fraca quase periódica para a equação
diferencial não linear abstrata dada por

u′(t) = Au(t) + f(u(t), t), t ∈ R, (5.1)

onde f : X × R→ X é uma função apropriada.

Para isso, precisamos de algumas definições e propriedades básicas.

Proposição 5.1. Sejam f : X × R → X e ϕ : R → X funções cont́ınuas em R.
Se f é uniformemente lipschitziana com relação a primeira variável, então a função
t 7→ f(ϕ(t), t) também é cont́ınua.

Demonstração: Seja a ∈ R e L > 0 a constante de Lipschitz de f . Como
ϕ é cont́ınua, dado ε > 0, existe δ1 = δ1(a, ε) > 0 tal que, se |t − a| < δ1, então

‖ϕ(t)− ϕ(a)‖ < ε

2L
.

Além disso, como f é cont́ınua em R, existe δ2 = δ2(a, ε) > 0 tal que, se |t−a| < δ2,

então ‖f(ϕ(a), t)− f(ϕ(a), a)‖ < ε

2
.

Assim, se δ = min{δ1, δ2} e |t− a| < δ, temos

‖f(ϕ(t), t)− f(ϕ(a), a)‖ ≤ ‖f(ϕ(t), t)− f(ϕ(a), t)‖+ ‖f(ϕ(a), t)− f(ϕ(a), a)‖
≤ L‖ϕ(t)− ϕ(a)‖+

ε

2

< L
ε

2L
+
ε

2
= ε,
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ou seja, a função t 7→ f(ϕ(t), t) é cont́ınua em a, para todo a ∈ R.

Portanto, segue o resultado.

�

Agora, tomando como base o Caṕıtulo 4, estabelecemos a definição a seguir.

Definição 5.1. Uma função u : R → X é uma solução fraca em R para a equação
diferencial (5.1) se a equação integral

u(t) = T (t− a)u(a) +

∫ t

a

T (t− s)f(u(s), s)ds (5.2)

é satisfeita para todo a ∈ R e todo t ≥ a.

Lema 5.1. Seja g : R → X uma função quase periódica. Então existe uma, e somente
uma, função quase periódica v, satisfazendo a relação

v(t) = T (t− a)v(a) +

∫ t

a

T (t− s)g(s)ds, (5.3)

para todo a ∈ R e todo t ≥ a.

Demonstração: Sejam v1 e v2 duas funções que satisfazem a equação (5.3) e
considere a função ω : R→ X definida por ω(t) = v1(t)− v2(t), t ∈ R.

Assim, ω(t) = T (t − a)v1(a) − T (t − a)v2(a) = T (t − a)ω(a) para todo a ∈ R e
t ≥ a, ou seja, ω é uma solução fraca para a equação homogênea u′(t) = Au(t), t ∈ R.

Observe que ω é limitada pois,

sup
t≥a
‖ω(t)‖ ≤ sup

t≥a
‖T (t− a)‖‖ω(a)‖ ≤ ‖ω(a)‖ sup

t≥a
Meβt < +∞.

Mais ainda, ω(t) = 0 para todo t ∈ R. De fato, dado t ∈ R e tomando uma
sequência de números reais (tn)n∈N tal que tn < t, para todo n ∈ N, e lim

n→∞
tn = −∞,

temos ω(t) = T (t− tn)ω(tn), para todo n ∈ N. Então,

‖ω(t)‖ ≤ ‖T (t− tn)‖‖ω(tn)‖ ≤M

(
sup
t∈R
‖ω(t)‖

)
e[β(t−tn)],

para todo n ∈ N. Logo, tomando o limite na expressão acima quando n→∞, obtemos
que ‖ω(t)‖ tende a zero, isto é, ω(t) = 0 para todo t ∈ R.

Portanto, v1(t) = v2(t) para todo t ∈ R, ou seja, existe uma única função v
satisfazendo a equação integral (5.3).

Mostraremos agora a existência de uma função quase periódica que satisfaz (5.3).
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Para isso, seja v(t) = lim
R→−∞

∫ t

R

T (t− s)g(s)ds, com t ∈ R e t ≥ R.

Primeiramente, observe que v está bem definida pois,

‖v(t)‖ = lim
R→−∞

∥∥∥∥∫ t

R

T (t− s)g(s)ds

∥∥∥∥
≤ lim

R→−∞

∫ t

R

‖T (t− s)‖‖g(s)‖ds

≤ lim
R→−∞

∫ t

R

Meβ(t−s)‖g‖∞ds

= lim
R→−∞

[
M‖g‖∞eβt

(
e−βs

−β

∣∣∣∣t
R

)]
=

M

|β|
‖g‖∞ −

M

|β|
‖g‖∞eβt lim

R→−∞
e−βR

=
M

|β|
‖g‖∞ < +∞,

onde ‖g‖∞ = sup
s∈R
‖g(s)‖ < +∞ já que g é quase periódica.

Na sequência, provaremos que v : R→ X é uma função quase periódica que satisfaz
a limitação

‖v(t)‖ ≤ M

|β|
‖g‖∞, para todo t ∈ R.

De fato, dado ε > 0, como g é quase periódica, existe um número l = l(ε) > 0 de
modo que, para todo intervalo real de comprimento l, existe ξ tal que ‖g(t+ξ)−g(t)‖ ≤ ε,
para todo t ∈ R. Além disso, dado R < 0, defina uR : [R,+∞)→ X por

uR(t) =

∫ t

R

T (t− s)g(s)ds, t ≥ R.

Então, para t ≥ R,

uR(t+ ξ)− uR(t) =

∫ t+ξ

R

T (t+ ξ − s)g(s)ds−
∫ t

R

T (t− s)g(s)ds

=

∫ t

R−ξ
T (t− s)g(s+ ξ)ds−

∫ t

R

T (t− s)g(s)ds

=

∫ R

R−ξ
T (t− s)g(s+ ξ)ds+

∫ t

R

T (t− s)g(s+ ξ)ds

−
∫ t

R

T (t− s)g(s)ds

=

∫ R

R−ξ
T (t− s)g(s+ ξ)ds+

∫ t

R

T (t− s)[g(s+ ξ)− g(s)]ds
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= I1 + I2.

Analisando as integrais I1 e I2 separadamente, observe que

‖I1‖ =

∥∥∥∥∫ R

R−ξ
T (t− s)g(s+ ξ)ds

∥∥∥∥
≤ M‖g‖∞eβt

∫ R

R−ξ
e−βsds

= M‖g‖∞eβt
1

|β|
(e−βR − e−β(R−ξ))

≤ M‖g‖∞
|β|

eβ(t−R)

e

‖I2‖ =

∥∥∥∥∫ t

R

T (t− s)[g(s+ ξ)− g(s)]ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

R

‖T (t− s)‖‖g(s+ ξ)− g(s)‖ds

≤
∫ t

R

[Meβ(t−s)ε]ds

= Meβtε

∫ t

R

e−βsds

= Meβtε
1

|β|
(e−βt − e−βR)

≤ Mε

|β|
.

Logo, segue que ‖uR(t+ ξ)− uR(t)‖ ≤ M‖g‖∞
|β|

eβ(t−R) +
Mε

|β|
, para todo t ≥ R.

Portanto, dados t ∈ R e R < t, temos

‖v(t+ ξ)− v(t)‖ =

∥∥∥∥ lim
R→−∞

uR(t+ ξ)− lim
R→−∞

uR(t)

∥∥∥∥
= lim

R→−∞
‖uR(t+ ξ)− uR(t)‖

≤ lim
R→−∞

(
M‖g‖∞
|β|

eβ(t−R) +
Mε

|β|

)
=

Mε

|β|
.

Assim, tomando qualquer ε′ > 0 e escolhendo ε tal que
Mε

|β|
< ε′, segue que

‖v(t+ ξ)− v(t)‖ < ε′ para todo t ∈ R, ou seja, v é uma função quase periódica.
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Basta mostrarmos agora que v satisfaz a relação (5.3).

Tome a ∈ R qualquer e t ≥ a. Como v(a) =

∫ a

−∞
T (a− s)g(s)ds, segue que

T (t− a)v(a) =

∫ a

−∞
T (t− a)T (a− s)g(s)ds =

∫ a

−∞
T (t− s)g(s)ds.

Consequentemente,

T (t− a)v(a) +

∫ t

a

T (t− s)g(s)ds =

∫ a

−∞
T (t− s)g(s)ds+

∫ t

a

T (t− s)g(s)ds

=

∫ t

−∞
T (t− s)g(s)ds

= v(t).

Portanto, existe uma, e somente uma, função quase periódica v satisfazendo

v(t) = T (t− a)v(a) +

∫ t

a

T (t− s)g(s)ds,

para todo a ∈ R e todo t ≥ a.

�

Para estabelecermos o objetivo deste caṕıtulo, precisamos de uma definição e alguns
resultados, onde Cb(R, X) denotará o conjunto das funções cont́ınuas e limitadas de R
em X.

Teorema 5.1. (Teorema de Lyusternik) Sejam Cb(R, X) o espaço de Banach das
funções cont́ınuas e limitadas e AP (X) o subespaço de Cb(R, X) consistindo das funções
quase periódicas. Um conjunto M ⊂ AP (X) é compacto se, e somente se, as seguintes
condições são satisfeitas:

(i) Para todo t0 ∈ R fixo, o conjunto Et0 = {f(t0); f ∈M} ⊂ X é compacto;

(ii) O conjunto M é equicont́ınuo, isto é, dado ε > 0, existe um δ = δ(ε) > 0 tal que
‖f(t′)− f(t′′)‖ < ε sempre que |t′ − t′′| < δ, para toda f ∈M ;

(iii) O conjunto M é equiquase periódico, isto é, dado ε > 0, existe um l = l(ε) > 0 tal
que todo intervalo (α, α + l) ⊂ R contém um ε-quase peŕıdodo comum para toda
f ∈M .

A prova do Teorema 5.1 pode ser encontrada em [17, página 7].

A seguir, apresentamos o conceito de função quase periódica para uma função de
duas variáveis.
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Definição 5.2. Dizemos que a função cont́ınua f : X ×R→ X é uniformemente quase
periódica se, para todo ε > 0 e todo subconjunto compacto K ⊂ X, existe um conjunto
relativamente denso T = T (ε) ⊂ R tal que ‖f(x, t + ξ) − f(x, t)‖ ≤ ε para todo t ∈ R,

ξ ∈ T e x ∈ K, ou seja, o conjunto
⋂
x∈K

T (ε, f(x, .)) é relativamente denso em R.

Proposição 5.2. Seja f : X × R→ X uma função uniformemente quase periódica. Se
K é qualquer subconjunto compacto de X, então a famı́lia de funções quase periódicas
{f(x, .)}x∈K é uma famı́lia relativamente compacta em Cb(R, X).

Demonstração: Para mostrarmos este fato, vamos usar o Teorema de Lyusternik.
Dessa forma, seja M = {f(x, .)}x∈K e fixe t0 ∈ R. Observe que o conjunto Et0 =
{f(x, t0)}x∈K é a imagem do conjunto compacto K ×{t0} pela função cont́ınua f e, por
isso, ele é compacto em X. Assim, a condição (i) do Teorema de Lyusternik é satisfeita.

Agora, vamos mostrar que M é equiquase periódico. Isso ocorre pois, como f é

uniformemente quase periódica, o conjunto
⋂
x∈K

T (ε, f(x, .)) é relativamente denso em R

para todo ε > 0 e assim, existe l = l(ε,K) > 0 tal que todo intervalo da forma (α, α+ l)
possui um ε-quase peŕıodo ξ.

Logo, ‖f(x, t + ξ) − f(x, t)‖ < ε, para todo x ∈ K e todo t ∈ R, ou seja, ξ é
um ε-quase peŕıodo comum a toda função de M . Consequentemente, M é equiquase
periódico, satisfazendo a condição (iii) do Teorema de Lyusternik.

Por último, mostraremos que M é equicont́ınuo. Para isso, usando que T =⋂
x∈K

T (ε, f(x, .)) é relativamente denso para todo ε > 0, seja l′ = l′(ε,K) > 0 tal que exis-

te ξ ∈ [−t,−t+l′]∩T , para todo t ∈ T . Assim, 0 ≤ t+ξ ≤ l′ e ‖f(x, t)−f(x, t+ξ)‖ < ε

9
,

para todo x ∈ K.

Em seguida, vamos provar que, fixando t ∈ R, a função x 7→ f(x, t) é uniforme-
mente cont́ınua em K.

Para isso, observe primeiramente que, como f é cont́ınua e K × [0, l′] é compacto,
f é uniformemente cont́ınua em K × [0, l′]. Logo, existe δ > 0 de modo que, se x, y ∈ K
e ‖x− y‖ < δ, então ‖f(x, s)− f(y, s)‖ < ε

9
, para todo 0 ≤ s ≤ l′.

Assim, dado t ∈ R e x, y ∈ K, com ‖x− y‖ < δ, obtemos

‖f(x, t)− f(y, t)‖ ≤ ‖f(x, t)− f(x, t+ ξ)‖+ ‖f(x, t+ ξ)− f(y, t+ ξ)‖
+‖f(y, t+ ξ)− f(y, t)‖

<
ε

9
+
ε

9
+
ε

9

=
ε

3
.

Portanto, dado t ∈ R, x 7→ f(x, t) é uma função uniformemente cont́ınua em K.
Observe ainda que a escolha de δ independe de t.
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Sabemos também que K é compacto e então, totalmente limitado. Dessa forma,
existe um subconjunto finito {x1, x2, ..., xn} ⊂ K, n ∈ N, tal que, para todo y ∈ K,
‖y − xi‖ < δ para algum i ∈ {1, 2, ..., n}.

Além disso, tomemos a famı́lia finita de funções quase periódicas, e assim, unifor-
memente cont́ınuas em R, {f(x1, .), f(x2, .), ..., f(xn, .)}. Logo, para todo i = 1, 2, ...n e

todo t′, t′′ ∈ R, existe δi > 0, tal que, se |t′ − t′′| < δi, então ‖f(xi, t
′)− f(xi, t

′′)‖ < ε

3
.

Em particular, se ρ = min{δi; i = 1, 2, ..., n} então, para todo t′, t′′ ∈ R com

|t′ − t′′| < ρ, temos ‖f(xi, t
′)− f(xi, t

′′)‖ < ε

3
, para todo i = 1, 2, ..., n.

Por fim, dado y ∈ K, tome xi ∈ K tal que ‖xi − y‖ < δ. Assim, para |t′ − t′′| < ρ,
obtemos que

‖f(y, t′)− f(y, t′′)‖ ≤ ‖f(y, t′)− f(xi, t
′)‖+ ‖f(xi, t

′)− f(xi, t
′′)‖+ ‖f(xi, t

′′)− f(y, t′′)‖
<

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

o que nos mostra que o conjunto {f(x, .)}x∈K é equicont́ınuo, ou seja, a condição (ii) do
Teorema de Lyusternik é satisfeita.

Portanto, a famı́lia {f(x, .)}x∈K é relativamente compacta em Cb(R, X).

�

No próximo resultado, mostraremos que certa composição de funções quase periódicas
também é uma função quase periódica.

Proposição 5.3. Seja f : X × R→ X uma função uniformemente quase periódica. Se
ϕ : R→ X é uma função quase periódica, então a função composta t 7→ f(ϕ(t), t), de R
em X, é também quase periódica.

Demonstração: Sabemos que, como ϕ é quase periódica, então o fecho de sua
imagem, K = Imϕ, é um conjunto compacto em X. Assim, pela proposição anterior, a
famı́lia de funções {f(x, .)}x∈K é relativamente compacta em Cb(R, X).

Além disso, se adicionarmos apenas um elemento a {f(x, .)}x∈K , isto é, se tomarmos
o conjunto de funções quase periódicas [{f(x, .)}x∈K ]∪ {ϕ}, ainda teremos um conjunto
relativamente compacto em Cb(R, X).

Logo, pelo item (iii) do Teorema de Lyusternik, o conjunto T1 =
⋂
x∈K

T (ε′, f(x, .))∩

T (ε′, ϕ) é relativamente denso na reta real para qualquer que seja ε′ > 0.

Por outro lado, como provamos na proposição anterior, fixado t ∈ R, a função
x 7→ f(x, t) é uniformemente cont́ınua em K. Desse modo, dado ε > 0, existe δ > 0

(independente de t) tal que, se x, y ∈ K e ‖x− y‖ < δ, então ‖f(x, t)− f(y, t)‖ < ε

3
.
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Agora, tomando ε′ = min
{
ε
3
, δ
}

na definição de T1 e usando as propriedades do
caṕıtulo 3, sobre os conjuntos de ε′-quase peŕıodos, encontramos l = l(ε′) > 0 tal que, em

todo intervalo de comprimento l da reta real, existe ξ ∈

[⋂
x∈K

T
(ε

3
, f(x, .)

)]
∪ T (δ, ϕ).

Dessa forma, para ξ ∈

[⋂
x∈K

T
(ε

3
, f(x, .)

)]
∪ T (δ, ϕ), temos

‖f(x, t+ ξ)− f(x, t)‖ < ε

3

e
‖ϕ(t+ ξ)− ϕ(t)‖ < δ,

para todo t ∈ R e todo x ∈ K.

Logo, para todo t ∈ R e ξ como acima, obtemos

‖f(ϕ(t+ ξ), t+ ξ)− f(ϕ(t), t)‖ ≤ ‖f(ϕ(t+ ξ), t+ ξ)− f(ϕ(t), t+ ξ)‖
+‖f(ϕ(t), t+ ξ)− f(ϕ(t), t)‖

≤ ε

3
+
ε

3
< ε.

Portanto, a função composta t 7→ f(ϕ(t), t) é quase periódica.

�

Agora temos as condições necessárias para exibir uma solução fraca quase periódica
para a equação diferencial (5.1), como pode ser visto no próximo resultado.

Teorema 5.2. Seja f : X × R → X uma função uniformemente quase periódica e
uniformemente lipschitziana com relação a primeira variável, com constante de Lipschitz
L > 0 suficientemente pequena. Então, existe uma, e somente uma, solução fraca quase
periódica para a equação diferencial (5.1).

Demonstração: Por hipótese, f é uniformemente quase periódica e assim, pela
Proposição 5.3, para toda função ϕ : R → X quase periódica, a função composta t 7→
f(ϕ(t), t), de R em X, também é quase periódica.

Dessa forma, podemos considerar a aplicação T : AP (X)→ AP (X) dada por

Tϕ = u,

onde u é a solução fraca da equação diferencial u′(t) = Au(t)+f(ϕ(t), t), t ∈ R. Observe
que a função u existe, pertence a AP (X) e satisfaz a relação (5.3) por causa do Lema
5.1, com g(t) = f(ϕ(t), t), para todo t ∈ R.
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Assim, segue que a aplicação T está bem definida. Mostremos também que, quando
a constante de Lipschitz L é suficientemente pequena, T é uma contração. Para isso,
sejam ϕ1, ϕ2 ∈ AP (X) e t ∈ R, e observe que, pela demonstração do Lema 5.1,

(Tϕi)(t) = ui(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(ϕi(s), s)ds, i = 1, 2.

Logo, para todo t ∈ R,

u1(t)− u2(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)[f(ϕ1(s), s)− f(ϕ2(s), s)]ds

e então, segue que

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖T (t− s)‖L‖ϕ1(s)− ϕ2(s)‖ds

≤ ML

(∫ t

−∞
eβ(t−s)ds

)
‖ϕ1 − ϕ2‖∞.

Consequentemente, temos

‖Tϕ1 − Tϕ2‖∞ = sup
t∈R
‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ ML

|β|
‖ϕ1 − ϕ2‖∞,

garantindo que T é uma contração quando L <
|β|
M

.

Portanto, pelo Teorema do ponto fixo de Banach, T possui um único ponto fixo
em AP (X). Seja v ∈ AP (X) este ponto fixo. Então, para todo t ∈ R,

v(t) = (Tv)(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(v(s), s)ds.

Em particular, para a ∈ R,

v(a) =

∫ a

−∞
T (a− s)f(v(s), s)ds

e, desse modo, para t ≥ a, temos

T (t− a)v(a) +

∫ t

a

T (t− s)f(v(s), s)ds

= T (t− a)

∫ a

−∞
T (a− s)f(v(s), s)ds+

∫ t

a

T (t− s)f(v(s), s)ds

=

∫ a

−∞
T (t− s)f(v(s), s)ds+

∫ t

a

T (t− s)f(v(s), s)ds

=

∫ t

−∞
T (t− s)f(v(s), s)ds
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= v(t),

o que significa que v é solução fraca de (5.1), com v sendo única e quase periódica, ou
seja, existe uma, e somente uma, solução fraca quase periódica da equação diferencial
(5.1).

�
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