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“Por vezes sentimos que aquilo que fazemos
nao € senao uma gota de dgua no mar. Mas
o mar seria menor se lhe faltasse uma gota.”

Madre Teresa de Calcuta



RESUMO

O objetivo deste trabalho é encontrar solugoes fracas quase peridédicas para equacoes
diferenciais que podem ser escritas na forma

u'(t) = Au(t) + f(u(t),t), t € R,

onde A é o gerador infinitesimal de um Cj - semigrupo exponencialmente estavel, X é
um espago de Banach e f: X x R — X é uma funcao apropriada.

Para isto, estudaremos as principais propriedades da teoria de semigrupos de ope-
radores lineares limitados e da teoria de fungoes quase periddicas. Além disso, apre-
sentaremos resultados que garantem a existéncia e a unicidade de solugao para o problema
de Cauchy abstrato, utilizando como ferramenta, a teoria de semigrupos.

Palavras-chave: equacao diferencial, funcoes quase periddicas, solucao fraca, semigrupos
de operadores lineares limitados.



ABSTRACT

The purpose of this work is to find almost periodic mild solutions for differential
equations that can be written in the form

u'(t) = Au(t) + f(u(t),t), t € R,
where A is the infinitesimal generator of a exponentially stable C - semigroup, X is a

Banach space and f : X x R — X is an appropriate function.

For this, we will study the main properties of the theory of semigroup of bounded
linear operators and the theory of almost periodic functions. Moreover, we will present
results that ensure the existence and uniqueness of solution for the abstract Cauchy
problem, using as a tool, the semigroup theory.

Key-words: differential equations, almost periodic functions, mild solutions, semigroup
of bounded linear operators.
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INTRODUCAO

Desde muito tempo atras, as equacoes diferenciais tém sido objeto de intensa pes-
quisa. Uma das razoes para isso é sua grande utilidade na modelagem de diversos
fenomenos, que ocorrem nas mais diversas areas do conhecimento, como por exemplo,
dinamica populacional, fisica, quimica e engenharia, bem como o interesse intrinsica-
mente matematico que elas possuem.

No entanto, encontrar solugoes para uma equacgao diferencial nem sempre é uma
tarefa simples. Embora muito ja tenha sido feito, varias técnicas e ferramentas ainda
estao sendo desenvolvidas para auxiliar na resolucao desses problemas. Umas dessas
ferramentas € a teoria de semigrupos de operadores lineares limitados, que sera utilizada
neste trabalho.

Além disso, é crescente o nimero de artigos que estudam a existéncia de solugoes
com algum tipo de periodicidade. Citamos a seguir alguns trabalhos que apresentam
condigbes para a existéncia de solugoes periédicas [9, 12, 13, 18], quase periddicas [1, 6,
10, 11, 22], assintoticamente quase periédicas [8, 14, 15] e pseudo quase periddicas [24].

Em particular, nesta dissertacao, apresentamos os resultados de [23] que tratam da
existéncia de solucao fraca quase periddica para a equacao

u'(t) = Au(t) + f(u(t),t), t € R,

onde A: D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cj - semigrupo exponencial-
mente estavel em um espaco de Banach X e f: X x R — X é uma fung¢ao apropriada.

Assim, este texto estd dividido em cinco capitulos, que abordam desde as ferramen-
tas que serao utilizadas, até os resultados de existéncia de solucao. Mais especificamente,
no capitulo 1, apresentamos alguns pré requisitos fundamentais, como o Lema de Dini e
o Teorema do ponto fixo de Banach, necessarios para o desenvolvimento do texto.

O capitulo 2 é dedicado ao estudo da teoria de semigrupos de operadores lineares
limitados, dando maior énfase aos semigrupos de classe Cy, que foi estabelecido por E.
Hille e K. Yoshida em 1940 e tem aplicagoes importantes no desenvolvimento das técnicas
de resolucao para equagoes diferenciais abstratas.

No capitulo 3, apresentamos a teoria das fungoes quase periédicas, uma genera-
lizacao das fungoes periédicas, que foi introduzida por H. Bohr em 1925, e no capitulo
4, é feito um estudo do problema de Cauchy abstrato, com o objetivo de demonstrar a



existéncia e a unicidade de solucao fraca usando a teoria de semigrupos.

Enfim, no tltimo capitulo, apresentamos os resultados encontrados no artigo [23],
de S. Zaidman, e assim, obtemos um teorema que estabelece uma solucao fraca quase
periédica para a equacao diferencial nao linear abstrata descrita acima, atingindo o
objetivo deste trabalho.



CapiTULO 1

Conceitos e resultados preliminares

Neste capitulo iremos introduzir alguns conceitos, terminologias e resultados que
serao utilizados ao longo deste trabalho.

Definicao 1.1. Sejam 1 < p < 0o e um aberto Q C R™. O espago LP(2) € o conjunto
das fungoes mensurdveis f em € tais que

[ s < o

Uma norma em LP(Q) é dada por

1l = ( / \f(x)\pdx)”, 1<p<oo

Quando p = 0o, L>®(Q2) € o conjunto das fun¢oes mensurdveis f em ) tais que sao
essencialmente limitadas em 2, isto €,

L=(Q)={f:Q = R; f é limitada quase sempre em §2}.

Uma norma em L é dada por
| flloo = supess(f) = inf{M > 0;|f(z)| < M quase sempre em Q}.

Teorema 1.1. O espaco LP(2) com a norma ||.||,, 1 < p < oo, € um espago de Banach.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [21, Teorema 3.11]

Teorema 1.2. O espaco C3°(2,R) = {p : Q — R; ¢ € suave e possui suporte compacto}
¢ denso em L'(Q,R).

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [3, Teorema 4.3]



Teorema 1.3. (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue) Seja (fy)nen
uma sequéncia de funcgoes integrdveis que converge quase sempre para uma funcao de
valor real mensurdvel f. Se existe uma fun¢ao integrdvel g tal que |f,| < g para todo

n € N, entao f € integrdvel e
/fd,u: lim /fnd,u.
n—oo

A demonstracgao deste resultado pode ser encontrada em [2, Teorema 5.6] .

Lema 1.1. Seja X um espago de Banach. Se A € L(X) e ||A]| < 1, entdo [ — A é
inversivel.

Demonstracao: O operador f(A) = ZA” ¢ linear e limitado em X. Como A
n=0

comuta com suas poténcias, entao, pela série de poténcias, obtém-se

(I —A)f(A) = f(AU - A) =1
Portanto, I — A é inversivel e (I — A)~! = f(A).

Corolario 1.1. Sejam X um espago de Banach e G € L(X), com ||G|| < 1. Entdao,
I — G tem inversa limitada, isto €, (I — G)™" € L(X).

Demonstracao: O resultado é um caso particular do Lema 1.1.

Lema 1.2. (Lema de Dini) Seja X um espaco de Banach. Se f : (a,b) — X ¢é continua
em (a,b) e admite derivada a direita, f', continua em (a,b), entdo f € continuamente
diferencidvel em (a,b).

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [7, Lema A.3.2] .

Teorema 1.4. (Teorema do ponto fixzo de Banach) Seja Y um subconjunto fechado
de um espacgo de Banach X. Se a aplicacao f :Y — Y € uma contracao, entao f possui
um unico ponto fizo em Y .

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [16, Teorema 5.1-2] .



Teorema 1.5. (Principio da limitagcao uniforme) Seja (1),)nen uma sequéncia de
operadores lineares limitados de um espaco de Banach X em um espaco normado E tal
que (|| Tmx||)nen € limitado para todo x € X, ou seja,

| Thz|| < Cypy V€N,

onde C, € uwm numero real positivo. Entao a sequéncia (||T,|)nen € limitada, isto é,
existe um C' > 0 tal que
ITa]l < C, Yn €N,

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [16, Teorema 4.7-3].

Teorema 1.6. Se K € um subconjunto de um espaco métrico M, as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(i) K € sequencialmente compacto;
(ii) K é compacto;

(iii) K ¢é totalmente limitado e K é completo.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [5, Teorema 15]



CapriTULO 2

Semigrupos de operadores lineares
limitados

2.1 Semigrupos uniformemente continuos

Nesta secao, introduziremos o conceito de semigrupo de operadores lineares limita-
dos. Em seguida, serao apresentadas a definicao de semigrupo uniformemente continuo,
sua relagao com seu gerador infinitesimal e condigoes para que dois semigrupos unifor-
memente continuos sejam iguais. Também serao vistas algumas propriedades para este
tipo de semigrupo.

Ao longo de todo este capitulo, X representara um espaco de Banach, com norma
IIll, e L(X), o conjunto dos operadores lineares limitados de X em X.

Definigao 2.1. Uma familia a um parametro (T'(t))i>0, de operadores lineares limitados
em X, € um semigrupo se:

(1) T(0) =1, onde I é o operador identidade de X ;
(i1) T(t+s) =TT (s), para todo t,s € [0, 00).

Definigao 2.2. Um semigrupo (T'(t))i>o de operadores lineares limitados em X € uni-
formemente continuo se a sequinte condi¢ao € satisfeita em L(X):

lim | 7(¢) ~ 1]| =0,

onde t | 0 significa que estamos fazendo t tender a zero pela direita.

Observagao 2.1. Observe que o limite tomado acima nos diz que a fungdo t — T(t),
de [0,4+00) em L(X), é continua & direita em t = 0.



Mais ainda, se (T(t))i>0 € uniformemente continuo, obtemos a continuidade a di-
reita da fungao t — T(t), para todo t > 0. De fato, dados t € [0,+00) e h > 0, seque
que

lim [T(t +2) =TIl = lim |[THT(h) - T()]
< ImIT@OIT(R) — I
= [IT® I lim [T(h) — 1|
= 0,
pois T(t) é um operador linear limitado e lfiilol |T(h) —I|| =0 pela defini¢ao anterior.

A continuidade a esquerda desta funcdo também € vdlida, porém esse fato serd
provado mais adiante.

Definigao 2.3. O operador A: D(A) C X — X dado por

A = lim LT =T
tl0 t
Tt)r —x

onde x € D(A) = {;1: €X; ltiﬁ)l

do semigrupo de operadores lineares limitados (T'(t))i>o.

existe}, ¢ chamado de gerador infinitesimal

Observagao 2.2. (1) D(A) #0 e D(A) é um subespago vetorial de X.

De fato, 0 € D(A) pois,
. T(t)0—-0
lim ———
tl0 t

=0.

Também, para todo x,y € D(A) e A € C,

lim T+ 2y) = (@ + ) = lim M + Alim % = Az + My,

0 t 0 t 0

o que implica que (x + \y) € D(A), ou seja, D(A) é um subespago vetorial de X .
(2) Seja f:[0,400) = X definida por f(t) = T(t)x, com x € D(A). Note que,

ft) = £(0) = fL(0) = fT(tmt:m

Az =1i
r = lim o

tlo t

onde f) representa a derivada a direita de f.

A seguir, apresentamos um resultado que relaciona um semigrupo uniforme-
mente continuo com seu gerador infinitesimal.

Teorema 2.1. Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo unifor-
memente continuo se, e somente se, A € limitado.
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Demonstracao: Suponha que A é um operador linear limitado e considere a
familia de operadores

AT
T(t)=e* =) > 0.

n! -
n=0

Mostraremos a seguir que (7'(t));>p ¢ um semigrupo uniformemente continuo de
operadores lineares limitados, com gerador infinitesimal igual a A.

Observe inicialmente que T'(t) estd bem definido para todo ¢t > 0, pois

> 2|
—~ nl — | nl
_ i tr]|A™|
N n!
n=0
Al
< D>
n=0
= M < jo00.
B gnAn
Agora, seja s = Z — k € N. Note que s; € L(X), para todo k € N.
n!

n=0
Além disso, dados k,m € N, com k < m, temos

m
A"
s —sell = | D -

n!

A"

n!

k
n=0 n=0
m

A"

n!

n=k+1

e Ap
D D

n=k+1

o)
ellAl"
DD

n=k+1

[o.¢] o

A" | A"
H—'H = ¢!l4ll dado e > 0, existe ng € N tal que g M <

n=0 s n=ngp+1

€. Assim, se k, m > ng, entao

Logo, como
n!

0 )
t"||A|l™ t"||A|™
HSm_SkH < Z || || < Z ” H <e,

n! n!
n=k+1 n=ng+1

o que garante que (si)reny € uma sequéncia de Cauchy em L£(X).



Mais ainda, visto que X é um espago de Banach, £(X) também é um espago de
Banach. Logo, (sk)ren é convergente e klim sy =5 € L(X).
—00

Note também que

ou seja, T'(t) € L(X) para todo t > 0.

Vejamos, agora, que (T'(t));>0 ¢ um semigrupo:

o0

D7) =) oAy

n!

n=0

(ii) Dados t, s € [0, +00), temos

Tt+s) = Z%

=0

= I+ (t+s)(A)+

3

(t+5)2A%  (t+s)34% (1 +s)*A?
ST TR A TR
t2A% 2tsA? s2A2
= [—I—(tA+3A)+( TR )+
t3A3 312543 31ts?A3 3 A3
3 T2 3 o a )T

B (5)242  (s)343
= I—i—tA{]—O—SA—i— 9] + 3l + ...+
(1)2 A2 (5)24%  (s)3A3
T |1 s A T S

<S)2A2 (8)3143
4.+ [SA—l— 5 + i + ...
(t)2A2 (t)3A3

= tAT(s) +

T(s)+

5 T(s)+ ...+ T(s)

3!
[ @208 Try

= T(H)T(s).

Assim, (T'(t))¢>o ¢ um semigrupo.

Para provarmos que (7(t))¢>0 ¢ uniformemente continuo, observe que

0 AP 0 AP o t(nfl)A(nfl)
T0-1=3 - -1=2.= :“‘<ZT>




e entao,

I7() =1l =

e t(nfl)A(nfl)
tA (Z —
n=1

e t(nfl) A (n—1)
< 14 (Z%)

n=1

20 4(n=1) | A[|(n—1)
< tA] (Z %)

n=1

= t"[| A"
— 1A (Z A )

n=0

= t||AlefAl

Logo, tomando o limite quando ¢ tende a zero na expressao acima, obtemos que

lim || T(t) — I|| < lim ¢[| Af| !4 = 0,
t10 110

isto é, (T'(t)):>o ¢ uniformemente continuo.

Para finalizarmos, mostraremos que A é o gerador infinitesimal de (7'(t));>o. Para

isso, note que
0 t(nfl)A(nfl) o A"
(BT Ea) )

Tt)—1 | 1[x=tr4ar
t _A—;[Z =

n!

n=1

Dessa forma, segue que

Tt) -1 AN
[ -] < S e
n=0 ’
. AN
= AN 7
nz::l (n+1)!
— Al
< ||A
Al
< A=
= [ Al —1)
e, consequentemente,
T(t)—1
lim w=1_ AH < lim || Al — 1) = 0,
t}0 t tJ0

10



Tt)—1
ou seja, A = lim L
tl0 t

Observe ainda que essa convergéncia ocorre em L£(X) e assim, em particular, temos

T(t)r —x
Axr = ltiJ%l L, para todo x € X.
Portanto, neste caso, D(A) = X e A é o gerador infinitesimal do semigrupo

(T'(t))e>0, 0 que finaliza a demonstragao da primeira parte do teorema.

Reciprocamente, suponha que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uni-
formemente continuo (7'(t)):>o de operadores lineares limitados e mostremos que A é
um operador linear limitado. Assim, visto que o semigrupo é uniformemente continuo,
a funcdo t — T'(t) é continua em t = 0 e entdo, dado € > 0, existe § > 0 tal que
IT(s) — I|| < e para todo 0 < s < 4.

Logo, para 0 < t < 9, temos
I I I
H—/ T(s)ds—IH = H—/T(s)ds——/ Ids
t Jo t Jo t Jo
1 t
_ H-/ (T(s) — I)ds
t Jo

1 t

< —/ IT(s) — I|lds
t 0
1 t

—/EdS
t Jo

= E&.

Em particular, tomando € = %, podemos encontrar p > 0, com 0 < p < 4, tal que
1

p
H—/ T(s)ds—IH < 1.
P Jo

1 [?
Dessa forma, pela Proposicao 1.1, (—/ T(s)ds) tem inversa limitada, ou seja,
0

(['row) " < o p

Além disso, podemos observar que

([ o) -

S— = S S e



Mais ainda, tomando o limite na igualdade acima, obtemos que

1}%% ( /0 pT(s)ds) = lim (% ( /p " (s — /0 hT(s)ds)) —T(p)— 1.

1 [k
De fato, temos l}ilﬁ)l (ﬁ/ T(s)ds) =T(0) = 1, pois, para 0 < h < ¢,
0

h 1h
— T(s)ds — I|| < — T —Illd
Hh/ (s)ds H_h/0||<s> Ids
1h

E/o eds

1]%1% (/pp+hT(s)ds) _ 1}3{3% (/OhT(s +p)ds)
= it ([ rer0)
~ 7w (; | hT(s)ds)
= T(p)
Logo, segue que
A [ 1) =i TE=E ([T ras) =70 - 1
ou seja,

A=) -1 pT<s>ds)_1 .

Portanto, A € L(X), isto é, A é limitado, o que conclui a demonstragao do teorema.

Proposicao 2.1. Se (T'(t))i>0 € um semigrupo de operadores lineares limitados unifor-
memente continuo, entdo a funcao t — T(t) é continua.

Demonstragao: Seja t > 0. Pela Observacao 2.1, sabemos que a fungao ¢ — T'(t)
é continua a direita de ¢, para todo ¢t > 0. Mostremos entdo que t — T'(t) também é
continua a esquerda para t > 0.

Dado t > 0, observe que ||7(s)|| é limitada em [0,¢ + 1]. De fato, como (T'(t))>¢ ¢
um semigrupo uniformemente continuo, existe 6 > 0 tal que ||T(s) — I|| < 1, para todo
s € [0,6]. Logo,

IT(s)l < WT(s) = 1[I + [M]l < T+ 1= 2 para s € [0,d].

12



Tomando n o menor natural tal que t + 1 < nd, se s € [0,¢t + 1], entdo, pelo
algoritmo da divisao, s = kd + ¢, onde 0 < k <n e 0 < < 4. Dessa forma, segue que

IT(s)l = NT(ké + Q)
= [[T(k)T(C)

IT@) T

2F9

_ 2k:+1

ARVAN

IN

n+1
27,

ou seja, || T(s)]| < 2", para todo s € [0, + 1].
Agora, seja h > 0 tal que h < t. Temos entao 0 <t —h <t <t—+1 e assim,

lim [Tt —h) = T(#)]| = Tim |[T(t —h) =Tt~ h+h)|
= lim | T(t = h) = T(t = W) (R)]
< Im|T( =ML - THh)]

< lim2"H| T —T(h)||
hi0
= 0,
ja que (T'(t))s>0 ¢ uniformemente continuo, isto é, l}gg Il —T(h)||=0.

Logo, t — T(t) é continua a esquerda para todo ¢ > 0.

Portanto, segue que t — T'(t) é continua em [0, +00).

O Teorema 2.1 nos garante que todo operador linear limitado A gera um semi-
grupo uniformemente continuo. O préximo resultado nos assegura que este semigrupo é
unico.

Teorema 2.2. Sejam (T'(t))i>0 € (S(t))e>0 semigrupos de operadores lineares limitados
uniformemente continuos. Se

lim —T(t) -1
tl0 t t10 t

entdao T'(t) = S(t), para todo t > 0.

Demonstracao: Seja 7' > 0 qualquer. Como (7°(¢)):>0 € (S(t))i>0 s@o semigrupos
uniformemente continuos, as fungoes t — T'(t) e t — S(f) sdo continuas. Assim, as
fungdes t — ||T'(t)|| e t — ||S(t)]| sdo também continuas.

Logo, como [0, T'] é compacto, existem constantes ¢; e ¢o positivas tais que ||T(t)]] <
cre||S@| < e, VE€[0,T).
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Tomando ¢ = ¢;¢q, segue que ||T(t)[|||S(s)]| < ¢, para todo t,s € [0,T].

Por outro lado, por hipétese, dado € > 0, existem 97, d5 > 0 tais que

€
2T¢c’

para todo 0 < t < dy, e ‘

S(t) -

1

| <

T(t) -1

—AH<

2; para todo 0 < t < dy. Observe

que, tomando § = min{d;,dp} e 0 < t < 0, essas desigualdades continuam vélidas e

entao,

isto é, ||T'(t)

|

T(t)
Tt

-

t

2Tc

Tc

I Sty [
—;— —T+¥+AH
[ H+Hs<t)_[_AH
t
2Tc

-S| < Tict’ para 0 < t < 0.

t
Seja t € [0,T] e tome n € N tal que — < §. Dessa forma, temos
n

I7(t) = S|

Portanto,

IN

(]

IN

(]

temos ||T(t) —

=

i
=l

i
|
= O

(]

7T
|
= O

(]

i
|
= O

i
|
= O

M1

()= ()]
5[ (o025 () - (o--w7) s (e ) |

[e=]

() () s (i)
()= ()]s ()]
|G = Gl 6ol

S(t)|| < e, para todo t € [0,T]. Assim, fazendo € — 0 e,
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posteriormente, T" — 00, concluimos que T'(t) = S(t) para todo t > 0, o que conclui a
demonstracao do resultado.

Corolario 2.1. Seja (T'(t))i>0 um semigrupo de operadores lineares limitados uniforme-
mente continuo. Entdo:

(i) Existe um tinico operador linear A tal que T(t) = €', para todo t > 0;
(i1) O operador A € o gerador infinitesimal de (T'(t))i>0;
(iii) Existe uma constante w > 0 tal que | T(t)| < e“*, ¥Vt > 0;
(iv) A fungao t — T(t) € diferencidvel e
d

ZT(t) = AT(t) = T() A, ¥t > 0.

Demonstracao: Seja A o gerador infinitesimal de (7'(t)):>o. Vejamos a demons-
tragao de cada item separadamente.

(i) Pelo Teorema 2.1, sabemos que A ¢ limitado. Defina, entdao, S(t) = /4, para t > 0.

Como provado na demonstragdo do Teorema 2.1, (S(t))i>o ¢ um semigrupo de
operadores lineares limitados uniformemente continuo, com gerador infinitesimal igual a
A. Logo, do Teorema 2.2, segue que T'(t) = S(t) para todo t > 0, ou seja, T(t) = e*4
para todo t > 0.

Além disso, como o gerador infinitesimal de um semigrupo é tnico, obtemos que o
operador linear A é o tinico tal que T'(t) = e!4, para todo t > 0.

(ii) Esta propriedade ¢ consequéncia direta do item (i) e dos resultados obtidos na
demonstracao do Teorema 2.1.

tA)"
n!

(iii) Sabemos que T(t) = ¢4 = Z ( , Vt > 0. Logo, temos

n=0
= (t[|A|)"
1T < E m = !l = ¢ para todo t > 0,
n!
—0

onde w = [|4]|.
Portanto, existe uma constante w > 0 tal que ||T'(¢)| < e¥, Vt > 0.
(iv) Sejam t > 0 e h > 0. Observe que

HT(t+h)—
h

o -



IN

| FH =
T -1

ewt

T(h)—1
Como A é o gerador infinitesimal de (T'(t)):>0, segue que % - AH — 0

T(t+h)—"T(t)
h

~T(HA

quando h — 0, ou seja, — 0 quando h — 0.

_l’_

d
Logo, a fungao t — T'(t) é diferencidvel a direita de t, com aT(t) =T(t)A.

Além disso, sabemos que a fungao t — T'(t) é continua. Assim, como A é limitado,
a fungado t — T(t)A também é continua. Portanto, pelo Lema de Dini (Lema 1.2),

t — T(t) é diferenciavel e
d dr

ZT(t) = T () = T(HA.

Da mesma forma, temos

HT(t +h) —T(t)

—AT(t)H < H% —AH 17°(2)

Assim, pelo mesmo argumento acima, segue que
d dr
—T(t) = —T(t) = AT(1).
1) =—T(t) = AT(?)

Portanto,

AT(t) = %T(t) = T(t)A,Vt > 0.

2.2 Semigrupos fortemente continuos

Nesta secao, estudaremos outra classe de semigrupos, os semigrupos fortemente
continuos, que sera nossa ferramenta de trabalho ao longo do texto.

Definigao 2.4. Um semigrupo (T'(t))i>0 de operadores lineares limitados em X €é um
semigrupo fortemente continuo se

lgfgl T(t)r = x,

para todo v € X.
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Observagao 2.3. (1) De acordo com a defini¢ao acima, seque que a fun¢ao t — T(t)x
¢ continua a direita em t = 0, para todo x € X.

(2) Um semigrupo fortemente continuo € também chamado de semigrupo de classe Cy,
ou simplesmente, Cy - semigrupo.

A seguir, estudaremos as principais propriedades de um Cy - semigrupo.

Teorema 2.3. Seja (T'(t))i>0 um Cy - semigrupo. Entao existem constantes w > 0 e
M > 1 tais que
IT@)] < Met, it > 0.

Demonstracao: Primeiramente, observe que existe n > 0 tal que [|T'(¢)| ¢é li-
mitado para t € [0,n] pois, se isso nao acontecesse, para todo n > 0 e todo M > 0,

1
existiria ¢y, € [0,7] tal que ||T'(tpr,)]| > M. Em particular, tomando n = — e M = n,
n

1
n € N, existiria t, € {O, —1 tal que ||T'(t,)|| > n. Logo, variando n € N, obterfamos
n

uma sequéncia (t,),en que converge para zero, quando n — oo, e, além disso, com
IT(t,)]] > n, Vn € N. Assim, terfamos sup{||T(¢,)||} = +oo e, pelo Principio da
neN

limitagdo uniforme, existiria xy € X tal que sup{||T(t,)zol|} = +oo. Desse modo,
neN
existiria uma subsequéncia (t,, )ren de (tn)nen tal que (|7 (£, )zol|)ken € ilimitado.

Mas, por outro lado, terfamos t,, — 0, quando k — oo, e, pelo fato de (7(t))t>0
ser um Cj - semigrupo, ]}erolo T(tn,)xo = o, ou seja, (||T(tn,)xol|)ren seria limitada, o
que é uma contradigao.

Portanto, existem n > 0 e M > 0 tais que ||T'(¢)|| < M, para todo t € [0, 7).

Observe também que, como ||T'(0)|| = 1, entdo M > 1.

Agora, seja t > 0 qualquer. Pelo algoritmo da divisao, t = nn+ 9, comn € N e
d € [0,n]. Disso, segue que

17| 1T (nn + 9) |

ITN™ 1T (9)]
M"™M
M M
= Me*",

VAN VANRVA

In M
onde w = —— > 0.

Portanto, existem w > 0 e M > 1 tais que | T(¢)| < Me**, para todo t > 0.

Corolario 2.2. Se (T'(t))>0 € um Cy - semigrupo entio, para cada v € X, a fungdo
t— T(t)x € continua de [0,+00) em X.
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Demonstracao: Sabemos que (7'(t)):>0 ¢ fortemente continuo, ou seja, l}iil(r)l T(h)x =
x para todo x € X. Assim, dados z € X, t > 0 fixo e ¢ > 0, existe § > 0 tal que

HT@M—mW<Mi?%O<h<&
ew

Mostraremos que t — T'(t)x é continua em ¢ > 0 tanto a direita, quanto a esquerda.

Se 0 < h < 4, entao

IT(t+h)e — Tzl = |TOT(R)z — T(t)a]
< |ITOIIT(R)z - 2
< M
= £.

Da mesma forma, se, além da condicao acima, h < t, entao

IT(t—h)x—Tt)z|| = |[|T({t—h)e—T({t—h+h)z|
= | T(t - h)x — Tt — W)T(R)z]
< |IT(t = )|z — T(R)a]
< Mo
= E£.

Portanto, a fungao ¢ — T'(t)x é continua a direita e a esquerda de t > 0, para todo
x € X. Consequentemente, t — T'(t)x é continua de [0, +00) em X, para todo x € X
fixo.

Teorema 2.4. Sejam (T'(t))i>0 um Cy - semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo:

(a) Para todo v € X e todot > 0, temos

1 t+h

1}5{)1 i T(s)xds = T(t)x;

¢
(b) Para todo x € X e todot > 0, seque que / T(s)xds € D(A) e
0

A(AH@M@>:T@x—x

(¢) Para todo x € D(A) e todo t > 0, temos T'(t)x € D(A) e

d
T (M = AT(t)z = T(t) Ax;
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(d) Para todo x € D(A) et,s >0, obtemos

Tt)r —T(s)x = /:T(T)AJ}dT = /St AT (7)xdr.

Demonstracao: (a) Sejam x € X et > 0. Pelo coroldrio anterior, segue que
t — T(t)xz é uniformemente continua em [0,a], a > 0 fixo, com ¢t < a. Assim, dado
e > 0, podemos encontrar 6 > 0 tal que, para todo ¢,s € [0,a] com |t — s| < 4,

T (t)x —T(s)x| < e.
Seja h € R com 0 < |A| <5etalquet—|—h<a entao

Hl /t T (s)ads — T

_ H xds—% /t T t)eds

h
= H (s)x — T(t)x]ds
t+h
< / I7(5)2 - T(t)slds
¢
1 t+h
E/; eds
—= 87
isto é, hm / s)xds — T'(t)x = 0. Portanto,
1 t+h
I}iLﬂ)l ) T(s)xds =T(t)x.

¢
(b) Sejam x € X et > 0. Tomando y = / T(s)xds e h > 0, temos
0

T(h)y —y
h

= = SR e e

Assim, pelo item (a), segue que

T(h)yy —y .1

lim ———= = lim— T(s)xds — lim —

hi0 h hlo h J, hl0

19

(T(h) /O T (s)ads — /0 t T(s)xds)

( /0 Tk 4 s)ads — /O t T(s)xds)

( /h " P wyedu - /0 t T(s)xds)

( /h T (s)uds + /t T (s)ads — /0 t T(s)xds)

t+h 1 h
/ T(s)xds — —/ T(s)xds.
‘ h Jo

0+h
T(s)xds
0



= T(t)x—T(0)x
= T(t)x —x.

T(h)y — !
Portanto, l}ggl % existe, ou seja, y = / T(s)xds € D(A), e
0

A </0t T(s)xds) Ay = lim % = T(t)z — x.

(c) Sejam = € D(A) et > 0. Para h > 0, observe que
TW)[T(t)x] —T(t)x  T(h+t)x —T(t)x

h h

Assim, como x € D(A),
T+ h)x—T(t)x

i h = lm h
L T(h)x —x
- 1o [T
— T(t)lim [T(h) _x]
hl0
= T(t)Azx

Portanto, T'(t)z € D(A) e AT(t)x = T(t)Az. Assim, obtemos

dt L T+ h)r—T(t)r B
ET(t}x = 1}1{8 7 =T(t)Ax = AT(t)x.

Para calcularmos a derivada a esquerda, seja 0 < h < t. Logo,

HT(t)x - z:(t —h)z T(t)AxH _ |7 =)+ T(t —h+hz _—
- [re- [T -
+T(t ~ h)Az ~ T() s
< Tt - n)| HT _AxH
+||T(t — h)Az — T(t) Az
< Meth % ~ Ax”
+||T(t — h) Az — T(t)Ax|.
Dessa forma, segue que
1,3{51 T(t)r — Z;(t —hz T(t)Az| = %ﬁ)l Meot=h) % Ay
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+ 1}5{)1 |T(t — h)Az — T'(t)Az||

= Me“"0+0
p— (i)7
ou seja,
d
ET@)Q: =T(t)Ax
Portanto,
d—_T(t)a: =T(t)Ax = £T(t)a: = AT(t)x
dt B S dt B ’
garantindo que
d

ET(t);c =T(t)Ax = AT (t)x.

(d) Pelo item (c), segue que T(1)Ax = AT(7)x para todo 7 > 0 e x € D(A). Assim,
temos

/8 T(r) Awdr — / AT ()i

d
Além disso, d—T(T)x = T(1)Ax, e portanto, segue do Teorema fundamental do
T

célculo (em espagos vetoriais) que
t t d
/ T(7)Axdr = / ET(T)CL’dT =T(t)x —T(s)z.

Corolario 2.3. Se A € o gerador infinitesimal de um Cy - semigrupo (T'(t))¢>0, entdo
D(A) € denso em X e A: D(A) — X € fechado.

Demonstracao: Seja © € X. Para mostrarmos que D(A) = X, devemos exibir
uma sequéncia em D(A) que converge para x. Com esse objetivo, defina

1

t
Ty = —/ T(s)xds, t > 0.
tJo

t
Observe que, pelo teorema anterior, / T(s)xds € D(A) e assim,
0

1 t
T — T
lim ————— = lim
hl0 h hl0




A(f tT(s)xds)

[T(t)z — x].

~S | = k| =

Logo, segue que x; € D(A), para todo t > 0. Além disso, do item (a) do teorema
anterior, temos
1 t
limz, =lim - [ T(s)zds =T(0)x = x.
tl0 t0 t Jo

Portanto, podemos encontrar uma sequéncia em D(A) cujo limite é x (por exemplo,

tomemos t = —), o que mostra que D(A) = X.
n

Para mostrarmos que A é fechado, seja (z,),eny uma sequéncia em D(A) tal que
T, — x, para algum x € X, e Ax,, — y, para algum y € X. Devemos mostrar que
x € D(A)e Az = y.

Pelo item (d) do teorema anterior, segue que

T(t)x, — x, = /Ot T(7)Azx,dr, (2.1)

para todon € Net > 0.

Como, por hipétese, x, — x e T(t) € L(X), temos T'(t)x, — T(t)x. Além disso,
observe que

t t t
‘/ T(T)Aa:ndT—/ T(r)ydr|| < /HT(T)Axn—T(T)deT
0 0 0
t
< / 1Tl Az — ylldr
t
< /M@wTHAJZn—deT
0 t
< Mewf/ | Az, — ylldr.
0

t t
Assim, como Az, — y quando n — 0o, segue que / T(1)Ax,dT — / T(7)ydr.
0 0

Logo, tomando o limite quando n — oo em (2.1), obtemos
t
Tt)r —x = / T(7)ydr.
0

Portanto, pelo item (a) do Teorema anterior, temos

. TWx—2 . 1 [
lim —=— =lim> i T(r)ydr =T(0)y =y,
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ou seja, * € D(A) e Ar = lim ———— = y, garantindo que A ¢ fechado e entao,

concluindo a demonstracao do resultado.

Teorema 2.5. Sejam (T'(t))i>0 € (S(t))i>0 dois Cy - semigrupos com geradores infinite-
simais A e B, respectivamente. Se A = B, entao T(t) = S(t), para todo t > 0.

Demonstragao: Por hipdtese A = B, ou seja, D(A) = D(B). Assim, dado
x € D(A), segue que z € D(B) e as fu goes t — T'(t)x e t — S(t)x sdo diferencidveis,
com %T(t)x =T(t)Az = AT (t)r e — ( Jx = S(t)Bx = BS(t)x.
Agora, dado t > 0, considere a func;ao ¥ :[0,t] = X definida por
U(s) =T(t = s)S(s)z, 0<s <t

Assim,
%T(t —35)S(s)x = T(t— s)%S(s)x + (%T(t — 5)> S(s)x
= T(t—s)BS(s)x — AT(t — 5)S(s)x
= T(t—s)BS(s)x —T(t—s)AS(s)x
- 0,
ja que A = B.

Logo, segue que 1(s) é constante para 0 < s < t. Entao, 1 (t) = 1¥(0), ou seja,
St)x =Tt —t)S(t)xr = Y(t) = (0) = T(t — 0)S(0)x = T(t)x, isto é, S(t)z = T(t)x
para todo t > 0 e para todo x € D(A).

Para o caso geral, seja x € X. Como D(A) = X, existe uma sequéncia (Z,)nen
em D(A) tal que z,, — z, quando n — oo. Logo, como provado anteriormente, temos
T(t)x, = S(t)x, para todot > 0en € N.

Também, como T'(t),S(t) € L(X), para todo t > 0, temos T(t)z, — T(t)z e
S(t)z, — S(t)x.

Dessa forma, pela unicidade do limite, concluimos que T'(t)x = S(t)z, para todo
t>0.

Portanto, T'(t)x = S(t)z, Vt > 0 e Vo € X, e assim segue o resultado.

A seguir apresentamos uma generalizacao do conceito de semigrupo.

Definicao 2.5. Uma familia a um parametro (T'(t))er, de operadores lineares limitados
em X, € um grupo se:

(i) T(0) =1, onde I é o operador identidade de X ;

(i) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s € R.
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2.3 O Teorema de Hille-Yosida

Nesta secao vamos estudar o Teorema de Hille-Yosida, que nos fornece condigoes
para que um operador linear A seja o gerador infinitesimal de um Cj - semigrupo.

Como visto na secao anterior, se (7'(t));>0 ¢ um Cj - semigrupo, entao ||7°(t)]| <
Me¥t, para todo t > 0, onde M e w sdao constantes tais que M > 1 e w > 0. Usaremos
esta notacao ao longo desta secao.

Definicao 2.6. Um Cy - semigrupo é chamado uniformemente limitado se a constante
w acima € nula, ou seja, se ||T(t)|| < M, para todo t > 0.

Definicao 2.7. Um Cy - semigrupo é chamado semigrupo de contracoes quando as cons-
tantes M e w acima sdao tais que M =1 e w =0, ou seja, ||T(t)|| < 1, para todo t > 0.

Definicao 2.8. Um Cy - semigrupo (T(t))i>0 € exponencialmente estdvel se existem
constantes M > 1 e B < 0 tais que ||T(t)|| < MeP, para todo t > 0.

Definicao 2.9. Seja A : D(A) C X — X wm operador linear, nao necessariamente
limitado. O conjunto resolvente de A € o conjunto de todos os numeros complexos A
para os quais o operador (A — A) € inversivel e limitado, isto €,

p(A) = {NeC; (AT — A € £L(X)}.

O espectro do operador A é o complementar do conjunto resolvente, isto é, o(A) =

p(A)°.

Definigao 2.10. A familia R(A : A) = (\[—A)™Y, para X € p(A), de operadores lineares
limitados € chamada de resolvente de A.

A seguir apresentaremos alguns lemas que serao utilizados na demonstracao do
Teorema de Hille-Yosida.

Lema 2.1. Seja A um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha que (0, 400) C
1
p(A) e ||R(A:A)]| < 1 bara todo A > 0. Entao,

lim AR(A\: A)x =z, Vo € X.

A—00

Demonstracao: Seja z € D(A). Entao, temos

IAR(A: A)z —z| = |JAR(A: Az —R(A: A)(N — A)z|
= |IR(A: A)Xz —R(A: Az +R(A: A)Az||
< R A)ff[[Az]
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1
< l4z.

Assim, segue que,

A
lim [AROL: A)z — o < Tim A2,
A—00 A—00
ou seja,

lim AR(A: A)x =z, Vo € D(A).

A—00

Agora, sejam x € X e (x,)n,en uma sequéncia em D(A) tal que lim z,, = z. Logo,
n—oo

para A € (0, +00), obtemos que

INR(A: A)x — x| INR(A: A)x — AR(A : A)z, + AR(A - Az, — 2 + 0, — 7|

< ARG - A)(@ = @)l + [AR(A = Az — | + [l — |

< IR : Afiflz = zall + AR = A)zn — 2| + [0 — ]|
1

< Al = zall +IARG : Az = zal| + [|l2n — 2

2|z, — || + [|AR(N : A)xy, — ||, V0 € N.

. €
Como z,, = x, quando n — oo, dado & > 0, existe ng € N tal que ||z, —z| < 5 para

todo n > ng. Em particular, tomando n; € N fixo, com n; > ng, temos ||z,, — z| < g
e, como x,, € D(A), /\lim INR(A : A)x,, — @y, || = 0.
—00
Portanto, usando a desigualdade anterior para ni, segue que
[AR(A: A)z — || < 2f|wn, — 2l + [[AR(A : A)zn, — @0, ||
5
< 25 + [AR(A = Az, — 0y ||
= e+ [[AR(A: Az, — 20|
Assim, tomando o limite quando A — 0o, concluimos que
lim AR(A: A)x =z, Vo € X.
A—00
[ |

Defini¢ao 2.11. Suponha que (0,+00) C p(A). Para cada \ > 0, definimos a apro-
ximacao de Yosida de A por

Ay = AAR\: A) = MR\ : A) — M.

Observagao 2.4. A igualdade acima € vdlida pois, I = (A — A)R(A : A) = AR(X :
A) — AR(A: A). Assim, AR(A: A) = AR(A: A) — I e, portanto,

MR(A: A) = NX*R(\: A) — AL
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Lema 2.2. Seja A um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha que (0, +00) C
1
p(A) e|R(A:A)| < 1 bara todo A > 0. Se Ay é a aproximagao de Yosida de A, entdo

lim Ayx = Az, Vo € D(A).

A—00

Demonstragao: Observe primeiramente que A e R(A : A) comutam. De fato,
para todo A € p(A), temos

()] = (M — A)R(X: A), ouseja, AR(A: A) = AR(A: A) —

(i)l =RA: A) M —-A) =RAN: A) (M) —R(A: A)A=AR(A: A)—R(A: A)A, de onde
segue que R(A : A)A = AR(\: A) —

Logo, de (i) e (ii), concluimos que AR(A: A) = R(A: A)A.
Além disso, pelo lema anterior, temos /\lim AR(X @ A)y = y, para todo y € X.
— 00

Assim, em particular, se y = Az, com = € D(A), segue que

lim Ayz = lim MR(A : A)z = lim AR(\ : A)Az = Ax.
A—00 A—00 A—00

Lema 2.3. Seja A um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha que (0, +00) C
1
p(A) e |[R(A : A)| < Y bare todo A > 0. Se Ay é a aproximacdo de Yosida de A,

entdo Ay € o gerador infinitesimal do semigrupo de contracoes uniformemente continuo
(T\(t))i>0, onde Ty(t) = e, para todo t > 0. Além disso, para todo v € X e todo
A i€ (0, 400), temos

1T (t)x = T ()| = ez — (|| < A — Az, £ > 0. (2.2)
Demonstragao: Seja A € (0, +00). Por definigao, Ay = A2R(\ : A) — A e assim,

Ay é um operador linear limitado. Logo, pelo Teorema 2.1, segue que A, é o gerador
infinitesimal do semigrupo uniformemente continuo

Ta(t) =eM =Y (t4,) )

~ nl
Observe ainda que, para todo ¢ > 0,

IT@I = fleb)] = [etRoa-ae
— He)\ R(M:A)t f)\ItH
< [N ROA A
< cVZOIRAA) (=2
< PSS P
= MM

DO
D



= 1,

de onde segue que o semigrupo (75 (¢)):>0 ¢ um semigrupo de contragoes.
Para mostrarmos a desigualdade (2.2), note que:
(i) R(A: A) e R(p : A) comutam, para todo A\, u € p(A).

De fato, temos
RA:AR(p: A)(ul — A) (N — A) =1,

on seja, RO : AR A)(ul — A) = R(A: A).

Além disso, como provamos do Lema 2.2, R(A : A) e R(p : A) comutam com o
operador A, assim, temos (pf — A)R(A : A)R(p: A) =R(A: A).
Logo,
RA:A)R(p:A) =R(p: AR\ A).
(ii) Ay e A, comutam, para todo A, 1 € p(A).

Neste caso, sabemos que Ay = AMAR(A : A) e A, = pAR(p : A). Assim, como A
comuta com R(A: A) e R(u: A) e, por (i), R(A: A) e R(u : A) também comutam, segue
a propriedade.

(iii) Ay e e comutam, para todo t > 0e \ € p(A).

Isso segue pois,

A = VAR(: A) (i (t/\AR()\:A))")

n!
Lt (AAR( : A))tE
_ Z; ( (n! )
- (T (”ARE?! : A))n> MAR( : A)]
_ g,

(iv) Ay e e comutam, para todo t > 0e \, i € p(A).

Isto acontece visto que

A)\etA“ _ >\AR(/\ : A) (i (tﬂAR(M : A))n)

n!
n=0
AT A
— MR(\: A) (Z a 1:;(“ )>
n=0 ’
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_ <§: ARG A)”> (AAR() : A))

n!
_ <§: WARES : A””) (MR : A))
_ ha,

Assim, sejam A\, > 0,¢t > 0e xz € X. Entao,

ety _ otAuy, etsAA t(1— S)Aux) |S:1 _(etSAAet(l—S)Aux) |S:0

tsAA t(l S)A“l‘ ds

ds )

tA)\etsA)\ et(l s)Au:L, + etsA)\( tAu)et(lfs)A#:L)dS
tsA)\6 t(1—s) (tA)\)l’ + 6tsA>\ et(l—s)AH (—tAM).Z‘)dS

tSA*e M=t Aye — tA,z]ds.

Logo, segue que

1
et el < [ e e Ay — Ao
0

IN

1
/t||AAx—AMx||ds
0
= t||Axz — A,z

Portanto, temos a desigualdade desejada.

Teorema 2.6. (Teorema de Hille-Yosida) Um operador linear A: D(A) C X — X
¢ o gerador infinitesimal de um Cy - semigrupo de contracoes (T'(t))i>o0 se, e somente se,

(i) A € fechado e D(A) = X;
1
(11) (0,400) C p(A) e [R(A: A)| < 1 bara todo A > 0.

Demonstracao: Suponha que A gera um Cj - semigrupo (7°(¢)):>o de contragoes.
Ja sabemos, pelo Corolério 2.3, que A é fechado e D(A) = X. Agora, sejam A € (0, +0o0)
ez € X. Defina

RNz = /000 e MT(t)xdt.
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Vejamos a seguir algumas propriedades de R(\):
(a) R(A)z estd bem definido.

De fato, sabemos que ||T(t)z| < ||z||, para todo ¢t > 0, j& que (T(t));>o ¢ um
semigrupo de contragoes. Além disso, temos

/ e”T(t)xdtH < [T ezl
0 0

< / e |t
0

-\t 0
= |z [lim c__¢

= T < +OO,

o que implica que / e MT(t)zdt existe.
0
(b) R(A) : X — X é um operador linear.
Isso ocorre pois, dados z,y € X e a € K, onde K é o corpo de X, temos
RA\)(ax +y) = / e MT(t) (ax + y)dt
0
= a/ e MT(t)zdt + / e MT(t)ydt
0 0
= oaR(N)z+ RNy,
ja que T'(t) € L(X),Vt > 0.

(¢) R(A) é um operador limitado visto que, como calculado em (a),

ROl =

> 1
/ e_’\tT(t)a:dtH < XHQ?H, Ve e X.
0

(d)Para todo = € X, R(A\)z € D(A).
De fato, dado x € X, temos

_ T(WR\)x — R(\)z
T) RNz = h

T(h) / e MT(t)xdt — / e MT(t) xdt]
L 0 0
/ e M (h + t)adt — / e M (1) xdt]
L 0 0
/ e AMs—h xds—/ e*’\tT xdt]
LJ h 0
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0
/ e M (s)xds

h

1 o >

— {/ e MM T (5)xds —/ e_)‘sT(s)xds}

h 0 0
-1 (" M —1 T s

= — e eMT(s)xds + e T(s)xds.
h 0 h 0

Logo, tomando o limite, obtemos

. (T(h)—1 =M . [eM -1
lim (T) R(A)z = lim h /Oe T(s)xds%—l}%l . R(\)z

+ ==

hi0 h10
Y, N O A
= (1&1016 ) (_lfgglﬁ/o e T(s)xds) + AR(\)z
= —MT(0)x + AR(\)z
= AR\)zx — Iz.

Portanto, R(A)x € D(A) e AR(A)x = AR(\)x — Iz, para todo = € X.
Disto, segue que AR(A) = AR(A) — I, ou ainda, (A] — A)R(\) = I.
Assim, R(\) é uma inversa a direita de (A — A).

Por outro lado, seja x € D(A). Observe que,

RA) (M —A)x = AR(MN)z —R(\) Az
= ARz — /00 e MT(t) Axdt

= AMRMNz—-A (/OO e_’\tT(t)xdt)
= ARA)z — AR(\)z
= (M —-A)RNx

g 1"

ou seja, RIN)(M — A) =1, com I : D(A) — D(A), o que implica que R(\) € L(X) é a
inversa de (A — A). Dessa forma, A € p(A) e R(A) = R(A: A).

Como isso é valido para todo A € (0, +00), segue que (0, +00) C p(A) e, para todo
A > 0, temos
]

1
IR A = IR = sup ROzl < sup 0 < .
=<1 [l=]I<1

Reciprocamente, suponha que as condigoes (i) e (ii) sejam satisfeitas. Mostraremos
que A é o gerador infinitesimal de um Cj - semigrupo de contragoes. Para isso, seja Ay
a aproximacdo de Yosida de A e considere o semigrupo (T)(t));>0, onde Th(t) = e,
para todo t > 0.
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Pelo Lema 2.3, sabemos que (73(t)):>0 ¢ um semigrupo uniformemente continuo,
com [|[T)\(t)|] < 1, para todo t > 0 e A € (0,400). Além disso, Ay é o seu gerador
infinitesimal e

IOz = Tu(t)z] = [le™z —et'af
< t|| Ay — Az
< t||Aye — Az|| + t|Auxe — Az||,Vz € D(A),t > 0, p € (0,400).

Agora, dado = € D(A), pelo Lema 2.2, temos hm Ayr = Az e lim A,z = Ax.

U—>00

€
Assim, dado ¢ > 0, existe ¢ > 0 tal que, se \,u > ¢, entdo ||Ayx — Az|| < 5 ©

|Ae — Azl < 2_t’ para t # 0 fixo.

Logo, para A, u > ¢, temos

T 4= =
ITs(t)e = Ty(b)al <t + 1o

Em particular, se ¢t = 0, entao ||73(0)z — 7},(0)z|| = ||z — z|| = 0 < ¢, independente
do valor de ¢.

Assim, concluimos que (73 (t)x)xe(0,+00) Satisfaz uma condigao de Cauchy em X, e
portanto, /\lim T\(t)x existe para todo t > 0 e z € D(A).

—00
Defina entao T'(t)x = /\lim T\(t)x, para todo t > 0 e x € D(A). Observe ainda que
—00

essa convergéncia é uniforme para ¢ em intervalos limitados de [0, +00).

Para estendermos essa defini¢ao para todo X, lembremos que, por hipétese, D(A) =

X. Assim, se x € X, existe uma sequéncia (z,)neny em D(A) com lim z,, = z.
n—oo

Logo, como T)\(t) € L(X), temos lim T)(t)z,, = Tx(t)z. Neste caso, defina T'(t)x =
n—oo
lim 7)(t)z = lim <lim T)\(t)xn).
A—00 A—00 \n—o0

Dessa forma, obtemos uma familia (7'(t)):>o de operadores lineares.
Vejamos a seguir as propriedades de (T'(t)):>0

(a) Seja x € X. Observe que

IT(0)] = lim |Ta@al] < Jim T30 2] < [lo], ¥ € X.

Logo, T'(t) € L(X) para todo t > 0.

(b) Da desigualdade acima, obtemos que

IT@)] = sup {[[T(t)z[|} < sup {[lz[[} =1,

[lz]|<1 llzll<

ou seja, | T(t)|| < 1, para todo t > 0.
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(c) Note que T'(0) = I, pois

T(0)x = lim T)\(0)z = lim z =z, Vz € X,
A—00 A—00

uma vez que (73(t))i>0 ¢ um semigrupo.

(d) Sejam = € X e t,s € [0,+00). Entao,

T(t+s)r = /\lim T\(t+ s)x = /\lim T\(t)Tx(s)x =T ()T (s)x, Vo € X,
—00 —00

ja que (Tx(t))i>0 ¢ um semigrupo e o ultimo limite ocorre pois,
[T () Tx(s)e = T ()T (s)z|| < [[TA(E)Tx(s) — Ta@)T(s)x]]
+TA@)T (s)x — T()T(s)x|
< TONTA(s) — T(s)z]]
TN T (s)x — T ()T (s)x]]
< Ta(s)z = T(s)z|| + |75 (t)y — T @)yl
onde y = T'(s)z, e assim, como a ultima expressao a direita tende a zero quando A — oo,
Alirn Ty(t)T\(s)x —T(t)T(s)x = 0.
—00
Portanto, T'(t + s) = T'(t)T'(s), para todo t,s > 0.
Concluimos entao, de (a)-(d), que (7T'(t))i>0 ¢ um semigrupo de contragoes.

(e) Sabemos também que as fungoes t — T (t)z, com A € (0, +00) e x € X, sdo continuas.
Além disso, T\ (t)x — T'(t)x uniformemente em [0, a], para algum a € (0,400). Logo, a
fungéo t — T'(t)x é continua em [0,a]. Em particular, ela é continua em zero e assim,
(T'(t))1>0 ¢ um Cp-semigrupo.

(f) Seja B : D(B) C X — X o gerador infinitesimal de (7°(t)):>o. Mostraremos que
D(A)=D(B) e A= B.

Seja x € D(A), entdo
Tt)r—x = lim T)(t)z — /\lim T5(0)z
—00

A—00

= Jm [Tt - T:(0)]

¢
= lim {/ T)\<S)A)\Id8:|
A—00 0

¢
= /lim Tx(s)Axxds
0

A—00
t

= /T(S)Axds,
0

sendo essa convergéncia possivel pois Ty (s)Ayz — T'(s) Az uniformemente em intervalos
limitados de [0, +00), visto que

IT\(s)Axz — T(s)Az|| < [|Ta(s)Arx — Th(s)Azx| + [|Tx(s)Ax — T'(s)Ax||
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ITA()[[[[Axz — Az[| + [ Tx(s) Az — T'(s) Az]|

<
< Az — Az|| + || Ta(s) Az — T'(s) Azx||

e Th(s)Ax — T(s)Az, quando A\ — oo, uniformemente em intervalos limitados de
[0, +00).

Dessa forma, segue que

T(t)x — 1 [
lim TMr=w =lim— [ T(s)Axds =T(0)Ax = Az,
tl0 t tl0 t 0

o que implica que = € D(B) e Bx = Ax.
Logo, D(A) C D(B) e A= B em D(A).

Por outro lado, pela primeira parte desta demonstracao, sabemos que (0, +oc) C
p(B). Em particular, 1 € p(B). Sabemos também, por hipétese, que 1 € p(A). Entao
(I — A) e (I — B) sao bijegoes e suas inversas sao limitadas.

Consequentemente, (I — A)D(A) = X e, como D(A) C D(B) e A= B em D(A),
obtemos que
(I —A)D(A)=(I—-B)D(A) =X.
Usando a inversa, temos D(A) = (I — B)™(I — B)D(A) = (I — B)™'X = D(B).
Portanto, D(A) = D(B) e A = B, ou seja, A é o gerador infinitesimal do Cj -

semigrupo de contragoes (T'(t)):>o-

Corolario 2.4. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy - semigrupo de contracoes
(T'(t))e0. Se A\ € a aproxzimagdo de Yosida de A, entdo

T(t)x = lim Mg, Vt >0, z € X.
A—00
Demonstragao: Considere o semigrupo (S(t)):>0, onde S(t)z = )\lim ey, para
— 00

todot > 0ex € X. Pela demonstracao do Teorema de Hille-Yosida, segue que (S(t)):>0
é um () - semigrupo de contragoes com gerador infinitesimal igual a A.

Dessa forma, como (7'(t))t>0 € (S(t))i>0 sao Cp - semigrupos com o mesmo gerador
infinitesimal, o Teorema 2.5 nos garante que T'(t) = S(t), para todo ¢t > 0.

Portanto, T'(t)z = lim "2, Vt >0, 2 € X.
A—00

Corolario 2.5. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy - semigrupo de contragoes
(T'(t))e>0. O congunto resolvente de A contém o semiplano direito aberto, isto é, {\ €
C; ReX > 0} C p(A) e, para todo X € C com ReX > 0, temos

1

RA:A)| < —.
IRO: A < 2
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Demonstracao: Seja A € C com Rel > 0. Dado z € X, considere o operador
RNz = / e MT(t)xdt.
0
Observe que R(\) estd bem definido, pois

[T < [Tl
0 0

/ ef(Re/\)tHdet

0

=l [ e
0

IA

’ e—(ReA)t 1
= =l LE& (“Ren) " (ReN)
ol _
Re)

Além disso, da mesma forma que na demonstracao do Teorema de Hille-Yosida,
concluimos que

R(A) = (AT — A)"' = R(A: A).

Portanto, segue que {\ € C; ReA > 0} C p(A) e, para todo A € C com Re\ > 0,

RA:A)|| =R = sup |RN)z|| < sup — = —.

Observacao 2.5. Seja (T'(t))i=0 um Cy - semigrupo satisfazendo |T(t)|| < €', para
todot > 0 e algum w > 0. Dessa forma, a familia (S(t))i>0, onde S(t) = e “'T'(t) para
todot > 0, € um Cy - semigrupo de contracoes.

Além disso, se A € o gerador infinitesimal de (T'(t))s>0, entdo (A—wl) € o gerador
infinitesimal de (S(t))i>0. Analogamente, se A € o gerador infinitesimal de um Cy -
semigrupo de contragoes (T'(t))i>o, entdo (A + wl) € o gerador infinitesimal de um Cj
- semigrupo (S(t))i>o satisfazendo ||S(t)|| < e**, para todo t > 0 (basta considerarmos
S(t) = e“'T'(t), para todo t > 0).

Corolario 2.6. Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de
um Cy - semigrupo (T'(t))s0, com ||T(t)]] < e“ para todo t > 0 e algum w > 0, se, e
somente se,

(i) A € fechado e D(A) = X;

1
(11) (w,4+00) C p(A) e [|[R(N: A < T bare todo \ > w.
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Demonstracgao: Suponha, primeiramente, que A é o gerador infinitesimal de um
Cp - semigrupo (T'(t))¢>0, com ||T'(t)]] < e, para todo ¢ > 0 e algum w > 0.

Pelo Corolério 2.3, sabemos que A é fechado e D(A) = X. Falta mostrarmos que
vale a propriedade (ii). Para isso, seja S(t) = e “'T'(t), para todo t > 0. Pela Observagao
2.5, segue que (S(t))>0 ¢ um Cp - semigrupo de contragdes com gerador infinitesimal
B = A — wl. Além disso, pelo Teorema de Hille-Yosida, segue que (0,400) C p(B) e

1
IR : B)|| < 1 para todo A > 0.
Agora, considere p € (w,400). Entdo p = w + 3, para algum > 0. Assim,
(ul —A) = (Wl + Bl = A) = (8] = (A—wl)) = (BI - B).

Como 8 > 0, 8 € p(B) e entao, (81 — B)™! existe. Logo, (ul — A)~! existe, ou
seja, 1 € p(A). Mais ainda, se > w, temos

IR )l = [aT = A7l = BT = B) | = [R(3: B)| < 5 = —

f—w

Reciprocamente, suponha que valem as propriedades (i) e (ii) e mostremos que A
é o gerador infinitesimal de um Cj - semigrupo (7'(t))s>0, com || T(t)|| < e**, para todo
t>0.

Nesse caso, seja B = A —wl. Se A > 0, temos (Al — B) = (Al — A+ wl) =
(A+w)I —A). Observe que (A\+w)I — A)~! existe, pois A\ +w > w, e entdao, (A — B) ™!
existe, ou seja, (0, +00) C p(B) e, para todo A > 0, temos

-1 __ -1 _ . 1 _1
IR B)[| = [(AT=B)~" || = [(A+w)l = A) H—IIR(Hw-A)HSm—X.

Note também que D(B) = D(A) e entdo D(B) = X. Além disso, B ¢ fechado, ja
que A é fechado.

Portanto, pelo Teorema de Hille-Yosida, B é o gerador infinitesimal de um Cj -
semigrupo de contragoes (S(t)):>o-

Assim, tomando T'(t) = e“*S(t), para todo t > 0, obtemos que (T'(t));>0 ¢ um Cg
- semigrupo, com ||T'(t)|| < e*’, para todo t > 0, e com gerador infinitesimal B 4+ wl =
(A—wl)+wl =A.

Teorema 2.7. (Caso geral do Teorema de Hille-Yosida) Um operador linear
A: D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de um Cy - semigrupo (T'(t))i0, com
1T < Me*t, para todo t > 0, se, e somente se,

(i) A € fechado e D(A) = X;

(i1) (w,+00) C p(A) e ||R(A: A)"|| < —, para todo A > w en € N.

M
(A —w)

A demonstracao deste resultado pode ser encontrado em [20, Teorema 5.3] .
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CapriTULO 3

Funcoes quase peridodicas da reta
real em um espaco de Banach

Neste capitulo vamos estudar uma classe especial de fungoes, as func¢oes quase
periddicas. Iremos, inicialmente, considerar sua definicao classica, dada por Bohr em
1925, que ¢é feita através do conceito de conjuntos relativamente densos, e analisare-
mos suas principais propriedades. Na sequéncia, buscaremos uma equivaléncia entre a
definicao inicial e o conceito de fungoes normais, que envolve convergéncia.

Finalizamos este capitulo apresentando alguns exemplos de func¢oes quase periddicas.

Definicao 3.1. Sejam E um espago vetorial normado e f : R — E uma fung¢do. O
numero real £ é chamado um e-quase periodo para a fungao [ se, para todo nimero real
t, a desigualdade

1fE+&) -l <e
¢ satisfeita.
Observagao 3.1. Se a fung¢do [ € periédica com periodo w > 0, ou seja, se f(t +w) =
f(t) para todo t € R, o nimero w serd um quase periodo para f para qualquer que seja
e > 0. Note também que os periodos de uma func¢dao periodica, nw, com n € Z, formam

um conjunto relativamente denso de numeros reais, isto €, existe um periodo de f em
qualquer intervalo de comprimento maior que w.

Este conceito de conjunto relativamente denso de niimeros reais é fundamental na
teoria de funcoes quase periddicas, como veremos no decorrer deste capitulo.

Definicao 3.2. Sejam [ > 0 e P C R. Dizemos que P é l-denso em R se a intersecao
la,a + 1] N P é nao vazia, para todo a € R.

Definicao 3.3. Um conjunto P C R é relativamente denso em R se € [-denso para
algum [ > 0.

Exemplo 3.1. O conjunto {£+/n},en € relativamente denso.
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De fato, observe que, para qualquer a > 0, existe n € N tal que [a*] = n, ou seja,
n<a®<n+1. Assim,

@] <a®<[®]+1<a®+1<a*+2a+1=(a+1)%

Portanto,
a<y[a?+1<a+1,

isto €, \/[a]?+1 € [a,a + 1] N{E\/n}nen.

No caso em que a < 0, temos duas possibilidades: se a > —1, entao a <0 < a+1,
ou seja, 0 € [a,a+ 1] N {Ey/n}pen. Jd se a < —1, temos b= —a —1> 0 e, pelo que foi
feito incialmente, existe k € N tal que b < Vk < b+ 1, ou seja, —a — 1 < Vk < —a,
implicando assim em a < —Vk<a+1.

Logo, a interse¢ao [a,a+ 1]N{E\/n}nen € ndo vazia para qualquer que seja a € R,
o que garante que o conjunto {++/n}nen € 1-denso e entao, relativamente denso.

Definicao 3.4. Sejam E um espaco vetorial normado e f : R — E uma fun¢do continua.
A funcao f € quase periddica se, para qualquer numero € > 0, existe um conjunto
relativamente denso de e-quase periodos para f.

Em outras palavras, a funcdao f : R — E € quase periodica se, para qualquer e > 0,
existe um nimero positivo | = () tal que, em qualquer intervalo real de comprimento ,
existe pelo menos um numero & tal que

[fE+&) - f)] <e VEieR

Observagao 3.2. A mesma classe de fungoes pode ser obtida se assumirmos na defini¢do
acima a desigualdade estrita || f(t+ &) — f(b)] < e.

De fato, se wvale a Definicao 3.4, dado € > 0 qualquer, tome €1 > 0 de modo
que g1 < . Assim, da Defini¢ao 3.4, obtemos que {{ € R;||f(t +&) — f(t)|| < er} €
relativamente denso. Além disso, como €1 < €, seque que {& € R;||f(t + &) — f(t)]] <
ery C{EERf(t+&) — DI <e}, o que implica que {§ € R;[[f(t + &) — f()]| < e}
também ¢é relativamente denso. Logo, vale a Definicao 3.4 com a desigualdade estrita.

Analogamente, se vale a Definicao 3.4 com a desigualdade estrita, dado € > 0
qualquer, tome g9 > 0, com €9 < €. Dessa forma, temos {{ € R; || f(t +&) — f(t)]| <

&2} CH{E e R If(E+E) = f(O)]| < e} e entao, como {€ € R; [[f(t + &) — f(I)]| < &2} €
relativamente denso, {£ € R; || f(t+&)— f(t)|| < e} também o serd, garantindo a validade
da Definicao 3.4.

Seja £ um espago vetorial normado. Vamos denotar por T (f;e) o conjunto de
todos os numeros e-quase periodos da fungao f : R — E e por £(f;¢) o conjunto de
todo niimero positivo [ = I(g) que aparece na Definigao 3.4.

Propriedades 3.1. Usando a notacao acima, valem os sequintes resultados:

(1) Sejam € e €' reais positivos tais que € < €', entdo T (f;e) C T(f;€').
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(2) Dado e >0, se & € T(f;¢e), entdo =€ € T(f;¢).

(3) Dados €1 e g9 reais positivos, se & € T(f;e1) e & € T(f;e2), entdo & £ & €
T(f;e1+e2).

(4) Sel e £(f;e) ely >1, entao l; € £(f;¢).

Demonstracao: (1) Dados ¢ e &' positivos tais que ¢ < €', seja & € T(f;e).
Assim, segue que, para todo t € R,

If(E+8) - fOll <e<e,
ou seja, £ € T(f;¢’). Portanto, T(f;e) C T(f;¢€).

(2) Seja & € T(f;e). Entao, || f(t+ &) — f(t)|| < e, para todo t € R. Em particular,
substituindo t por s — &, s € R, obtemos

1f(s =€) = fls)ll <e.

Como a desigualdade acima vale para todo s € R, concluimos que —¢ € T (f;¢).

(3) Sejam & € T(f;e1) e & € T(f;¢e2). Observe que

1f @+ (& £ &) — f)]] [f(E+ (6 £ &) = FIE+ &)+ FE+ &) — fB)]]
IF((E+ &) £ &) = FE+ &)+ L (E+ &) = f@)

Eg + €1,

IA A

para todo t € R.
Logo, segue que & £ & € T(f;e1 + €2).

(4) Seja | € £(f;e). Assim, em qualquer intervalo real de comprimento [, existe pelo
menos um nimero & com a propriedade: ||f(t+ &) — f(¢)|| < e, para todo t € R.

Se [; > [, segue que qualquer intervalo real de comprimento [, contém um intervalo
de comprimento [, e entao, existe pelo menos um nimero £ no intervalo de comprimento
l; com a propriedade: ||f(t+ &) — f(t)|| < ¢, para todo t € R.

Portanto, l; € £(f;¢).

Daqui por diante, vamos considerar F um espaco vetorial normado e f : R — F
uma funcao continua.

Lema 3.1. Para qualquer nimero positivo €, o conjunto T (f;¢e) € fechado.
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Demonstragao: Seja £ € T(f;e). Logo, existe uma sequéncia (&, )neny em T (f;€)
tal que &, — & quando n — oo.

Como &, € T(f;¢), para todo n € N, segue que || f(t + &) — f(¢)|| < e, para todo
teReneN.

Além disso, observe que (t+¢&,) — (t+&) quando n — oo, para todo t € R. Assim,
como f é continua, temos f(t+&,) — f(t + &) quando n — oo, para todo t € R.

Dessa forma, aplicando o limite quando n — oo em ambos os lados da desigualdade
1/t + &) — f(B)]l < e, obtemos [|f(t + &) — f(¢)|| < e, para todo ¢ € R.

Portanto, £ € T(f;¢), e entao, T(f;e) é fechado.

Proposicao 3.1. Seja [(¢) = inf £(f; ). Entdo, l(s) >0 e l(e) € £(f;¢).

Demonstragao: Observe inicialmente que, pela forma como foi definido, £(f;¢)
é formado por ntimeros positivos. Logo, I(¢) > 0. Mais ainda, pela defini¢ao de infimo,

_ - 1
para qualquer n € N, existe [,, € £(f;¢) tal que l(e) <1, <l(e) + —.
n

Agora, seja a € R e considere os intervalos [a,a+1,] e [a,a+ (I(e)+1)], com n € N.

- 1
Sabemos que existe &, € [a,a + [,] tal que &, € T(f;¢e) e entao, como I, < l(¢) + —,
_ n

&n € [a,a+(I(e) + 1))

_ Assim, quando fazemos n variar em N, obtemos uma sequéncia (&n)nen em [a,a +
(I(e) + 1)] e, como este intervalo é compacto, (§,)nen possui uma subsequéncia (&, )ren
convergente. Digamos que klim én, =&, com £ € R.

— 00

_ 1 _
Observe que a < &,, < a+ () + — para todo k € N, o que implica que a < ¢ <
ny

a+1(g), isto é, € € [a,a +1(e)].
B Além disso, pelo Lema 3.1, sabemos que T (f;¢e) é fechado, e entdo, segue que
§eT(f:e).

Portanto, existe pelo menos um nimero &€ T(f;e) tal que € € [a,a + 1(¢)], ou
seja, l(e) € £(f;¢).

Observagao 3.3. (1) Da definicao de £(f;¢) e da proposicao anterior, seque que
L(f;¢) = [l(e), 00).

(2) Dado > 0 fivo, seja e > 0 com ¢ < E. Se assumirmos que l(c) = 0, entdo, para
qualquer nimero natural n, existe um nimero I, € £(f;¢) tal que 0 < [, < %
Assim, para qualquer a € R, todo intervalo da forma [a,a + %} contém um niumero
En €T (f5e), com || f(t+&,) — f(t)]] <e, para todo t € R. Logo, quando n — oo,
&, converge para a e obtemos || f(t+a) — f(t)|| < e, para todo t € R. Entretanto, a
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€ um numero real qualquer e entao, tomando em particular t = 0 na desigualdade
acima, ficamos com | f(a) — f(0)|| <€, para todo a € R. Assim, concluimos que,
se l(e) = 0 para todo 0 < e < g, entdo f(a) = f(0) para todo a € R, ou seja, f é
uma funcgao constante.

(3) Dados 0 < &1 < g9, entio £(f;e1) C £(f;e2) e l(ey) < (e1).

De fato, sel € £(f;e1), seque que [a,a+1|NT(f;e1) € nao vazia, para todo a € R.
Logo, existe £ € T(f;e1), isto é, existe & € R tal que ||f(t+&) — f(t)]] < e < &g,
para todo t € R. Assim, & € T(f;e2), e mais, [a,a+1NT(f;e2) € nao vazia, para
todo a € R. Portanto, | € £(f;es), ou seja, £(f;€1) C £(f;e2) e l(e2) < l(e1) por
causa dessa inclusao e da defini¢ao de infimo.

Proposicao 3.2. Suponha que o conjunto numérico {I(c) € R;0 < ¢ < 1} ¢ limitado.
Entao, f: R — E ¢ uma func¢ao periodica.

Demonstragao: Suponha que {li(e) € R;0 < ¢ < 1} ¢é limitado. Assim, para
algum numero positivo [, temos 0 < [(¢) < [ para todo 0 < e < 1.

Além disso, como I(e) € £(f;¢), sabemos que [a,a + ()] N T (f;e) # 0, para todo
a € R. Logo, como I(g) < I, segue que [a,a + 1] NT(f;e) # 0, para todo a € R, ou seja,
le £(f;e).

Deste modo, visto que a propriedade acima é valida para todo 0 < € < 1, tomando,
em particular, ¢ = —, com n € N, obtemos que o intervalo [, 2l] possui um elemento

n
&n ET(f;%), n € N, ou seja,

Ift+&) — fO)] < %, para todo t € R. (3.1)

Mais ainda, como [l, 2] é compacto, existe uma subsequéncia (&, Jren de (&§,)nen
convergindo para algum £* pertencente ao intervalo [I, 21].

Portanto, como f é continua, aplicando o limite com n — oo em (3.1), obtemos
1f(t+&7) — f()|l = 0, para todo t € R,

ou seja, f(t+&*) = f(t) para todo t € R, ou ainda, f periddica, com periodo £*.

A seguir apresentamos algumas propriedades das fungoes quase periddicas.

Propriedades 3.2. (1) Se f: R — E ¢ quase periddica e o € K, onde K € o corpo de
E, entdo a funcao t — (af)(t) € também quase periddica.

(2) Se a fungio f : R — E € quase periddica, entdo a translagio f,, definida por
fa(t) = f(t+a), para todot € R ea € R fizo, e a reflexdo f, definida por f(t) = f(—t),
para t € R, sao também quase periodicas.

40



(8) Se f : R — E ¢ quase periddica, entao a funcao ||f||, dada por t — | f(t)|, para
t € R, também ¢é quase periddica.

(4) Seja f : R — K wma fung¢ao quase periddica, com )ifnﬂg |f(t)] =m >0 e K o corpo
E

1
de E. Entdo a fungao inversa g : R — K, definida por g(t) = m, t € R, € quase
periodica.
(5) Se f:R — E ¢é quase periddica, entao f € limitada em R.

(6) Se f: R — E € quase periddica, entio a funcdo t — g(t) = (f(t))? t € R é também
quase periodica.

(7) Se f:R — E € quase periddica, entao f € uniformemente continua em R.

Demonstracao: (1) Seja & € T(f;e), entdo ||f(t + &) — f(t)]| < e, para todo
t € R. Logo,

[(af)(t+&) = (af)OI < lallf(t+&) — f(O)] < lale, para todo t € R,
o que implica que & € T (af;|ale).

Dessa forma, temos 7 (f;¢) C T (af; |ale) e mais, como f é quase periddica, T (f;e)
é relativamente denso em R e assim, T (af; |ale) também é relativamente denso.

~ € .
Agora, para a # 0, dado € > 0 qualquer, tomando € = m no resultado acima,
o
obtemos que T (af;€) é relativamente denso.

Portanto, af é quase periddica.

(2) Suponha que f é quase periédica. Assim, existe [ > 0 tal que [a,a+1NT(f;¢) # 0
para todo a € R, ou seja, existe £ € [a,a + [] tal que ||f(t + &) — f(t)]| < e, para todo
teReaelR

Logo, como t = a+s € R, para todo s € R, segue que ||f(s+a+&)— f(s+a)| <e,
isto é, || fa(s + &) — fu(s)|| < ¢, para todo s € R, ou ainda, & € T (f,;€). Assim, T(f,;¢€)
é relativamente denso e, portanto, f, é quase periddica.

Da mesma forma, agora tomando ¢t = —s, temos

1£(s =€) = f(s)Il = 1f(=s + &) — f(=s)|l < &, para todo s € R.
Logo, —& € T(f;€) e entdo, pelo item (2) da Propriedade 3.1, concluimos que € € T(f;¢).

Portanto, 7 (f;e) C T(f;¢), ou seja, T(f;€) é relativamente denso e, assim, f é
quase periodica.

(3) Suponha que f é quase periddica, entao existe £ € T(f;¢) tal que || f(t+&)—f(t)]| <€
para todo t € R. Além disso, sabemos que, para todo t € R,

fE+ON=IFON < fE+E = fO] <e.
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Logo, & € T(|[fI;¢) e, portanto, T(f;2) € T(||f[;€), ou seja, como T(f;e) ¢
relativamente denso, 7 (|| f]|;€) também é relativamente denso. Assim, ||f|| é quase
periddica.

(4) Suponha que f : R — K é quase periédica e que %n]£|f(t)| =m > 0. Se ¢ €
€
T (f;em?), entao, para todo t € R,

P R O N U RS R NN
ot + € - 9001 = | 7 SO < e - ol <

t+8) )
Logo, £ € T(g;¢). Consequentemente, T (f;em?) C T (g;€) e, visto que T (f;em?)
é relativamente denso, pois f é quase periddica, T (g;¢) é relativamente denso.

Portanto, g é quase periddica.

(5) Defina I(1) = inf £(f;1). Como f é quase periddica, para qualquer ¢ € R, existe

EeT(f;1)n[—t,—t+1(1)]. Assim, como —t < & < —t + (1), temos 0 < ¢+ & < I(1).

Consequentemente, || f(t+&)|| < sup || f(s)]|, observando que este supremo existe pois
5€[0,1(1)]

f é continua e [0,1(1)] é compacto. Assim,

LSO <IF@) = fE+ON+ N+ <1+ sup [[f(s)]-

s€[0,(1)]

Portanto, f é limitada em R.

(6) Suponha que f é quase periddica e seja M = sup || f(¢)||, lembrando que este supremo
teR

existe por causa da propriedade anterior. Dado § € T (f;557), observe que, para todo
tER,

g(t+&) —g(t) = (f(t+8))° = (f(1)* = ft+f t+ &) — fO] + FOLf(t + &) — f(B)]-

Logo, temos

lg+&) —g@I < NFE+OISE+E) = FOI+ NSO E+E) = F)

9 €
< M—+M—
- 2M+ 2M
—= 5"

para todo t € R.

Portanto, £ € T(g;¢), de onde segue que T(f;55;) C T(g;¢) e entao, T(g;e) é
relativamente denso. Assim, concluimos que g é quase periddica.

(7) Sejam ¢ > 0 el € £(f;5). Como o intervalo fechado [0,/ + 2] é compacto e f ¢
continua, segue que f é uniformemente continua em [0, [+ 2]. Dessa forma, existe 4, com

0 < 6 < 1, tal que, para todo t1,ty € [0,142] com |t; —to| < 6, temos || f(t1) — f(t2)]] < %.
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Por outro lado, sejam ¢/, t" € R tais que |[t' —t”| < §. Como [ é quase periddica,
egxistef € T(f; 5)N[—t'+1, =t'+1+1], eassim, —t'+1 < & < —t'+1+le || f(t+E)—f(O) <
3 para todo t € R. Além disso, como —§ <t —t' < §, temos t' — 0 < t" <t'+§e
t—0+6<t"+¢<t'+0+¢.

Mas, 1 < t'4+& < 141, o que implicaem 1—§ < t/+£—6 < t"+& < t/+£+0 < 1+1+9,

o, 1 =0 <t"+ &< 1+6+1. Assim, 0 <"+ & <2+ 1. Observe também que, como
1<tV +E<1+LY+E€(0,1+2).

Logo, como f ¢ uniformemente continua em [0,1 + 2] e |[t' — t"| < 0, temos || f(t' +
&)~ f(t" + 6 < 5- Entdo,

LFE) = FE) < ) = FE+ O+ I+ = FE + O + 1" + &) = f(E)]]

A\

Portanto, f é uniformemente continua em R.

[ |
Observacao 3.4. Uma funcao f: R — E € uniformemente continua se, e somente se,
para todo € > 0, existe 6 = d(e) > 0, tal que [—0,0] C T(f;¢).

De fato, se f € uniformemente continua, seque que, para todo € > 0 dado, existe
d=10(g) >0, tal que ||f(t') — f(t")|| < & sempre que |t — "] < 0.

Agora, seja & € [—0,6]. Entdo, |&| < 0 e, pela continuidade uniforme, || f(t+ &) —
f(@®)]] < e para todo t € R, o que implica que & € T(f;¢).

Reciprocamente, suponha que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que [—6,6] C T(f;e).
Sejam t',t" € R com [t' —t"| < §. Assim, & =t" —t' € [=9,d] e entdo, pela hipdtese,
§eT(fe)

Dessa forma, ||f(t")—f(t")|| = || f )= f(t'+&)|| < € e portanto, f € uniformemente
continua.

Teorema 3.1. Seja (f,)nen uma sequéncia de fungoes quase periddicas de R em E, que
converge uniformemente em R para uma funcdo continua f : R — E. Entao, f também
¢ quase periodica.

Demonstracao: Pelo fato de (f,)nen convergir para f uniformemente em R,
5
quando n — oo, dado ¢ > 0, existe ng € N, tal que [[f(t) — fo, ()| < 3 para
todo t € R. Além digso, como fn, ¢ quase periddica, dado & € T(f,,;3), temos
| fro(t+ &) — fuo (D) < 3 bara todo t € R.

Assim, obtemos que

[f(E+8) = fOI < [fE+E) = fuoE+ N+ 1fno (8 +8) = fro O + [[ o (£) = F )]
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Disso, segue que § € T(f;¢). Logo, T (fne; 5) C T(f;€), e entao, como T (fn,;5) €
relativamente denso, 7 (f;¢) também ¢é relativamente denso.

Portanto, f é quase periddica.

[ |

Proposicao 3.3. Sejam X um espago de Banach e AP(X) o espago das fungoes quase

periddicas de R em X, com a norma || f|lo = sup ||f(¢)||. Entao, (AP(X),||-|lcc) € um
teR

espaco de Banach.

Demonstracao: Seja (f,)neny uma sequéncia de Cauchy em AP(X). Assim, dado

5
e > 0, existe ng € N tal que || fn — finlloo < 5 bara todo n, m > ny.

Observe que, para todo t € R e todo n,m > ng, temos
€
1fa(t) = fn (@) < Sup 1fa(t) = fu(OI = 1o = finlloe < 5 (3.2)

ou seja, (fn(t))nen é uma sequéncia de Cauchy em X, para todo t € R.

Logo, como X é um espago de Banach, para cada t € R, lim f,(¢) existe. Dessa
forma, podemos definir uma funcao f : R — X por f(t) = Ti?noo fa(t). Entao, para
provarmos esta proposi¢ao, basta mostrarmos que (f,)nen con?fgl?;e para f na norma
Il € que f € AP(X).

Para isso, voltando na desigualdade (3.2), temos || f.(t) — fi(D)| < g, para todo

t € Ren,m > ng. Assim, mantendo n fixo e fazendo m — 400, para todo t € R e todo
n > ng, obtemos

€

155) — 7] < 5.

Consequentemente, para n > ng, temos

<e,

€
1o = flloo = sup [ fult) = f(OIl < 5
teR
ou seja, f, — f quando n — oo na norma ||.||so-

Além disso, da definigao de ||.||«, concluimos que f,, — f uniformemente em X,
quando n — o0, e entao, pelo fato de f,, ser quase periédica para todo n € N, o Teorema
3.1 nos garante que f é quase periddica.

Portanto, (AP(X),||.]l) ¢ um espago de Banach.
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O préximo resultado estabelece uma conexao entre uma fungao quase periddica e
sua derivada.

Teorema 3.2. (Teorema de Bochner) Sejam X um espago de Banach e f: R — X
uma funcgao quase periddica tal que sua derivada f' € uniformemente continua em R.
Entao, ' também € quase periddica.

Demonstracao: Observe primeiramente que, para qualquer a € R, a funcao
g : R — X definida por g(t) = f.(t) — f(t) = f(t +a) — f(t), para todo t € R, é quase
periédica. De fato, para todo ¢ > 0 dado e £ € T(f; 5), temos

lg(t+&) =gl < fE+E+a) = fE+a)| +fE+E) = FD)]
1F((t+a)+&) = fE+a)l + [1f(E+&) — fH)]

< -+

2

M po |

Desse modo, obtemos que & € T(g;¢) e entao, T(f;5) € T(g;¢), com T(f:5)
relativamente denso, o que implica que T (g;¢) é relativamente denso, ou seja, g é quase
periodica.

1
Mais ainda, a fun¢do —g também é quase periddica para todo a € R — {0}.
a

1
Agora, tomemos a sequéncia (a,)nen, onde a, = —, n € N. Entao, (n[f(t + an) —
n

f(&)])nen é uma sequéncia de fungdes quase periddicas, onde

£() = lim [f(H“”)_f(t)] — lim n {f <t+%) —f(t)] ,

n—o0

para todo t € R.

Por outro lado, como f’ é uniformemente continua, para todo ¢ > 0 dado, existe
d > 0 tal que, para todo t,s € R, ||f'(s) — f'(t)]| < e, sempre que |t — s| < . Assim,

tomando nyg € N, com — < ¢, e usando o Teorema fundamental do calculo, temos

o|r(t+3) - s -] =
of 1) = POl

t+n
< n/ edo
t

—= 57

IN

para todo n > ny.
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1
Isso significa que lim n {f (t + —) — f(t)] = f'(t) uniformemente para ¢t € R, ou
n— 00 n
ainda, f’ é o limite uniforme de funcoes quase periddicas.

Portanto, pelo Teorema 3.1, obtemos que f’ é uma funcao quase periédica.

Corolario 3.1. Sejam X um espaco de Banach e f : R — X uma funcao quase periodica
tal que sua sequnda derivada f"” € limitada e uniformemente continua em R. Entdo, as
derivadas ' e f" sao também quase periddicas.

Demonstracgao: Inicialmente, observe que, do Teorema fundamental do calculo,
temos a igualdade

£ - 1) = [ (e
para todo t,s € R.

Assim, segue que, para todo t,s € R,

t
1f'(t) = f(s)]l < / 1F(©)Ild€ < [t — s|M,
onde M = sup || f"(0)]], j& que f” é limitada.
ceR
Logo, dado ¢ > 0, existe § = % tal que, se |t — s| < §, para t,s € R, entao

1F/(t) = ()l < [t = s|M <M =,

ou seja, f' é uniformemente continua. Portanto, pelo Teorema de Bochner, concluimos
que f' é quase periddica.

Além disso, por hipdtese temos também que f” é uniformemente continua. Assim,
visto que f’ é quase periddica, novamente pelo Teorema de Bochner, obtemos que f” é
quase perioddica.

Proposicao 3.4. Sejam X um espaco de Banach e f : R — X wuma funcdo quase
periddica. Entao, a imagem de f, Im(f), € um conjunto totalmente limitado em X e
com fecho compacto.

Demonstragao: Sejam ¢ > 0 el € £(f;5). Note que a imagem de f em [0,1] ¢
compacta, pois [0,1] é compacto e f é continua, e assim, é totalmente limitada em X.
Logo, existe um nimero finito de elementos de X, digamos {ey, es, ..., e, } tais que, para
qualquer ¢ € [0,1], existe um e;4) € {e1, ez, ..., e, }, com a propriedade que || f(t) — ;|| <
13

5-
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Considere agora um nimero real ¢ qualquer e seja & € T(f;5) N [—t,—t +1].
Desse modo, ||f(t+&) — f(t)] < g para todo t € Ret+ ¢ € [0,1]. Assim, existe

g .
e; € {e1,e9,...,en} tal que || f(t +&) — ]| < 5 © mais,

€

225.

1F(8) = el <L) = FE+ O+ 1F(E+E) —esll < g+

Portanto, a imagem de f é totalmente limitada.

Finalmente, como o fecho da imagem de f, Im(f), é fechado e X é um espago de

Banach, entao I'm(f) é um espaco de Banach. Além disso, I'm(f) também é totalmente
limitado, o que nos permite concluir que Im(f) é compacto (ver Teorema 1.4).

Na sequéncia deste capitulo vamos considerar o conceito de fungoes normais. Es-
tudaremos algumas de suas propriedades e analisaremos a relacao entre esta classe de
funcoes e as fungoes quase periddicas.

A partir daqui, consideremos X um espaco de Banach.

Definicao 3.5. Seja f : R — X uma funcdo continua. Dizemos que f é uma func¢ao
normal se, dada qualquer sequéncia de nimeros reais (hy)nen, € possivel encontrar uma
subsequéncia (hy, )ren tal que klim f(t+ hy,) existe uniformemente para t em R.

—00

Observagao 3.5. (1) Qualquer func¢ao normal é limitada. De fato, se f nao for limi-
tada, existe uma sequéncia (t,)nen em R com || f(t,)]| > n, Vn € N. Assim, nao eriste
subsequéncia (tn, )ren de (tn)nen tal que (f(t + t,,))ken Seja convergente quando t = 0,
0 que € uma contradi¢ao.

(2) A imagem de qualquer fun¢ao normal é sequencialmente compacta, pois, se (f(t,))nen
¢ qualquer sequéncia na imagem de f, entdo podemos extrair da sequéncia (f(t+t,))nen
uma subsequéncia (f(t +t,,))ken que € uniformemente convergente para t em R. Por-
tanto, para t =0, seque que (f(tn,))ken € convergente em R.

Proposicao 3.5. A soma e a diferenca de duas funcoes normais ainda € uma funcao
normal.

Demonstracao: Sejam fi, f» : R — X fungoes normais. Entao, para qual-
quer sequéncia (h,)neny em R, podemos extrair uma subsequéncia (hy, )reny de modo
que klim fi(t + hy,,) existe uniformemente para ¢ € R. Digamos que klim filt + hy,) =

—00 —

gl(t),t € R.

Agora, para a fungao f,, sabemos que a sequéncia (h,,, )ken possui uma subsequéncia
(hn, )ien tal que lim fo(t + h,, ) existe uniformemente para ¢ € R. Suponha que
K 1—00 v

E}m f2(t + h"k’i) = gz(t),t € R.
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Assim, em particular, como (hy, )ien ¢ subsequéncia de (hy, )gen, im fi(t+hy, ) =
4 1—00 o
g1(t), uniformemente para t € R.
Logo, para toda sequéncia (h,),eny em R, existe uma subsequéncia, neste caso
(g, Jien, tal que
Hm (fir £ fo)(E+ by ) = 1im it A+ by ) £ T fo(t + by, )
g1(t) & g2(t),

uniformemente para t € R.

Portanto, f; £+ f é uma funcao normal.

Proposicao 3.6. Seja f: R — X uma fungdo normal. Entao, sup || f(t)|| = sup || f(t)]-
>0 teR

Demonstracao: Sabemos que sup || f(¢)|| < sup||f(¢)]|. Assim, para obtermos o
£>0 teR

resultado desejado, basta mostrarmos que || f(to)|| < sup || f(¢)||, para todo ty < 0.
>0

Note inicialmente que, como f é normal, da sequéncia (f(t + n)),en, podemos
extrair uma subsequéncia (f(t+ng))ken, com ny < ng < ng < ..., tal que klim flt+ng) =
—00

g(t), uniformemente para t € R. Em particular, tomando t = s — ny na definigdo de
limite para o limite anterior, obtemos que klim g(s —ng) = f(s), com essa convergéncia
—00

sendo uniforme para s € R.

Agora, dado qualquer ty < 0, para algum kg € N, temos tg + n, > 0 para todo
k > ko. Logo, || f(to+nk)| < sup||f(u)| para todo k > ky. Consequentemente, tomando
u>0

o limite quando k — oo, temos ||g(to)| < sup ||f ()]
u>0
Da mesma forma, se tg > 0, ||g(to)]| < sup||f(u)||. Portanto, para todo t € R,
u>0
lg(®ll < sup [1f (u)]] e assim, sup [lg(u)l| < sup | f(u)l

ueR

Consequentemente, segue que, para todo t € R,
LF@I < lim {lg(t —n)|| < lim sup [lg(u)[} = sup [g(u) || < sup || f(w)];
=00 k=00 yeR u€R u>0

ou seja, ||f(t)]] < supl|f(u)|| para todo ¢t € R, e entao, segue o resultado.
u>0

Corolario 3.2. Seja (fn)nen, fn: R — X, uma sequéncia de fungdes normais tais que
lim f,(t) = g(t), uniformemente para t € [0,00). Entdo, lim f,(t) = g(t), uniforme-
n—oo n—oo

mente para t € R.
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Demonstracao: Como vimos anteriormente, a soma e a diferenga de fungdes nor-
mais é uma fungao normal. Assim, pela proposigao anterior e pelo fato de (f,,(t))nen ser
uma sequéncia de Cauchy, uniformemente para t € [0,00), pois (fn(t))nen ¢ uniforme-
mente convergente em [0,00), dado € > 0, existe ny € N tal que, para todo n,m > ny,

sup 1fa(t) = fin (@) = sup 1fa(t) = fin@) < e

Logo, segue que || f,(t) — fm(t)|| < € para todo t € R, ou seja, (f,(t))nen converge
para h(t) uniformemente para t € R. Desse modo, como o limite é tinico, segue que
g(t) = h(t) para todo t € R, concluindo que a convergéncia é uniforme em R.

Observacao 3.6. Na proposicao anterior, podemos substituir o semi eixo positivo por
qualquer outro intervalo da forma [o, +00), o € R. Assim, para qualquer fun¢ao normal

1, temos sup [l F(#)]| = sup [ f()]]

Como consequéncia, podemos ver que:
(1) se f € uma func¢ao normal e tlim f(t) =0, entdo f(t) =0 para todo t € R. De fato,
—00
como sup || f(t)|| = sup || f(t)]|, para todo A > 0, e f(t) — 0 quando t — oo, sup || f(t)||
t>A teR t>A
converge para 0 quando A — oo. Entao, sup || f(t)|] = 0, ou seja, f(t) = 0, para todo
teR
teR.
(2) Para uma fungio normal f, hmsupr( )| = sup||f()|l, pois limsup | f(t)]| =
—+o0 teR t—00

Jim (sup[lf(8)]]) = lim (sup|[f(t )II)—Supllf( -
—400 >4 teR

Considere agora uma fungao normal f : R — X. Assim, f € C(R, X), isto é, f
pertence ao espaco de Banach formado por todas as fungoes continuas e limitadas de R
em X, munido da norma ||¢||s = sup ||g(t)||, g € Co(R, X).

teR

Considere também o subconjunto H(f) C Cy(R, X) formado pelas fungoes h : R —
X que sao limites uniformes em R de alguma sequéncia da forma (f(t + ay))nen, t € R.

Portanto, este subconjunto é o fecho em Cy(R, X') do conjunto de todas as translagdes
{fa :R— X;a €R}, com f,(t) = f(t+ a) para todo ¢t € R. Entao, qualquer fun¢do em
H(f) é continua e limitada em R. Logo, dada qualquer fun¢ao normal f e g € H(f),
temos sup [|g(t)|| = sup || im f(t + ay)|| < sup || f(#)]].
teR teR N0 teR

Proposicao 3.7. Para qualquer fungao normal f, H(f) € um subconjunto compacto de
Go(R, X).

Demonstragao: Vamos mostrar que, para qualquer sequéncia (g,)nen em H(f),

existe uma subsequéncia (gy,)jen que é convergente, uniformemente em R, para uma
funcao em H(f).
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Da definigao de H(f), para cada n € N, podemos encontrar uma sequéncia de
nimeros reais (af),en tal que g, () = klim f(t4 o), uniformemente para t € R. Assim,
—00

dado um nimero positivo € > 0, existe um numero V. ,, € N tal que, para todo & > N,
|l f(t+ ak) — g.(t)| < &, para todo t € R.

11

Tomando sucessivamente € = 1, 3, 3, ..., temos

1f(t+an™) = ga(O)]l < 1t € R;

N1, 1
[f(t+an™") —gn(B)]] < S tERs

Nl 1
Em particular, quando n = p € N, obtemos || f(t + a, *") — g,(t)|| < =, para todo
D

Ny 1
t € R, e, usando a notacao B, = an " , segue que || f(t+ Bn) — gn(t)|| < —, para todo
n
teR,neN.

Agora, pelo fato de f ser normal, seja (3, )ren uma subsequéncia de (5,)nen tal
que klim f(t+ Bn,) = F(t), uniformemente para t € R. Logo, ' € H(f).
—00

Por outro lado, temos

19 @) = F@OI < Mg, (6) = f(E+ Ba )l + 1t + Br) — F(O)]
1
=+ 10+ ) = FOL

IN

com o lado direito convergindo para zero uniformemente em R, quando k& — oo.

Portanto, gn,(t) — F(t) uniformemente para t € R, com F € H(f). Assim,
concluimos que H(f) é compacto.

Observacao 3.7. Vale uma espécie de reciproca da proposi¢ao anterior, isto é, se f €
C(R, X) e H(f) € um conjunto compacto em Cy(R, X), entdo f é uma fun¢do normal.
De fato, para toda sequéncia (5y)nen, (f(.+ Bn))nen C H(f). Assim, denotando g,(t) =
ft+Bn), t € Ren €N, como H(f) é compacto, existe (gn, )ken, Subsequéncia de
(Gn)nen, tal que g, (t) — g(t) uniformemente para t € R, quando k — oo, para alguma
funcao g € H(f). Logo, f(t+ Bn,) — g(t) uniformemente para t € R quando k — oc.

Portanto, f é normal.
Proposicao 3.8. Sejam f,g : R — X tais que f é quase periddica e g € H(f). Entdo
g € quase periddica e H(g) = H(f).

Demonstragao: Mostraremos primeiramente que H(f) C H(g). Para isso, seja
f* € H(f) entao, f*(t) = lim f(t + h,) uniformemente para ¢t € R, para alguma
n—oo

sequéncia real (hy)pen-
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Por outro lado, da hipétese, g € H(f) e assim, g(t) = lim f(t+k,) uniformemente
n—oo

para t € R, para alguma sequéncia real (k,)nen-

Logo, dado ¢ > 0, existe N = N(g) € N tal que, para todo n > N e todo t € R,

temos [[£(t+ha) = F (1)l < 5 e 1F(t+ka) = (1) < 5.

Em particular, substituindo ¢ por s + h,, — k, na segunda desigualdade, ficamos
€
com |[f(s4 hy) — g(s+ hy, — k)| < 5 paran > N e s € R. Assim, segue que

gt + hn = kn) = XDl < Mgt +hn = kn) = FE+ b)) |+ |[f(E+ hn) = f7(@)]]

IN

para todon > N et € R.

Portanto, f*(t) = lim g(t+ h, —k,) uniformemente para t € R, ou seja, f* € H(g)
n—oo
e entao, H(f) C H(g).

Para a inclusao contraria, note que, como g € H(f), g(t) = lim f(t+k,) uniforme-
n—oo
mente para t € R, para alguma sequéncia (k;,)neny em R. Assim, tomando t = s—k,,, com
s € R, na definigao do limite anterior, obtemos que f(s) = lim ¢(s — k,,) uniformemente
n—oo
para s € R. Logo, f € H(g).

Além disso, sabemos que o limite uniforme de func¢oes quase periddicas ainda é
uma fungao quase periédica. Dessa forma, como ¢(t) = lim f(¢ + k,) uniformemente
k—o00

parat € R e (f,)nen, onde f,,(t) = f(t+k,), t € Ren €N, é uma sequéncia de fungoes
quase periodicas, pois sao translacoes de f, concluimos que g é quase periddica.

Portanto, usando a inclusao anterior para f € H(g) e g quase periddica, obtemos
que H(g) € H(f).

Consequentemente, H(f) = H(g) e, como ja visto, g é quase periddica.

Proposicao 3.9. A funcdao f : R — X € uma funcao normal se, e somente se, o conjunto
de todas as translagoes de f, {f, : R = X;a € R}, com f,(t) = f(t+a), Vt € R, ¢
totalmente limitado em Cy(R, X), isto €, para todo € > 0 existe uma quantidade finita de
nimeros reais {ay,as, ...,an.}, Ne € N, tal que, para qualquer a € R, existe um nimero
natural ng € {1,2, ..., N.} com a sequinte propriedade: ||f(t+a) — f(t +an, )| < e, para
todo t € R.

Demonstracao: Se f é normal, entdo H(f) é compacto e assim, H(f) é totalmente
limitado. Mais ainda, como H(f) é o fecho do conjunto das translagoes de f, segue que
{fs : R — X;a € R} é totalmente limitado.

Reciprocamente, se o conjunto das translagoes {f, : R — X;a € R} é totalmente
limitado, entao, pelo Teorema 1.4, H(f) é compacto, pois, por definigdo, H(f) é fechado
e assim, completo.
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Logo, da Observagao 3.7, concluimos que f é normal.

Teorema 3.3. Uma funcao f: R — X € quase periddica se, e somente se, € normal.

Demonstracao: Seja f: R — X uma funcao quase periddica. Entao, f ¢ unifor-
memente continua em R, ou seja, dado £ > 0, existe um nimero positivo § = () tal
que, para todo t,s € R com |t — s| < §, temos || f(u +t) — f(u+ s)|| < g, para todo
u € R.

Agora, considere L € £(f;5) e n € N tal que nd > L, e defina os niimeros reais
ay = 0,ay = 26, ...,a, = nd. Note que, por definicdo do conjunto £(f; 5), para qualquer
a € R, existe um nimero § € [—a, —a+ L]NT(f; 5). Dessa forma, ||f(t+&) — f(1)| < g,
para todo t € R, e também 0 < & +a < L.

Além disso, existe um ndmero natural m = m(a), entre 1 e n, tal que £ +a €

[md, (m + 1)0]. Assim, temos |a,, — (§ + a)| < J e, consequentemente, pela continuidade
uniforme de f,

| f(t+ am) — f(t+&+a)| < <, paratodot € R.

DO ™

Logo, para todo t € R,

1F(t+am) — FE+ )l < [F(E+an) = F(t+E+a)ll+ | f(t+€+a) - f(t+a)]
<

—= g,

ou seja, o conjunto das translagoes {f, : R — X;a € R} ¢é totalmente limitado.
Portanto, pela proposicao anterior, segue que f é normal.

Reciprocamente, seja f : R — X uma funcao normal. Assim, pela proposicao
anterior, o conjunto das translagoes de f, {f, : R — X;a € R} é totalmente limitado.
Logo, dado € > 0, existem nimeros reais ag, as, ..., a, tais que, para todo a € R, existe
i(a) € {1,2,...,n} de maneira que a desigualdade || f(t + a) — f(t + a;q))|| < € é vélida
para todo t € R. Isso ¢é equivalente a dizer que a desigualdade || f(s)— f(s—a+a;q)| < €
¢é valida para todo s € R.

Agora, defina L = max{|a;|;7 = 1,2, ...,n}. Disso, segue que a—L < a—a;q) < a+L
e assim, como || f(s) — f(s+a—aiq))|| < € paratodo s € R, a—a;q) € T(f;¢€). Portanto,
T(f;e) é 2L-denso na reta real, ou seja, f é quase periddica.

Corolario 3.3. A soma e a diferenca de duas fungoes quase periodicas, € também quase
periodica.
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Demonstracao: Como acabamos de provar, toda funcao quase periédica é uma
funcao normal. Entao, pela Proposicao 3.5, sabemos que a soma e a diferenca dessas
funcoes também é uma funcao normal, o que é equivalente a ser quase periddica.

Corolario 3.4. Dadas duas funcgoes f,g : R — X quase periodicas e dado qualquer
e >0, o conjunto T (f;e) NT(g;e) € relativamente denso na reta real.

Demonstracao: Considere a fungao F' : R — X x X definida por F(t) =
(f(),9(2)), com [|F ()] xxx = [ f(®)] + [lg(®)]], para todo t € R.

Como f é uma funcao normal, dada uma sequéncia qualquer de numeros reais
(hn)nen, existe uma subsequéncia (hy, )ken tal que lim f(t+hy,, ) existe e é uniforme para
k—o0

t € R. Além disso, visto que g também é uma func¢ao normal, tomando, em particular,
a sequéncia (hy,, )ren, Obtemos uma subsequéncia (h,, )ieny de modo que lim g(t + Ay, )
v 1—»00 o

existe e é uniforme para t € R. Consequentemente, ja que (hy, )ien ainda é subsequéncia

de (hn)nen, obtemos que lim f(t + h,, ) e lim g(t + h,, ) existem uniformemente para
11— 00 ? 1—00 7

teR.

Portanto, para qualquer sequéncia (h,,)nen, existe uma subsequéncia (hnki)ieN tal
que lim F(t+hy,, ) = Um (f(t+hy, ), g(t+h,, )) existe uniformemente para todo t € R,
1—>00 4 1—00 v v

ou seja, F' é normal e assim, quase periddica. Dessa forma, dado € > 0, o conjunto T (F), ¢)
¢é relativamente denso em R.

Agora, para £ € T(F,¢), temos
[fE+&) = fOl + gt +&) —g@)| =[F{E+ &) — F()|| <e, para todo t € R,

ou seja, |[f(t+&) — fO)] < eelglt+E) —g(t)] < e, para todo t € R. Logo, £ €
T(f,e) N T(g,¢) e entdo, T(F,e) C T(f,e) NT(g,e). Portanto, visto que T (F,¢e) é
relativamente denso, T (f,e) N T (g, ) é relativamente denso em R.

Observacao 3.8. Os coroldrios anteriores podem ser estendidos para qualquer soma fi-
nita de fungoes quase periodicas, de onde obtemos que séries uniformemente convergentes
o

em R, da forma Z anet, onde a, € X, \y,t € R, n €N, sdo quase periddicas.

n=1
De fato, sabemos que cada termo a,et = a,(cos \,t +isin \,t) € quase periddico.
k k 00
A . _ iAnt ¢ . /d. L 1 iAnt iAnt
ssim, Sp = ane ¢ quase periodica. Logo, como lim ane = ape'™mt,
k—o00
n=1 n=1 n=1

uniformemente em R, e o limite uniforme de funcgoes quase periodicas é uma fungao

nt

o0
uase periodica, seque que a,e?t é quase periddica.
)

n=1
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Proposicao 3.10. Se a funcdo f : R — X € quase periddica e a fun¢ao ¢ : R — K, para
K =R ou C, também € quase periddica, entao of : R — X, com (of)(t) = ¢(t)f(t),
t € R, € quase periodica.

Demonstracao: Como ¢ e f sao quase periddicas, ¢ e f sao fungdes normais.
Assim, dada a sequéncia (h,)reny de nimeros reais, existem subsequéncias (hy, Jren de
(hn)ken € (hn, )ien de (hy, )ken tais que os limites klim f(t+hy,,)e lim o(t+h,, ) existem

¢ —00 1—00 B

uniformemente em R.

Portanto, para toda sequéncia de ntiimeros reais (h,),en, existe uma subsequéncia
(A, )ien tal que lim (@ f)(t + hy, ) = lim[@(t + hy,, ) f(t + hy, )] existe uniformemente
° 1—>00 B 1—00 S o

em R. Logo, a funcao ¢ f é normal e assim, quase periddica.

Finalizamos este capitulo com uma série de exemplos de funcoes quase periddicas.

Exemplo 3.2. Seja f : R — R definida por f(t) = sent + sen(tv/2). Entdo, f ndo ¢
periodica, mas € quase periodica.

Podemos observar, pelo grdfico de f, que esta fung¢ao nao € periddica.

5

Agora, seja (Sp)neny uma sequéncia de nimeros reais. Observe que:
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Assim, como [—1,1] € um conjunto compacto, seque que:

o Eziste uma subsequéncia (s, )ren de (Sn)nen tal que (sen(sy,))ren € convergente,
ou seja, (sen(sp,))ren € uma sequéncia de Cauchy em R;

o Eziste uma subsequéncia (S, )jen de (Sp,)ken tal que (cos(sn, ))jen € convergente,
J J
ou seja, (cos(Sn, ))jen € uma sequéncia de Cauchy em R;
J

e [riste uma subsequéncia (snkj_ )ien de (snkj )jen tal que (sen(snkj‘ V2))ien € conver-

gente, ou seja, (sen(sn, V2))ien € uma sequéncia de Cauchy em R;
k].

e FExiste uma subsequéncia (snkji Jpen de (Snkji)ieN tal que (cos(snkji ﬁ))peN € con-
P P

vergente, ou seja, (cos(s,, V2))pen € uma sequéncia de Cauchy em R.
]ip

Denote Smi, = Bp, com p € N. Assim, dado € > 0, para a subsequéncia (B,)pen
ip
de (Sp)nen obtemos que:

o Eziste ny € N tal que ||sen(5,) — sen(By,)|| < Z, para todo p,m > ny;
o Eziste ny € N tal que || cos(8y) — cos(Bm)|| < Z, para todo p,m > na;
e Euiste n3 € N tal que || sen(3,v/2) — sen(B,v2)| < Z, para todo p, m > ngz;
e Euiste ny € N tal que || cos(8,v/2) — cos(Bmv/2)| < Z, para todo p,m > ny.

Tome ng = max{ni,ne,n3,ny}. Logo, seque que, para todo p,m > ng et € R,

1F(E+8,) = FE+Ba)ll = |Isen(t + B,) +sen(t + 5,)vV/2] —sen(t + B) — senl(t + ) v2]]|
[sen(t + B,) — sen(t + B |

| sen[(t + 5,) V2] — sen[(t + B,) V2]

I sen(?)]|[| cos(8,) — cos(Bm)|

+[| cos(t) ||| sen(Bp) — sen(Bim)|

+[ sen(tv2)|[[| cos(8,v/2) — cos(8,V2)]|

+[| cos(tv/2) ||| sen(8,v2) — sen (5, V2)]

< €+€+€+8
4 4 4 4
:5‘7

IN

IA

ou seja, (f(t+ Bp))pen € uma sequéncia de Cauchy em R e portanto, o lim f(t + ()
p—r00

existe. Observe ainda que a desigualdade acima independe da escolha det em R e entado,
obtemos que o limite lim f(t + f8,) existe uniformemente para t em R. Dessa forma, f
pP—00

€ uma func¢ao normal e, entao, concluimos que f € uma funcao quase periodica.
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Exemplo 3.3. Sejam X um espago de Banach, L(X) o espago dos operadores lineares
limitados de X em X ¢ G : R — L(X) uma funcdo tal que G, : R — X, dada por
t — G(t)x, é quase periddica para todo x € X fizado. Se f: R — X € uma funcao quase
periodica, entao a funcao Gf : R — X € quase periddica.

De fato, como G, € quase periodica, sabemos que G, € limitada. Assim, existe
M, > 0 tal que ||G(t)x| < M, para todo t € R, de onde seque que sup |G(t)z] <
teR

M, para todo x € X. Portanto, pelo Principio da limitacao uniforme, concluimos que

sup ||G(1) || z(x) < +oo.
teR

Agora, dado t € R, consideremos uma sequéncia de nimeros reais (tp)nen tal que
t, = t, quando n — oco. Observe que

|G () f(tn) = GO SO < NGEDFEn) = FOI+ NG (En) f(E) = GO FD), Y0 € N.

Desse modo, como f e G, sao continuas, para qualquer que seja v € X fizo, o lado
direito da desigualdade acima converge para zero quando n — oo e entdo, seque que G f
€ uma fungao continua em t, para todo t € R.

Além disso, como f € quase periddica, a Proposicao 3.4 nos garante que sua ima-
gem, isto é, Im(f) = {f(t);t € R}, € um conjunto totalmente limitado em X. Assim,
dado qualquer € > 0, podemos encontrar um conjunto finito {x1,zs,....,xn.} C X, N. €

N, tal que Im(f) C UB(xi,e), onde B(z;,e) € a bola aberta de centro em x; e raio €

em X.

Por fim, consideremos o conjunto de fungoes quase periddicas {Gy,, Goy, ..., Gy, [}
Logo, para cada Gy, i = 1,2,...,N;, e f, existem T;(¢) = T(Gy,;¢) e Te(e) = T(f;¢),
1 =1,2,..., N, conjuntos relativamente densos em R, e entdo, pela Observacao 3.8, o

conjunto T. ﬂT )N Te(e) € também relativamente denso em R. Disso, seque que
para todo £ € T e j=12 .. N,

sup |G(t + §)z; — Gt)a;l| <e e sup ||f(t+ &) — f()]] <e.

teR teR

Dessa forma, fizando t € R e escolhendo x; tal que || f(t) — x;|| < e, dado qualquer
& €T, temos

G+ f(t+8) =GO < [GE+OU(E+E) = FOI+GE+f(E) - GO f@)
< Le+||GR+ O (1) — ]l + [|G(t + §)x; — G(t)x,]]
+ 1G@)[z; — f@)]]
< Le+ Le+e+ Le
= 3Le +¢,

onde L = sup ||G(1)| zcx)
teR
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Consequentemente, como a desigualdade acima € vdlida para todo t € R, obtemos
que

sup [G(t + &) f(E+ &) — G(4)f()]| < 3Le +e,

teR

para todo € € Te, isto €, £ € T(Gf;¢e). Entao, T. C T(Gf;¢€), com Tz sendo um conjunto
relativamente denso, garantindo assim que T (G f;¢e) € relativamente denso.

Portanto, Gf ¢ quase periddica.

Exemplo 3.4. Seja H um espago de Hilbert com produto interno (.,.) e considere um
operador linear A : D(A) C H — H, tal que (Ah,k) = —(h, Ak), para todo h,k € D(A).
Seja u : R — H uma funcao continuamente diferencidvel tal que u(t) € D(A) e v'(t) =
Au(t), para todo t € R. Se a imagem de u, {u(t);t € R}, tem fecho compacto em H,
entdo a fun¢ao u € quase periodica.

De fato, se v € qualquer solugio da equagio v'(t) = Av(t) em R e se ¢(t) = ||Jv(t)]?,
vemos que ¢'(t) existe e € igual a (V'(t),v(t))+(v(t),v'(t)) = (Av(t),v(t))+(v(t), Av(t)) =
—(v, Av) + (v, Av) = 0. Assim, @(t) é constante e ||v(t)||* = ||v(0)||* para todo t € R.

Sabemos que se u € solugao de u'(t) = Au(t) para todo t € R, entdo as translagoes
u(. + 01) e u(. + o) também sao solugoes desta equagao, para todo 1,09 € R. Mais
ainda, a diferenca [u(. + o1) — u(. 4+ 03)] também € solugao de u'(t) = Au(t), para todo
t,o1,09 € R. Entao, tomando v = u(. + 01) — u(. + 02) no pardgrafo anterior, obtemos

lu(t + o1) — u(t + o9)|| = |u(or) — u(o9)||, Vt € R.

Agora, dada uma sequéncia de nimeros reais (By)nen, $€ gn = u(Bn), n € N,
entao (gn)nen € uma sequéncia em {u(t);t € R}, que é compacto. Assim, existe uma
subsequéncia (gn, )ken de (gn)nen que € convergente. Logo, (gn, )ken € uma sequéncia de
Cauchy, ou seja, dado € > 0, existe ng € N tal que ||gn, — gn,|| < €, para todo k,j > ny.
Dessa forma, usando a igualdade anterior, para todo t € R, temos

[t + Bny) = w(t + o)) || = [[w(Bny) = u(Bai)ll = lgni = gn,ll <,

para todo k,j > nyg.

Portanto, (u(t+ Bn,))ken € uma sequéncia de Cauchy e, como H € completo, (u(t+
Bny) ) ken € convergente. Observe ainda que a convergéncia acima € uniforme para t em
R, o que implica que u € uma funcao normal e entdo, quase periodica.

Exemplo 3.5. Seja X um espago de Banach e considere um Cy-grupo de operadores
lineares limitados de X em X, (G(t))ier. Assuma que, para algum x € X,x # 0, a
fungdao t — G(t)x € quase periddica. Entdo }tnug |G(t)x| > 0.

€

De fato, suponha que inﬂg |G(t)x|| = 0. Entao existe uma sequéncia de nimeros
te

reais (o )nen tal que |G(ay)z|| — 0 quando n — oo.
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Considere a fungio u : R — X dada por u(t) = G(t)x, t € R, que € quase
periodica. Entao, como (G(t))ier € um grupo, u(t+a,) = G(t)G(ay,)x. Além disso, pelo
fato de u ser uma fun¢do normal, existe uma subsequéncia (o, )ren de (an)nen tal que
u(t + o, ) — v(t) uniformemente para t € R, quando k — oo, ou seja, G(t)G(ay, )r —
v(t) uniformemente parat € R, quando k — co. Logo, G(ay,, )r — G(—t)v(t), para todo
t € R.

Por outro lado, ||G(an, )z|| = 0 quando k — 0. Assim, ||G(—t)v(t)|| = 0 para todo
t € R, o que implica que v(t) = 0 para todo t € R.

Finalmente, sabemos que u(t) = khm v(t — ay, ) para todo t € R, ou seja, u(t) =0
—00
para todo t € R. Em particular, x = Iz = G(0)x = u(0) = 0, o que contradiz a hipdtese.
Portanto, inf ||G(t)z|| > 0.
teR

Exemplo 3.6. Considere uma solugio u(z,t), (x,t) € R x R, da equagao do calor
ur(z,t) = uge(z,t). Se u(z,t) € continua e limitada em R x RY, com M > 0 tal que
lu(z,t)] < M, para todo x € R et >0, e u(z,0) = f(x), x € R, obtemos

<z 5)2

u(z,t) = £)de, t >0, v €R.

2\/_

Assim, se f: R — R € quase periodica, entao, para qualquer tq > 0 fizo, a funcdo
x — u(x,ty) € também quase periodica.

De fato, por uma mudanca de varidvel, obtemos a igualdade

€4t $—8 ds
i

e assim, dado € > 0, se A € um e-quase periodo de f, temos

u(z,t) =

1 —s2
e + M to) — ulesto)] = \2 = U [f(arm—s)—f(x—s)]ds}

1 —s2

< It _ <) — _

< Qﬁ/e @+ A—s)— flz—s)|ds

< e dt

< zﬁ/ i ds

_ e 7

- 2\/7'('150 %

< &, para todo x € R.

Portanto, x — u(z,ty) € quase periddica.
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Exemplo 3.7. Considere a solucio reqular u(x,t) em R? da equacio da onda usy(w,t) =
Uzz (2, 1). Se u(x,0) = f(x) e u(x,0) = g(x), Vr € R, entdo

x+t
o t) =5 fa )+ =0+ 5 [ gls)as

Se f,g9: R — R sao quase periddicas, entao, para todo tg € R, a funcao x — u(x,ty)
¢ quase periodica.

Pra provarmos este fato, observamos inicialmente que a soma das fungoes translagoes
flx+to) + flx —to), © € R € quase periddica. Agora, considere

x+to to
Hy (x) = / g(s)ds = / g(x + s)ds, x € R.

—to —to

Entao, dado € > 0, se A é um e-quase periodo de g, temos

to

|Hyy (2 4+ N) — Hy ()] < / lg(x + X+ 5) — gz + s)|ds < 2te.

Assim, seque que Hy, € quase periddica e, como f(.+tg)+ f(.—to) € quase periddica,
x> u(x,ty) € quase periddica.

Exemplo 3.8. Sejam X um espaco de Banach, Q) um subconjunto de X e f : QxR +— X
uma fung¢ao continua. Suponha que, para todo € > 0, existe L = L(g) > 0 tal que, para
todo a € R, existe £ € [a,a+ L] com a propriedade || f(x,t + &) — f(x,t)]| < &, para todo
r €N et R, isto € temos quase periodicidade com respeito a t, uniformemente em §2.
Se € compacto em X, entao f ¢ limitada em €2 X R.

De fato, como f é continua, f € limitada sobre o conjunto compacto Q0 x [0, L].
Agora, consideret € R, e =1 e £ € [—t,—t + L] tal que a propriedade da hipdtese é
vdlida, ou seja, || f(xz,t +&) — f(z,t)|| <1, para todo x € Q. Logo, 0 <t+E¢ < L e

1 (e, O < 1f () = fla b+ N+ 1f (@t + I < T+ sup [|f(z, )],

Qx[0,L]
para todo v € Q et € R.
Portanto, f € limitada em Q x R.

Exemplo 3.9. Sejam X um espago de Banach e f : R — X uma func¢ao quase periddica.
t+
Entao, para todo v € R, a funcio F, : R — X definida por F,(t) = (s)ds é
t
também quase periodica.

N
De fato, por uma mudanc¢a de varidvel, temos F,(t) = / flo + t)do, para todo
0
te R
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€
Assim, dado € > 0, considere & € T <f; = ), isto €, & € um —

= -quase periodo de

f. Entao, para todo t € R, seque que

IE(+6) - 1) =

/Ov[f(a—l—t—I—f) — f(o +1t)]do

< /va+t+@—fw+wWa
0

isto €, £ € T(Fy;¢).
Portanto, como T(f 5) ¢ relativamente denso e T(f,ﬁ) C T(Fy;e), con-

"l
cluimos que F, é quase periddica.
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CapriTUuLO 4

Problema de Cauchy abstrato

Neste capitulo vamos estudar formas de se obter solugoes para certos problemas
envolvendo equacoes diferenciais. Consideremos inicialmente o problema de Cauchy

%(z,t} = ?(z,t), x>0,t>0,
t x (4.1)

u(z,0) = g(z), = >0,

onde ¢ : (0,00) — R é uma funcdo dada e procuramos por uma fungao u = u(zx,t) que
seja uma solucao do problema (4.1) no sentido da defini¢ao a seguir.

Definigao 4.1. Uma funcdo u(x,t) € uma solugdo clissica de (4.1) se as derivadas

u Ou
parciais % ¢ o existem e sdo continuas em todo ponto (x,t) de seu dominio e (4.1) €
x

satisfeita pontualmente.

Note que a funcdo u(z,t) dada por
u(z,t) =g(x +1t),com = >0et >0,

serd uma solugao classica de (4.1) quando g for uma fungao continuamente diferencidvel.

Porém, se g nao é continuamente diferenciavel mas é, por exemplo, continua ou
localmente integravel, serda que podemos considerar um conceito mais fraco de solugao?

Para responder a esta pergunta, consideremos 2 = {(z,t) € R*x > 0,t > 0} e o
conjunto de fungoes testes C§° (2, R) = {¢ : Q@ — R; p é suave e possui suporte compacto}.
Assim, se ¢ € C°(Q,R), ¢ possui derivadas parciais continuas de todas as ordens em
), e também, existem ntmeros reais a,b,c,d, com 0 <a<b< 4+ el <c<d< +00,
tais que p(z,t) = 0 para (z,t) € Q\ [a,b] X [¢,d].

Considere ainda uma funcao u localmente integréavel em (). Entao,

bi pdi
/ / |u(z, t)|dxdt < +o0

para todo retangulo fechado [ay, b1] X [c1, dy] C Q.
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Logo, para toda ¢ € C§°(2,R), a integral

/ u(zx, t)p(z,t)dxdt
Q

existe, ja que esta integral é, essencialmente, a integral sobre [a, b] X [c,d], para a,b,c,d
apropriados, dependendo de ¢. Além disso, temos

b pd
/u(m,t)ap(x,t)dxdt‘ < M/ / |u(z, t)|dzdt < +oo,
Q a Je

onde M = sup |p(z,t)] < +oo.
la,b] % [c,d]

Agora, defina um funcional linear 4, de C§°(€2,R) em R, do seguinte modo

(@, ) :/Qu(x,t)go(x,t)dxdt,

para toda ¢ € C3°(£, R).

Entao, u é uma distribuicao, ou seja, u ¢ uma transformacao linear continua do
espaco das funcoes testes nos numeros complexos. Assim, @ é infinitamente diferencidvel.

ou ou
Logo, podemos definir distribui¢oes D,u = Fn e D,u= 9 por
x

(D, o) = ({L?_@_@) = —/u(x,t)a—(p(x,t)dxdt, Vo € C5°(Q,R),
ot Q ot

N A Iy 0
(D, p) = (u, %) = /Qu(x,t)%(x,t)dxdt, Vo € C5° (2, R).

U ou
Dizemos que u satisfaz a equacao a(x,t) = —(x,t) no sentido fraco, ou de

ox

distribuicao, se Dyu = D,u, isto é, se as expressoes anteriores sao iguais para toda
v € C°(2,R). Uma fungdo u nessas condigoes serd chamada de solugao fraca, ou
solugao no sentido de distribuigao, de (4.1).

Dessa maneira, supondo que g é apenas localmente integravel em (0,400), com

B
/ lg(y)|dy < 400 sempre que 0 < o < B < 400, entdo, u(z,t) = g(z + t) satisfaz

%(m,t}. De fato, seja ¢ € C§°(§2, R)

com suporte contido em [a,b] X [¢,d] e considere &« = a+c e f = b+ d. Defina G em
(0, +00) por

u(z,0) = g(z) e é uma solugao fraca de —u(x, t) =
<z <
0, caso contrario.

Assim , G € L'((0,+0),R), ou seja, G é integrdvel em (0, +-00), pois / |G (z)|dx =
5 0
/WﬂM@<+w-
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) e
t

Por outro lado, pelo Teorema 1.2, C§°((0,+00),R) é denso em L'((0, —|— ), R
R) tal

entao, podemos encontrar uma sequéncia (G, )neny de fungoes em C§°((0, +00),
que

|G — Gl = / |G(v) — Gp(v)|dv — 0 quando n — oc.
0

Em particular, tomando g, como a restri¢ao de GG, ao intervalo («, /3), para todo
n € N, segue que

/j lg(v) = gn(v)|dv —/ |G(v) w(v)|dv < /OOO|G(U) — G, (v)|dv,

o que implica que / lg(v) — gn(v)|dv — 0 quando n — oo.

Agora, parax > 0et >0, seja u,(x,t) = G,(x +t), n € N. Assim, temos

(a g, —%—f) S /Q (u(z,t) — un(az,t)]%—f(w,t)dwdt.

/cd/ab|G(x+t)—Gn(x+t)]‘aa—f(x,t)
K/d/b\G(:L*th)—Gn(x+t)|d:cdt
- K/ (/W —Gn(v)|dv) dt
<K (/a:d\G(v)—Gn(v)\dv> dt

= K(d=¢) [ [g(v) = gn(v)|dv,

«

Disso, segue que

dxdt

VR
jug}
5

|
.5}
2|8

N———
IN

IN

i

onde K = sup {‘ 5

(z, t)‘} Consequentemente, quando n — 0o, temos
(z,t)€la,b] X [c,d]

Oy . _ 0y
Analogamente, prova-se que u,—a— = lim ( u,, ——— | .
x x

Por fim, como g, é suave em («, 3), integrando a expressao da distribuicao por
partes, segue que

(z[n, (Zf) = —/ab (/cdgn(x+t)aa—f(x,t)dt) dx
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=~ [ (tnaa+orste 00~ [ gta-+ 0t 0at)

poisa=a+c<z+t<b+d=0.

Sabemos ainda que o suporte de ¢ estd contido em [a, b] X [c,d]. Assim, temos

890 b d
(d’“_ﬁ) z/ / g (x +t)p(z, t)dtde, Yn € N.

De modo semelhante, mostra-se que

agp b d
(Un,—a—x) =/ / gh(x +t)p(x, t)dtde, Yn € N.

0 0
Portanto, temos <u~n, —a—f) = (1[n7 —a—(p> , Vn € N, ou seja, (D, p) = (D, ),
x

com ¢ € C3°(2,R) arbitrario, o que nos permite concluir que, como distribuigdes, D, =
D,u, ou seja, u é uma solugao fraca de (4.1).

Até agora pensamos em u(x,t) como uma func¢do nas varidveis x e ¢, com z > 0
> 0. Porém, fixando t > 0, podemos definir uma funcao u; da seguinte forma:
) = u(x,t), com x > 0.

et
wy(x

Logo, {u:}t>0 ¢ uma familia de fungdes com varidvel = e assim, podemos pensar em
uma fungao u que associa, a cada t > 0, uma fungao wu; desta familia, ou seja, u(t) = ;.
Logo, u aplica [0, 00) em uma certa classe de fungoes, que podemos assumir pertencer a
um espago de Banach, tal como o espago (C([0, +00),R), |.||), das fun¢ées continuas de
[0,00) em R, ou (LP((0,4+00),R),||.|l,), 1 < p < oo, das fungdes p-integraveis de (0, +00)
em R.

ou ou

Desta maneira, a equacao —(x,t) = —
quagio —(,¢) = o

maneira: no lado direito podemos fixar ¢ e podemos pensar em

(x,t) pode ser interpretada da seguinte

—u(x, t) como Auy, onde

ox
U
A é o operador derivada aplicado a fungao fixa u;. No lado esquerdo, —(x, ) pode ser

interpretado como a derivada com respeito ao parametro t da aplicagao u : [0,00) — X
dada por u(t) = u;, onde X é um espaco de Banach apropriado. Ja a condigao inicial
u(x,0) = g(z) agora, se torna u(0) = g, que podemos denotar por wuy.

Portanto, estudar o problema (4.1) é o mesmo que estudar equagoes diferenciais da
forma

(2o o>

onde A: D(A) C X — X é um operador linear apropriado, ug € X é dado e queremos
encontrar u : [0, 00) —
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A equacao v = Au é um exemplo de equagao de evolugao e a igualdade u(0) = ug é
a condicao inicial. Assim, por causa de sua conexao com as equacoes diferenciais parciais,

diremos que a equacao (4.2) define um problema de Cauchy abstrato, que iremos denotar
por PCA.

Também, podemos generalizar a equagao (4.2) do seguinte modo

{ u/'(t) = Au(t) + f(t), t>0,

(0) = up, (4.3)

onde f:(0,00) = X é uma funcao dada.

Na sequéncia, vamos definir quando uma fungao u : [0, 00) — X é uma solugao de
(4.2), ou (4.3), e vamos estudar alguns resultados de existéncia de solugdes para essas
equacoes.

Definigao 4.2. Sejam X um espag¢o de Banach complezo, A : D(A) C X — X um
operador linear e ug € X. Uma fungao u : [0,4+00) — X € solu¢do (solugao cldssica) de
(4.2), ou (4.3), se:

(a) u € continua em [0, +00);

(b) u é continuamente diferencidvel em (0,400);

(c) u(t) € D(A) para todo t > 0;

(d) as equagoes em (4.2), ou (4.3), sdo satisfeitas.

A seguir, apresentamos um resultado de existéncia de solu¢ao para o PCA (4.2).

Teorema 4.1. Sejam (T'(t))i>0 um Cy - semigrupo de operadores lineares limitados em
X e A o seu gerador infinitesimal. Se ug € D(A), entdo o PCA (4.2) possui somente
uma solucao u, com

u(t) =T (t)ug, t > 0.

Em particular, quando A € limitado, u(t) = e'*uq, para todo t > 0.
Demonstracao: Seja u(t) = T(t)up, t > 0. Entdo, como (7'(t))i>0 ¢ um Cj -

semigrupo, segue que u é continua e mais, como uy € D(A), u é diferencidvel, com
uw'(t) = AT (t)ug = Au(t). Logo, u é solugao de (4.2).

Agora, seja v uma solucdo qualquer de (4.2). Logo, para 0 < s < t, temos

d

£[T(t —s)u(s)] = Tt —s)u'(s) —T(t—s)Au(s)
T(t—s)[u(s) — Au(s)]
= 0.
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Assim, pelo Teorema fundamental do calculo, integrando de 0 a ¢, com relagao a
s, em ambos os lados da equagao acima, obtemos que u(t) — T'(t)ug = 0, ou seja,

u(t) = T(t)up.
O caso particular ocorre pois, pelo Corolario 2.1, T'(t) = ¢4 para todo t > 0.

Para os préximos resultados vamos assumir que o operador linear A : D(A) C X —
X é o gerador infinitesimal de um Cj - semigrupo (7'(t)):>o-

Além disso, pelo que fizemos no Capitulo 2, sabemos que existem constantes M > 1
e w > 0 tais que ||T(¢)|| < Me** para todo ¢t > 0.

Teorema 4.2. Sejam (g, )nen uma sequéncia em D(A) convergindo para a fungdo nula
na norma de X e u,, n € N, a inica solu¢cio do PCA

{ ul (t) = Auy(t), t >0,
un(0) = gn-

Entao, a sequéncia (uy,)nen converge uniformemente para zero em qualquer intervalo da
forma [0, to], com ty > 0.

Demonstracao: A existéncia e a unicidade de w, é garantida pelo Teorema 4.1,
com u,(t) = T(t)g, para t > 0.

Em particular, para 0 <t < ty, temos
lun(OI < NT @ lgnll £ Me“||gall < Me™|gall,

para todo n € N.

Assim, como a sequéncia (g,)neny converge para a funcao nula, para todo € > 0
dado, existe NV € N tal que, para n > N, temos

9
19l < Vewto”

Portanto, para todo n > N e t € [0, ], segue que
lun ()] < Me™||ga]l <,

ou seja, (un)nen converge uniformemente para 0 em qualquer intervalo da forma [0, to].

Corolario 4.1. Dados g,,g € D(A), n € N, sejam u,, n € N, e u solugées do PCA
(4.2) com condigdes iniciais g, e g, respectivamente. Se (gn)nen converge para g quando
n — 00, entao (u,)nen converge para u quando n — co. Além disso, essa convergéncia
¢ uniforme em intervalos da forma [0, o], com ty > 0.
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Demonstragao: Defina G, = g, —g e U, = u, —u, n € N. Como D(A) é um
espaco vetorial, G,, € D(A) para todo n € N e, por linearidade, U,, é a tnica solugao do
PCA (4.2) com condigao inicial G,,.

Mais ainda, observe que (3, converge para zero quando n — oo. Assim, pelo
Teorema 4.2, U, converge para zero, uniformemente em qualquer intervalo da forma
[0,%0]. Consequentemente, segue que u, converge uniformemente para u em qualquer
intervalo da forma [0, to].

Proposigao 4.1. Sejam f € L'(([0,7], X), 7 > 0 eug € X. Entao, a equacio (4.3) tem
no maximo uma solucao cldassica. Além disso, essa solucao, quando existe, € dada por

u(t) = T(t)ug + /Ot T(t—s)f(s)ds, t>0. (4.4)

Demonstracao: Suponhamos que o problema (4.3) tenha uma solugao cléssica u.
Fixando ¢ > 0, defina a fungao ¢ : [0,¢] — X por g(s) = T'(t — s)u(s). Assim, segue que
g ¢ diferenciavel, com

G(s) = ST = s)uls) + T(t — s)u'(s)
= —AT(t — s)u(s) + T(t — s)(Au(s) + f(s))
= T(t—s)f(s).

Além disso, por hipétese, f € L'(([0,7], X) e entdo, a fungao s — T(t — s)f(s) é
integravel. Logo, aplicando o Teorema fundamental do célculo, obtemos que

o) =90 = [ g()is = [ T s)5()as

ou seja,

u(t) = T(t)ug = /0 T(t—s)f(s)ds.

Portanto, temos
t
u(t) = T(t)ug +/ T(t—s)f(s)ds, ¥t > 0.
0
[ |

A expressdao (4.4) e a situagdo apresentada no inicio deste capitulo motivam a
defini¢gao de um conceito mais fraco de solugao para a equagao (4.3), como apresentado
a seguir.
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Definicao 4.3. A func¢do u € C([0,4+00), X) definida em (4.4) € chamada solugdo fraca
de (4.3) em [0, +00).

Podemos observar, pela expressao (4.4), que (4.3) sempre possui uma solugao fraca,
para todo ug € X. No préximo teorema iremos mostrar quando essa solucao fraca
também é uma solucao classica.

Teorema 4.3. Sejam f € L'(([0,+00), X) (N C((0,+00), X) e y(t) = / T(t—s)f(s)ds,

0
t > 0. Entao, o problema de valor inicial (4.3) terd solugao classica u em [0, +00), para
todo ug € D(A), se uma das sequintes condigoes for satisfeita:

(i) y € continuamente diferencidvel em (0,400);

(ii) y(t) € D(A) para todo t > 0 e a fungdo t — Ay(t) é continua em (0,400).

Reciprocamente, se (4.3) possui uma solugao cldssica em [0,400) para algum uy € D(A),
entao y satisfaz as condigoes (i) e (ii) acima.
Demonstragao: Primeiramente, vamos estabelecer a reciproca do teorema.

Seja u uma solugao classica de (4.3) para algum ug € D(A). Assim, pela Proposicao
4.1, temos y(t) = u(t) — T(t)up para todo t > 0 e entao, y é diferencidavel em (0, +00),
ja que y ¢é a diferenga de duas fungoes diferenciaveis. Mais ainda,

y'(t) = u'(t) — T'(t) Auo,
isto é, ¢’ é uma fungao continua em (0,400), visto ser a diferenga de duas fungoes

continuas. Logo, a condigao (i) é satisfeita.

Para provarmos a condigao (7i) note que, como uy € D(A), os resultados da teoria
de semigrupos nos garantem que T'(t)uy € D(A) para todo t > 0. Além disso, visto que
u ¢é solucao classica de (4.3), temos u(t) € D(A) para todo t > 0. Consequentemente,
pelo fato de y(t) = u(t) — T'(t)up e D(A) ser um espago vetorial, segue que y(t) € D(A)
para todo t > 0.

Mais ainda,
Ay(t) = Au(t) — AT (t)ug = '(t) — f(t) — T(t)Aug, Vt >0,
de onde segue que a fungao t — Ay(t) é continua em (0, +00). Portanto, (i7) também é

satisfeita.

Agora, suponha que a condigao (i) seja satisfeita e mostremos que o problema (4.3)
possui uma solugao classica.

Para isso, sejam t > 0 e h > 0. Observe que

%y@) -~ %/O T(t+h—s)f(s)ds—%/0 T(t - 5)f(s)ds
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%/+ T(t+h—s)f(s)ds—%/t+ T(t+h—s)f(s)ds

_%/ T(t — 5)f(s)ds
::%{tM -+ h=9p(o)is = [ 7= 9]

_E/ T(t+h—s)f(s)ds

t+h
_ ”h )_%/t T(t +h — s)f(s)ds.

1
Afirmamos que 1}%1 E/ T(t+ h—s)f(s)ds = f(t), para todo t > 0. De fato,
t

H% / 7T h— ) f(s)s - & / s

para s € [t,t + h|, temos

H% /tHhT(t +h—s)f(s)ds — fﬁ)H

1 t+h
< W- T(t+h—s)[f(s) — F(t))ds
H T(t+h—s)f(t)—T(0)f(t)|ds
t+h
< 5[ Imee =Sl - sl
/|w T(0) £ (t)]]ds
t+h
< L heseeno 1) — £(0)]ds
/rw T(0) (1))l ds
< ——iiil 1£(s) — £(£)1ds
/|w T(0)f(t)]lds.

Dessa forma, como as fungoes f e s +— T(s)f(t) sao continuas, elas sdao uni-
formemente continuas em intervalos fechados. Em particular, elas sao uniformemente
continuas em [0, a], para algum a > t. Entao, dado € > 0, existe § > 0 tal que

3

156 = FOI < 5= © TGO - TOFO] < 5,

sempre que 0 < h<det+h<a.
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Consequentemente, nas condigoes acima, temos

1 t+h Mew(t-‘rh) t+h c 1 h c
— T+ h— ds — f(t < d — —d
e e R BT

Me** ¢
< gt th =)+ hy
— ¢
I T(h)—1
ou seja, 1}58 ﬁ/t T(t+ h—s)f(s)ds = f(t). Portanto, segue que l}%l %y(t) =

y'(t) — f(t), o que nos mostra que y(t) € D(A) para todo t >0 e
Ay(t) =y (t) — f(1).

Logo, tomando u(t) = T(t)ug+y(t), parat > 0, podemos concluir que u é continua
em [0,400), u é continuamente diferencidvel em (0,400), u(t) € D(A) para todo t €
[0, +00), u(0) = ug + y(0) = ug e W'(t) = AT (t)uo +y'(t) = A(T(t)uo +y(t)) + f(t) =
Au(t) + f(t), para todo t € (0,400), isto é, u é solugao classica de (4.3) em [0, 400).

Por fim, suponha que a condigao (ii) é vélida. Novamente mostremos que o pro-
blema (4.3) possui uma solugao classica.

J& estabelecemos, no caso anterior, a seguinte igualdade

T(h;L—Iy( - y(t—i—h})l—y(t) _%

t+h
/ T(t+h—s)f(s)ds, Vt>0.

Assim, como y(t) € D(A) para todo t > 0, fazendo h — 0 a direita na expressao
acima, concluimos que
y(t+h) —y(t) T(h) -1 1 [t

. L ) :
l}ﬁlol - = 1}1?01 h y(t) + 1}1&.1 n T(t+h—s)f(s)ds

= Ay(t) + f(1),

isto é, a derivada a direita de y, DV y(¢), é igual a Ay(t) + f(t) e portanto, é continua
em (0,400). Além disso, pelo Lema de Dini, segue que y é continuamente diferenciavel
em (0, +00). Desta forma, procedendo como no caso anterior, concluimos que a fungao
u : [0,00) — X, definida por u(t) = T'(t)ug + y(t), t > 0, é solugao classica do problema
de valor inicial (4.3).

Agora, vamos estudar o problema de existéncia e unicidade de solucbes para
equagoes diferenciais abstratas que podem ser escritas da forma

' (t) = Au(t) + f(u(t),t), t >0,
{ u(O)):xE()Z', o - (4.5)

onde A: D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cj - semigrupo (7°(t)):>0, X
é um espago de Banach e f: X X [0,400) — X é uma funcao continua.
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Definicao 4.4. Dizemos que u : [0, +00) — X € uma solugdo (solugdo cldssica) de (4.5)
em [0, 400) se:
(i) u € continua em [0, +00);
(i1) u é continuamente diferencidvel em (0, +00);
(111) u(t) € D(A) para todo t € [0, +00);
(v) u satisfaz as equagoes de (4.5).
Além disso, procedendo como no problema de Cauchy estudado inicialmente,

se u é solugao cléssica de (4.5) em [0, +00), entdo podemos mostrar que u satisfaz a
equacao integral

u(t) =T(t)x +/O T(t—s)f(u(s),s)ds, t €[0,+00). (4.6)

Observe que se u satisfaz a equagao integral (4.6), entdo u é continua. Mas, nao
podemos garantir que u seja continuamente diferenciavel. Isso nos leva a uma definicao
mais fraca de solugao para (4.5).

Definigao 4.5. Dizemos que u : [0,4+00) — X € uma solu¢do fraca de (4.5) se u satisfaz
a equagao integral (4.6).

Definicao 4.6. Seja f : X x R — X wuma funcao. Dizemos que f é uniformemente
lipschitziana com relagao a primeira varidvel se, para todo x1,ro € X e todo t € R,
temos

1f(z1,8) = fla2, )| < Lijzy — 2o,
para algum L > 0.

O préximo resultado nos fornece condigoes para que o problema de valor inicial
(4.5) possua uma solugao fraca.

Teorema 4.4. Sejam A o gerador infinitesimal de um Cy - semigrupo (T'(t))o0 € f :
X x [0,+00) = X wuma fungdo continua e uniformemente lipschitziana com relacdo a
primeira variavel com L > 0 a constante de Lipschitz. Entao, o problema de valor inicial
(4.5) possui uma unica solugao fraca em [0, 400).

Demonstracao: Do Teorema 2.3 existem constantes M > 1 e w > 0 tais que

T ()| < Me™ Vt € [0, +00).

Vamos provar este teorema para um intervalo [0, 7], onde 7 > 0 é um nimero
real positivo qualquer. Logo, pela unicidade de solu¢ao, obtemos uma solucao tinica em
0, +00).
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Seja 7 > 0 e considere o espaco C([0, 7], X) das fungoes continuas de [0, 7] em X,

com a norma i
- =LAt 4 (t
lullz = max{e [u(®)]]},

com u € C([0,7], X) e L > ML > 0.

Mostraremos, primeiramente, que a norma ||.||; é equivalente a norma ||.||o, onde
|l = m[gux}{Hu(t)H}, com u € C([0,7],X). Para isso, note que, como a funcdo t —

te|0,T

e~ (L)t ¢ decrescente para t € [0, 7],

e u)] < e E u(t)]| < lu(t)]. para todo t € [0,7].

Logo, segue que

—(fri-w)T t < —(ﬂ—f—w)t t < t
tfgﬂﬁg{e lu®)||} < tgl[gf]{e lu®)||} < tglﬁgﬁﬂlﬂ( MY

ou seja, i
e ufl o < lullz, < el

Portanto, as normas ||.||; e ||.|| sd0 equivalentes e assim, C([0, 7], X') é um espago
de Banach com a norma ||.||;.

Agora, considere o operador S : C([0, 7], X) — C([0, 7], X ) dado por

Su(t) =T(t)x + /tT(t —8)f(u(s),s)ds, 0 <t <.

Observe que, dado u € C([0,7],X), a fungao s — f(u(s),s) é continua em [0, 7]
e logo, integravel em [0,¢], para todo ¢t € (0,7]. Assim, concluimos que a funcao t —

t
/ T(t — s)f(u(s),s)ds é continua em [0,7]. Além disso, como (T'(t))i>o ¢ um Cj -

0
semigrupo, t — T'(t)z é continua em [0, 7], e entdo, Su é uma fungdo continua de [0, 7]
em X. Portanto, S estd bem definido.

Mostraremos também que S é uma contracao. Para isso, dados u,v € C([0, 7], X)
et € [0,7], note que

[Su(t) = Sv(®)] = ’/0T(t—S)[f(U(S),S)—f(v(S),S)]dS

< [T = 9lstu(s).) = Flots) ) s

Disso, segue que, para todo t € [0, 7],

™

X Su(t) - Su(t)]| < e / 17 = 9 (uls), s) = f(v(s).5)]ds
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i t
< e_(L+“)t/ Me®=9%Llu(s) — v(s)]|ds

0

. t
= e(L“’)tMLetw/ e ||u(s) — v(s)||ds
0
- t - -

_ MLe_Lt/ e—swe(L+w)se—(L+w)sHu(s)_U(S)Hds

0

- t -
< MLe_Lt||u—v||E/ e~ sWelltws g
0

- Lt 1
— MLe It (i - 7> lu—v];

L L
ML =
= — 1 —6_Lt u — vVl|sr
(1= M) u = vl
< 2y
—||U — VU||7.
> 7 I
Logo,
(e ML
ma{e” CSu(t) = So()]} < = lu =]l
isto é,

ML
ISu—Sellz < == flu =z,

ML ~
com A <1, pois L > ML.

Portanto, S é uma contragao e assim, pelo Teorema do ponto fixo de Banach, S
tem um tnico ponto fixo u € C([0,7], X), ou seja, existe uma tnica fun¢ao continua
u:[0,7] = X tal que

u(t) = Su(t) =T(t)xr + /Ot T(t —s)f(u(s),s)ds, para todo t € [0, 7].

Dessa forma, concluimos que o problema de valor inicial (4.5) possui uma unica
solucao fraca.
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CAPiTULO 5

Existéncia de solucoes quase
periodicas para equacoes diferenciais
abstratas

Ao longo deste capitulo vamos considerar X um espago de Banach, (T'(t));>0 um Cy
- semigrupo exponencialmente estavel e A seu gerador infinitesimal.

Nosso objetivo aqui ¢é estabelecer uma solugao fraca quase periddica para a equacao
diferencial nao linear abstrata dada por

u'(t) = Au(t) + f(u(t),t), t € R, (5.1)

onde f: X xR — X é uma funcao apropriada.

Para isso, precisamos de algumas defini¢oes e propriedades bésicas.

Proposicao 5.1. Sejam f : X xR — X e ¢ : R = X funcgoes continuas em R.
Se [ ¢ uniformemente lipschitziana com relagao a primeira varidvel, entao a fungao
t— f(p(t),t) também é continua.

Demonstracao: Seja a € R e L > 0 a constante de Lipschitz de f. Como
¢ é continua, dado ¢ > 0, existe 6; = d1(a,e) > 0 tal que, se |t —a| < d;, entdo
5
t)—ovla)|l < —.
lp(t) = wla)ll < 57
Além disso, como f é continua em R, existe do = d2(a, e) > 0 tal que, se [t —a| < 9,

entio || f((a), 1) = f(p(a),a)] < 5.

Assim, se 0 = min{dy,d2} e |t —a| < 4, temos

1 (p(8),t) = f(pla), a)l < N (e(t),t) = Flela), O] + [[f(p(a), 1) — fp(a), a)l

g
< Lifp(t) — o(a)| + 3
13 g
L— + =
5L T 32
57

A
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ou seja, a fungao t — f(p(t),t) é continua em a, para todo a € R.

Portanto, segue o resultado.

Agora, tomando como base o Capitulo 4, estabelecemos a defini¢ao a seguir.

Definicao 5.1. Uma funcio v : R — X € uma solugao fraca em R para a equacgao
diferencial (5.1) se a equagao integral

u(t) = T(t — a)ula) + / T(t — 5) f(uls), s)ds (5.2)

¢ satisfeita para todo a € R e todo t > a.

Lema 5.1. Seja g : R — X wma funcao quase periddica. Entao existe uma, e somente
uma, funcdo quase periodica v, satisfazendo a relagao

t
v(t) =Tt —a)v(a) + / T(t —s)g(s)ds, (5.3)
para todo a € R e todo t > a.

Demonstracao: Sejam v; e vy duas fungoes que satisfazem a equagao (5.3) e
considere a fungdo w : R — X definida por w(t) = v1(t) — va(t), t € R.

Assim, w(t) = T(t — a)vi(a) — T(t — a)ve(a) = T(t — a)w(a) para todo a € R e
t > a, ou seja, w é uma solugdo fraca para a equagao homogénea u'(t) = Au(t), t € R.

Observe que w é limitada pois,

sup lw(@)] < sup 17 (t = a)lllw(a)]| < llwla)ll sup Me™ < +oo.

Mais ainda, w(t) = 0 para todo ¢ € R. De fato, dado ¢ € R e tomando uma
sequéncia de nimeros reais (t,)nen tal que t, < t, para todo n € N, e lim ¢, = —o0,

n— oo
temos w(t) = T(t — t,)w(t,), para todo n € N. Entao,

lw@I < 1T = ta)l[llwt)l] < M (Stlelﬂlg Hw(t)H) et

para todo n € N. Logo, tomando o limite na expressao acima quando n — 0o, obtemos
que ||w(t)|| tende a zero, isto é, w(t) = 0 para todo t € R.

Portanto, vi(t) = wvy(t) para todo t € R, ou seja, existe uma tunica func¢do v
satisfazendo a equagao integral (5.3).

Mostraremos agora a existéncia de uma fungao quase periédica que satisfaz (5.3).
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¢
Para isso, seja v(t) = Rlim T(t—s)g(s)ds,comt e Ret>R.
——oco Jp

Primeiramente, observe que v esta bem definida pois,

lo@)] = lim

R——o00

< lim / 1T (¢ — 5)llllg(s)]|ds

/t T(t — s)g(s)ds

R

< dim [ 2 g

R——o0 R
e=bs |

= i M pt

R—lgloo[ [9lloce (_B R)]
M

= IIQIIm——Ilgllooeﬂt lim e PR
|5‘ ‘5‘ R——o0
Mol < +

= 719l oo,
1B

onde ||g]lcc = sup||g(s)|| < +o0 ja que g é quase periddica.
seR
Na sequeéncia, provaremos que v : R — X é uma funcao quase periédica que satisfaz
a limitagao

oI < 7

|/6| ||g||<>07 para todo t € R.

De fato, dado € > 0, como g é quase periddica, existe um nimero [ = [(g) > 0 de
modo que, para todo intervalo real de comprimento [, existe & tal que ||g(t+&)—g(t)]| < e,
para todo t € R. Além disso, dado R < 0, defina ug : [R, +00) — X por

uR(t):/RtT(t—s)g(s)ds, 1> R

Entao, parat > R,

up(t+&) —ugr(t) = /R T(t+&—s)g(s)ds — /tT(t — 8)g(s)ds

_ /MTH (s +6)ds = [ Tl = s)gls)as
= —s s ds — S)g(s
/RETt +€) +/RT(t )g(s + &)
Tt—s ds
:/ T(t— 5)g (s+£)ds+/T(t—5)[ (s +€) — g(s)]ds
R—¢ R
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= I + I,

Analisando as integrais I; e I separadamente, observe que

/ T(t—s)g(s+&)ds

L) = \
R-¢

R
< Milglee® [ e s
R—¢

1
( ﬁR_efB(Rf£)>
18]
< Mgl s
N

= M]|gllse™

A / T(t — 8)lg(s + &) — g(s))ds

R

IN

/R 17— $)llllg(s + &) — g(s)|ds

t
< /[Meﬂ(ts)a]ds
R
t
= Meﬁts/ e Psds

R
1
= MePle— (e — e PR
8]
Me
< =
I

M| 9|00 Me
Logo, segue que |[ug(t + &) —ug(t)| < I‘g‘” PR — A , para todo t > R.

Portanto, dados t € R e R < t, temos

ot — o] = [ tin_un(e+ €~ tim_uno)

= Rliffloo |ur(t + &) — ugr(t)]

< lim < ngooe,ﬁ(t R)_I_%)
Ro-oo \ | |8l
Me

W.

Assim, tomando qualquer & > 0 e escolhendo ¢ tal que €', segue que

Mz _
5]

llo(t 4+ &) —v(t)]| < ¢ para todo t € R, ou seja, v é uma fun¢ao quase periddica.
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Basta mostrarmos agora que v satisfaz a relagao (5.3).
a
Tome a € R qualquer e t > a. Como v(a) = / T(a — s)g(s)ds, segue que

—00

T(t - a)v(a) :/a T(t—a)T(a—s)g(s)ds:/a T(t — 5)g(s)ds.

—0o0 —00

Consequentemente,
¢ ¢
T(t —a)v(a) + / T(t—s)g(s)ds = T(t—s)g(s)ds + / T(t —s)g(s)ds

T(t— s)g(s)ds

[
[n

I
<

(t).

Portanto, existe uma, e somente uma, funcao quase periddica v satisfazendo

v(t) =T(t —a)v(a) + / T(t— s)g(s)ds,

para todo a € R e todo t > a.

Para estabelecermos o objetivo deste capitulo, precisamos de uma defini¢ao e alguns
resultados, onde Cy(R, X') denotara o conjunto das fungdes continuas e limitadas de R
em X.

Teorema 5.1. (Teorema de Lyusternik) Sejam Cy(R, X) o espago de Banach das
fungoes continuas e limitadas e AP(X) o subespago de Cy(R, X) consistindo das fun¢oes
quase periodicas. Um conjunto M C AP(X) € compacto se, e somente se, as sequintes
condigoes sao satisfeitas:

(i) Para todo tg € R fizo, o conjunto Ey, = {f(to); f € M} C X é compacto;

(i) O congunto M € equicontinuo, isto é, dado € > 0, existe um 6 = d(g) > 0 tal que
|f(&) — f(t")]| < e sempre que |t —t"| <, para toda f € M;

(i1i) O congunto M € equiquase periddico, isto é, dado € > 0, existe um | = l(g) > 0 tal
que todo intervalo (o, v + 1) C R contém um e-quase peridodo comum para toda
feM.

A prova do Teorema 5.1 pode ser encontrada em [17, pagina 7].

A seguir, apresentamos o conceito de funcao quase periédica para uma funcao de
duas variaveis.
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Definicao 5.2. Dizemos que a funcao continua f : X x R — X € uniformemente quase
periodica se, para todo € > 0 e todo subconjunto compacto K C X, existe um conjunto
relativamente denso T = T (e) C R tal que ||f(z,t + &) — f(x,t)|| < e para todo t € R,
EeT ex e K, ou seja, o conjunto ﬂ T (e, f(x,.)) € relativamente denso em R.

zeK

Proposicao 5.2. Seja f : X x R — X wuma funcao uniformemente quase periodica. Se
K ¢ qualquer subconjunto compacto de X, entao a familia de fungoes quase periodicas
{f(z,.)}rex € uma familia relativamente compacta em Cy(R, X).

Demonstracao: Para mostrarmos este fato, vamos usar o Teorema de Lyusternik.
Dessa forma, seja M = {f(x,.)}.ex e fixe tg € R. Observe que o conjunto Fy, =
{f(z,t0) }rex é a imagem do conjunto compacto K X {to} pela fungao continua f e, por
isso, ele é compacto em X. Assim, a condigao (i) do Teorema de Lyusternik é satisfeita.

Agora, vamos mostrar que M é equiquase periédico. Isso ocorre pois, como f é

uniformemente quase periédica, o conjunto ﬂ T (e, f(x,.)) é relativamente denso em R

zeK
para todo € > 0 e assim, existe [ = [(g, K) > 0 tal que todo intervalo da forma (o, a4 1)

possui um e-quase periodo &.

Logo, ||f(z,t + &) — f(z,t)|| < ¢, para todo z € K e todo t € R, ou seja, £ é
um e-quase periodo comum a toda funcao de M. Consequentemente, M ¢é equiquase
periédico, satisfazendo a condicao (i) do Teorema de Lyusternik.

Por ultimo, mostraremos que M é equicontinuo. Para isso, usando que 7 =

ﬂ T (e, f(x,.)) é relativamente denso para todo € > 0, seja !’ = I'(e, K') > 0 tal que exis-
zeK

te{ € [—t,—t+I|NT, paratodot € T. Assim, 0 < t+& <l'e |/ f(z,t)— f(z,t+E£)] < g,
para todo = € K.

Em seguida, vamos provar que, fixando t € R, a funcao x — f(x,t) é uniforme-
mente continua em K.

Para isso, observe primeiramente que, como f é continua e K x [0, '] é compacto,

f é uniformemente continua em K x [0,{']. Logo, existe § > 0 de modo que, se z,y € K
~ € /
e |z —y| <9, entao ||f(x,s) — f(y,s)| < g bara todo 0 < s <.

Assim, dado t € Re 2,y € K, com ||z — y|| <, obtemos

1f (e, t) = fly, DI < Alf (2, 8) = fla b+ I+ [1f (2t + &) = fly,t +
Iy, t+&) = fy, D

9 € 9

97979
€
-

Portanto, dado t € R,  — f(x,t) é uma fungdo uniformemente continua em K.
Observe ainda que a escolha de ¢ independe de t.
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Sabemos também que K é compacto e entao, totalmente limitado. Dessa forma,
existe um subconjunto finito {x1,zs,...,z,} C K, n € N, tal que, para todo y € K,
lly — ;|| < 6 para algum i € {1,2,...,n}.

Além disso, tomemos a familia finita de fungdes quase periddicas, e assim, unifor-
memente continuas em R, {f(z1,.), f(x2,.),..., f(zn,.)}. Logo, para todoi=1,2,..n e

todo ', t" € R, existe §; > 0, tal que, se |[t' —t"| < 0;, entdo || f(x;, t') — f(z;, )| < %

Em particular, se p = min{d;;¢ = 1,2,...,n} entdo, para todo t',#" € R com
[t —t"| < p, temos || f(x;, ') — f(x;, t")] < %, para todo i =1,2,...,n.

Por fim, dado y € K, tome z; € K tal que ||z; — y|| < J. Assim, para |t —t"| < p,
obtemos que

1f(y,t) = fy,t)I < [1f(y.t)
15

< g + -+

= €

f@i, O+ 11f (s t) = fa O+ I f (i, ") = Fy, 1))

wl o |

e
3

o que nos mostra que o conjunto {f(x,.)}.ex é equicontinuo, ou seja, a condigao (i) do
Teorema de Lyusternik é satisfeita.

Portanto, a familia { f(z,.)},cx ¢ relativamente compacta em Cy(R, X).

No préximo resultado, mostraremos que certa composicao de fungoes quase periddicas
também é uma funcao quase periddica.

Proposicao 5.3. Seja f: X x R — X uma funcao uniformemente quase periodica. Se
¢ : R — X € uma fungdo quase periddica, entdo a func¢ao composta t — f(p(t),t), de R
em X, € também quase periodica.

Demonstracao: Sabemos que, como ¢ é quase periddica, entao o fecho de sua
imagem, K = I'mp, é um conjunto compacto em X. Assim, pela proposicao anterior, a
familia de fungoes { f(z,.) }zex é relativamente compacta em Cp(R, X).

Além disso, se adicionarmos apenas um elemento a { f(z, .) }.ex, isto é, se tomarmos
o conjunto de fungdes quase periédicas [{f(z,.)}zex] U {p}, ainda teremos um conjunto
relativamente compacto em Cy(R, X).

Logo, pelo item (4ii) do Teorema de Lyusternik, o conjunto 7; = ﬂ T f(z, )N
zeK
T (€', p) é relativamente denso na reta real para qualquer que seja & > 0.

Por outro lado, como provamos na proposicao anterior, fixado ¢t € R, a funcao

x +— f(z,t) é uniformemente continua em K. Desse modo, dado ¢ > 0, existe 6 > 0
€
(independente de t) tal que, se x,y € K e ||z — y|| < 9, entdo || f(x,t) — f(y,t)|| < 3
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Agora, tomando ¢ = min {%, ) } na definicao de 7; e usando as propriedades do
capitulo 3, sobre os conjuntos de €’-quase periodos, encontramos [ = (") > 0 tal que, em

todo intervalo de comprimento [ da reta real, existe £ € [m T (%, f(z, ))] UT(9,¢).
zeK

Dessa forma, para £ € [ﬂ T (E, f(x, )>] UT(6,p), temos

3
reK
€
Hf(x>t+£) - f(ﬂ?,t)” < g
lo(t +&) — (¥ <0,
para todo t € R e todo x € K.

Logo, para todo t € R e £ como acima, obtemos

1f (et +8),t+&) = fle@), DI < f(et+&),t+&) = fle), t+ &)
+If(e(t), £+ &) — fe(t), )]

< S4°
-3 3
< e

Portanto, a fun¢ao composta t — f(p(t),t) é quase periddica.

Agora temos as condigdes necessarias para exibir uma solucao fraca quase peridédica
para a equagao diferencial (5.1), como pode ser visto no préximo resultado.

Teorema 5.2. Seja f : X xR — X uma funcao uniformemente quase periodica e
uniformemente lipschitziana com relagdo a primeira varidvel, com constante de Lipschitz
L > 0 suficientemente pequena. Entdo, existe uma, e somente uma, solucdo fraca quase
periddica para a equagao diferencial (5.1).

Demonstracao: Por hipdtese, f é uniformemente quase periddica e assim, pela
Proposicao 5.3, para toda funcao ¢ : R — X quase periddica, a funcao composta t —
fp(t),t), de R em X, também é quase periddica.

Dessa forma, podemos considerar a aplicacao T : AP(X) — AP(X) dada por
Ty =u,

onde u é a solugao fraca da equagao diferencial u/(t) = Au(t)+ f(p(t),t), t € R. Observe
que a fungao u existe, pertence a AP(X) e satisfaz a rela¢ao (5.3) por causa do Lema
5.1, com ¢(t) = f(p(t),t), para todo t € R.
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Assim, segue que a aplicacao T esta bem definida. Mostremos também que, quando
a constante de Lipschitz L é suficientemente pequena, 7' é uma contracao. Para isso,
sejam @1, s € AP(X) et € R, e observe que, pela demonstragdo do Lema 5.1,

To)t) =u(t) = [ T(t=s) (o) s)ds, i= 12

— 00

Logo, para todo t € R,
wl®) ~uslt) = [ Tt~ 5){F(er(5):5) ~ Flealo).s)ds
e entao, segue que

[ua () = ua (@) S/ IT(t = s Lllpa(s) = @a(s)llds

—00

t
< ML < / eﬁ“-”ds) o1 = @all.

Consequentemente, temos
ML
71 = Tipalloe = sup [[ur (t) = ua ()| < 77+ ller = @2lloo,
teR 1]

151

garantindo que 7' é uma contracao quando L < a

Portanto, pelo Teorema do ponto fixo de Banach, T" possui um tnico ponto fixo
em AP(X). Seja v € AP(X) este ponto fixo. Entao, para todo t € R,

v(t) = (Tv)(t) = / T(t—s)f(v(s),s)ds.

—0o0

Em particular, para a € R,

v(a) = /a T(a—s)f(v(s),s)ds

e, desse modo, para t > a, temos
T(t—a)v(a) + / T(t—s)f(v(s),s)ds
= T(t—a) /a T(a—s)f(v(s),s)ds + / T(t—s)f(v(s),s)ds

—00

= [ 1= s+ [ T )59

oo

= / T(t—s)f(v(s),s)ds

—0o0
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= u(t),

o que significa que v é solugao fraca de (5.1), com v sendo unica e quase periddica, ou
seja, existe uma, e somente uma, solucao fraca quase periédica da equagao diferencial

(5.1).
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