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Resumo

Seja f : C — C uma funcao polinomial. O conjunto de Julia, J(f), associado
a f, é o conjunto dos nimeros complexos z onde a familia {f™} dos iterados de f
nao ¢ normal em 2.

Neste trabalho, estudaremos varias propriedades topolégicas de J(f). Calcula-
remos também a dimensao de Hausdorff de J(f,), onde f.(z) = 22+ c e |c| é grande,
e estudaremos as propriedades do conjunto de Mandelbrot associado a f,., isto é,
o conjunto M dos ntimeros complexos pelos quais J(f.) é conexo. Em particular

provaremos o Teorema de Douady-Hubard que menciona que M é conexo.

Palavras chave: Julia, Mandelbrot, Conexidade, Dimensao de Hausdorff.



Abstract

Let f: C — C be a polynomial function. The Julia set, J(f) associated to
f, is the set of the complex numbers z where the family {f"} of iterates of f is not
normal at z.

In this work, we will study many topological properties of J(f). We will compute
the Hausdorff dimension of J(f.) too, where f.(z) = 2% + ¢ and || is large, and we
will study the properties of the Mandelbrot set associated to f., that is, the set M
of the complex numbers by which J(f.) is connected. In particular we will prove

the Theorem of Douady-Hubard that mentions the connectedness of M.

Key words: Julia, Mandelbrot, Connectedness, Hausdorff dimension.
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Introducao

Seja f : C — C uma funcao polinomial de grau d > 2. O conjunto de Julia,
J(f), associado a f é o conjunto dos nimeros complexos z onde a familia { f"} nao
¢ normal em z

Um dos primeiros a estudar as propriedades de J(f) foi Gaston Julia em 1915
e junto con Pierre Fatou introduziram também os métodos iterativos no estudo
dos sistemas dinamicos. Os conjuntos de Julia foram usados em varios dominios,
como Sistemas Dinamicos, Teoria dos Niumeros, Analise Funcional e Probabilidades
e Processos Estocasticos, entre outros. Os conjuntos de Julia fornecem um dos
mais surpreendentes exemplos de como um processo aparentemente simples, pode
gerar conjuntos altamente intrincados. Fungoes no plano complexo tao simples como
f(2) = 2% + ¢, com c constante, podem fazer surgir fractais de aparéncia exdtica.

Neste trabalho estudaremos varias propriedades topolégicas de J(f). Em parti-
cular mostramos que o conjunto de Julia é compacto, perfeito e que ele é igual ao
fecho do conjunto dos pontos repulsores de f. Este estudo envolve a Analise Com-
plexa e Analise Funcional (teorema de Montel). Estudamos também propriedades
finas do conjunto de Julia, J(f.), onde f, = 2% + ¢, em particular mostramos que se
|c| e pequeno, entao J(f.) é uma curva fechada simples, e se |c| é grande, entdo ele
é desconexo com dimensdo de Hausdorff igual a 2log2/log4(|c| + |2¢|'/?)

Estudamos também as propriedades do conjunto de Mandelbrot associado a f,,
isto é, o conjunto M dos numeros complexos pelos quais J(f.) é conexo. Em parti-
cular provaremos o Teorema de Douady-Hubard que menciona que M é conexo.

O trabalho estd dividido em quatro capitulos e um apéndice. No primeiro
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capitulo definimos os conjuntos de Julia e mostramos algumas propriedades to-
polégicas. Também definimos o conjunto de Mandelbrot e obtemos uma caracte-
rizacao alternativa deste conjunto.

No segundo capitulo definimos a dimensao de Hausdorff e a dimensao fractal,
e para isso definimos um conceito prévio de medida de Hausdorff, com o intuito
de estudar algumas propriedades dos conjuntos de Julia de funcoes quadraticas.
Abordamos algumas defini¢oes equivalentes de dimensao.

No terceiro capitulo, definimos conjuntos invariantes por contracoes e mostramos
a existéncia e unicidade de um conjunto invariante por contragoes. Finalmente
discutimos as dimensoes de conjuntos auto-similares para obter as dimensoes de
Hausdorff e Fractais e vemos algumas variantes.

No quarto capitulo estudamos os conjuntos de Julia de funcoes quadraticas e
vemos como muda a estrutura dos conjuntos de Julia ao variarmos o parametro
¢ no plano complexo. Finalmente estudamos mostramos algumas propriedades do
conjunto de Mandelbrot.

O apendice traz a prova do Teorema de Montel, muito 1til no primeiro capitulo

para a prova das propriedades topoldgicas dos conjuntos de Julia.



Capitulo 1

Iteracoes de Funcoes Complexas

-Conjuntos de Julia

Os conjuntos de Julia surgem ao iterarmos uma funcao de varidavel complexa
e por isso estao relacionados aos sistemas dinamicos. Neste capitulo estudamos a

geometria e a natureza fractal dos conjuntos de Julia de polinomios.

1.1 Teoria Geral dos Conjuntos de Julia

Seja f : C — C uma fungao polinomial de grau n > 2, isto é f(z) = ag + a1z +
...+ a,z", para todo z € C, onde ag,ai,...,a, € C. Denotamos f* a k-ésima

composta fo fo...of da funcao f.

Definigao 1.1.1 Seja z € C
z € um ponto fixo de f se f(z) =z
z € um ponto periddico de f se existir um inteiro p > 1 tal que fP(z) = z

O menor inteiro positivo p tal que fP(z) = z é chamado o periodo de z.

Definigao 1.1.2 Seja z um ponto periédico de periodo p e (fP) (2) = A. O ponto z
€ chamado:

superatrator — se A =10
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atrator se 0 <A\ <1
indiferente se A =1
repulsor se |A|>1

Definimos o Conjunto de Julia J(f) de f como o fecho do conjunto dos pontos
periddicos repulsores de f. O complementar do conjunto de Julia é chamado o

conjunto de Fatou, F.

Exemplo 1.1.1 Seja f(2) = 2%. Logo f*(z) = 22 Os pontos peridédicos de f sdo
0s pontos que satisfazem fP(z) = z,p € N*, isto é, 2" = 2,2 # 0. Temos 2>~ =1,
logo z € uma raiz da unidade e os pontos periodicos de f sao {e% (0 <qg<2r-2},
0s quais sao repulsores, pois |(fP)(z)] = 2F|z|* 71 = 2P > 1. Assim, o conjunto
de Julia, J(f), é o circulo unitdrio |z| = 1. Neste caso J = f(J) = f71(J) e

f5(2) — 0 quando k — oo, se |z] < 1 e f¥(z) — oo se |z| > 1. Observamos que

f¥(2) permanece em J para todo k se |z| = 1.

Observacao 1.1.1 : Se modificarmos levemente o exemplo anterior e tomarmos
f(z) = 2% +c, onde ¢ é um mimero complexo pequeno, teriamos ainda que f*(2) — w
se z € pequeno, onde w € o ponto fizo de f prézimo de 0, e que f*(z) — oo se z é

grande.

Fig. 1: (a) O conjunto de Julia de f(z) = 22. (b) O conjunto de Julia de f(z) = 2% + ¢
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Para estabelecer as propriedades basicas dos conjuntos de Julia precisamos da

seguinte definicao.

Definicao 1.1.3 Sejam U wum conjunto aberto em C e gp : U — C uma familia
de fungoes analiticas complexas. Dizemos que a familia g, é normal em U se toda
sequéncia de fungoes escolhida de g possuit uma subsegiiéncia que converge unifor-
memente em cada subconjunto compacto de U, ou para uma func¢ao analitica limitada
ou para co. A familia gr é normal no ponto w de U se existe algum subconjunto

aberto V' de U contendo w tal gi é uma familia normal em V.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Montel) Seja g uma familia de fungées analiticas
complexas num dominio aberto U. Se g nao é uma familia normal, entao para todo

w € C, com no mdzrimo uma exce¢ao, temos gr(z) = w para algum z € U e algum

k.
Demonstracao: Veja o Apéndice. a
Definicao 1.1.4 Seja f uma funcdo polinomial complexa. Definimos

Jo(f) ={z € C: a familia {f*}r>0 ndo é normal em 2}.
Observacao 1.1.2 O complementar
Fo(f) = C\Jo(f) = {z € C: existe um aberto V contendo z e { f*} € normal em V'}
€ trivialmente um conjunto aberto, pois € a unido de conjuntos abertos.

Teorema 1.1.2 O conjunto de Julia, Jo(f), de f tem as sequintes propriedades:
o Jo(f) € compacto.
e Jo(f) € nao vazio.
o J(f) = f(Do(f) = f(Dlf)).

e J(f) tem interior vazio e é um conjunto perfeito.
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Proposicao 1.1.1 Jy(f) é compacto.

Demonstragao: O complementar de Jo(f), Fo(f), é um conjunto aberto, logo
Jo(f) é fechado. Por outro lado, f é um polinémio de grau n > 2, podemos achar r
tal que |f(2)| > 2|z|, se |z| > r. Logo |f*(2)| > 2Fr, se |z| > r. Assim f*(z) — oo
uniformemente no conjunto aberto V = {z : |z| > r}. Portanto f* é normal em V.

Logo V. C C\Jy(f). Assim, Jo(f) é limitado e portanto, um conjunto compacto. O

Proposicao 1.1.2 Jy(f) € nao vazio.

Demonstragao: Suponha que Jy(f) = ¢. Entdo, para cada r > 0 , a familia
{f*} é normal no disco aberto By(r) com centro na origem e raio r. Como f
é uma fungao polinomial, podemos tomar r suficientemente grande para garantir
que B(r) contém um ponto z tal que |f¥(z)] — oco. Além disso, se resolvemos a
equagao f(w) = w e tomamos R = |w|, entao, para r > R, existe z € B°(r) tal
que f*(w) = w, para todo k. Portanto, é impossivel que qualquer subseqiiéncia
de {f*} convirja uniformemente para una fungao analitica limitada ou para infinito
em qualquer subconjunto compacto de B%(r) que contenha os pontos z e w, o que

contradiz a normalidade de {f*}. O
Proposigao 1.1.3 Jo(f) = f(Jo) = f~1(Jo)

Demonstragao: Vamos mostrar equivalentemente que Fy = f(Fy) = f~1(Fp).
Seja 2z € F, entdo existe um conjunto aberto V tal que z € V e {f¥} é normal em
V. Seja {f*} uma subseqiiéncia de {f*}. Entdao {f**1} tem uma subseqiiéncia
{f ’“;“} que converge uniformemente em subconjuntos compactos de V. Temos que
f7H(V) é aberto, pois f ¢é continua. Logo, se D ¢ um subconjunto compacto de
F~HV), entao f(D) é um subconjunto compacto de V. Temos que {f’“;“} converge
uniformemente em f(D), entao { fk/} converge uniformemente em D. Assim, {f*}
é normal em f~!(V) e portanto Fy C f~(Fyp).

As outras inclusoes poder ser obtidas de maneira igual, usando o fato de que o

polinémio f : C — C é uma aplicagao aberta. a
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Proposicao 1.1.4 Jy(f?) = Jo(f) para todo inteiro positivo p

Demonstracao: Note que Jo(f?) = Jo(f) se e somente se Fo(fP) = Fy(f). Logo,
mostraremos a segunda igualdade.

Notemos que, se toda subseqiiéncia de {f*} tem uma subseqiiéncia uniforme-
mente convergente num conjunto dado D, entdo toda subseqiiéncia de {fP*}>
também possui uma subseqiiéncia uniformemente convergente em D. Assim, temos
que Fo(f) C Fo(f?).

Se D é um compacto e {gx} uma familia de fungoes uniformemente convergentes
em D para uma fungao analitica ou para infinito, entao o mesmo é verdade para a
familia {h o g;}, onde h é um polinémio arbitrério. Logo, se {fP*}1>1 é normal num
conjunto aberto V, entdo também é normal a familia {f" o fP*}is1 = { P }is
para r € {0,1,...,p — 1}. Qualquer subseqiiéncia de {f*},>; deve conter uma
subseqiiéncia infinita de {fP**"};>; para algum inteiro r € {0,1,...,p — 1}, a qual
contem uma subseqiiéncia uniformemente convergente para uma fungao limitada ou
para infinito em subconjuntos compactos de V. Assim, {f¥} é normal e portanto,

Fo(f?) C Fo(f) e temos o resultado. O

O resultado a seguir nos diz que os iterados de f dispersam as vizinhangas de

pontos em Jy por todo o plano complexo.

Proposicao 1.1.5 Sejam f uma func¢ao polinomial, w € Jo(f) e U uma vizinhanga
de w. Entao W :=J;—, f¥(U) é todo C, exceto possivelmente um tinico ponto. Esse

ponto excepcional nao estda em Jo(f) e nao depende de U.

Demonstragao: Por hipétese, w € Jy(f), logo a familia {f*} nao é normal em
w. O Teorema de Montel implica que W = C exceto possivelmente um tinico ponto.

Considere um ponto v ¢ W. Se além disso f(z) = v, entdao z € W pois f(W) C
W. Como C\ W consiste de no méximo um ponto, segue que z = v. Assim, f
¢ um polinomio de grau n tal que a unica solugdo de f(z) —v = 0 é v. Logo,

f(2) —v = c(z — v)" para alguma constante c.
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Seja V={z:|z—v| < (20)%1}. Logo

1/5(z) = vl = [f(FF71 ) = vl = Je(ff7H (2) — vy = @ ey <

n~—1 7nk —1 777,]“
c n—1 (20) n—1 — Cn712n71

Assim, se z € V entao f¥(z) — v — 0 quando k — oo, e a convergéncia é
uniforme. Logo {f*} é normal em v e portanto v ¢ Jo(f). Claramente v depende

somente do polinomio f. a

Corolario 1.1.1

a) Se U é um subconjunto aberto que intercepta Jo(f), entao, para todo z € C

com no mdzimo uma excecdo, f~*(2) intercepta U para valores infinitos de k.

b) Se z € Jo(f) entao Jo(f) = Urey f75(2).

Demonstragao:

a) Se z € C nao for o ponto excepcional da proposi¢ao 1.1.5, entdo z € f*(U)
e portanto f~*(z) intercepta U para algum k. Usando isto repetidas vezes

obtemos uma seqiiéncia infinita de valores de k tal que f~*(z) intercepta U.

b) Seja z € Jo(f). Entdo f*(z) C Jo(f) pela proposicao 1.1.3. Logo r—, f 7% (2)
e portanto seu fecho estao contidos em Jy(f). Por outro lado, se U é um
conjunto aberto contendo z € J(f), entdo, pela parte (a), f~* intercepta
U para algum k. Portanto, pela proposicao 1.1.5, z nao pode ser o ponto

excepcional.

Corolario 1.1.2 Jy(f) tem interior vazio.

Demonstracao: Suponha que Jy(f) contém um conjunto aberto U. Entao, pela
proposi¢ao 1.1.3, f*(U) C Jo(f) para todo k. Logo Up—, f*(U) C Jo(f). Pela
proposicao 1.1.5 Jy(f) é todo C com a excegao de, no maximo, um ponto e portanto

Jo(f) é ilimitado, mas isto contradiz a propriedade de Jy(f) ser compacto. O
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Proposicao 1.1.6 Jo(f) € um conjunto perfeito.

Demonstracao: Seja v € Jy(f) e U uma vizinhanga de v. Devemos mostrar que
existe w € J(f),v # w tal que w € U. Vamos considerar trés casos.

(i). v ndo é um ponto fixo ou periddico de f. Pelo coroldrio 1.1.1 (b) e a
proposicao 1.1.3 temos que U contém um ponto de f~*(v) C Jo(f) para algum
k > 1 e esse ponto é distinto de v pois ¥ nao é um ponto fixo.

(ii). f(v) =v. Se f(z) = v nado tem outra solucao exceto v, entdo, como na prova
da proposigao 1.1.5, v & Jy(f). Logo, existe w # v tal que f(w) = v. Pelo corolario
1.1.1(b), U contém um ponto de f~*(w) para algum k > 1. Pela proposicao 1.1.3
esse ponto estd em Jy(f) e é distinto de v pois f*(v) = v.

(iii). fP(v) = v, p > 1. Pela proposicao 1.1.4, Jo(f) = Jo(f?), logo podemos usar
o método usado no caso (ii) substituindo f? ao invés de f, para obter o resultado
requerido.

Assim, temos que Jy(f) nao tem pontos isolados, é fechado e portanto é um

conjunto perfeito. O

Proposicao 1.1.7 J(f) = Jo(f).

Demonstragao: Seja w um ponto peridédico repulsor de f, de periodo p. Entao w
é um ponto fixo repulsor de g := fP. Suponha que {g*} é normal em w; entdo w tem
uma vizinhanca V' na qual a subseqiiéncia {g*} converge para uma funcao analitica
go ou para infinito. Mas, como ¢g*(w) = w para todo k, a subseqiiéncia {g*} nao
pode convergir para infinito. Pelo teorema 4.1.6 do Apéndice, a derivada também
converge, (g*1)'(2) — gj(z) para todo z € V. Usando a regra da cadeia, |(¢g*) (w)| =
(g (w))*
de g, ser finito. Logo {¢*} ndo é normal em V. Assim, w € Jo(g) = Jo(f?) = Jo(f),

— 00 pois w é um ponto fixo repulsor e |¢'(w)| > 1. Isto contradiz o fato

pela proposicao 1.1.4. Como Jy(f) é fechado, segue que J(f) C Jo(f).
Definamos o conjunto K = {w € Jo(f) : 3 2 # w, f(2) = w, f'(2) # 0}. Suponha

que w € K. Entao existe uma vizinhanca aberta V' de w na qual podemos obter
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uma inversa analitica local f~!:V — C\V tal que f(f~'(z)) = 2 para todo z € V.

Definamos agora uma familia de fungoes analiticas {h;} em V por:

_ e -2
Fiz) =2

Seja U uma vizinhanga aberta de w tal que U C V. Como w € Jy(f), a familia

{f*} e portanto a familia {h;} nao sdo normais em U. Pelo teorema de Montel
hi(2) € {0,1} para algum k e algum z € U. Se hiy(z) = 0, entdao f*(z) = z para
algum z € U. Se hi(z) = 1, entdao f*(z) = f71(2), e portanto f*1(2) = z, para
algum 2z € U. Assim, U contem um ponto periédico de f, logo w € J(f).

Assim K C J(f), logo tomando fechos K C J(f) = J(f). Porém K contem

todo Jo(f) exceto um nimero finito de pontos. Como, pela proposi¢ao 1.1.6, Jy(f)

nio tem pontos isolados, Jo(f) = K C J(f). Portanto J(f) = Jo(f). O

Defini¢ao 1.1.5 Seja w um ponto fixo atrator de f. O conjunto A(w) = {z € C:
f¥(2) = w quando k — oo} é chamado a bacia de atra¢io de w. Quando w = oo

definimos a bacia de atragio A(co) da mesma maneira.

Observacgao 1.1.3 Como w € um ponto atrator, existe um conjunto aberto V C
A(w) tal quew € V. (sew = oo, podemos tomar {z : |z| > r}, parar suficientemente
grande). Isto implica que A(w) € aberto, pois se f*(z) € V para algum k, entdo

z € f78(V), o qual € aberto.

A seguinte caracterizacao de J(f) como a fronteira da bacia de atragdo de um

ponto fixo atrator de f é extremamente 1til para determinar os conjuntos de Julia.

Lema 1.1.1 Seja w um ponto fizo atrator de f. Entao 0A(w) = J(f). A igualdade

€ valida também se w = 0.

Demonstragao: Seja z € J(f), entdo f¥(z) € J(f) para todo k. Logo {f*} nao

pode convergir para um ponto fixo atrator e, portanto, z ¢ A(w). Porém, pela
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proposicao 1.1.5, se U é uma vizinhanga de z, o conjunto f*(U) contem pontos de
A(w) para algum k. Logo, existem pontos arbitrariamente préximos de z os quais
so iterados até w. Assim, z € A(w) e portanto z € JA(w).

Por outro lado, seja z € 0A(w) mas z ¢ J(f). Entao z tem uma vizinhanca
aberta conexa V na qual {f*} tem uma subseqiiéncia que converge ou para uma
funcado analitica ou para oo. A subseqiiéncia converge para w em V N A(w), o qual
¢ aberto e nao vazio, e portanto converge em V', pois uma funcgao é constante num
conjunto conexo se ela é constante em qualquer subconjunto aberto. Todos os pontos

de V' sao aplicados em A(w) por iterados de f, logo V C A(w). Mas isto contradiz
o fato de z € 0A(w). Portanto, 0A(w) C J(f) O

1.2 Funcoes Quadraticas -O Conjunto de Mandel-

brot

Vamos considerar o caso das funcoes quadréaticas em C. Estudamos os conjuntos

de Julia de polinomios da forma
fo(z) =22 +ec
Seja h(z) = az+ f (a # 0). Entao
R (fo(h(2))) = (a2 + 2aB2 + B2 + ¢ — () /.

Escolhendo valores apropriados de «, 5 e ¢ podemos transformar esta expressao em
uma funcio quadratica arbitraria, f, isto é, h 1o f.oh = fe h™to ffoh = f¥ para
todo k. Isto quer dizer que a seqiiéncia dos iterados {f*(z)} de um ponto z por f é
justamente a imagem por h~! da seqiiéncia dos iterados {f*(h(z))} do ponto h(z)
por f.. z é um ponto p-periédico de f se e somente se h(z) é um ponto p-periédico
de f.. Assim, o conjunto de Julia de f é a imagem por h™! do conjunto de Julia de

Je-

A transformacao h é chamada de conjugacao entre f e f..
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Observacao 1.2.1 Toda func¢ao quadrdtica € conjugada com f., para algum c. Logo,
ao estudarmos os conjuntos de Julia de f.,c € C, estudamos efetivamente os con-
Juntos de Julia de todos os polinomios quadraticos. Como h é uma transformagao de
stmilaridade, o conjunto de Julia de todo polinomio quadrdtico é geometricamente

similar ao de f., para algum c € C.

Devemos tomar em consideracao ao longo desta segao que f.1(z) toma dois

/2 chamados os dois ramos de f;!(z), exceto para z = c.

valores distintos +(z — ¢)
Assim, se U é um conjunto aberto pequeno tal que ¢ ¢ U, entao a pre-imagem
[7YHU) tem duas partes, as quais sao aplicadas bijetivamente e suavemente por f.

C

em U.

Definicao 1.2.1 : Definimos o conjunto de Mandelbrot M como o conjunto dos

parametros ¢ tais que o conjunto de Julia J(f.) € conezo

M ={ceC: J(f.) é conexo}.

Fig. 2: O Conjunto de Mandelbrot, M, no plano complexo
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Esta definicao parece estar relacionada mais com uma propriedade especifica de
J(f.). Na verdade, M contem muita informagao sobre a estrutura dos conjuntos de
Julia. Vamos obter uma caracterizagao alternativa do conjunto de Mandelbrot em
termos dos iterados de f.. Para fazer isso precisamos saber um pouco mais sobre o
efeito da transformacgao f. em curvas suaves. Chamamos uma curva suave, fechada,
simples no plano complexo de lago. Vamos nos referir as partes de C dentro e fora
dessa curva como o interior e o exterior do lago. Uma figura de oito é uma curva

fechada suave com um unico ponto de auto-interseccao.
Lema 1.2.1 Seja C' um lago no plano complezo

a) Se c estd dentro de C, entao f;'(C) é um lago e a imagem inversa do interior

de C' é o interior de f,71(C).

b) Se c estd sobre C, entao f,1(C) é uma figura de oito tal que a imagem inversa

do interior de C' € o interior dos dois lacos.

Demonstragao: Note que f,'(z) = (z—c)"? e (f.1)(2) = (2 —¢)7'/2, 0 qual é
finito e nao nulo se z # ¢. Logo, se escolhemos um dos dois ramos de f, !, o conjunto

f.74(C) é localmente uma curva suave, sempre que ¢ ¢ C.

a) Suponha que c estd dentro de C'. Tomemos um ponto inicial w em C' e esco-
lhamos um dos dois valores de f;!(w). Se permitirmos f,!(z) variar continu-
amente quando z percorre C, entao o ponto f, 1(2) traca uma curva suave. No
entanto, quando z retorna a w, f,'(w) toma seu segundo valor. Quando z atra-
vessa novamente C, f!(z) continua tracando seu caminho suave o qual fecha
quando z retorna a w pela segunda vez. Por hipétese, ¢ € C, entao 0 ¢ f1(C),
logo f/(z) # 0 em f71(C). Assim, f. é localmente uma transformacio bijetiva
suave para pontos préximos em f,*(C). Em particular z € f,!(C') nao pode
ser um ponto de auto-intersecgao de f.'(C), pois caso contrario, f.(z) seria

uma auto-interseccao de C.

Desde que f. é uma fungao continua que aplica o lago f,!(C') e nenhum outro

ponto, no lago C, o polinémio f, deve aplicar o interior e o exterior de f1(C)
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no interior e exterior de C' respectivamente. Logo, f.! aplica o interior de C

no interior de f,1(C).

b) Usamos o mesmo método da parte (a), notando que se Cjy é um pedago suave
da curva através de ¢, entdo f,!(Cp) consiste de dois pedacos suaves de curvas
através de 0 os quais atravessam-se em angulo reto. Temos assim a auto-

intersecgao da figura de oito.
O

O Teorema a seguir fornece uma caracterizacao alternativa do conjunto de Man-

delbrot.

Teorema 1.2.1

M = {ce C:{ff0)}is1 € limitado} = {c € C: f¥(0) » oo quando k — oc}.

Fig. 3: Iterados inversos de um circulo C' por f,

Demonstracao: Seja r um numero real positivo tal que |f.(z)| > 2|z| se |z] > r,
temos que f¥(0) - oo se e somente se {f*(0)} ¢ limitada. Logo temos a igualdade

dos conjuntos acima.
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a)

Vamos mostrar primeiro que se { f¥(0)} é limitada, entdo J(f.) é conexo. Seja
C um circulo grande em C tal que todos os pontos { f¥(0)} estejam dentro de
C, f71C) ¢ interior a C' e os pontos fora de C' sejam iterados por f* para oco.
Se ¢ = f.(0) estd dentro de C, o lema 1.2.1(a) implica que f;*(C) é um lago
contido no interior de C. Além disso, f.(c) = f2(0) estd no interior de C' e f. !
aplica o exterior de C' no exterior de f;1(C), logo ¢ estd dentro de f1(C).
Assim, f;%(C') é um lago contido no interior de f;!(C'). Continuando desta
maneira, temos que {f.%(C)} consiste de uma seqiiéncia de lagos, contendo
cada um o seguinte no seu interior (figura 3(a)). Denote por K o conjunto
fechado dos pontos que estdo sobre ou dentro dos lagos f,*(C') para todo k. Se

z € C\K, algum iterado f*(z) fica fora de C e portanto f¥(z) — oco. Assim,
A(o0) = {z: f¥(2) — oo quando k — oo} = C\ K.

Pelo Lema 1.1.1, J(f,) é a fronteira de C\ K o qual é, de fato, igual a fronteira
de K. Mas K ¢é a interseccao de uma seqiiéncia decrescente de conjuntos
fechados simplesmente conexos. Logo, K ¢é simplesmente conexo e por tanto

tem fronteira conexa. Logo, J(f.) é conexo.

Seja ¢ tal que {f¥(0)} ¢ ilimitado. Vamos mostrar que J(f.) ndo é conexo.
Com efeito: seja C' um circulo grande tal que f;(C) esteja dentro de C, todos
os pontos fora de C' sejam iterados para oo e tal que para algum p, o ponto
fP7Y(c) = fP(0) € C, onde fF¥(0) fica dentro ou fora de C segundo k seja maior
ou menor que p. Assim como na primeira parte da prova, construimos uma
série de lacos {f,*(C)}, contendo cada um o seguinte no seu interior (figura
3(b)). No entanto, o argumento falha quando obtemos o lago f!77(C), pois
c € f17P(C) e nao aplica o lema 1.2.1(a). Mas, pelo Lema 1.2.1(b), temos que
E = f77(C) é uma figura de oito dentro do lago f}77(C), e f. aplica o interior
de cada metade de E no interior de f!7?(C). O conjunto de Julia, J(f.),
deve estar no interior dos lagos de E, pois qualquer outro ponto é iterado para
infinito. Como J(f.) é invariante por f. !, partes dele devem estar contidas

em cada um dos lagos de E. Assim, J(f.) é desconexo.
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Observacao 1.2.2 : A razao de considerarmos iterados na origem € porque a ori-
gem € o ponto critico de f., para cada c, 1.€., o ponto tal que f;(z) = 0. Os pontos
criticos sao os pontos onde f. falha em ser uma bijecdo local -propriedade que foi

fundamental para distinguir os dois casos na prova do Teorema 4.2.1.



Capitulo 2

Dimensao de Hausdorff e

Dimensao Fractal

Neste capitulo estudaremos o conceito de Dimensao de Hausdorff, devido a Felix

Hausdorff (1919) o qual é baseado em um conceito prévio de medida.

2.1 Medida de Hausdorff

Seja F' um subconjunto limitado nao vazio de R™. O diametro de F' é definido
como |F| = sup{|zr —y| : 2,y € F}. Se {U;} é uma cole¢do enumerdvel (ou finita)
de conjuntos de diametros no maximo, § que cobre F, i.é., F C |;2, U;, tal que
0 < |U;| <6, para cada i, dizemos que {U;} é uma é-cobertura de F'.

Seja F' um subconjunto de R™ e s um nimero nao negativo. Para qualquer 6 > 0
definimos

o0
HS(F) = inf {Z \U;i|® - {U;} é uma 0 -cobertura de F} :
i=1

Quando ¢ diminui, o valor de Hj(F') cresce, pois decresce o nimero de coberturas
disponiveis. Assim, podemos escrever

HP (F) = lim H3(F).

§—0
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Chamamos H*(F') de medida de Hausdorff s-dimensional de F'. O valor

dessa medida pode ser finito ou infinito.

2.1.1 Propriedades da Medida de Hausdorff

A quantidade H® tem as propriedades que deve ter uma medida, se restringirmo-

nos aos subconjuntos de Borel de R™. Em particular,
o H*(0) = 0;
e Se F1 C FQ entao HS<F1) S HS(FQ),

e Se {F;} é uma colecao (enumeravel) de conjuntos de Borel de R", tais que

F,NF;=0sei+#j, entao
H (| F) =Y H(F).
=1 =1

Observacao 2.1.1 : A medida de Hausdorff generaliza as ideias de comprimento,

area, volume, etc. Se F' é um subconjunto de Borel de R", entao
H"(F) = cvol™(F)

onde a constante ¢, = 2”(%n)!/7rén ¢ o volume de uma bola n-dimensional de

diametro 1. Para subconjuntos de R"™ temos que H(F) é o nimero de pontos de

F, H'(F) é o comprimento de uma curva suave, F, H*(F) = 2x drea (F) se F ¢
3

wma superficie suave e H*(F) = =X vol(F); e H™(F) = ¢y, X vol(F) se F é uma

subvariedade m-dimensional de R™.
Proposicao 2.1.1 : Sejam F CR" e A > 0. Entao
HY(AF) = AH*(F)

onde \F = {\z:x € F}.
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Demonstracao: Seja {U;} uma d-cobertura de F'. Entao {\U;} é uma \d-cobertura

de AF'. Logo:
H3y(AF) < 3 AU = A ) |Ui]* < NH;(F)

i=1 i=1
pois isto é verdade para qualquer d-cobertura {U;}. Fazendo 6 — 0 temos que

H*(AF) < MH?(F'). Substituindo A por 1/A e F por AF temos H*(AF) > NH*(F).
Por tanto, H*(AF) = N*H*(F). O

Proposicao 2.1.2 : Seja F CR" e f: F — R™ uma aplicagao tal que
[f(@) = fy)l <cle—y[* (z,y € F)
onde ¢ > 0 e a > 0 sao constantes. Entao para cada s > 0
H/(f(F)) < ¢/°H°(F).

Demonstracao: Seja {U;} uma d-cobertura de F'. Como |f(F NU;)| < ¢(|U;]*),
temos que {f(F NU;)} é uma e-cobertura de f(F'), onde € = ¢o“.

Assim, S22, [ f(FNU;) [/ < ¢/ 5% |U;]*, de modo que HY “(f(F)) < ¢*/*H3(F).
Quando 0 — 0, entdo € — 0, e portanto H*/*(f(F)) < ¢¥/*H*(F).

Observacao 2.1.2 : Se f é uma fungdo lipschitziana, 1.€.

[f(@) = f) <cle—yl  (z,yelF)

entao
H*(f(F)) < H(F).

Se f é uma isometria, 1.é

[f (@) = fFy)l = |z —yl,

entao
H*(f(F)) = H*(F).

Em particular, a medida de Hausdorff € invariante por translagoes (i.é. H*(F+z) =

H*(F), onde F+z={x+z:2 € F}).
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2.2 Dimensao de Hausdorff

Na definicao da medida de Hausdorff, podemos tomar § < 1. Assim, para
qualquer conjunto F, H$(F') é decrescente em relagdo a s, logo, H*(F) é também

decrescente. Na verdade, temos que se t > s e {U;} é uma J-cobertura de F', entao

SO =D U < 60 |
=1 =1 i=1

tomando nfimo, H;(F) < 6" *Hi(F). Fazendo § — 0 temos que se H*(F) < oo,
entao H'(F) = 0, para t > s.

O gréfico a seguir mostra que existe um valor critico de s no qual H*(F') ‘pula’
de oo para 0. Este valor critico é chamado dimensao de Hausdorff de F' e denotado

por dimpyF'.

Fig. 4: Gréfico de H*(F) versus s para um conjunto F
Formalmente,
dimpgF =inf{s: H°(F) =0} = sup{s : H*(F) = oo}

de modo que
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o0 se s < dimgkF
H*(F) =
0 ses>dimgF
Se s = dimygF, entdao H°(F') pode assumir o valor zero ou infinito, ou pode

satisfazer 0 < H*(F) < oo.

Exemplo 2.2.1 : Seja F um disco plano de raio 1 em R3. Entdao HY(F) =
comprimento(F) = oo, 0 < H*(F) = iﬂx drea(F) < oo e e H3(F) = %WX

vol(F) = 0. Assim, dimygF =2, e H*(F) = 00 se s <2 e H¥(F) =0 se s > 2.

2.2.1 Propriedades da dimensao de Hausdorff

A dimensao de Hausdorff satisfaz as seguintes propriedades elementares:

e Se ' C R" é aberto, entao dimyF = n, pois F' contém uma bola de volume

n-dimensional positivo;

e Se I’ é uma subvariedade m-dimensional suave de R", entao dimgygF = m.
Em particular as curvas suaves tém dimensao 1 e as superficies suaves tém

dimensao 2;

e Se ' C F, entao dimyFE < dimgF. Isto segue da propriedade da medida de
Hausdorft, H*(E) < H*(F);

e Se F, F, ... éumaseqiiéncia (enumeravel) de conjuntos, entao dimg | J;-, Fi =
SUP) <jcootdimp Fi}. Com efeito, pela propriedade anterior, dimpg J;2, F; >

dimgF};, para cada j. Por outro lado, se s > dimpyF; para todo i, entao
o

H*(F;) = 0, de modo que HS(U) = 0 e temos a outra desigualdade;

i=1
e Se F' é um conjunto enumeravel, entao dimyF = 0, pois se F; é um conjunto
unitdrio, entao HO(F;) = 1 e dimyF; = 0, logo, pela propriedade anterior,

As propriedades da dimensao de Hausdorff a seguir sao conseqiiéncia das propri-

edades da medida de Hausdorff.
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Proposicao 2.2.1 : Seja FF C R" e suponha que f: FF — R™ satisfaz

|f(z) = f(y)] < clv —y|® (x,y € F).
Entao dimg f(F) < (1/a)dimgF .

Demonstragdo: Ses > dimyF, entdo pela proposicio 2.1.2, H¥/*(f(F)) < ¢*/*H*(F) =
0. Logo, dimy f(F) < s/a para todo s > dimyF'. O

Corolario 2.2.1
a) Se f: F — R™ é uma transformacao de Lipschitz, entao dimy f(F) < dimyF.
b) Se f: F — R™ é uma transformag¢ao bi-Lipschitz, i.é.

alr—yl < [f(@) = fW)| < elr—yl  (z,y€F)
onde 0 < ¢; < ¢y < 00, entao dimy f(F) = dimyF.

Demonstracao: A parte (a) segue da proposi¢ao 2.2.1 tomando o« = 1. Para
mostrar a parte (b) aplicamos novamente a proposicao 2.2.1 para fe f~': f(F) — F

e temos assim a igualdade. O

Exemplo 2.2.2 : Seja F' a poeira de Cantor construida do quadrado unitdrio como
na figura 5. Em cada etapa da construgao os quadrados sao divididos em 16 quadra-
dos de lado um quarto dos anteriores, dos quais retém-se o mesmo padrao de quatro

quadrados. Entao 1 <HY(F) <2, e dimgF = 1.

Demonstracao: Tomemos uma cobertura de F composta de 4% quadrados de
lado 4% e diametro 6 = 47%v/2, em Ej, a k-ésima etapa da construcdo. Assim,
temos que H}(F) < 4%47%\/2. Quando k — o00,d — 0. Entao H'(F) < v/2.

Por outro lado, seja proj : F C R? — R a projecao ortogonal sobre o eixo .
Temos |projz — projy| < |r — y|,z,y € R?, logo a projecdo é uma aplicacio de
Lipschitz. Em virtude da construgao de F, projF é o intervalo unitario [0, 1].

Assim, 1 = comprimento[0, 1] = H([0,1]) = H'(projF) < H'(F). O
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Fig. 5: Construgao da poeira de Cantor

Exemplo 2.2.3 : Seja F' o conjunto de Cantor. Entdo dimygF = s = log2/log3 e
s <H'(F) <1

Fig. 6: O conjunto de Cantor

Demonstragao:
Calculo Heuristico.

Fp=FnNJ[o0,%

O conjunto de Cantor divide-se em uma parte esquerda
, 3] € uma parte direita Fr = F'N [%, 1]. Temos F' = F;, U F e a uniao
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¢ disjunta. Logo, para qualquer s

HY(F) = H'(Fy) + H'(Fy) = 5 HY(F) + 3 H'(F)

. Supondo que no valor critico s = dimyF temos 0 < H*(F') < oo. Dividindo por

H*(F), obtemos 1 = 2(5)* ou s = log2/log3.

Célculo Rigoroso. Chamamos os intervalos de comprimento 37%(k = 0,1,2,...)
que formaram os conjuntos Ej, na construcao de F' de intervalos basicos. Seja {U;}
a cobertura de F formada pelos 2% intervalos de Ej de comprimento 37%. Logo,
H (F) < 32, |U|F = 2737% = 1, se s = log2/log3. Fazendo k — oo temos
H*(F) < 1.

Para mostrar que H*(F) > %, mostraremos que

- s 1 —s

para qualquer cobertura {U;} de F. Podemos supor que os {U;} sdo intervalos
para depois expandir eles ligeiramente e usar a compacidade de F' para verificar a
desigualdade acima quando {U;} é uma colegdo finita de subintervalos fechados de

[0,1]. Para cada U;, seja k o inteiro tal que
3~k <y < 37,

Logo, U; pode interceptar no maximo um intervalo basico de E} pois a separacao
desses intervalos bésicos é pelo menos 37%. Se j > k entdo, por construcao, Uj
intercepta no maximo 29°%F = 2137sF < 273%|U;|* intervalos bésicos de Ej, pela
desigualdade acima. Se escolhemos j suficientemente grande de modo que 3-U+1) <
|U;|, para todo U;, entdo, como os {U;} interceptam todos os 27 intervalos bésicos
de comprimento 377, contando intervalos, temos 2/ < " 273%|U;|*, e portanto,

UZ, Uil > 5 =37 =
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2.2.2 Definicoes Equivalentes de Dimensao de Hausdorff

Podemos tomar outra classe conjuntos que cobrem F' C R™. Por exemplo, pode-

mos tomar uma cobertura por bolas esféricas fazendo

B;(F) =inf {Z |B;|® : {B;} é uma 0 — cobertura de F por bolas}

i=1
obtemos uma medida B*(F') = lims_o B5(F) e uma ‘dimensao’ na qual B*(F') pula de
oo para 0. Temos, Hj(F') < B3(F) pois qualquer d-cobertura de F' por bolas é uma
cobertura permissivel na defini¢do de Hj. Além disso, se {U;} é uma J-cobertura
de F, entao, podemos obter outra cobertura {B;} tomando B; uma bola contendo
U; de raio |U;| < 4, para cada i. Assim, (J;=, |Bi|* < U2, 2|Ui|)° = 2° U2, |Uil%,
e tomando infimo, temos Bi;(F) < 2°H3(F). Fazendo 6 — 0 segue que H*(F) <
B*(F) < 2°H*(F). Isto implica que os valores de s nos quais H* e B® pulam de
oo para 0 sao iguais, de modo que as dimensoes definidas pelas duas medidas sao

iguais.

Observacao 2.2.1 Podemos usar também §-coberturas formadas por conjuntos aber-
tos ou fechados para obtermos os mesmos valores da medida e dimensao de Haus-
dorff. Além disso, se F' € compacto, entdo podemos expandir ligeiramente 0s con-
juntos que cobrem F' para conjuntos abertos e tomar uma subcobertura finita para
obter o mesmo valor de H*(F') considerando simplesmente d-coberturas por cole¢oes

finitas de conjuntos.

2.2.3 Definicoes mais finas de Dimensao

Seja h : R™ — R uma funcao crescente e continua, que chamaremos de funcao
dimensao. Definimos
HE(F) = inf {Z h(|U;|) - {U;} é uma § — cobertura de F}
i=1
onde F' é um subconjunto de R". Isto conduz-nos a uma medida, H"(F) = lims_o H}(F).

(Se h(t) = t* temos a definigdo usual da medida de Hausdorff s-dimensional.)



Observacao 2.2.2 Se h e g sao fungoes dimensdo tais que h(t)/g(t) — 0 quando
t — 0 entdo, para € > 0, h(|U;|) < eg(|Ui]). Logo HA(F) < eHY(F). Assim, temos
que H"(F) = 0 sempre que HY(F) < co.

2.3 Dimensao Fractal

Seja Fum subconjunto limitado de R™ e seja Ns(F') o menor niimero de conjuntos
de diametro, no maximo, d que podem cobrir F'. Definimos as dimensoes fractais

superior e inferior de F' respectivamente por

logNs(F)

dimgF = li

dimpF = T (9o
§—0 —logd

Se esses numeros sao iguais, chamamos o valor comum de dimensao fractal de F’

logNs(F
dimpF = lim RG] o(F)
5—0 —logd

2.3.1 Definicoes Equivalentes de Dimensao Fractal

As dimensoes fractais superior e inferior de um subconjunto F' de R™ estao dadas

por

logNy(F
dim P — lim (296
s=o0 —logd

TimuF — T 19N (F)
§—0 —logd

e a dimensao fractal de F' esta dada por F

Ns(F
dimBleim—ZOg o(F)
5—0 —logd

(se o limite existir), onde Ns(F') estd definido por um dos seguintes casos:

a) o menor numero de bolas fechadas de raio 0 que cobrem F’;



b) o menor nimero de cubos de lado 6 que cobrem F’;

¢) o menor nimero de cubos J-malha que interceptam F;

d) o menor nimero de conjuntos de diametro no maximo 0 que cobrem F;

¢) O maior numero de bolas disjuntas de raio 6 com centro em F.

A figura seguinte ilustra as diferentes defini¢goes da dimensao box-counting.
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Fig. 7: definigoes equivalentes de Dimensao Fractal

Observacao 2.3.1 Na definicao de dimensao fractal, podemos considerar o limite

quando 0 — 0 usando alguma seqiiéncia decrescente Oy tal que dpy1 > €O para

alguma constante 0 < ¢ < 1; em particular para &, = c*. De fato: se §j1 < 5 < Oy,

entao
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logNs(F) _ logNs,.,(F) _ logNs,., (F) o logNs,.,(F)
—logd —  —logdy T —logdri1 + 1og(Oks1/0k) T —logdri1 + loge
e portanto

Tim logNs(F) < Tim. lOgNék(F).
5—0 —logd k—oo  —l0gd

A desigualdade oposta é imediata. O caso do limite inferior trabalha-se da mesma

forma.

Definicao 2.3.1 Seja F C R™. Definimos o corpo d-paralelo, Fs, de F' como o

congunto dos pontos a uma distancia § de F, i. €.
Fs={zx eR": |z —y| <0 para algum y € F}.

Em R3 se F consiste de um tnico ponto, entao F5 é uma bola e vol(Fs) =
%7‘(’(53, Se F' é um segmento de comprimento [ entao Fjs tem forma de ’salsicha’ e
vol(Fs) ~ wlé? e F for um conjunto plano de area a, entao Fs é essencialmente um
engrossamento de F' e vol(Fs) = 2ad. Em cada caso, vol(Fs) = ¢6*>~ onde s é a

dimensao de F', de modo que o expoente de d é um indicativo da dimensao.
Proposicao 2.3.1 : Seja F' um subconjunto de R™. Entao

, — log vol™(F§

_ "(F
dimplF = n — lim —log vol" (F5)
=0 log 0

onde Fs € corpo d-paralelo de F.

Demonstragao: Se F' pode ser coberto por Ns(F') bolas de raio d, entao Fs pode

ser coberto por as bolas concéntricas de raio 24. Logo
vol™(Fs) < Ns(F)c,(20)"

onde ¢, é o volume da bola unitaria em R". Tomando logaritmos,
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log vol™(Fy) < log 2™c,, + nlogd + log Ns(F)

—logd —log 0
e temos
. log vol™(fs .
e TR
Assim,

, — log vol"™(Fy)
dimpl” 2 n = lim =05

Obtemos uma desigualdade similar ao tomarmos limite superior,

TmeF > n — lim (090" (fs)
50 log ¢

Por outro lado, se existirem Ns(F') bolas disjuntas de raio § com centro em F,
entao

Ns(F)cn(20)" < vol™(Fy).

Tomando logaritmos temos as desigualdades opostas

, — log vol"™(Fy)
dimpF < n =l == 5

TimnF <n — lim (0900l (fs)
50 log o

O

Observagao 2.3.2 : Seja F' C R". Entao dimyF < dimgF < dimgF. De fato:
Se F € coberto por Ns(F') conjuntos de diametro §, entao Hi < Ns(F)d®.
Se 1 < H*(F) = lims—_oH3 entdo log Ns(F')+ s log 6 > 0 para 0 suficientemente

pequeno. Assim, s < lim; log Ns(F)/ —log ¢ e portanto
dimgF < dimgF < dimpgkF.
Em geral nao temos a igualdade.

Devido a que a dimensao fractal é determinada por coberturas de conjuntos de

igual tamanho, esta pode ser mais féacil de calcular do que a dimensao de Hausdorff
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Exemplo 2.3.1 Seja F' o conjunto de Cantor. Entao dimgF = dimpF = log2/log3.

Calculo Considere a cobertura dada por os 2* intervalos de Ej, de comprimento
37%. Logo, Ns(F) < 2% se 37% < § < 37%"!. Tomando logaritmos e limite,

- — log Ns(F — log 2* log 2
dimpgF = lim Og—a() < lim °9 ) )
s—0 —log & k—oo log 3k=1  log 3

Por outro lado, qualquer intervalo de comprimento § tal que 37t < § < 37%
intercepta no méximo um dos intervalos bésicos de comprimento 37* usados na
construcao de F. Como existem 2F desses intervalos, entdo precisamos de pelo
menos 2¥ intervalos de comprimento § para cobrir F. Logo Ns(F) > 2% e por tanto
dimgF > log2/log3.

Assim, para o conjunto de Cantor, dimyF = dimgF.

2.3.2 Propriedades da dimensao fractal

As seguintes propriedades elementares da dimensao fractal seguem das proprie-

dades da dimensao de Hausdorff e verificam-se da mesma maneira.

a) Uma subvariedade m-dimensional suave de R"” tem dimgF = m.
b) dimpg e dimg sdo mon6tonas

¢) dimp é finitamente estavel, i.é., dimp(E U F) = maz{dimpE,dimgF'}, mas

dimp nao o é.

d) dimp e dimp sdo Lipschitz invariantes. De fato, suponha que |f(z) — f(y)| <
clx—y| e que F poder ser coberto por Ns(F') conjuntos de didmetro no maximo
0. Entao as Ns(F') imagens desses conjuntos por f formam uma cobertura de
F por conjuntos de diametro no méximo ¢d. Assim, dimpf(F) < dimgF.
Se f for uma transformacgao bi-Lipischitz, entao, igual que na dimensao de

Hausdorff, dimpf(F) = dimgF

Vamos ver algumas desvantagens da dimensao fractal. A proposigao a seguir é

interessante mas tem conseqiiéncias indesejaveis.
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Proposicao 2.3.2 : Seja F o fecho de F. Entio

dzmgf = dszF

Demonstragao: : Seja By,..., By uma colegao finita de bolas fechadas de raio

0. Se o conjunto fechado U B; contém F, entdao contém também F. Logo o menor
i=1
numero de bolas fechadas de raio § que cobrem F' cobrem também o conjunto F'.

Logo temos o resultado desejado. a

Uma conseqiiéncia imediata da proposi¢ao anterior ¢ a seguinte: Se F' for um
subconjunto denso de uma regido aberta de R”, entdo dimy = dimpF = n. Se F
for, por exemplo, o conjunto (enumerdvel) dos nimeros racionais entre 0 e 1, entdo
F é o intervalo [0, 1]. Logo dimpF = dimpgF = 1. Assim, os conjuntos enumeraveis
podem ter dimensao fractal nao zero. Além disso, a dimensao fractal de cada nimero
racional, considerado como conjunto unitéario, é zero, mas a uniao enumeravel desses
conjuntos unitarios tem dimensao 1. Em conseqiiéncia, nao sempre ¢ verdade que

dimpJ;, Fi = sup dimpF;.

Exemplo 2.3.2 :

—_

1

1
F=H{o0,1, 2 ,...} € um conjunto compacto tal que dimpF = 7

3
Demonstragao: Se |U| = < 1 e k é o inteiro satisfazendo 1/(k — 1)k > ¢ >
1/k(k+1), entdo U pode cobrir, no maximo, um dos pontos {1, %, .o, 1/k}. Assim,
precisamos de pelo menos k conjuntos de diametro § para cobrir F'. Logo
log Ns(F) - log k

—logd ~ log k(k+1)

Fazendo § — 0, temos dimgF > % Por outro lado, se % > 0 > 0, tomamos k tal

que 1/(k—1)k > > 1/k(k+1). Entao k + 1 intervalos de comprimento ¢ cobrem
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[0,1/k], deixando k — 1 pontos de F', os quais podem ser cobertos por outros k — 1

intervalos. Assim,
log Ns(F) < log2k
—log § ~ logk(k —1)

e temos

dimgF <

N | —



Capitulo 3

Funcoes Iteradas e Dimensao de

Hausdorft

Definicao 3.0.2 Seja D um subconjunto fechado de R™. Dizemos que uma aplicagao
S : D — D é uma contragio em D se existe um nimero ¢,0 < ¢ < 1, e |S(x) —
S(y)| < clz —y| para todo z,y € D. Se |S(x) — S(y)| = c|lz — y| dizemos que S €

uma similaridade.

Definicao 3.0.3 Sejam Sy, 5, ...,S,, contracoes. Dizemos que o conjunto F' C R"

€ invariante pelas transformagoes S; se

Exemplo 3.0.3 Seja F' o conjunto de Cantor. Sejam Si,S5 : R — R dadas por
Si(z) = 3x; 8 () = 2x + 2. Entdo F = S\(F) U Sy(F). Assim, F ¢ invariante
pelas aplicacoes Sy e Sy as quais representam as auto-similaridades fundamentais

do conjunto de Cantor.

Definicao 3.0.4 : Seja G = {K C D : K é compacto e nao vazio }. Dados A, B €

G, define-se a distancia de Hausdorff d sobre G como
d(A,B) :==min{d >0: AC B+0B,B C A+ B},

onde B € a bola fechado de centro 0 e raio 1.
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A métrica de Hausdorff generaliza a métrica Euclideana: Se A = {p}, B = {¢},
entdo d(A, B) = d(p,q).

Observacao 3.0.3

A+0B=|Jp+0B=|JBlpd)={reD:dx A) <}

peEA peEA

Logo, a inclusdo B C A+6B € equivalente a que B esteja contido no corpo §-paralelo

de A. Temos assim uma definicdo equivalente para a métrica de Hausdorff:
d(A,B) =inf{6: AC Bs e BC As}
Lema 3.0.1 d: G x G — R* € uma métrica, 1.é.:
a) d(A,B) =d(B,A)
b) d(A,B)=0<= A=BRB
c) d(A,B) < d(A,C)+d(C, B).
onde A,B,C € G

Demonstragao: As partes a) e b) sdo conseqiiéncia imediata da definigao.Vamos
mostrar a parte ¢). Suponhamos que d(A,C) = a e d(C, B) = 3. Entao, temos que
AcCC+aB,C C B+ 3B. Portanto AC C+aB C B+ 3B C B+ (a+)B.
Igualmente obtemos que B C A + (o + $)B. Temos assim que d(A, B) < a+ 3 =
d(A,C) +d(C,B).

Teorema 3.0.1 : Sejam Si,...,S,, contracoes em D C R" tais que
15i(x) = Si(y)| < ¢z -y (z,y € D)

ci < 1 para cadat. Entao existe um unico conjunto compacto nao vazio F' invariante

pelas transformacoes S;, .€.
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Além disso, se definimos uma transformacao S na classe G de conjuntos com-

pactos nao vazios por
S(E) = Si(E)
i=1

e escrevemos S* para o k-ésimo iterado de S dado por S°(E) = E,S*(E) =
S(S*Y(E)) para k > 1, entdo

F=()S"E)
k=1
para qualquer conjunto E C G tal que S;(E) C E para cada i.

Demonstracao: Note que os conjuntos de G sao transformados por S em outros
conjuntos de G. Seja E € G tal que S;(F) C E para todo i; por exemplo D N B,.(0)
para r suficientemente grande. Entdao S*(E) C S*1(E) de modo que S*(E) é
uma seqiiéncia decrescente de conjuntos compactos nao vazios. Logo, a interseccao

F =2, S¥(E) é compacta e nao vazia. Como S*(E) é uma seqiiéncia decrescente,

temos que
S(F)=S (ﬂ sk@) = Us (ﬂ sk@) = Si(s*(E) =) 5"E)=F.

Logo, F' ¢ invariante.
Vamos mostrar que o conjunto invariante é tnico. Sejam A, B € G, entao

d(5(A),5(B)) =d (U Si(A), USz(B)> < max d(S;(A), Si(B)),

i=1
pois se 0 é tal que o corpo paralelo (S5;(A))s contém S;(B) para cada 4, entdo

(U, Si(A))s contém |, Si(B). Assim

d(S(A), S(B)) < (max cz-> d(A, B).

1<i<m

Segue que se S(A) = A e S(B) = B, entao d(A, B) = 0. Portanto A = B. O

Observagao 3.0.4 A seqiiéncia de iterados S*(E) converge para F para qualquer
conjunto inicial E € G, i.é. d(S¥(E),F) — 0. De fato: pela desigualdade acima, te-
mos, d(S(E), F) = d(S(FE),S(F)) < cd(E,F), de modo que d(S*(E), F) < c*d(E, F),

onde ¢ = MaxXj<j<m ¢; < 1.
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Para cada k,
SHE) =JSno... 08 (E) = JSu(Su(... (Si(E)))

onde a unidao é sobre o conjunto Jj de todas as k-seqiiéncias (i1, ...,1) tal que
1 <i; <m. Se S;(E) C E para cada i e x é um ponto de F, segue que existe uma
seqiiéncia (nao necessariamente unica) (iq,4s,...) tal que z € S;; o...05;, (E) para

todo k. Assim,

F = U{Izm}

Fig. 8: Contrugao do conjunto invariante F pelas transformagoes S; e S

onde

{xil,ig,..,} = m Sil o...0 Slk (E)
k=1

Esta expressao para x;, ;, . independe de E sempre que S;(E) esteja contido em F,

para todo i.

Exemplo 3.0.4 Sejam Sy(z) = 3z, 5:(x) = 32+ 2 e F o conjunto de Cantor. Se
E = [0,1] entio S*(E) = Ey, o conjunto dos 2* intervalos bdsicos de comprimento

37% obtidos na k-ésima etapa da construcdo do conjunto de Cantor.
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3.1 Dimensoes de conjuntos auto-similares

Uma das vantagens de usar funcgoes iteradas é que a dimensao do conjunto in-
variante é relativamente mais facil de calcular em termos das contragoes definidas.

Nesta secao discutimos o caso no qual Sy, ..., S, : R® — R” sao similaridades, i.é.
1Si(z) = Si(y)| = alr —y|  (z,y €R"),

onde 0 < ¢; < 1 (¢; é chamado a proporgao de S;). Um conjunto invariante por este
tipo de transformacoes é chamado de estritamente auto-similar. Vamos mostrar,
sob certas condicoes, que um conjunto auto-similar F' tem dimensao Hausdorff e

box iguais ao valor de s satisfazendo

Zcle

=1

e além disso, que F' tem H*-medida positiva e finita.

Definicao 3.1.1 : Dizemos que as similaridades S;,1 = 1,...,m satisfazem a
condicao do conjunto aberto se existe um conjunto aberto limitado nao vazio V

tal que

e a uniao € disjunta.

Teorema 3.1.1 : Suponha que as similaridades S; : R" — R, ¢ = 1,...,m com
propor¢oes ¢;(1 < i < m) satisfazem a condigdo do conjunto aberto. Se F é o

congunto invariante satisfazendo

Além disso, para esse valor de s,0 < H*(F) < oo.
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Demonstracao: Seja s tal que Y ", ¢f = 1. Dado o conjunto A escrevemos
Aii, =S, 0...085; (A). Denotemos J; o conjunto das k-seqiiéncias (i1, ..., 1)

tal que 1 <1i; < m. Segue, usando repetidamente a definicao de F', que

F=|JF, ..
Ji

Como a aplicagao 5;, o... 0 5;, é uma similaridade com proporcao ¢;, ...¢;,, entao
S 10 = e 67 = () (S ) = ot
T T i i
pela defini¢do de s. Para qualquer 6 > 0, podemos escolher k tal que |Fj, ;| <
(maz; ¢;)F <8, logo H(F) < |F|* e portanto H*(F) < |F|*.

Por outro lado, seja I o conjunto de todas as seqiiéncias infinitas I = {(iy, iz, ...) :
1 <id; <m}eseal, ;0 = {(i1, ik Qrr,--.) 0 1 < g < m} o ‘cilindro’
consistindo de aquelas seqiiéncias em I com termos iniciais (iy,...,%). Vamos co-
locar uma distribuicdo de massa p em I tal que p(f;, ;) = (¢ ..., )% Como
(Ciyooocip)® = Yoy o ocipe)®, 16 Ly ) = Doy w(Liy,igsi), Segue que pu
¢ uma distribui¢do de massa em subconjuntos de I tal que p(/) = 1. Podemos
transferir © a uma distribuicdo de massa i em F numa forma natural definindo
a(A) = p{(i1,ia,...) : @i, € A} para subconjuntos A de F'. Verifica-se facil-
mente que g(F) = 1.

i satisfaz o principio de distribuicao de massa, isto é, existe ¢ > 0 e 6 > 0 tais
que f(U) < q|U|* para todo conjunto U tal que |U| < §. Com efeito: Seja V o
conjunto aberto da condigio do conjunto aberto. Como V 2> S(V) =", S;(V), a
seqiiéncia decrescente de iterados S¥(V) converge para F'; pois F = (., S¥(E). Em
particular V O F e Vihmﬂ-k D Fj, ..., para cada seqiiéncia infinita (i1, ...,4). Seja
B uma bola arbitraria de raio r < 1. Estimamos ji(B) considerando os conjuntos

Vi, com diametros comparaveis com o de B e com fechos que interceptam F'NB.

Reduzimos cada seqiiéncia infinita (i1, 4, ...) € I logo apds o primeiro termo iy
para o qual

<r

<min cl-) 7 < CiyCiy - - - Gy
1
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e denotemos ) o conjunto finito de todas as seqiiéncias (finitas) obtidas desta ma-

neira. Entdo, para cada seqiiéncia infinita (i1,4s,...) € I existe exatamente um

valor de k tal que (i,...,7) € Q. Como Vi,...,V,, sdo disjuntos, entdo também o
sao Vi, s 1, ..., Vi iom para cada (iy,...,4;). Usando isto em forma encaixada,
segue que a colegao de conjuntos abertos {Vi, ., : (i1,...,4) € Q} ¢ disjunta.

Similarmente F' C UF“% - Uvzlzk

Escolhemos a; e ay de modo que V' contém uma bola de raio a; e esta contido

numa bola de raio ay. Entao para (i1,...,i) € @ o conjunto V;, ; contém uma

k

bola de raio ¢;, ...¢;,a; e portanto contém uma bola de raio (min;c;)air, e estd
contido numa bola de raio ¢;, ...¢;, as e logo estda contido numa bola de raio asr.

Denotemos () as seqiiéncias (i1, ...,i;) em @ tal que B intercepta Vil,...,i Pelo

e

lema 3.1.1 existem no maximo ¢ = (1+2az)"a; " (min;c;)~" seqiiéncias em (). Entao
/](B) = :&(F N B) § N{(Zlv i2a - ) P Ty g, € Fn B} S M {Ul—llyﬂk}
Q1

pois, se x;, 4,.. € FNB C UQ1 Vi
Q1. Assim

1> €D0tA0 existe um inteiro k tal que (i1, . ..,4;) €

ﬂ(B) < ZIM(I’LL,%) - Z(Cil C. Cz'k)s < ZT‘S < rsq.
Q1

Q1 Q1

Como qualquer conjunto U estd contido numa bola de raio |U|, temos que a(U) <
|U|%q, logo, se {U;} é uma cobertura de F', entdo 0 < a(F) < p(J, U;) < >, U) <
gy |\Uil%, logo HS(F) > a(F)g ' =q ' e dimpF = s.

Se ) é um conjunto arbitrario de seqiiéncias finitas tal que para cada (iy, iz, ...) €
I existe exatamente um inteiro k e (iy,...,i;) € @, temos, por indugao da defini¢ao
de s, que Y n(ciciy - .- ¢, )° = 1. Assim, se escolhemos @ como em (*), @ contém

no maximo (min; ¢;)~°r~® seqiiéncias. Para cada seqiiéncia (i, ...,i) € @ temos

*r~% conjuntos

Vil =ciy - ciq|V| < r|V], logo podemos cobrir F' com (min; ¢;)~
de didmetro r|V| para cada r < 1. Segue da defini¢io equivalente da dimensdo box
que dimpgF < s; como a dimensao de Hausdorff é também s, isto completa a prova

O
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Lema 3.1.1 Seja {V;} uma coleg¢ao de subconjuntos abertos disjuntos de R™ tal que
cada V; contem uma bola de raio ayr e estd contido numa bola de raio asr. Entao

qualquer bola B de raio v intercepta no mdrimo (14 2ay)"a;™ dos fechos V.

Demonstragao: SeV; encontra-se com B, entao V; esta contido na bola concéntrica
com B de raio (14 2ag)r. Suponha que ¢ destes conjuntos V; interceptam B, entao,
somando os volumes das correspondentes bolas interiores de raio a;r, segue que

q(a;r)™ < (1 + 2a9)™r™, obtendo a cota desejada para q. O

Observacao 3.1.1 : Se ndo supormos a condi¢do do conjunto aberto no teorema
anterior, poderia-se mostrar ainda que dimgF = dimpgF embora esse valor pode ser

menos do que s.

Exemplo 3.1.1 (Triangulo de Sierpinski) : O triangulo de Sierpinnski, F', construe-
se de um triangulo equildtero tirando triangulos equildteros invertidos repetidamente

(veja figura abaizo). Entdo dimpgF = dimpF = log3/log2.

Fig. 9: O triangulo de Sierpinski

Célculo: O triangulo F ¢é invariante pelas similaridades S;, Ss, S5 : R? — R2, dadas

por
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1 1 1 1 1

_ 7 0} _ _ 3 0Y_ [ 2 _ 7 0} _ i
S1(z) = T, 9(T)= T+ , S3(T) = T+ /3
0 3 0 3 0 0 3 oy

com proporgoes %, que aplicam o triangulo Ejy nos triangulos de E;. Cumpre-se
a condicao do conjunto aberto, tomando V' como o interior de Ey. Assim, pelo

teorema 3.1.1,dimy F' = dimpgF = log3/log2, o qual é a solugao de Z?Zl(%)s =1

3.2 Algumas Variantes

Os célculos do Teorema 3.1.1 podem adaptar-se para estimar a dimensao do conjunto

invariante F' de uma colecao de contracoes que nao sao similaridades.

Proposicao 3.2.1 : Sejam Sy,..., S, contragoes num subconjunto fechado D de
R™ tal que

|Si(2) = Si(y)l < eile =yl (2,9 € D)
com ¢; < 1 para cada i. Entao dimgF < s e dimgF < s, onde Z:’ll c; =1.

Demonstracao: E conseqiiéncia imediata do Teorema 3.1.1. O

Proposicao 3.2.2 : Sejam Sy,...,S,, contracoes num conjunto fechado D de R™

tal que
bilz —y| < [Si(x) = Si(y)|  (v,y € D)

e 0 < b; <1 para cada i. Suponha que F ¢é invariante pelas S;,

com a uniao disjunta. Entao dimgF > s, onde

f:bf =1
i=1



52

Demonstragao: Seja d > 0 a distancia minima entre qualquer par dos conjuntos
compactos disjuntos S1(F),..., S (F), 1.6. d = min,z;inf{|lz —y|: v € S;(F),y €
S;(F)}. Seja Fi,,. i, = Siyo...08;,(F) edefina p por pu(F,,. ;) = (biy...0;,)°

Como
m m k
S ulFiy i) = > (b bib)* = (b b)) = u(F ) = (U me)
=1 =1 i=1

segue que p é uma distribuigao de massa em F' tal que u(F) = 1.
Se x € I, entao existe uma tnica seqiiéncia infinita ¢y, 79, ... tal que v € F;, _;,

para cada k. Para 0 < r < d seja k o menor inteiro tal que

lk—1

./ N , . . . . . ~ o .
Se iy,...,1, € distinto de 41,...,17, os conjuntos Fj, e F, . sao disjuntos e
i

separados por uma distancia de pelo menos b;, ...b;, _,d > r, pois se j € o menor

Tk—1

inteiro tal que i; # z; entao Fi, C F,ely, s C FZ; estao separados por

yeenslh SRR

d, logo F;, ., e Fi/l,...,z‘; estao separados por pelos menos b;, ...b;._ d. Segue que

k 151

FNB.(x)CF,. ., logo
ILL(F N BT(I‘)) S M(Fl1,,lk) = (b“ Ce blk)s S diST’S.

Se U intercepta F', entdao U C B,(z) para algum x € F com r = |U|. Assim, pu(U) <
d—*|U|*, logo pelo principio de distribui¢ao de Massa, H*(F) > 0 e dimyF > s. O

Exemplo 3.2.1 (O Conjunto de Cantor nao linear) Sejam D = [1(1+V/3), (1+
V3)] € 81,8 : D — D dadas por Si(x) = 1+ 1/x,Sy(x) = 2+ 1/x. Entdo
044 < dimpgF < dimgF < dimpF < 0.66 onde F € o congunto invariante por Sy e
Sy.

Célculo: Notamos que Si(D) = [3(1++/3), V3] e S5(D) = [1(3++/3), 1+ /3] logo,
podemos usar as proposicoes 3.2.1 e 3.2.2 para estimar dimy(F'). Pelo Teorema do
Valor Médio, se  # y € D, entdao (Si(x) — Si(y))/(z — y) = S;(c;) para algum

¢i € D,i=1,2. Assim, parat=1,2.
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. Si(x) — Si(y)] < sup S, (z)].

z€D |I - yl z€D

inf |S;(z)] < |

Como S;(z) = Sy(z) = —1/2? segue que
52 = VA)le —yl < 18(2) - Siw)| < 22~ VE)z ~y]

para ¢ = 1 e i = 2. Pelas proposicoes 3.2.1 e 3.2.2 os limites superior e inferior para
as dimensdes estao dados pelas solucdes de 2(3(2 — v/3))* =1 e 2(2(2 —V3))* =1,
os quais sio s = log2/(log2(2 + V/3)) = 0.34 e s = log2/(log3(2 + V/3)) = 1.11
respectivamente.

Para um subconjunto da reta real, um limite superior maior que um nao ¢ muito
util. Uma forma de obter uma melhor estimativa é a seguinte: F' também é um

conjunto invariante pelas quatro aplicagoes em [0, 1]

SioS;=i+1/(j+1/x)=i+z/(jo+1) (1,7 =1,2).
Calculando derivadas e usando o teorema do valor médio como antes, obtemos
(Sio8;)(x) = (ju +1)~"
logo
GO+ VE) + 1) — ] <180 5,(2) — 50 5,0)] < (51 +VB) + 1) %z gl

Os limites superior e inferior para as dimensoes estao dados pelas solugdes de 2(2 +
V32 +2B+2v3)™ =1e2(1(3+V3)™2 +2(2+V3)"% = 1, e obtemos
0.44 < dimyF < 0.66.



Capitulo 4

Conjuntos de Julia de Funcoes

Quadraticas

Nesta se¢ao estudamos a variagao da estrutura do Conjunto de Julia J(f.) ao vari-
armos o parametro c¢. Em particular, usaremos os resultados obtidos no capitulo 3

para estimar as dimensodes fractal e de Hausdorff de J(f.) quando |c| é grande.

Teorema 4.0.1 : Suponha |c| > (54 2v6). Entdo J(f.) ¢ totalmente desconezo
e é o conjunto invariante das contracoes dadas pelos dois ramos de f;'(z) para z

prozimo de J(f.). Quando |c| € grande
dimpJ(f.) = dimgJ(f.) ~ 2log2/log|c|.
Demonstragao: Seja C o circulo |z| = |c¢| e D o seu interior |z| < |c|. Entao
F7HO) = {(ee® — )2 10 < 0 < 47}

¢ uma figura de oito com um ponto auto-interseccao em 0. (figura 10). Como
|| > 2, temos que f,'(C) € D. O interior de cada um dos lagos de f;(C) é
aplicado bijetivamente por f. em D. Definamos S, 55 : D — D como os ramos de
1. Y(2) dentro de cada lago. Entao Si(D) e Sy(D) sdo os interiores dos dois lagos.
Seja V= {z : |z| < |2¢|"?}. O raio de V é tal que V contém f;'(C), logo
S1(D),So(D) € V C D. Assim, Sy(V),5(V) C V e S1(V),Sy(V) sdo disjuntos.
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Temos

151(2)] = IS5(2)] = ('Y () = 5= = )2

Logo, se z € V,

1 :
S (lel + 12272 <Si(2)] < S (Iel = 2o *)72 (%)

N | —

O limite superior ¢ menor que 1 se |¢| > (5 + 2V/6) e temos que S; e Sy sdo
contracoes no disco V. Pelo Teorema 3.0.1 existe um tnico conjunto compacto nao

vazio invariante F' C V tal que

S1(F)U Sy(F) = F.

Fig. 10: Prova do Teorema 4.0.1

Como S1(V) e S3(V) sao disjuntos, entao Si(F') e Sy(F) também sao, logo F' é
totalmente desconexo.

Temos que F = J(f.). De fato, como V contém um ponto fixo repulsor de f.,
i.6, um ponto de J(f.), entdo J = m C V, pois f7F(V) C V. Assim,
J é um subconjunto compacto nao vazio de V que satisfaz J = f71(J), i.é., J =
S1(J)U Sy(J). Logo, J = F.

Para calcular a dimensao usamos (*) e o Teorema do Valor Médio e temos

1(]c| + \2c|1/2)*1/2 < |Si(21) — Si(22)] <

L ol — [2¢]1/2)-1/2
: — (el - [2¢[2)
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se 21 e 2y sdo pontos distintos de V. Pelas proposicoes 3.2.1 e 3.2.2 os limites supe-
rior e inferior para dimpy J(f.) estao dados pelas solugdes de 2(1(|c| £ |2¢[*/?)71/2)® =
1.Quando |c| — o0, as duas solugodes sao equivalentes, entao dimpJ(f.) = dimgJ(f.)

2log2/log|c. O

1

Teorema 4.0.2 : Se |c| < 7,

entao J(f.) é uma curva fechada simples.

Demonstracao: Seja Cy a curva |z| = 3. Temos que Cy envolve ¢ e também

o ponto fixo atrator w de f. (o produto dos pontos fixos de f. é igual a ¢, logo

1
29

um deles tem médulo < % portanto ele é atrator). Entao f;!(Cp) é um lago C4
envolvendo Cy. Podemos encher a regiao anular A; compreendida entre Cy e C}
por uma seqiiéncia continua de curvas, que chamaremos de ‘trajetorias’ que deixam
Cy e chegam a C) perpendicularmente; (figura 11(a)). Para cada 6, seja ¢1(0) o
ponto em C no final da trajetéria que deixa Cy em 1y(6) = %ew. A imagem inversa
[ Y(A;) é uma regiao anular Ay compreendida entre os lagos Cy = f71(C}) e )
tal que f. aplica A; em A; na forma 2 - 1 (isto é, cada elemento em A; tem no
méximo dois antecedentes). A imagem inversa das trajetérias ligando Cy com Cy
fornecem uma familia de trajetérias ligando Cy com Cy. Seja 12(0) o ponto em Cs
no final da trajetéria que deixa Cy em ;(f). Continuando desta maneira obtemos
uma seqiiéncia de lagos C} envolvendo cada um seu predecessor e obtemos também
familias de trajetdrias ligando os pontos 9 (0) em Cy com vg1(0) em Cjyq, para
cada k.

Quando k — oo as curvas C} aproximam-se a fronteira da bacia de atracao de
w a qual é o conjunto de Julia J(f.). Como |f.(z)| > 24/ — |c| > 1, segue que [,
contrai-se préximo de J (usando o teorema de valor médio). Assim, o comprimento
da trajetéria que liga 1 (0) com 41 (0) converge para 0 numa propor¢ao geométrica
quando k — oo. Logo, ¥(f) converge uniformemente para uma fungao continua
¥ (0) quando k — oo, e J é a curva fechada dada por ¥(6)(0 < 6 < 2m).

Vamos mostrar agora que ¥ é uma curva simples. Suponha que 1(6;) = 1¥(6,)

Seja D a regiao limitada por Cy e as duas trajetérias que ligam 1o(601) e ¥o(62) a
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esse ponto comum. A fronteira de D esta limitada pelos iterados de f.. Logo, pelo
teorema do médulo maximo (o médulo de uma fungao analitica assume seu maximo
no ponto fronteira da regiao), D fica limitado pela iteracao de f. Pela proposigao
1.1.5, o interior de D nao pode conter pontos de J. Assim, nao acontece a situacao
da figura 11(b) e portanto, ¥(0) = 1(0;) = () para todo 6§ entre 6; e 0. Segue

que v (f) nao tem ponto de auto-intersecgao. O

Fig. 11: Prova do Teorema 4.0.2

O gréfico a seguir mostra os diferentes conjuntos de Julia, para distintos pontos

cem M.

Fig 12: Os conjuntos de Julia, J(f.), para ¢ em distintos pontos no conjunto de Mandelbrot
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4.1 Propriedades do conjunto de Mandelbrot

Vimos na secao anterior que o conjunto de Mandelbrot é o conjunto dos parametros
c tal que [f™(0)] = 2 + 0 ¢ limitado. Assim, ¢ € M se e somente se 0 ndo pertence

a bacia de atracao do ponto fixo superatrator oo.

Teorema 4.1.1 O conjunto de Mandelbrot M ¢é um subconjuntos fechado, simples-
mente conexo do disco {|c| < 2}, e intercepta o eixo real no intervalo [—2,1/4].
Além disso, M consiste exatamente dos pontos c tais que |f*(0)] < 2 para todo

n>1.
Demonstracao: Seja ¢ € M e suponha que |c| > 2, entdo, por indugdo temos
n n—1
)] = [lel(le] =D, n=>1

logo, |f(0)] — oo e portanto ¢ ¢ M. Assim, |c¢| < 2 para ¢ € M.
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Vamos mostrar agora que M = {c : [f*(0)] < 2}. Seja ¢ € M e suponha
|f2(0)] = 2 + 0 para algum m > 1. Se |c¢| = |f.(0)] > 2, entdo ¢ & M. Se |c| < 2,
entao |f7HH0)| = |f(f(0)] = |2+ 8)* +¢| > (24 0)* —2 > 2+ 45. Logo, por
indugdo, obtemos | f™*(0)| > 2 + 4¥§ — oo, e novamente ¢ ¢ M. A outra inclusdo
¢ imediata. Além disso, M é um conjunto fechado, pois {c: | f?(0)| < 2} é fechado.
Finalmente, usando o principio do méximo, temos que C\ M nao tem componentes

limitadas, logo C\ M é conexo e portanto M é simplesmente conexo. ]
Agora vamos enunciar e provar o Teorema de Douady-Hubard.

Teorema 4.1.2 (Douady-Hubbard) O conjunto de Mandelbrot, M, é conexo

Lema 4.1.1 (Boettcher-Fatou) Suponha que f(z) = z¥+ap_12* 1 +ap_o2872+...,
com k > 2, tem um ponto superatrator em z = oo. FEntao existe uma aplicacdo
conforme ¢ = p(z) de uma vizinhanca do infinito numa vizinhanga do infinito que
conjuga f(z) com C*. Esta aplicagdo de conjugagdo € tnica, exceto a multiplicagdo

por uma (p — 1)-ésima raiz da unidade.

Demonstracao: Se |z| for grande, existe uma constante C' > 1 tal que |f(z)| >

C|z|k. Por indugao, para k > 2, temos que
()] = (ClzD™, 2] = 4,

logo, f"(z) — oo super-exponencialmente.

Queremos achar uma aplicagao de conjugacao ¢(z) = z + ... tal que ¢(f(2)) =

k

©(2)k, ou equivalentemente, ¢ o f o p~1({) = ¢*. Defina

pal2) = U = (F T =1 )
a qual é bem definida numa vizinhanca do infinito. Temos que

puoro f= ("o N =)
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logo, se ¢, — ¢ entdo ¢ satisfaz p o f = p¥. Vamos mostrar que a seqiiéncia {,}

converge. Note que

Pr+1 (2) = <901 o f"

k_nz— )T = -n LRy
u ) @)= 0@ ) = 1O O =

—1+0(k™)

se |z] > 1/k. Assim, o produto
(o9}

Pn+1
Pn

n=1
converge uniformemente para |z| > 1/C, e isto implica que {®,} converge.

Para mostrar a unicidade é suficiente provar que qualquer conjugacao de f(z) =
az" a si mesma é tinica exceto a multiplicacao por uma (k—1)-ésima raiz da unidade.
Suponha que ¢(z) = a1z + ag + a_127! + ... é uma conjugacio. Entdo p(az*) =

ap(2)k, isto &,

1

aaz’ +ag+a_ja 2P+ =alaz+ag+ a2t )R

k

Logo a,a™ = af a,a # 0 isto implica a,, = 0,m < 2. Portanto, a;a = afa e assim,

1 =a"". Logo, v(2) = a;z. O

Definicao 4.1.1 Uma funcao continua G : C — R é chamada de funcao de Green

potencial tedrica de um conjunto compacto K C C, se
a) G é uma fungao harmonica em C\ K;
b) G(z) =0 para z € K
c) G(z) —log(z) € limitada perto de z = cc.

Definicao 4.1.2 Definimos o conjunto de Julia cheio de f e denotamos por IC como
a unigo do conjunto de Julia, J(f), e as componentes limitadas do conjunto de

Fatou, F. Assim, z € K se e somente se os iterados f™(z) sao limitados.
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O Teorema de Boettcher-Fatou garante a existéncia da funcao de conjugacao ¢,

para f.(z) = 2? + ¢ numa vizinhanga do infinito, U. = C\ D,(0), para algum r.

Neste caso, a equagao funcional

ec(fe(2)) = 900<Z>2

¢ unicamente determinada e tem a forma ¢.(2) = z 4+ o(1) em oo.
A equacao funcional para ¢, permite-nos estender log|¢.(2)| de forma harmonica
para A.(c0), a bacia de atracao de oo, onde coincide com a func¢ao de Green G.(z)

de K. para A.(oco) com polo em co. Na verdade, definimos

Ge(z) = loglec(2)|-

Esta fun¢do é harmoénica em U, e crescente como log|z|, pois pelo Teorema de

Boettcher-Fatou satisfaz |f™(z)| > K|z|*" para alguma constante K e assim
o1
Gu(2) = lim _Llogl2(2)]

Embora G, esteja definida s6 em U,, existe uma tnica extensao continua para C e

satisfaz

Ge(2) = Ge(fe(2)) /2.
Proposicao 4.1.1 A aplicagao (¢, z) — ¢.(z) € analitica.

Demonstracao: Pelo teorema de Boettcher-Fatou, as aplicagoes (¢, z) — ¢n(2)
sao analiticas e o produto infinito converge absolutamente e uniformemente numa

vizinhanga U, de infinito. a

Teorema 4.1.3 Para todo A > 0, eziste « = a(A) > 0 tal que a fungdo de Green

G. € uniformemente a-Holder continua para |c| < A.

Demonstracao: Suponha A > 10. Seja z € C\ K. e seja 0(z) = dist(z,K.). Seja
2o € K. o ponto mais proximo a z e seja S o segmento de reta de zy até z. Tome
N = N(z) que satisfaz |f"(w)| < A, para todo w € S e todo n < N, enquanto

|fN(21)] > A, para algum z; € S. Usando a regra da cadeia, temos

(Y )l = 1D @) ()] = 12 w272 (w)] - [2f (w)][2w] < (24)"
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Também. |f"(2)| < 2v/A para todo n pois caso contrario os iterados vao para co.

Usando o Teorema do Valor Médio
1F™(21)] < 2VA + 2V AN (2).

Mas |fN(z1)| > A, logo 2V ANS(z1) > 1 e 2VAN§(2) > 1. Para a = log2/(log2 +

logA) temos 6(2)® > 27", de modo que
Ge(2) = G(fY(0))27" < Mo(2)°,

onde M depende s6 de A.
Considere dois pontos z; e z9 e suponha que §(z1) > 0(z2). Queremos mostrar
que
|G(21) — G(29)] < Klz1 — 22]°.
Se |z1 — 22| > 36(21) temos G(z1) < M6(21)* < 2M|z1 — 22|® € G(22) < Mé(20)* <
M6(z)* < 2M|z; — 22|*. Logo

|G(21) — G(2)| < |G(21)] + |G(22)| < 4M[21 — 22].

Se |21 — 22| < 30(21), usamos o fato de G(z) ser uma funcdo harmonica positiva no

disco A(z1,9(21)) e concluimos
|G(2’1) - G(22)| < KOM5(21)a|2’1 - 22|/5(21) < K|Zl — 29 e,
O

Teorema 4.1.4 Se ¢, — ¢, entao as correspondentes fungoes de Green, G, , con-

vergem uniformemente em C para G.(z). Assim, G.(z) € continua em c e z.

Demonstracao: Pelo teorema anterior, temos que a seqiiéncia de fungoes G, é
equicontinua em conjuntos compactos. Seja H uma funcao limite em compactos de
uma subseqiiéncia. Entao H ¢é continua e harmonica no conjunto {H > 0}. Pelo

principio do maximo, nao existem componente limitadas do conjunto { H > 0} senéo
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s6 uma componente ilimitada. J& que as fungoes de conjugacao ¢. dependem anali-
ticamente de ¢, G, = log|p., ()| converge uniformemente para G.(z) = log|g.(z)|
para |z| grande. Segue que H = G. em A.(00), e portanto em toda parte. Como o

limite H é unico, temos a convergeéncia uniforme da seqiiéncia original. O

Demonstragao do Teorema de Douady-Hubbard: Seja

®: C\M — C\D
¢ ®(0) = po)

onde C = CU{oc} é a esfera de Riemann e D = {|z| < 1} é o disco unitério fechado.
Esta funcao é bem definida e vamos mostrar que é um difeomorfismo analitico. Isto
implica que o complementar de M é simplesmente conexo em C e portanto, M é

conexo. Com efeito:

a) ® ¢é analitica. Isto segue da proposigao 4.1.1.

b) Temos que log|®(c)| = G.(c) = 2G.(0). Pelo teorema 4.1.4, G (c,) — 0

quando d(c, M) — 0 e em conseqiiéncia |®(c)| — 1 quando ¢ — M

¢) A aplicagao ® é prépria, isto é, a imagem inversa de um conjunto compacto é
um conjunto compacto. De fato: seja K C C\D. Os dois conjuntos compactos
D e K tém distancia positiva. Suponha que ®'(K) nao é compacto. Entao,
existe uma seqiiéncia ¢, € ®~(K) tal que ¢, — ¢y € M e portanto |®(c,)| —
1. Isto nao é possivel pois ®(c,) € K é limitada longe de D. Logo, a fungao

® ¢ propria.
d) A aplicagao ® e aberta. Isto segue do fato de ® ser analitica.

e) A aplicagao ® é fechada. Toda aplicacao continua prépria ® : X — Y entre
dois espacos métricos localmente compactos X,Y tem esta propriedade. De
fato: Seja A C X um conjunto fechado e tome uma seqiiéncia ®(a,,) em ®(A)
que converge para b € Y. Ja que Y é localmente compacto, podemos tomar

uma vizinhanga compacta K de b. Entao &~ (KN®(A)) é compacto e contem



64

quase todos os a,. A sequéncia a,, contem portanto um ponto de acumulacao
a € X. Pela continuidade temos ®(a,) — ®(a) = b para uma subseqiiéncia,

de modo que b € ®(K). Portanto, ¢(K) é fechado.

® é sobrejetiva. A imagem de ®(C\ M) é um subconjunto aberto de C\ D pois
® é uma aplicacao aberta. A imagem da fronteira de M é um subconjunto
fechado de C \ D que coincide com a fronteira de D pois a funcdo de Green

cumpre G.(c) — 0 quando ¢ — M.

® ¢ injetora. J4 que a fungao ® é prépria, a imagem inversa ®~!(s) de um
ponto s é finita. Existe portanto uma curva I' que rodeia todos os pontos de
®~1(s). Denotemos por A o ntiimero de elementos de A. Pelo principio do
argumento, temos

0 0)) = o [ s

T 2mi (2) — 2z
e este nimero é localmente constante. Dado M > 0, podemos achar uma curva
I que funciona simultaneamente para todos os |s| < M. Como ® é sobrejetiva
e f(®(00)) = 1, temos que #(®'(s)) = 1 para todo z € C\ D e assim, ® é
injetiva.
A aplicagao @1 existe em C\ D e ¢ analitica, pois ® é injetiva, diferencidvel

e aberta.



Apeéendice

Neste apéndice vamos enunciar e provar o Teorema de Montel. Este teorema
esta referido a familias normais no espago das fungoes analiticas. Resumidamente,
o teorema afirma que se uma familia de fungoes analiticas nao assume os valores 0

e 1, entao ela é normal.

4.1.1 O espago das fungoes continuas C(G, 2)

Definigao 4.1.3 Seja G um aberto em C e (2,d) um espago métrico completo.

Definimos C(G,2) o conjunto de todas as fungdes continuas de G em Q.

Se G = U K, onde cada K,, é um compacto e K, C intK, ;. Definimos

n=1

pulfs9) = sup{d(f(2), 9(2)) : z € Ky}

para toda funcdo f e g em C(G, Q). Definimos também

o0

1 n )
p(f.g) = 2(5)"%;

temos que t(1 +¢)~! < 1 para todo t > 0, entao a serie anterior estd dominada por
1)n e portanto converge.
>(3)"ep g

O seguinte lema mostra que p é uma métrica para C(G, ).

Lema 4.1.2 : Se (S,d) é um espago métrico, entao

¢ também uma métrica em (S, d)

65
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Proposicao 4.1.2 (C(G,Q),p) € um espago métrico.

Demonstracao: E claro que o(f,9) = plg, f). Também, como cada p,, satisfaz

a desigualdade triangular, pelo lema anterior temos que p satisfaz a desigualdade

triangular. Além disso, temos que G = U K,, logo f = g sempre que p(f,g) = 0.

n=1

O

Lema 4.1.3 Seja p a métrica definida anteriormente. Dado € > 0 existe um § > 0

e um compacto K C G tal que para toda f e g em C(G,Q),

sup{d(f(2),9(2)) : z € K} <= p(f,9) <e.

Reciprocamente, dados 6 > 0 e um compacto K, existe um € > 0 tal que para f

egemC(G,Q),

p(f,9) < e= sup{d(f(z),9(2)) : z € K} <.

N . L . - 1
Demonstragao: Seja € > 0 fixo e p um inteiro positivo tal que Z (5)” <gee
n=p+1
denote K = K,,. Escolhamos 6 > 0 tal que 0 < ¢ < § implique IL—&—t < %e. Suponha

que f e g em C(G, Q) satisfazem sup{d(f(2),g(z)) : z € K} <. Como K,, C K,

para 1 <n < p,p,(f,g9) < d para 1 <n < p. Assim, temos

pulf,9) <L

L+ pu(f,9) 2

para 1 < n < p. Portanto
| 1
p(f,9) < Z(§)n(§€) + > (5)" <e

n=1 n=p+1

o0

Sejam agora K e ¢ dados. Como G = U K, = U ntK, e K é compacto, existe
n=1 n=1

um inteiro p > 1 tal que K C K,,; isto implica

pp(f:9) = sup{d(f(2),9(2)): 2 € K}.

Escolhamos ¢ > 0 de modo que 0 < s < 2P¢ implique *; < J; entao 1L+t < 2Pe
implica t < §. Logo, se p(f,g) < €, entao lf_’;if(’%) < 2P¢ e temos p,(f,g) < 9. O
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Vamos a demonstracao do Teorema de Perron Frobenius.

Proposicao 4.1.3

a) Um conjunto O C (C(G,Q),p) € aberto se e somente se para cada f em O

existe um compacto K e um 6 > 0 tal que

O > {g:d(f(2),9(2)) <0,z € K}

b) Uma seqiéncia {f,} em (C(G,Q),p) converge para f se e somente se {f,}

converge para f uniformemente em todo subconjunto compacto de G.

Demonstracao: Se O é aberto e f € O, entao para algum € > 0,0 D {g :
p(f,g) < €}. Pela primeira parte do lema anterior, existe um 6 > 0 e um compacto
K tal que O cumpre a condicao requerida. Reciprocamente, se O tem a propriedade
estabelecida e f € O, entao pela segunda parte do lema anterior, temos um € > 0

tal que O D {g: p(f,g) < €}; isto é O é aberto. O
Proposicao 4.1.4 Un conjunto F € normal se e somente se tem fecho compacto.

Proposicao 4.1.5 um conjunto F ¢é normal se e somente se para todo compacto
K C G e d >0 existem funcoes fi, fa, ..., fn em F tal que para f em C existe pelo

menos um k,1 < k <n, com

sup{d(f(z), fe(2)) : z € K} <.

Demonstragao: Suponha que F é normal e sejam K e § > 0 dados. Pelo lema
6.1.2 existe um e > 0 tal que p(f,g) < 0 = sup{d(f(z),9(z)) : z € K} <. Mas,
como F é compacto, F é totalmente limitado. Logo, existem fi,..., f, em F tal

que

F |\ J{finlf fu) < e}

k=1
Mas, pela escolha de € temos

Fc U d(f(2). fil2) < 6.2 € K
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isto é, F satisfaz a condicao da proposicao.

Para o reciproco, suponha que F cumpre a propriedade estabelecida. Temos
que F também satisfaz a condicdo, portanto podemos supor que F é fechado. Mas,
como C(G,€) é completo, entdao F é completo. Logo, usando novamente o Lema
6.1.2, temos que F é localmente limitado. Assim, F é compacto e portanto, normal.

O

Para cada n > 1 sejam (X, d,) um espago métrico e X = HX” seu produto

n—

1
cartesiano. Isto é, X = {{ = {z,} : ©, € X,, para cada n > 1}. Para { = {z,} e

n = {y,} em X definimos

& 1 dn TnyYn
(g, m) = ZS)"%'

[e.e]

Proposicao 4.1.6 (H X, d) com d definida anteriormente, € um espaco métrico.

n=1

Se &8 = {xk}oe | é um elemento de X = HXn; entao £ — £ = {z,} se e somente

n=1

k

se x, — Tn para cada n.

Demonstragao: Claramente, d ¢ uma métrica. Suponha d(£*,€) — 0; como

dn(xZa Ty)

temos que .
R el
Entao zf — x, para cada n > 1.
Suponha agora que d,(z¥,z,) — 0. Entdo limy_ . d,(z% 2,) = 0. Logo,
limkﬂw(%)"%% =0, e assim d(£*,€) — 0 e portanto, &8 — &, O

Proposicao 4.1.7 Suponha que F C C(G,Q) é equicontinua em cada ponto de G;

entao F € equicontinua em cada subconjunto compacto de G.

Demonstragao: Seja K C G compacto e € > 0 fixo. Entao para cada w em K

existe um &, > 0 tal que

d(f(w'), f(w)) < 5e
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para toda f em F sempre que |w — w'| < d,. O conjunto {B(w,d,) : w € K}
forma uma cobertura aberta de K. Pelo Lema da Cobertura de Lebesgue, existe
um § > 0 tal que para cada z em K, B(z,0) estda contida em um dos conjuntos
desta cobertura. Logo se z e 2/ estdo em K e |z — Z/| < § existe um w em K
tal que 2/ € B(z,0) C B(w,d,). Isto é, |z —w| < &, e |2/ —w| < &,. Isto
implica d(f(2), f(w)) < 3€ e d(f(2'), f(w)) < 3¢ portanto d(f(z), f(z) <ee F ¢é

equicontinuo sobre K. O

Teorema 4.1.5 (Arzela-Ascoli) Um conjunto F C C(G,Q2) é normal se e so-

mente se satisfaz a sequintes condigoes:

a) Para cada z em G, {f(z) : f € F} tem fecho compacto em €;

b) F € equicontinuo em cada ponto de G.

Demonstragao: Suponha que F é normal. Temos que para cada z em G a
aplicacdo C(G, Q) — Q definida por f — f(2) é continua. Como F é compacto, sua
imagem é compacta em {2 e temos provada a parte (a). Para mostrar (b) fixe um
ponto zp em G e seja € > 0. Escolhamos R > 0 tal que K = B(zy, R) C G; logo K
é compacto e pela proposicao 6.1.8 temos que existem funcoes fi,..., f, em F tal
que para cada f em F existe pelo menos um f; tal que
€

supld(f(2), fu(2)) 1 2 € K} < 5

(%)

Mas, desde que cada f; é continua, existe um 6,0 < 6 < R, tal que |z — z| < §
implica que

d(fr(2), fr(20)) <

Wl o

para 1 < k < n. Portanto, se |z — 2| < d, f € F e escolhemos k de modo que

cumpra-se (*), entao

d(f(2), f(20)) < d(f(2), fs(2)) + d(fi(2), fi(20)) + d(fr(20), f(20)) < €

Isto é, F é equicontinuo em zg.
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Suponha agora que F satisfaz as condigbes (a) e (b); devemos mostrar que F é
normal. Seja {z,} a seqiiéncia de todos os pontos em G com partes real e imaginaria
reais (logo, para z em G e 6 > 0 existe um z, tal que |z — z,| < §). Para cadan > 1,

seja

X, = [f) : TEFT C 9
pela parte (a), (X,,d) é um espago métrico compacto. Logo, pela proposigao 6.1.9,

X = H X, é um espaco métrico compacto. Seja f em F e defina fpor

F={f(=). f(z2),...}.

Seja { fr} uma seqiiéncia em F, entao {fi} ¢ uma seqiiéncia em X. Logo, existe um
¢ em X e uma subseqiiéncia de {f;} que converge para . Por conveniéncia, denote

&= limﬁ. Usando novamente a proposicao 6.1.9 temos

lim fi(z,) = w, (*x)

k—o00
onde & = {w,}.
Vamos mostrar que {fx} converge para uma funcao f em C(G,2). Logo, por
(**) esta funcao f terd de satisfazer f(z,) = w,.
Para achar a func¢ao f e mostrar que {fi} converge para f, é suficiente mostrar
que {fx} é uma seqiiéncia de Cauchy. Seja K um compacto em G e € > 0; pela

proposigao 6.1.6(b) é suficiente achar um inteiro J tal que para k,j > J,

sup{d(fi(2), f;(2)) : 2 € K} <e.

Como K é compacto, R = d(K,0G) > 0. Seja K; = {z : d(z,K) < ;1 R}; entdo K,
é compacto e K C intK, C Ky C G. F é equicontinuo em cada ponto de G, entao

pela 6.1.10, F é equicontinuo em K. Escolhamos 9,0 < § < %R tal que

para toda f em JF, sempre que z e 2’ estejam em K; e |z — 2/| < §. Seja agora D a

colecao de pontos em {z,} que também sdo pontos em K7; isto é,

D=A{z,:z, € Ki}.
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Se z € K, entdo existe um z, tal que |z —z,| < 0; mas 0 < %R, entao d(z,, K) < %R
ou z, € K. Logo {B(w,0) : w € D} é uma cobertura aberta de K. Sejam
wy, ..., w, € D tal que

i=1
Como klim fr(w;) existe para 1 < i < n (por (**)) existe um inteiro J tal que, para

k>J,

d(fr(w;), fi(ws)) < (2)

Wl o

parai=1,...,n.
Seja z um ponto arbitrario em K e w; tal que |w; — z| < 0. Para k e j maiores

que J, (1) e (2) implicam

d(fe(2), f3(2)) < d(fi(2), frlwi)) + d(fr(wi), fi(wi)) + d(fi(ws), f;(2)) < e

Como z é arbitrario, o teorema esta mostrado. O

4.1.2 O espaco das fungoes analiticas

Seja G um subconjunto aberto do plano complexo. Denotamos H(G) a cole¢ao

de fungoes analiticas em G. Podemos considerar H(G) como um subconjunto de

C(G,C)

Teorema 4.1.6 : Seja {f,} uma seqiiéncia em H(G) e f em C(G,Q) tal que f, —

f. Entao f ¢ analitica e f,(lk) — f®) para cada inteiro k > 1.

Demonstragao: Mostraremos que f é analitica aplicando o teorema de Morera.
Seja T' o triangulo contido dentro de um disco D C G. Temos que T é compacto,
entdo {f,} converge para f uniformemente em 7. Logo, fT f=lm fT frn = 0 pois
cada f,, é analitica. Assim, f é analitica em cada disco D C G, isto implica que f é
analitica em G.

Para mostrar que f,gk) — f®) seja D = B(a,r) C G; entdo existe um niimero

R > rtal que B(a, R) C G. Se v é o circulo |z —a| = R, entdo pela formula integral
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de Cauchy,
k! (w) —
1) = 1) = 5 [

© 2mi (w
para z em D. Usando a estimativa de Cauchy,

kM, R

|f7(zk)<z) - f(k)(z)| < m

para |z —a| <7, (%)

onde M, = sup{|f.(w) — f(w)| : |lw —a| = R}. Mas, f, — f, entdo limM, — 0.
Logo, segue de (*) que f,(lk) — f® uniformemente em B(a,r). Logo, se K é uma
subconjunto compacto arbitrério de G e 0 < r < d(K, 0G) entao existem ay, . .., ay,

n

em K tal que K C U B(a;,r). Como £ #® yniformemente em cada B(aj,r),
j=1

entao a convergéncia é uniforme em K. a

Definicao 4.1.4 Um conjunto F C H(G) € localmente limitado se para cada ponto

a em G, existem constantes M e r > 0 tal que para toda f em F,
|f(2)| < M, para |z —al <r.
Equivalentemente, F € localmente limitada se existe um r > 0 tal que
sup{|f(z)| : |z —a| <7, f € F} < oc.

Lema 4.1.4 Um conjunto F em H(G) € localmente limitado se e somente se para

cada compacto K C G, existe uma constante M tal que
IfR) <M
para toda f em F e z em K.

Teorema 4.1.7 Uma familia F em H(G) € normal se e somente se F € localmente

limitada.

Demonstragao: Suponha que F é normal mas nao e localmente limitado; entao
existe um conjunto compacto K C G tal que sup{|f(z)|: z € K, f € F} = o0. Isto

é, existe uma seqiiéncia {f,} em F tal que sup{|f(z)| : 2z € K} > n. Como F é
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normal, existe uma fungao analitica f e uma subseqiiéncia { f,, } tal que f,, — f.
Mas, isto implica que sup{|fn,(2) — f(2)| : z € K} — 0 quando k& — oo. Se
|f(z)] < M, para z em K,

ne < sup{|fn (2) = f(2)] : 2 € K} + M;

o qual é absurdo, pois o lado direito converge para M.
Suponha agora que F é localmente limitada; vamos usar o Teorema de Arzela-

Ascoli para mostrar que F ¢é normal. Temos satisfeita a condi¢ao (a) do Teorema

de Arzela-Ascoli, pois {f(z): f € F} é limitado e fechado. Vamos mostrar entao
que F é equicontinua em cada ponto de G. Fixe um ponto a em G e ¢ > 0; pela
hipdtese, existe um 7 > 0 e M > 0 tal que B(a,r) C G e |f(z)] < M, para toso z
em B(a,r) e toda f em F. Temos |z —a| < ir e f € F; entdo usando a Formula de
Cauchy para y(t) = a +re,0 <t < 2,

/ flwlla=z) 2M

! w| < —1la — 2|
(w—a)(w— z) -

[fa) = f(2)] < o=

- 27

_r_

Fazendo § < min{3r, 7

€} segue que |a — z| < § implica |f(a) — f(2)| < € para
toda f em F |

Definicao 4.1.5 Seja F uma familia de fungoes analiticas em uma regiao contendo
o fecho do disco D = {z € C : |z| < 1} e satisfazendo que f(0) =0 e f'(0) =1
Definimos \(f) = sup{r : f(D) contém um disco de raior}. A constante de Landau

¢ definida por L = inf{\(f) : f € F}.
Proposicao 4.1.8 Seja f € F. Entao f(D) contém um disco de raio L.

Demonstragao: Basta mostrarmos que f(D) contém um disco de raio A = A(f).
Dado n € N, existe a, € f(D) tal que B (an,)\ — %) C f(D), isto é, tal que se
la — | < A—1L entdo a € f(D). Como oy, € f(D) C f(D), entdo existe um ponto
a € f(D) e uma subseqiiéncia {a,, } tal que a,,, — a, pois f(D) é compacto. Sem

perda de generalidade assumimos que a = lim av,.

n—oo



74

Se |w—a| < A, escolhemos ng tal que |w—a| < A — nio Assim, existe n; > ng tal
que o, —al < )x—nio—|w—oz|, paran > ny. Portanto, |w—a,| < lw—a|+|a—a,| <
A— nio <A— %, sen > ny. Logo, w € B (ozn, A— %) C f(D). como w era arbitrario,

segue que B(a, \) C f(D). O

Corolario 4.1.1 Se f ¢ analitica em uma regido que contém B(0, R), entdo f(B(0,7))

contém um disco de raio R|f'(0)|L.

Lema 4.1.5 Seja G C C uma regiao simplesmente conexa e f uma fungao analitica
em G que nao assume os valores 0 e 1. Entdo existe uma funcao analitica g em G

tal que f(z) = —exp(imcosh2g(z)).

Demonstragao: Ja que f nao assume 0, existe [, ramo de logf, definido em G,
isto é, exp | = f. Seja F(z) = (2mi)~'i(z). Como f(a) # 1, para todo a € G
temos que F'(a) # n, n inteiro qualquer. Definimos H(z) = \/F(z) — \/F(z) — 1 e

H(z) # 0. Assim, é possivel definir g, um ramo de logH em G.
Assim, temos: cosh(2g) +1 = ( 29 L e729) 41 = (69 +e9)?2 = %(H + %)2
$(2y/f)? = 2F = L1. Logo

f =€ = exp(2micosh(2g)) = —exp(micosh(2g)).
O

Lema 4.1.6 Seajm G, f e g como no lema anterior. entao g(G) nao contém discos

de raio 1.

Demonstragao: Sejam n um inteiro positivo e m um inteiro qualquer. suponha-

mos que exista a € G tal que g(a) = £log(v/n + v/n — 1) + 2imm. Assim temos
2cosh(2g(a)) = €X' 4 729 — (/4 /i —1)F2 4 e (4 Vi — 1)F2 =
(=D)™[(Vr+vn =1+ (Vn—vn - 1)’ = (=1)"[2(2n - 1)].

Logo, cos[2g(a)] = (—1)"(2n — 1) e 2n — 1 é impar. Portanto, f(a) = 1 e g nao

pode assumir os valores

1
{Flog(v/n+vVn—1+ §im7r;n >1,m=0,£1,4£2 ...}
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Os pontos acima formam os vértices de um reticulado do plano.

Alargura é log(v/n + 1++/n)—log(y/n++v/n — 1) > 0. Como p(z) = log(v/z + 1+
VT) — log(y/T — Vo — 1) é uma funcdo decrescente, a largura de um retangulo é
menos que (1) = log(1 ++/2) < loge = 1. Assim, a diagonal de um retangulo

qualquer é menor que v/2. O

Seja f definida numa regido simplesmente conexa contendo B(0,1). Suponhamos
que f nao assume os valores 0 e 1. Sejam [, um ramo de logf, F = ﬁl,H =VF —
VF —1e gumramo de logH. Na escolha dos ramos [ e g, exigimos 0 < I'ml(0) < 27
e 0 < Img(0) < 2m.

Teorema 4.1.8 (Teorema de Schottky) Dados o e 3,0 <a < oo e0< <1,

existe C(a, B) tal que se f € analitica em uma regiao simplesmente conexa contendo

B(0,1) a qual omite os valores 0 e 1 e tal que |f(0)| < «, entdo |f(2)] < C(a, B)

para 2 < a < oo e |z| < .

Demonstragao:

1° Caso

Suponhamos que % < |f(0)] < a. Seja I um ramo de logf. Temos que 0 <

Im 1(0) < 27. Assim

1 1
—— ; <
|F(0)] 27r|log|f(())| +iIml(0)] < 27Tlogoz +1

pois
6l _ f - 6Re(l)+i1m(l) _ |f|eiaTgf - 6Re(l)'ez’fm(l) _ |f|€ia7‘gf - Im(l) _ CLT’g(f)
e
F— -0 = F(0) = s1(0) = [F(0)| = —[i(0)] = —[log(0)
2T 2T Cor Cor °9

1 , 1
_ iargf(0) _
llog | F(O)|e"5 )| = [1og| F(0) -+

1 1
+i argf(0)] = %]log]f(())\ +i Im 1(0)] < §l0ga+ 1.
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Seja Co(ar) = 5= loga + 1. Assim temos

[VE©0) £ VF(0) = 1| < [VFO)| + |VF(0) - 1],

Como |\/F(0)| = |exp 5 logF(0)| = |exp (5 log(|F(0)[e”)) | = [exp (5 log|F(0)| + ) | =
lexp (5 log|F(0)]) |, temos

r¢Fwwt¢me—u3aw(§aMFmﬂ>+aw<§h@me—u):

= [F(0)]> + [F(0) — 1|2 < Co()? + (Cola) + 1)%.
Seja Cy(e0) = Coa)2 + (Cy(e) + 1)2. Assim
19(0)[ = [log|H(0)[ + i Img(0)| < log|H(0)] + 27 < log Ci(a) + 2.
Se
[H(0)] < 1,|9(0)] < —log|H(0)| + 27 = log ( T ) _
+2

=log [/ F(0) + /F(0) = 1| + 27 < log Ci(«)

Seja Co(a) = log Cy () + 2.

Se |a| < 1 entao g(B(a,1 —|a|)) contém um disco de raio L(1 — |a|)|¢'(a)|. Pelo
lema 3.5.5, g(B(0, 1)) nao contém discos de raio 1. Portanto |¢'(a)| < [L(1 — |a])]™*
para |a| < 1.

Para |a| < 1 seja v = [0, a]. Entao

19(a)] < 19(0)] + |g(a) — g(0)] < Cila 44/ 2)dzleq

lal

< Oy(a@) + |almax{l¢g'(2)| : z € [0,a]} < Ca(a) + AT

Seja
Cy(a, ) = Ca(a) + BIL(L = )] 7"

Assim |g(z)| < Cs(a, B) se |z| < 8. Portanto
2| < 8 = [f(2)] = lexp[mi cosh 29(2)]| <

< eaplrlcosh 29(2)]) < [re?9)] < eaplre?® (]



77

Definimos
Cy(a, B) = exp{rlexp[2Cs(a, 5)]]}

2° Caso

Suponhamos 0 < |f(0)] < 1. Entao 1 — f satisfaz as condi¢oes do caso 1. De

fato:
1 1 1 3
—=1—=<1=|fO)]<PP=fO))<1+|fO))<1+=-==<a
2 2 2 2
pois a > 2.

Por tanto |1 — f(z)| < Cy4(2,0) se |z] < B e assim |f(2)] < 1+ Cy(2,5). Logo
basta definirmos

Cla, B) = maz{Cy(a, §),1 + C4(2, B)}.

Corolério 4.1.2 Seja f analitica numa regido simplesmente coneza contendo B(0, R)
e suponhamos que f omite 0 e 1. Se C(«, ) € a constante do Teorema de Schottky
e |f(0)| < a entao |f(z)| < C(a, B) para |z| < BR.

Teorema 4.1.9 (Teorema de Montel) Se F ¢é uma familia de fungdes analiticas

em uma regiao G na qual f € F nao assume os valores 0 e 1 entao F € normal.

Demonstracao: Fixemos zg € G e consideremos
G={feF:[flz)l <1}, H=A{f € F:|f(20)] = 1}

e F=GUH.
Mostremos que G é normal no conjunto das analiticas e H é normal em C(G, C).
Para obtermos a normalidades de G é suficiente mostrarmos que G ¢é localmente
uniformemente limitada.
Sejam a € G e v uma curva em G de 2y até a. Sejam Dy, Dy,..., D, discos em

G com centros zg, 21,...,%, = a em 7y e tais que zx_1 e z; estao em D,_ N Dy para

1<k<neD,CQG.
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Aplicamos o teorema de Schottky para Dy e f em G (Dy = B(z9,7) e R > r é
tal que B(zp, R) C G entdo |f(2)| < C(1,8) para z em Dy e f em G quando 3 é
escolhido com r < SR). Segue que existe Cy tal que |f(z)| < Cy para z em Dg e f em
G. Assim G é uniformemente limitada por uma constante C; em D;. Continuando
noés temos que G é uniformemente limitada em D,,. J& que a era arbitrario isto d&a
que G é localmente limitada e portanto G é normal no conjunto das analiticas.

Agora consideremos H = {f € F : |f(29)] > 1}. Se f € H entao % ¢ analitica

em G pois f nao se anula. Ja que f nao assume 1, % também nao assume. Além

disso [( ) (20)| < 1, portanto H=1{L:feH}CGeH énormal Assim, se
f f
)n € uma seqiiéncia em H entdo existe (f,, )» tal que (=) converge para uma
k For )k

aplicacao analitica h. De acordo com o Teorema de Hurwitz A = 0 ou h nunca se
anula. Se h = 0 entao liin fn,(2) = oo uniformemente em compactos de G. Se h

1

W uniformemente em

nunca se anula entao

: liti lim f, =
é analitica e segue que 1I£nf L(2) 8]

compactos de G. O
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