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Resumo

Estamos interessados em estudar uma generalizacao do Principio do Méaximo de Pon-
tryagin para problema de controle 6timo com restrigoes mistas envolvendo fungdes nao-
diferenciaveis, pois este principio nao se aplica para todos os tipos de problemas. O principal
objetivo deste trabalho ¢ apresentar as condi¢oes necessérias de otimalidade na forma do prin-
cipio do méaximo que serao aplicadas para o problema de controle 6timo com restrigoes mistas
envolvendo funcoes nao-diferenciaveis. Para alcancar este objetivo apresentamos estudos so-
bre cones normais e cones tangentes os quais sao utilizados no desenvolvimento da teoria de
subdiferenciais. Apos esse embasamento formulamos o problema de controle 6timo envolvendo

funcoes nao-diferenciaveis, e apresentamos as condi¢oes necessarias de otimalidade.

Palavras-chave: Controle Otimo, Principio do Méximo, Anélise Nao-diferenciavel, Restri-

¢oes Mistas.



Abstract

We are interested in study a generalization of the Pontryagin Maximum Principle for
optimal control problems with mixed constraints involving nondifferentiable functions, be-
cause this principle can not be applied for all the types of problems. The main objective of
this work is to present the necessary conditions of optimality in the form of the maximum
principle that will be applied for the optimal control problem with mixed constraints invol-
ving nondifferentiable functions. To achieve this objective we present studies above normal
cones and tangent cones which are used in the development of the theory of subdifferentials.
After this foundation we formulate the optimal control problem involving nondifferentiable

functions, and we present the necessary conditions of optimality.

Keywords: optimal control, maximum principle, nonsmooth analysis, mixed constraints.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de controle 6timo pode ser considerada como uma generalizagao do Calculo
das Variagoes, que foi iniciado em 1696 quando John Bernoulli desafiou “as melhores mentes
do mundo” com o Problema da Braquistocronal(do grego: brachist = menor e chronos =
tempo). O calculo das variagoes foi desenvolvido por varios matematicos, dos quais podemos
destacar os nomes de Leonard Euler, Jean Louis Lagrange, Adrien Marien Legendre, Gustav
Jacobi, Willian Hamilton, Karl Weierstrass, Alfred Clebsch, Oskar Bolza, Gilbert Bliss (veja,
por exemplo, [5, 32]).

Em 1957, Richard Bellman desenvolveu o conceito de Programagao Dinamica que pode
ser usado para resolver problemas de controle 6timo [3] e no ano 1960, Later Kalman [22]
resolveu o problema com dindmica linear e fungdo de custo integral quadrética (conhecido
por Regulator Linear Quadratico), mostrando que o controle 6timo é um “feedback” linear.
Dois anos mais tarde, em 1962, o russo Lev Semenovich Pontryagin e outros colaboradores
[26] formularam condiges necessarias de otimalidade para problemas de controle nao-linear,
conhecida como Principio do Maximo. Esta condicao foi generalizada de muitas maneiras, em
particular para permitir a possibilidade de adicionar func¢oes nao-diferenciaveis no problema.
Algumas destas generalizacoes sao baseadas em Anélise Nao-diferenciavel, iniciadas nos anos
70 por Frank H. Clarke [7].

Em principio, nos anos 50 e 60, a teoria de controle 6timo foi aplicada na indistria

aeroespacial [20]. Atualmente, é aplicada na industria avangada de robdética [24], na economia

!Sejam A e B dois pontos dados sobre um plano vertical, mas ndo na mesma reta vertical. O problema
¢ de encontrar uma curva unindo estes dois pontos tal que uma massa m, partindo de A, a percorra sob a

influéncia de seu proprio peso e alcance B no menor tempo possivel.
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[6], na engenharia quimica [1], dentre outros.

Estimulado pelo trabalho de Pinho, Vinter e Zheng [16], nesta dissertagao estudamos as
condic¢oes necessarias na forma de Principio do Maximo para problema de controle 6timo com
restrigcoes mistas envolvendo fungoes nao-diferenciaveis. Para isto, apresentamos o estudo da
analise nao-diferenciavel.

Assim, a dissertacao esta organizada em 6 capitulos. No Capitulo 2, apresentamos o
Problema de Controle Otimo Classico, as condicdes necesséarias de otimalidade e a existéncia
de solucao para o problema.

Nos Capitulos 3 e 4, apresentamos a Anélise Nao-diferenciavel, sendo que o Capitulo 3,
seré dedicado para os estudos dos cones normais, cones tangentes e suas relagoes e o Capitulo
4 para as subdiferenciais e suas propriedades.

No Capitulo 5, estudamos algumas condigoes necesséarias de otimalidade na forma de
Principio do Méximo para problema de controle 6timo com fungoes nao-diferenciaveis.

O Capitulo 6 é reservado para consideragoes finais sobre o trabalho desenvolvido e pos-
siveis extensoes para o problema de controle 6timo.

O Apéndice A contém conceitos fundamentais que auxiliam a compreensao dos estudos
desenvolvidos nos capitulos relacionados acima, e a seguir apresentamos a bibliografia utilizada

neste trabalho.



Capitulo 2

Teoria de Controle Otimo

Neste capitulo, apresentamos o problema de controle 6timo classico, e também anali-
samos a existéncia de solugao e as condigoes necessérias de otimalidade para problema de
controle 6timo. Os resultados apresentados sao bem conhecidos na literatura da teoria de

controle 6timo (veja [8], [25] e [12]).

2.1 Problema de Controle Otimo

O Problema de Controle Otimo Classico (P) pode ser formulado da seguinte forma:

(

Minimize [(z(a), (b)) + [ L(t, x(t), u(t))dt
sujeito a

#(t) = f(t,x(t),ult)) qt.te la,b
0 = b(t,z(t),u(t)) qt.t€[a,b]

u(t)

(x(a), z(b))

sendo dadas as fungoes [ : R" x R" — R, L : [a,b] x R" x R™ - R, f :[a,b] x R* x R — R,

Ul(t) q.t. t € [a, b
C

S
€

\

b:la,b] x R" x R™ — R e os conjuntos U C R™ e C' C R* x R". Também, abreviamos o
termo “para quase todo” por q.t..

Entéao, o problema (P) consiste de:
e Funcao Custo: [(x(a),z(b)) + f:L(t,x(t),u(t))dt;

e Equacao de Estado: é a equagao diferencial #(t) = f(¢,z(t),u(t)) para quase todo
t € la,bl;
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e Funcao de Controle: é uma fungao mensuravel u(t) tal que u(t) € U(t) para quase todo

t € la,bl;

e Fungao Trajetoria de Estado (correspondente a uma fungao de controle u): é uma fungao
absolutamente continua x(t), que satisfaz &(t) = f(¢, x(t),u(t)) e 0 = b(t, z(t), u(t)) para
quase todo t € [a, b].

Chamamos de processo o par (x,u), em que z é uma trajetéria correspondente a uma
fungao de controle u. O processo é admissivel quando (z,u) satisfaz todas as restrigdes do
problema (P). Dizemos que um processo (z,u) é minimizador, denotado por (Z,u), se este
processo minimiza a fungao custo sujeitas todas as restrigdes do problema (P).

Quando procuramos uma solu¢ao do problema de controle 6timo, podemos especificar
se estamos interessados em examinar a solucao global ou a solugao local. No caso da solugao
local, podemos dividir entre minimizador (forte) local ou minimizador fraco local, pois a

solucao consiste de uma funcao de estado x e de uma funcao de controle u.

Definicao 2.1. Seja (x,u) um processo admissivel do problema (P). Entdo, temos as sequintes
defini¢oes:
Um processo (Z,u) € chamado de minimizador local se, e somente se, existir algum

€ > 0 que minimiza o custo sobre todo processo (x,u) de (P) e satisfaz
() = z(®)]| <e.

para quase todo t € [to,11].
Um processo (Z,u) € chamado de minimizador fraco local se, e somente se, existir

algum € > 0 que minimiza o custo sobre todo processo (z,u) de (P) e satisfaz
l2(t) = 2Ol < e e ut) —ua@)] <

para quase todo t € [ty, t1].

2.2 Existéncia de Solucao

A existéncia de solucao do problema de controle 6timo é muito importante para garantir

a coeréncia das condigoes de otimalidade (veja [19],[35]).
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Seja

para o problema (P).

Consideramos o seguinte conjunto de hipoteses:
1. f élimitado em conjuntos limitados, mensuravel em ¢ e continua em (x, u),
2. C e U sao conjuntos compactos,

3. [ é uma func¢ao continua,

W

. f & uma funcao lipschitziana com constante Lipschitz K para todo t € [a, b], isto &,

Itz w) = f(t.y, 0l < Kllz —yl| ¥ o,y €R" YueU,

5. 0 “conjunto velocidade” f(t,2,U) = {f(t,z,u) : u € U} & convexo para todo (t,z) €
[a,b] x R™.

As hipoteses 2 e 3 (condigoes de compacidade e continuidade) sao escolhidas natural-
mente para garantir a existéncia da solugdo do problema (P), baseado no Teorema de Wei-
estrass “Toda funcao continua definida num conjunto compacto de R", atinge seu maximo
e seu minimo neste conjunto”. A propriedade de mensurabilidade e de Lipschitz da fungao

velocidade f, garante que a trajetoria é definida unicamente pelo controle.

Teorema 2.1. [12, Teorema 2.5.1] Seja (xz,u) um processo admissivel. Se todas as hipdteses

1 a 5 sao satisfeitas, entao existe um processo dtimo.

2.3 Condicoes Necessarias de Otimalidade

Nesta secao, apresentamos as condi¢oes necessarias de otimalidade para problema de
controle 6timo. Este resultado é conhecido na literatura como Principio do Mdximo de Pon-
tryagin (veja [26] e [8]).

Substituimos as hipdteses 1 e 3 por:

1. a funcdo f(¢,x,u) é mensuravel na variavel ¢, continua na variavel u, continuamente

diferenciavel na variavel x e f, f, sao limitadas no conjunto limitado;
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3’. a fungao [ é continua e continuamente diferenciavel.

Defina a funcao Hamiltoniana da forma

H(t,z,p,q,u) = (p(t), f(t,z,u)) + {q(t),b(t, z,u)) — AL(t, , u).

Teorema 2.2. (Principio do Mdzximo de Pontryagin) Seja (T,u) um processo dtimo
para o problema (P). Suponha que as hipdteses 2 , 4, 5, 1" e 3’ sao satisfeitas. Entdo, existe
uma fungao absolutamente continua p : [a,b] — R™, uma funcao q : [a,b] — R"™ e um escalar

A >0, que satisfazem:

(1) Condigao nao-triviabilidade

A+ lpll =1,
(i1) Equagao diferencial de estado (Equagao Euler-Lagrange)

—p(t) =V H(t,z(t),p(t), q(t),u(t)) para quase todo t € [a,b),

(111) Condigao de otimalidade (Mazimizacao Hamiltoniana)

2l

H(t, z(t), p(t),q(t), u(t)) = max {H(t,z(t), p(t), q(t), u)},

uelU(t)

para quase todo t € [a, b,

(iv) Condicao de Transversalidade
—p(b) = AV.l(Z(a), ().

Observe que a funcao p e o escalar A sao ambos nao-nulos, pelo fato da condigao nao-
triviabilidade.

A forma mais geral da demonstracao do Principio do Méaximo de Pontryagin é muito
longa, porém existem varias interpretagoes para estes resultados. Alguns autores os conside-
raram como uma extensao da condigdo de Euler-Lagrange no célculo das variagdes (veja, por
exemplo, [25]), outros exploram a relacdo da Programacao Dinamica (veja [17]). Também,
alguns autores aplicam a condi¢ao Kuhn-Tucker para reformulagao do problema de controle

6timo como problema de programagao matemaética [33].
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Vamos apresentar uma demonstragao do Principio do Maximo de Pontryagin conside-

rando o problema de controle 6timo mais simples possivel, da seguinte forma

Minimize [(z(0),z(1))

sujeito a
(P) < w(t) = f(t,z(t),u(t)) qt.te]0,1]
u(t) € U(t) q.t. t €[0,1]

(2(0),2(1)) € C.

\

Antes de iniciar a demonstracao precisamos de alguns resultados.

Proposicao 2.1. [12, Proposi¢io 3.1.2] Seja uma fun¢ao de controle w. Suponha que as
hipoteses 2 , 4, 5, 1" e 3 sao satisfeitas. Para qualquer t € [0,1] e « € R™, defina x(+;t, «)

uma unica solugao para equacgao diferencial

x(s) = f(s,z(s),u(s)) q.t se€l0,1]
z(t) = a.

Entao, para t fizo, a funcao (k) := x(1;t,a) € continuamente diferencidvel e
Vip(k) = (1, 1)

onde ® é uma matriz de transi¢io da equagao de estado & = f, linearizada sobre x(-;t,a),

isto €, ® € unicamente definida pela sequinte propriedade: para cada T € [0, 1],

%‘I)(T, o) = —=O(1,0)fu(1,2(;t, ), u(r)) ¢t o€l0,1]

O(T,7) = 1.

Também necessitamos a nocao de um ponto de Lebesgue.

Definigao 2.2. Seja I C R um subintervalo aberto e g : [ — R™ uma fung¢ao integravel. Um
ponto t € I é chamado de ponto de Lebesgque de g se, para qualquer seqiiencia {[s;, t;|} de
subintervalos nao-triviais de I, tal que s; Tt et; | t, temos

t;
lim (¢; — si)_l/ g(s)ds = g(t).

i——00

Um resultado importante sobre pontos de Lebesgue é que o conjunto de tal ponto para

g ¢ de medida completa.
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Demonstracao do Principio do Maximo de Pontryagin em relacao ao pro-
blema (P’):

Seja (z,u) um processo 6timo. Tome u € U um controle arbitrario e defina S um
subconjunto de (0,1) contendo os pontos de Lebesgue de ambas fungoes t — f(t,Z(t), u(t)) e
t — f(t,z(t),v). Observe que S é um conjunto de medida completa, pois o conjunto S é a
intersecgao de dois conjuntos de medida completa. Escolha t € S e seja {¢;} uma seqiiencia
de numeros em (0, ) tal que ¢; | 0.

Defina uma nova funcao de controle

u(s) sese[0,1]\[t —e,1]

ui(s) =
v set €t —e,t,

que é uma variacao “muito pequena’” do controle .
Denotamos por x; a trajetoria correspondente a fungao de controle u;, isto é, a solugao
de equagao x(s) = f(s,z(s),u;(s)) com condi¢ao inicial z(0) = zo.
Para cada 7, temos
1 t
(1) - o[t - s al).ats)ds
€ € Ji—¢;
1 t

= —/t .[f(s,mi(s),v) — f(s,2(s),v) + f(s,Z(s),v) — f(s,Z(s),u(s))]ds.

€
Segue da propriedade de f e da definigao de x;, que

lim ! f(s,zi(s),v) — f(s,z(s),v)ds = 0.

1—00 €; t—e;

Como t é um elemento de S podemos concluir que

lim (z:(t) — 3(8) = f(t, 2(t),v) — F(£, 7(2), a(t)).

1—00 €;
Esta tltima propriedade pode ser expressa de outra maneira: defina

Yi 1= l(xi(t) —z(t)i=1,2,..

€
Entao,

yi = (&, 2(t), 0) = f(t,2(t), u(t)).
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Observe que u; e u coincidem em [t,1]. Temos também que para fungdo continuamente

diferenciavel F : R" — R*,

lim 2 [F(a+ em) — F(a)] = VF(a)(n)

1——00 €;
onde « e 1 sao vetores dados e {n;} e {¢;} sdo seqiiencias em R™ e RT, respectivamente, tais
que n; — n e ¢ | 0. Substituindo « por Z(t) e n; por y; segue da Proposigao 2.1 que

gim SD=H 00,0171 5(0),0) - f6,7(0),a(0) 2.1

Agora, (x;,u;) ¢ um processo admissivel e (Z, %) € um minimizador. Assim, [(z;(1))—1(z(1)) >

0, 2=1,2,.... Como ¢; > 0 também temos

) ZHeM) 5 59 (2:2)

€;

(1) —z(1)

a’/’.
Tome x;(t) = Z(t) + ¢;— e [ é continuamente diferenciavel numa vizinhanga de z(t),

passamos o limite em (2.2) e usando a equagdo (2.1) obtemos

L(2(0)) (1, ) [f (X, 2(t),v) — f(t, z(t), ult))] = 0, (2.3)

para cada t € S. Assim, a desigualdade (2.3) é valida para q.t. ¢ € [0, 1].
Defina
p(t) = =7 (1,)l,(z(1)) para todo t € [0, 1].

Ento,
—p(t) = —f; (t2(1), w(t) " (1, )L(2(1) = —fy (¢, 2(t), a(t))p(?).
Reescrevendo esta expressio obtemos
—p(t) = VL H(t, 2(t), p(t), u(t)) q.t. t € [0,1]
Segue de (2.3) que

H(t,z(t),p(t),u(t)) = max H(t,z(t), p(t),v) q.t. t € [0, 1],

velU

[sto completa a demonstracao. |
O exemplo a seguir ilustra um caso em que o Principio do Maximo de Pontryagin nao

se aplica e ainda mostra que uma generalizagao direta deste Principio nao é possivel.
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Exemplo 2.1. Considera o problema

(

Minimize x(1)
Sugeita a
r(t) = w
0 = z—u3
Uit) = [-1,+1] x [-1,+1]
C = {0} xR

Observe que o minimizador deste problema € (x,ui,us) = (0,0,0). Seja a fun¢ao Hamiltoni-

ana dada por

H(t,x(t), p(t), q(t), ua(t), ua(t)) = p(t)ur (t) + q(t)(x(t) — uz(t)).

Se o Principio do Mdaximo de Pontryagin for vdalido para este problema, entao existem os
multiplicadores p(-), q(-) e A > 0 que satisfazem as sequintes condigoes:

Equacgao diferencial de estado:

0

—p(t) = a_xH(t7$(t)7p(t)7Q(t)7u1(t)7u2(t>>ZQ(t)

Condi¢cao de otimalidade:

H(t’ f(t),p(t), Q(t)v ﬂl(t)w EQ(t)) = (ul,Iur;?GXU(t) H(t’ f(t),p(t), Q(t)a ul(t)v u2(t))'

Seque de (z,uy,us) = (0,0,0) que

0= max Huy — q(Hut.
max {p(ty — a(t)us}

Condicao de transversalidade: Como C = {0} x R, temos
—p(b) = AV,h(z(a),z(b)) = A\
Calculando as equagoes de Euler-Lagrange, temos
0
_H(t7 x(t)ap(t)7 Q(t)vul(t)7u2<t>) = 0= p<t) =0 para todo t

Assim, a inica solugao é (p(t),q(t),\) = (0,0,0). Isto contradiz a condi¢ao de nao-triviabilidade.

Portanto, o Principio do Mdximo de Pontryagin nao se aplica para este problema.
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Como as condicoes necessarias de otimalidade cléssicas nao sao validas para todo tipo de
problema, podemos identificar uma classe de problemas para a qual o Principio do Méaximo seja
aplicado. Neste estudo, estamos interessados em problemas de controle 6timo com restrigoes
mistas envolvendo fungoes nao-diferenciaveis no custo e na equacao diferencial. Para suprir
esta dificuldade, vamos apresentar a forma forte do Principio do Maximo, que é aplicado ao
minimizador local. Mas, para isso serd necessario estudar as subdiferenciais para fungoes

semicontinuas inferiores.



Capitulo 3

Cones Normais e Cones Tangentes

Neste capitulo, definimos os cones normais, cones tangentes para um conjunto e suas
principais relac¢oes. Este estudo sera necessario para o entendimento da subdiferencial. Algu-

mas referéncias podem ser encontradas em Rockafellar & Wets [29] e Vinter [34].

3.1 Cones Normais

Para definir cones normais, precisamos saber o significado de “ponto mais proximo”:
Seja C' C R* um conjunto fechado e nao-vazio e um ponto z ¢ C, logo existe pelo menos um

ponto x € C' que é “mais proximo” de z, isto é, tal que
|z =yl > ||z — z|| Yy € C. (3.1)

O ponto mais proxzimo em C' de z é chamado de proje¢ao de z em C' e é denotado por projc(z).
Com isso, podemos chamar o ponto  como ponto base de C' em relacao a z.

Na figura abaixo, temos as seguintes projecoes:

Figura 3.1: Pontos de fronteira do conjunto C.

12
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Temos agora condigao de relacionar o conceito de ponto mais préximo com o vetor
normal. Elevando ao quadrado em ambos os lados a desigualdade (3.1) e reescrevendo na

forma de produto interno, temos
Somando e subtraindo o termo 2<x, Yy — x>, no lado direto na desigualdade (3.2), obtemos
1 2

onde w = z — .

O vetor w é chamado de perpendicular ao conjunto C' em x. Se w = z—x é perpendicular
a C' em z, entdo qualquer multiplo nao-negativo §& = t(z — ), ¢ > 0 é chamado de normal
proximal a C' em z.

De (3.3), podemos generalizar o conceito de vetor normal proximal e juntamente pode-

mos definir o cone normal proximal.

-

Definicao 3.1. Seja C C R* um conjunto fechado e x € C um ponto. O vetor £ € RF ¢

chamado de vetor normal proximal o C' em x, se existir M > 0 tal que
(Ey—a) <Mly—z|*VyeCl. (3.4)

O cone de todos os vetores normais proximais a C' em x € chamado de cone normal proximal

a C em z, denotado por NZ(x), e € representado pelo conjunto
Ni(x) = {f € R*: 3IM > 0 tal que a Condicio (3.4) é satisfeita} (3.5)
Temos a seguinte proposigao:

Proposicao 3.1. Seja C C R um conjunto fechado e os pontos x € C' e n € R*. Entdo, as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) n € um normal proximal a C em x;

(ii) existe um ponto z € R¥ e um fator multiplicativo r > 0 tal que

o~ all = min{]|z — gl 1y € C} e = r(z )
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Demonstragao: Vamos mostrar a implicagdo da condigao (i) para a condigdo (ii). Se

n € N (z), por definicdo de normal proximal, existe M > 0 tal que

(ny—x) < Mlly — =
o 1 . .
Dividindo em ambos os lados por 77 © reajustando a desigualdade, temos

1

L/
(i =e) < 55 -vrav-a)

Antes de prosseguir a demonstragao, vamos calcular a seguinte norma,

lz+ &=yl = lly— 2l = 2(y — 2,) + [l
1 1
= 23y - 2l ~ €y — =) + SlEl?).
1 2
sendo que §||y —z||* = (§,y — ) > 0 por (3.3). Logo,
lz+&—yll = [l vy € C.
Substituindo & — — (3.8), t
ituin = ——nem (3. m
ubstituindo 5" € , temos
lz + 2M) " =yl = M) Inll ¥y € C.
Também podemos substituir 7 = 2M e z = x + (2M )~ em (3.9), obtendo

lz =yl = r(z —2)| =z -2l Vy € C.

Assim,

|z — 2| =min{|[z —y|| :y € C} e n=7r(2 — 2).

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Agora, vamos mostrar a implicacdo inversa. Sejam z € R¥ e um fator multiplicativo

r > 0 tal que

|z — 2| =min{|z —y|| :y € C} e n=7r(z — 2).

De (3.3) sabemos que z —x € Nj(x) e
1 2
(z—z,y—x) < §||y—x|| Vy e C.
Como n = r(z — z), entao
,
(rz=a)y—z) <sly—=l*vyeC

Segue da Definigao 3.5 que n € Nj(x).
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Seguindo nosso estudo, podemos nos perguntar: o que acontece, se o cone normal pro-
ximal ndo existe para um ponto pertencente ao conjunto C'? Dados x € C' e z € R¥ tal que
x & projo(z). Pela definicdo de normal proximal, temos que Nf(z) = 0 (veja o ponto x5 na
Figura 3.1, onde encontramos N&(z2) = (). Mas, podemos notar que nos pontos vizinhos de
Ty temos NZ(x;) # 0, onde x; é o ponto na vizinhanga de ».

Com este fato, temos a motivacao de definir um outro tipo de vetor, para explicar este
acontecimento, chamado de vetor normal limite, sendo estudado nos pontos vizinhos para os
pontos onde nao existem dos vetores normais proximais.

A notagao ; Loy significa que os elementos da seqiiencia x; pertencem a C' e con-

vergem a I.

Definicao 3.2. Seja C C R¥ um conjunto fechado e x € C um ponto. Um vetor & € RF ¢ um

vetor normal limite a C' em x se existir seqiiencia T; Loz e & — & tal que
& € NE(x;) para todo i

O cone de vetores normais limites a C em x é chamado de cone normal limite a C' em x,

denotado por No(x), € o conjunto:
No(z):={¢ eRF:3 2S5 e& — ¢ tal que & € NE(z;) para todo i}.

Uma representacao geométrica do vetor normal limite é apresentada abaixo:

Figura 3.2: Vetores Normais Limite.

Um outro cone normal interessante é o cone normal estrito.

Definicao 3.3. Seja C C R um conjunto fechado e x € C um ponto. Um vetor & € RF ¢ um

vetor normal estrito a C' em x se satisfazer a sequinte desigualdade

(& y—z) <o(|ly —z||) para todo y € C, (3.10)
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para alguma fungdo o(-) : Rt — RT tal que lim(o(e)/€) = 0.

€l0

O cone normal estrito, denotado por Nc(x), é o conjunto

Ne(z) == {f c R*: limsup% < O}.

C
Yy—>x

Aqui lim sup f(y) significa que o limite superior é tomado somente para seqiiencias convergen-
(@]
y—

tes a x, cujos elementos estao em C.

Na proposicao a seguir, temos as relagbes entre os cones normais. A demonstracao é

omitida, pois segue diretamente das defini¢coes dos cones normais.
Proposicao 3.2. Seja um conjunto fechado C C R* e um ponto x € C. Entao:
(i) NE(z), No(z) e No(z), sio todos cones em R, contendo {0} e

Ni(x) C Nc(x) C N¢(z);

(ii) N&(x) é convexo (mas, possivelmente nao fechado);
(iii) Ne(x) € fechado e convexo;

(iv) o mapeamento do conjunto de valores y — Nc(y) : C — R¥ tem um grdfico fechado.
Dadas algumas seqiiencias Yi sy e n; — 1 tais que n; € No(y;) para todo i, temos

n € Ne(y).
Para o cone normal limite vale a seguinte propriedade:

Proposicao 3.3. Seja C C R* um conjunto fechado e os pontos v € C e & € R*. Entdo, as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) £ € No(x);
(i) existe uma seqiiencia T —S>x e & — & tal que & € Ne(x;) para todo i.

Demonstragao: Vamos mostrar a implicagdo da condigao (i) para a condigao (ii). Se
¢ € No(x), logo existe uma seqiiencia Z; oz e — Eftalqued € N{.(x;) para todo i.

Como, NZ(z;) C Ne(x;), segue que & € Ne(x;).
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Mostremos a implicacao inversa. Fixe q € Nc(y) para algum y € C. E suficiente mostrar
que existem seqiiencias Vi oy e ¢; — ¢ tal que ¢; € N¢(y;) para todo i.

Tome algum ¢; | 0. Entao, para cada ¢, podemos encontrar o ponto y; que é um ponto
mais proximo de (y + £;q) em C. Como ;g — 0, segue da Proposi¢ao 3.1 (i) que y; — v.

Para cada ¢, definindo

G =& (y+eiq —vi),

entdo ¢; € NE(y;). Para completar a demonstragio, precisamos mostrar que a seqiiencia
e 'y —yi) — 0.

Pela propriedade de ponto mais proximo de y;, temos que
(v + eiq) — will* < ||(y + €iq) — 2||* para todo z € C. (3.11)
Escolhendo z = y e substituindo em (3.11), obtemos
Iy +eiq) — will* < €Fllall*. (3.12)

Por outro lado, calculando a norma ||(y + ;) — i||* e substituindo na equagao (3.12), segue
que

lyi — yll* < 22y — y,q).

Como ¢ € Ne(z), temos

lyi — ylI? < 2e50([lyi — yll), (3.13)

1
para alguma funcao o(-) : Rt — RT tal que lim,, (0(6)/6) = 0. Dividindo por — a relagao

52
1 2 o(llyi —yl)
iy — < o2 — I
<€iHy yH) <

(3.13), obtemos
&
Ajustando, podemos obter

ly: — | <2 O(Hyi—yl\f
& ly: — |

Passando o limite para 1 — oo, segue que

1
Jim —lys =yl < 0.

Portanto, concluimos que ¢; ' ||y; — y|| — 0 quando i — oo. o

Pelas proprias defini¢oes de cones normais, temos as seguintes observagoes:
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Observacao 3.1. Em qualquer ponto x de um conjunto C C R¥, temos:

a) O cone normal limite é relacionado ao cone normal proximal, da sequinte forma:

Ne(z) = limsup Ng(y).
C

Yy—z

b) A Proposi¢ao 3.3 fornece uma relagao, do cone normal limite com o cone normal estrito:
Ne(x) = limsup Ne(y).
C
y—z

Propriedade do cone normal limite em pontos interiores de C' ou pontos na fronteira de

C.

Proposicao 3.4. Seja C C R¥ um conjunto fechado e x € C' um ponto. Entdo, satisfazem

as sequintes afirmacoes:
(i) = € int{C} implica que Ne(x) = {0} (e portanto NE(x) = No(z) = {0});
(ii) x € bdy{C} implica que Nc(x) contém elementos diferentes de zeros.

Demonstragao:

(1) Se x € int{C}, entdo pela Proposi¢do 3.1 temos que todos normais proximal em
pontos a C' proximo de x sao nulos. Assim N¢(x) = {0}.

(#7) Tomemos um ponto x € bdy{C}, entao, existe uma seqiiencia xr; — x tal que
x; ¢ C para todo i.

Para cada 7, seleciona ¢; o ponto mais préximo de x; em C, logo
T — C; 7é Oe 57, = HZ’Z — CZ'H_l(flfi — Ci)

como o vetor normal proximal a C' em ¢; de norma unitéria.
Entao

|z —ci|l = llo =z + i — || < |z — @l + ||l — al,
mas, pela Proposicao 3.1, segue que
o =l <2f|z — |

c c
Como T; ——=x , temos ¢ ——=x .
Analogamente, também temos uma subseqiiéncia {; — &, onde ¢ tem norma unitéria.

Portanto, £ € N¢(x), completando assim a demonstragao. |
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Temos a seguinte propriedade:

Proposigao 3.5. Sejam os subconjuntos fechados C; C R™, Cy C R™,e o ponto (x1,15) €
Cl X 02. Entdo,

NngCQ (Il’ xz) = Ngl (xl) X Ngz (IQ)

~

N01X02<x1ax2) = NCl(I1> X N02<x2)

N01><Cz<x17x2> = NCl(x1> X NC2(I'2)

Demonstragao: Ver no livro Vinter [34, Proposicao 4.2.8]. |

Quando consideramos o conjunto C' como sendo o conjunto convexo, temos um caso
particular da Proposicao 3.2.
Proposicao 3.6. Seja C C R¥ um conjunto fechado convero e um ponto & € C. Entao,

N&(#) = No(#) = Ne(@)
= {f : <§,x—f> < 0 para todo x € C’}.
Demonstracao: Tome um ponto y € C' e defina
S(y) == {§ : <§,y' — y> < 0 para todo ' € C’}.

Dividimos a demonstragao em trés partes:
1) Nesta primeira parte da demonstragao, vamos mostrar a relagao S(z) = N2 (z). Com
as defini¢oes de S(-) e N&(+), podemos concluir que para qualquer Z € C, temos S(Z) C NA(Z).

Por outro lado, se £ € NZ(Z), entéo existe M > 0 tal que
(¢,2' — ) < M||2" — z||” para todo 2’ € C. (3.14)
Segue da convexidade do conjunto C', que podemos escolher algum ponto z € C' tal que
' =ex+ (1 —e€)z € C para algum € € (0,1). (3.15)
Substituindo (3.15) em (3.14), obtemos

<§,x — :Z’> < Mel|lx — 2|
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Passando o limite quando ¢ | 0, obtemos
<§ T — f> <0.

Logo, ¢ € S(z). Portanto, S(z) D N§(Z). Assim, concluimos que S(z) = N& (7).

2) Nesta parte, vamos mostrar S(z) = Ng(z). Seja uma multifungdo semicontinua
inferior S : C' = R*, onde y — S(y) para todo y € dom(S). Logo, para algum y € dom(S),
para qualquer seqiiencias convergentes ¥i ——=¥ e existe & — € tal que & € S(y;) para

todo i. Assim & € S(y). Segue da defini¢ao de cone normal limite que

S(y) C Ne(y).

Por outro lado, toma £ € Ng(y). Entao existem seqiiencias Vi oy e & — & tal
que & € N&(y;). Segue do item 1) acima que NA(y;) = S(y;). Mas, como S é semicontinua
inferior, podemos concluir que & € S(y).

3) Para terminar a demonstracao falta verificar a igualdade S(z) = NC(QZ’) Segue da

Proposigao (3.2)i, que
NE(Z) € No(Z) € Ne(Z) para todo 7 € C.
Mas, como S(Z) = N&(Z) e S(Z) = Ne(Z), obtemos

~

Ne(z) = S(x).

3.2 Cones Tangentes

Nesta se¢ao, definimos o vetor tangente e seus cones tangentes (Cone Tangente de Bou-

ligand e Cone Tangente de Clarke).

Definig¢ao 3.4 (Vetor Tangente). Seja C C R* um conjunto ndo-vazio e x € C' um ponto.
Entdo, um ponto & € R* ¢ chamado de vetor tangente se existirem seqiiencias {c;} C C e
{t;} C R tal que

ci—x, t; 10, t;7 (e —x) — &

Pela definicao de vetor tangente, surgem duas defini¢oes de cones tangentes.
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Definicao 3.5. Seja C' C R* um conjunto nao-vazio e x € C' um ponto.

i) O Cone Tangente de Bouligand a C' em x, denotado por Te:(x), é o conjunto

To(z) = linrtll%up t(C — ).

Este conjunto € equivalente a

Te(x) = {fERk 3o —Ssx e Tt; | 0 tal que t; Y (¢; — x) —>§}.

ii) O Cone Tangente de Clarke a C em x, denotado por Tc(z), € o conjunto

Te(z) := liminf ¢t 1(C — y).

tlU,ygz

Este conjunto € equivalente a

To(x) = {f eRF Vo, —S>2 Vit | 03{e} € C tal que t; (¢; — ;) — 5}.

Vamos afirmar a seguinte propriedade elementar, porém, sem demonstragao (sua de-

monstragao pode ser encontrada em Rockafellar |29, Teorema 6.26]).

Proposicao 3.7. Seja C C R* um conjunto fechado e x € C um ponto. Entdo, To(x) e

Te(z) sdo cones fechados contendo a origem e satisfaz a condicdo To(x) C Te(w).

Figura 3.3: Representacoes dos cones tangentes.

Também, temos a seguinte propriedade.

Proposicao 3.8. Seja C C R¥ um conjunto fechado e x € C um ponto. Entdio, Te(x) € um

conjunto convezo.
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Demonstragao: Vamos tomar quaisquer vetores u e v em T (). Para mostrar a convexi-
dade, ¢ suficiente mostrar que u + v € Te(x), pois T(z) é um cone.

Tomemos u € TC(:C), logo qualquer seqiiencia ; Loz e t; | 0, existe uma seqiliencia
{z; + t;u;} em C para todo i tal que t;l((xi + tiu;) — xz> — u, ou seja, u; — u. Deste
modo, se v € T, c(x), entdao qualquer seqiiencia (z; + t;u;) Yoz e t; | 0 existe uma seqiiencia

{(z; + t;u;) + t;v;} em C para todo i tal que
ti_l ((l’z + tiui) + tﬂji — (ZEZ + tm,)) — 0,

ou seja, v; — V.
Tomemos ¢; = x; + t;(u; + v;) em C, temos

1
t—(Ci —Qfl) —u+ .

Portando, u + v € To(x). o

3.3 Relagao entre Cone Normal e Cone Tangente
Denotemos por S* o cone polar de um conjunto S C R, isto &,
S* = {77 e RF: <77,x> < 0 para todo z € S}.

Teorema 3.1. Seja C' C R¥ um conjunto fechado e x € C um ponto. Entdo, o cone normal

estrito No(z) e o cone tangente de Bouligand Te(x) sio relacionados da sequinte maneira

Nc(l’) = Tc(ﬂf)*
Demonstracgao: Para facilitar a demonstracao, vamos dividir em duas partes:
a) Mostramos a relacdo Ne(x) C To(x)*.

Tome ¢ € No(z). Entéo
<€,y—x> < o(|ly — x||) para todo y € C, (3.16)

para alguma funcao o(-) : R™ — RT que satisfaz o(s)/s — 0 quando s | 0. Escolhe um
ponto v € Te(x). Segue da definigao de Cone Tangente de Bouligand, que existe ; Loz e
t; | 0 tal que, definindo v; := t; ' (z; — x) para cada i, temos que v; — v.

Afirmamos que <§ , v> < 0. Entao, pela defini¢ao de cone polar, temos £ € To(z)*.
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Para completar a prova, precisamos verificar a afirmacao. Se v = 0 é obvio a afirmagao.

Assim, suponha que v # 0. Para cada i, temos

(Evy = (&t (@ —)) =t &z — ) <t7 o(||la — )
[[vil]

———— o(||z; — z||) por (3.16).
s — ]

Passando o limite quando 1 — oo, obtemos

<§,v> <0.

b) Mostremos a relacio No(z) D Te(x)*. Tomemos & € Ne(x), logo existe € > 0 e
c
ri ——=1x tal que

(&, zi — x) > el|lz; — x| para todo i.

E facil notar que x; # x para cada i. Podemos considerar t; = ||z;—z|| e v; :=t; }(2; —x)

(observe que todos os v; tem comprimento unitario) para cada i. Entao, uma subseqiiéncia

v; — v para algum v € T () com |jv]| = 1, temos
(& o) =t7 & m —x) > t7 el — x| = [lag — =] Tel|z; — 2] = €
Passando o limite, obtemos <§, v> > e. Portanto, £ &€ To(z)*. |

Também, temos.

Teorema 3.2. Seja C C R* um conjunto fechado e v € C' um ponto. Entdo, o envoltério con-
vexo fechado do cone tangente de Bouligand To(x), denotado por coTe(x), e o cone tangente
de Clarke Tc(z) se relacionam da sequinte maneira:
lim inf e0T¢ (y) = lim inf T (y) = To(x).
Y-z Y-z
Demonstragao: Como T (y) C colc(y) para cada y é suficiente mostrar as seguintes
relagoes:
(i) liminfeoTe(y) C To(x);
c

Yy—x

(ii) To(z) C limcinf Te(y)

Yy—x
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De fato, estas inclusoes implicam que

liminf 0T (y) C Te(x) C liminf T (y) C liminf coT(y).
C C C
y—a y—z y—a

Logo temos as igualdades desejadas.

Vamos mostrar a relagao (i). Tome qualquer v € liminf @7 (y). Sejam as seqliencias
C

Yy—x

arbitrarias T —S>xz et 1 0. Vamos supor que podemos encontrar ¢; | 0 tal que
t;ldc(l'i + tﬂ]) S €. (317)

A demonstragao de (3.17) sera apresentada apos a demonstragao de (ii).
Logo,
lim sup ti_ldc<l’i + tﬂ]) = 0.

Entao, existem subseqiiéncias de {t;} e {x;} (n@o reindexamos) tal que
lim t7 do(zs + tw) = 0.
Seja ¢; € C' que satisfaz
i+ 0 = el < do(wi+ tw) + =
Dividindo por ¢; e passando o limite quando i — oo, temos

(ci — ;)
t;

Portanto, pela definicao de T (z), segue que v € Te(w).
Agora, vamos mostrar a relagao (ii). Tomemos v € T o(x) eseja x; —C. 2 uma seqiiencia

arbitraria, segue da definicdo de T¢ (), que existem ¢ | 0, ¢; | 0 e N; T oo tal que
ttdo(zp +tv) <€ paratodo 0 <t <t;, ek > N,

Reindexamos as seqiiencias {zy, }5°, como {z;} e {ty, }32, como {t;}, temos em particular
que

tdo(x; +tv) < ¢,

para cada i = 1,2, ... e para todo t € [0,1;].

Fixamos i e t € [0,1;], podemos escolher z;(t) € C tal que

do(z; + tv) = ||z + tv — z(1)]],
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onde a dg € a funcao distancia. Definindo
vi(t) =t (2(t) — ;) para todo t € (0,t;],i = 1,2, ..., (3.18)

obtemos
|lvi(t) — v|| < ¢ para todo t € (0,¢;],i =1,2,....
Fixe i e escolha um ponto de acumulacao v; de {v;(t)}i~0 em t = 0 (esse ¥; existe uma
vez que v;(t) ¢ limitado em (0,t;]), logo ||; — v|| < €. De (3.18) e da definigao de T (x;),
segue que
v; € To(x;) e v — w.
Vamos retornar no inicio, quando temos a seqiiencia arbitraria {x;} em C' convergindo

para x, entao podemos encontrar um subseqiiéncia {x;, }°°; e a seqiiencia {0, } tal que
U, € Te(x;,) paratodo n e o, — v quando n — oo.

Portanto, v € liminf T (y).
C
y——x

Para completar a demonstragao, temos que mostrar a desigualdade (3.17). Para cada 1,
defina a funcao

gi(t) :==do(z; +tv), 0<t<t,.

Escolhe z;(t) € arg min{||z; + tv — z|| : z € C'}. Observe que, como z; € C, temos

|z —z@)] = |lz—2z0)+z+tvo—z,—to|| <||z;+tv—z(t)] + ||z; — z + tv||
< |z + tv — || + ||Jz; — x + tv|| (pela propriedade mais proximo)

< 2ol + [lzs — 2|

para 0 <t <t;ei=1,2,.... Passando o limite, temos a seguinte equivaléncia

sup ||z — z(t)|| — 0 quando i — 0.
0<t<t;
Como v € liminf @oT¢(y), existe seqiiencia ¢; | 0 e fungoes w;(-) : [0,¢;] — R™ tal que
C
Yy—>x

w;(t) € coTe(z:(t)) e |wi(t) —v] < e paratodo t € [0,].

Fixe i. Verificamos (3.17) para a escolha acima de ¢;.
Vamos, primeiro investigar a propriedade de um ponto t € (0,¢;] em que g; > 0 e onde

g; € diferenciavel.
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Para simplificar a notagado, denota z;(t) por z e fazendo p = x; + tv. Temos para h > 0

suficientemente pequeno,

gi(t+h)—g(t) < |lzi+to+hv—z| — ||z, +tv—z|

= llp—z+hol| = llp = =]

Como p # z (relembra que g;(t) > 0) a fungao u — ||p — 2z + u|| é diferenciavel em todo
ponto suficientemente proximo da origem, em particular em hv (para h > 0 suficientemente

pequeno). Em vista da convexidade da norma, temos

lp—z+hol| = |lp— 2| < i (p—2+hv) - ho,

— 2+ h||

segue que,

gi(t+h)—g:(t) < hl|lp—2z+ th_l(p — 2+ hv) - 0.

Concluimos que

_ — 24 hv p—z p—z
e -a) < (LI - ) e 2
lp—z+hv| [p—=| Ip— 2|l

p—z+ hv p—z p—z
- vt L it (319
(||p—z+fwu ||p—z||) v poay e 319

Como p — z € Ni(z) e w; € €0l¢(2) e em vista do fato que

~

Ne(z) = To(2)" = (cole(2))

segue que

(p—2) - wi(t) <0. (3.20)

Logo, da desigualdade (3.19) e da (3.20), temos

_ —z+ ho p—z
hl Zt+h— Zt S(p i — )'U‘i‘Ei,
Gt +0) =00 < \ 2T ] ~ o2l

e passando o limite quando A | 0, obtemos

d
Z ) < &
dtg'L()_E’L

Como ¢; ¢ uma funcao Lipschitziana e entretanto diferenciavel em quase todo ¢, esta

desigualdade é valida para quase todo ponto ¢t € {s € [0,%;) : g;(s) > 0} eliminado o caso em

que g;(s) = 0.
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Se gi(t;) = 0, temos que a condigao (3.17) é satisfeita. Suponhamos que g;(t;) > 0 e
definamos

r = inf{t € [0,%] : g:(s) > 0 para todo s € [t,t;]}.

Como g; sado continuas e g;(0) = 0, concluimos que g;(r) = 0. Segue que
ti
i(t) = 9r) + [ 9i(0)do <0+t

Mas, entao

trgi(t) =t Vo (vi + tiw) < e
Portanto, a condigao (3.17) é satisfeita neste caso. Assim, a prova esta completa. ]

Lema 3.1. Seja S : RF = R"™ uma multifuncio, C C R* um conjunto e x € R¥ um ponto.

Suponha que S(y) € um cone convezo fechado para todo y. Entao,

liminf S(y) = [lim sup S(y)*} .
< c
Yy—x Yy—

Demonstracgao: Dividimos a demonstracao em duas partes:

a) Mostremos a relacao

liminf S(y) C {lim sup S(y)*] :

y——x v

Tomemos v € liminf S(y) arbitrario. Escolha ¢ € limsup S(y)*. Entao existem #; —~>z

C
Yy—x

e {&} em R” tal que

C
Yy—x

& € S(x;)* paratodoi e & — €.

Também podemos escolher seqiiencia v; — v tal que v; € S(y;) para todo i. Segue que

<§i, v2-> < 0 para cada 2. Passando o limite, quando i — oo, obtemos <£, U> < 0. Entao,

C
Yy—x

vE {limsup S(y)*] .

b) Mostremos que

limcinf S(y) D {lim sup S(y)*] :
Yy—x yiz

Fixe v € {lim sup S(y)*] e suponha que v € liminf S(y). Entdo, existem algum € > 0 e uma

c c
y— y—

. c
seqiiencia T; ——x tal que

B(v,€e) N S(x;) = 0 para todo i.
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Aqui B denota a bola fechada de centro v e raio e.

Pelo Teorema da Separagao apropriado, obtemos um vetor §; tal que ||| =1 e
sup w?&i < inf wagi = U?&i -6
Jup (&)< il {0,6) = (0.6)
para cada i. Como S(z;) ¢ um cone, entao supwes(xi)<w,§i> =0 e assim & € S(x;)*. Deste

modo, uma subseqiiéncia & — £ para algum & com ||£]| = 1. Portanto, £ € limsup S(y)*.
C
y—a

Podemos observar que 0 < <v,fi> — €. Passando o limite, segue que <v,§i> > e. Con-

cluindo que v € |limsup S (y)*] , contradizendo a suposic¢ao. |
C

y—a
Teorema 3.3. Seja C C R*¥ um conjunto fechado e x € C' um ponto. Entdo, existe uma
relagdo entre o cone tangente de Clarke To(x) e o cone normal limite Neo(z) da seguinte

forma

Tc(x) = Nc(l‘)*

Demonstracao: Pelo Teorema 3.2, temos

To(x) = liminf 2076 (y).
C
y—z
Segue do Lema 3.1, que
Te(z) = liminfeola(y) = [lim sup @TC(?J)*} :
C

C

Yy—z y—>x

Sabendo que cone polar de um cone qualquer coincide com o cone polar do fecho de envoltorio

conexo do cone, isto é, colx(y)* = Te(y)*. Logo do Teorema 3.1, podemos concluir que

Te(z) = {limsup Nc(y)} .
C
y—

Entao, pela Proposicao 3.3, obtemos

Tc(l‘) = Nc(af)*

Completando a demonstragao. |
O diagrama abaixo tem um resumo das relagoes entre os cones normais e os cones
tangentes associados com um conjunto fechado C' C R* e o ponto x € C' que foram encontradas
nesta secao.
Te(x) L T (z)
x *
Ne () ™% No ) 2 Np (x);

onde * significa que foram tomados os cones polares do conjunto.



Capitulo 4

Subdiferenciais

Seja f uma fungio de valores reais de classe C! (continuamente diferenciavel). Entao,
pelo célculo classico, podemos relacionar o gradiente da funcao com o vetor normal do seu

grafico no ponto (z, f(x)), denotado pelo vetor A(V f(z), —1) para A > 0.

S(x)

(VF(x),-1)

Figura 4.1: Vetor normal para fungio de classe C!.

Neste capitulo, apresentamos a noc¢ao generalizada de gradiente para func¢oes nao ne-
cessariamente diferenciaveis e algumas propriedades. Este assunto pode ser encontrado em

Rockafellar & Wets [29], Clarke 9], Clarke et al. [10], Loewen [25] e Vinter [34].

4.1 Subdiferencial Proximal, Estrita e Limite

Uma nocao de derivada generalizada em termos de cones normais para o conjunto
epigrafo de uma funcao f, nao necessariamente diferencidvel em todo seu dominio, seré
apresentada nesta secao. Para isso precisamos de uma classe de fungoes com o conjunto
epigrafo fechado. Assim, a escolha natural é a classe de funcoes semicontinuas inferiores

f:RF - RU{+00} que possuem o conjunto epigrafo fechado (veja a Proposi¢ao A.5).

29
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Definigao 4.1. Seja f : R* — RU {+o0} uma funcdo semicontinua inferior e x € dom(f)

um ponto. Entao:

(i) A subdiferencial proximal de f em x, denotada por OF f(z), é o conjunto
()= {€: (6, -1) € NE o, flo) }.

Os elementos em OP f(x) sao chamados de subgradientes proximais.

(ii) A subdiferencial estrita de f em x, denotada por Of(x), € o conjunto
Of(@)i={&: (&, ~1) € Nepp (. f(2)) }.

Os elementos em 3f(x) sao chamados de subgradientes estritos.

(111) A subdiferencial limite de f em x, denotada por Of(x), € o conjunto
Of (@) = {€+ (€ ~1) € Napigp)(w, f(2)) }.

Os elementos em Of(x) sao chamados de subgradientes limites.
Observacao 4.1. Temos as sequintes observacoes:
(i) Pela Proposicao 3.2, obtemos

O f(x) C Of(z) C Of (x).

(ii) FEstas subdiferenciais fornecem informagées sobre uma fungao f na vizinhanga de um
ponto x.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 4.1. No caso abaizo, considera a func¢ao f: R — R.

a) f(x)=|z|. Entao,
0" f(0) = 0f(0) = 0f(0) = [-1,1].

b) f(x) = —|x|. Entao,

0" f(0) = 0f(0) =0 e 0f(0) = {—1} U{1}.
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¢) f(z)=|z|2. Entdo,
9P £(0) = Of(0) = 9f(0) = (o0, +00).
d) f(z) = sgn{z}|z|2. Entdo,
O f(0) = 0f(0) = 0f(0) = 0.

Podemos observar que os exemplos ¢) e d) possuem subdiferenciais ilimitada e vazia,
respectivamente. Este comportamento significa que as inclinagoes das retas tangentes a fungao
na vizinhanga de zero podem assumir valores muito grandes. Com isso, precisamos novas
defini¢bes para suprir o caso em que a inclinagao é ilimitada. Denomina-se por subdiferenciais

“assintoticas”.

Definigao 4.2. Seja f : R* — RU {+o0} uma fungdo semicontinua inferior e x € dom(f)

um ponto. Entao:

(i) A subdiferencial prozimal assintética de f em x, denotada por O5° f(x), € o conjunto
O f(x) = {€: (€,0) € N2 (. f(2)) }.

Os elementos em O;° f(x) sdo chamados de subgradientes prozimais assintdticas.

(ii) A subdiferencial estrita assintética de f em x, denotada por 9 f(x), € o conjunto
éoof(‘T) = {§ : (570) € Nepi(f)<x7f(x))}

Os elementos em 5°<’f(:c) sao chamados de subgradientes estritas assintoticas.

(111) A subdiferencial limite assintdtica de f em x, denotada por 0 f(x), é o conjunto
0 f(x) == {&: (£,0) € Nopip (2. () }.

Os elementos em 0 f(x) sao chamados de subgradientes limites assintdticas.

Observe no Exemplo 4.1 d), que df(0) = (). No entanto, pela defini¢ao de subdiferencial
limite assintotica, temos 0 f(0) = [0, +00)(veja a Figura 4.1). Assim, o célculo de 9% f(0)

mostra que a inclinac¢ao “infinita” préoxima do ponto zero é positiva.
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Figura 4.2: Subgradiente limite assintotica para f(z) = sgn{z}|z|2.

A subdiferencial limite e a subdiferencial limite assintotica juntas fornecem informacgoes

completas para o cone normal para o epigrafo da funcao.

Proposigao 4.1. Seja f : R¥ — R U {oo} uma funcio semicontinua inferior e x € dom(f)

um ponto. Entao:

Neyicp (. f(2)) = { (A&, =X) - A > 0,6 € 9f (2) } U (9 f() x {0}). (4.1)
Of(x) € um congunto nao-vazio ou 0 f(x) contém elementos nao-nulos.

Demonstragao: A relacdo (4.1) segue imediatamene das definigdes de cone normal limite
e de subdiferenciais limite e limite assintética. Como (z, f(z)) ¢ um ponto da fronteira do
conjunto epi(f) segue da Proposicao 3.4 que Nepy(p(x, f(x)) contém elementos nao-nulos. O
fato de que Of(x) é nado-vazio ou 0 f(z) contém elementos nao-nulo ¢ uma conseqiiéncia

imediata. ]

A proxima proposicao diz que a subdiferencial limite e a subdiferencial limite assintética

possuem graficos fechados. A demonstragao é uma conseqiiéncia direta da Proposigao 3.2 (iv).

Proposigao 4.2. Seja f : R¥ — RU {400} uma fungdo semicontinua inferior e x € dom(f)

um ponto. Logo:

(i) Of(x) € um conjunto fechado. Dado uma seqiiencia x; Tz & — & tal que & €

Of(z;) para todo i, entdo & € Of (x);

(i) 0% f(x) é um cone fechado. Dado uma seqiiencia x; Tize & — & tal que & € 0% f(x;)

para todo i, entao & € 0 f(x).

A notacao z; SEA significa que z; convergem a = e f(x;) convergem a f(z).
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Para a funcao convexa temos a seguinte propriedade.

Proposigao 4.3. Sejam f : RF — R U {+oo} uma fungio semicontinua inferior e convera e

um ponto T € dom(f). Entao

If@) = 0f(z) =0f(z)
= {5 (& x—T) < f(x) — f(Z) para todo x € ]Rk}.

Demonstracgao: Sabemos que
o f(z) € 0f(z) C Of(%).

Resta mostrar a inclusao inversa. Tome um vetor £ € 0f(Z), entdo (§, —1) € Nepi(p)(T, 7).

Como o epigrafo de f é convexa segue da Proposicao 3.6, que

A~

Nepiy (T, [T) = Neyig (T, fT) = Ny (T, 7).

Dai segue a inclusao inversa.

Seja £ € 0P f(x) arbitrario. Entao, (¢, —1) € N”

epi(f) (z, f(x)). Segue da Proposigao 3.6,

que

<(£, —1), (z, ) — (:i',f(i:))> < 0 para todo (z,«) € epi(f).

Tomando f(z) = « completa a demonstragao. [

4.2 Representacao por Quociente de Diferenca

Anteriormente as subdiferenciais foram definidas através do vetor normal ao conjunto
epigrafo. Nesta sec@o, vamos representar as subdiferenciais em relacao ao quociente de dife-
renca. Esta mudanca tem como objetivo facilitar a representacao geométrica e simplificar as

demonstracoes.

Vamos iniciar com a caracterizagao do subgradiente proximal.

Proposicao 4.4. Seja f : R¥ — R U {+o0o} uma funcdo semicontinua inferior e os pontos

x € dom(f) e £ € R¥. Entdo as sequintes afirmacoes sio equivalentes.

(1) & € O°f(x);
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(ii) existem M >0 e e >0 tais que

(&y—2) < fly) = f2) + Mly — =", (4.2)
para todo y € B(x;e€).

Demonstragao: Mostremos a implicacdo da condi¢do (i) para a condi¢ao (i7). Tome
¢ € OPf(x), segue que (§,—1) € me (z, f(x)). Na figura abaixo, podemos visualizar uma
representacao geométrica do subgradiente proximal usando a normal proximal a um conjunto

epigrafo. Sejam x um ponto fixo e y um ponto arbitrario em B(z, 7).

\\\\\\\\\\\

Sepi(f)

S

h(v (x, f(\f))+b (&~

£ X LY
B(x,n)
Figura 4.3: Representagao geométrica do subgradiente proximal.

Segue da nogao de ponto mais proximo (veja a Figura 4.3), que

2 2

H [(36, f(x))+d(&, —1)] —(z, f(x)) Ny, ) € epi(f)ed >0,

<[t ot 0] -t

Tomemos a = f(y), logo
lote. ~D)||* < [|(z — 5+ 8¢, f(2) = F(y) — )"
Reescrevendo esta expressao obtemos
6€]* +116]1" < llw =y + €[+ |/ () = £ () + ]

Como f é uma fungao semicontinua inferior, isto é, para todo ¢ > 0, existe n > 0 tal que

y € B(z;n) e f(y) > f(z) — 4, segue que

S[IE]* 4 6° < [l — y + 6|* + (fy) — f(x) + )%, (4.3)
assim
(fly) = flx) +8)> > &E]] +6° = [l — y + 6]
> 024206y —x) — |ly — =|*.
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Isto implica que

1

F) 2 ) =0+ {0 = 256y =)~ Iy - ol |

Logo,
ﬂwZQ@w:ﬂm—5+{V—%@w—x»4W—xW}i (1.4

para todo y € B(z,n).
Por outro lado, para cada y € B(x;n), podemos desenvolver a série de Taylor de segunda

ordem com resto da fungao g. Logo, existe uma vizinhanga B(x;n) de z, com

9(y) = g(x) +(J'(x),y —z) + %(9”(2)@ — ),y — ),

para algum z € (y,z). Considerando que ||¢”(z)| ¢ limitado sobre y € B(x;n) por uma

constante 20 > 0, temos

9(y) = g(x) + &,y — ) + olly — ||,

para qualquer y € B(z;n) e ¢'(x) = £. Entao, por (4.4), como g(x) = f(z), obtemos

fly) > flx)+ (& y—z) +olly — 2|

para qualquer y € B(z;n).

Para demonstrar a implicacao contraria, suponha que
(&y—1) <a— fla)+ My —=|?
para qualquer (y,«) € epi(f) N B((ac7 f(x)), e). Segue que,
(&y—x) Sa—f@)+M|ly—al’ + o - f@)?].

Reescrevendo esta expressao obtemos

(6w =)+ (L fa)) < M[lly = al]* + o~ F@)|?].

Logo,
(6 ~1). (0.0) — . f@)) < M) — (o, FD) ]
Assim, (¢,—1) € N?

epif) (s f(2)). Portanto ¢ € 0 f(x), completando a demonstragao.

u
O préoximo resultado, fornece uma caracteristica do quociente de diferenga da subdife-

rencial estrita.
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Proposigao 4.5. Seja f : R¥ — R U {400} uma fungdo semicontinua inferior e os pontos

x € dom(f) e £ € RE. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) € € 0f(x);
(1)

ey &V =) = () = (@)

y— ||y _ZEH

<0. (4.5)

Demonstragao: Mostremos a implicagao da condigao (i7) para a condi¢ao (7). A Condigao

(4.5) é equivalente a

(& y—z)— (fly) — f(x)) <o(ly — z||) para todo y € R*,

onde 0 : R™ — R ¢ uma fungao satisfazendo lim.yo(c)/e = 0. Logo

(& =1).(y,0) = (= f(2)) < o(l(y,a) = (=, f(2)]),

para todo (y,a) € epi(f). Entao, pela definigdo de cone normal estrito, temos

(57 _1> € Nepi(f)<x7f(x))'

Assim,
¢ € 0f(x).

Agora, vamos mostrar a implicagdo contraria. Suponha que a condigao (7i) nao é satis-

feita. Logo, existe um niimero o > 0 e uma seqiiencia y; — x tal que y; # = e

(& — ) = (f(yi) — f(2)) = ally: — 2], para todo i. (4.6)

Reajustado a equacao acima, temos

fly) < flx)+ <§,yi — x> — a.|ly; — z||, para todo i. (4.7)

Observe que limsup, ., f(y;) < f(x). Como f é semicontinua inferior, segue que f(y;) —
f(z) quando i — oo.
Defina 2 1= (yi, fyi)), i = 12 — (2, F@)] € 1 i= (2 — (3, £(z))). Observe que,
|ln:|| = 1, para cada i. Conseqiientemente, existe uma subseqiiéncia 7; — 7 para algum vetor
epi(f)

nao-nulo . Também 2 —> (z, f(z)) e t; | 0 ambos quando i — oco. Segue da defini¢ao

de cone tangente de Bouligand que ) € Topip) (2, f(2)).
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Afirma que
<(€a _1)7 77> > 0.
Segue do Teorema 3.1, que

A~

Nepi(p) (@, f(2)) = Tepicpy(, ()"

Assim, temos que <(§, —1), n> < 0, uma contradicao.

Para completar a demonstragao, precisamos verificar a afirmagcao feita acima. Por (4.7),

podemos concluir que

i—oo |y — ]l
Entao, existem duas consideragoes:

a) se limsup finito existe K > 0 tal que

f(yi) — f(z) < Klly; — z|| para todo i

b) existe uma subseqiiéncia que satisfaz

TS R GO
i—oo |y — ]

Suponha que a condigao a) ¢é satisfeita. Segue de (4.7), que

&y —x) > ollys — af| = (f(yi) — f(2)).

Reescrevendo esta expressao obtemos

(& =1) (i, f(y) — (=, f(x))) = elly; — |-

t (& =1), (i, f(wa) — (2, f(2))) =t arllys — .

Mas 1 = t; " (2 — (2, f())) e ti = [lzi — (z, f(2))]|, onde 2z = (i, f(v:)), temos

(& =1)m) = lzi— (@ f@)] " elly — |

N ofly; — ]
= T2l + 17 — F@
ofly; 2]

lyi — 2l + 11f () — f(@) +e—ell
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Como f é uma fungao semicontinua inferior, existe € > 0 tal que f(y;) > f(z) — €, segue que
ally; — =

(&—Dm) = T —f@ T+ <

Usando (4.8), e passando o limite quando € | 0 obtemos

ally; — ||
(57 _1)7777, Z
< ) lyi — [l + K|y — ||
> a >0
- (1+K)
Passando o limite quando ¢ — o0, segue que
o
—1 > > 0.
(& =1)m) > 015
Agora, suponha que a condigao b) é satisfeita. Entao
i LW =@
i—oo ||y — ]
Logo,
im W=l

i—oe f(yi) — flx)
Como |ly; — z|| > 0, temos f(y;) — f(z) < 0. Segue da definigao de n;, que
<(£7 _1)7ni> - <(£7 _1)7ti_1(zi - (l’,f(l’)))>
= 6w — o) — £ () — @) (1.9

Assim,

t s = 2l =z = (2, (F@DI Ty = 2l = 1 f ) = (2, F @)y — =
lyi — | < lyi — ] .
lys =l + 1£ () = F@ — fyi) = f(=)

Passando o limite quando ¢ — oo, obtemos

ti ' lyi — |l — 0.
Também, temos que

" o=l + 1) —F@I ~ 1) — F@]

Passando o limite quando ¢ — oo, obtemos

lim " (f(ys) - f(x)) < —1.

1——>00

Entao, de (4.9), obtemos

im (€~ 1).m) = — lim - (fly— f(x) > L

—00 {;

Logo <(§ ,—1), 77> > 0, completando a demonstracao. n
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4.3 Desigualdade do Valor Médio

Nesta secao, vamos apresentar e demonstrar uma generalizacao do Teorema do Valor
Médio Classico. Este resultado é necessario para uma investigagao mais detalhada de cones
normais, subdiferenciais e outros.

Usaremos as seguintes notacoes: Seja um ponto Z € R¥ e um subconjunto ¥ C R¥,

denotamos por [Z,Y] o conjunto

{z:2=X X+ (1—Nyparaalgumy €Y e 0 <\ <1},
e por (Z,Y) o conjunto

{z:2=X X+ (1—-Nyparaalgumy €Y e0 <\ <1}

No caso em que o conjunto Y tem um tnico elemento, por exemplo Y = {7}, substituimos
7, Y] por [7,7].

Antes de apresentar a Desigualdade do Valor Médio, vamos recordar o Teorema do Valor
Médio: seja f : R¥ — R é uma funcao C' num conjunto aberto contendo um segmento de reta

[z, 7], entdo para algum z € [Z, ], temos
(Vf(2).5-2)=[@) - f2)

O exemplo a seguir ilustra um caso em que o Teorema do Valor Médio nao se aplica e

ainda mostra que uma generalizacao direta envolvendo subgradiente limite nao é possivel.

Exemplo 4.2. Seja f: R — R uma fun¢ao definida por f(x) =1 — |z| no intervalo [-1,1].

Seque da definicao de subgradiente limite que

1 sex <0,
of(x) =9 {-1}u{1} sex =0,
-1 sex > 0.

Note que, O f(0) = af(()) = (. Entao, se fosse possivel aplicar o Teorema do Valor Médio

"generalizado”, existiriam z € [—1,1] e £ € Of(2), tais que

f(=1) = f(1) = (& -1-1).

Logo, 0 = 2¢. Mas a igualdade acima nao € satisfeita, pois 0 =& & 0f(x) = {—1} U {1}.
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Assim, procura-se uma forma mais fraca para o Teorema do Valor Médio para funcoes

nao-diferenciaveis. No exemplo acima,vale a seguinte desigualdade

f@) — (@) < (&5 —7),

com{=—-1€0f(z)ez=05¢€[-1,1]
Apresentamos a seguir a versao da desigualdade do valor médio, para fun¢des nao-dife-

renciaveis, que melhor se aproxima da versao classica do Teorema do Valor Médio.

Teorema 4.1 (Desigualdade do Valor Médio Proximal). Seja f : R — RU{+o0} uma
fungao semicontinua inferior , T € dom(f) wm ponto e Y C dom(f) um conjunto convezo

compacto . Define, 7 € RU {400} por

= inf f(y) — f(2).

yeY

Entao para algum r < 7 finito e € > 0, podemos escolher z € [Z,Y |+ €eB e & € OPf(Z) tais que

r < <§,y—f> para todo y € Y

f(2) — J(@) < max{r, 0},

Demonstragao: Por translagiao para origem em R" xR podemos supor que z = 0 e f(Z) = 0,
sem perda de generalidade.
Vamos fixar r < 7 e e > 0. Como Y é conjunto convexo compacto e a funcao f é

semicontinua inferior, podemos escolher constantes positivas d, M e K tais que

d<eeyeY +0B= f(y)>r+7; (4.10)
f(z2) > =M Vz€0,Y]+0B, (4.11)

1
k> E(M + |r[+1). (4.12)

Defina g : [0,1] x R” x R* — R U {+o00} por

9(t.y,2) = f(2) + kllty — 2||* —tr.

Usamos a notacao

S:=Y x ([0,Y] +0B).
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Para seguirmos com a demonstragao devemos analisar a funcao g. Observe que, para qualquer
y €Y, temos
(0,4,0) € [0,1] x S e g(0,y,0) = 0.

Como S é compacto e g é semicontinua inferior segue que o problema de minimizagao

min g(t,y, z) sobre (t,y,z) € [0,1] x S,

tem uma solugao (¢,7,2) e

1. %) = i t <0. 413
9(t, 9, 2) @%ﬁﬁmw“’%@_ (4.13)

Mostremos que f(2)) < max{r,0}. De (4.13), temos
FE) +E[tg—zZ|P—tr <0= f(2) —tr <0,

pois kl[ty — z||> > 0. Agora se r > 0 temos que f(z) < r eser < 0 entdo f(z) < 0. Isto
implica que

f(2) < max{0,7r} < 4o0.

Verifiquemos que z € [0, Y]+ dintB. Para isso, suponha que z nao satisfaz esta condigao.

Entdo ||z — ty|| > 0, pois ty € [0,Y]. Segue que

9(t,5,2) = f(2)+klty —z|* —tr
> —M + k6% — Il (por (4.11))
> M (M 4l + 15 — ] (por (4.12))
> 1.

Esta desigualdade contradiz (4.13).

Agora mostremos que ¢ < 1. Por redu¢ao ao absurdo, suponha que ¢ = 1. Logo

9(L,9,2) = f(&)+klg—z*—r
fE)+klg—z2P—r selly—z|<é
f(2) + k6> —r se|ly—z|| >4
d se|ly—z| <6 (por 4.10)

1 selly—z| > 9 (segue de 4.11 e 4.12)
= min{é, 1} > 0.

Esta desigualdade, novamente, contradiz (4.13).
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Mostremos que existe £ € O f(Z) satisfazendo as condi¢oes do teorema. Sabemos que

9(t,y,2) > g(t,y, 2), (4.14)

para todo z no conjunto aberto de [0, Y] + dintB. Isto implica que

k(lltg — 2017 = ltg = 2l1”) = f(2) = f(2). (4.15)

Manipulando os termos do lado esquerdo de (4.15) temos

Ity = 21" = lltg = 211" = 2(¢ty, 2)=(1, 2)) +(2, 2)=(%. %)
= 2ty—z,2—2z)+]z— 2| (4.16)

Na obtencao da segunda igualdade soma-se e subtrai os termos <2, 2> e 2<z, 2>.

Substituindo (4.16) em (4.15), obtemos
2k(ty — 2,2 = 2) < f(2) = () + kll= — 2],

para todo ponto z em alguma vizinhanga de z. Definindo & := 2k(ty — Z) podemos concluir,

através da Proposicao 4.4, que
§edf(z).
Seja & = 2k(ty — z). Consideremos dois casos, t =0 et € (0,1).
1) t = 0. Neste caso, £ = —2kz. Escolha t € (0, 1]. Segue de (4.14), que

0 S g<t7y72) _g(oaf’z)

= t*k|y||* — 2k<ty, 2> —tr,
para qualquer y € Y. Dividindo por ¢ e passando o limite quando ¢ | 0, obtemos

0< —2k<2,y> —r = <§,y> — .

2) t € (0,1). y minimiza a fun¢do convexa quadratica y — ¢(¢,y, Z) sobre o conjunto convexo
Y, isto é,

g(t,y,2) > g(,7, Z) para todo y € Y.
Entao,

2tk(ty — z,y — ) > 0 para todo y € Y.

Como ¢ > 0, segue que
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Por outro lado, ¢ também minimiza a fun¢ao quadratica t — g(t, 7, z) sobre (0,1). Isto implica

que

_9
ot

Logo,<§,§> = r. Assim, podemos concluir que <§,y> > r, completando a demonstracao do

0 <t7g72> ’t:t_ = 2k<£§ - 57g> -

teorema. []

No caso Lipschitz, a Desigualdade do Valor Médio é “exata” em termos de subdiferencial

limite. Este caso seré tratado na Segao 4.4.2

4.4 Algumas Propriedades das Subdiferenciais

Nesta secao, apresentamos algumas propriedades das subdiferenciais de fungoes dife-
renciavel, de Lipschitz, indicadora e distancia. Estas propriedades serao utilizadas posterior-

mente.

4.4.1 Funcgao Diferenciavel

Proposigao 4.6. Seja f : R¥ — R U {+o00} uma fungdo semicontinua inferior e x € dom(f)

um ponto. Entao, vale as sequintes afirmacoes:

(i) Se f € C* entao
P f(x) ={Vf(z)} para todo x € dom(f);

(i) Se f é convexa entio & € OP f(x) se, e somente se,

fly) > flz)+ <§,y — 3:> para todo x € dom(f); (4.17)

(111) Se f tem um minimo local em x, entao 0 € O f(x);
(iv) Se f € convexa e 0 € OP f(x) entao x é um ponto de minimo global de f.
Demonstracao: (i) Tome £ € 0P f(z). Entao, existem M > 0 e € > 0 tais que
(&y—x) < fly) = f(z)+ My — z|?, Yy € B(x,e).
Substituindo y = x + tv para t > 0 suficientemente pequeno, temos

t{&,v) < fz +tv) — f(x) + Mt*||v|* Yo € R,
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Dividindo por ¢ e passando o limite quando ¢ | 0, obtemos

<€ U> Slimf(x+tv)_f(x).

t10 t

Mas f € C?, logo

lim flzt+to) = J() = f(z,v) = (V[f(z),v).

t10 t

Assim,
(= Vf(z),v) <0.

Como v ¢é arbitrario, concluimos que & = V f(z).

(ii) Seja (1 — t)x + ty € B(x;n) para qualquer ¢ € (0,1) suficientemente pequeno e
n > 0. Segue da convexidade de f, que

(1=0)f(z) +tf(y) = F(1 -tz +1y)) ¥y €R*
Tome £ € 0P f(x). Pela Proposigao 4.4, substituindo y por (1 — ¢)z + ty, temos
=tz +ty) > flo)+{(A—-tz+ty—z)— M|1-t)z+ty —z|
= flz) +t(&y —x) — M|y — 2|
Entao,
(L=t)f(x) +tf(y) > f(z) + K&y —z) — M|y — =%,
logo,
tf(y) = tf(x) +t(&y —z) — ME*|ly — z|°.
Dividindo por t e passando o limite quando ¢ | 0, obtemos
fy) = f(2) + &y — ).
(iii) Seja & € 0P f(x). Entao, existem M > 0 e € > 0 tais que
(&y—=) < fy) — f(z) + My — z||* para todo y € B(w,e).

Observe que £ = 0 satisfaz a desigualdade acima até com M = 0, devido ao fato de x ser um
ponto de minimo local de f. Logo, segue da Proposigao 4.4, que 0 € 07 f(z).

(iv) Seja f uma funcdo convexa. Segue de (i7), que

fy) = f(x) +(&y —a) Yy € R V¢ € Of ().
Como 0 € 07 f(x), temos
fly) = f(z)Vy € R".

Portanto, x ¢ um minimo global de f. |
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4.4.2 Fungao que Satisfaz a Condicao de Lipschitz

Definicao 4.3. Uma funcao f : R¥ — R ¢ chamada de Lipschitziana se existir um nimero

real K > 0, tal que

1f(y) = f@)ll < Klly — 2| para todo y, = € R.

O naimero real K € conhecido como constante de Lipschitz da f em RF.

A proxima proposicao é um caso particular da Proposicao 4.4 substituindo na hipotese
a funcao semicontinua inferior por uma que satisfaz a condi¢ao Lipschitz. Nao ha necessidade

de demonstragao, mas vamos apresentar uma demonstracao simplificada a titulo de ilustragao.

Proposicao 4.7. Seja f : R¥ — R uma funcdo Lipschitz e os pontos x € R*, € € R*. Entdo,

as duas sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) £ € 0" f(x);
(ii) existe M >0 tal que

(&y—x) < fly) = f2) + Mlly — 2|, (4.18)

para todo y € R¥,

Demonstragao: Tome { € 0Ff(z). Assim, ({,—1) € N[, (z, f(z)). Considerando o

conjunto,

epi(f) = {(y.a):yedom(f)ea> f(y)}
= dom(f) x Sa,

onde Sy = {a o> fy),y € dom(f)}. Segue da Proposigao (3.5), que
(& —1) € Npy py(, f(2)), implica (§, —1) € N, (@) x Ng,(f(z)).

Entao,

e N?

ept

(@) e (~1) € NL(F()).
Pela definicao de normal proximal, obtemos

¢ e NP . (x)implica (&, y — ) < Ry — z||* ¥y € dom(f), (4.19)

epi(f)
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(—1) € NE (f(z)) implica (=1, — f(z)) < Qllav — f(2)|]* V a € Ss.
Tomando, em particular, & = f(y), logo
(—1) € NE,(f(x)) implica (=1, f(y) — f(z)) < QlIf(y) — f(x)|* Vy & dom(f), (4.20)

Somando (4.19) e (4.20), obtemos

(&y—a)+ (=1 f(y) = f(=)) < Rlly — z[I* + Q| f (y) — f(x)[* ¥ y € dom(f).
Como f é uma fungao Lipschitz, segue que
(€ —a)+ (L) — f) < Rlly—al? +QK|ly — 2> ¥ y € dom()
< My — x|,

onde M = max{R, QK?*}. Portanto,

(&y—x) < f(y) — flz) + M|y — z|]?, para todo y € dom(f).

A prova da implicacao contraria, segue da Proposicao 4.4, completando a demonstracao.
|

Os proximos lemas serao necessarios para demonstrar o Teorema 4.2.

Lema 4.1. Sejam f : R¥ — R U {400} uma funcio semicontinua inferior, v € R* e 3 > 0.

Defina
g(y) == min{ f(y), 5}

Suponha que & é um vetor nao-nulo tal que

€€ 0%(x).

Entao
flz) < pBe&edf(x).

Demonstracao: Tome ¢ € 07 f(z). Entao existem M > 0 e a > 0 tais que
g(z") — g(x) > <£, 2 — a:> — M||z’ — z||* V2’ € B(z, ). (4.21)
Segue de g(y) = min{ f(y), 5}, que

min{ f(z), 3} — min{ f(z), 8} > (&, 2" — ) — M|2’ — z|* V2’ € B(z, ).



4.4. Algumas Propriedades das Subdiferenciais 47

Se f(x) > (@ podemos supor que f(x') > [ para todo 2’ € B(z,a) (ajustando « se necessario).

Assim,
0= 48> min{f(z'), B} — min{ f(x), 8} > (&,4' — z) — M||&/ — a]|* Vo' € B(x,a).
Escolhendo 2’ = x 4+ 6§ com § > 0 (para § suficientemente pequeno), segue que

lel® < Ms|&l*.

Passando o limite quando 0 | 0, obtemos & = 0. Mas, isto é impossivel, pois pela hipdtese
¢ # 0. Portanto, f(z) < .

Podemos entao reescrever (4.21), obtendo
f@) = f(z) > (&2 —2) — Ml]2" — 2|

para todo ' € B(x,«). Segue da Proposigao 4.7 que & € P f(x).

Lema 4.2. Nas condigoes do teorema, as sequintes condig¢oes sao equivalentes:
(a) a funcao f é Lipschitz com constante K em alguma vizinhanga de T;

(b) existe € > 0 tal que para cada v € R* e £ € OP f(x) temos

o —zl| < eellf(z) - f@)] < e=[I€]| < K.

Demonstragao: A demonstracao de que (a) = (b) é por contradi¢do. Suponha que Ve > 0

existem x € R¥ e £ € 9P f(x) tais que
|z —z|| <€ [[f(z) = f@) <eel] > K.

Isto contradiz o fato ja demonstrado de que & é limitado por K, pois £ € 0P f(x) C df(z) C
KB.
Mostremos a reciproca. Suponha que f nao é Lipschitziana com constante Lipschitz K
em alguma vizinhanca de z. Entdo, é suficiente mostrar que a condic¢ao (b) nao é satisfeita.
Escolha qualquer ¢ > 0. Como f é semicontinua inferior, podemos encontrar § > 0,
0 < § < e tal que
|z — z|| <6 implica f(z) > f(z) —e. (4.22)
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Mas, como f nao é fungao Lipschitziana, existem seqiiencias z; — Z,y; — T tal que x; # y;
e

fy:) — f(x;) > Kl|ly; — x;|| para todo i. (4.23)

Também, podemos supor que para alguma subseqiiéncia (nao reindexamos), temos
f(z;) — f(z) quando i — oo. (4.24)

De (4.24), podemos escolher uma seqiiencia ¢; | 0 tal que

flai) = f(7) <& (4.25)
(S
Kllyi — @l < f(2) — f(z:) + €. (4.26)
Fixe um valor para o indice 7 tal que
2 — 7| < % 5, llys — 7| < % See<e (4.27)

e defina a funcao
gi(y) == min{ f(Z) + &, f(y)}.

Logo,

9i(yi) — gi(z:) = min{f(Z) + e, f(y:)} —min{f(Z) + €, f(z:) }
= min{f(Z) + e — f(:), f(y;) — f(x:)} por(4.25)
> 9i(yi) — gi(w:) > Kllyi — x|, por(4.26) e (4.23)

Podemos observar que g; ¢ uma funcao semicontinua inferior, logo pela Desigualdade do

Valor Médio (Teorema 4.1) existem
z € B(z,0) e £ € 0¢;(2)
tal que
Ky — @il < (& yi — ).

Como y; # z;, temos ||£]| > K. Assim, { é um vetor nao-nulo. Pelo Lema 4.1, obtemos

f)< f(x)+e e £€Pf(2). (4.28)
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No entanto 0 < ¢, logo ||z — Z|| < e. Por (4.22), temos

f(z) > f(z) —e. (4.29)

Segue de (4.28) e (4.29), que

lz—zll <€ [If(z) = f@) <€ e £€df(2).

Como € é um ntmero positivo arbitrario podemos concluir que a Condigao (b) nao é satisfeita.

Teorema 4.2. Seja f : RF — RU{+oo} um funcio semicontinua inferior e & € R* um ponto.

Seja f uma fungao Lipschitziana na vizinhang¢a de T com constante Lipschitz K. Entao
(1) 0f(z) C KB;
(1) 0% f(z) = {0}.

Reciprocamente, se (ii) € vdlida, entao f € uma fun¢ao Lipschitziana na vizinhanga de T

Aqui B denota bola fechada unitdria de RF.

Demonstragao: (=) Tome um ponto

<€7 _)‘) € Nepi(f)(j7f(j))‘

Logo existem seqiiencias convergentes

(25, 00) L (2, F(2)) e (6, M) — (6,2)

tais que

(&7 _>‘l) € N?

epi() (@i @) Vi,

Dado = € R¥ arbitrario, segue da definicao de cone normal proximal que
(€=M (@.0) = (@0)) < M |llz =] + lla = a)[]?] Ya = f(a).
Tomando §; = a; — f(z;) e f = a — f(z) obtemos
(&= i)+ (=X, f(@) + 8= fl@) = ) < M|l =il *+ | f (@) + B B — F(i) 2] (4.30)
Substituimos x = z; em (4.30), temos

—Xi(B = B3;) < M|B - Bi]*
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Considerando ( # 3; e passando o limite quando i — 00, obtemos A > 0.

Agora substituindo § = ; em (4.30) obtemos
(60— a2+ (=, £(@) = F()) < Mo — il + £ () — Fw)|].
Mas f é Lipschitziana, logo
(&G0 —x) — MKz — x| < M(1+ K?)||lz — 2], (4.31)

para todo x na vizinhanga de z;. Escolhendo x = x; +r¢; para r > 0 suficientemente pequeno

e substituido na equagao(4.31) obtemos
Pl = NErll&]| < M1+ K)r¥1& )%
Dividindo por r e passando o limite quando r | 0 segue a desigualdade
&l < Ak
Entao, passando o limite quando ¢ — o0, concluimos que
€]l < MK, (4.32)

onde A >0e K > 0.

Dai podemos concluir que:
e se A =0, entdo & = 0, ou seja, 0°f(z) = {0}, e
e se A > 0 podemos supor que A = 1 e logo temos que ||{]| < K i.e., 0f(z) C KB.

(<) Suponha que a funcdo nao ¢ Lipschitiziana na vizinhanca de z. Pelo Lema 4.2,

existem seqiiencias T e {&} tal que

|&]] € O f(x;) para cada i

Hfz” — 00 quando 1 — 0.

Para cada 7, temos
(Hleilgw _H&Hil) S pri(f)(l'ia f(371))

No entanto, podemos encontrar uma subseqiiéncia (nao reindexamos) tal que

(&1, —l&l") — (&,0) quando i — oo,
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para algum &, com ||£]| = 1. Segue da definicdo de cone normal limite que

(£,0) € Nepi(p) (7, f(2)).

Entdo, £ ¢ um vetor nao-nulo em 9 f(z) = {0} o que é uma contradi¢do. Portanto f ¢é
Lipschitziana na vizinhanca de . |
Também, vamos apresentar a Desigualdade do Valor Médio mas envolvendo agora a

funcao Lipschitziana.

Corolario 4.1 (Caso Lipschitz). Sejam f : R" — RU {400} uma funcao que satisfaz a
condi¢ao de Lipschitz em [Z,Y] + 6B, x € R™ um ponto e Y C R™ um conjunto convero

compacto. Entao, para algum 6 > 0 existem z € [2,Y] e £ € Of(Z) tais que

min f(y) — f(z) < <§,y — ;E> para todo y € Y
yey

yey

1) - @) < max{ mip o) - fia@).0}.

Demonstragao: Tomemos as seqiiencias €; | 0 e r; T 7, onde

7= min f(y) — f(z).

yey
Aplicando o Teorema 4.1 com € = ¢; e r = r;, para cada ¢ podemos escolher z; € [z,Y] 4+ ¢;B
e & € 0P f(z) tais que
r; < (&, y— ) paratodoy € Y (4.33)

f(zi) = f(z) < max{r;,0}. (4.34)
Observe que seqiiencias {z;} e {¢;} s@o limitadas, pois o conjunto Y é compacto e a fungao
f satisfaz a condigao de Lipschitz em [z,Y] + 6B (veja a Proposigao 4.2). Entao, podemos
encontrar subseqiiéncias convergentes z; — z, para algum z € [z,Y] e § — &, para algum
¢ € R". Segue da Proposi¢ao 4.2, que £ € 0f(z). Passando o limite nas equagoes (4.33) e

(4.33) para i — oo, obtemos

7 < <£,y—i> para todo y € Y

f(z) — f(z) < max{r,0}.

[sto completa a demonstragao. |
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4.4.3 Fungao Indicadora

Definigao 4.4. Seja C' C R* um subconjunto nao-vazio. A fungdo indicadora ¥e(x) : RF —

R U {+o0} associada com C' € definida por

0 sexeC
Uo(z) =
+00 caso contrdrio

Com a fungao indicadora temos a seguinte proposigao:

Proposigao 4.8. Seja Vo(x) : R¥ — RU {+oc} uma fungdo indicadora e x € C um ponto.
Entao,

8\110(33) = Nc(m) = GOO\IJC(x).

Demonstragao: Tome ¢ € 0V (x). Entao, & € 0We(x) se, e somente se, (£, —1) €
Nepicwey(2,0). Observe que epi(Ve) = C' x [0,00). Logo, a primeira igualdade segue imedia-
tamente da Proposigao 3.5.

A demonstracao da segunda igualdade é analoga. |

4.4.4 Funcao Distancia
Definicao 4.5. Seja um conjunto C C R*. A funcao distincia de : R¥ — R € definida por
de(z) = inf{||lz —y|| : y € C}.
Temos as seguintes proposicgoes:

Proposicao 4.9. Seja de : RF — R funcao distincia relacionada com um conjunto qualquer

C c R*. Entao,
i) do(+) € uma funcao que satisfaz a condi¢ao de Lipschitz com constante igual a 1;
it) se C' € um conjunto convezxo, entio dc(-) € uma fung¢ao convexa.

Demonstragao: i) Sejam z, y € R* quaisquer e escolha ¢ > 0. Entao pela definicio de

fungao disténcia, existe z € C' tal que de(y) > ||y — z|| — €. Logo,
de(z) <o =z = llz —y+y—zl <z =yl + lly — 2l < lz =yl + de(y) + ¢

Mas, como € > 0 é arbitrario, temos que do(x) — de(y) < ||z — y|.
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Por outro lado, escolhendo § > 0 existe z € C tal que de(z) > ||z — z|| — ¢. Entao,
do(y) < [ly = 2|l < llz = yll + de(2) + 6.
Como ¢ ¢ arbitrario, obtemos do(y) — de(x) < ||z — y||. Portanto,
lde(z) — de(y)ll < llz —yl|

Assim, a fungao distancia dgo é Lipschitziana com constante Lipschitz igual a 1.

1) Sejam x,y € C' e dado € > 0, entdo, existem ¢, ¢, € C tais que

lee = zl| < do(z) + ¢ e ey = yll < do(y) +e

Sabendo que C' é um conjunto convexo, logo existe ¢ € C tal que ¢ = A¢; + (1 — N)¢, e

A € (0,1). Entdo,

deQAz+(1=Ny) < [[(Az+ (1 =Ny —|
= [[Az+ (1= Ny —Ac — (1= Nl

IN

Allez = zf| + (1 = Alley =yl

< Mo(z) + (1= Nde(y) + e
Como € ¢é arbitrario, obtemos d¢(x) é uma funcao convexa. [
Proposicao 4.10. Seja C C R* um conjunto fechado e x € C' um ponto. Entao

Pde(x) = Ni(x) N B.

Demonstragao: Dividimos a demonstracao em duas partes:
a) Mostremos a relagdo 0?de(z) C Np(x) N B. Suponha que £ € 9?de(z). Como a

funcdo de(x) é Lipschitz com constante 1, segue da Proposigao 4.7, que existe M > 0 tal que
(&,y— ) <dc(y) — do(z) + M|y — z||* para todo y € R*.
Mas x € C. Assim, pela definicao de funcao distancia, temos
(&y—z) < Mlly — z|? para todo y € C.
Entao, £ € NA(x). Segue da Proposicao 4.9, que ||£|| < 1. Portanto,

¢ € Ni(z)N B.
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b) Agora, mostraremos a relagao 0?de(x) D NA(x) N B. Seja € € NZ(z) N B qualquer.
Logo, ¢ suficiente mostrar que £ € 0Pd¢ (). Para £ = 0 ¢é facilmente verificado, assim tomemos

¢ # 0. Segue da definicao de cone normal proximal, que existe M > 0 tal que
(&y—ax) < M|y —z|? para todo y € C.
Podemos encontrar uma esfera aberta @) (veja, na Segao 3.1) tal que
cnE =10,

onde

Q:={yeR: z+(@M)'¢—yll < @M)|€]}.

Para qualquer y € @, vale

(&y—x) <dc(y) — de(z) + My — z|,

do(y) > 9(y), (4.35)

com

g(v) = M) ig]l = llv — = — (2M) "¢

A funcao g é analitica na vizinhanca de x, desde que & # 0. Assim, podemos calcular
Vg(z) = ||€]|7'€. Segue da definigao de subgradiente proximal aplicada na funcao g, que

existem o > 0 e € > 0 tais que

9(y) = g9(x) = (€176, y — z) — ally — z||* para todo y € B(z,€). (4.36)

Como g(z) = do(x) = 0, concluimos de (4.35) que

de(y) — de(z) > g(y) — g(z) = (€] 7'¢ y — ) — ally — z||* para todo y € B(x,¢).

Mas, como [|£]| < 1, temos

L(de(y) — de() = [I€l(dely) — de(x)) = (& y — x) — allé]lly — 2|, para todo y € B(z, ).

Assim, pela Proposigao 4.4, temos que & € 0Pdq(z). n

O resultado a seguir tem como objetivo obter informagao sobre o cone proximal £ €

OPde(x) num ponto = & C.
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Proposigao 4.11. Seja C C R* um conjunto fechado, x ¢ C um ponto e & € OPdc(x) um

vetor. Entao, x tem um unico ponto mais prozimo T em C' e
£= |z~ (x - 2).
Concluimos, em particular, que & € OPdc(T).
Demonstragao: Seja ¢ € 0Pdq(z). Entao, pela Proposigao 4.7, existe M > 0 tal que
(&,y — ) < dc(y) — do(z) + M|y — z||* para todo y € R". (4.37)
Seja T um ponto mais proximo de x em C'. Entao,
o — 2l = do() (#0).
Observe que Z é ponto mais proximo de Z + (1 — a)(x — ) para todo a € (0,1). Assim

de(z+(1-a)(z—2)) = |z+(1-a)(z—1z)— 7

= (1—a)de(x).
Substituindo y por T + (1 — a)(x — Z) em (4.37) obtemos

de(z+ (1 - a)(z — 7)) — do(z)

v

<§,§:—|—(1—0¢)(x—£)—x>—MHa_U+(1—04)(:U—§:)—xH2

> —all,z—7)— o’ M|z —z|°.

Por outro lado, utilizando a definicao de fun¢ao distancia encontramos

de(z+(1—a)(z—12)) —de(z) = (1-a)de(z)—de(x)

= —ado(z) = —afz — 2|
Assim,

—allz =z = de(Z+(1—a)(z—17)) —de(z) > —a(é,z — ) — * M|z — z|?

> —a(,z—7)—a’M|z — z||?, para todo a € (0,1).
Dividimos por « e passando o limite quando « | 0, obtemos

|z -z < (& x—z).
Mas, pela Proposigao 4.10, [|£]] < 1 e como x — Z # 0, obtemos

§=llz -z (z - 2).
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Agora, vamos mostrar a unicidade do ponto mais proximo. Tomando ¢ um outro ponto

proximo de xz em C; temos

de(x) = [l — gl = [lo — 2] #0

=z -z (@ -2) = o -7l (z - 7).
Assim, concluimos que = = .

O fato que & € 9Pdc(T) segue da Proposicao 4.10, completando a demonstragao. u

Denotemos por é (x,6) a bola aberta de centro z e raio 9.

Proposigao 4.12. Seja C C R* ¢ o0s pontos x ¢ C e ¥ € C. Suponha que, para alguma
a >0, y =1 minimiza a fun¢do
y—=lz+1+a)(z—1) -y
sobre C. Defina
= lla -7 (2 - 7).

Entao, as sequintes afirmagoes sao verdadeiras
(i) £ € OPdc(x),

(11) se {z;} e {&} sao seqiiencias tais que x; — x quando i — oo e & € Pde(x;) para
cada i, entdao existe uma seqiiencia de pontos {y;} em C tal que & = ||x; — ;|| (x; — vi)

para todo i, y; — T e & — & quando 1 — 0.

Demonstracgao: Por conveniéncia, podemos supor, que z = 0.
(i) A propriedade minimizante de T pode ser expressado geometricamente (veja a Figura
4.4):
B ((1+a)x,(1+a)|z]) N C = 0.

Tomando qualquer ponto v € R* com ||v — az|| < (1 + a)||z||, temos

de(zx+v) = Jlx4+v—7||( §éo ponto mais proximo de x + v em C)
> |z + oz =gl - [lv - az]
> ||(1+ a)z| — ||v — azx|/(z = 0 é o ponto mais proximo de (1 + a)x)

®(v), (4.38)
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Figura 4.4: Representacio geométrica da propriedade minimizante de Z.

onde

O(v) == (1 + )z = llz +v -1+ a)z| = 1+ )|zl - o - az|.

Observe que a funcao ® mede a distancia do ponto x + v a fronteira da bola é ((1 +a)z, (1+

a)|z])). Como de(z) = ||z|| = (0), segue de (4.38), que
do(z+v) —de(xz) > O(v) — ©(0). (4.39)

Porém, a funcao ® é analitica em B (0, rl|z[) (note que z # 0, pois « ¢ C'). Assim, podemos
calcular o gradiente de ® em relagiao a v: V,®(0) = ||z| .

Portanto, existem M > 0 e € > 0 tais que

®(v) — ©(0)

v

(V,®(0),v —0) — M|v— 0|

\Y,

{||lz|| " 2, v) — M|jv||*, para todo y € eB.
Segue de (4.39), que

de(z +v) — do(z) > (||z|| "'z, v) — M||v||?, para todo y € eB.
Entao, pela a Proposicao 4.4, temos

Hl’||71$ € Pdo(x).
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(ii) Primeiro, vamos mostrar que Z(= 0) é o tnico minimizador da func¢ao y — ||z — y||

sobre C. Supondo que %' ¢ um minimizador arbitrario, pela propriedade ponto mais proximo

segue que
lz =9I < Jlz -2
< =z —of?
logo
—2(z,y) < -yl (4.40)

Mas, pela propriedade minimizante de Z(= 0), temos
I+a)lzl* < [0 +a)z -y
desta forma, obtemos
0< —2(z,y)(1+a) + [ly]*
Segue de (4.40), que
ally'|I* <o.

Mas, como « > 0, concluimos que a tnica solu¢ao possivel é quando ¢y’ = 0. Entao, z(= 0) é
realmente o tinico minimizador.

Por hipotese, existem as seqliencias {z;} e {} tais que z; — = quando i — o0 e
& € OPde(x;) para cada i. Como x ¢ C' e C' é um conjunto fechado, podemos considerar que

x; ¢ C para todo i. Entao, pela Proposigao 4.11, existe seqiiencia {y;} em C tal que

de(x;) = [lzi — yill (4.41)

& = Nl — wil ™ (@i — i) (4.42)
Assim, podemos extrair uma subseqiiéncia de {y;} (ndo reindexamos) tal que y; — y para

algum y € C. Pela continuidade da fungao distancia, segue de (4.41) e (4.42), que
do(z) = |z =gl e & — [lz — g7 (= — 7).
Assim, y = T = 0. Logo podemos concluir que
Yy — 0e & — ||z 'e =€ (4.43)

Como os limites acima sao independentes das subseqiiéncias selecionadas inicialmente, as

seqliencias originais satisfazem (4.43). N
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4.5 Descricao Analitica dos Subgradientes Limites

Nesta secao, estamos interessados em analisar o subgradiente limite e o subgradiente
limite assintético em termos de limites de subgradientes proximais. Para enunciar os principais
teoremas deste topico, precisamos do lema abaixo que pode ser resumindo da seguinte forma:
os vetores normais proximais horizontais a um conjunto epigrafo podem ser aproximados por

normais proximais.

Lema 4.3. Sejam uma funcio semicontinua inferior f : R¥ — R U {+oo}, um ponto & €
dom(f) e um ponto nao-nulo & € R tal que (£,0) € N, ei(p) (@, [(Z)). Entao, existem seqliencias

I .. . " .
convergentes Ti ——1 , & — £ e uma seqiiencia de numeros positivos \; | 0 tais que

(& —Ni) € Ng i py (@i, f(s)) para todo i.

Demonstracao: Tome (£,0) € N?_

epi(f) (s f(Z)) (um vetor normal proximal “horizontal”).

Entao, existe um ponto (z, f(Z)) ¢ epi(f) e um nimero o > 0 tal que (Z, f(Z)) ¢ um ponto

mais proximo de (z, f(Z)) em epi(f) e £ = o(z — 7) (veja a Figura 4.5). Como (z, f(z)) ¢

f&®)

\

%\\\\\\\\\\

Bl
-

Figura 4.5: Normal proximal horizontal

o ponto mais proximo, logo existe algum o > 0 tal que (:i, f(ji)) ¢ o ponto mais proximo do

ponto (Z + (1 + &) (z — ), f(Z)) em epi(f).

Afirmamos que
depic) (2, F(Z) = 1) > depi(p) (, f(Z)) para todo t > 0. (4.44)

Esta afirmacao serda demonstrada mais tarde. Seja t; | 0 uma seqiiéncia arbitraria. Aplicamos,
para cada 4, a Desigualdade do Valor Médio (Teorema 4.1) para fun¢ao deyi(s)(-) com o ponto

base (x,f(:ﬁ)) e o conjunto Y = {(x,f(i’) — tl)} Entao, existem seqiiencias (yl-,n-) —
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(z, f(z)) e {(&,—X;)} em R* x R satisfazendo (&}, —X;) € 9depics)((yi,7:)) para todo i tal

79

que
depi(f)(xv f(f) - ti) - depi(f)(x7f<j>> < <(£;7 _/\;)7 (x7f<j> - ti) - (x7f<j>)> para todo 1.

Logo
/\;tl > depi(f)(‘r7 f(j) - tl) - depi(f) (‘Tu f(‘f)) >0 por (444)

Isto implica que A, > 0 para todo i.

Utilizando as Proposicoes 4.12 e 4.11, podemos concluir que

(I€177€.0) € Odepisy (. £ (7))

e além disso, que existe uma seqiiéncia (z;, s;) de pontos ponto mais proximos a (y;, ;) em

epi(f) tais que

(5{-, —)\;) € 0depi(s) (24, s;) para todo i (4.45)
(i, 5) — (2, f(2)), (4.46)
e
(&, =) — (llgllI"e, 0). (4.47)
Defina

(fia—)\i) = (||§||§,Z,—||§||/\;) para cada 1.

Observe que € # 0 e A\; > 0 para cada i. Segue de (4.45) e da Proposicao 4.10, que

(&, —Ni) € NP (p (@i, f(zi)) para todo i.

ept

e por (4.47), obtemos

(&, =) = (ll€ll€i; —llglA;) — (llgll =€, 0) quando i — oo.

Assim, encontramos as seqiiencias {z;}, {¢;} e {\;} que satisfazem as propriedades declaradas
no lema.

Para completar a demonstracao, precisamos mostrar a afirmacgao

depit) (@, f(T) = 1) > depigp)(z, f(Z)) para todo ¢ > 0.

Suponha que a afirmacao nao seja satisfeita. Logo, existe ¢t > 0 tal que

depi() (T, [(T) = 1) < depigp)(, £(T)). (4.48)
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Podemos encontrar (y,r) € R" x R com r > f(y) tal que

depi) (x, f(7) =) = || (=, f(z) = ) = (5, 7).

Observa que y # z. De fato, suponha que y = z, logo

(@, f(@) =) = @ )] = [ =2t + 7 = f@))]| > |2 = 2] = depip) (2, [ (7)),

contradizendo (4.48). Assim,

depicr) (@, f(T)) = depia)(@, f(T) — 1)
= e, f(@) =) = () = (=, f(2)) = (w,r + D]
No entanto, podemos concluir que (y,r+t) € epi(f) em vista de (y,r) € epi(f) et > 0. Entao,
(y,7 + 1) é um ponto mais proximo de (z, f(Z)) em epi(f) com y # . Isso é impossivel, pois
(Z, f(Z)) é o tinico ponto mais proximo de (x, f(Z)) em epi(f). Assim temos uma contradigao.
o

O subgradiente limite e subgradiente limite assintético podem ser expressados como

limites de subgradientes proximais em pontos vizinhos.

Teorema 4.3. Seja f : RF — R U {400} uma funcdo semicontinua inferior e os pontos

x € dom(f) e & € R
(a) As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(1) € € 0f (x);
(ii) existe T; Toa e & — & tal que & € OP f(x;) para todo i.
(b) As sequintes condigoes sio equivalentes:
(i1i) € € 0 f(x);
(iv) existe X; Sy L& ——E ety L0 tal que t;'E € 0P f(x;) para todo i.

Demonstragao: a) Mostremos a implicacao da condigao (i) para (i1). Seja & € df(x).
Por defini¢ao subdiferencial limite temos que (£, —1) € Nepi(s) (2, f(x)). Segue da definicao de

cone normal limite que existem seqiiéncias convergentes

(25, F(2:) P (2, £ (@) e (€, —t) — (€, —1) i — o0,
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tais que

(&, —t;) € N? () (@i, f(zi)) para todo i. (4.49)

epi
Observe que t; > 0. Dividindo por ¢; e definindo &; := t; '/ podemos concluir que &; € 9 f(z;),
para cada i e que & — €.

Mostremos a implicagao contraria. Considerando as seqliencias ; ARSI & —
¢ tal que § € O7f(x;) para todo i. Para cada i, temos (§,—1) € NI, (2 f(2i)) e

(i, f(xz;)) — (x, f(x)) quando i — oo. Segue da defini¢do de cone normal limite, que
(&, —1) € Nepi¢p)(, f(z)). Portanto, £ € df(x).

b) Mostremos a implicac@o (iii) para (iv). Suponha que £ # 0. Seja & € 9 f(z), entao
(£,0) € Nepigp)(z, f(x)). Segue da definicdo de cone normal limite, que existem seqiiéncias
convergentes

epi(f)

(@i, f(2:)) —= (2, f(2)) e (&, —t:) — (£,0),
tais que t; > 0 e
(&, —ti) € N? () (@i, f(zi)) para todo i.

epi
Desta maneira, temos dois casos a serem considerados:

e Considerando t; > 0, temos que (t;'&;, —1) € NEip(@i, f(x;)) para todo i. Portanto,
t;1¢ € 0P f(x;) para todo i.

. . ia , f
e considerando t; = 0, segue do Lema 4.3, que existem seqiiéncias convergentes Ti; —— Z; |

&, — & e uma subseqiiéncia ¢;; | 0 tal que
(gijv - ) S prz( )(:Eija f('rl])) para todo j
Usando o argumento da diagonal de Cantor podemos extrair subsequéncia Ig A & ; — &
et | 0de{w;}, {&,} e {ti,}, respectivamente. Observe que
(&, —t)) € N (@, f(2])) para todo j.

Logo, podemos concluir que

(&, —1) € NZ s (25, f(2;)) para todo j,
pi(f)

onde §; = tj_lﬁg..

Agora, vamos supor que & = 0. Como = € dom(f), segue da Proposicao 3.4, que
existem (&', —3) # (0,0) tal que (£, —=B) € Nepi(s)(z, f(x)). Pela definicao de cone normal
limite, existem seqiiencias (z;, f(z;)) i) (x, f(x)) e (&, 05;) — (& =) tais que 3; > 0 e

(&, =) € Nepm( )(xl,f(:cz)) para todo .
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Assim, temos dois casos a considerar:

e para (J > 0, temos resultado analogo da parte (a) do Teorema 4.3;

e para § = 0, segue da parte (b) do Teorema 4.3 (no caso em que & # 0), que existem
seqiiencias -Ti*f>l‘, ¢ — ¢ e — Btal que B; > 0e 3¢ € OPf(x;) para todo i.
Escolhendo uma seqiiencia «; | 0 arbitraria e definindo os pontos §; = €l e t; = a;3;, para
cada i, obtemos

& —&(=0), t; | 0et; & € 0°f(x;) para todo i.

Mostremos a implicacao contraria ((iv) = (ii)). Dadas as seqiiencias {x;}, {t;} e {&},

—1 . P
com t; '&; € 0P f(x;) para todo i, temos que (&, —1;) € NLih

(&, —t;) — (&£,0) e (x4, f(24)) o) (x, f(z)) . Segue da defini¢ao de cone normal limite, que

(x;, f(x;)). Mas, por hipotese,

(£,0) € Nepi(y) (@, f(x). Entao, £ € 0 f(x), completando a demonstragao. n

Agora, temos condi¢ao de demonstrar a relacao do cone normal limite com a subdiferen-

cial limite para funcao distancia.
Corolario 4.2. Seja C C R¥ um conjunto fechado e x € C' um ponto. Entao
adc(ﬂf) = Nc<33) N B.

Demonstracao: Para facilitar a demonstracao, vamos dividir em duas partes:
(1)Mostremos a inclusao ddo(z) C Neo(z) N B. Tomando um vetor £ € dde(x), segue
do Teorema 4.3, que existe r; — z e § — & tal que & € 0Pdg(z;) para cada i. Mas, pela
Proposigao 4.10, temos & € NG (x;) N B, isto ¢, & € NE(z;) e ||&]] < 1 para cada i. Entao
pela defini¢do de cone proximal limite, temos £ € Ne(x) N B.
(2) Agora, vamos mostrar a inclus@o inversa. Tomando £ € Ng(z) N B, logo existem
seqiiencias z; — x e § — & tal que & € NS (x;) N B. Aplicando a Proposicao 4.10, temos

& € OPde(x;). Entao, pelo Teorema 4.3, concluimos que £ € dde(x). n

Também, podemos caracterizar o subgradiente limite e subgradiente limite assintotico

em termos de limites de subgradientes estritos.

Teorema 4.4. Seja f : RF — R U {400} uma fungdo semicontinua inferior e os pontos

x € dom(f) e £ € RF.

(a) As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
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(i) £ € 0f(x);

(i1) existe ; e & — € tal que & € Of(x;) para todo i.
(b) As sequintes condigoes sao equivalentes:
(1it) £ € 0°f(x);
(iv) existe T; S L& — € ety |0 tal que t7'& € df (x;) para todo i.

Demonstragao: As demonstragoes das implicagoes (i) = (i1) e (iti) = (iv), segue
do Teorema 4.3 e sabendo que 9 f(x;) C f(x;) para todo i. As implicacdes inversas sao

conseqiiéncias da Proposigao 3.3. ]

4.6 Subdiferencial de Clarke

Definigao 4.6. Seja f : R¥ — R uma funcdo Lipschitz na vizinhanga de x € dom(f). A
derivada direcional de Clarke de f em x na dire¢io de v € R¥, denotada por f°(z;v), €

definida por

fo(l’; U) — lim sup f(y + tU) — f(y) .
y—uz, t]0 t

O gradiente generalizado de Clarke de f em x, denotado por Of(x), € o conjunto
Of(x) = {&: (&v) < fo(x;v) para todo v € R*}.
Também, Of (x) é chamado de subdiferencial de Clarke de f em x.
A derivada direcional generalizada f°(x;v), possui algumas propriedades basicas.

Proposicao 4.13. Seja f : R¥ — R uma funcdo Lipschitz na vizinhanga de x com constante
de Lipschitz K, sendo que x € dom(f). Entdo, a funcio v — f°(x;v) com dominio R* tem

as sequintes propriedades:
(1) f°(x;v) € limitada pela constante de Lipschitz K ;
(i) A derivada direcional generalizada é homogénea positiva, isto €,

fo(z; ) = Af°(z50) e A > 0;

(i1i) f°(x;v) é convera;
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() [°(x;—v) = (=f)°(z;0).
Demonstragao: (i) Por hipotese, dado x € R¥, existem K > 0 e € > 0 tais que
1f(2) = f(2)l| < K|z — y|| para todo y,z € B(x,e).

Segue da definigao de derivada direcional generalizada, que

f(y+tv)—f(y)H

1
< limsup n K|y +tv —y|

Yy—, tlo

I/°(z;0)[| < limsup
y—x, t10

< K|

t

para qualquer que seja v € R¥. Escolhendo [[v|| = 1, temos || f°(z;v)|| < K.

(ii) Seja A > 0, segue que

fo(ﬂf; )\'U) — )\ lim sup f(y + t()\U) — f(y)
y—ux, t|0 Y

Fazendo a mudanca de variavel 7 = At, obtemos

f°(x; Av) = A limsup flyt7o) = ),

y—x, 710 T

Entao,
fP(@; ) = Af°(z;v).
(iii) Como f°(x;-) é positiva homogénea, resta mostrar que a fun¢do f°(z;-) é “sub-

aditividade”, isto ¢, fo(z;v+w) < fo(x;v)+ f°(z;w) para todo v, w € R¥. Segue da definigao,

que
fo(x ’U+'U)) _ limsup f(y—i—t(v—l—w))—f(y)
’ y—uz, t|0 t

oy Flly +tw) +tv) — fly+tw) + f(y +tw) — f(y)

= limsup :
y—x, t10

< lmsup Sy + tw) +tv) = fly+tw) i sup LT 10) = ),
y—z, t|0 t y—x, t|0 t

Como (y +tw) € B(z;e) e 0 <t <, logo
£, 0+ w) < f2(0) + £l ).

(iv) Pela definigao de derivada direcional generalizada, obtemos

of . L fly —tv) — f(y)
Flaim) = lmowy T
— limswp (=f)(z+1tv) = (=f)(2)

z—x, t]0 L

)
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onde z = y — tv. Entao,

[z —v) = (= f)°(x;0).

Também, temos as seguintes observagoes:

Observagao 4.2. As imagens da subdiferencial de Clarke v — Of(x) sdo conjuntos ndo-

Vaz108, compactos e convexos.

Observagao 4.3. Os elementos em 0f (x) sdo uniformemente limitados na norma Euclidiana

pela constante de Lipschitz de f na vizinhanga de x.

A derivada direcional generalizada pode ser interpretada como sendo a fungao suporte

de Of ():

Proposicao 4.14. Seja f : R¥ — R wma funcdo Lipschitz numa vizinhanca de um ponto

x € R*. Entdo
fo(x;v) = max{<§,v> €€ 5f(x)} para todo v € R,

Demonstragao: Pela definicao de df(x), temos que f°(z;v) > max{<§,v> €€ 5]”(;1:)}
para todo v. Entao, falta mostrar a igualdade para qualquer que seja o vetor v. Sabemos
que v — f°(x;v) é convexa. Fixe v arbitrario e escolha & € 9f°(z;v) (no sentido de Analise

Convexa). Entao,
<§,w — v> < fo(x,w) — f°(x,v) para todo w € R”.
Substituindo w = aw, onde w € R* arbitrario e a > 0, temos
<£,au? — v> < f°(x,aw) — f°(z,v) para todo aw € R

Segue da Proposicao 4.13(iz), que

al&,w— év> < af’(z,w) — f(x,v).
Dividindo por « e passando o limite quando a« — 00, obtemos

(& w) < f(a,w).

Logo, & € df(x). Por outro lado, tomando w = 0, obtemos diretamente <£,'U> > fo(x,v) e

portanto,

fo(x,v) = max{<§,v> & e gf(x)}
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Temos também a seguinte propriedade da Subdiferencial de Clarke.

Proposicao 4.15. Seja f : R¥ — R uma funcio Lipschitz numa vizinhanc¢a de um ponto

x € R¥. Entao

I=[)(x) = —0f(x).

Demonstracao: Basta verificar que os dois conjuntos acima tém a mesma funcao suporte,
isto & (—f)°(x;v) = f°(z; —v) para qualquer v € R¥. Mas isto ¢ o item (iii) da Proposigao
4.13. [

Quando a derivada direcional cléssica f'(x,-) existir, ela coincide com a derivada direci-

onal generalizada f°(z,-).

Proposigao 4.16. Seja f : R¥ — R uma funcio convexa e Lipschitz numa vizinhanca de um

ponto x € R*. Entdo, a derivada direcional f'(x;v) existe e temos f'(z;v) = f°(z;v).

Demonstracao: Sabemos que f°(x;v) > f'(z;v). Resta mostrarmos que f°(z;v) < f'(z;v).
Afirmamos que a convexidade de f implica que a fungao

[ +tv) — f(2)

h(t) = ; ,

¢ nao-decrescente para t > 0 pequeno e 2’ arbitrario na vizinhanca de x. De fato, tome

s >t > 0 arbitrario. Entao 2’ +th = (2’ +sh) + (1 - L)a’ e

fGE@ +sh) + (1= $)af) — f(2!)
t

@+ sh) + (1= D) @) = f(')
t

— i(f(x’ + sh) — f(z')) = h(s).

h(t) =

(pela convexidade de f)

Segue do fato que f satisfaz a condi¢ao de Lipschitz que h(t) > —K]|v|| onde K ¢é a

constante de Lipschitz de f e v uma direcao arbitraria. Isto implica que

o) — iug T 0) = ).

t>0 t

Fixando é > 0 e podemos observar que

/ t . !/
f°(z;v) =lim  sup  sup f@+t) = f(@)
el0 o/ — g <eb 0<t<e 13
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Logo,
/ . /
fo(z;v) =lim sup fa'+ev) = f@),
el o —af| <es €

Mas, para todo =’ € B(x;ed) com e suficientemente pequeno, temos

Hf(:cf +ev) — f(@)  fle+ev) — flz) H < %K (4.50)
£ £ -
e assim
f(z;0) < lglfgl(f(x i 6? — /(@) + 2(5K> = f'(x;v) + 20K.
Como § é arbitrario, temos que f°(x;v) < f'(z;v). N

O resultado seguinte, temos a relagao da subdiferencial de Clarke com a subdiferencial

limite.

Proposicao 4.17. Seja f : RF — R wuma funcdo Lipschitz na vizinhanca de algum ponto

x € R*. Entdo:
Of(x) = codf ().

Demonstragao: Antes de iniciarmos a demonstracao, observe que os dois conjuntos acima

sao conjuntos convexos fechados. Logo, é suficiente mostrar que

foxyv) = max{<v,§> L€ co@f(x)},

para todo v € R¥.
a) Mostremos que f°(z;v) > max{(v,&) : & € df(x)} para todo v € R*. Escolha
¢ € 0f(x) e v € R* quaisquer. Segue do Teorema 4.3, que existem seqiiencias Tore

& — & tal que & € 0P f(x;) para todo i. Para cada i, existem M; > 0 e d; > 0 tal que
f(x) — f(z;) > <§i,x — :EZ> — M;||x — z;||* para todo x € B(x;,6;).
Escolhendo = = x; + t;v com ¢; € (0,1) e substituindo na desigualdade acima, temos
[+ tw) = fai) = (&, v) — M;t?||v]]*.

Dividindo por t; e passando o limite quando ¢; | 0 obtemos

f(fffﬂrtz‘:i) — flzi) > (6, v).
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Portanto,

fo(x;v) > limsupt; ' (f(z; + tw) — f(x)) > limsup(&,v) = (&, v).

—>00 i—00

Mas & e v sao arbitrarios, logo

fo(z;v) > max{<v,§> € e Gf(a:)}
b) Mostremos que f°(x;v) < max{<v,£> e 8f(a:)} para todo v € R¥. Seja v € R*
arbitrario. Entao, podemos encontrar seqiiencias convergentes x; — x e t; | 0 tal que

Fo(z,v) = lim [l +tv) — f(ﬂ%)

i—00 tz

Aplicando o Teorema da Desigualdade do Valor Médio (Teorema 4.1) na fung¢ao f com ponto
base z; e no “conjunto Y:= {z; + t;v}” para cada i. Entao, existem z; € B(x;,t;||v]) e

& € 0f(z) tal que
flz; +tiv) — fa;) < ti<£¢,v> para todo z; € Y. (4.51)

Observe que z; — x. Como f é uma func¢ao Lipschitzeana na vizinhanca de z, temos que
& sao seqiiencias uniformemente limitadas. Logo, existe subseqiiéncia & — & para algum
¢ € R*. Segue do Teorema 4.3, que & € df(x). Dividindo ¢; e passando o limite quando

i — oo em (4.51), obtemos

fo(zv) < <§,v> para algum & € JOf(z).

Entao,
f(x;v) < max{<f,v> € e 8f(x)},

para todo v € R¥, completando a demonstracao. |

O lema abaixo, sera necessario para demonstrar o Teorema 4.5.
Lema 4.4. Seja f : R¥ — R uma funcio Lipschitz na vizinha de x.

(i) Se a funcao f € diferencidvel em x (diferencidvel de Gdteaux), entdo existe a derivada

Vf(x) e Vf(x) € codf(z);

(i1) Se a fungdo f € continuamente diferencidvel em x, entio codf(x) = {V f(x)}.
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Demonstragao: (i) Por defini¢ao de derivada direcional de f, temos
f(z;v) = (Vf(z),v) para cada v € R".
Observe que f'(x;v) < f°(x;v). Entao, segue da definigao de subdiferencial de Clarke que

Vf(x) € codf(z).

(ii) Suponhamos que f € C! numa vizinhanca de z e fixe v € R¥. Entao, para cada y

proximo de x e t > 0 proximo de 0, temos

fly +tv) — fy) ,
1 - <f (Z)7U>

para algum z € (y,y + tv), pelo Teorema do Valor Médio Classico. Comoy — x et | 0

temos que z — x. Tomando o limsup, para y — x e t | 0, na equagao acima obtemos

lim sup fly+tv) — fly)
y—x, t10 t

iLe., fo(z;v) = <Vf(x),v>. Seja & € codf(x) arbitraria. Assim, <§,v> < <Vf(x),v> para todo
v € R*. Isto implica que <§,v> = <Vf(x), v> para todo v € R* ou seja, £ = {Vf(z)}.

= <Vf(a:),w>

|

A seguir enunciamos, sem demonstragao, uma caracterizacao da subdiferencial de Clarke

para fungoes que satisfazem a condicao de Lipschitz. Esta caracterizacao diz que para calcular
a subdiferencial podemos tomar o limite dos gradientes da fun¢ao em pontos proximos do ponto

de interesse. A demonstragao pode ser encontrada, por exemplo, em [34, 10]

Teorema 4.5. Seja f : R¥ — R uma funcdo que satisfaz a condicio de Lipschitz na vizinhanca

de ¥ € R* e qualquer subconjunto Q@ C R¥ que tenha medida de Lebesque nula. Entdo,

codf(x) = co{€:Fw; — x,2; € Q,Vf(x;) existe e V f(x;) — &} (4.52)

4.7 Regras das Subdiferenciais

Nesta segao, estamos interessado em apresentar generalizacoes das regras da derivada
classica (regra da soma, da cadeia, do produto) para fungoes nao-diferenciaveis.

Vejamos a Regra da Soma Elementar.

Lema 4.5. Sejam f : R¥ — R U {400} uma fungdao semicontinua inferior e g : R¥ — R uma
funcdo de classe C? na vizinhanca de x. Suponha que C C R¥ seja um conjunto fechado e

x € {int(C)} N {dom(f)} um ponto. Entao,
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(i) O°(f + g+ Va(x) = 0 f(x) +{Vg(x)};
(i1) O(f + g+ Ve(x) = 0f(x) +{Vg(x)};
(1ir) 0(f + g+ Ve(x)) = 0 f(x).

Demonstragao: (z) Por hipotese a fungio g é de classe de C? na vizinhanga de x, logo para

algum € > 0, sendo que B(x,¢) C int(C'), existe m > 0 tal que
l9(y) — g(z) = (Vg(x).y — 2)|| < mlly — z[|* para todo y € B(x,¢).
Seja £ € R*. Entdo, por conseqiiéncia desta observacao, existem M > 0 e § > 0 tais que
(E+Vyg(a)y—x) < (F+9+Ye)(y) — (f+ 9+ Vo) (@) + My — z||* Yy € B(a,0)

se, e somente se, existem n >0 ¢ d > € > 0 tais que

(&y—2) < fly) = f(2) +nlly — z]|* ¥y € B(a, ).

Portanto,

(E+Vyg(x)) € O°(f + g+ Ve)(x) se, e somente se, £ € I f(x).

(i) n € O(f + g+ Ve )(x) se, e somente se, existem seqiiéncias PR AR L N — 1
tal que n; € OP(f + g + ¥¢o)(x;) para todo i. Isto é equivalente, pelo item (i) acima, que
i =&+ Vg(x;), & € 0f(x;) e & — £ € Of(x). Tudo isso é equivalente a n = £ + Vg(z) e
¢ € 0f(z). Portanto O(f + g+ ¥)(z) = 0f(z) + {Vg(x)}.

(iii) n € 0°(f + g+ V¢ )(x), se, e somente se, existem seqiiéncias Iz’fﬂcx, t; 1 0
e n; — 1 tais que t;'n; € P(f + g + Veo)(w;) para todo i. Isto é equivalente, pelo item (i)
acima, que

toln =t (t&) + Vala), & € P f(x;) Vi

Multiplicando por t;° !¢ passando o limite quando i — oo, podemos concluir que ;& — 7.

Utilizando o Teorema 4.3 obtemos a equivaléncia: n € 0°(f + g+ VYo)(z) ©n € 0°f(z). =

Os proximos resultados serao necessarios para demonstrar a regra da soma.

Teorema 4.6 (Principio da Fungao Marginal). Seja F' : R" x R™ — R U {+oc0} uma

fun¢ao semicontinua inferior e (z,u) € dom(F') um ponto. Suponha que,

(1) T € o unico minimizador da fun¢ao x — F(z,u);
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(i1) existe um conjunto limitado A C R™ tal que

dom(F(-,u)) C A para todo u € R™.

Defina a fung¢ao marginal V : R™ — R U {+o0} por

V(u) := min F(z,u).

zeR™

Entao, temos as sequintes afirmagoes:

a) Para cada v € R™, a fun¢io x — F(x,u) possui um minimizador (um ponto de

minimo);
b) A funcao V' é semicontinua inferior;

¢) Se existem seqiiencias v —— u e {x;} tais que V(u;) = F(x;,u;) para cada i, entio

(xiaui) L (f,ﬂ) ;
d) O subgradiente de V satisfaz as sequintes relagoes:

oV(u) c {€eR™:(0,§) € dF(z,u)}
0°V(m) C {£eR™:(0,§) € 9°F(z,u)};

e) Se {5 eR™:(0,¢) € 8°°F(E,7TL)} = {0}, entao existe um ponto & € R™ tal que

(0,€) € OF (z,u).

Demonstragao: a) Tome u € R™ qualquer. Se dom(F(-,u)) = ), entdo qualquer = é um
minimizador de F. Assim, suponha que dom(F(-,u)) # 0. Como dom(F(-,u)) é um conjunto
compacto e ' é uma funcao semicontinua inferior, segue do Teorema de Weierstrass, que
existe um ponto que minimiza a fun¢ao v — F(x,u).

b) Fixe u € dom(V) e defina V(u) := liminf; . V(u;). Logo, precisamos verificar a
seguinte desigualdade V(u) > V(u). Esta desigualdade é evidente se V = oo, assim suponha
que V é finito. Seja u; — u uma seqiiencia, com V (u;) — V(u). Para cada i, podemos
escolher um minimizador x; da fun¢do z — F(z,u;). Por (a), podemos encontrar uma
subseqiiéncia se necessario para garantir que x; — x, para algum x no conjunto compacto
dom(F(-,u)). Assim, (x;,u;) — (x,u). Como F' é uma fungdo semicontinua inferior, segue
que

V(u) < F(x,u) < liminf F(z;,u;) = lim V(u) = V().

1—00 1—>00
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¢) Por hipotese, existem as seqiiencias 4 —— @ e {;} tal que V(u;) = F(x;,u;)
para cada i. Observe que V' (u;) ¢ uma fungao finita para ¢ suficientemente grande. O ponto
x; € dom(F(-,u;)) para cada i, onde dom(F(-,u;)) ¢ um conjunto compacto. Assim, podemos
encontrar uma subseqiiéncia r; — x para algum x € R"”. Como F' é uma func¢ao semicontinua
inferior, segue que

V(u) = lim V(w;) = lim F(x;,u;) > F(z,u) > V(a).

——00 ——00

Logo,
F(x, u;) — F(z,0).

Podemos observar que = = Z, pois a fungao F'(-,4) tem um tnico minimizador. Do fato que

os limites sao independentes da subseqiiéncia extraida, concluimos que a seqiiéncia original
. F _

satisfaz (x;,u;)) —— (Z,a) .

d) Tomando § € 9V (u) segue do Teorema 4.3, que existem seqiiencias u; s a e

& — & tal que & € 0PV (u;) para todo i. Para cada i, existem ¢; > 0 e M; > 0 tal que
<€i, u— Uz> < V(u) — V() + M||u — ug]|* para todo u € B(uj, €;).
Como x; é minimizador tnico de v — F(z,u;) e V(u) < F(z,u) para todo x e u, obtemos
<(0,£Z-), (v — xju — u1> < F(z,u) — F(x,w) + M||(z,u) — (2, w) |

para todo (z,u) € B((z;,w),€). Logo, (0,&) € OPF(x;,u;). Utilizando a propriedade (c)
acima, temos (z;,u;) — (7, @), e assim pelo Teorema 4.3, obtemos (0, &) € OF (z, u).

Mostremos que 0°V(a) C {£ € R™ : (0,£) € 0°F(z,u)}. Tomando & € 9V (u),
segue do Teorema 4.3, que existem w4 —— @, & — e t; | 0 tal que t1& € 0PV (w)
para todo i. Para cada i, temos t;(0,&;) € OPF(x;,u;). Como x; é o tinico minimizador
da funcio v — F(z,u;) temos que (z;,u;) —— (Z,4). Assim, podemos concluir que
(0,€) € 0°F(z,u).

e) Seja T o unico minimizador da F'(-,u), logo existe € > 0 tal que
F(z,4) = min{F(z,u) : x € B(Z,€)}.
Escolha qualquer » > 0 e defina a fungao F:R*"xR™ - RU {+o0} por

F(z,u) = F(x,u) + |z — Z|* + ¥e(2),
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com C := B(Z,e€). Observe que o termo de penalidade r||z — Z||* é necessario para garantir
que F(-,@) possui um tnico ponto de minimo. Considerando que g(z) = r|jz — Z||* é uma

funcao de classe C? na vizinhanca de x, segue do Lema 4.5, que
OF (z,0) = OF(z,q).

Definindo a fung¢do marginal V'(-) por

V(u) := inf F(z,u)

T

segue da propriedade (d) que

C{:(0,§) €edF(z,u)} e 0=V(a) C{£:(0,&) € 0°F(z,u)}.

Mas, como 0%V (u) = {0}, segue do Teorema 4.2 que V' ¢ uma fungao que satisfaz a condigao
de Lipschitz. Logo, OV (u) nao é vazia. Portanto, existe £ € R™ tal que (0,&) € OF(z,u).

Teorema 4.7 (Subgradiente Limite Parcial). Seja f : R" x R™ — RU{+o00} uma fun¢ao

semicontinua inferior e (x,y) um ponto. Suponha que
(0,m) € 0 f(z,y) implica n = 0. (4.53)
Entao,
f(z,y) C {&:3n tal que (&) € Of(z.7)}
X f(z,y) C {&:3n tal que (§n) € 0 f(2,9)}.

Demonstragao: Tomando £ € 0, f(Z,y), segue do Teorema 4.3, que existem as seqiiencias

T 19 T e& — & tal que & € 0P f(w;,y) para todo i. Para cada ¢, podemos escolher ¢; > 0

e M; > 0 tal que z; ¢ um tnico minimizador da fungao Fj(-,y), onde
Fi(z,y) == f(x,y) — (&, x — 25) + Mi|lz — 2] + Vpa, e (2).
Aplicando o Teorema 4.6(e) e o Lema 4.5 podemos encontrar 7; tal que
(0,m:) € OFi(xi,9) = 0f (x:,9) — (&, 0)-

Logo, (&,m:) € Of(x;,y). Suponha que {n;} ¢ uma seqiiencia limitada para todo i. As-

sim, podemos extrair uma subseqiiéncia {n;} — 7, para algum n € R". Também temos
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(i, 79) L, (z,y) e (&,m;) — (&,7n) (subseqiiéncias convergentes). Logo, segue do Teorema

4.3 que (§,7n) € Of(z,y). Assim, podemos concluir que

0o f(z,5) C {€: 3 n tal que (§,m) € f(Z,7)}.

Para completar a demonstracao, temos que verificar a suposicao acima. Suponha que
{n;} ndo é uma seqiiéncia limitada, logo podemos extrair outras subseqiiéncias |n;| — oo e
[

|lm:l|~'n; — v para algum v com ||v|| = 1. Assim, definindo ¢; := ||n;|| ™!, temos

Como (z;,y) — (Z,y) segue do Teorema 4.3 (b), que

(0,v) € 0°f(z,y).

Assim, temos uma contradi¢ao a hipotese (4.53).

Mostremos agora a relagao

O f(z,5) C {&: 3 ntal que (& n) € 0=°f(z,7)}.

Tomando £ € 95°f(z,y), segue do Teorema 4.3, que existem ; Mi’ y i1 0e & — € tal

que t; ¢ € 0P f(2;,7) para todo i. Pelo Teorema 4.6 (d) e pelo Lema 4.5, para cada 4, existe
n; tal que

ti (& tim) € Of (x3,7).
Como t; | 0 e n; é uma seqiliéncia limita podemos extrair uma subseqiiéncia convergente de

t;n; convergindo a 7. Pelo Teorema 4.3 concluimos que (£,7') € 0% f(z, ). n

A regra da soma é considerada como uma conseqiiéncia do Principio da Funcao Marginal.

Teorema 4.8 (Regra da Soma). Sejam f; : R" — R U {400} fungdes semicontinuas
inferiores e T € N;dom(f;) para i =1,2,....m. Defina a funcao f(z):= f1(Z) + fo(T) + ... +
fm(Z). Suponha que v; € 0% f;(Z) parai = 1,2,....,m e ZU" = 0 implica que v; = 0 para

todo i (hipdtese de nao-degeneragdao). Entao

Of (z) C Of1(z) + 0fa(Z) + ... + Ofin(T)

O°f(z) C O°f1(Z) + 0 fo(T) + ... + 0™ frn(T).
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Demonstragao: Define a fungao F: R" x (R")™ — R U {+o0} por

m

F(z,y) = Zfz(x +v;) para y = (Y1, .., Ym)-

i=1
Observe que f(z) = F(x,0), logo 0f(z) = 0,F(z,0). Tomando (§,n) € OPF(x,y) para algum
ponto (x,y) € dom(f), segue da Proposigao 4.4, que existe M > 0 tal que

(&), (@ y) = (2,9) < F(2',y) = Fla,y) + M[(«,y) = (z.y)I,

para todo (2',y’) na vizinhanga de (x,y). Expressando em termo de f;, temos
(&a' —a) +> (mvi — i) Z file' + ) = filz +9)] + MI[(«,y') = (z,9)|*. (4.54)
i=1 i=1
Fixando um indice j € {1,...,m} e escolhendo 2’ = x e y, = y; para i # j, obtemos

(s — ) < file +4)) — fi(@ +y;) + Ml|y; —y;))°

para todos os ¥ proximo de y;. Logo, n; € 0P f;(x + y;).
Novamente, escolhendo y; = = + y; — 2’ para i = 1,...,m e substituindo em (4.54),

obtemos

(62— o) = (Yma' —x) < 04 Ml —al?+ 3 2~ 7.
=1

i=1

para todo z’ na vizinhanca x. Logo,

(€- Zm, + )M’ — x|,

para todo 2’ na vizinhanga x. Tome 2’ = x + tv para algum v € R" e t > 0 suficientemente

pequeno. Substituindo na desigualdade acima obtemos
t(& — Z% < (m+ 1) M2 |v|*.
Dividindo por ¢ e passando o limite quando ¢ | 0 obtemos
<£—im,v> <0 =&= in
i=1 i=1
Portanto,

8pF<x7y) - {(771+772++77m777) n= (77177727 777m> en € apfz(x+yz) parai € {1727 7m}}



4.7. Regras das Subdiferenciais 7

Agora, tomando (£,7) € 0F(z,0) qualquer, segue do Teorema 4.3 que existem seqiiéncias
convergentes (g, y") £ (7,0) e (&,n*) — (&, n) tais que (&, n*) € OPF (x4, y*) para todo

k. Pelos resultados anteriores temos

=Y 1 e nfefilz"+yf).

i=1

para todo 7. Afirmando que
fi(x, +yF) — fi(z), para cada i,
(esta afirmagao seré provado no final da segunda parte da demonstracao), podemos escrever

1’k+yzk*f>j 6775—>77i quando k — o0,

nt € O fi(xx + yF) para todo k,
Segue da definigdo de subdiferencial limite que n; € df;(Z) para cada i. Entao,
OF (2,0) C {(m + 12+ oo+ 0, 1) 21 = (10,72, -, 1) © i € Ofi(T) parai € {1,2,...,m}}.

Mostremos que 0% f(z) C 0 f1(Z) + 0% f2(Z) + ... + 0% f,,(Z). Com argumento anélogo
baseado na representacao de 0°°F em termos de subgradientes proximal em pontos vizinhos,

obtemos

O°F(z,0) C{(m+m+..t0mn):n= (01,7, ...nm) en; € 0Ff;(T) parai € {1,2,...,m}}.

Observe que a hipotese de nao-degeneragao implica que em (4.53) do Teorema 4.7 é satisfeita.

Isto implica que

Of(z) = 0, F(z,0) C 0f1(Z) + 0fa(T) + ... + Ofn(T)

e
0° f(z) = 0 F(z,0) C 0™ fi(T) + 0° fa(T) + ... + 0™ fin(T).
Para finalizar a demonstracao, precisamos verificar a afirmacao
fi(zr +y¥) — fi(Z) para todo i.
Defina

Vi = limsup(fi(a:k + ) — fl(;i")) para i =1,2,....m.

k—o0
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Como f; sao fungoes semicontinuas inferior, podemos mostrar que v; = 0 para cada 7. Ex-

traindo uma subseqiiéncia se necessaria, podemos encontrar que

(aqui "lim"tem substituido por "limsup"). Porém (xy, y¥) L (z,0) , logo

k—s 00
ou seja,
I; ‘ k _ e
Jim 32 fileet o) = D fita)

Utilizando o Lema de Fatou, obtemos
2 lim inf (f;(2x +9f)) < lim Zl filawr +yF).

Assim
m

.. k _
liminf (fi(zx + yf) — fi(2)) < 0.
k— o0
i=1
Como as funcoes sao semicontinuas inferiormente, cada termo do somatoério é nao-negativo.

Portanto, para cada 1,
0= lllcﬂi}ilof(fz(% +yf) — f:(z) = kh_r)noo(fi(xk + ) — fi(Z) = i,
completando a demonstracao. |
Note que as inclusoes apresentadas no teorema nao podem ser substituidas por igual-
dades de conjuntos. O exemplo a seguir ilustra este fato para a primeira inclusao. Para

ser verificada a segunda inclusdao ainda é necessaria a hipétese de nao-degeneracao para as

subdiferenciais limites assintoticas, a qual nao pode ser descartada (ver Exemplo 4.4).
Exemplo 4.3. Sejam as funcoes f: R — R e g : R — R definidas por
flx)=lz| e g(z) = —|z]
Observe que,
A(f +9)(0) = {0}.
Por outro lado, temos 0f(0) = [-1,1] e dg(0) = {—1} U {+1}. Logo,
A(f +9)(0) # 9f(0) + g(0).

Mas, vale a sequinte relacao

O(f +9)(0) € 0f(0) + 0g(0).
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O proximo exemplo, verifica que a hipotese de nao-degeneracao nao pode ser descartada.
Exemplo 4.4. Sejam as fungoes f : R — R e g : R — R definidas por

f(@) = sgnfa}el'? e g(a) = —sgn{x}|e]"/?

Observe que
9f(0) =0g(0) =0 e O(f +g)(0) = {0}.
Logo,
{0} = 9(f +9)(0) Z 0f(0) + 0g(0) = 0.
Mas, para subdiferencial limite assintdtica, temos

0% f(0) =[0,00) e 0°g(0) = (—o0,0].

Entao existem nimeros nao-nulos a e b tal que a € 9°f(0), b € 0%°g(0) e a+b =0 (tome
a=1eb= —1, por exemplo), contradizendo a hipdtese de nao-degeneragao apropriada para

regra da soma.
O proximo resultado é uma aplicagao da Regra da Soma.

Proposicao 4.18. Sejam G : R" — R™ uma funcao semicontinua inferior e u € R™ um

ponto. Suponha que a funcao G satisfaz a condi¢ao de Lipchitz na vizinhanca de uw. Entao

NgT(G)<u’G<u>> = {(57 _77) : é S a<77: G(“)>ﬂ7 S Rm}

Demonstracao: Dividimos a demonstracao em duas partes:

1) Mostremos a inclusao Ny.c)(u,G(u)) C {(&,—n) : &€ € ni,G(u)),n € R™}.
Tomando (§,—n) € Nya(u,G(u)), segue da definigdo de cone normal limite que existem
ui % u e (&, —n;) — (&, —n) tal que (&, —m;) € N;’T(G)(ui,G(ui)) para todo ¢. Para cada

1, existem M; > 0 e §; > 0 tais que
(& =), (W, G(W) = (u;, G(w))) < Mil|(/, G()) = (ui, G(w))|* ¥ ' € B(us, 67).
Mas, como G é uma fungao Lipschitzeana em B(u,d), obtemos

<6i7 7u, - u1> < <7hv G(u,)> - <7717 G(ul)> + MHUI o UiHZ,
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onde M = (1+K?)M, sendo K a constante de Lipschitz. Entao, & € 07(n;, G)(u;). Aplicando

a Regra da Soma (Teorema 4.8) e o Teorema 4.2, obtemos

G e 0(mG)(w)

O [(n,G) + (=1, G)] (i)
O(n, G)(w;) + 0(n; =1, G)(u)
O(n, &) (w;) + K |jn; — || B.

n N N

Passando o limite quando ¢ — oo, obtemos que £ € 8<77, G>(u)
2)Mostremos, agora, a inclusao inversa. Tome u arbitrario na vizinhanga de u e e n

tais que £ € 0P(n - G)(u). Entdo, para todo v’ € B(x,d), existem M > 0 e d > 0 tais que
(& v —u) < (0, G)() = (0, G)(u) + M[u" —ul|*,
Reescrevendo esta expressao temos
(&t — ) — (n, G(!) — Glw)) < Ml — ull? + MG() — Glu) .
Logo,
(& =), (', G(W) = (u, G(u)) < M||(u', G()) = (u, G(w)]*

Pela defini¢ao de cone normal proximal obtemos (¢, —n) € N} (u, G(u)). Segue da Proposi-
cao 3.2(7), que (&, —n) € Ny (u, G(u)). o

Agora, vamos apresentar a Regra da Cadeia:

Teorema 4.9 (Regra da Cadeia). Seja f(u) := g(G(u)), onde a fungio G : R" — R™
satisfaz a condigao de Lipschitz na vizinhanga de u € R" e g : R™ — RU{+4o00} € uma fungao
semicontinua inferior com G(u) € dom(g). Suponha que, n € 9*g(G(u)) e 0 € d(n,G)(u)
implica n = 0. Entao,

of (@) c {&:3n € dg(G(a)) tal que & € O{n,G)(u)}

O™ f(u) C {&:3ned™g(G(u)) tal que & € d(n, G)(1)}
Demonstragao: Define uma fungao semicontinua inferior F': R™ x R™ — R U {oo} por

9(G(u)) sex = G(u)
F(z,u) == g(x) + Yy o) (2, u) = (4.55)
+o00 caso contrario
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De (4.55), podemos concluir que
f(u) == min{F(z,u) : x € R™}.

Observe (u,G(u)) € dom(F), dom(F') é limitado e G(u) é um tnico minimizador da fungao

F(-,u). Entao, pelo Teorema 4.6 d) obtemos

@) C {£:(0,¢) € OF(G(a),u)}

0= f(u) C {£:(0,8) € 9°F(G(a),u)}.

Segue do Teorema 4.8 (Regra da Soma) em (4.55) que

OF (z,u) C 9g(x) x {0} + Ngr() (G(u), u)

O®F(z,u) C 0%g(x) x {0} + Nyy)(G(a), 1)
Aplicando a Proposicao 4.18, podemos deduzir que se & € df(u), entdo
(0,€) € 99(z) x {0} + {(—,€) : £ € 00/, G)(@)}.
Implica que,
§=¢,n € 9g(z) para algum (—7', &) satisfazendo ¢ € 9(n', G ) ()

Logo,
¢ € 9(n, G)(z) para qualquer ponto ' € dg(z).

Vamos verificar se a condi¢ao de nao-degeneragao da Regra da Soma é satisfeita. Como
0%F(z,u) C 0°g(z) x {0} + Ngr)(u, ), logo existem os pontos ({1,71) € 0%°g(Z) x {0} e

(&2,m2) € Nyr() (7, 1), ambos nao-nulos, tais que

(&1,m) + (&25m2) = (0,0).

Isto implica que & = 0 = & e 9y = —ny. Observe que 7; pode ser nao-nulo e satisfaz as
seguintes relagoes

m € 0%g(Z) e (=m,0) € Nyp) (G (@), w).

Segue da Proposicao 4.18, que

(=m1,0) € Ny (G (), ) = {(=m,€) : § € I, G)(w)}
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Logo, 0 € 9(m,G)(u) com n € 0%g(G(u)). Assim, pela suposi¢do inicial do teorema,
obtemos 1 = 0. Assim, (&,m1) + (§2,72) = (0,0) implica que (§1,m) = (&2,12) = (0,0).

Considerando os resultados anteriores e aplicando Teorema 4.8 obtemos

of (@) < {€:(0,6) = (X,0)+ (=n,8), A € 9g(G(a)), € € I(n. G)(a) }
C {&:3ne€dg(G(u)) tal que £ € O(n,G)(a)}.

Analogamente, podemos obter o resultado abaixo

0*f(u) C {5 :dn € 0%g(G(u)) tal que € € 8<17, G>(ﬂ)}

u
Se consideramos o conjunto Y = {y} e substituimos a subdiferencial limite df por
envoltorio convexo da subdiferencial limite cod f, obtemos o Teorema do Valor Médio anélogo

ao resultado Classico. Este resultado é conhecido por Teorema de Valor Médio Lebourg.

Teorema 4.10 (Teorema do Valor Médio de Lebourg). Seja f : R* — R U {+o0}
uma fungao localmente Lipschitz no conjunto aberto contendo o segmento linear [Z,y] C R™.

Entao, existem z € {ex+ (1 —€)y: 0 < e <1} e € codf(z) tal que

Demonstragao: Definimos a funcéo g : [0,1] — RU {+o0} por

g9(t) =[x+ Uy — 7)) = t(f(y) - [(2)).

Observe que g satisfaz a condi¢ao de Lipschitz e g(0) = g(1) = f(Z). Assim, uma das condig¢oes

¢ satisfeita:
(a) ¢ possui ponto de minimo 7 € (0, 1);
(b) —g possui ponto de minimo o € (0, 1).

Considerando o caso (a). Segue da desigualdade do cone normal proximal que 0 € 9Pg(7).

Entao, pelo Teorema da Regra da Cadeia, temos

0€dg(r) C {(codf(x+7(j—2),5—z)— (f() - f(2)) =
0 = (&y—1)—(f(y) - f(@),

para algum & € codf(Z + 7(y — Z)).
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Agora, considerando o caso (b), segue da Regra da Cadeia, que
0 € d(=g)(t) = (cod(~[)(@ +0(y—)),5—7)+ (f() - f(2))

Mas, como
codf(x) = —cod(—f(x)),

(veja Proposicao 4.15), podemos concluir que

para algum & € codf(Z 4+ o(y — x)), completando a demonstragao. n

Como conseqiiéncia da Regra da Cadeia, temos a Regra do Méaximo e a Regra do Pro-

duto.

Proposicao 4.19 (Regra do Maximo). Sejam f; : R — R, i = 1,2,....,m, as fungoes
satisfazendo a condi¢ao de Lipschitz na vizinhan¢a de T € R™. Defina f(z) := max; fi(z).
Entao

Of(z) C co{df;(z) :i=1,2,...,m}.

Demonstragao: Vamos primeiro determinar o gradiente generalizado da funcao g : R™ — R
definida por

9(y) = max{gi(y) : i = 1,2,...,m} para y = (y1, Y2, - Ym),
onde g; : R™ — R ¢é dada por g;(y) = y;. Observe que g é uma fungao convexa. De fato, o
epi(g) = N"epi(g;). Aplicando as Proposigoes A.1 e A.3 obtemos a convexidade de g. Denota

por I(y) o conjunto de indices i tal que g¢;(y) = ¢(y). Calculando a derivada direcional,

obtemos

gy +tv) — g(y)

"(y; = i
g (y;v) im ;
i 1 tu;) —
 limmax (yi +tvi) —g(y)
tlo i t

Como t é suficientemente pequeno, podemos considerar apenas os indices ¢ € I(y). Logo

: ;- tu; — ;)
"(y;v) = lim max (i + i — i)
g (y ) t10 icl(y) t

= maxv;.
i€1(y)
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Pela Proposicao 4.16 obtemos

max v; = g'(y;0) = 9°(y;0) 2 (n,v) para todo v € R™, 7 € dg(y).
€1 (y

Assim dg(y) consiste de todos vetores 1y, 12, ..., tal que n; >0, > m; =1, 1, =0se i & I(y).

Entao,

dg(y) = {n € R™: (n,v) < max v; para todo 7; ZO,Zm: len=0seid I(y)}.

i€l(y)

Defina G(z) := (f1, f2, .., fm)(x) € observe que f = g o G. Segue do Teorema 4.9, que

Of(z) =0(go G)(z) C {&:3n € dg(G(x)) tal que & € O(n,G)(7)}.

Logo,
af(z) C {3(2 n:fi)(Z)para todo n; > O,Zm =len=0sei¢I(G(x)).}
Nota que a hipotese de nao-degeneragao ¢ satisfeita pelo Teorema 4.2. |

Teorema 4.11 (Regra do Produto). Sejam f; : R" — R, para i = 1,2,...,m, as fun-
coes que satisfazem a condigao de Lipschitz na vizinhanga de T € R™. Defina f(x) =

fi(x) fo(x)...fu(z). Entado,
or c o S 1601 ) @)
i gt
Demonstracao: Sejam ¢(y) := [[, v para y = (y1,¥2,....,Um) € G(z) := (f1, fo, .., fm) ()
para x € R". Segue do Teorema 4.9 que

df(x) =0(go G)(x) C {f :dn € 0g(G(x)) tal que € € 8<77, G>(:C)}

Como a fungao g € C'*°, podemos verificar 1 = (Hj#l [i@), T 52D s T f](i')> Isto
implica facilmente que

1@ < o( ST H@)8) @)

i jF



Capitulo 5

Problema de Controle Otimo Envolvendo

Funcoes Nao-diferenciaveis

Neste capitulo, estudamos a forma forte do Principio do Maximo para problema de
controle 6timo com restri¢coes mistas envolvendo fungoes nao-diferencidveis. Os resultados

aqui apresentados podem ser encontrados em [14], [15] e [16].

5.1 Formulacao do Problema

Consideramos o problema de controle 6timo do tipo:

/

Minimize h(z(a),z(b))
sujeita a
©) w(t) = f(t,z(t),u(t)) q.t.t € [a,b
0 = b(t,z(t),u(t)) q.t.te€la,b]
u(t) € Ul(t) q.tt € la,b
(z(a),xz(b)) € C

0
sendo dadas as funcoes h : R" x R® — R, f: [a,b] x R" x R™ — R" b : [a,b] x R® x R™ — R,
uma multifun¢éo U : [a,b] = R™ e o conjunto C' C R™ x R™.

Neste problema vamos considerar que a func¢ao custo h e a equagao de estado = = f
como funcgoes nao-diferenciaveis. Denominamos restricoes mistas pelo fato de que as fungoes
flt,x(t),u(t)) e b(t,z(t),u(t)) do problema () sdo compostas de uma fungao de controle

u: [a,b] — R™ e a fungao absolutamente continua x : [a,b] — R™ (correspondente a u(t)).

85
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5.2 Condicoes Necessarias de Otimalidade

Para mostrar a forma forte do Principio do Maximo, precisamos primeiro enunciar a
Inclusao de Euler-Lagrange. Sua demonstragao pode ser encontrada em Pinho & Vinter [14].
Denotamos por AC([a, b]; R™) o espago de fungoes absolutamente continuas de [a, b] para

R" e L'([a, b]; R¥) o espago de fungoes integraveis de [a, b] para R™.

Teorema 5.1. [14, Teorema 3.2/ Tome € > 0. Seja (Z(-), u(-)) um minimizador local para o

problema
.

Minimize h(z(a),x(b))

Sugeito a
z(t) = f(t,z(t),u(t)) q¢t te€a,l]
u(t) € U(t) q.t. t € [a, b

(x(a),z(b)) € C

Suponha que as sequintes hipdteses sejam satisfeitas:

(i) f(-,x,u) € mensurdvel no sentido de Lebesque e existe K € L' tal que
1f (2, u) = f(t 2 u) || < KOz, u) — (@, 7)),
para todo x, 2" € B(Z(t),€), u,u’ € B(u(t),e) e quase todo t € [a,b].

(i1) O grifico de U € um conjunto mensurdvel no sentido de Borel e B(u(t),e) NU(t) é um

conjunto fechado para quase todo t € |a, b].
(111) a fungao h satisfaz a condi¢ao de Lipschitz localmente e C' € um conjunto fechado.
Entao existem A > 0, p(-) € AC([a,b];R™) e ((-) € L([a, b]; R™) tais que

APl =1
(=5(£), 5(1), (1)) € co Dp(t), f(t, 7, a(t))) 0t t € [ab]
¢(t) € coNyw)(u(t)) q.t. t € la,b)
(p(a), —p(b)) € Ne((a), 7(b)) + ADh(z(a), (b))

onde O{p(t), f(t,z,u(t))) denota a subdiferencial limite de (x,p,u) — (p, f(t,z,u)) para t
fixo.

Também na demonstracao sera utilizanda a propriedade de M-matriz, que podem ser

encontrados em Horn & Johnson [21] e Berman & Plemmons [4].
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Definicao 5.1. Seja A uma matriz real m x m. Dizemos que a matriz A € uma M-matriz se

a;; < 0,7 # j e as partes reais dos autovalores da matriz A sao positivas.
Lema 5.1. [4] As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) A é uma M-matriz,

(ii) Exziste A= e A71 > 0;

(11i) a; > 0 e a; > Z#i]aij\ para i = 1,2,...,m, ou seja, a matriz A € estritamente

diagonalmente dominante por linha.

Aqui A=! > 0 significa que todos os elementos da matriz A sao nao-negativos.

5.2.1 Problema com Restricoes de Igualdade

Consideramos o seguinte conjunto de hipoteses com referéncia a um processo (zZ(-), u(-))

de (@) e algum escalar € > 0:

H1l. (Condicao de mensurabilidade) Para cada = € R", as fungdes f(-,z,-) e b(-,z,")
sao mensuraveis com relagao a sigma-algebra do produto £ x B, onde £ e B denotam
a sigma-algebra de Lebesgue de subconjuntos de [a,b] e a sigma-algebra de Borel de

subconjuntos de R™, respectivamente;
H2. Para quase todo ¢ € [a, b], existe uma funcao integravel K((t) tal que
1F (2" (8), w(t)) = f(t,2(t), u®) | < Kp(®)[|l2"(2) = z()]],
para todo z(t),2'(t) € B(Z(t),€) e todo u(t) € U(t);

H3. Para quase todo t € [a,b], b(t,-,u) é uma fun¢ao continuamente diferenciavel e existe

uma constante K, > 0 tal que
1b(, 2" (2), u(t)) = (¢, x(t), u(t)[| < Kol|2"(t) — z(®)]],
para todo z(t),2'(t) € B(Z(t),€) e todo u(t) € U(t);
H4. (Condicao de interioridade) existe um nimero positivo ¢ tal que
OB C b(t,z(t),U(t)),

para quase todo t € [a, b];
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H5. A func@o h satisfaz a condigao de Lipschitz na vizinhanga de (Z(a),z(b)) e o conjunto

C' é fechado;
H6. O grafico de U(+) é um conjunto mensuravel no sentido de Borel,

H7. (Condigao de convexidade) O conjunto { f(¢,z(t), u(t)), b(t, z(t), u(t)) : u(t) € U(t)}

é convexo para cada t € [a, b].

Assim, podemos apresentar as condigoes necessarias de otimalidade na forma de Princi-

pio do Méaximo para o problema (Q).

Teorema 5.2 (Principio do Méaximo). Seja (Z(-), u(-)) um processo minimizador do pro-
blema (Q). Suponha que, para algum € > 0, as hipdteses H1 — H7 sao satisfeitas. Entao
existem p(+) € AC([a,b];R™), q(-) € L'([a,b];R*) e A > 0 tais que:

(1) A+ |pllee =1,
(1) —p(t) € co0, H(t,z(t),p(t),q(t),u(t)) para quase todo t € [a,b],
(iti) H(t,z(t), p(t),q(t), u(t)) = max,epm {H(t, Z(t),p(t),q(t),u)} para quase todo t € [a,b],

(i) (p(a), —p(b)) € No(z(a), 2(b)) + AOh(Z(a), u(b)).

Demonstracgao: Para demonstrar este teorema, precisamos adicionar uma outra hipotese:

H* Existem uma fungio ¢; € L' e um numero ¢, tais que

(8 z(), )l < er(t) e [lo(t, (1), u)l] < e,

para todo u € U(t) e quase todo t € [a,b]. Esta hipotese sera eliminada no final da demons-
tragao.
Para facilitar a demonstracao, vamos dividir em cinco etapas.

Etapa 1: Defina o vetor linha e; = (e;1, €2, ..., €ix) € R* da forma

01 sei=j,
eij =
—% sei#J
onde §; € (0,6), sendo que 0 é dado pela hipotese H4. Entao, por H4 e pelo Teorema da

Selegao Mensuravel, podemos encontrar fungdes de controle {uy,us,...,ur} e {v1, v, ..., vx}

tais que
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Fixe i. Segue da hipotese H3, que para quase todo ¢ € [a, b] temos
bilt, w,ui(t)) = it (1), wi(t)) — Kollw — z(t)]]
= e — Kyllz —z(t)]]
= 01— Kpllz — z(t)|| (5.1)
e também
bi(t,z,u(t)) < Kpllz—z(t)]. (5:2)
Para j # i, temos
bt wi(t)) < bj(L, 2(1), us(t)) + Kollw — z(t)]]
eij + Kollz — z(1)]|
)
. A 0 53
e também
01 _
bt uit) >~ = Kille - 3(0)], (5.4)
16;(t, 2, u@)] < Kplle = 2(@)]- (55)
Defina a variacao da funcao b por
Ab(t, z,u) = b(t,x,u) — b(t, x,u(t)). (5.6)
Segue de (5.1) e (5.2), que
Ab;(t, z,u;(t)) > 61 — 2K, ||z — z(t)]| para i fixo. (5.7)
De (5.3) e (5.5), obtemos
4]
Ab;(t, z, ui(t)) < _El + 2K, ||z — Z(t)|| para j # i. (5.8)
e de (5.4) e (5.5) obtemos
o
Aby(t 2, ui(t)) > = — 2Kpl|w — 2(t)|| para j # i. (5.9)
Como = € B(Z,¢;) podemos escolher €; < min{ﬁ, e} com € > 0, para quase todo t € [a, b].

Segue de (5.7) e (5.8) que

Ab(t, z,u;(t)) > d1 — 2Kye; > 0 para ¢ fixo e Ab;(t, z,u;(t)) < 0 para j # .
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A mesma analise aplicada a b(t, z(t),v;(t)) = —e; acarreta

1b:(t, z,v;(t)) + 01| < K|z —z(t)| para i fixa

) S
byt 2, 0i(0) = LI < Kolla = 2(0)] para j 1

1bi(t, z,0(1))|| < Kpllx — 2(t)| para i fixa

165 (&, 2, 0] < Kpllz = 2(2)] para j # i

Utilizando, novamente, o fato que x € B(Z(t), ¢;) para quase todo ¢ € [a, b], obtemos

e para j =1

Abi(t, z,vi(t)) < =01 + 2Ky ||z — Z(t)|] < 0; (5.10)
e para j # 1
Ab;(t, z,vi(t)) > % — 2Kz —z(t)]| > 0 (5.11)
e por outro lado, temos
Abj(t, x,v;(t)) < % + 2K ||l — z(t)]|. (5.12)

Defina as matrizes k x k por

Bi(t,z) :== (Ab(t, , ui (), Ab(t, z, us(t)), ..., Ab(t, z, uk(t))),

Bs(t, ) := (Ab(t, z, v1(t)), Ab(t, z,v(t)), ..., Ab(t, x, vk(t))).

Para continuar a demonstracao, precisamos provar o seguinte lema:

Lema 5.2. Se ezistir um € > 0 tal que para todo x € B(Z(t),€), entdo as matrizes By (t, )

e —By(t,x) sao M-matrizes, para quase todo t € |a, b|.

Demonstragao: Mostremos que a matriz By(t,z) é uma M-matriz. Pelas desigualdades

(5.8) e (5.9), temos
|- )

| Ab; (t, 2, u,(t))| f < ||Ab;(t, 2, ui(t)) — (_E)H < 2K||lz — 2(1)].

Isto implica que

5
| Ab; (t, x, u;())]| < i + 2K, ||z — Z(t)]|
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Segue que
k k S
Sollab (e w@)]| < (5 +2Klle = 2(0)
= i
(k-1
= D okl - 20k - 1)

5
< 6+ 2kEK||lz — 2| — f — 2K ||z — .

J
Mas _El + 2k K, ||lx — Z|| < 0 para todo = € B(Z(t),€1) e para quase todo ¢ € [a,b], logo

k

S OlAb(t zw()]| < 6 = 2Kz — z(t)|

P

i

< Abi(t,z,u;(t)) por (5.7),
para todo x € B(Z(t), €1) e quase todo t € [a,b]. Entao, pelo Lema 5.1, obtemos que B (t, z)
¢ uma M-matriz para todo x € B(Z(t),€') e para quase todo t € [a, b].
Mostremos que a matriz —Bs(t, x) é uma M-matriz. Das relagoes (5.11) e (5.12), obte-

1mos

J _
180, (¢, z, vit)) || — f 20|l — z(t)]]

k k S
S lan(an@l < 35(+2de - a0

j=1
i J#i

= w + 2Ky | — 2(t)||(k — 1)
< 0 = 2K |w — E(t)]|

< —Ab(t, z,v(t)) por (5.10),
para todo x € B(Z(t), e1) e quase todo t € [a,b]. Entéo, pelo Lema 5.1 temos que —Bsy(t, x) é

uma M-matriz para todo x € B(Z(t),€;) e para quase todo t € [a, b]. [

Utilizando os Lemas 5.2 e 5.1, obtemos
Bi'(t,2z) >0 e By'(t,x) <0,

para todo x € B(Z(t),€;) e para quase todo t € [a, b].
Como os elementos das matrizes By (t,z(t)) e Bo(t, z(t)) sdo uniformemente limitados e
os elementos de matrizes inversas sao produtos e somas, segue que existe um escalar m; > 0,

que depende de § e m, tal que

1By, 2()) oo < my € 1By (8, 2(1)) oo < 1. (5.13)
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Parte 2: Escolha uma colecio finita de fungdes de controle {w;}, (também contendo o con-
trole u(t)). Seja [(t) = (Bi(t), Pa(t), ..., Bu(t)) qualquer fun¢do mensuravel tomando valores

do conjunto simplex S, onde
M
S = {(ﬁl(t),ﬁz(t), cBu) ERM Y B <1,8,>0,i=1,2, M}
i=1

Defina as fungoes com valores vetoriais 4%, 72 : [a, b] x R" x S — R* por
M
Yt x, 3) = max{—b(t,x,u(t)) - ZﬁlAb(t, z,w(t)), O}
=1

M
’72(t7 x, 5) = mln{_b(tv xz, ﬂ(t)) - Z ﬁlAb(ta x, IUl(t)), 0}
=1
onde o maximo e minimo sao tomados componente & componente. Observe que
(i) 71 (t,2,8) = 0 e 12(t,, ) < 0 para todo (t,7, ) € [a, ] x R” x ,

(i) as funcoes 7'(-,x, ) sao mensuraveis £, v'(t,-,-) sao fungoes que satisfazem condigao

de Lipschitz em B(Z(t),€) x S parai=1,2, e
(iii) (¢, z(¢),0) = v*(¢t, z(t),0) = 0 para quase todo ¢ € [a, b]
Também, defina as fungoes com valores vetoriais o', a? : [a,b] x R" x S — R¥ por

al(t,x,B) = Byi(ta)y'(t.z,0),
a?(t,a,B) = By'(t,x)y*(t,x, ).
Como By '(t,x) >0, y'(t,x,3) > 0, By'(t,z) <0 e +2(t,z,3) <0, obtemos

al(t,x, 9)
aQ(t, x,0) > 0,

v

0;

para todo B(Z(t),€'), para todo § € S e para quase todo t € [a,b]. Entao, pelas definigoes

L a2, 4! e 42 obtemos

das funcgoes «
M

b(t,x,u(t)) + Bi(t,x)a (t,z, B) + Ba(t, x)o’(t, 2, 8) + Y BAb(t, z,wi(t) = 0.  (5.14)
=1

Agora, defina as matrizes n x k:

Fi(t,z) = (Af(tz,ui(t)), ..., Af(t z,u(t))),
B(t,z) = (Af(tz,v(),.., Af(Ez,v(t))),
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onde

Af(t,x,ui(t) = f(t,z,u) — f(t,z,u(t)).

Também defina a funcao

o(t,z,B) := f(t,:t,ﬂ(t))—i—Fl(t,x)ozl(t,x,ﬁ)+FQ(t,x)a2(t,x,ﬁ)+Z GIAf(t, z,w(t)). (5.15)

=1
Segue das hipoteses H1 e H2, que a funcao ¢(-, z, ) é o mensurével no sentido de Lebesgue e
a fungao ¢(t, -, -) satisfaz a condi¢do de Lipschitz na vizinhanga de (Z(t),0).
Parte 3: Para algum 7 > 0, defina o conjunto S, := SN (nB) e considere o seguinte problema

(

Minimize h(z(a),z(b))

sujeito a
(R) w(t) = ot =(t),8(t) at.telab]
Bty € S, q.t. t € [a, b

(x(a),z(b)) € C

\
Observe que (z,3 = 0) é um processo 6timo para o problema (R). De fato, suponha que

existe um outro processo viavel (z,3) de (R) com o custo menor, isto é,
h(z(a), z(b)) < h(Z(a),Z(D)).
Segue das relagoes (5.14), (5.15) e da hipotese H7, que

(,0) € {(f(t,a:,u),b(t,x,u)) ‘ue U(t)}.

Utilizando o Teorema de Sele¢gao Mensuravel, podemos encontrar uma fungao de controle @

tal que

Logo, (z,u) é um processo viavel de (@), contradizendo a otimalidade de (Z, @) para o problema
(Q). Portanto, (Z, 3 = 0) é uma solugdo para o problema (R).

Defina a fungdo hamiltoniana para o problema (R)
HR(t,-T,p,ﬁ) = p(t)¢(t,$,ﬁ)
- p(t)f(tax7ﬂ)+p<t)Fl(tvx)a1<t7$75)

p(0) - Falt, )01, B) £ p(t)- 3" BAS (2w (1))
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Segue do Teorema 5.1, que existem A > 0, p(+) € AC([a, b];R™) e ¢(-) € L([a, b]; RM) tais que

A Ilp() o = 1, (5.16)

(=p(t), 2(1), () € oDy s Hr(t, 5(1), p(),0) qit. t € [a,)], (5.17)
((t) € coNg,(0) q.t. t € [a,b], (5.18)

(p(a), —p(b)) € Ne(@(a), 2(0)) + AIh(z(a), 2(D)). (5.19)

Aplicando a subdiferencial para fungao hamiltoniana Hr em relagao a x e  no ponto (t, z, p, 0),

obtemos

Op s Hr(t,2,p,0) C {dup(t) - f(t,2(1),u(t))}
<{p(t) - Af(T(t), wi(t)), - p(t) - Af(E,2(E), war (1)) }
+H{ @1 (t, 2(t)) - 07" (8, 2(1), 0) } x { @1(¢, (1)) - Dy (£, Z(2),0) }
+{®y(t, z(t)) - O 72(t,x ),0)} x {@a(t, 2(t)) - 957°(t, (1), 0) }
= {0up(t) - f(t,3(t), u(t))}
<{p(t) - Af(T(t), wi(t)), - p(t) - Af(E,2(E), war (1)) }
+O1(1,Z(t)) - Doy (1, 7(1), 0) + Ro(t, Z(1)) - Doy (1, 2(2), 0),

onde

@(t,7(t) = (Br')'(ta(t) FY (t,2(1)) p(t) e (5.20)
Oo(t,z(t)) = (By)'(t,3(t)) Fy (t,2(t)) p(1). (5.21)

Pela regra do méximo (Proposigao 4.19), temos a seguinte estimativa da Jacobiana gene-

ralizada,

0oy (t, 2, 8) C co{@wg( ﬁ;mbtm )0}
C —co(be(t,x,a(t))( b(t, z,wi (1)), ... Ab(t,x,wM(t))>>.

Utilizando o teorema de selegdo mensuréavel, existem pu(t), ua(t), ..., pu(t) fungdes de classe

L™ tais que

M

i=1
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Logo
0y 57 (t,7,0) C {—M(t)(vmb(t,f(t),a(t)),(Ab(t,f,wl(t)),...,Ab(t,i:,wM(t))>):

M(t) = diag(pi(t), po(t), ..., ux(t)), i € [0,1] mensurével}.

Também, temos

0, 572(t,2,0) C {—N(t)(vxb(t,x(t),u(t)),(Ab(t,x,wl(zﬁ)),...,Ab(t,x,wM(t))>):
N (t) = diag(v1(t), va(t), ..., vi(1)), 14 € [0, 1] mensurével}.
Segue de (5.17) que
(—p(1),C(t)) € {codup(t) - f(t,2(t), u(t)}
<{p(t) - Af(T(t), wi(t)), - p(t) - Af(E,2(E), war (1)) }

+{Q(t) - Vb(t, (1), ﬂ(t))}
x{q(t) - Ab(t,z(t), wi(t)), ..., q(t) - Ab(t,z(t), wan(t)) }, (5.22)

para quase todo t € [a, b, onde
q(t) == —M(t)P1(t, Z(t)) — N(t)Po(t, Z(1)). (5.23)

Utilizando as relagoes (5.13) e a hipdtese H* podemos concluir que existe uma funcéao integravel
K, tal que
la(@)] < Kq@)llp(e)]]- (5.24)

Como o conjunto S, é convexo, temos que Ng, (0) ¢ um conjunto convexo. Segue de

(5.18), que
C(t) € Ns,(0) = {(n1,m2s ccomar) € RM 1 ;g <0, i € {1,2,..., M} }.
Redefina a fun¢ao hamiltoniana
H(t,z,p,q,u) :=p- f(t,x,u) +q-b(t,x,u).

De (5.22) temos
—p(t) € cod. H(t, Z(t), p(t), q(t), u(t)) (5.25)

e (como n; < 0)

p- Af(t,z(t),w;) +q- Ab(t,z(t), w;) < 0 paraie 1,2, .., M. (5.26)



5.2. Condigoes Necessarias de Otimalidade 96

Segue das defini¢oes de Af e Ab, que

p- f(E2(t),wi) +q- bt (1), wi) < p- f(t,2(t),ult)) +q- bt z(t), u(t)). (5.27)
Isto implica que

l\ggﬁ)ﬂ(tﬁ(t),p(t%Q(t),u) = H(t,z(t), p(t), ¢(t), u(t)) a.t. t € [a, 0] (5.28)

onde

0(t) = Hwi (o))

Parte 4: Agora, vamos mostrar que a relacao (5.28) seré satisfeita quando substituimos U (t)
por U(t). Para fazer esta subtitui¢ao, usaremos o raciocinio anélogo da prova do Teorema

5.1.1 em [9]. Por conveniéncia, toma uma funcao ¢(-) dado por

q(t) = Kq(t)""q(1). (5.29)

Das equagoes (5.16) e (5.25), e das hipoteses H2 e H3, temos que ||p(+)||z~ ¢ limitado por uma
constante (nao depende da escolha de w;). Segue de (5.24) que ||¢(+)||z~ ¢ limitado por uma
constante (novamente independe da escolha de w;). Substituindo ¢(t) por ¢s(t)g(t) em (5.27)

obtemos
(p(t),4(1)) - (f(t, (1), u), cp(D)b(t, Z(t), w)) < (p(£).q(2)) - (F(t,2(t), a(t)), s (1)D(L, 2(1), A(t))).
Defina as fungoes

r(t) == (p(t),q(t)) e B(t,z,u) = (f(t,z,u),cp(t)b(t, x,u)).

Observe que ||7(-)||= < L, onde L é uma constante (independente de w;). Seja {Z;}32, uma

familia crescente de subconjunto finito LB tal que
Z; +457'B D LB para cada j.

Fixe j e considere z € Z;. Entao, pelo Teorema da Sele¢do apropriado (veja Rieder [27,
Teorema 3.3]), podemos encontrar uma fun¢ao mensuravel u,(+), u.(t) € U(t) para quase todo
t € [a,b] tal que

seL(}%){z Bt z(t),u)} <z B E(), ua(t) + 57 q.b. t € [a,b]. (5.30)
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Defina a multifun¢io mensuravel por U;(t) := {u.(t) : z € Z;} para cada j e t € [a, ).
Considere o problema

(

Minimize h(z(a), z(b))

sujeito a

i(t) = Bt z(t),ult) qt.telab]
( U;(t) q.t. t € [a, b]
(z(a),z(b)) € C

8

g
N
m

Fazendo uma analise analoga da parte 3, podemos concluir que existem p;(-) € AC, ¢;(-) € L™

e \; > 0 tais que

Aj+ ()l =1, (5.31)

—p;i(t) € codyp; - f + {crq; - Vib} q.t. t € [a,b], (5.32)

(P (1), q; (1)) - B, Z(t),u) < (p; (1), ¢; (1)) - B(E, Z(t),u) Yu € Uj(t) q.t. t € [a,b], (5.33)
(pj(a), —p;(b)) € Ne((a), £(b)) 4+ A;0h(Z(a), Z(D)). (5.34)

Observe que as seqiiencias {||p;(+)|| e}, {11g;(-)|lz=} e {\;} s@o uniformemente limitadas e {p;}
¢ uma seqiiencia uniformemente limitada em L!. Logo, obtemos as seguintes subseqiiéncias

convergentes (nao reindexamos)
pi(-) — p(-) uniformemente, g;(-) — ¢(-) fracamente™ em L,

para algum p € AC, ¢ € L™, e {p;} tem um limite fraco em L'. Passando o limite quando
j — oo em (5.32) e fazendo uma simples mudanga' na demonstracao de Clarke (|9, Teorema

3.1.7]), obtemos

_p(t) € Coaa:p(t) ' f(ta '1_;7 ﬂ(t)) + Q(t) : Vmb<t7 'fa ﬂ(t)),

para quase todo t € [a,b] e onde ¢(t) := K,(t)¢(t). Também passando o limite em (5.34) e

(5.31) quando j — o0, obtemos

(p(a), —p(b)) € Ne(z(a),z(b)) + NOh(z(a),z(b)) (pela Proposicao 3.2),

A+ [lp()lzee = 1.

!Considera a seqiiencia convergente ¢ +d; — c5q na demonstragao de Clarke.
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Falta mostrar a condi¢do da “maximizagao da Hamiltoniana”. Seja u(-) uma funcdo de
controle arbitraria. Fixa j. Entdo, para quase todo t € [a,b], podemos encolher z € Z; tal

que ||(p;(t),q;(t)) — 2] < j~'. Segue, para quase todo ¢ € [a, ], que

(pi(®). 4;(1)) - B¢, 2(t),a(t)) =

IN

<

A peniltima desigualdade é conseqiiéncia da hipotese H* e do uso de (5.30) e a tltima da
equagao (5.33). Usando a notacao f(u) para f(t,z(t),u(t)) e b(u) para b(t,z(t),u(t)), e

manipulando algebricamente a tdltima desigualdade, podemos reescrevé-la da seguinte forma

pi(O)[f(@) = f(@)] + @(t)es()[b(@) —b(@)] = —5j7" (1 +2[e;(t) + eper(t)]).

Isto implica que

[ {m®L@ - 1@] + g egestopm - o] e = - 570+ 2es0) + aucsle)) e

Como ¢(t) € L*, temos

b
[ {pOLr@-s@]+ a0 ob@ -] it = 57 [Ib=all+2les 0+ 2ales O]l |

Passando o limite quando j — oo, segue que

b
/ L [p0)- £t 200, 00)+a(0)-b(t, 7(2), 5(0)] = [p(1) £ (1, 7(0), (1)) +al0)b(t, 7(0), ()] bt > 0.
' (5.35)
Esta desigualdade é valida para qualquer fungao de controle 4(t) e é uma forma “integral” de

maximizacao da Hamiltoniana.

Parte 5: Sob a hipotese H*, pudemos mostrar um caso especial do principio do méximo.
Agora, supomos que a hipotese H* nao esteja presente.
Comegamos pela elabora¢ao de um novo problema em que a hipotese H* é satisfeita,

porém envolve-se restrigdes no conjunto U(-) e convexidade no conjunto velocidade resultante,
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para garantir as hipoteses H1-H7. Defina

U(t) := {u e Ut): |1 f(t,2(t),u) — f(t,2(t), a®)[| < 1e[b(t, (1), u)|| <1}
e considere uma perturbagao para o problema (@) da seguinte forma

Minimize h(z(a),x(b))

sujeito a
n+k

(t) = Zaif(tvxa vi))
(@) 0 = iaib(t,x,vi)
t) € ;3"”“

t) € Ult)x..xU{)
(z(a),z(b)) € CxC

onde a = (ag, ..., pyx) € v = (v, ..., Unyx) sd0 consideradas as variaveis de controle e

n+k
Pt = {(a{), ey Q) Za; = 1,0} > 0, para todo z}
=0

Observe que o problema (@) satisfaz as hipoteses H1-H7 e também (H*). Além disso

(z,a(t),v(t) = (z,(1,0,...,0), (a(t), ..., u(t)))

¢ um minimizador do problema )’. Utilizando a analise anterior, existem multiplicadores
p € AC, g € L' e X > 0, que satisfazem as condigoes (5.31), (5.32) e (5.34). Também satisfaz
a condicéo (5.35) para cada @ em U (t). Precisamos mostrar que desigualdade (5.35) implica

que

max {p(t)- f(t,2(t), u) +q(t)-b(t, 2(t), )} = p(t)- f(t, 2(t), a(t)) +q(t)-b(t, 2(t), u(t)), (5.36)

weU(t)
para quase todo t € [a, b]. Suponha que a condigao (5.36) nao seja satisfeita. Entao podemos

encontrar um controle «/(-) € U() tal que

p(t) - [f(t2(t), 0 (1) — f(t2(0), a(t)] + q(t) - [b(t, 2(t),u'(t)) — b(t, 2(1), a(t))] > 0 (5.37)

para quase todo t € [a,b]. Observe que a desigualdade acima é estrita em um subconjunto de

medida positiva. Defina a fun¢ao mensuravel ~ : [a,b] — [0, 1) por

() = (L4 £ 20,0/ (8) = F(& (), a(®)]| + bt 2(1), v/ (1)) — bk, 2(1), a(®)]]) .
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Segue de (5.37) que

(1) [p(t) (f(2(),0(1) — (8 2(0),a(t)) + qlt) - (b, 2 (), w'(2)) — b(t,f(t),ﬂ(t)))} >0,

para quase todo ¢ € [a,b]. Somando e subtraindo p(t) - f(¢,Z(t),a(t)) + q(t) - b(t, Z(t),a(t)),

obtemos

e novamente esta desigualdade é estrita em um subconjunto de medida positiva. Utilizando a
hipétese da convexidade e o Teorema de Selecao Mensuravel, podemos encontrar uma fungao

de controle @(-) € U(-) tal que
fltzt),a(t) = f(t,2(t),alt) +(O)(f(¢2(t),d' 1) — f(t,2(t),a(t)) a.t. t € [a,b] ,
b(t,z(t),a(t)) = bt,z(t),u(t)) +~(t)(b(t, z(t),u' () — b(t,z(t),u(t))) q.t. t € [a, 0] .

Logo,

/ ([p(t)-f(t,2(t), a(t))+q(t)-b(t, (1), a(t))]—[p(t)-f (£, 2(t), u(t))+q(t)-b(t, 2(¢), u(t))])dt > 0.

Mas, para nossa escolha de 7, @ ¢ realmente um membro de U(t), violando (5.35). Portanto

a equacao (5.36) é verdadeira. N

5.2.2 Problema com Restricoes de Igualdade e Desigualdade

Considere agora o problema do tipo

(

Minimize h(z(a),z(b))
Sujeito a

(t)

[
S~
= =
8 08
= =
- :—/
£ g
= =
\_/\_/

S—
Qo Q0
-t -t
~ ~~
m m

v@

0
0

v
Q
—~
\S‘F
8
=
<
=
~—
~—
e}
-+
~
M
R

x

u(?)
| (@), 20)
sendo dadas as fungoes h : R" x R® — R, f: [a,b] x R" x R™ — R", b : [a,b] x R" x R™ — R*

S
S

eg:la,b x R" x R™ — R! a multifuncdo U : [a,b] = R™ e o conjunto C' C R™ x R™.
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Seja (Z(-),u(-)) uma solugdo 6tima do problema (R) e que as hipoteses H1-H3 e H5-H7 sao
satisfeitas, quando substituimos a funcao b por b : [a,b] x R" x R™ — R* (s = k + 1) definida

por
b(t, 2(t), u(t)) == (b(t,2(t), u(t)), g(t,2(t), u(t))).

Para demonstrar o principio do maximo para o problema (R) precisamos adicionar a seguinte

hipotese ao problema:
H4’. Existe um escalar ¢ > 0 tal que
6B C {(b(t,z(t),U(t)),9(t.z(t),U(t)) +v) : v € R v >0},
para quase todo t € [a, b].

Defina a fun¢ao Hamiltoniana

Hp(t, x(t), p(t), q(t), 7(t), u(t)) == p(t)- f(, 2(t), u(t)) +q(t)-b(t, 2 (t), u(t)) +r(t)-g(t, x(1), u(t)).

Assim, podemos apresentar as condi¢oes necessarias em forma de Principio do Méximo

para o problema (R).

Corolario 5.1. Seja (z(+),u(+)) um processo minimizador para o problema (R). Suponha que
as hipoteses H1 — H3, H5 — HT7 (onde a fun¢ao b é substituido por l;) e H4' sao todas satis-
feitas. Entao, existem funcgoes p € AC([a,b],R¥), ¢ € L'([a,b];R*) e r € L'([a,b];R") e um

escalar ) > 0 tais que
(i) A+ lplli= = 1,
(i1) —p(t) € cod Hi(t, 7(8),p(t). q(), (1), a(t)) q.t. € [a,b],
(i) Hy(t,2(0).p(2).a(t). (). 5(1)) = max { He(t,2(0).p(1).a(t).r(t). )} 1. £ € [a. 1],

(w) (pa), =p(b)) € No((a), 2(b)) + AOh(z(a), u(b)),

(v) r(t) <0, r(t)- g(t,z(t),u(t)) =0 ¢t t € [a,bl].



5.2. Condicoes Necessarias de Otimalidade 102

Demonstragao: Vamos incluir uma nova fungao de controle v (variavel de folga) e reescrever

o problema (R) da seguinte forma

¢

Minimize h(z(a), 2(b))
sujeito a
B(t) = f(t,z(t),ult)) .t t € [a,b
0 = b(t,x(t), u(t)) qt. t € [ab
0 = g(t,z(t),ut)) +o(t)  qt.te[ab
(u(t), v(t)) b
(z(a), (b))

Observe que o problema (R') estd na mesma forma do problema (@), com a nova variavel de

€ Ut)yx{veR:v>0} qt.te€]aq,
e C.

\

controle w = (u,v) e com o conjunto de controle W (t) = U(t) x {v € R' : v > 0}. Logo,

(Z,u,v) ¢ um processo viavel para (R'), onde

Assim, (Z,u,v) é um processo 6timo para (R’).

Também, podemos observar que a hipétese H4' implica
Bs(0,0) C b(t, z(t), W (t)) para quase todo t € [a, D],

onde b(t,z,w) = (b(t, z,u), g(t, z,u) + v).
Aplicando o Teorema 5.2 a (R’), obtemos os multiplicadores p, ¢, 7 e A > 0 que satisfazem

os itens (), (i7) e (1v) do corolério e

p-f(t,:i,ﬂ):( rr)leav}é {p-ft.z,u)+q-b(t,Z,u)+7-g(t,z,u)+7r v} (5.38)

para quase todo t € [a,b]. Fixe v = v. Segue de (5.38), que

p- ft,z,0) +r-g(t,z(t),ut)) = uxg%{ f(tzu) + g bt zu) +reg(t,Tu) ) (5.39)

para quase todo t € [a, b], isto é, satisfaz o item (ii7).

Resta mostrar o item (v). Fixe u = @. Segue de (5.38), que

p- f(t,z,u) = mgg;{p f(t,z,a)+q-b(t,z,a)+7r-g(t,z,u)+7- v}

Isto implica que

0 =max{r- (9(t,z,a) +v)}.

v>0
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Equivalentemente temos

—r-g(t,z,u) = maxr - v.

Note que r < 0. De fato, suponha que r > 0. Entao —r - g(t,z(t), u(t)) < oo. Mas, por
outro lado, temos max,>o7 - v — 00, 0 que ¢ um absurdo.

Por outro lado, se g(t,z(t),u(t)) < 0, entdo r = 0. De fato, suponha que r < 0. Isto
implica que —r - g(t, Z(t),u(t)) < 0 e max,>or - v = 0, 0 que é um absurdo.

Resumindo, temos a condi¢ao conhecida como condigao de folgas complementares
r(t) <0, r(t)-g(t,z(t),u(t)) =0 para quase todo t € [a,b],

completando a demonstracao. |



Capitulo 6

Consideracoes Finais

O objetivo principal desta dissertacao foi discutir condi¢oes necessarias de otimalidade
para o problema de controle 6timo com restricoes mistas envolvendo hipéteses minimas de
diferenciabilidade das func¢oes do problema. Assim, apés um estudo da literatura vigente,
verificamos que se pode tratar o problema com fung¢oes nao-diferenciaveis no custo e na equagao
diferencial, entretanto, a restricao mista no estado e no controle deve ser de classe C!.

Para simplificar a apresentacao, no estudo das condi¢oes necessarias de otimilidade,
optamos por utilizar hipétese de interioridade H4. Em [11] mostra-se que se det[Y (¢)Y7T (¢)] >
K, para algum K > 0 onde Y(t) = V,b(t,z(t),u(t)), entdo, a hipotese de interioridade é
satisfeita.

Para estudar o problema sem diferenciabilidade, propusemo-nos a apresentar nesta dis-
sertacao um estudo da teoria de analise nao-diferenciavel, que ocupou a sua maior parte. Este
estudo sistematizado, com certeza, devera servir de base para introduzir novos estudantes na
area.

No Exemplo 2.1, observa-se que o principio do maximo (Teorema 5.2) nao pode ser
aplicado, pois nao satisfaz a condigdo de interioridade (H4). Também, existem classes de
problemas em que a condi¢ao de convexidade no conjunto velocidade (H7) néo ¢ satisfeita
(veja o Exemplo 3 em [16]). Para resolver estes tipos de problemas, encontramos na literatura
as condigoes necessarias de otimalidade na forma fraca do principio do maximo, que é aplicado
ao minimizador fraco local (veja [13]).

Como trabalho futuro, um grande desafio ¢ eliminar a hipotese de diferenciabilidade da

funcao de restricao conjunta na variavel de estado e no controle.
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Apéndice A
Conceitos Preliminares

Neste apéndice apresentamos alguns resultados basicos e importantes, que serao neces-
sarios para o desenvolvimento e para o entendimento dos capitulos desta dissertacao. Em cada
secao, serao apresentadas as defini¢oes consideradas essenciais e os enunciados dos teoremas

sem demonstracao, que podem ser facilmente encontrados na literatura.

A.1 Analise Convexa

Apresentamos, nesta se¢ao, as nogoes basicas de conjuntos convexos, fungoes convexas
e suas propriedades. A maioria dos resultados aqui apresentados pode ser encontrada em

Rockafellar [28].
Conjuntos Convexos
Definicao A.1. Um subconjunto C' C R™ é chamado convexo se
ar+ (1 —a)y € C,
para qualquer z,y € C' e a € [0,1] (ou equivalente para o € (0,1)).

Para dar uma nocao geométrica de conjunto convexo precisamos primeiro definir o con-

ceito de segmento linear.

Definicao A.2. Para z,y € R", o segmento linear [x,y| (ou (x,y)) € definido por [z,y] :=
{az+(1—-a)y:0<a <1} (ou, (z,y) ={ar+(1—a)y: 0 < a < 1}), ou seja, os pontos x

e y sao conectados por um segmento de reta.
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Definigao A.3 (Defini¢ao Geométrica de um Conjunto Convexo). Um conjunto C' é chamado

convezo, se o segmento linear [z,y] C C' (ou (z,y) C C') quando x,y € C.
Conjuntos convexos possuem as seguintes propriedades:

Proposicao A.1.

a) Seja uma familia arbitrdria {C;}jes, C; C R™ de conjuntos convexos. Entao, C :=

ﬂ C; € convexo.
JeTJ

b) Sejam C4,...,Cy, com C; C R". Entao, Cy,...,Cy sao conjuntos convezros se, somente

se, C1 X ... x Cy € um conjunto convero em R™ X ... x R".

c) Se C C R™ € convero, entao, o interior e o fecho de C, denotados por int C e cl C

respectivamente, Sa0 cOnVexos.

Em analise convexa, temos as defini¢oes de envoltorio convexo e o fecho do envoltorio

convexo:

Definicao A.4. Seja S C R™ um subconjunto nao-vazio. O enwoltorio convexo de S,

denotado por co S, € definido por

co S = ﬂ{C ScC Cé convezo}.

Teorema A.1. O envoltdrio convexo de um subconjunto finito {x,...,x;} de R™ consiste de
k

k
todos os vetores da forma E a;x; comayp > 0,...,0,>0e¢ E a; = 1.
i=1 i=1

Definicao A.5. O fecho do envoltério convexo de S C R", nao-vazio, denotado porco S,

é definido como a intersecgao de todos conjuntos convexos fechados contendo S.
Temos as seguintes propriedades:

Teorema A.2 (Teorema de Caratheodory). Seja um subconjunto S C R™. Qualquer

x € co S pode ser representado como uma combinagao convera de n+ 1 elementos de S.
Proposicao A.2. Seja um subconjunto S C R™ nao-vazio. Entdo ¢o S = cl(coS).

Teorema A.3. Se um conjunto S C R™ € limitado (respectivamente compacto), entao co S é

limitado (respectivamente compacto).

Um resultado importante dos conjuntos convexos é o Teorema da separacao.



A.1. Analise Convexa 107

Teorema A.4 (Teorema da separagao). Sejam Cy e Cy conjuntos convexos e nao-vazios
em R™. Existe um hiperplano apropriado separando C e Cy se, somente se, existir um vetor

s tal que

yflelgl<8, y) < y§2£2<8’y2>

Jnf (s.1) < y§16122<8,y2>.

Cone Convexo e Cone Polar

Com analise convexa, temos as defini¢oes de cone convexo e cone polar:

Definicao A.6. Um conjunto k € R™ é chamado de cone se A x € k, para qualquer x € k e

para qualquer A > 0. Um cone k é chamado de cone convexo se k é convezo.

Definicao A.7. O cone polar de k, denotado por k° € definido pelo conjunto
k° = {S e R": <s,x> < 0 para todo x € k}
Fungoes Convexas
Temos as seguintes definigoes:
Definicao A.8. Considere uma funcao f : R" — R U {£o0}. Entao:
(i) f é chamado convezo se, e somente se,
flaz+(1—-a)y) < af(@)+(1—a)f(y),
para todo x,y € R™ e a € (0,1).
(1) O dominio de f é o conjunto
dom(f) ={z € R": f(z) < oo}.
(i11) O epigrafo da fungao f é o conjunto

epi(f) ={(z,a) e R" xR:a > f(x)}.

(iv) Dizemos que a fungao conveza f € proprio, se f(x) < 400 para algum x e f(x) > —o0

para cada x € R™.
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Com as defini¢oes acima, temos as seguintes propriedades:
Proposicao A.3. Seja uma fungao f: R™ — RU{+o0}. Temos as sequintes afirmagoes:
(i) [ é convexa se, e somente se, epi(f) é convexo.
(i1) se [ é convexa entao dom(f) é convezo.

Para fungoes diferenciaveis, existe uma caracterizacao alternativa de convexidade dada

pela seguinte proposicao:

Proposicao A.4. Sejam C C R™ um conjunto convezxo e f : R® — R € diferencidvel sobre

C'. Entao,

i) a fungao f € convera sobre C' se, e somente se,
f(z) > f(z) +(Vf(z),(z —x)) Y,z € C. (A1)
ii) se a desigualdade (A.1) € estrita para x # z, entao f € estritamente convezxa.
Funcgoes Convexas Fechadas

Definicao A.9. Um funcao f: R" — RU{+o00} € semicontinua inferior em R™ se para cada
x € R"™, temos

liminf f(y) > f(z).

y—w
A importancia da func¢ao semicontinua inferior no estudo de fungao convexa é o apareci-

mento do seguinte resultado:

Proposicao A.5. Seja a funcio f : R — R U {+oo}. Entdo as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
i) a fungao f € semicontinua inferior em todo R™ ;
it) o conjunto {x € R™: f(x) < a} € um conjunto fechado para cada o € R;
i) o conjunto epif € um conjunto fechado em R™ .

Definicao A.10. Dizemos que a fungao convera f : R" — R U {+oo} € fechada se seu

conjunto epigrafo for fechado.

Observe que a func¢do semicontinua inferior para todo = € dom(f) ¢ uma fungdo convexa

fechada.
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A.2 Nocoes Basicas de Teoria da Medida

Nesta se¢ao, apresentamos algumas definigoes e resultados bésicos da Teoria da Medida.
As referéncias bésicas podem ser encontradas em Rudin [30, 31|, Fernandez [18], Lieb & Loss

[23] ou Bartle [2].
Sigma-Algebra

Defini¢do A.11 (Sigma-Algebra). Uma familia S de subconjuntos de X é uma Sigma-
Algebra se

(1) 0, X €S;

(ii) se A €S, entio o complemento de A, denotado por AC, pertence a S;

[ee]
(111) se {A,}5° € uma seqiiencia de conjuntos em S, entao a uniao U A, pertence a S.

n=1

Definicao A.12 (Sigma-algebra de Borel-5). A Sigma- dlgebra de Borel € sigma-dlgebra
gerada por subconjuntos abertos de R™. Também € gerada por esferas abertas de R", (B, p =

{y eR": [lz =yl < R}).

Definicao A.13 (Conjunto Mensuravel). O par (X,S), sendo X um conjunto nao-vazio
e § uma sigma-dlgebra de X, é denominado de espago mensurdvel. Qualquer conjunto em S
¢ chamado de conjunto S-mensurdvel, mas quando a sigma-dlgebra € fiza (como geralmente é

0 caso), o conjunto serd chamado de mensurdvel.

Observacao A.1l. Seja X = R. A Sigma-dlgebra de Borel é a sigma-dlgebra gerada por
todos os intervalos abertos (a,b) em R. Observe que a sigma-dlgebra de Borel B ¢é também a
sigma-dlgebra gerada por todos os intervalos fechados [a,b] em R. Qualquer conjunto em B é

chamado um conjunto de Borel.
Funcao Mensuravel

Consideramos um espago mensuréavel fixo (X, S), logo temos a seguinte defini¢ao:

Definicao A.14 (Fungao Mensuravel). Seja f : X — R uma fungio real em X. Dada
uma sigma-dlgebra S, diremos que a fungao f € mensurdvel (com respeito a S) se para cada
niumero o, o conjunto

{r e X: f(z)>al}, (A.2)

€ mensurdvel.
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Sao conseqiiéncias da defini¢ao de fung¢ao mensuravel:

1. Os conjuntos {z € X : f(x) = a}, {z € X : f(x) > a}, {r € X : f(x) < a} e

{z € X : f(z) < a} sdo mensuraveis.

2. Se X é o conjunto R e § é a sigma-algebra de Borel S, entao qualquer funcao continua

f R — R é mensurével de Borel.

3. Se X =R e S = B, entao qualquer fungao mondétona é mensuravel de Borel.
Medida

Introduzimos a no¢ao de espago mensurével (X, S) consistindo de um conjunto X e uma
sigma-algebra S de subconjuntos de X. Vamos considerar certas fungoes definidas em S e
tomando valores no conjunto do niimeros reais ou reais estendidos. Estas fun¢oes generalizam

a idéia de comprimento, adrea, massa, assim em diante.

Definicao A.15. Uma funcao p: S — [0, +00| € chamada de medida em (X,S) se
(i) p(A) >0 para todo A € S;
(ii) p(0) = 0;

(111) se { A}, € qualquer seqiiencia disjunta de conjuntos em S, entao
(Ua) = X uan.
n=1 n=1

Vamos apresentar um exemplo considerado importante:

Exemplo A.1. Se X =R e¢ S = B, a sigma-dlgebra de Borel, entao podemos mostrar que
existe uma unica medida X\ : B — [0,400] a qual coincide com o comprimento dos intervalos
abertos, isto significa que se A = (a,b) # 0, entao A(a,b) = b — a. FEsta tinica medida é
geralmente chamada medida de Lesbegue (ou Borel ). Esta nao é uma medida finita, mas

sim o-finita.
Podemos apresentar alguns resultados simples da teoria da medida:

Lema A.1. Seja p um medida definida em uma sigma-dlgebra §. Se E,F € § e E C F,
entiao pu(E) < p(F). Se pu < 400, entio u(F — E) = u(F) — p(E).
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Também temos:
Lema A.2. Seja p: S — [0, +00]| uma medida. Temos as sequintes afirmagoes:

(a) Se {A,} € uma seqiiencia crescente em S, entao:
n=1
(b) Se{B,} € uma seqiiencia decrescente em S e p(By) < +00, entdo

u(ﬁ Bn) = lim pu(B,).

n=1

Espaco de Medida

Defini¢do A.16 (Espago de Medida). E uma tripla (X, S, i) consistindo de um conjunto

X, uma sigma-dlgebra S de subconjuntos de X e uma medida p definida em S.

Definicao A.17. Se u é uma medida definida em S, entao uma relagao envolvendo os ele-
mentos de X € dita quase sempre se o conjunto A de todos pontos para os quais a relacdao

falha é um conjunto de medida nula, isto €, u(A) = 0.
Integral de Lebesgue

Seja § uma sigma-dlgebra em um conjunto X e g uma medida positiva em S.

Se s: X — R" & uma fung¢ao simples mensuravel, da forma

n
S = E QXA
i=1

onde ay, ..., ay, sao valores distintos de s e a x4, é a funcao caracteristica do conjunto A;. Se
E € § definimos a integral de s em E com relagao p por:
/ s dp = Z%M(Ai NE).
E i=1
Definigao A.18. Seja f : X — RT uma funciao mensurdvel e E € S. Definimos
[ 7 =sw [ s di), (A.3)
E s<fJE
A integral do lado direito de (A.3) é chamada integral de Lebesgue de f sobre E, com rela¢ao

a medida .
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Da definicao de integral de Lebesgue temos as seguintes propriedades:

Teorema A.5 (Teorema da Convergéncia Monoétona). Seja {f,} uma seqiencia de

fungdes mensurdveis em X, e suponha que
(a) 0 < fi(z) < fo(x) < ... < o0 para todo x € X;
(b) fu(x) — f(x) quando n — oo, para cada x € X.

Entao, f € mensurdvel e

/X Fud() — /X Fd(p).

Lema A.3 (Lema de Fatou). Seja {f,} uma seqiiencia de fun¢oes nao-negativas e somdveis
em (X, S, u). Entao
f(x) := liminf f,(z)

n—oo

€ mensurdavel e

/ (liminf fn)d(u) < liminf [ fod().
X

n—eo n—eo Jx
Teorema A.6 (Teorema da Convergéncia Dominante de Lebesgue). Suponha uma
seqiiencia de fungoes integrais {f,} que converge para uma func¢ao f de valores reais mensu-
rdvel, quase sempre. Se ezistir uma funcao integrdvel g tal que |f,| < g para todo n, entio f
€ integrdavel e

i [ fu(e) du) = /X f(x) d(u).

n—oo b'e

Teorema A.7 (Teorema de Fubini). Sejam (X1,S81,11) e (X2, S, p2) dois espagos men-
surdveis de sigma-finitos e py X pa. Se f € uma fun¢ao mensurdvel S; X Sy em X1 X Xy e

nao-negativa, entao a sequintes integrais sao 1guais

/ F(x,y) d(u % o),
X1 xXo

/Xl ( @) d<uz>) A1),

/XQ ( . f(z,y) d(ul)) d(y1s).
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A.3 Multifungcao Mensuravel

Nesta segao, apresentamos limites de conjuntos, multifun¢ao mensuravel e o teorema da
selecao mensuravel. Estes resultados serao muitos utilizados em nossos estudos. As referéncias

bésicas podem ser encontradas em Clarke [9], Loewen [25] ou Vinter [34].
Limites de Conjuntos

Seja {A;}ieny uma seqiiencia de subconjuntos de R™. Definimos os seguintes conjuntos:

lim sup A, = {:L‘ e R": 3{A;,} C {Ai} e 2, — x tal que x;, € A;; para todo j},
liminf A; := {x € R": 3 x; — x tal que z; € A; para todo z}

Podemos observar que os dois conjuntos limsup A4,, e liminf A,, sdo fechados (possivel-

n—s00 n—aoQo

mente vazios) e que

liminf A,, C limsup A,

n—oo n—-o0

Se
lim A, :=liminf A,,(= limsup 4,,),

n—s00 n——>00 n—00
entao, dizemos que {A,} tem limite.
Um contexto mais geral: Seja um conjunto D C R" e uma familia de conjuntos {S(y) C

R" :y € D}. Fixe um ponto x € R¥. Definimos os seguintes conjuntos:

limsup S(y) = {6 Jyi Bz el — Etal que & € S(y;) para todo z'},

D
Yy—x

liminf S(y) = {S:Vyii>x,3§i—>§tal que & € S(y;) para todo 2}

y—x

A notacao ¥i Do significa que y; — x e y; € D para todo 1.

Se D é uma vizinhanca de x, podemos escrever lim inf S(y) no lugar de lim sup S(y), etc.
y—z D
y—x

Também, observe que

liminf S(y) C limsup S(y)
D D
Yy—>x y—x

e ambos conjuntos sao fechados (possivelmente vazios).
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Multifungao Mensuravel

Seja I' : X = R™ uma multifuncao de um conjunto X para subconjunto de R"™, sendo
que, para cada x € X atribui um conjunto I'(x) C R™.
Considere (X,S) um espago mensuravel. A multifuncao I' : X = R™ ¢é mensuravel

quando o conjunto {x € X : I'(z) N C # 0} é mensuravel em S para cada conjunto aberto

C CR™
Selecao Mensuravel

Seja I' uma multifuncao com valores fechadas, compactas, convexas e nao-vazia em X.
Entao, existe uma fungdo mensuravel v : X — R" tal que v(x) pertence a I'(x) para todo

e X.
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