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Resumo

Neste trabalho, considerando as duas expansoes em série de poténcias

0 ;“‘.
gt g s

Mo f p2
A

~ 7‘2
~ “~

+

—po1 = pgZ— pg2® — o = p g2 —
apresentamos um algoritmo para se obter a fracao continua correspondente, simul-
taneamente, as duas séries dadas acima, quando existem coeficientes nulos em uma ou
ambas as séries. Ele é baseado no algoritmo Q-D e, primeiramente, obtém a correspon-
dente fragao continua para duas outras séries relacionadas com as primeiras e, entao, a
transforma na fragao continua desejada. Além disso, quando os coeficientes das séries
satisfazem pp = £p_p_s para k =0,1,2,... e s > 0, obtivemos certas propriedades de
simetria reciproca entre os coeficientes da fragao continua. Dois exemplos sao dados
para ilustrar o algoritmo e, também, as propriedades de simetria.




Sumario

Preliminares
1.1 Fragoes continuas
1.1.1 Foérmulas de recorréncia
1.2 Polinomios ortogonais e similares
1.2.1 Polinomios ortogonais
1.2.2 Polinomios similares aos ortogonais
1.2.3 Conexao com fragdes continuas
1.3 Aproximantes de Padé
1.3.1 Conexao com fragoes continuas
1.3.2 Tabela de Padé de dois pontos . . . . . . . . ... ... .....

O algoritmo Q-D para transformar expansoes em série em fragao
continua: uma extensao para o caso de coeficientes nulos
2.1 Calculando uma fra¢ao continua a partir da outra

Fracoes continuas correspondentes a séries de poténcias cujos coefi-
cientes apresentam simetrias

3.1 Alguns casos especiais

3.2 O caso geral

Exemplos
4.1 A fungao F(z2) = ——

4.2 A fungao F(z

Referéncias




Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, faremos uma breve apresentagao sobre fragoes continuas, polindomios
ortogonais e similares e aproximantes de Padé que serao tteis ao bom entendimento
do trabalho. Além disso, faremos, também, uma conexao entre esses conceitos. Os
resultados aqui apresentados sao encontrados nos textos classicos sobre o assunto.

1.1 Fracoes continuas

Os conceitos e resultados apresentados nesta se¢do podem ser encontrados em Chi-
hara [2]. Em Lorentzen e Waadeland [6] e Wall [16] hd bons estudos sobre o assunto.
Sejam {an}., e {bn},-, seqiiéncias de nimeros complexos e

1=1"*

Co
C

Cy

an

bn

C,, é chamado de n-ésimo convergente (ou aproximante) da fra¢do continua (infinita)

Bk B . (1.2)
bl 4+

3)2 +




Além da expressdo acima, hd outras maneiras de se denotar fragoes continuas. Neste
trabalho, devido ao espago que a expressao anterior ocupa, vamos adotar a seguinte
notagao

R an (13)
bp + b + b3 + ..o + b, + -...

E evidente que certos convergentes podem ser indefinidos. Por exemplo, Cs nao tem
sentido se byby = —as. Apesar disso, podemos ainda desejar considerar a correspondente

fracao continua. Portanto, vamos definir o seguinte.

Definicao 1 A fragio continua (1.3) é convergente para um valor K (finito) se no
mazimo um numero finito de convergentes C, € indefinido e

lim €, = K.

T—00

Caso contrario, a fra¢do continua é divergente.

Se a fracao continua converge para I, escrevemos

aq a9 iy
bo + —

— — =R
O . by e see o B

Isto envolve a mesma ambiguidade que ocorre com séries infinitas quando escrevemos
> a, = S, de modo que Y a, denota ambos, a série e a soma.

1.1.1 Formulas de recorréncia

De (1.1), temos que

. B | .

onde
Ao = by, By =1,
Al = bgbl + ay, Bl = b]
Ag = bgb]bg + bnag + (leg, Bg = b]bg + ag,

e, em geral, A, e B, sdao polindmios em a;, b;.
Agora, coloquemos

A] = b]A(] + (l]A_l, onde A_l = 1,
B, byBy + a1 B_;, onde B_; = 0.

Suponha que, para algum n > 1,

An = bnAn—I + anAn—Qe onde A—l =1,
(1.4)
B, b.Bp-1+ anBy-9, onde B_; = 0.

Any1

Entao, como C,,,; pode ser obtido de C,, substituindo-se b, por b, + , podemos

- n+1
escrever i
C i An-{-—l » An o *
n+l — Ty

Bn-{—l B:l

7




a,
(bn + _-l'tl) An—l + ﬂ-nAn—2

bn+1
br_z-:-l (bn+1An + (En+1An_1) i
Exatamente do mesmo modo, obtemos
B; = r_Hl-l (bn+18ﬂ + lr'*"1'1-+-1Bn—1) :

Por indugao segue, entao, que se b; # 0, i > 1, as férmulas (1.4), primeiramente
estabelecidas por Wallis em 1655, sao vélidas para n > 1.

A, e B, sao chamados de n-ésimo numerador parcial e n-ésimo denominador parcial,
respectivamente, da fragdo continua (1.3).

Se multiplicarmos a primeira equagdo em (1.4) por B,_; e a segunda por A,_j,
exatamente do mesmo modo como se deduz a Identidade de Christoffel-Darboux para
os polindémios ortogonais, obtemos

ArlBﬂ—l = BnAn—l = —an [An—an—2 == Bn-—lAn-Q] .

Portanto,
Aan—l =l BnAn—l = (—1)”f11f£2 ©rp, n > 1.

A qltima equacao pode ser escrita como

Bn Bn—] B Bn—an

An An—l 0 (—1)”(11{12 crrlp

Lembrando que Ag/By = by, obtemos a importante formula

An = (_1)k+1(51a2”'ak
— =by + E ;
k=1

Bn Bk—lBk

desde que b; # 0, B; #0,1 <i<n.

1.2 Polinémios ortogonais e similares

Nesta secao, faremos um breve estudo sobre os polindémios ortogonais e similares
aos ortogonais. Em Andrade [1], encontramos todos os resultados aqui apresentados.

Seja ¢(x) uma funcao real, nao decrescente e com infinitos pontos de aumento em
um intervalo (a,b), —oo < a < b < co. Se 0os momentos

b
e =/ 2"dp(x)

existem para m = 0,1,2,..., d¢(z) é chamada uma distribui¢do em (a,b). Se os mo-
mentos existem para todo m inteiro, d¢(z) é uma distribuicao forte. Se, além disso,
(a,b) C (0,00), dé(x) é uma distribuicao forte de Stieltjes.

8
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1.2.1 Polindmios ortogonais

Entre os polinomios que satisfazem a uma relagao de recorréncia de trés termos
estao os polindomios ortogonais. As aplicagoes desses polinémios a Andlise Aplicada
sao muitas e novas aplicagoes surgem a cada dia.

Definigao 2 Uma seqiiéncia { P,(z)},, de polindmios ortogonais relativamente a uma
distribuicao d¢(x) em um intervalo (a,b), —oo < a < b < 00, pode ser definida por

(7) P,(z) € um polinémio de grau exatamente n, n > 0,

b
(47) / y" P(y)do(y) =0, m=0,1,...,n— 1.
A existéncia dessa seqiiéncia de polinémios depende da condicao

HO 0, n=0,1,2,.

onde H{™ sdo os determinantes de Hankel definidos, para m = 0, 1, +2

,u-m }'"'m—i—l T .um.-!—?l—l

;“'m—{—] Hm—i—? R ﬂm—}-n

H(m} .

Hmin—-1 HMHm4n " Hm+2n-2

onde H' =0e H{™ = 1.
Podemos definir uma segunda seqiiéncia de polinémios, {Qn(z)}.—,, do seguinte
modo:

Qulz) = /: W(iﬂy), n > 0.

Esses sao os polindmios associados que aparecem na teoria dos polinémios ortogo-
nais. E facil mostrar que esses polinomios satisfazem as seguintes relagoes de recorréncia

P?H-l(a") = (1' i 5)71-{-1)31(3:) - '55?1+1R1—1($)= (1'7)

Qn1(z) = (z — .'(:;n+l)Qn(3:) — On1CQn-1(2), (1.8)

para n > 1, com as condigoes iniciais

Bl) = 1, Pi(z) =2— B,
Qlz)=0,  Qin)=pt.

Os polinomios ortogonais possuem muitas outras propriedades interessantes e bons
estudos sobre eles sdo encontrados em Chihara (2] e Szegé [14].

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



1.2.2 Polinomios similares aos ortogonais

A introdugéo do problema forte de momento, veja [5], abriu caminho para o estudo
de polindémios que apresentam propriedades semelhantes as dos polindomios ortogonais.
Este problema pode ser expresso por:

Dado uma seqiiéncia {;Lm}f,f:_oo de numeros reais, sob que condigoes existe uma

medida nao negativa diy)(t) tal que
) b
P =, e = / t"dy(t), =018 T

Jones, Thron e Waadeland [5] resolveram este problema quando (a,b) C (0,c0).
Sri Ranga (13|, usando conceitos de fragdes continuas, resolveu o problema forte de
momento de Hamburger, isto é, quando —oo < a < b < 0.

Vamos, aqui, definir uma seqiiéncia de polindémios similares aos ortogonais ou, sim-
plesmente, polinémios similares, {B,(2)},.,, por

(7) B, (z) é um polinémio ménico de grau exatamente n, n > 0,

b
(11) / t" B, (t)dY(t) =0, m=0,1,...,n— 1,

onde di(t) é uma distribuicao forte de Stieltjes em (a,b).

Uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia dessa seqiiéncia de polinomios
é que

H™£0, n>0 m=0,+1,+2,...,

definidos por (1.6).

Na verdade, podemos demonstrar que, para uma distribui¢ao forte de Stieltjes,
H™ >0,n>0, m=0,41,42,... .

Esses polinomios satisfazem, por exemplo, a relagao de recorréncia de trés termos

Bps+1(2) = (2 = Bry1)Ba(2) — any12Ba-2(2), n > 0, (1.9)

com B_i(z) = 0 e By(z) = 1. Os coeficientes 3, € a,+1, n > 1, podem ser dados em
termos dos determinantes de Hankel (1.6) por

HOvHT
Bngi = —(fiﬁ}}‘ifm’ n>1 (1.10)
n n+1

HO A

H‘J’(t_rl+l)H51:_7;_l} )

Bay1 = n > 0. (1.11)

Do mesmo modo que fizemos para os polindmios ortogonais, podemos definir os
polindmios associados de grau n — 1 por

A4@=£%£@:£ﬂﬁwﬂx n >0, (1.12)

t—=z

com Ag(z) =0 e Ay(2) = .
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L P v . . T . ’ /
E facil ver que o coeficiente do termo de maior grau desses polinomios é p. Eles
também satisfazem a mesma relagao de recorréncia dos polinémios similares, ou seja,

A?H—](Z) - (Z o )'3?1+1)An(z) i Ofn+lz‘4n—1(z)': n 2 13 (113)

com as condigoes iniciais Ag(z) = 0, A;(2) = pg -

A,z

O quociente satisfaz

¥

y ¥
l""ll ;u'n—l 1
e D a Eaig

(1.14)
"—;Lb_bl - ,u,‘fgz sy gl sl g O(z").

Facilmente podemos mostrar esse resultado bastando, para isso, dividirmos (1.12)
por B,(z). Veja Andrade [1] e Sri Ranga [13] para outras propriedades sobre esses
polindmios.

1.2.3 Conexao com fragoes continuas

Faremos, agora, a associagao entre os polindomios ortogonais, e similares aos ortog-
onais, e fragoes continuas. As férmulas de Wallis (1.4) nos levam diretamente a isso.
Se, em (1.3), tomarmos

¢ - i
bl') — 0} a) = [y 7é Da Ap41 = —Qp41 ‘_}é 01 bn =b ﬁn: n 2 1!
obtemos a fragao continua

J“‘g &2 d3 Qp

S T IS (R P amp—

(1.15)

cujo n-ésimo denominador parcial, B, é o polinémio ortogonal P,(x) que satisfaz a
relagao de recorréncia (1.7). A fragao continua (1.15) é conhecida como frac¢ao continua
do tipo Jacobi ou, simplesmente, J-fracao, devido a sua relagao com certos tipos de ma-
trizes conhecidas por matrizes de Jacobi, cujos autovalores sao os zeros dos polindmios
ortogonais a elas associados.

Retornando as férmulas de Wallis, note que os numeradores parciais, A, = Q,(z),
satisfazem a relagao de recorréncia (1.8). Observe, também, que o n-€simo convergente
¢ a razao entre o polinomio associado de grau n — 1 e o ortogonal de grau n.

Vamos obter, agora, a conexao entre os polinomios similares e fragdes continuas.
Retornemos as férmulas de Wallis. Tomando, em (1.3),

by = 0, a = fﬁg} 74 0, Upy1 = —Qnp412 7é 0, ba=2—0n n=1,

obtemos a fragao continua,

14 ;
b (92
z—03 — z— [




Observe que os n-ésimos numerador e denominador parciais sao, respectivamente,
o polinémio associado de grau n — 1, A,(z), e o polinémio similar de grau n, B,(z).
Portanto, eles satisfazem as relagoes de recorréncia (1.13) e (1.9).

Conhecendo-se, pois, as relagoes de recorréncia de polinomios ortogonais ou simi-
lares, é possivel construir a correspondente fragao continua a partir dos coeficientes
dessas relacgoes.

1.3 Aproximantes de Padé

Sejam p,,(2) e g,(z) polinémios de graus m e n, respectivamente, com coeficientes
complexos. Além disso, vamos supor ¢,(z) # 0.
Considere as duas fungoes racionais

) & pm.(z)

an,?l(z q (_y)

Elas serao idénticas se, e somente se, pm(2)qi(2) — ¢u(2)pi(2)
Dada uma série de poténcias formal

F(2) =co+ciz+ 22’ +c32° + -+ (1.17)

e numeros inteiros nao negativos m e n, nosso objetivo, aqui, é encontrar fungoes
racionais R,, ,(2) tais que

Gn(2)F(2) — pm(2) = O (2™"H). (1.18)

Isto significa que a série do primeiro membro inicia-se com o termo de grau pelo menos
m+n+ 1.

As fungoes racionais que satisfazem (1.18) sao os aprorimantes de Padé de F e a
tabela
Ro 2
Ry
Ra

¢ chamada tabela de Padé de F.

Observe que a primeira coluna consiste das somas parciais de F' e a primeira linha,
das somas parciais de 1/F.

Quando os elementos R,,,(z) sdao todos diferentes, os polinémios numeradores e
denominadores sao, respectivamente, de graus m e n exatamente e, além disso, nao
podem ser reduzidos por cancelamento, a tabela de Padé é, entdo, chamada tabela de
Padé normal.
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Pm(2)
) , , . 4n(2)
Pm(2) € qn(2) s@o relativamente primos e de graus m e n, respectivamente, significando
que a série ¢, (2)F(z) — pn(2) inicia-se com o termo de grau m + n + 1. Também é

’

usado para a série de poténcias significando que a correspondente tabela de Padé é
o0

O termo normal é usado para os aproximantes de Padé, R,,.(z)= , onde

normal. A normalidade de uma série de poténcias chzn pode também ser expressa
n=0
em termos dos determinantes de Toeplitz

Cm Cm—1 el Cm—n

Cm+1 Cm ** Cmtl-n

(1.20)

Cm+4n Cm4n-1 °°° Cm

onde ¢, = 0 para k < 0, Tém) =1, m=0,1,2,..., como mostra o teorema a seguir,

cuja demonstracao pode ser encontrada em Gragg [3].
Teorema 1 Um aproximante de Padé R,,, de uma série de poténcias formal
cotcrz+ 4 co # 0,

¢ normal se, e somente se, 0s determinantes

T(m+1)
T

T;Em)-, T(m) T(m+1) e

n—11 n H

sao todos diferentes de zero.

Desse teorema, segue que uma série de poténcias formal e sua tabela de Padé sao
normais se, e somente se,

™ £ 0 para todo m,n =0,1,2,... .
Isto mostra, em particular, que séries de poténcias onde faltam coeficientes, isto é,

2 E . k
pelo menos um ¢, = 0, £ > 1, é nao normal, pois Tl{ ) = Bk

1.3.1 Conexao com fragoes continuas

O resultado abaixo nos mostra como séries de poténcias ou aproximantes de Padé
estao ligados a fragoes continuas, conhecidas como C-fragoes.

Teorema 2 Seja
1+613+C-222+8323+'“ (121)

uma série de poténcias formal tal que seus aproximantes de Padé

Roo(2), Rio(z), Ri1(2), Ra1(2), Raa(2), Raz(z), ...
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sao normais. Entao a série de poténcias (1.21) corresponde uma C-fragao regular

amz

1+1_|_

(1.22)

cujos aproximantes C, satisfazem
C?m = Rm,nn GZm—i—l — Rm,—i—l,nn m = 0! 15 2? il (123)

Para a demonstrac¢do nos referimos a Jones e Thron [4], pag. 191. Vale, também, a
reciproca desse resultado.

Podemos observar que aproximantes consecutivos C, e C,4; da C-fragao formam
“degraus” na tabela de Padé (1.19) da série (1.21).

1.3.2 Tabela de Padé de dois pontos

A tabela de Padé usual interpola apenas uma série de poténcias formal em um
ponto, normalmente z = 0, e esta ligada a fragdes continuas do tipo C-fragao regular.
Vimos que, neste caso, os aproximantes formam “degraus” na tabela de Padé.

As T-fragoes

z 2 z z
l1+diz + 14+doz + 1+d3z + -+ + 1+dpz + ---

(1.24)

introduzidas em 1948 por Thron [15] e minuciosamente estudadas por ele, tém uma
estrutura simples e também correspondem a séries de poténcias. Entretanto, nenhum
dos aproximantes estdo na tabela de Padé (exceto o caso d, = 0 para todo n). Muito
mais tarde descobriu-se que, além da correspondéncia com a série de poténcias

1

co+ciz+esz® — oot ezt 4 oo (correspondéncia em 0),

a T-fragao geral

Fiz Foz F;z F.x

co+ -
" 14+Giz + 1+Goz + 14+Gaz + -+« + 1+G,z +

Fo #0, (1.26)

corresponde, também, a série de poténcias

* *
g ¢ c: = o
= 4 ~;~ + —2,; drovn o= e (correspondéncia no co), (1.27)
z 2?5

*

se G, # 0 para todo n. Sob determinadas condigoes sobre os coeficientes, também vale
a reciproca, isto é, para cada par de séries de poténcias (1.25) e (1.27) corresponde
uma T-fragdo geral (1.26). A interpolagao fornecida pela T-fragdo geral é dividida
entre interpolacao em 0 e oo.

A tabela de Padé de dois pontos (em 0 e oo) é construida a partir de um par
de séries (1.25) e (1.27) de maneira semelhante ao caso de apenas um ponto. Nes-
ta tabela, encontram-se os aproximantes da T-fragdo geral (1.26). Esta surpreen-
dente propriedade das T-fragoes gerais (corresponderem a duas séries de poténcias
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simultdneamente, uma em z = 0 e uma em z = oo0) foi primeiramente observado por
McCabe e Murphy [11]. Eles chamaram sua fragao continua de M-fragio, dadas por

mn NoZ N3z Nm<
1+diz + 14+doz + 14+dgz + --- + 14+d,z +

(1.28)

Mas, M-fragoes sao, essencialmente, T-fragoes.
Denotemos por F'(z) e F*(z) as duas séries (1.25) e (1.27), respectivamente. Entao,

Pmn(2) de (F, F*) é obtido de modo a ajustar,

Gmn(2)
simultaneamente, um determinado nimero de termos (os primeiros) de cada série. Isto

pode ser feito de diversas maneiras. Podemos exigir, por exemplo, que

Pmn(2)F(2) — Gma(2) = O (2™"+1/2)

o aproximante de Padé de dois pontos

. 1
pm.n(z)F (2) A q'""n(z) = (Z(m+n+3)f2)

sem+n+1é par.
Logo, podemos escrever

( ) co+cr1z+ CQZQ T 132 z(m+n-1)/’2 +0 (z(rrl+11+l)/2) 1
mmnm\Z)

pm,n(z) Ca CT C(’!1+?l+1)f2 —(m+n+3)/2
?+§+"'+m+0(z )

Analogamente para o caso m + n + 1 impar.

Veja, por exemplo, (7] para uma defini¢do mais precisa e propriedades sobre a tabela
de Padé de dois pontos. No capitulo 2 veremos a conexio entre polinémios similares e
aproximantes de Padé de dois pontos.




Capitulo 2

O algoritmo Q-D para transformar
expansoes em série em fracao
continua: uma extensao para o caso
de coeficientes nulos

Considere duas expansoes em série de poténcias das formas

Ho [ Ha s
?+§+;+"'+;m+"' (2.1)

—f] = 9% — _§Z — e — ,u_kz"_l — .- (2.2)

onde g, k =0,%1,+2, ..., sdo nimeros reais.

No capitulo 1 vimos que, se ux, k = 0,£1,£2,..., sao tais que os determinantes
de Hankel de ordem n, paran =1,2,3,... e m = 0,£1,+£2,..., s@o nao nulos, entao
existe uma distribuigao forte com relagdo a qual esses coeficientes sdo momentos e,
também, que os polindmios similares B, (z), relativamente a essa distribuicao, existem
paran=0,1,2,... .

As duas séries podem, entao, ser transformadas na fraciao continua correspondente
da forma (1.16), ou seja,

Ho o2 (8 5 ¥ gz

z2=P — 2= — 2—03 — 2—P4 — i:v -

Lembremos que o n-ésimo convergente, que ¢ a razao entre os polindmios A,(z) e
B, (z), satisfaz

(2.3)

An(2) Mo 0¥ a3z
Bp(2) z—01 — z2—f — z—f3 — ... — 2—=0,

Além disso, ajusta os n primeiros termos de cada série, isto é,

] ! 1 /= e
= T TN = +0(z),
Z

:2 E‘i ~T1
—fioy — f9Z — 322 — -+ — pu_p2" 1 + 0 (2).
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pn,n—l

n,n—1
Lembremos que os polinoémios A,(z) e B,(z) satisfazem & mesma relacao de recorréncia
de trés termos (1.13) e (1.9), porém com diferentes condi¢Ges iniciais.

Como vimos, os coeficientes ay. e By, k = 1,2, 3, ..., podem ser expressos como razoes
dos determinantes de Hankel H{™ e, portanto, calculados a partir dos coeficientes das
séries. Mas, se i # 0 para k = 0,£1,42, ..., os coeficientes da fracdo continua podem
ser obtidos por meio das relagoes de recorréncia

r (r+1) (r+1) (r)
(IEL) = /Bn—l +an—1 - Mn-1

Sao, portanto, aproximantes de Padé de dois pontos, , das séries (2.1) e (2.2).

r ]
allii

aS‘”

B

parar = ...,—2,—-1,0,1,2,...en = 2,3,4,..., e com os valores iniciais a&r) =0e
H ] .
;31(’") =—vparar=...,—-2,—1,0,1,2,.... Aqui, al? = a, e B0 = 3,.
Hr—1
Este é o algoritmo Q-D e a tabela dos coeficientes gerados pode fornecer muitas

fragoes continuas que correspondem a duas séries, tanto separada ou simultaneamente
(veja McCabe [9]). Observe que os convergentes de todas as fragdes continuas sio
aproximantes de Padé de dois pontos das séries (2.1) e (2.2). A tabela dos coeficientes
al” e B gerados pelas férmulas (2.5) é dada por

") afd
5 ‘ D) ﬁé )

=3 3
1( ) 23 é )

B2 oD g
g oy gy
0

go 0 g
aé]} ﬁé”

(2)
2

ay?

(_1{23) ﬁés)

4 4 4
B o

e os coeficientes da linha cujos elementos estdo indicados pelo indice superior (r)
fornecem a fragao continua

. oz oy 2 ol

2=p - 2= - 2—-p0 - 2—p7 - -

(2.6)
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que corresponde as duas séries

Hy Hr41 Hr42 Hr43 Hr44
PN ae e A ke v i (2.7)

e e

=l = Mpa9Z = Pp32° — lhy_g2> = Yp_g2t — - (2.8)

do mesmo modo que (2.3) corresponde a (2.1) e (2.2).
Claramente vemos que o algoritmo Q-D néao pode ser usado diretamente S(fuum ou
g
;UT—I
serao definidos. Porém, nao teremos problemas se usarmos o método do determinante.
Neste capitulo, daremos um algoritmo que, quando usado conjuntamente com o
algoritmo Q-D, pode fornecer a fragao continua (2.3) mesmo se existirem coeficientes
nulos em uma ou ambas as séries (2.1) e (2.2).

mais coeficientes da série sao nulos, uma vez que os valores associados a ﬁ}r) = nao

2.1 Calculando uma fracao continua a partir da ou-
tra

Sejam as duas séries de poténcias (2.1) e (2.2) representadas formalmente por F(z)
com, possivelmente, (2.2) sendo a série de MacLaurin de F'(z) em algum disco de raio
nao nulo e, talvez, (2.1) sendo a série assintética.

Seja G(z) uma funcao definida por

K

F(z)_1+z

(2.9)
onde K é um nimero real. Consideremos as seguintes expansoes em série de poténcias
da fungao G(2)

F){O ITI 72 ‘73 ’W\‘—l (2 10)

FTATE TAT R T

. B e B k=1

A gl B gl e — B gl e (2.11)

em z = o0 e z = (, respectivamente. Do mesmo modo que a fra¢do continua (2.3)
corresponde a (2.1) e (2.2), consideremos a fragdo continua abaixo correspondente a

(2.10) e (2.11),
Yo A9z A3Z Az

2.12
Z= 01, — Z—i0g — E—08 — T—i0f — ( )

O n-ésimo convergente desta fragao continua é dado por

Y0 )\22 )\32 /\nz

= 2.1
..—(51 —2—(52~3—6;5—--' —z—ﬁn ( 3)

Sejam os denominadores das fungoes racionais (2.4) e (2.13) polinémios monicos.
Como eles sao de grau n, vamos representé-los, respectivamente, por

Bn(:) T 37' =+ b:':,n',—lzlrl-l -k GEEER bn‘lz = bn,ﬂ (214)
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Dn(z) — Zn + dn.n—lzn_l pEe dn,lz T dn,O- (215)

Sabemos que D, (z) também satisfaz a uma relagao de recorréncia de trés termos da
forma

D?L+1(Z) = (Z - 5?1+1)Dn(z) - /\71+1ZD71——1(Z): (216)

com Dy(z2) =1 e Dy(z) = z — §;, pois é o polindmio denominador do n-ésimo conver-
gente da fragdo continua (2.12).

Das equagoes (2.14) e (2.15) e das relagdes de recorréncia (1.9) e (2.16), obtemos

Bn.(z) < — ﬁn)(zﬂﬂl i bn—l,n—f&znvz G R bn—l,O)

n—2

—pZ ( T b‘-’l 2n— QZR 3 L bn—‘Z.O)

A AT A SRR W)

(2 = (Sn)(zn_l E dn—l,ﬂ—?'zn_z e P dn——l,O)

_/\Jr:.’?:(znm2 -+ dn-—?,n—-Qzﬂ_g B 4 i dﬂ,mQ‘O)

2" dpn 12"+ o+ dny.
Logo,
brn-1 = bn-1n-2 — (Bn + an) Bizict = Bu-tin-g— (0 M) (2.17)
e, facilmente, chegamos que

bn,n—] :—(ﬁl+)62+"'+ﬁn+ﬂ2+ﬂ3+""FCRH)

pn1=—(61+ 02+ + 8 +da+ A3+ -+ Ay).

Concluimos, também, que
nO = [3nbn 1,0 e n 0 = 5?1dn 1,0- (218)

Suponhamos, agora, que existam coeficientes nulos nas séries (2.1) e/ou (2.2), mas
popi—1 # 0. Além disso, suponhamos que o nimero K da equagdo (2.9) seja escolhido
de modo que ndo hajam coeficientes nulos nas séries (2.10) e (2.11). Os coeficientes
dessas duas ltimas séries podem ser facilmente calculados apenas adicionando-se

(l—z%+$—---) —K(l—z+22—z3+---)

o
~

a (2.1) e (2.2), respectivamente.
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Portanto, desses coeficientes, a fracao continua (2.12) pode ser obtida usando-se o
algoritmo Q-D e, entao, podemos calcular os nimeros d,, ,—1 € d,0, n = 2,3,4,...
Agora,

A
F 2} — n
() -5

SN 1
a9 antl 2

onde O (z” ) denota a expansao em série em poténcias em z e — da expressao do
<

b]
zn+1

lado esquerdo das equacoes acima que comecam com z™ e , respectivamente.

A1
~
Subtraindo a ultima equagao da penultima, obtemos

Calz) . Asl(2) K (z“‘ 1 )

i zn—i—l

o B e S

(1+ 2)Bn(2)Cn(2) + KBn(2)Du(2) — (1 + 2)An(2) Da(z) _ . (z” L)
(1 + 2)Bn(2)D,(2) = ) 1 ) -

O numerador da fra¢do acima é um polinémio de grau 2n enquanto que o denomi-
nador tem grau 2n + 1. Logo, concluimos que o numerador consiste de um tinico termo

de grau n, digamos R, z", onde R,, é um nimero real. Para demonstrar isso, vamos es-
2n _ 2n+1

crever o numerador e o denominador, respectivamente, como Y ron;2' € Font12'.
i=0 i=0

Observe que 75,410 é diferente de zero. Entao,

2n 2n
= i i
Z Ton iz Z Ton i< 1 m
i=0 i=0 1
— = Ton il
2n+1 - ~ Z 1,1
n+ 2n+1 t) Ton+1,0

» ; s T2n+1,i =0
- St - : i
Z Ton+1,i% T2n+1,0 (1 s Z ———

i—1 72n+41,0

tl

1—1r
i=0

2n+1 =
Ton41,i

onde -1 <r=— z* < 1 para z suficientemente préximo de zero. Portanto,

i=1 Ton41 0

2n

Z:‘"?n.iz‘ 1 2n ) 2n+1 FZ 1i k
?r:flu = ZTQN.‘:'ZL (_ Z &7? ) O (zn)'

: ";2n.+1 0 =0 o i F2 +1,0 N
~ i v i= k=0 i=1 n+li,
z Ton41,i%
i=1

Comparando, entao, os termos de mesmo grau do segundo e terceiro membros da

3 : : Ton+1,1

igualdade acima, concluimos que 7,0 = 0, | 7on1 + Ton0——— | = 0. Logo, rop; = 0
Ton+41,0

e, assim por diante, chegamos que 75,; =0, i =0,1,...,n — 1.

Procedendo de maneira andloga para x suficientemente grande, concluimos que
roni=0parai=n+1,n+2,...,2n.
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Logo, escrevendo 1o, , = R,, temos

Cn(z)  Au(2) K Haa®
D?l(z) Bn(z) 1+2 N (1 % Z)Bn(z)Dn('Z)

Calz) - "Aale) Bt
i {Dn(z)  Bu(2) B(2)Dn(z)

Substituindo-se n por n + 1 na expressao acima, obtemos

(1+ 2) { Ch+1(2) An+1(3) } L= Rn+13"’+1

b=

Dn+l(z) _ Bn+l(3) B?1+1(Z)Dn+l(z).

Subtraindo-se a pentltima equacao da tiltima e usando-se o resultado (1.5) sobre a
diferenca entre convergentes consecutivos de fragoes continuas, chegamos em

2R, = R, +a +z){ YoA2. - Ang1  floQ2 ... Qg }
B?1+1 (Z)Dn+l(z) Bn(z)Dn(z) Dﬂ‘l‘l(z)D?l(Z) Bn-i—l(z)Bﬂ(z)

L (1+2) { e }

B‘n(z)Dn(z) Dﬂ+1(Z)Dn(z) Bn+1(z)Bn(z)
Untl = Y0A2 - -+ Antl = UnAnt1 (2-19)

Wnal = HOQ2 . . . Qpp] = WrQlntl, (2.20)

com u; = Yo € Wy = po. Assim,

2Rn1Dn(2)Bu(2) = RuBnt1(2)Dnsr(2) + (14 2) [uns1Bnia(2) Ba(2)
(2.21)
'_wn+1D?1+l (Z)Dn(z)] x

O primeiro membro da equagao acima é um polinémio de grau 2n + 1 sem o termo

independente. O coeficiente de z2"*2 no lado direito deve, portanto, se anular. Assim,

Iin = Wn41 — Unp+41- (222)

Analogamente, o termo independente do segundo membro de (2.21) é zero. Logo,

Rnbn-i-l,(}dn+l,0 + u?1+lbn+1,0bn,0 = w11+1dn+1,0dn.,0 ={.

Da equagao (2.22) obtemos, entao,

dl’l b?l
W1 (1 ~7 ‘UU) = (1 = ‘fo) . (2.23)
n+1, n+1,

Igualando-se os coeficientes dos termos de grau 2n + 1 em (2.21) e lembrando que
B,(z) e D,(z) sao moénicos, obtemos

Rn+1 — Rn (dn+l,n = bn+l,n) = (“fH—l - wn—i—l) + Un+1 (bn,n—l + b‘!l+l‘ﬂ.)

—Wn41 (dn‘ﬂ—l + dﬂ+l,n) .
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Finalmente, usando-se novamente (2.22) e substituindo-se n por n — 1, paran 2> 1
obtemos

Wn4+1 — Un+1 = Wy (bn,n.-—l i dn—l,n.—2 - 1) — Up (dn‘n—l - bn—],n.—? - ]-) . (224)

Os valores Any1, Ony Un, dns10 € dnt1n para n = 1,2,3,... sdo conhecidos antes
de iniciarmos a parte do algoritmo que determina os coeficientes da fragao continua
correspondente as séries representadas por F(z).

As equagoes (2.23) e (2.24), usadas alternadamente paran = 1,2, 3, ..., junto com as

equagoes (2.17), (2.18) e (2.19) sdo, entao, suficientes para determmnrmo& a seqliéncia
Ho
ag, Ba, g, B3, ... desejada. Os valores iniciais sao yy = 5 - K.
1 1
A seguir, apresentamos os principais passos do algoritmo descrito nesta secao.

Dados, entdo, os coeficientes pu;, i = 0,%x1,£2, £m, das séries de poténcias formais
(2.1) e (2.2) de F(xz) tais que y = 0 para algum [ # 0, —1, calculemos os coeficientes
aiy1, Biy i =1,2,...,m, da correspondente fragdao continua pelo algoritmo modificado.

[Célculo dos coeficientes v;, i = 0,£1,+2,+m, das séries de poténcias da
fungao modificada G(z).]

Parot = .53,~2,—1,0;1,2,:: « fagd
i =i+ (1)K #0

[Célculo dos coeficientes \; = )\EG), 6 = 6§0), 1=1,2,...,m, da fragcao continua
correspondente a fungao G(z) pelo algoritmo Q-D]

Padtt i ¢=2==1,0, 1,2 o JOCR

)\(lr) =0 e 6%1‘) = =
Ir

Entao, parai=2,3,..., eparar =...,—1,0,1,..., faca

() _ 5 4 At _ g0 ) _ )\wfw Y
1" T r r
T

[Célculo dos coeficientes «;, §;, i = 2,3,..., da fracao continua de F(z)]
550),“»0
vo — K&

wy = Mo, U1 = %o,

bo,—1 =0, do—1 =

ap; =0, By =

Pargs=1.2..« (08

biici = bi—15-2— (o + Bi)
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di_14-2 — (/\50) + 51-(0))
X

~d; o0,

Uip1 + Wi (bij—1 — dic1i—2 — 1) — u; (dij—1 — bim1i—2 — 1)

Uj41
1 —
Wi
Wi41
u;
bi41,0

bg‘(}
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Capitulo 3

Fracoes continuas correspondentes
a séries de poténcias cujos
coeficientes apresentam simetrias

Neste capitulo, considerando as duas expansoes em série de poténcias (2.1) e (2.2),
apresentaremos alguns resultados sobre fragdoes continuas quando os coeficientes das
correspondentes séries satisfazem relagoes da forma

HE = :|:,u,_k_s (31)

para k = 0,1,2,... e s = 0,1,2,... . Veremos, também, que alguns resultados sao
gerais, mas existe uma acentuada diferenca entre os casos s > 3 e s = 0,1 ou 2, e esses
tltimos dependem do sinal que tomamos em (3.1).

3.1 Alguns casos especiais

Tratemos, primeiramente, dos dois casos dados por (3.1) quando s = 1. Tomando,
inicialmente, o sinal menos temos que jux = —p_g—1 parak =0,1,2,... . Logo, as duas
séries sao da forma G . _—

—+—2+?+—4+"'+ L PR

z z z 2

-
o

3 -
;10+;slz+,u2z2 + p3z +---+,u,kz" b e
Substituindo-se z por 1/z nas séries acima e na fragao continua (2.6) com r =0, e,
em seguida, dividindo-se tudo por z, encontramos, respectivamente,
2 3 k )
Po+ 2+ poz + p3z” + oo+ pp2 -0 (3.2)

fo | 1 | Mo | i3 m
—z'-{—;—}-;—l-?‘l‘"""m"%"' (3.3)
Mo/ 2 (J:E,_U)/z ago)/z (xflo)/z

/2" - 1/2=f - 1/2-6 - 1/2-50 - -
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A fragao continua acima também pode ser escrita como

o osgo)z ago)z aflmz

1=g 0= Al e 1= % = 1= B0z I= e

(3.4)

i Ly
Apds algumas manipulagoes simples, lembrando que 6§ Vs 40 eque fr = —fh—k-1,

Hr—1
chegamos a seguinte fragao continua

o (602 (B08) (o) / (8080
1 1

1
T B O] - ‘
1 2

O
3

correspondentes as séries (3.2) e (3.3).
Porém, se construirmos diretamente de (3.2) e (3.3) a correspondente fragio continua,
chegamos em

Lo aéo)z a&o)z aﬁo)z

0 0 0 0
z_ﬁi() i 3_61(2) I z_ﬁi(i) i e i) e e

Comparando as duas fracdes continuas, vemos que 3{®) = —1 para todo n e, portanto,
a fragao continua é da forma

Lo a.(zo) 2 agm z aflu) 2z

okl = ozl s Fefd e Pl | s mws

De maneira andloga, se os coeficientes das séries satisfazem pp = p_—1, para k =
0,1,2,..., entao a fragdo continua é da forma

1o (1’(20)2 ago)z affnz

Fom] = gl = 2=l = F=1 = ven
Chegamos, entao, ao seguinte resultado.

Teorema 3 Se os coeficientes das séries de poténcias (2.1) e (2.2) satisfazem . =
+u 1, k=0,1,2,..., entao os coeficientes da tabela o — 3 satisfazem as relagoes

1 (=r)
(r): —] ? ln’:]'}2$3!"' a(r):#j n:2)3:4;-.. (3.
n ,61{1 ) n 67(1 r}ﬁ( _7-1)

paray =0,1,2,.., .

A obtencao desses resultados é semelhante aos casos gerais que daremos mais tarde
neste capitulo .

Um exemplo do primeiro desses dois casos simples é a fungao O algoritmo

1
Vv1+ 22
Q-D nao pode ser usado diretamente para se obter a fracdo continua acima pois ambas
as expansoes em séries de poténcias dessa funcao tém coeficientes nulos. Porém, o
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algoritmo modificado que apresentamos no capitulo 2, pode ser usado. Este exemplo
serd feito em detalhes no capitulo 4.

Vejamos, agora, o caso especial puy = p_x—o para k = 0,1,2,... . Se novamente
substituirmos z por 1/z nas séries (2.7) e (2.8) e na fragao continua (2.6), e dividirmos
os resultados por z, apds alguns cdlculos simples chegamos a fragao continua

peoy (082)/(8787)  (a2) / (87657)
1 1 1
z— = z— —= Z——=
G ) G
correspondente as séries

Hr—1 Mr—2 = Hp_3  Ur_4
g
z z 2 2

(3.6)

2 3 4
—Hr = Hr1%2 — Hrg22 — Hrg32 = fpgq2 — 00t

A fracao continua

[ as Y, oy Y, a2

_ i—r—l) o s é—r—l) = 2-—;’3&4_]) _ z_ﬁgmr—l) _

(3.9)

z

corresponde as séries

z+32+z3+z4+25+'

b e 2= L_p —r -
H—r—1 H—r f +1 H—r+2 H—r+43 . (3‘10)
Pt = P8 = PpdZ = Pp§Z = ey g2t — . (3.11)

Mas, como puy, = pt_r_o para k = 0,1,2,..., as séries (3.7) e (3.8) sdo, respectiva-
mente, idénticas as séries (3.10) e (3.11). Segue, entdo, que as fragdes continuas (3.6)
e (3.9) sdo idénticas. Logo,

-, 3 n=1.2.8:::

n !(t_-,-.__l)r
(3.12)
parar=10,1,2::. «
Um exemplo para este caso é fornecido pela fungdo arccot(z). As observagoes que
1
V1+ 22
para este caso, uma vez que hd coeficientes nulos em ambas as séries. Veja [12] para

uma discussao sobre este exemplo. No proximo capitulo, também calcularemos a fragao
continua para este exemplo aplicando a modificacao do algoritmo Q-D.

fizemos acima para a expansao em fracao continua para também se aplicam

De maneira analoga, podemos tratar os préoximos dois casos: pr = £u—_k. Quando
tomamos o sinal de mais (+) encontramos que
—r+1
o+
gC=r+D) g(=r+1)”
Mn

Mn-1

n=2234 .

. 1
16:(1) - ﬁ(—ﬂ-l)! n=123,... a?(:) =

n

(3.13)




parar=20,1,2..

Em todos os casos tratados até aqui todos os elementos de uma linha da tabela a—f
estdo relacionados com o correspondente elemento verticalmente acima ou abaixo dele
de uma outra linha por relagées da forma (3.5), (3.12) ou (3.13). A linha de simetria
da tabela, isto é, a linha que divide as duas partes da tabela que estao relacionadas
por (3.12), por exemplo, passa através da linha formada pelos coeficientes o, B
e os coeficients o™V, (-1, Para (3.13), a linha passa entre as duas linhas da tabela
formadas pelos coeficientes o), B e os coeficientes a(l), AV.

Nosso 1ltimo caso especial indica o que acontece quando px = p—_g—s, para s > 3,
e [y = —[l_r_s Para s = 2, que trataremos na proxima segao. Consideremos, entao,
0 caso px = —ji_k. Procedendo do mesmo modo que os casos anteriores, chegamos ao
seguinte resultado.

Teorema 4 Considere as séries de poténcias (2.1) e (2.2). Se os coeficientes satis-
fazem pup, = —p_x, k=0,1,2,..., entdo, para T =2,3,4,..., obtemos

1

B’ = —=myp  n=Ll2...,r-1 (3.14)

a,(—r+1)

() o ;
@, = W, n = 2,3._...,'." — 1. (315)
n 1

Observe que somente alguns elementos de uma linha estao relacionados com o cor-
respondente elemento de outra linha e ndao todos como nos casos anteriores.

Um argumento diferente do usado até aqui mostra que (3.15) também é verdadeiro
para n = r. Este argumento serd mostrado na segdo seguinte. Portanto, os elementos
que estdo relacionados entre si formam “degraus” na tabela a — 3 como mostramos
abaixo.

—4 y — 4 =
i G

-3 : -3 : =3
ﬁi - é ) { 3(} )

ﬁg_Z) v 2_' 3 ;8:(1_2)

-1) (-1 =1
P of B | A W

3O Y g 3O
B
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3.2 O caso geral

Nesta secao, daremos as propriedades das fragoes continuas cujos coeficientes das
correspondentes séries formam essas seqiiéncias em forma de “degraus” mostradas na
tabela acima.

Teorema 5 Se nas expansoes em série de poténcias (2.1) e (2.2) os coeficientes satis-
fazem
Bk = H—k—s; k= D: 11 2! s g B2 3! (316)

entao, os coeficientes da tabela o — 3 satisfazem

1

(—r—s+1)?
n

g n=1,238,...,r

(—r—s+1)
an

(r) "
a, {3(_'"_”"'”,6‘(""“1)’ =123 P % L
M

n—1
Demonstracao: Para s > 3, sejam os coeficientes das séries de poténcias satisfazem
(3.16). Com esta relagao entre os coeficientes, as séries (3.7) e (3.8), que correspondem
a fracao continua (3.6), se tornam, respectivamente,
H—r—s+1 H—pr—542 H—r—s43 H—r—s+4 H—s H-1 H-2 1
> T ~2 37 23 + 24 T + o7 zr+1 ZT+2 + (3 7)

e

—H—p—s — Pr_35-12 — .pU»—-r—s—QzQ ey P‘J—r—s-333 = ;{’:——r—s—-‘lz4 e ey (318)

Os primeiros 7 termos de (3.17) sdo os mesmos r termos da série

He—r—s+1 H—r—s42 Her—5+43 H—r—s+4 H—s H—s+1 H—s+42 ity (319)

s + R

= 22 23 24 2T Zr+l 2T 42

e a fracao continua que corresponde a (3.19) e (3.18) é dada por

(—r—s+1) (—r—s+1) (—r—s+1)
H—r—s+1 Qg z Q3 < oy z

, . —r—g e (320)
g AR, gl o posgltE ) gL g

Os primeiros r quocientes parciais dessa fragdo continua devem ser idénticos aos
primeiros r quocientes parciais de (3.6). Logo,

1

Ii?,(:.) m, n= l.} 2, 3, R iy (321)
Is n—-‘r E

(.rgl_"—sﬂ ) 25
H(—r—s-{-l) (—r—s+1)? n= 2! 3: eyt (3 )
e n—1

oy
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A relacgao (3.17), entretanto, também vale para n = r + 1 pela seguinte razao (aqui

mostraremos o argumento citado ao final da segao anterior).

O coeficiente a-fszl pode ser expresso, usando-se a primeira relagdo em (2.5), por

ol = ofr+) 4 g+ — g,

Agora, observe que as trés parcelas que aparecem do lado direito estdo todas na
parte da tabela a — 3 em que (3.21) e (3.17) valem. Logo,

" _ le,(,_"_s) N 1 1
61(‘_?._3}/3}::_3} ﬁ?(_—r—s) ﬁi—r—s+l)

Qrp1 =

ou, usando-se agora a segunda relagao em (2.5),

r) aq{p—r—s+l) 1 1
ﬁi("—r—si-l)ﬁi(.—r—s) + 65—,-—3) - ;(-—r—s+l)'

Cl"r'+1 et

Aplicando-se novamente a primeira regra de (2.5), obtemos

(—r—s+41)

(r _ !
Qpy1 = 3(_7.__‘;+1) 8(-—7‘—-.‘;-}-1) . (323)
Mr Mr+1

Observe que, enquanto (3.17) é uma relagao reciproca (do mesmo modo que (3.21)
claramente também o é), a relagido
(=r—s+1) CY1(~121
Qi :—(';_')'—(';)—', n:2,3,...,r,
T ﬁr+1
néo é a reciproca de (3.23). Podemos mostrar isto matematicamente. Porém, o seguinte
argumento também demonstra este fato.

Se a relagao dada acima e (3.23) fossem relagoes reciprocas, devido a funcao que
os numeradores parciais exercem na correspondéncia da fracao continua com as duas
séries, isto implicaria que os (r + 1)—ésimos termos de (3.17) e (3.19) seriam necessari-
amente idénticos, e eles nao o sao. Isto conclui a prova do teorema. -

As relagoes (3.21), (3.17) e (3.23) também valem se os coeficientes das séries de
poténcias satisfazem pp = —p_p—s, £ = 0,1,2,..., com o caso s = 2 incluido. A
demonstragao é analoga a que acabamos de mostrar para o caso py = fi_k—s, § > 3.

Os coeficientes que estdo relacionados por (3.21) e (3.17) sao aqueles localizados na
parte da tabela e« — 8 acima da linha superior e abaixo da linha inferior em forma de
escada, como mostramos a seguir.
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Capitulo 4

Exemplos

Neste capitulo, ilustraremos o algoritmo dado no capitulo 2 utilizando fungoes cujos
coeficientes das expansoes em série de poténcias apresentam tanto as simetrias dadas
no capitulo anterior como coeficientes nulos.

1
V14 22

Para esta fun¢ao, as duas expansoes em série de poténcias sao dadas por

4.1 A funcao F(z) =

1 1 1 3 5

. e e FL o e (&)

2 4 e .6
s e R (4.2)

V1422 2 8 16
Neste exemplo, ha coeficientes nulos em ambas as expansoes em séries de poténcias
e, portanto, o algoritmo Q-D nao pode ser usado para se obter a fracao continua
correspondente. Embora ela possa ser obtida facilmente por outros meios, usaremos
esta fungao para ilustrar o algoritmo modificado. Fazendo K = 2 obtemos as expansoes

em série

(4.3)

2—22+222 -228 4220 — ... (4.4)

da funcao

Subtraindo, agora, (4.3) e (4.4), respectivamente, das séries (4.1) e (4.2) acima,

obtemos

Yz dig 2 13

+ i
z 22 223 A 8

522 . 1324
—1422— —+22° -
2y g 8

que sao as expansoes desejadas, ja que nao ha coeficientes nulos.
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Observe que os coeficientes das duas séries de poténcias acima satisfazem a simetria
Y=k = Vk—1, !‘b:1,2,3 !

Logo, as séries sao, respectivamente, das seguintes formas

Co+ G2+ G2+ G2+ G2 =1y

Como consequéncia desta simetria, quando usamos o algoritmo Q-D somente metade
dos elementos A" e 6{") precisam ser calculados. Isto, porque sabemos que
1 ,\(r)

oL = A=) = , r=0,1,2,... .
(511 5(")5("’) ¥

n—1
Encontramos que 6, = 6’ = —1 para todo n e, assim, a correspondente fracio
continua tem a forma

)\22 )\32
z+1 — z+1 — -+

il 0 i b
Os coeficientes do numerador A\ = A? bodem ser expressos explicitamente em
k
termos de k e sao dados por

4k —T7 4k + 1

Aok = @k —3) Aok+1 = 1— Aok = 5k —3)’

com A\ = —1.
A fragao continua para F(z) = —— é, entao, obtida pelo algoritmo do capitulo
2 e é dada por
1 - 2 22 z/2 z/2 z/2
Vi+22 241 — 241 — 241 — 241 — 241 — 241 — «-v -

Esta fracdo continua pode ser obtida por outros meios, veja Murphy [12], onde ela
e algumas aplicacoes sao discutidas.

4.2 A fungao F(z) = arccot(z)

A fungio arccot(z), cot™!(z), tem as seguintes expansdes em série de poténcias:

1
— k— - ..
Sk ey SUMC ES S )

|z| < 1. (4.6)
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Como no exemplo anterior, essas duas séries apresentam coeficientes nulos e a fragao
continua da forma (2.3) pode ser obtida pelo algoritmo Q-D modificado dado no
capitulo 2. Neste exemplo, também poderemos explorar, a nosso favor, a simetria
parcial entre os coeficientes das duas expansoes em série da funcao modificada

que sao dadas por
1 2

e

m "
— =2 =222 4 —
(2 )+Z "3

Essas duas séries sao das formas

o P T R
Z g5

e

, o . 3 ; k
) R — o — kWi — i

Isto &, 7 = Ypa, b =0,1,2,..: ;
Como conseqiiéncia, os elementos gerados pelo algoritmo Q-D para tais séries satis-

fazem

(-r—1)
50 by oy r=12,... (4.7)

b s Anl = e
{5( 1) 5( 1)5}(l 1)

n n-—1

como vimos no capitulo anterior.
Portanto, na tabela dos coeficientes,
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aqueles que estdo acima da linha podem ser expressos em termos daqueles que estao
abaixo, e vice-versa.
O algoritmo Q-D, abreviado pelo uso de (4.7), pode agora ser usado para obtermos

a fragdo continua para a funcao arccot(z) — Tis A fracao continua para arccot(z) é,
z

entao, obtida e abaixo fornecemos os coeficientes dos dez primeiros convergentes.

=1 B = —0.6366197724
as = 0.6366197724 B> = —1.070461461
ag = 0.5468626849 B3 = —1.021048760
ay = 0.5197242291 B4 = —1.007543872
as = 0.5101710861 Bs = —1.003285499
ae = 0.5061199276 B = —1.001691558
a7 = 0.5040866744 B7 = —1.000985436
ag = 0.5029242687 Bs = —1.000623423
a9 = 0.5021889793 By = —1.000394789
a0 = 0.5016364377 B0 = —1.000087202

Os calculos acima e no exemplo da se¢ao anterior foram feitos com o auxilio do
software MAPLE e os coeficientes sao precisos até a sétima casa decimal.
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