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Neste trabalho, considerando as duas expansões em série de potências

to mm, 2 Hk

ua = poa o posa? msn pag se,
apresentamos um algoritmo para se obter a fração contínua correspondente, simul­
taneamente, às duas séries dadas acima, quando existem coeficientes nulos em uma ou
ambas as séries. Ele é baseado no algoritmo Q­D e, primeiramente, obtém a correspon­
dente fração contínua para duas outras séries relacionadas com as primeiras e, então, a
transforma na fração contínua desejada. Além disso, quando os coeficientes das séries
satisfazem ur, = tu­x—s para k=0,1,2,...e s > O, obtivemos certas propriedades de
simetria recíproca entre os coeficientes da fração contínua. Dois exemplos são dados
para ilustrar o algoritmo e, também, as propriedades de simetria.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, faremos uma breve apresentação sobre frações contínuas, polinômios
ortogonais e similares e aproximantes de Padé que serão úteis ao bom entendimento
do trabalho. Além disso, faremos, também, uma conexão entre esses conceitos. Os
resultados aqui apresentados são encontrados nos textos clássicos sobre o assunto.

1.1. Frações contínuas
Os conceitos e resultados apresentados nesta seção podem ser encontrados em Chi­

hara [2]. Em Lorentzen e Waadeland [6] e Wall [16] há bons estudos sobre o assunto.
Sejam fantn2, E (ôntr2, Sequências de números complexos e

CO =

a =

Ca

An
+

br

Ch, é chamado de n­ésimo convergente (ou aproximante) da fração contínua (infinita)
a

bo +” As : (1.2)
TO
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Além da expressão acima, há outras maneiras de se denotar frações contínuas. Neste
trabalho, devido ao espaço que a expressão anterior ocupa, vamos adotar a seguinte
notação

a) a2 az an
bo + — — — —bi + ba + bag + + b +

E evidente que certos convergentes podem ser indefinidos. Por exemplo, Ca não tem
sentido se by ba = —as2. Apesar disso, podemos ainda desejar considerar a correspondente
fração contínua. Portanto, vamos definir o seguinte.

(1.3)

Definição 1 A fração contínua (1.3) é convergente para um valor K (finito) se no
máximo um número finito de convergentes Cr, é indefinido e

lim C, = K.
N*O0O

Caso contrário, a fração contínua é divergente.

Se a fração contínua converge para K, escrevemos
a a Anbo + — 2 = K.di + da Fes + b +

Isto envolve a mesma ambiguidade que ocorre com séries infinitas quando escrevemos
> an=5, de modo que > ar, denota ambos, a série e a soma.

1.1.1. Fórmulas de recorrência

De (1.1), temos que
An

Cr = Br n=0,1,2,...,

onde
Ao = bo, Bo =1,
Ar =hobi +a, B=h
As = bob1 bo + boas + abs, Bs = biba + ao,

e, em geral, À, e Br são polinômios em a;, bj.
Agora, coloquemos

A = br Ao + aÃ, onde A, = l,
Bb, = b; Bo + a1B1, onde Ba. = O,

Suponha que, para algum n > 1,

Ar = br Ana + anna, onde Ar = 1l,
(1.4)

Br bn Bn=1 + an Bn—o, onde B.7 =O0.
" : as dn,Então, como Cn41 pode ser obtido de C, substituindo­se br, por bz, +o podemos

escrever
A ”

nn

Cn1 = =+12 Buri Bs
7
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(er + E) AÁn­l + an Anabn+1

na (bn+1An + an+1Án­i) .

Exatamente do mesmo modo, obtemos

Por indução segue, então, que se b; £ 0, 1 > 1, as fórmulas (1.4), primeiramente
estabelecidas por Wallis em 1655, são válidas para n > 1.

A, e Br, são chamados de n­ésimo numerador parcial e n­ésimo denominador parcial,
respectivamente, da fração contínua (1.3).

Se multiplicarmos a primeira equação em (1.4) por Br, e a segunda por An1,
exatamente do mesmo modo como se deduz a Identidade de Christoffel­Darboux para
os polinômios ortogonais, obtemos

An Bn1 = Br Ann = dn [An­1Bn­o = Brn—1An­2] .
Portanto,

AnBn—1 — BrAn: = (—1)"0102 + an, n> Il.
A última equação pode ser escrita como

An Ana  (1)"nas:ccan
[5 Bn1 " Bn—1Bn

Lembrando que Av/Bo = bo, obtemos a importante fórmula

An * (1) Hqgaz:ccar— =bo+)YX
k=1B. Br—1Br '

desde que b; £0, B 20, 1<i<n.

1.2 Polinômios ortogonais e similares
Nesta seção, faremos um breve estudo sobre os polinômios ortogonais e similares

aos ortogonais. Em Andrade [1], encontramos todos os resultados aqui apresentados.
Seja Q(r) uma função real, não decrescente e com infinitos pontos de aumento em

um intervalo (a, b), —o0o <a <b < oo. Se os momentos
b

nf, = f 1" dé(x)
existem para m = 0,1,2,..., dé(r) é chamada uma distribuição em (a,b). Se os mo­
mentos existem para todo m inteiro, dé(r) é uma distribuição forte. Se, além disso,
(a, b) & (0,00), dé(r) é uma distribuição forte de Stieltjes.

8
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1.2.1. Polinômios ortogonais
Entre os polinômios que satisfazem a uma relação de recorrência de três termos

estão os polinômios ortogonais. Às aplicações desses polinômios à Análise Aplicada
são muitas e novas aplicações surgem a cada dia.

Definição 2 Uma sequência ( Pn(x))­., de polinômios ortogonais relativamente a uma
distribuição dé(x) em um intervalo (a, b), —s0o <a < b < co, pode ser definida por

(1) Pn(r) é um polinômio de grau exatamente n, n > O,

b

(e) fp)=0,m=01,...,n=1.
À existência dessa sequência de polinômios depende da condição

HOZO0, n=0,12...,

onde H(" são os determinantes de Hankel definidos, para m = 0, +1,+2,...

lim Blm+1 cccoo lmannHt

tm+1 lm+2 *+* lim+n

Um+n=1 lm+n

onde nO =0e HS” = 1.
Podemos definir uma segunda sequência de polinômios, (Qn(r)).­o, do seguinte

modo:

Qn(a)=/ FRED a ), n>O.
Esses são os polinômios associados que aparecem na teoria dos polinômios ortogo­

nais. E fácil mostrar que esses polinômios satisfazem às seguintes relações de recorrência

para n > 1, com as condições iniciais

Pi(x) = 1— Ê,
Q1(x) = nf.

Os polinômios ortogonais possuem muitas outras propriedades interessantes e bons
estudos sobre eles são encontrados em Chihara [2] e Szegó [14].
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1.2.2. Polinômios similares aos ortogonais
A introdução do problema forte de momento, veja [5], abriu caminho para o estudo

de polinômios que apresentam propriedades semelhantes às dos polinômios ortogonais.
Este problema pode ser expresso por:

Dado uma seqiência (limlbr="­oo de números reais, sob que condições existe uma
medida não negativa dv (t) tal que

b

im =nt= dO), —m=0,21,22...?

Jones, Thron e Waadeland [5] resolveram este problema quando (a,b) C (0,00).
Sri Ranga [13], usando conceitos de frações contínuas, resolveu o problema forte de
momento de Hamburger, isto é, quando —oo <a <b < co.

Vamos, aqui, definir uma sequência de polinômios similares aos ortogonais ou, sim­
plesmente, polinômios similares, (1Bn(z))k>,, por

(1) Brn(2) é um polinômio mônico de grau exatamente n, n > O,

b

(ii) " E rtmB (Pdv(t)=0,m=0,1,...,n—1,
onde dy(t) é uma distribuição forte de Stieltjes em (a, b).

Uma condição necessária e suficiente para a existência dessa sequência de polinômios
é que

HMZ0, n>0,m=0,41,22...,
definidos por (1.6).

Na verdade, podemos demonstrar que, para uma distribuição forte de Stieltjes,
HM >0,n>0, m=0,41,42,....

Esses polinômios satisfazem, por exemplo, à relação de recorrência de três termos

Bnn1(2) = (2 — Bn+1)Bn(2) — ann12Bn—2(2), n>O, (1.9)

com B..1)(2) = 0 e Bo(2) = 1. Os coeficientes À, e an41, 17 > 1, podem ser dados em
termos dos determinantes de Hankel (1.6) por

—n —n+lAREA
Ant+1 =

n
(—n) r1(—n)Has Hm

n>0O. (1.11)Ôn+1 = —n+1 nnAMO AÇÃO
Do mesmo modo que fizemos para os polinômios ortogonais, podemos definir os

polinômios associados de grau n — 1 por

Ana) = [ZÉ, no, (1.12)
t—z
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E fácil ver que o coeficiente do termo de maior grau desses polinômios é ma Eles
também satisfazem à mesma relação de recorrência dos polinômios similares, ou seja,

Anvi(2) = (2 — Bn+41) An(2) — an+12ZAna1(2), n>1, (1.13)

com as condições iniciais Ap(z) = 0, A1(2) = ué.
An(z)
Br(2) satisfazO quociente

v v v 1PA E+o + ro =)Z PÁ rÁ zZ (1.14)

—u*, — noz —­e Mai + O(2”).

Facilmente podemos mostrar esse resultado bastando, para isso, dividirmos (1.12)
por Br(z). Veja Andrade [1] e Sri Ranga [13] para outras propriedades sobre esses
polinômios.

1.2.3 Conexão com frações contínuas
Faremos, agora, a associação entre os polinômios ortogonais, e similares aos ortog­

onais, e frações contínuas. As fórmulas de Wallis (1.4) nos levam diretamente a isso.
Se, em (1.3), tomarmos

bo = 0, a = né É 0, An+1 = Anil É 0, br = 1—­ ÊÔn, n> l,
obtemos a fração contínua

(1.15)

cujo n­ésimo denominador parcial, Br, é o polinômio ortogonal P,(xr) que satisfaz à
relação de recorrência (1.7). A fração contínua (1.15) é conhecida como fração contínua
do tipo Jacobi ou, simplesmente, J­fração, devido à sua relação com certos tipos de ma­
trizes conhecidas por matrizes de Jacobi, cujos autovalores são os zeros dos polinômios
ortogonais a elas associados.

Retornando às fórmulas de Wallis, note que os numeradores parciais, Ar = Qn(T),
satisfazem à relação de recorrência (1.8). Observe, também, que o n­ésimo convergente
é a razão entre o polinômio associado de grau n — 1 e o ortogonal de grau n.

Vamos obter, agora, a conexão entre os polinômios similares e frações contínuas.
Retornemos às fórmulas de Wallis. Tomando, em (1.3),

b=0, a =nt zo, An+1 = An41zO, bi=z­O, n>L,
obtemos a fração contínua,

uz aAsz aAazz aAnZz

zm — z—­Ba = z­ Bagno 2 zo Bee
11
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Observe que os n­ésimos numerador e denominador parciais são, respectivamente,
o polinômio associado de grau n — 1, An(z2), e o polinômio similar de grau n, Br(z).
Portanto, eles satisfazem às relações de recorrência (1.13) e (1.9).

Conhecendo­se, pois, as relações de recorrência de polinômios ortogonais ou simi­
lares, é possível construir a correspondente fração contínua a partir dos coeficientes
dessas relações.

1.3  Aproximantes de Padé
Sejam pr(z) e qn(2) polinômios de graus m e n, respectivamente, com coeficientes

complexos. Além disso, vamos supor qgr(z) É O.
Considere as duas funções racionais

Elas serão idênticas se, e somente se, pr(2)ga(2) — qn(z)DA(z)
Dada uma série de potências formal

F(z) = eo+taz+cor+cÔ+ (1.17)

e números inteiros não negativos m e n, nosso objetivo, aqui, é encontrar funções
racionais Rm n(2) tais que

qn(2)F(20) ­ pmn(20) = O (amina) : (1.18)

Isto significa que a série do primeiro membro inicia­se com o termo de grau pelo menos
m+n+1.

As funções racionais que satisfazem (1.18) são os aprorimantes de Padé de F ea
tabela

é chamada tabela de Padé de F.

Observe que a primeira coluna consiste das somas parciais de F' e a primeira linha,
das somas parciais de 1/F.

Quando os elementos Rr n(2) são todos diferentes, os polinômios numeradores e
denominadores são, respectivamente, de graus m e n exatamente e, além disso, não
podem ser reduzidos por cancelamento, a tabela de Padé é, então, chamada tabela de
Padé normal.
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— Pm(z)
qn(z)

Pm(z) e qn(2) são relativamente primos e de graus m e n., respectivamente, significando
que a série gn(2)F(z) — pn(z) inicia­se com o termo de grau m+n+1. Também é
usado para a série de potências significando que a correspondente tabela de Padé é

OO

O termo normal é usado para os aproximantes de Padé, Rmn(z) , onde

normal. À normalidade de uma série de potências Sent” pode também ser expressa
n=0

em termos dos determinantes de Toeplitz

(1.20)

Cnt+n Cm4+n=1 **O em

onde c, = O para k < O, TIM = 1], m=0,1,2,..., como mostra o teorema a seguir,
cuja demonstração pode ser encontrada em Gragg [3].

Teorema 1 Um aproxrimante de Padé Rm de uma série de potências formal
2Ccot+ceiz+cZÍtioo, co É O,

é normal se, e somente se, os determinantes

Tm, Tm, qem), To)no

são todos diferentes de zero.

Desse teorema, segue que uma série de potências formal e sua tabela de Padé são
normais se, e somente se,

TM zo para todo m,n = 0,1,2,... .

Isto mostra, em particular, que séries de potências onde faltam coeficientes, isto é,
pelo menos um cx, = O, k > 1, é não normal, pois TO = Ck.

1.3.1. Conexão com frações contínuas
O resultado abaixo nos mostra como séries de potências ou aproximantes de Padé

estão ligados a frações contínuas, conhecidas como C­frações.

Teorema 2 Seja
l1+cez+cz +egiA+oo (1.21)

uma série de potências formal tal que seus aprorimantes de Padé

Roo(2), Ri o(2), R1(2), Ra1(2), Roa(z), Ra2(2), ..
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são normais. Então à série de potências (1.21) corresponde uma C­fração regular
az az

14+ <=D+ 1 + (1.22)

cujos aproximantes C, satisfazem

Com = Rm,m, Com+1 = Rm+im, m= 0, l, 2, e... (1.23)

Para a demonstração nos referimos a Jones e Thron [4], pag. 191. Vale, também, a
recíproca desse resultado.

Podemos observar que aproximantes consecutivos C, e Cn41 da C­fração formam
“degraus” na tabela de Padé (1.19) da série (1.21).

1.3.2 Tabela de Padé de dois pontos
A tabela de Padé usual interpola apenas uma série de potências formal em um

ponto, normalmente 2 = O, e está ligada a frações contínuas do tipo C­fração regular.
Vimos que, neste caso, os aproximantes formam “degraus” na tabela de Padé.

As T­frações
z z z z

l1+diz + 14+doz + 14+dãz + .. + l4+diçz + ess
(1.24)

introduzidas em 1948 por Thron [15] e minuciosamente estudadas por ele, têm uma
estrutura simples e também correspondem a séries de potências. Entretanto, nenhum
dos aproximantes estão na tabela de Padé (exceto o caso di, = O para todo n). Muito
mais tarde descobriu­se que, além da correspondência com a série de potências

Co+azIeaz e c+ezgo Ae, (correspondência em O), (1.25)

a T­fração geral

Fiz Faz Faz F,z
1+Giz + 14+Gz + 14+G37 +. + l+Giz +

co + F,X%0, (1.26)

corresponde, também, à série de potências

(correspondência no co), (1.27)

se Gr, £ O para todo n. Sob determinadas condições sobre os coeficientes, também vale
a recíproca, isto é, para cada par de séries de potências (1.25) e (1.27) corresponde
uma T­fração geral (1.26). A interpolação fornecida pela T­fração geral é dividida
entre interpolação em O e co.

A tabela de Padé de dois pontos (em O e co) é construida a partir de um par
de séries (1.25) e (1.27) de maneira semelhante ao caso de apenas um ponto. Nes­
ta tabela, encontram­se os aproximantes da T­fração geral (1.26). Esta surpreen­
dente propriedade das T­frações gerais (corresponderem a duas séries de potências
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simultâneamente, uma em z = O e uma em 2 = co) foi primeiramente observado por
McCabe e Murphy [11]. Eles chamaram sua fração contínua de M­fração, dadas por

(x) naz naz nnz (1 28)
1+diz + l1+daz + l14+daz +... + l4+dhz + e

i

Mas, M­frações são, essencialmente, T­frações.
Denotemos por F'(z) e F*(z) as duas séries (1.25) e (1.27), respectivamente. Então,

o aproximante de Padé de dois pontos Pri) de (F, F*) é obtido de modo a ajustar,
Im,n(zZ)

simultaneamente, um determinado número de termos (os primeiros) de cada série. Isto
pode ser feito de diversas maneiras. Podemos exigir, por exemplo, que

Pmnl)F(2) ­ qmn(2) = O (zmin+o/2)

.
1Pmnl2)F'(2) = qunl2) = O (rrrsaa

sem+n+lé par.
Logo, podemos escrever

Co + cz + c222 + +++ Comano)/2 2MTITID/2 + O (20mtnto/2),
Imn(z) —
m,nlZ o. e Cc e (m+nPmanlz) IE oo + O (2 MA)."” z(m+n+1)/2

Analogamente para o caso m + n + 1 ímpar.
Veja, por exemplo, [7] para uma definição mais precisa e propriedades sobre a tabela

de Padé de dois pontos. No capítulo 2 veremos a conexão entre polinômios similares e
aproximantes de Padé de dois pontos.
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Capítulo 2

O algoritno Q­D para transformar
expansoes em série em fração
contínua: uma extensão para o caso
de coeficientes nulos

Considere duas expansões em série de potências das formas

Ho HH Ha Hk

UU pagos ugdoro. (2.2)
onde ur, k = 0, 1, +2,..., são números reais.

No capítulo 1 vimos que, se ur, k = 0,+1,+2,..., são tais que os determinantes
de Hankel de ordem n, para n = 1,2,3,...em =0,+1,+2,..., são não nulos, então
existe uma distribuição forte com relação à qual esses coeficientes são momentos e,
também, que os polinômios similares Br (2), relativamente a essa distribuição, existem
para n = 0,1,2,... .

As duas séries podem, então, ser transformadas na fração contínua correspondente
da forma (1.16), ou seja,

Ho aAsz aAazz AZ

zh = zo zo za ee

Lembremos que o n­ésimo convergente, que é a razão entre os polinômios An(z) e
Brn(z), satisfaz

(2.3)

An(z) lo az a3z anzZ

Bn(2) z­& — 2 — Da —= z— ls — 1. — z— On |
Além disso, ajusta os nº primeiros termos de cada série, isto é,

Mo Rm 12 lin—1 —n—1Tra tRFTOT ­. +Of(z ),
UU uso count +O(2).

16
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São, portanto, aproximantes de Padé de dois pontos, ==! das séries (2.1) e (2.2).
n,n—1

Lembremos que os polinômios A, (2) e Br(2) satisfazem à mesma relação de recorrência
de três termos (1.13) e (1.9), porém com diferentes condições iniciais.

Como vimos, os coeficientes a e Br, k = 1,2,3,..., podem ser expressos como razões
dos determinantes de Hankel H$ e, portanto, calculados a partir dos coeficientes das
séries. Mas, se u, É O para k = 0, 1, +2,..., os coeficientes da fração contínua podem
ser obtidos por meio das relações de recorrência

a = APPA,n n—l nl

(2.5)
r r—l6 = ADE

n ar)

parar =...,— 2,—1,0,1,2,... en = 2,3,4,..., e com os valores iniciais of = 0e
BM = si para r=,...,—­2,—1,0,1,2,.... Aqui, a(O = a, e BO = B,.

r—l

Este é o algoritmo Q­D e a tabela dos coeficientes gerados pode fornecer muitas
frações contínuas que correspondem a duas séries, tanto separada ou simultaneamente
(veja McCabe [9]). Observe que os convergentes de todas as frações contínuas são
aproximantes de Padé de dois pontos das séries (2.1) e (2.2). A tabela dos coeficientes
aí”) e BU) gerados pelas fórmulas (2.5) é dada por

(4)Fo af geo
BE? ab? do

—2 —2 —2PP ab A?
—l —l — —lCD qn) gl) (1)

o o ( oo 6 S
1 165º o)
2 28 os o

3 3 3

4 4 4

e os coeficientes da linha cujos elementos estão indicados pelo Índice superior (r)
fornecem a fração contínua

Hr az afz oz
ro aro Nro (2.6)
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que corresponde às duas séries

Hr Hr+1 Hr+2 Hr+3 Hr+a4[a + qo 2.7z + zº Tr 23 zº + zo (27)

Ur] — r29Z — Uro32º — Mraz ros (2.8)

do mesmo modo que (2.3) corresponde a (2.1) e (2.2).
Claramente vemos que o algoritmo Q­D não pode ser usado diretamente se um ou

Hrmais coeficientes da série são nulos, uma vez que os valores associados a 661 = não
Ur—1

serão definidos. Porém, não teremos problemas se usarmos o método do determinante.
Neste capítulo, daremos um algoritmo que, quando usado conjuntamente com o

algoritmo Q­D, pode fornecer a fração contínua (2.3) mesmo se existirem coeficientes
nulos em uma ou ambas as séries (2.1) e (2.2).

2.1. Calculando uma fração contínua a partir da ou­
tra

Sejam as duas séries de potências (2.1) e (2.2) representadas formalmente por F(z)
com, possivelmente, (2.2) sendo a série de MacLaurin de F(2) em algum disco de raio
não nulo e, talvez, (2.1) sendo a série assintótica.

Seja G(z) uma função definida por

K

“I+z (29)

onde K é um número real. Consideremos as seguintes expansões em série de potências
da função G(2)

PV N PRP NV Yk­1Qu eriBa. ada... 2.10
z PP BB A 2zk ( )

1 = V­292 = V38º — YaZ moud mo, (2.11)

em z = oo e z = (O), respectivamente. Do mesmo modo que a fração contínua (2.3)
corresponde a (2.1) e (2.2), consideremos a fração contínua abaixo correspondente a
(2.10) e (2.11),

Yo À9Z A3Z AVE
z­óÔ — z—­do — z—­dó3 — gd ne. (2.12)

O n­ésimo convergente desta fração contínua é dado por

Cn(2) % Aa? As?
Dr(2) z­ãA — z—­& —­ zo e o zé (2.13)

Sejam os denominadores das funções racionais (2.4) e (2.13) polinômios mônicos.
Como eles são de grau n, vamos representá­los, respectivamente, por

Bn(2) = 2" + bnn=127"7 + +bniz+bno (2.14)
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Dn(z) = 2" + da na2! ++ dn 12 + dno­ (2.15)

Sabemos que Dr (2) também satisfaz a uma relação de recorrência de três termos da
forma

Dn41(2) = (2 — in+1) Dn(2) — An+1zDn—1(2), (2.16)

com Do(z) = 1e Di(2) = 2z— 1, pois é o polinômio denominador do n­ésimo conver­
gente da fração contínua (2.12).

Das equações (2.14) e (2.15) e das relações de recorrência (1.9) e (2.16), obtemos

Br(z) (z = Bn)(2"? + bn n2227? ++ bn­1,0)
—anz(2"? + bn=an>22"* + +Bbnc20)
2" + ban127 "+ bro

(2 = n)(27 + dna n22277? + +diio)
—Anz(2"7? + dnanozto ++ dn­2,0)

z” + dnn127"7! +oest+ dno­
Logo,

bn,n=1 = bn1,n—2 = (On + An) dnn­1 = dn—1,n­=2 = (ón + An) (2.17)

e, facilmente, chegamos que

bnn=1 = (A +fot­+Bntatagt+:+on)

dan: = (51 +Oa+ + +AZ+Ag+ +).
Concluímos, também, que

bn.o = —Onbn­1,0 e dn.o = —Ôôndn­1,0­ (2.18)

Suponhamos, agora, que existam coeficientes nulos nas séries (2.1) e/ou (2.2), mas
uou­1 A O. Além disso, suponhamos que o número K da equação (2.9) seja escolhido
de modo que não hajam coeficientes nulos nas séries (2.10) e (2.11). Os coeficientes
dessas duas últimas séries podem ser facilmente calculados apenas adicionando­se

K(1­z+2 2240)
a (2.1) e (2.2), respectivamente.
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Portanto, desses coeficientes, a fração contínua (2.12) pode ser obtida usando­se o
algoritmo Q­D e, então, podemos calcular os números dnn—1 € dno, n=2,3,4,... .
Agora,

127+l )
1

n À " 1. as "onde O | 2”, — denota a expansão em série em potências em 2 e — da expressão do
z Zz

> :

1
:lado esquerdo das equações acima que começam com 2” e TnT1) respectivamente.

z

Subtraindo a última equação da penúltima, obtemos

a) AO, K (21)Dr(2) Bn(2) l1+2z 27+l

(1 + 2) Bn(2)Cn(2) + KBn(2)Dn(2) — (1 + 2) An(2)Da(2) O & 5)(1+ 2) Bn(2) Dn(2) ZA)

O numerador da fração acima é um polinômio de grau 2n enquanto que o denomi­
nador tem grau 2n + 1. Logo, concluímos que o numerador consiste de um único termo
de grau n, digamos R,2”, onde R, é um número real. Para demonstrar isso, vamos es­, ,

2 2 H 1n n+

crever o numerador e o denominador, respectivamente, como Y “raniz' € X” Fonu1iZ.
i=0 i=0

Observe que Tony1,0 É diferente de zero. Então,
2n 2n

1 iDO Toniz SO ToniZ
1=0 1—=0

2n+1 2n+1 >
”

i

” Tont+li ;À , tDD Fontii? Tan+1,0 G +) ZA:
i=0 i=1 Tan+1,0

2n+1 x
Ton+li ; 1...onde —1 <r =— )X” —&&Xz' < 1 para z suficientemente próximo de zero. Portanto,

i=1 T2n+1,0

2n
|

2 Tonit po S/A, o
k=0> i T2n+1,0 jo i=1 Tont+1,0>» Ton+1,iz

i=1

Comparando, então, os termos de mesmo grau do segundo e terceiro membros da
: : , Ton+1,1igualdade acima, concluímos que rono = O, | ron1 + Trono" = O, Logo, ran1 = O, , , , , F , 2 n.

2n+1,0
e, assim por diante, chegamos que ran;i=0, t=0,1,...,n—1.

Procedendo de maneira análoga para r suficientemente grande, concluímos que
Toni = O parati=n+1n+2,...,2n.
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Logo, escrevendo rann = Rn, temos

Cn(20) Aníz) K R,2”

Dr(2) Bn(€) 1+2z (1+2)Bn(2)Dn(2)

Cn(2) Aníz) o RE112 (DO " EE) É = BSD
Substituindo­se nº por n + 1 na expressão acima, obtemos

Cnr+1(2) — Anti(z) — Ra41 2º?1+2) (De geo TR Brrn1i(2)Dni1(2)
Subtraindo­se a penúltima equação da última e usando­se o resultado (1.5) sobre a

diferença entre convergentes consecutivos de frações contínuas, chegamos em

+11

zRn+1 Rr | Yoda e... Àn+1 HoOA2 ... Ant |= ———+(l+2 —ne UT?
Á

Bn+1(2)Dn+1(2) Drnl(2)Dn(2)  Bni1(2)Brn(2)Br

RaB.()D.C T+? (7 Un1

Uni] = Yoda... Àn41 = UnÀndil

UWn+1 = HoM2... AnH1l = WnAntl,

com u, = 71 € Wi = jo. Assim,

zRa1Dn(2)Bn(2) = RnBrni(2)Dnii(2) + (1+ 2) [uni Bn+1(2) Bn(2)
(2.21)

—UWn+1 Dn+1(2) Dn(2)] :
O primeiro membro da equação acima é um polinômio de grau 2n + 1 sem o termo

independente. O coeficiente de zº"*+? no lado direito deve, portanto, se anular. Assim,

Analogamente, o termo independente do segundo membro de (2.21) é zero. Logo,

Rnbn+1,0dn+1,0 + Un+ibn+1,0bno — Wn+1dn+1,0dno = O.

Da equação (2.22) obtemos, então,

dn n"vn (1­ ) = (1­2). (2.23)
bn+1,0 dn+1,0

Igualando­se os coeficientes dos termos de grau 2n + 1 em (2.21) e lembrando que
Bn(2) e Dr(2) são mônicos, obtemos

Runa = Ro(dngin +On+tin)+ (Uni = Una) + Unai (Onn=1 + Ont+im)

—UWhn+1 (dnn=1 + dn+1mn) .
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Finalmente, usando­se novamente (2.22) e substituindo­se nº por n — 1, para n > 1
obtemos

UWnt+1 — Uni1 = Ur (bn,n=1 = dn­1,n=2 = 1) — Un (dnn1 = bn1n—2 = 1) . (2.24)

Os valores An+1, On, Un, dn+1,0 E dn41n para nº = 1,2,8,... são conhecidos antes
de iniciarmos a parte do algoritmo que determina os coeficientes da fração contínua
correspondente às séries representadas por F(2).

As equações (2.23) e (2.24), usadas alternadamente para n = 1,2,3,..., junto com as
equações (2.17), (2.18) e (2.19) são, então, suficientes para determinarmos a sequência

As, Da, 3, 3, ... desejada. Os valores iniciais são ho=n+Ke õ = . —1 1

A seguir, apresentamos os principais passos do algoritmo descrito nesta seção.

Dados, então, os coeficientes /1;, 1 = 0, 1, +2, +m, das séries de potências formais
(2.1) e (2.2) de F(x) tais que 11 = O para algum !| É 0, —1, calculemos os coeficientes
Ai+1, Oi, i=1,2,...,m, da correspondente fração contínua pelo algoritmo modificado.

[Cálculo dos coeficientes 7, à = 0,k1,+2,+m, das séries de potências da
função modificada G(r).]

Parai=...,­2,—1,0,1,2,... faça

n=m+(NPKAZO

[Cálculo dos coeficientes À; = 2º, Ó; = 5, i =1,2,...,m, da fração contínua
correspondente à função G(rx) pelo algoritmo Q­D]

Parar=...,­2,­1,0,1,2,... faça

Nº =0 e oO="
Tr

Então, parai =2,3,..., eparar=..., 1,0,1,..., faça

(1) — s(r+l) (r+1) (r) (1) —lA; = dj +AR Ódio ó; =E

[Cálculo dos coeficientes a;, 6;, i =2,3,..., da fração contínua de F(rx)]

61 po
vo = K61”

ww, = o, ur =,

bo­1=O0, do —1 = O.

a=OD, Or =

Parai=1,2,... faça

bia = binio— (+)
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Capítulo 3

Fraçõoes contínuas correspondentes
a séries de potências cujos
coeficientes apresentam simetrias

Neste capítulo, considerando as duas expansões em série de potências (2.1) e (2.2),
apresentaremos alguns resultados sobre frações contínuas quando os coeficientes das
correspondentes séries satisfazem relações da forma

Uh = EU­kos (3.1)

para k = 0,1,2,... e s = 0,1,2,... . Veremos, também, que alguns resultados são
gerais, mas existe uma acentuada diferença entre os casos és > 3 e s = 0,1 ou 2, e esses
últimos dependem do sinal que tomamos em (3.1).

3.1 Alguns casos especiais
Tratemos, primeiramente, dos dois casos dados por (3.1) quando s = 1. Tomando,

inicialmente, o sinal menos temos que 11, = —/­—x—1 parak =0,1,2,... . Logo, as duas
séries são da forma

EaSEA a
zo z Zz z z

Mo tmza+UuZ+uaz +ou
Substituindo­se z por 1/2 nas séries acima e na fração contínua (2.6) com r = 0, e,

em seguida, dividindo­se tudo por 2, encontramos, respectivamente,

Mo +MmZE+UpZ +usz+octuddos, (3.2)

bm mm th) Ha Hr

no/z ab) /z ab” /z ab)/z
280 = 17/2280 = 1/2200 = 12­80 ­
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À fração contínua acima também pode ser escrita como

Ho a” z az aí? z
1­60z = 1­60z = 1­ 682 = 1­ 602 = (3.4)

Após algumas manipulações simples, lembrando que BO =P". que ur = —Hok1,
r—l

chegamos à seguinte fração contínua

mo (aP/(8AD)  (aP(6009)
1 1 1

Alia OND E Eber9 o o

correspondentes às séries (3.2) e (3.3).
Porém, se construirmos diretamente de (3.2) e (3.3) a correspondente fração contínua,

chegamos em

Ho az afz al z
o2 BD = 2­0 = 2x0 ab o

Comparando as duas frações contínuas, vemos que 36º) = —1 para todo n e, portanto,
a fração contínua é da forma

Ho az az az
z+l­z+l­z+12­ z+1 2 o

De maneira análoga, se os coeficientes das séries satisfazem 1x = u­ko1, para k =
0,1,2,..., então a fração contínua é da forma

Ho az az az
z—l—­z—­l1­2z7—­1­ 271 —

Chegamos, então, ao seguinte resultado.

Teorema 3 Se os coeficientes das séries de potências (2.1) e (2.2) satisfazem ur =
tuga, k=0,1,2,..., então os coeficientes da tabela a — À satisfazem às relações

aí”)1BM=, n=1,2,3,... af =, n=2,3,4,... (35)Bi BIBI
paraTr = 0,1,2,....

A obtenção desses resultados é semelhante aos casos gerais que daremos mais tarde
neste capítulo .

Um exemplo do primeiro desses dois casos simples é a função . O algoritmo
1

V1+2º
Q­D não pode ser usado diretamente para se obter a fração contínua acima pois ambas
as expansões em séries de potências dessa função têm coeficientes nulos. Porém, o
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algoritmo modificado que apresentamos no capítulo 2, pode ser usado. Este exemplo
será feito em detalhes no capítulo 4.

Vejamos, agora, o caso especial ur = u­x­2 para k = 0,1,2,... . Se novamente
substituirmos z por 1/2 nas séries (2.7) e (2.8) e na fração contínua (2.6), e dividirmos
os resultados por z, após alguns cálculos simples chegamos à fração contínua

mao (oI/(8PAD) (ala)/(6DAD)
1 1 1

er
sr sos

correspondente às séries
Lr—1 1r—2 1r—3 l1r—a 1r—5z Tr Tv BR IADE

2 3 4
—Hr — Ury1Z — Ur42% — Urç3ãZ —Urçak —:*"'

A fração contínua

Ur af, ab TD, al Tz
aNr as eos Mr os

corresponde às séries
Hr nr H—r+1 Uuor+2 H—r+3 e... 3.10Z + z2 T zo + Fá + zo + 8.10)

—Uu1—2 — Urag— Uroat? = Uuorosãº = urso meti. (3.11)
Mas, como uk = H­x­2 para k =0,1,2,..., as séries (3.7) e (3.8) são, respectiva­

mente, idênticas às séries (3.10) e (3.11). Segue, então, que as frações contínuas (3.6)
e (3.9) são idênticas. Logo,

alrr­1)
nm

FEAR n=2,3,4,...
1

(3.12)
parar= 0,1,2....

Um exemplo para este caso é fornecido pela função arccot(z). As observações que
1

Vl +22
para este caso, uma vez que há coeficientes nulos em ambas as séries. Veja [12] para
uma discussão sobre este exemplo. No próximo capítulo, também calcularemos a fração
contínua para este exemplo aplicando a modificação do algoritmo Q­D.

fizemos acima para a expansão em fração contínua para também se aplicam

De maneira análoga, podemos tratar os próximos dois casos: ur, = +ux«. Quando
tomamos o sinal de mais (+) encontramos que

1 atrT+l1)
Ox = BETH) , n= l, 2, 3, e... [82 = BT) (=r+1) , n =— 2, 3, 4, ...n—l

(3.13)
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parar = 0,1,2....
Em todos os casos tratados até aqui todos os elementos de uma linha da tabela a— À

estão relacionados com o correspondente elemento verticalmente acima ou abaixo dele
de uma outra linha por relações da forma (3.5), (3.12) ou (3.13). A linha de simetria
da tabela, isto é, a linha que divide as duas partes da tabela que estão relacionadas
por (3.12), por exemplo, passa através da linha formada pelos coeficientes aí), 800)
e os coeficients a(­!), 817), Para (3.13), a linha passa entre as duas linhas da tabela
formadas pelos coeficientes af), 66) e os coeficientes ab), 6B(D,

Nosso último caso especial indica o que acontece quando px = J­k­s, Para 8 > 3,
e If = —M­k—s para s = 2, que trataremos na próxima seção. Consideremos, então,
O caso 11, = —u­r.. Procedendo do mesmo modo que os casos anteriores, chegamos ao
seguinte resultado.

Teorema 4 Considere as séries de potências (2.1) e (2.2). Se os coeficientes satis­
fazem pur = —u­x, k=0,1,2,..., então, para r=2,3,4,..., obtemos

1
bi = emp n=lL2oor­l (3.14)

al(­rT+1)
n n—l

Observe que somente alguns elementos de uma linha estão relacionados com o cor­
respondente elemento de outra linha e não todos como nos casos anteriores.

Um argumento diferente do usado até aqui mostra que (3.15) também é verdadeiro
para n = r. Este argumento será mostrado na seção seguinte. Portanto, os elementos
que estão relacionados entre si formam “degraus” na tabela a — À como mostramos
abaixo.

—4 —4 —4$9aboo Ao a
—3 —3 —39 ab? A al? | do

(—2) (2)
2 4

—1 —l[6ao o
o o8º ob ço)

(1) (1)
2 3 4

2 2

3 3

4 465º S O
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3.2 O caso geral
Nesta seção, daremos as propriedades das frações contínuas cujos coeficientes das

correspondentes séries formam essas sequências em forma de “degraus” mostradas na
tabela acima.

Teorema 5 Se nas erpansões em série de potências (2.1) e (2.2) os coeficientes satis­
fazem

Ur = Uokos, kE=0,1,2,...,8>3, (3.16)

então, os coeficientes da tabela a — À satisfazem

1

n

alr=s+1)
gprs ge ns n=2,3,...,r+1l.

Demonstração: Para s>3,sejam os coeficientes das séries de potências satisfazem
(3.16). Com esta relação entre os coeficientes, as séries (3.7) e (3.8), que correspondem
à fração contínua (3.6), se tornam, respectivamente,

H—r—s+l U—r—s+2 U—r—s+3 H—r—s+4 H—s nu [225)
I++ + +etrtosi+og t+ BB)

U—rs — U­rWes12 Urso? = Uoroso3to = TENTA metto (3.18)

Os primeiros r termos de (3.17) são os mesmos r termos da série

U—r—s+l Ny r—s+2 H—r—>s+3 U—r—s+4 U—s H—s+l U—s+2 e.z + ” + "= + A Test Z + 2Z7+Hl + + (3.19)
e a fração contínua que corresponde a (3.19) e (3.18) é dada por

—r—s+l —r—s+1l —r—s+lres al TH), af THU, aí z
z— pis — z— pyTAs+) =prt xpiTAs+) "

(3.20)

Os primeiros r quocientes parciais dessa fração contínua devem ser idênticos aos
primeiros r quocientes parciais de (3.6). Logo,

1

Ps gem neo (8.21)

(1) alrT=s+l)0 = egg» REL (3.22)
n—l

28
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A relação (3.17), entretanto, também vale para n = r + 1 pela seguinte razão (aqui
mostraremos o argumento citado ao final da seção anterior).

O coeficiente a, pode ser expresso, usando­se a primeira relação em (2.5), por

oO = art) + ger» — go,
Agora, observe que as três parcelas que aparecem do lado direito estão todas na

parte da tabela a — (À em que (3.21) e (3.17) valem. Logo,

(r) ars) 1 1

Art1 = BETIGEO + BT) ­ (Tros+1)
r—l1

ou, usando­se agora a segunda relação em (2.5),

(r) al r=s+1) 1 1
Ar+1 = —r—s+1l) == + (=r=s)— p(<r=s+D'Br Br pr po

Aplicando­se novamente a primeira regra de (2.5), obtemos

(O alTrTs+l)
(O)

RR

r+l

Aff] = BT glorasta) . (3.23)

Observe que, enquanto (3.17) é uma relação recíproca (do mesmo modo que (3.21)
claramente também o é), a relação

1 aars — HA =2,3,.
BtBr,

não é a recíproca de (3.23). Podemos mostrar isto matematicamente. Porém, o seguinte
argumento também demonstra este fato.

Se a relação dada acima e (3.23) fossem relações recíprocas, devido à função que
os numeradores parciais exercem na correspondência da fração contínua com as duas
séries, isto implicaria que os (r + 1) — ésimos termos de (3.17) e (3.19) seriam necessari­
amente idênticos, e eles não o são. Isto conclui a prova do teorema. º

741 7,

As relações (3.21), (3.17) e (3.23) também valem se os coeficientes das séries de
potências satisfazem jr = —u­k­s, k = 0,1,2,..., com o caso é = 2 incluido. A
demonstração é análoga à que acabamos de mostrar para o caso uk = U­k­s, 823.

Os coeficientes que estão relacionados por (3.21) e (3.17) são aqueles localizados na
parte da tabela a — À acima da linha superior e abaixo da linha inferior em forma de
escada, como mostramos a seguir.
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Capítulo 4

Exemplos

Neste capítulo, ilustraremos o algoritmo dado no capítulo 2 utilizando funções cujos
coeficientes das expansões em série de potências apresentam tanto as simetrias dadas
no capítulo anterior como coeficientes nulos.

1

V1+2º
Para esta função, as duas expansões em série de potências são dadas por

4.1 A função F(2) =

A ALA l2|>1 (4.1)Vl+Z2 x 23 8 167 ! |

1 2º 32º 528
——— = ]|—­= —+——— +... ;
Vl +2? 2 8 16

Neste exemplo, há coeficientes nulos em ambas as expansões em séries de potências
e, portanto, o algoritmo Q­D não pode ser usado para se obter a fração contínua
correspondente. Embora ela possa ser obtida facilmente por outros meios, usaremos
esta função para ilustrar o algoritmo modificado. Fazendo K = 2 obtemos as expansões
em série

l2| <1. (4.2)

2 2 2 2 2CEO RA RA (4.3)z 2 23 A 3

2—27+227º— 27? +22 —... (4.4)
2

da funçãa função O
Subtraindo, agora, (4.3) e (4.4), respectivamente, das séries (4.1) e (4.2) acima,

obtemos
1 2 5 2 13

52º 132º+22 +UW +
que são as expansões desejadas, já que não há coeficientes nulos.
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Observe que os coeficientes das duas séries de potências acima satisfazem à simetria

Y=k = Yk1) k=1,2,3....

Logo, as séries são, respectivamente, das seguintes formas

ESSO NS e
Z PÁ A PÁ Z

Go +C1Z+Cozº+Cazº + Catas
Como consequência desta simetria, quando usamos o algoritmo Q­D somente metade

dos elementos A e 66 precisam ser calculados. Isto, porque sabemos que
(r)=, DN A r=0,1,2,....

n Ôn Óni

Encontramos que ó, = ó(º = —1 para todo n e, assim, a correspondente fração
contínua tem a forma

AM À9zZ ÀA3Z
z+l­z+l­z+1 20

Os coeficientes do numerador A; = 20 podem ser expressos explicitamente em
termos de & e são dados por

4k—7 4k+1
—— À =1 —­ Ar =À2k =

com À, = —l.

A fração contínua para F(2z) = é, então, obtida pelo algoritmo do capítulo
1

Vl +z2º
2 e é dada por

1. A1 z 2/2 2/2 2/2 z/2
VI1+2 z+l­2z+l­z+H1­ z+1­ z+1—­ z+1 2 o

Esta fração contínua pode ser obtida por outros meios, veja Murphy [12], onde ela
e algumas aplicações são discutidas.

4.2 A função F(2) = arccot(z)

A função arccot(z), cot (2), tem as seguintes expansões em série de potências:
1kHONORtoo > (5)

22kA1
+, zl<1 (4.6)
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Como no exemplo anterior, essas duas séries apresentam coeficientes nulos e a fração
contínua da forma (2.3) pode ser obtida pelo algoritmo Q­D modificado dado no
capítulo 2. Neste exemplo, também poderemos explorar, a nosso favor, a simetria
parcial entre os coeficientes das duas expansões em série da função modificada

que são dadas por

7(3­2)+2­22+22­
Essas duas séries são das formas

NBR ÇA,
Z DÁ PÁ PÁ Á

1 NE NZ PBP
Isto é, Yk = Y—­k­2, k = 0, 1,2, e...
Como consequência, os elementos gerados pelo algoritmo Q­D para tais séries satis­

fazem
—r—1ldm elo amo NT

n = TEID = TODD 2roDo r=1,2,..., (4.7)

como vimos no capítulo anterior.
Portanto, na tabela dos coeficientes,
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aqueles que estão acima da linha podem ser expressos em termos daqueles que estão
abaixo, e vice­versa.

O algoritmo Q­D, abreviado pelo uso de (4.7), pode agora ser usado para obtermos

a fração contínua para a função arcceot(z) — nÇ— A fração contínua para arccot(z) é,Z

então, obtida e abaixo fornecemos os coeficientes dos dez primeiros convergentes.

m=1l

a2 = 0.6366197724

az = 0.5468626849

a4 = 0.519724229]1

as = 0.5101710861

aç = 0.5061199276

az = 0.5040866744

ag = 0.5029242687

a, = 0.5021889793

Ao = 0.5016364377

By = —0.6366197724

Ba = —1.070461461

B3 = —1.021048760

Ba = —1.007543872

Bs = —1.003285499

Be = —1.001691558

B7 = —1.000985436

Bag = —1.000623423

Bo = —1.000394789

Bio = —1.000087202
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Os cálculos acima e no exemplo da seção anterior foram feitos com o auxílio do
software MAPLE e os coeficientes são precisos até a sétima casa decimal.
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