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Resumo

Neste trabalho procurou-se desenvolver e avaliar uma metodologia consistente
com a teoria do caos capaz de classificar o mecanismo gerador de séries temporais
empiricas de dados. Faz-se, para tal, uma descricao de testes quantitativos na
caracterizagao de séries temporais, bem como de um método para reducao de ruido.
Por fim, aplica-se a metodologia proposta em sinais experimentais provenientes da
atividade elétrica cerebral.

Palavras chave: andlise de séries temporais; caos deterministico; redes neurais

artificiais; transformada em ondeletas.

Areas do conhecimento: 1.01.04.00-3; 1.02.02.08-0; 1.05.01.00-2.



Abstract

In this work we sought to develop and to evaluate a methodology consistent
with the chaos theory capable to classify the generating mechanism of empirical
time series. For such, we will make a description of quantitative tests in the char-
acterization of time series, including a method for noise reduction. Finally, we will
apply the methodology here proposed in experimental signals originating from the

cerebral electric activity.

Key words: artificial neural network; deterministic chaos; time series analysis;

wavelets transforms.



Capitulo 1

Determinismo vs. Estocasticidade

1.1 Introducao

Existe profunda diferenga entre métodos para previsao de sistemas cadticos e pro-
cessos estocasticos. Tal classificacao é um passo decisivo para estabelecer estratégias
de modelagem do sistema.

Tratando-se de caos deterministico, espera-se descrever a dinamica por meio de
equagoes diferenciais ou mapeamentos para sistemas discretos. Aqui, a modelagem
de séries temporais associadas ao sistema dinamico pode ser feita usando regressoes
nao-lineares e nao-paramétricas, onde redes neurais artificiais sao casos particulares
[1]. Processos estocdsticos estao associados a um numero muito grande de graus de
liberdade; convém mencionar que caos de alta dimensionalidade pode ser interpre-
tado como um processo estocdstico, pois nesse caso a modelagem mais adequada
devera ser estocastica.

A questao bésica do trabalho é determinar qual o mecanismo que gerou uma série
temporal empirica. Evidentemente, uma resposta bem definida a esse problema
sera de imensa importancia em praticamente todas as aplicagoes cientificas nesse
contexto. Essa classificacao necessita tanto de estudos preliminares para estabelecer
a estacionariedade da série temporal [2, 3, 4, 5], quanto de métodos para a reducao
de ruido [6, 7, 8, 9]. Na auséncia desta andlise preliminar, compromete-se a aplica¢ao
de algoritmos na determinacao de parametros de diagndstico uteis na classificagao
quanto ao mecanismo gerador.

No capitulo presente, inicialmente descreve-se de forma introdutoéria a teoria
dos sistemas dinamicos e, na sequéncia, dos processos estocdsticos. Logo apos
apresentam-se trés diferentes métodos para a deteccao de determinismo em séries
temporais baseados nas abordagens métrica, topoldgica e algoritmica, utilizados na
literatura [4, 10, 11, 12, 13, 14].

O método métrico, que utiliza a nogao de distancia entre pontos do atrator



Capitulo 1. Determinismo vs. Estocasticidade 2

estranho, fornece medidas a partir da estrutura local deste atrator que sao invari-
antes sob mudancas no sistema de coordenadas, mas que dependem do parametro
de controle [11, 15]. O método topoldgico, que fornece informagoes sobre a orga-
nizacao do atrator estranho, caracteriza-se pelo estudo de propriedades das orbitas
periddicas imersas no atrator que independem do sistema de coordenadas e também
de variagoes no parametro de controle. A abordagem topoldgica, que nao necessita
de métrica, é aconselhdvel principalmente em sistemas cadticos de baixa dimensiona-
lidade [15, 16]. O terceiro método apresentado baseia-se na teoria da complexidade

de algoritmos utilizada na teoria da comunicagao [17].

1.2 Sistemas Dinamicos

Existem dois tipos de equacgoes que geram um sistema dinamico. O primeiro tipo
¢ definido como

i = f(t,x), teR, (1.1)

onde f: U CR*" — R*" de classe Cl ez : S C R — R”, sendo U e S conjuntos
abertos em R"™ e R, respectivamente. A funcao f é um campo vetorial e a solucao é
uma curva tangente ao campo. Uma solugao com condicao inicial xy no instante g

pode ser escrita como x(t; to, xg) = x4(to, xo). Esta solucao define o fluxo
¢p:UxS—R", (1.2)

onde x4(0,z0) = ¢(x0).

O segundo tipo de equacao descreve sistemas discretos e pode ser definido como
Tmp1 = g(Tm), MEZL, (1.3)

onde g : M C R" — M de classe C' e M é um conjunto compacto em R".

Um sistema dinamico diferenciavel pode ser representado tanto em tempo dis-
creto quanto em tempo continuo. Fenomenos representados por séries temporais
geralmente acontecem de forma continua e deveriam ter uma representacao continua.
Todavia, as respectivas séries temporais sao obtidas com uma determinada freqiiéncia,
atribuindo ao sistema uma representacao discreta. Este problema é facilmente con-
tornado na medida em que se pode discretizar processos continuos por meio de um
mapa de Poincaré. Seja II uma hipersuperficie transversal (n — 1)-dimensional do
campo vetorial n-dimensional. Nos casos de interesse é possivel encontrar um con-
junto aberto D C II tal que as trajetérias partindo de D retornem a II. Pode-se

entao definir o mapa de Poincaré P como P : D C II — II.
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Do ponto de vista geométrico, ¢(zo) é uma curva em R” e a equagao (1.1) fornece
o vetor tangente a cada ponto. Campos vetoriais que nao dependem explicitamente
do tempo sao chamados autonomos e aqueles que dependem explicitamente do tempo
sao chamados nao-autonomos. Um campo nao-autonomo pode ser transformado em
autonomo mediante a introducao de mais uma dimensao no sistema.!

Um campo vetorial autonomo é entao definido como

r = f(z), (1.4)

onde x € U C R" e U é um conjunto aberto em R".

Define-se ponto fixo (ou de equilibrio) de (1.4) como T € R" que satisfaz f(7) = 0.
Diz-se que T é assintoticamente estavel se a resposta do sistema a uma pequena
perturbagao aproxima-se de T quando ¢ — 400 para condic¢oes iniciais préximas
de . O ponto fixo T ¢é nesse caso um atrator. O ponto fixo T é definido como
estavel (estabilidade neutra) se a resposta do sistema a uma pequena perturbagao
permanece pequena quando t — 4o00. O ponto fixo T é instavel se a perturbagao
cresce para t — +00.

As definigoes de estabilidade sao locais. Um ponto fixo é estavel na medida em
que atrai solugoes com condigoes iniciais proximas dele, mas pode nao atrair solugoes
com condicoes iniciais distantes. O conjunto de todas as possiveis condicoes iniciais
que convergem para o mesmo ponto fixo T é chamado bacia de atracao de 7.

Para a classificacao quanto a estabilidade de um ponto fixo, usa-se o método de
linearizagao. Seja um sistema nao-linear descrito pela equacao (1.4), no qual existe
um ponto de equilibrio 7. E possivel escrever & em funcao de uma expansao em

série de Taylor em torno do ponto 7, obtendo-se entao
. _ ., 97 m
x:f(x+§):f(x)+% E+OE™), param>2. (1.5)
Desconsiderando os termos que sao de ordem m, obtém-se
— Ll ¢e=J(F 1.6
é= 3| e= e, (16)

onde J(Z) é a matriz jacobiana do sistema calculada no ponto fixo T e [[£|| < ||=]|,
para{ = —T.
Deste modo, é necessério verificar a estabilidade do ponto fixo £ = 0. A solugao

geral da equagao (1.6) é escrita como

E(t) = 9%(0), (1.7)

! Transforma-se um campo vetorial ndo-auténomo em auténomo redefinindo o tempo como uma

nova variavel dependente, isto é, t = y, tal que y = 1.
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onde a fungao £(t) é uma aproximacao de primeira ordem de ¢;(z¢) e os autovalores

A(T) sao determinados resolvendo a equagao secular
det[J(T) = M@)Lxn] = 0, (1.8)

sendo £(0) e A(T), respectivamente, os autovetores e autovalores da matriz J(T) e
I« ¢ a matriz identidade n-dimensional.
Os autovalores da matriz J(Z) podem ser reais ou complexos. No caso mais

geral, para A\(Z) = R(Z) + iY(T), escreve-se £(t) como
E(t) = MR, (1.9)

onde R(Z) e J(T) representam, respectivamente, as partes real e imagindria do
autovalor \(T).

o
Como eS@)

¢ uma funcao limitada, a estabilidade de £(t) vai depender basica-
mente de R(Z). Se R(T) # 0 para todos os autovalores da matriz jacobiana, define-se
o equilibrio no ponto fixo como hiperbdlico. Quando [(Z)]; < 0 para todo k tem-
se estabilidade assintética e [R(Z)]r > 0 para no minimo um valor de k implica
instabilidade. Se R(Z) = 0 o equilibrio no ponto fixo é dito nao hiperbdlico.

Os subespagos lineares gerados pelos autovetores £(0) da matriz J(T) sdo definidos
como subespagos invariantes. Seja T € R"™ um ponto fixo do sistema nao-linear (1.4).
Considera-se o sistema linear (1.6) associado, onde £ € R™ e a matriz jacobiana J(T)
é uma matriz constante n x n, representando-se R" como uma soma direta de trés
subespacos invariantes, definidos como:

a) subespago estavel

s .
E;, = span{ey,eq, ... e} ;
b) subespaco instavel
u .
Elin = Span{es+1, €542, - - - >6s+u} )
c) subespago central
¢ .
Elin = Span{65+u+1, Cstut2; -+, es—i—u—i—c} s
onde s +u+c =mn, {e1,...,es} sdo os autovetores de J(T) que correspondem aos

autovalores com parte real negativa, {€sy1,. .., €51} S840 08 autovetores de J(T) que
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correspondem aos autovalores com parte real positiva € {€siyt1, .., €stuic) SA0 0S
autovetores de J(T) que correspondem aos autovalores com parte real nula. As letras
s, u e ¢ indicam subespagos estaveis, instaveis e centrais, respectivamente. Estes
subespagos sao definidos como invariantes desde que a solugao (1.7) com condigao
inicial £(0) inteiramente contida em um particular subespago invariante permanega
neste mesmo subespaco para todo tempo.

Agora ¢ conveniente enunciar dois teoremas que relacionam J(Z)§ com f(z). O

primeiro é o de Hartman-Grobman e o segundo é o da variedade invariante.

Teorema 1.1 (Hartman-Grobman) Se a matriz J(ZT) nao possuir autovalores
nulos ou puramente tmagindrios, entao existe um homeomorfismo definido em al-
guma vizinhanca U de T € R™, o qual leva localmente orbitas do fluro ndo-linear
¢¢(0) a drbitas do fluzo linear eM™E(0). Além disso, o homeomorfismo preserva o

sentido das orbitas e pode ser escolhido para preservar a parametrizacao no tempo.

Teorema 1.2 (Variedade Invariante) Supde-se que (1.4) possui um ponto de

equilibrio hiperbolico T. Entdao, existem variedades invariantes locais estdveis e

. ;. s [— U (= . ~ s U
instaveis, Wi (%) e W .(T), com as mesmas dimensoes dos autoespagos Ef, e E}
do sistema linearizado e tangentes a esses espagos em . Essas variedades sao tao

lisas quanto o campo f e definidas como

I/Vlf)c(f) - {l’o € U/ tE—rl—noo ¢t<x0) =7Te ¢t($0) S U7 t 2 O} )
Wiee(@) = {xo € U/tEI_H Pe(z0) =T € ¢y(wo) € U, t <0} .

A variedade invariante, no caso linear, serd um subespago vetorial invariante
de R™ ou, para o caso nao-linear, uma superficie imersa em R™ na qual pode ser
representada localmente em um gréafico. Agora sera definido o conceito de conjunto

invariante e, logo apds, a condicao para que ele seja uma variedade invariante.

Definigao 1.1 Seja A C R™ um conjunto. Entao A ¢é invariante sob o campo

vetorial (1.4) se para qualquer xy € A a solugcdo ¢i(xy) € A, ¥Vt € R.

Definigao 1.2 Um conjunto invariante A C R™ € definido como uma variedade

invariante C™ (r > 1) se A tiver a estrutura de uma variedade diferencidvel C".

A caracterizacao da dinamica cadtica em um atrator? corresponde a uma di-

vergéncia exponencial local das condigoes iniciais durante a evolugao temporal de

2Um atrator é definido intuitivamente como um conjunto invariante para o qual érbitas préximas
convergem a ele depois de um tempo suficientemente longo. Adiante apresenta-se uma definigao
mais precisa.
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um sistema dinamico dissipativo, mais conhecida como sensibilidade as condicoes
iniciais. Considere duas condicgoes iniciais diferentes, mas muito préximas, definidas
como 7;(0) e 25(0) = 2;(0) + 6x(0), para [|6x(0)|| < ||z;(0)||. Apés um tempo ¢, a
separagao entre as duas trajetorias () e x’;(t) serd dada por dz;(t) = 2% (t) — z;(¢).
Havera dependéncia sensivel as condigoes iniciais se

ox;(t) ~ e'5x(0) (1.10)

para A; > 0. Essa dependéncia resulta da nao-linearidade presente no sistema, am-
plificando exponencialmente pequenas diferencas nas condigoes iniciais. O parametro
Aj ¢ denominado expoente caracteristico de Lyapunov. No instante ¢ o elemento de

hipervolume no espaco de fases é definido como

SV (t) = H dx;(t) = [0z(0)]" H et = 6V (0) exp (Z /\jt> .

Em sistemas dinamicos dissipativos, o hipervolume no espaco de fases é contraido
com a evolugao no tempo, o que nao é possivel para sistemas conservativos, como
conseqiiéncia do teorema de Liouville.® Seja V' C R" um pequeno hipervolume no
espaco de fases limitado pela hipersuperficie 0V. Verifica-se entao como V varia
durante um pequeno periodo de tempo. Usando a definicao do fluxo de um campo,

observa-se que esta variacao € igual ao fluxo total do campo através de 9V, tem-se
V(t+dt)—V(t) = J(I{ dx - ndo ,
ov

onde 1 é a orientagao de JV, do é um elemento de hipersuperficie e dt < t. A taxa

de variacao temporal do hipervolume sera entao dada por

V:f i-ndo= ¢ f(x)- ndo.
oV ov

A integral de superficie pode ser reescrita de acordo com o teorema da divergéncia

de Gauss, obtendo-se
Vo= /V-f(x)dx,
1%

lembrando que V' define a regiao interna de 0V e V - f(z) é dado por
. = - = )\ .
\Y f(x) Z axj = J

j=1

30 teorema de Liouville afirma que para sistemas conservativos o hipervolume no espaco de

fases é conservado com a evolugao no tempo.
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Se Z?Zl Aj = 0, o sistema ¢é definido como conservativo; se Z?:l Aj < 0, que resulta
dV (t) < dV(0), o sistema é definido como dissipativo.

Em sistemas dinamicos dissipativos, onde possivelmente observa-se caos deter-
ministico, nao hé necessidade do hipervolume contrair-se em todas as direcoes no
espaco de fases. Em determinadas dire¢oes o hipervolume pode contrair e em outras
expandir, ocorrendo necessariamente instabilidade na evolugao dinamica. A tnica
forma pela qual solugoes contraem-se em uma direcao e expandem-se em outra, per-
manecendo em uma regiao finita do espago de fases, é por um processo de dobra
[18]. A condic@o bésica sobre a dimensao do espago de fases para ocorréncia deste
processo ¢ de que a dinamica seja no minimo tridimensional.* Esta condicao nao
se impoe para mapeamentos, porém o sistema continuo que este mapa representa
deve ter dinamica tridimensional. Como resultado deste processo de dobra pre-
sente na evolugao, normalmente o atrator associado ao sistema dissipativo possui
um aspecto tipico de objeto fractal, enfatizando sua estrutura auto-similar. Se-
gundo Ruelle e Takens [19], um atrator é definido como estranho (caético) quando a
solugao ¢;(zg) depender sensivelmente das condigdes inicias. Esta dependéncia im-
plica que a posicao de uma trajetoria dentro de um atrator estranho nao é previsivel
de maneira trivial, uma vez que pequenos desvios nas condigoes iniciais estao sempre
presentes. Entretanto, existem também atratores cadticos que nao sao fractais, bem
como atratores com dimensao fractal que nao sao cadticos [20].

Um fluxo continuo autonomo pode ser escrito como

P = fua), (L.11)

onde p é um parametro capaz de impor condigoes ao sistema de forma arbitraria
(parametro de controle). Existem valores do parametro p no qual o campo vetorial
é bem definido e o movimento, ap6s um regime transiente, converge para uma regiao
limitada do espago de fases, indicando que o sistema seja definido como dissipativo.
Mudando os valores de p, a natureza do movimento no regime assintético pode mu-
dar. Este efeito é denominado bifurcagao e os valores de p que caracterizam essa
mudanca no regime assintético sao definidos como pontos de bifurcacao. Formal-
mente, uma bifurcagao esta associada com a perda de estabilidade estrutural do
sistema. Um sistema ¢é estruturalmente estavel se para qualquer perturbacao sufi-
cientemente pequena das equagoes que o define, o fluxo resultante é topologicamente

equivalente ao gerado pelas equagoes sem a perturbagao. A funcao f, pode incluir

4 Admite-se que seja possivel obter um atrator estranho em duas dimensoes. Nesse caso, um
dos expoentes de Lyapunov é positivo. Ao longo da diregao paralela ao fluxo o expoente associado
é nulo. Entao se teria (0,4) como sinais para os expoentes, resultando Z?Zl A; > 0 e o elemento

de volume no espago de fases divergiria, o que nao é possivel.
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varios parametros de controle. Mas, em geral, utiliza-se apenas um parametro, o
que significa considerar apenas bifurcacoes com codimensao 1.

Podem eventualmente ocorrer, para valores apropriados de u, sistemas que apre-
sentam uma convergeéncia a atratores estranhos, onde ha rigorosamente dependéncia
sensivel as condigoes iniciais. Naturalmente, faz-se necessario detectar a presenca
de caos em séries deterministicas. Para tanto, utiliza-se conceitos como expoentes
caracteristicos de Lyapunov e dimensao fractal, por exemplo. Estes conceitos derivam
da anadlise estatistica dos movimentos apresentados pelas séries temporais.

Uma teoria estatistica sempre se refere a algum tipo de média, em particular,
médias temporais. Conseqiientemente, deve-se estar seguro de que regimes tran-
sientes na evolucao dinamica foram superados. Uma vez finalizado esse regime, as
orbitas de um sistema caodtico tendem a um movimento assintotico na vizinhanga do
atrator estranho. Quanto maior for o tamanho da amostra, maior sera a participagao
do comportamento assintotico em relagao ao movimento transiente. O sistema deve
encontrar-se em um estado estacionario ou préoximo desse estado, situagao em que os
pontos representativos da evolucao temporal do sistema estarao bastante préximos
do atrator associado a dinamica.

A teoria ergddica do caos estabelece que a média temporal equivale a média
espacial no espaco de fases. O peso com o qual se mede a média espacial deve ser
especificado por meio de uma medida invariante. Uma medida p é definida como

invariante se obedecer a propriedade

onde F é um subconjunto de pontos do espaco de fases e o conjunto ¢_,(E) é obtido
involuindo-se cada ponto em F durante um tempo ¢. A medida p(x) é definida como
uma média temporal de diversas funcoes delta de Dirac, cada uma delas definida

num ponto ¢;(z) visitado pelo sistema num dado instante, ou seja,

T—+00 T

po(z) = lim /0 "l — ulao)]dt -

Desta forma, uma medida invariante fornece a densidade de probabilidade dos pontos
do atrator estranho. Uma medida é temporalmente invariante se representar a
totalidade do atrator, e isto da sentido ao uso da teoria ergddica. Tem-se entao

o teorema ergodico enunciado a seguir.

Teorema 1.3 (Teorema Ergédico) Dada uma fungdo continua ¢ e um atrator

com medida invariante p, a média temporal de ¢ sobre uma orbita originada de

5Codimensao é o niimero minimo de parametros que devem ser variados de maneira a se observar
algum tipo de bifurcacao.
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uma condicao inicial xg na bacia de atracao € igual a média ponderada pela medida

mvartante, ou seja,

[ wtriota) = tim = [ [ ole)sie —oenldndt = tim 2 [ ot

T—+00 T T—+00 T

onde dp(x) = p(x)dx. Se E € compacto e invariante com relagdo a dindmica, entdo

existe uma medida ergodica invariante sobre a dinamica com suporte em E.

Analisar medidas invariantes é muito mais facil e conveniente do que calcu-
lar médias temporais. A partir do estudo das propriedades estatisticas de medi-
das invariantes, procede-se a descricao geométrica e caracterizacao de atratores.
Essa caracterizagao pode ser dinamica (expoentes caracteristicos de Lyapunov) ou
estatica (dimensao fractal). Para maiores detalhes ver Eckmann e Ruelle [21].

Para discutir o comportamento assintético das solugoes de um sistema dinamico,

cabem as seguintes definigoes:

Definicao 1.3 Um ponto p é chamado nao errante se, para qualquer vizinhanca U

de p, existir t # 0 tal que p,(U)NU #{ }.

Por exemplo, pontos fixos e érbitas peridédicas sao nao errantes. Seguem-se agora
as defini¢oes de conjunto atrator e bacia de atracgao, para introduzir o conceito de

atrator.

Definicao 1.4 Um conjunto invariante fechado A C R™ € chamado conjunto atra-
tor, se existe alguma vizinhanga U de A, tal que ¥ xq € U,V t € R, ¢(x) € U e
limt_>+oo gzﬁt(xo) c A.

Definigao 1.5 Seja B = Ui<o ¢4(U), o conjunto U € tal que lim;_ o ¢(U) = A,

onde A € o conjunto atrator. Entao, B € chamado bacia de atracao de A.

Definicao 1.6 Um conjunto fechado e conexo M é chamado trapping region, se
(M) C M,V t >0, ou, equivalentemente, se o campo vetorial no contorno OM

apontar para o interior de M. O conjunto atrator serd dado por Niso ¢i(M) = A.

Necessariamente, prova-se que um sistema dinamico possui atrator encontrando-
se uma trapping region M no espaco de fases. Agora é possivel estabelecer, em

definitivo, o conceito de atrator.

Definicao 1.7 Um conjunto invariante A € topologicamente transitivo se, dados
dois conjuntos abertos quaisquer {S,U} C A, existe t € R, tal que ¢(S)NU # { }.
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Definicao 1.8 Um conjunto A é chamado atrator se A € um conjunto atrator e,

além disto, for topologicamente transitivo.

Se o atrator A satisfizer esta ultima definigao e também apresentar sensibilidade
as condicoes iniciais, entao A é definido como um atrator estranho, caracterizando
a dinamica caotica do sistema. Como exemplo de um sistema dinamico cadtico,
ilustra-se o sistema de Lorenz [22]. Este é um cléssico sistema autonomo que apre-
senta um atrator estranho. Trata-se de um sistema nao-linear com trés equacoes

diferenciais ordindrias de primeira ordem dado por

T =0Yy—oxr
y=pr—y—zxz , (1.12)
Z=uxy— [z

com (x,y,z) € R? e os parametros o, p e 3 definidos como positivos.

Com o interesse na previsao do tempo, o modelo foi criado para estudar o movi-
mento convectivo descrito por uma massa de gas atmosférico que, quando estivesse
perto do chao, deveria esquentar e subir e, quando estivesse na parte superior da
atmosfera, deveria esfriar e descer. O modelo de Lorenz nao representa o movimento
real descrito pelos gases atmosféricos, mas sua notavel contribuicao na verificacao
do fenomeno de alta sensibilidade as condigoes iniciais nao pode ser ignorada. Foi
observada uma divergéncia exponencial nas solugoes do sistema (1.12) para condig¢oes
iniciais préoximas. Isso foi interpretado como evidéncia da dificuldade de se prever
a evolucao das solugoes devido a sempre presente imprecisao no conhecimento das
condigbes iniciais. As fungoes z(t), y(t) e z(t) nao representam coordenadas espa-
ciais, elas possuem significados fisicos precisos no modelo: z(t) é proporcional a
intensidade de convecgao; y(t) é proporcional a diferenga de temperatura entre as
correntes ascendente e descendente; e z(t) é proporcional a distor¢ao do perfil de
temperatura vertical em relacao a um perfil linear.

Os pontos fixos do sistema de Lorenz sao 7; = (0,0,0) e To3 = (£k, £k, p — 1),
onde k = /((p —1). As matrizes jacobianas para o sistema de Lorenz calculadas

nos trés pontos fixos valem

—0 o 0 —0 o 0 —0 o 0
Jz, = p —1 01, Jg= 1 =1 —r |, Jzz= 1 -1 K
0 0 —p kK Kk —0 -k —k —0
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FIGURA 1.1: Secao de Poincaré para o atratror de Lorenz em z = 27. Os pontos fixos

sao indicados por ©.
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FIGURA 1.2: Atrator estranho de Lorenz para p =28, 0 =10 e 5 = 8/3.



Capitulo 1. Determinismo vs. Estocasticidade 12

Os valores dos parametros utilizados por Lorenz sdo ¢ = 10 e § = 8/3. O
parametro p (nimero de Rayleigh relativo) é tomado como um parametro de con-
trole. O ponto fixo T; é estavel para 0 < p < 1, pois todos os autovalores de
Jz, nesse dominio sao negativos. Para os pontos fixos Ty e T3, as respectivas ma-
trizes jacobianas apresentam os mesmos autovalores. Ainda no dominio p < 1, o
par de solugoes x* = y = £xk e z = p — 1 é instavel. Quando p > 1, o equilibrio
torna-se instavel em Ty e o par de solu¢oes que descreve os outros dois pontos fixos
adquire estabilidade linear. Trata-se de uma bifurcacao denominada supercritica
de forquilha em p = 1 (ponto de pitchfork). A bifurcagdo de forquilha ocorre em
sistemas que apresentam algum tipo de simetria. Com efeito, no sistema (1.12)
essa bifurcagao resulta da invariancia do fluxo sob a simetria (x,y, z) < (—z, —y, z)
mostrada na figura 1.1 por meio de uma secao de Poincaré do atrator de Lorenz. Em
pe = o(oc+p43)/(c—pF—1) ocorrem bifurcagdes subcriticas de Hopf em 7 € T3. A bi-
furcacao de Hopf é caracterizada pela existéncia de um par de autovalores puramente
imaginarios da matriz jacobiana calculada no ponto de bifurcagao (ponto de Hopf).
Para p = p., os autovalores sao A\; = —(0+6+1) e Ag3 = +i[20(c+1)/(c—B—1)]/?
(admitindo ¢ > (54 1). Na bifurcacao subcritica de Hopf, a estabilidade é local-
mente perdida em p., onde, para qualquer p > p., observa-se a existéncia de o6rbitas
instaveis. Nesse dominio do parametro de controle, todos os trés pontos fixos sao
instaveis. Para p € [24,74;30,10], um atrator estranho torna-se a tnica solugao
estavel do fluxo. Na figura 1.2, ilustra-se este atrator estranho. Observa-se que: a)
as trajetorias estdo contidas numa regiao limitada do espaco de fases; b) o fluxo é
recorrente® em cada um dos setores do atrator em torno dos pontos fixos Ty e Ts;
c) existe dependéncia sensivel as condigoes iniciais; e d) o atrator nao é exatamente
uma superficie, mas também nao constitui um volume, a dimensao fractal desse
atrator é 2,06.

Finalmente, observa-se que a dependéncia sensivel as condigoes iniciais também
implica em conseqiiéncias nos calculos numéricos. Algoritmos diferentes introduzirao
pequenas diferencgas nas solugoes calculadas que podem levar a grandes desvios. No
entanto, a aparéncia geral da solucao e a estrutura do atrator estranho associado

independem destes fatores.

1.3 Processos Estocasticos

Este trabalho é baseado na deteccao de determinismo e, conseqiientemente, foi

dada uma énfase maior na teoria dos sistemas dinamicos. Contudo, necessita-se

6Isto ¢, trajetérias que comecam em qualquer subconjunto do atrator voltam a esse subconjunto
para valores de t suficientemente grandes.
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abordar certos aspectos de processos estocasticos e por esse motivo faz-se um resumo
sobre este assunto; para maiores detalhes aconselham-se [23, 24, 25].

A definicao formal de processo estocastico é dada a seguir.

Definicao 1.9 Um processo estocdstico € uma familia {X;} de varidveis aleatdrias
definidas sobre um espago de probabilidade (2,6, P), indexadas por elementos de
um conjunto de parametros T. Quando T C 7 diz-se que {X;} € um processo com
parametro discreto, por outro lado, quando T C R diz-se que {X;} € um processo

com parametro continuo.

A definicao rigorosa de variavel aleatdria requer a nocao de espaco de probabili-
dade. Esse tipo de espago é dado pelo tripleto (2, ¢, IP), onde Q é um conjunto nao
vazio (espago amostral), ¥ é uma cole¢ao de subconjuntos contidos em €2 e P é uma

funcao definida por

P:¥% — Rt

¢ PC) (1.13)

dando a probabilidade do evento C. Mais especificamente, ¢ é uma o-dlgebra sobre
), também chamada conjunto de informacao ou experimento, enquanto seus ele-
mentos sao denominados conjuntos mensuraveis, observaveis ou eventos. Diz-se que

¢ ¢ uma o-algebra se satisfizer

Cl. Qe%,
C2. VC,Ce¥=C€e%?,
C3. Vi, Cke‘f:>U;jiCk€‘5, para k € N .

Um exemplo de o-dlgebra é aquela que contém paralelepipedos de R™. Mais
precisamente, essa nogao requer a interseccao de todas as o-algebras que contém
os paralelepipedos, denotada por o(R") e chamada o-algebra gerada por R".” No
caso de espagcos topologicos gerais pode-se construir a o-algebra gerada pelos abertos
desse espaco chamada de algebra de Borel, cujos elementos sao chamados conjuntos
de Borel ou boreleanos. No espaco euclidiano R™ com &lgebra de paralelepipedos R"”
e topologia usual 7 definida por alguma nogao de distancia, tem-se o(R") = o(7).
Isso significa que os boreleanos de R" nada mais sao que elementos da o-algebra
gerada pelos paralelepipedos. Uma notagao conveniente para a algebra de Borel
sobre R™ é Z(R"™), ou simplesmente #". Para maiores detalhes, aconselham-se
26, 27].

Apresenta-se agora a definicao de variavel aleatéria.

"Neste contexto, R"™ é uma algebra definida por todas as unides finitas e disjuntas de para-
lelepipedos em R", seus elementos sao representados pelo produto cartesiano de intervalos semi-
abertos, isto é, um elemento tipico dessa dlgebra é expresso por (a1, b1] X ... X (ay, by].
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Definicao 1.10 Varidvel aleatoria é uma funcao mensurdvel X : € — R, onde
(Q,€,P) é um espaco de probabilidade e (R, %, ) o espago de Borel, que satisfaz
X"YB) € €, para¥ B € B. A fungio N a,b] = b — a é denominada medida de
Lebesgue.

Portanto, a variavel aleatéria X é uma caracteristica numérica atribuida a ex-
perimentos envolvendo o espaco amostral {2 e o objetivo é determinar qual a proba-
bilidade da imagem de X pertencer a certos subconjuntos de R. E comum uti-
lizar intervalos (a, b, para —oo < a < b < 400, de modo que a probabilidade de
X(w) € (a,b] seja dada por P{X *(a,b]}. Na figura 1.3, mostra-se um esquema que

resume os conceitos aqui utilizados para definicao de variavel aleatoria.

(Q,%,P) (R, B, \)

FIGURA 1.3: Esquema que caracteriza a relagdo entre os espagos de probabilidade e de
Borel por meio da funcao varidvel aleatéria. A probabilidade da varidvel aleatéria X as-

sumir valores no intervalo (a, b] é idéntica a probabilidade do conjunto X ~1(a,b] = C; UCs.

Uma variavel aleatéria é freqiientemente descrita por sua funcao de distribuicao.

A funcao de distribuicao f : R — R da varidvel aleatéria X é dada por
fx(z) = PHw/X(w) <z}]. (1.14)

Assume-se que existe uma funcao g : R — R* chamada densidade de X, satisfazendo

frtw) = [ oxla)ar’

—00

Nesse caso
b
PO @t} =[xt (1.15)

Por exemplo, caso a variavel aleatoria X tiver densidade gaussiana, escreve-se

| Y L
P{X (a,b]} = ——27r/ e~ @ =207 gt
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FIGURA 1.4: Um processo estocdstico interpretado como uma familia de trajetérias.
A probabilidade de uma trajetoria passar pelos boreleanos By, B2 e B3 nos respectivos
instantes t1, t2 e t3, é definida como P[thl(Bl) N Xt;l([)’g) N thl(Bg)].

a funcdo média (ou valor esperado) e variancia de X sao definidas, respectivamente,

p= ) = [ alalea (1.16)
+oo
7= (X~ i) = [ (s (1.17)

Diz-se que as variaveis aleatorias X; e X5 sao independentes se
PHw/Xi(w) € By, Xa(w) € Bo}] = Pl{w/Xi(w) € Bi}] P{w/Xo(w) € Ba}]

os intervalos By e By pertencem a &algebra de Borel dos intervalos de R, maiores
informagoes em [28, 29].

Dessa discussao, vem que um processo estocastico { X;} é uma varidvel aleatéria
para cada instante ¢, ou seja, trata-se de uma funcao de dois argumentos, X;(w),
para w € (). Essa dependéncia indica que em t, obtém-se uma variavel aleatéria
descrita por sua fungao de distribuicao fx,(x). Se X; e X, forem varidveis aleatdrias
independentes para t # 7 e, além disso, apresentarem a mesma distribuicao, entao
define-se o processo como i.i.d., isto €, independente e identicamente distribuido.
Por outro lado, para cada w € 2 fixo, obtém-se uma realizacao ou trajetoria do
processo. As trajetdrias X, (t) do processo evoluem de acordo com as distribuigoes
fx,(x) e portanto sao similares, no sentido de apresentarem as mesmas propriedades
estatisticas. O conjunto de valores {X (w, )} é chamado espago dos estados do pro-
cesso estocastico. Na figura 1.4, ilustra-se trajetorias estocasticas em trés instantes

diferentes.
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Uma suposicao desejavel, tratando-se de processos estocasticos, é a de esta-
cionariedade. A estacionariedade permite a obtencao de propriedades estatisticas
importantes para caracterizagdo do processo. O processo estocastico {X;} é esta-
ciondrio se as caracteristicas estatisticas de X, para todo 7 € T', sao as mesmas de
X;. Portanto, medidas feitas a partir da funcao média p; = (X;(w)) e da fungao

variancia 02 = ([X;(w) — w]?), por exemplo, sdo constantes, ou seja, p; = p e

0? = 02, para todo t € T. Uma seqiiéncia i.i.d. é estaciondria e a notagao reservada
para esse processo quando as variaveis aleatorias tiverem densidade gaussiana sera
X; ~ i.i.d. N(p,0?). O problema na andlise e caracterizagao da estacionariedade ¢
que usualmente tem-se somente uma trajetoria X, (t) do processo estocéstico, sendo

entao necessério assumir a hipétese de ergodicidade.®

1.4 Deteccao de Determinismo em Séries Temporais

1.4.1 Dimensao de Correlacao

A dimensao de correlagdo (D) é uma das dimensoes fractais associadas a um
atrator estranho nao homogéneo. Outras nogoes importantes sao a dimensao fractal
ou capacidade (D) e a dimensao de informagao (D;), mas a dimenséao de correlagao
¢ a mais utilizada devido ao algoritmo desenvolvido por Grassberger e Procaccia
[12].

Pode-se definir uma familia de dimensoes D,;, para —oo < g < +00, e que servem
para medir o grau de nao homogeneidade do atrator estranho. Essa caracteristica
estd associada com o fato de que algumas regioes do atrator sao mais densas, ou seja,
visitadas com uma maior freqiiéncia. Diz-se neste caso que o atrator é um multi-
fractal. As dimensoes D, sao conhecidas como as dimensoes generalizadas de Renyi
e satisfazem D, > D,, para ¢’ < q. De acordo com a desigualdade Dy # D,, a di-
mensao de correlacao pode ser interpretada como um limite inferior para a dimensao
fractal. A igualdade entre as infinitas dimensoes acontecera quando o atrator for
homogéneo e, conseqiientemente, sua auto-similaridade for completamente descrita
por uma Unica regra.

Inicialmente, quando se trabalha com séries temporais, é necessario construir

vetores &,(t;) m-dimensionais a partir da série {Z(t;)}{_,, fazendo

§m<tz> - {‘ftia jti—'m ‘%ti—27'7 cee 71~:ti—(m—1)’r} ) (118)

onde m é a dimensao de imersao, T é o parametro de atraso (time-delay) e cada &,,(t;)

representa um ponto no espago euclidiano m-dimensional. Takens [30], demonstrou

8A ergodicidade permite que a média y; e a variancia o2 do processo estocédstico possam ser

substituidas, respectivamente, pela média e varidncia temporais de uma realizagao.
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que se o sistema (1.4) fornece um fluxo n-dimensional, onde  é uma medida feita
sobre a trajetoria x do sistema. Por meio dos vetores &, obtém-se um espaco de
imersao continuo para esse fluxo e as propriedades métricas invariantes, tais como
dimensao fractal e expoentes caracteristicos de Lyapunov, em ambos os espagos (o
espaco n-dimensional de x e m-dimensional de &,,) s@o as mesmas.

Este método é denominado usualmente como reconstrucao de Takens ou método
dos atrasos temporais e permite a reconstrucao do atrator estranho associado a
{x(t;)},_,, embora o atrator reconstruido nao seja idéntico ao original.

Se o movimento ocorrer sobre um atrator estranho, entao a trajetoria voltara
para a e-vizinhanga de qualquer ponto &, (t;) apés algum tempo. Como efeito disso,
os pontos &,,(t;) do atrator estao espacialmente organizados. A medida desta orga-

nizacao espacial é a integral de correlacao, que pode ser escrita como

¢ ¢
2
Cimele) = mz > Ol —gm(ts) = &nt)I] (1.19)
i=1 j=i+tmin
onde ¢, elimina a correlacdo entre pontos medidos consecutivamente (que oca-
sionam uma falsa estrutura com baixa dimensionalidade), ©(z) é a funcao degrau

de Heaviside, definida por

1, sex >0

('_') pr—
(z) 0, sex <0

e € é o raio da hiperesfera que cerca o ponto &,,(;). A dimensao de correlagdo pode
ser calculada fazendo

Dy(m) = lim lim —along’m,g(s)

: 1.20
e—0 (—+oo  Olog,e (1.20)

isto 6, a inclinagao da reta log,q Cy,e(€) X logyg €.

A dimensao de correlagao é estimada sobre uma regidao de escala apropriada
do parametro . Para € pequeno, espera-se que log,, Cp, ¢(¢) — —o0, para valores
intermedidrios de ¢, a curva log;, Cy.s(g) X logy,e pode eventualmente apresentar
uma regiao com comportamento linear e, para valores grandes de ¢, identifica-se
uma regiao onde log,q Cy.e(€) — 0, pois esta é uma situagao em que todos os pontos
do atrator estranho estao dentro da hiperesfera de raio €.

Em principio, uma série temporal gerada por um processo estocastico possui uma
dimensao de correlagao infinita, pois nao é esperado que sua oOrbita tenha alguma
estrutura espacial. Tratando-se de processos estocasticos nao existem atratores e
a dinamica, mesmo em condigoes assintoticas, necessita da totalidade do espaco

de fases. Um simples teste de determinismo consiste no aumento da dimensao de
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imersao até uma possivel convergéncia da dimensao de correlacao. Se a dimensao
de correlagao nao convergir em relagao aos incrementos na dimensao de imersao,
a série temporal serd estocastica, caso contrario serd deterministica. De fato, a
dimensao de imersao do sistema é o limite no qual a dimensao de correlagao nao
cresce consideravelmente com o aumento dos graus de liberdade.

Apesar dessa técnica ter sido usada extensamente, hé razoes para questionar con-
clusoes baseadas apenas na dimensao de correlacao para caracterizacao de sistemas
deterministicos. Dentre elas, destacam-se: a) dificuldade de se obter resultados
confidveis para conjuntos com numero reduzido de dados; b) precaugdes devem ser
adotadas na técnica de reconstrugao do espaco de fases; ¢) a determinagao de uma
regiao de escala, essencial para o cédlculo da dimensao de correlagao é, em geral,
subjetiva; e d) existéncia de ruido faz com que calculos baseados na dimensao de

correlagao sejam inuteis. Um nivel de ruido de 2% ja é considerado prejudicial [9].

1.4.2 Diagrama de Recorréncia

O diagrama de recorréncia (recurrence plot), introduzido por Eckmann et al. [31],
consiste em um método qualitativo que detecta quando uma série temporal pode
exibir comportamento cadtico, e é baseado em evidéncias de recorréncia em orbitas
periédicas instdveis imersas no atrator estranho [11, 16]. Este método topolégico
preserva a ordem temporal da série, analisando a forma na qual os mecanismos
responsaveis pela expansao e contracao do atrator estranho influenciam as orbitas
associadas ao sistema, entrelacando-as de forma muito especifica. Orbitas periédicas
instaveis existem com abundancia em atratores estranhos; elas sao densas em casos
que o atrator possui estrutura geométrica hiperbélica [32].°

Apresenta-se agora a descrigao do método. Se uma observacao x; da série tem-
poral {z;}" ; ocorrer préxima a uma Orbita periddica instével, entdo observagoes
posteriores irao evoluir préximas desta dérbita enquanto nao forem repelidas. Se
as observacoes evoluirem por um tempo suficientemente longo no atrator estranho,
elas irao retornar para a e-vizinhanca de x; apds algum intervalo 7, onde 7 in-
dica o periodo da érbita. Para detectar as regides de close returns (regides de
retornos préximos) em uma série temporal é utilizado um diagrama de cores onde
representam-se todas as diferengas |x; — x;4,| calculadas. Se a diferenca indexada
por (i,7) for menor que um limiar e, rotula-se a regiao correspondente de preto; se
a diferenca for maior do que ¢, rotula-se a regiao de branco. O eixo horizontal do

diagrama indica o nimero da observacao ¢, para i = 1,2,...,n, e o eixo vertical do

9A estrutura hiperbdlica é devida ao fato de existirem direcdes estdveis e instdveis presentes
simultaneamente no atrator estranho.
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diagrama indica 7, para7 = 1,2,...,n—i. Asregioes de close returns sao indicadas
por segmentos de linhas horizontais. Por exemplo, para um segmento horizontal
limitado por ¢ e t' (para t’ > t), a observagao inicial x; indica onde a série temporal
comeca a seguir a dérbita periddica instavel; a observacao final é xy .., que repre-
senta o ponto pertencente a e-vizinhanca de zy, apés um periodo 7. Na figura 1.5

ilustra-se este exemplo.

FIGURA 1.5: Regiao de close returns definida no intervalo [t,t']. O instante t” é definido
como t' — (t' — t)/2.

Se a série temporal for cadtica, segmentos de linhas horizontais serao visualizados
no diagrama. Todavia, se a série temporal for estocédstica, uma variedade uniforme-
mente distribuida de pontos pretos sera observada em todo o diagrama. A figura 1.6
mostra o diagrama de recorréncia para uma série temporal estocastica i.i.d. N (0, 1)
e a figura 1.7 mostra o diagrama de recorréncia para a série temporal associada
ao sistema nao-linear de equagoes diferenciais ordindrias proposto por Réssler [33],

definido como

=z+ay , (1.21)
=b+ z(z —¢)

SO SO

coma=0,2;b=0,2ec=5,T7.

Em comparacao com o método métrico baseado na dimensao de correlagao, o
diagrama de recorréncia apresenta algumas importantes vantagens, dentre as quais
destacam-se: a) o método topoldgico pode ser aplicado em séries temporais com
tamanho relativamente pequeno; b) o método é robusto mesmo com a existéncia de
ruido; e ¢) a aplicagdo do método preserva a ordem temporal da série.

A implementagao do algoritmo utilizado neste trabalho é devido a Claire G.

Gilmore [11], ndo necessitando de técnicas para a reconstrucao da dinamica no
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FIGURA 1.6: Diagrama de recorréncia para uma série estocastica i.i.d. N(0,1).
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FIGURA 1.7: Diagrama de recorréncia para a série associada ao sistema de Rossler.
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espaco de fases. Esta adaptacao do diagrama de recorréncia é denominada close re-
turns test. O limiar e foi determinado a partir de uma pequena fracao da distancia
média entre todas as observagoes da série temporal. Se ¢ for muito pequeno, dificil-
mente caracteriza-se algum padrao devido ao nimero insuficiente de pontos pretos

e, se € for muito grande, pode-se ter um padrao escondido no diagrama.

1.4.3 Complexidade de Lempel-Ziv

A complexidade de Lempel-Ziv é um terceiro método utilizado para a classi-
ficacao de séries temporais. Este parametro é de natureza totalmente distinta dos
métodos métrico e topoldgico ja apresentados. Esta medida de complexidade intro-
duzida por Lempel e Ziv [34, 35], nao necessita de nenhuma dimensao de imersao e
a série é interpretada como um sinal binario gerado por algum tipo de fonte. Esta
idéia esta presente na teoria da comunicagao, onde deseja-se determinar o alfabeto
minimo necessario para codificar uma fonte cujo sinal sera enviado por um canal
com ruido.

De acordo com Kolmogorov [17], a complexidade algoritmica (ou de Kolmogorov)
de uma seqiiéncia bindria de tamanho n é dada pelo comprimento K(n) do menor
programa de computador que gera esta seqiiéncia. Segundo Solomonoff [36], nao
existe um algoritmo geral que determine tal programa. Lempel e Ziv escolheram
entao, a partir de todos os programas possiveis, uma classe que permite somente duas
operagoOes: copiar e inserir. Além disso, eles nao calcularam o comprimento K(n)
do programa, mas um numero n,(n) que é uma medida ttil deste comprimento.
Trata-se de uma medida apropriada da complexidade de Kolmogorov [23].

O algoritmo de Lempel-Ziv é construido por meio de um particionamento que
separa a seqiiéncia original em subseqiiéncias (ou palavras) de comprimentos menores.
Considere a seqiiéncia s1Ss . . . s, reconstruida por um programa até o digito s,., e que
s, ¢ um digito inserido, ou seja, nao foi obtido simplesmente por um processo de cépia
de s18o...5,_1. A subseqiiéncia limitada por s, serd denotada por S = s185...5, /,
onde o uso do apostrofo indica que s, foi inserido. Na condicao de verificar se o
resto da seqiiéncia, isto é, s,,115,42...5, pode ser reconstruido por meio de uma
simples copia de S, Lempel e Ziv procederam com os seguintes passos. Definir
@ = s,11 e verificar se este termo esta contido no vocabulério da subseqiiéncia S, de
modo que () pode ser simplesmente obtido copiando-se alguma palavra de S. Isto
é equivalente a verificar se ) estd contido no vocabulario v(SQn) de SQm, onde
SQ7 denota a subseqiiéncia que é composta por S e @), e 7 indica que o ultimo
digito foi retirado da subseqiiéncia (no contexto atual, SQm = S). Esta tltima

formulagao da questao pode ser estendida para situagoes onde ) contém dois (isto
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é, Q = Sy+1Sr+2) ou mais elementos. Generalizando o processo de particionamento
da seqiiéncia, assume-se que s, pode de fato ser copiado a partir do vocabulario
de S. Usando entao a descricao acima apresentada, a proxima pergunta diz respeito
em verificar se () = s,15,12 estd contido no vocabulario de SQw, ou seja, verificar
se @ € v(Ss,11) e desta maneira até () tornar-se uma palavra que ndo pode mais ser
simplesmente copiada do vocabulario v(SQm), resultando, portanto, em um novo
digito inserido. O ndmero n,, de digitos inseridos (n, + 1, se o tltimo digito na
reconstrugao nao for inserido) é usado como uma medida de complexidade de uma
dada seqiiéncia.

A complexidade n,, da sequiéncia binaria 0010 pode, por exemplo, ser determi-
nada fazendo-se os seguintes passos: 12) o primeiro digito é sempre inserido — 0 /;
29) S =0,Q=0,5Q =00, SQm =0, v(SQm) = {0}, Q € v(SQm) — 0/ 0; 3°)
S=0,Q=015Q =001, SQm = 00, v(SQ7) = {0,00}, @ ¢ v(SQw) — 0/ 01 /;
e 42) S =001, Q = 0, SQ = 0010, SQm = 001, v(SQm) = {0,1,00,01,001},
Q € v(SQm) — 0701 70. Para este exemplo, a complexidade serd n,, = 3.

Observa-se que n,(n) contém uma medida de estocasticidade, onde a fonte que
produz um nimero maior de palavras, ou seja, que insere mais (copia menos) digitos
na reconstrucao da série binaria, é mais aleatéria em relagao a uma fonte que produz
um padrao mais repetitivo, isto é, insere menos (copia mais) digitos na reconstrugao.
Uma comparacao entre diferentes tipos de processos pode agora ser obtida.

De acordo com Kaspar e Schuster [14], a complexidade de Lempel-Ziv serd

definida como

L )
CLZ = ngrfm n@(n) s (122)
onde
n,(n) = n/logyn, (1.23)

indica o comportamento assintético de n,(n) para uma seqiiéncia aleatéria e serve
para normalizar a medida n,(n) de uma seqiiéncia qualquer, ou seja, considera-
se 0 < Crz <1 em vez de n,(n). Esta medida de complexidade terd seu valor
préximo de zero para sistemas peridédicos e aumentara para sistemas cadticos que
produzem padroes nao repetitivos, chegando a aproximadamente 1 para processos
estocasticos. Por exemplo, a complexidade de Lempel-Ziv encontrada para a série
temporal associada ao sistema de Lorenz foi de Cr; = 0,0639 e para a série temporal
associada ao sistema de Rossler foi de Crz = 0,0572. Para maiores detalhes sobre
este método algoritmico, aconselham-se [13, 14, 23]. Os valores encontrados para a
complexidade de Lempel-Ziv nas séries temporais empiricas utilizadas neste trabalho

sao apresentados posteriormente no capitulo 5.



Capitulo 2

Estacionariedade e Linearidade

2.1 Introducgao

Muitos métodos utilizados na literatura para analise de séries temporais, lineares
ou nao-lineares, assumem algum tipo de estacionariedade, de modo que estudos
preliminares quanto a este critério ¢ uma etapa essencial para uma futura modelagem
da série. Todavia, a estacionariedade nao é somente um problema técnico na analise
de séries temporais; o estudo e compreensao de sinais nao-estacionarios sao topicos
atuais de pesquisa em muitas areas da ciéncia.

No capitulo presente, apresentam-se dois métodos para andlise de estaciona-
riedade. O primeiro método, o teste da raiz unitaria de Dickey-Fuller, baseia-se
na analise dos coeficientes obtidos de um ajuste linear da série temporal, sendo
entao necessaria uma breve descricao das especificagoes utilizadas na modelagem
linear, bem como a proposta de dois métodos para analise de linearidade da série:
a estatistica BDS e o teste surrogate data [4, 37, 38, 39]. O segundo método para
analise de estacionariedade, o método cross prediction error, baseia-se na predicao da
série temporal com base na similaridade entre segmentos obtidos do particionamento
da propria série. Este método requer como condicao basica que a série analisada

seja deterministica [4].

2.2 Modelagem de Séries Temporais Lineares

2.2.1 Modelos Auto-Regressivos

A série temporal {z;}Y | é realizacao de um processo auto-regressivo de ordem p

e escreve-se AR(p), se a observacdo x; satisfizer a equagao
T = Ntaxig + o+ .. o, e, (2.1)

onde ¢ ~ i.i.d. N(0,02) e estd descorrelacionado com x;_;, para 1 < j < p.

23
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Supondo 1 = 0 e com o auxilio do operador retroativo A, definido pela operacao

A"zy = x4, para m > 1, reescreve-se x; como
aMNz, = ¢, (2:2)
onde
al(A) = 1—aA—aA* — ... — AP,

define o operador auto-regressivo de ordem p.

Em Box et al. [40], demonstrou-se que a condi¢do para que {x;}Y, seja esta-
cionaria, onde estacionariedade significa um processo com média e variancia cons-
tantes, é que todas as raizes de a(A) = 0 estejam fora do circulo unitario. Em
particular, quando p = 1 obtém-se A = a™!, e a condicao implica |a| < 1.

A demonstracao proposta por esses autores consiste na andlise das fungoes auto-
covariancia e autocorrelacao de um processo estacionario, respectivamente definidas

como

veo= (@ = ) (T — ) (2.3)

o <($t - M)($t+r - N)>
SN R Y E— 24)

onde {(z; — p)?) = ((xr1r — p)?) = 70, indicando py = 1. Na realidade, a autoco-
variancia é uma funcao de |7| de modo que 7, = v_,. Com o auxilio da desigualdade

de Cauchy-Schwarz, dada por

(20 — ) (@esr — )| < V(@0 — 1)?)((Tesr — p)?) , parat #0,

verifica-se |v;| < 7 como condic¢ao de estacionariedade do processo.
Em particular, usando o modelo AR(1), descrito pelo operador auto-regressivo
a(A) = 1 — aA, multiplicado por z;_, e logo apds tomando o valor médio, obtém-se

a relagao
-
Pr=0Qpr_1=...=a py, 7T=>0,

ou seja, reescrevendo a condi¢ao de estacionariedade como |p,| < 1, a funcao de
autocorrelagao decaira exponencialmente em duas formas diferentes dependendo do

sinal de a e necessariamente |« < 1 para que o processo seja estaciondrio.
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2.2.2 Modelos de Médias Modveis

A série temporal {z;}¥, é realizacio de um processo de médias méveis de ordem

q e escreve-se MA(q), se a observacao z; satisfizer a equagao
Ty = 1 — U161 — V262 — ... — Uy€t—q + € s (25)

onde ¢ ~ i.i.d. N(0,02%). Segue-se que z; é estaciondria, podendo ser interpretada
como uma média ponderada de €;_1, €9, ..., €4

Define-se o operador de médias méveis de ordem ¢ como
v(A) = 1—U1A—U2A2—...—’Uqu,

onde A"e; = €y, se m > 1. Supondo 1 = 0, o modelo MA(q) pode ser descrito na

forma
. = v(MN)e . (2.6)

Em particular, para o modelo MA(1), tem-se v(A) = 1 — vA, de tal forma que

se escreve Iy COMO
. = (1—vA)e, (2.7)
de onde, formalmente, segue
¢ =1—vA) o= (1 +vA+0*A% + .. )z, (2.8)
ou seja, reescreve-se r; na forma
Ty = —UT;q — VT 0— ... +€. (2.9)

Para que a série do lado direito convirja, é necessério que |v| < 1. Nessa equagao,
tem-se x; escrita como um modelo auto-regressivo de ordem infinita. Diz-se que

|u| <1 é uma condicao de invertibilidade para o modelo MA(1).

2.2.3 Modelos Auto-Regressivos e de Médias Moéveis

Um modelo auto-regressivo e de médias moveis de ordem (p,q), denotado por
ARMA(p, q), é definido por

Ty = NtaiTg+ .. F 0Ty — V6 — ... — Vb + €, (2.10)

onde ¢ ~ i.i.d. N(0,02).
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Supondo 1 = 0 e usando os operadores auto-regressivo e de médias moveis,

definidos anteriormente, reescreve-se x; na forma
aMNzy = v(A)e . (2.11)

Para um modelo ARMA(p, q) genérico, a condigao de estacionariedade é a mesma
que para um modelo AR(p), ou seja, as raizes de a(A) = 0 devem estar fora do circulo
unitério, e a condi¢ao de invertibilidade é a mesma que para um modelo MA(q), ou

seja, as raizes de v(A) = 0 também devem estar fora do circulo unitério.

2.2.4 Modelos Auto-Regressivos Integrados e de Médias Médveis

Em muitos casos, séries temporais empiricas sao nao-estacionarias. Uma série
temporal {z;}~ | nao-estaciondria pode ser transformada em estaciondria por meio
da diferenciacao efetuada d vezes a partir de seus valores originais. Assim, quando
{z;}¥ | torna-se estaciondria por diferenciacdo, diz-se que a série é integrada de
ordem d, ou Z(d). A série temporal {z;}Y, é ndo-estaciondria homogénea de ordem
d se

N—d _ d,. N
{wih2® = {A%hZa00 (2.12)

é uma série estacionaria, onde A denota a diferenciacao, ou seja,
AfL‘t =Tt — Tt—1 , A2ﬂft = A..'Et - Awt—l S e Adl‘t = Ad_ll’t - Ad_lxt_l . (213)

Um modelo ARMA estimado com base numa série integrada de ordem d é de-
nominado modelo auto-regressivo integrado e de médias moveis. Genericamente,
esse tipo de modelo costuma ser indicado por ARIMA(p, d, q), onde p refere-se a
ordem em que a série temporal serd auto-regredida, d é a ordem de integracao e q a

ordem do operador de médias médveis.

2.3 Testes de Estacionariedade

2.3.1 Teste da Raiz Unitaria de Dickey-Fuller

Dickey e Fuller [2], desenvolveram um teste para verificar a existéncia de raiz
unitaria em uma série temporal. O procedimento bésico para a realizacao desse
teste para uma série {x;}¥, consiste em regredi-la contra seus valores defasados
de uma unidade, z;_;. Logo apds, testar a significancia estatistica do coeficiente
p associado a z;_1, estimado por minimos quadrados, utilizando-se de um teste de

hipdteses.
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Do ponto de vista estatistico, um teste de hipoteses, admitindo-se correta a
hipotese sob prova, consiste em determinar certa regiao )y do espago amostral €2,
tal que a probabilidade de um evento ¢ pertencer a )y seja igual a um nimero
positivo, ns, denominado nivel de significancia, compreendido entre 0 e 1, isto é,
P(q € Q) = ns. Desse modo, 1 —ns é o nivel de confianga nc do teste, g é a regiao
critica e Q—)y é a regiao de confianca. As hipdteses estabelecidas podem ser de dois
tipos: a) hipétese nula Hy, quando se admite nao haver diferenga entre a informagao
fornecida pela evidéncia amostral e a afirmagao da hipétese; e b) hipdtese alternativa
H,, quando se admite haver diferenca entre a informacao fornecida pela evidéncia
amostral e a afirmacao da hipdtese estabelecida para realizacao do teste.

Assim, o processo do teste de hipdteses consiste em aceitar ou rejeitar a hipdtese
nula Hy. O critério adotado, com base na evidéncia amostral, nao garante uma
conclusao correta do teste. Dois tipos de erro podem ocorrer: a) rejeigao da hipdtese
nula Hy, quando esta for verdadeira (ns é a probabilidade de ocorréncia deste erro);
e b) aceitagao da hipdtese nula Hy, quando esta for falsa. O nivel de confianga nc
corresponde a probabilidade de aceitacao de Hy, quando esta for verdadeira.

Uma série temporal é nao-estaciondria se possui raiz unitaria, ou seja, quando
a hipotese p = 1 for aceita. As hipdteses do teste da raiz unitaria podem ser
formuladas como hipdtese nula Hy : p = 1 (presenga de raiz unitdria ou série nao-
estaciondria) e hip6tese alternativa Hy : —1 < p < 1 (auséncia de raiz unitdria ou
série estaciondria).

H4 trés especificacoes para aplicacao do teste de Dickey-Fuller. Formalmente,
escreve-se as especificagoes como:

a) equagao sem intercepto e sem tendéncia
Ty = pry_1 + € ; (2.14)

b) equagao com intercepto e sem tendéncia
Ty =0+ pri1+ € ; (2.15)

¢) equagao com intercepto e com tendéncia
Ty =n+ Pt + pri_1 + e ; (2.16)

onde ¢ ~ i.i.d. N(0,02).

O critério que decide se a hipétese nula Hy deve ser rejeitada ou nao, com
base na evidéncia amostral, consiste em definir um limite critico ¢. que divida o
espago amostral em duas partes: uma regiao de rejei¢ao (ou critica) e uma regiao de

aceitagao (ou de confianga). Tal limite é definido de modo que permita confrontar a
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hipdtese nula Hy com a evidéncia amostral. A regiao de rejeicao é um subconjunto do
espaco amostral, no qual, se contiver o coeficiente indicativo da evidéncia amostral,
a hipétese nula Hy é rejeitada. Jé a regiao de confianca é um subconjunto do espago
amostral que, contendo o coeficiente indicativo da evidéncia amostral, permite a
aceitacao da hipdtese nula Hy.

A estatistica t;, que mede o coeficiente indicativo associado ao p estimado da
evidéncia amostral com o auxilio do teste ¢ de Student, pode ser definida de acordo

com [41] como

t, = : (2.17)

onde s; é o erro-padrao do coeficiente p estimado associado a x;_; e sua definicao
depende da especificacao utilizada no teste. Por exemplo, quando a especificagao

linear for a equacao (2.15), s, é estimado fazendo

2 _ 1 Zi\iz(mt — 1 = pri1)’
P N2 S — ()

(2.18)

onde N é o tamanho da série e o termo (N — 2) no denominador serve para obter
um estimador nao viesado.

A regra de decisao serd dada fazendo a comparagao de t; com o limiar t., se
t;] > |tc|; rejeita-se Hy no nivel de significancia adotado e para |t;| < |t.|, aceita-se
Hj no nivel de significancia adotado. Os valores criticos t. para as trés especificagoes
alternativas foram construidos com base em simulagoes de Monte Carlo e encontram-
se em [42].

Foi apresentado o teste simples de Dickey-Fuller. No entanto, quando os residuos

estao correlacionados, escreve-se z; para o caso mais geral como
Ty = n+ P+ prra+ 1, (2.19)
onde
e = Pali—oF ...+ Ppli_p + €, (2.20)

para ¢ ~ i.i.d. N(0,02).
Supondo, por exemplo, residuos correlacionados de modo que a observacao x;
seja auto-regredida até uma ordem p = 2, a especificagao mais geral para a aplicacao

do teste fica como

Ty = N+ Bt p1x—1 + pexi—o + €,
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e o modelo pode ser reescrito, mediante a adi¢ao e a subtracao de psx;_1, na forma
ry = 1 + ﬁt -+ YTt—1 + é-let—l + € ,

onde Awy 1 = X1 — Ty_9, V= p1 + p2 e & = —po.

Este é o teste ampliado de Dickey-Fuller e a hipdtese nula é formulada como
Hy : v =1 (presenga de raiz unitaria ou série nao-estacionéria). No caso em que é
necessario auto-regredir x; até uma ordem p para que os residuos nao estejam mais

correlacionados, a especificacao mais geral pode ser reescrita como

p—1
Ty = N + ﬁt + YTt—1 + Zngxt—j + €t . (221)
j=1
Neste caso, v = >0 pm € §§ = — > 7,1 k- Essa transformacio em z; que

resulta na equacgao (2.21) reescreve o operador auto-regressivo de ordem p, definido
como p(A) =1 — p1A — poA* — ... — p,AP, na forma simplificada y(A) = 1 — A,
onde facilmente determina-se as raizes de y(A) = 0. A tnica (e suficiente) condigao
de estacionariedade a ser analisada é a de que todas as raizes do operador auto-
regressivo, que caracterizam a modelagem da série, estejam fora do circulo unitario,
nao importando a ordem do operador. Reescreve-se entao qualquer operador auto-
regressivo de ordem superior a 1, ou seja, p > 1, como um operador de primeira
ordem sem o comprometimento do teste, aplicando a transformagao apresentada.
Finalmente, estima-se a equacao acima e obtém-se a estatistica t5; associada a
x;_1, realizando-se o teste normalmente. Se nao for detectada raiz unitaria, ha
estacionariedade, ou diz-se que a série é integrada de ordem zero, ou seja, Z(0).
Caso contrario, ha nao-estacionariedade, e repete-se o procedimento com o uso dos
termos w;_1 = Axy; = xy — x4, obtidos fazendo-se a primeira diferenca. Se a série
{w,} N7 for estaciondria, a série temporal serd Z(1) e assim por diante. Desse modo,

uma série temporal Z(d), para d > 0, tem pelo menos uma raiz unitaria.

2.3.2 Método Cross Prediction Error

Schreiber [5], introduziu um método para detectar e analisar sinais potencial-
mente nao-estaciondrios por meio de variacoes dinamicas na série temporal. O
método cross prediction error baseia-se na predicao de um segmento da série tem-
poral utilizando outros segmentos pertencentes a série como uma base de dados.

Este teste tem uma contribuigao conceitual muito importante, pois ¢ baseado na
similaridade entre segmentos da série temporal, em vez da analise de parametros
estatisticos estimados a partir de médias locais, por exemplo. A aplicacao do teste

¢é particularmente 1til se a nao-estacionariedade estiver associada com mudancas
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na forma do atrator enquanto que invariantes dinamicos permanecam efetivamente
constantes [4]. Enquanto o teste de Dickey-Fuller aplica-se a séries lineares, o
presente método detecta formas sutis de nao-estacionariedade em sistemas deter-
ministicos nao-lineares.

Considere a série temporal {x, }_, particionada por segmentos de comprimento
¢, de tal forma que o i-ésimo segmento serd definido como 5’;{ = {Ti1ye+1, - Tt}
Usualmente calcula-se uma dada estatistica 7; para cada segmento ./, verificando
se a seqiiéncia {%}ZN:/f ¢ constante (desconsidera-se as flutuagoes estatisticas). O
método cross prediction error difere dessa abordagem, pois utiliza pares de seg-
mentos da série temporal, ou seja, v;; = (Y, 5”]4) Esta metodologia aumenta o
nimero de parametros calculados de N/¢ para (N/¢)?.

Apresenta-se agora o célculo da estatistica utilizada no teste. Inicialmente,
define-se & = {2}, e § = {y,}2¥, como duas séries temporais quaisquer e m

como um pequeno ntmero inteiro representando a dimensao de imersao. De ambas

as séries temporais, constroem-se vetores imersos {7, }Y=~1 e {gjn}fyi;nl, respectiva-
mente, no mesmo espaco de fases m-dimensional, onde 7, = {Zp_(m-1),..., 20}
Para cada vetor 4, = {Yn—(m-1),---,¥Un}, Pretende-se estimar y,,i, usando, en-
tretanto, como banco de dados a série temporal Z. Utiliza-se um estimador que

relaciona ¥, com x,1, definido por

Unp1 = m > wa, (2.22)
Tyt €UE ()

onde ZZ(§,) = {Tw : |T0 — Unl| < €} é uma e-vizinhanca de ¥,, formada, porém,

dentro do conjunto z. O termo [Z.*(¥,)]4 denota o niimero de elementos que estao

dentro da hiperesfera de g,, com raio . Para pontos isolados com a vizinhanca vazia,

calcula-se g, por meio da média amostral do segmento z. A estatistica v(z,7) da

seqiiéncia g, dado z, é entao definida como

L M 1/2
V(Z,9) = - Z (Grer = Ynt1)? ; (2.23)
Y n=m

e investiga localmente como a dinamica de = é adequada para a predicao de valores
em y. Em particular, se o atrator de g estiver imerso no atrator de x, pontos em g
podem ser determinados usando Z como uma base de dados. Todavia, § nao contém
informacao suficiente para estimar todos os pontos de . Enquanto a estatistica anti-
simétrica ;; fornece informagoes importantes quanto a estacionariedade do ponto
de vista dinamico, pode também ser confusa em alguns casos, sendo entao 1til o
uso da estatistica simétrica «;; + 7;;. Como exemplo, ilustra-se o método utilizado

em duas séries temporais, uma estacionaria e outra nao-estacionaria. Na figura 2.1,
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FIGURA 2.1: Cross prediction error aplicado nos segmentos obtidos a partir da série

temporal associada ao mapeamento estacionario de Hénon.
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FIGURA 2.2: Cross prediction error aplicado nos segmentos obtidos a partir da série

temporal associada ao mapeamento nao-estacionario de Baker.
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ilustra-se o cross prediction error aplicado em segmentos obtidos a partir da série

{z,}N_| associada a0 mapeamento estacionario de Hénon [43], definido como

_ 2
Tpt1 = 1 —ax; +y,

hor = ba : (2.24)
n+1 — n

onde a = 1,4 e b = 0,3. Na figura 2.2, mostra-se o método aplicado em segmentos
obtidos a partir da série {u,, +v,}_; associada a0 mapeamento nao-estaciondrio de
Baker [5], definido como

n = n n :075 n
se v, < a: Uny1 = Pu Dose v, > tntt + Bu , (2.25)

Up41 = Un/a Un+1 = (Un - a)/(l - a)

onde v, € [0,1], a =0,4e f=n/N.

Observa-se que os termos (., .7f) sido tipicamente menores que os com i # j,
pois os segmentos de treinamento e teste sao idénticos. A estatistica 7;; ¢ entao
representada em uma superficie de erro, onde valores superiores a 0, 25 sao conside-

rados altos.!©

Este limiar é valido nos dois casos, pois as séries temporais pas-
sam por um processo de normalizacao antes da aplicagao do teste. Para uma
série nao-estacionaria, do ponto de vista dinamico, a previsibilidade decaira com a
distancia temporal entre os segmentos. Verifica-se este comportamento na aplicagao
do método para o mapeamento de Baker. Os parametros utilizados na aplicacao do

teste para os dois exemplos sdao ¢ = N/40, m =2 e € =0, 15.

2.4 Testes de Linearidade

2.4.1 Estatistica BDS

Originalmente, a estatistica BDS (Brock, Dechert e Sheinkman) teve como mo-
tivagao o interesse em detectar observacoes geradas por mecanismos deterministicos.
Todavia, o teste proposto acabou revelando-se 1til como um teste diagndstico de
residuos para se verificar o ajuste de modelos lineares.

No capitulo 1, apresentou-se o calculo da dimensao de correlacao por meio da
integral de correlagao definida pela equagao (1.19). Esta medida satisfaz a condicao

assintotica

lim C,e(e) = Cple) .

l——+o0

10Para, esta escolha, considerou-se aplicacoes do método realizadas em séries dinamicamente
estaciondrias e a fragilidade do estimador (2.22) utilizado no teste.
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Se a série {7;} for realizacdo de um processo estaciondrio de varidveis aleatdrias

independentes com distribuicao f, escreve-se

//@W—H%U%W,

onde

0.(|7 — 7)) = 0 — |7 — 7)) = [ [ ©-(lz; — 2]} ,
=1

define a funcao degrau de Heaviside, ' é um vetor m-dimensional determinado a
partir da reconstrucao de Takens da série, f,, denota a funcao de distribuicao do

vetor T e satisfaz [, (%) = fu(x1, 22, ..., 2m) = [ [, f(zx). Desta forma, obtém-se

// S L] etn ==

O (Jwm — @ )df (w1)df (w2) . .. df (x)df (2))df (25) ... df (2,) |

que pode ser reescrita como

/5761/96,196(@1 — 2 )df (z1)df (7). -/Im/z;n@s(lxm — 2l |)df (zm)df (2, -

No que, finalmente, implica
C(e) = [Ci(e)]™ . (2.26)

A BDS tem como hipétese nula que o processo gerador dos dados é independente
e identicamente distribuido (i.7.d.); a hipdtese alternativa nao é especificada. O teste

baseia-se no fato de que se os dados forem 7.:.d., em condicoes assintéticas, tem-se
VHCrile) = [C1E)]™} =5 N{O, [om (o)}

e “~Ly significa convergéncia em distribuicdo (teorema de Denker e Keller [44]). A

estatistica BDS para amostras finitas é entao dada por

VHCrni(e) = [Cre(e)]"}

Wone(€) Vine(€) ’

(2.27)

onde [V, ,(€)]* é a estimativa amostral e nao viesada da variancia [o,,()]*.
Aplica-se a estatistica BDS sobre a série dos residuos obtidos a partir do modelo
linear ARIMA (modelo auto-regressivo integrado e de médias méveis) que melhor se
ajusta a série temporal analisada. Brock et al. [37], demonstraram que se os residuos
forem i.i.d., situacdo em que a modelagem linear é adequada no ajuste da série

temporal, tem-se que Cy, ¢(¢) — [C14(g)]™. Verifica-se a aceitagao ou a rejeicao da
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hipétese nula, comparando-se W, ¢(¢) com os valores criticos determinados a partir
da distribuigdo normal N(0,1). Caso a hipdtese nula seja rejeitada, indica-se uma
nao-linearidade presente na série temporal analisada (ou uma forma sutil de nao-
estacionariedade resistente a diferenciacao). Em qualquer especificacdo de modelo
linear ARIMA(p, d, ¢), somente sdao permitidos residuos que sejam independentes e
identicamente distribuidos; conclui-se entao que o ajuste linear nao é adequado para
a modelagem da série, sendo necessério entdao um ajuste nao-linear.!*

Para aplicacao da estatistica BDS nas séries temporais utilizadas neste trabalho,
o parametro ¢ foi definido como a metade do desvio padrao da série dos residuos
provenientes da modelagem linear. A implementacao do algoritmo utilizado para o
calculo de W, 4(¢) é devido a LeBaron [45].

2.4.2 Meétodo Surrogate Data

O método surrogate data foi introduzido por Theiler et al. [39], e consiste em
verificar, utilizando-se do espectro de poténcias de Fourier, se a dinamica de uma
série temporal é descrita por uma especificacao linear.

Para um processo linear, o espectro de poténcias é unicamente descrito pelos
coeficientes que caracterizam os operadores auto-regressivo e de médias moveis e,
ainda mais importante, todos os momentos sao completamente determinados pelo
espectro. Portanto, o espectro de poténcias de Fourier pode ser considerado como
uma completa descri¢do estatistica do processo [4].

O teste consiste em utilizar algum observavel nao-linear A da série original e
logo ap6s estimar uma distribui¢ao de probabilidade f(\), usando réplicas lineares
estocdsticas (surrogates) obtidas a partir de um processo de randomizagao da trans-
formada de Fourier da série original. Assumindo a hipdtese nula de linearidade,
constréi-se um ensemble de surrogates impondo com que eles preservem o espectro
de poténcias e que sejam especificados pela hipdtese nula, ou seja, obtém-se séries
temporais lineares que possuem as mesmas propriedades estatisticas que caracteri-
zam o processo original linear. O método surrogate data é basicamente uma aplicagao
da técnica de “bootstrap” proveniente da estatistica moderna.

Os passos para aplicagao do teste de hipoteses sao descritos a seguir. Calcula-se
a estatistica Ao para o sinal original e {); }le para os K surrogates, verificando logo
apos se A\ pertence a distribuicao de A obtida a partir dos valores A;. Se \ seguir
uma distribui¢ao gaussiana, estima-se a média (\) = K ! Z]K:1 A; e o desvio padrao

da média 6(\) = [(K — 1)~ 325 (A, — (\))?]/2, transformando a distribuicdo por

j=1

"Para esta finalidade, optou-se pela utilizacdo de redes neurais artificiais. No capitulo 4,
descreve-se a aplicagao desta técnica para modelagem de séries temporais nao-lineares.
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meio de

A — A
No="2 0ty
que finalmente permite comparar Aj com o limiar critico da distribuigao ¢ de Student
com K —1 graus de liberdade. Caso A for maior que o limiar critico do intervalo de
confianca, rejeita-se a hipdtese nula de linearidade no nivel de significancia adotado.
Os surrogates sao construidos a partir da transformada discreta de Fourier da

série temporal original {z,,}2_,, definida como

N

~ 1 —i2mnk/N

I, = — Tpe T 2.28
: ~ n§:1 (2.28)

para 0 < k£ < N. Multiplicando as componentes T, por fases aleatérias, obtém-
se 7, = 7, onde ¢} ¢ uma varidvel uniformemente distribuida em [0,27) e
necessariamente ¢n_, = —@x, para que a transformada inversa seja real. Calcula-se

entao a transformada discreta inversa de Fourier, fazendo

N
1 .
x;L - - § Zi', 6227rnk/N 7 (229)
v N k=1 ’

obtendo-se assim uma série linear com o espectro prescrito. Esta técnica é denomi-
nada como phase randomization e diferentes realizagoes {¢y}2_, geram novos sur-
rogates com as mesmas propriedades espectrais da série temporal original {x, }7_;.

Finalmente, observa-se que a rejeicao da hipdtese nula de linearidade nao serve
para a deteccao de caos. Este resultado somente indica uma evidéncia estatistica
de nao-linearidade em uma série temporal estacionaria, nao necessariamente indi-
cando determinismo na série temporal aplicada ao teste. Este método mostrou-se
eficiente na deteccao de nao-linearidade em sistemas cadticos de baixa dimensiona-
lidade [39]. Para maiores detalhes sobre as estatisticas utilizadas para aplicagao do

teste, aconselha-se [46].
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Transformada em Ondeletas

3.1 Introducao

Nos anos 80, foi desenvolvida uma nova forma de decomposicao de funcoes,
baseada nas representagoes quadraticas integraveis e na teoria de grupos, denomi-
nada transformada em ondeletas. Matematicamente, o termo “ondeletas”significa o
conjunto de fungoes em forma de ondas (limitadas no espago) geradas a partir de

dilatagoes e translacoes de uma funcao geradora simples 1 (), que é a ondeleta-mae.

A inovacgao revolucionaria dessa transformada consiste em introduzir uma “janela
variavel’que pode dilatar-se ou comprimir-se, dependendo da escala de analise.
Desde entao, suas propriedades tém sido amplamente exploradas por varios au-
tores, tanto do ponto de vista tedrico, veja por exemplo [47], quanto de aplicagoes
a andlise de sinais [48].

A principal caracteristica da transformada em ondeletas é o fato de ela ser local,
pois tem suporte compacto e é bem definida em uma regiao do espago, em oposi¢ao a
transformada de Fourier, que é global. Este fato torna a transformada em ondeletas
ideal para analisar sinais nao-estacionarios, contendo transitoriedades e estruturas
tipo fractais [4]. Bases de Fourier sdo localizadas em freqiiéncia, mas nao no tempo:
pequenas mudancas nas observagoes podem provocar mudancas em todas as compo-
nentes de uma expansao em Fourier, o que nao acontece com uma expansao em série
de ondeletas. A diferenca é que as fungées de uma base de ondeletas sao indexadas
por dois parametros, ao passo que na base de Fourier temos um tnico parametro,

w, que tem a interpretacao fisica de freqiiéncia.

A idéia, tanto na analise de Fourier quanto na andlise em ondeletas, consiste em
aproximar qualquer funcao por uma combinacao linear de senos e cossenos ou ondele-
tas, respectivamente. Funcoes com descontinuidades e singularidades necessitarao

de menos ondeletas do que senos e cossenos, para uma aproximacao comparavel.

37
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A transformada de Fourier de um sinal f(t) pode ser escrita como

+o0
Flw) = % /_ F(t)e“tdt (3.1)

indicando o peso relativo com que a freqiiéncia angular w comparece na composi¢ao
de f(t). O espectro de poténcias de Fourier P(w) é definido como o médulo quadrado

de F(w), ou seja,
Pw) = |Fw)?, (3:2)

indicando que uma dada distribuicao de densidade espectral associa determinada
quantidade particular de energia a cada freqiiéncia do espectro, porém nao traz
informacao da sua localizacao temporal.

A transformada em ondeletas continua de um sinal f(t) é dada por

—+00

Wy(7,7) = fFO3-(t)dt (3.3)

onde

Porlt) = %@b(tff). (3.4

Nesta representacao, v € RT é o parametro de dilatacao de escala que corresponde
a largura da ondeleta e, 7 € R é o parametro de translacao, que indica a posi¢ao
da ondeleta. O conjunto de funcoes {¢,(t)} é a familia de ondeletas transladadas
e dilatadas continuamente, originadas a partir da ondeleta-mae ) (t).

A transformada inversa é entao definida como

+o0o +00
f(t) = /0 Ww<w>wt>d7i—§ | (3.5)

+ —00

Percebe-se que a transformada em ondeletas atua como uma analise harmonica,
expressando a fun¢do f(¢) como uma superposigao de contribui¢bes que tém todas
a mesma forma que a ondeleta geradora.

A transformada de Fourier nao € suficiente para caracterizar sinais cuja freqiiéncia
varia temporalmente. O estudo espectral desses processos requer o emprego de trans-
formadas que permitam obter a freqiiéncia como funcao do tempo. O objetivo deste
tipo de andlise é expandir o sinal em formas de ondas cujas propriedades estejam
bem adaptadas a sua estrutura local; a andlise em ondeletas cumpre muito bem
esta tarefa. A figura 3.1 ilustra as transformadas de Fourier e ondeletas para dois
sinais compostos por sendides de freqiiéncias w; e ws, porém com comportamentos

temporais distintos.
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f (col,t) ef (coz,t) f (col,t) +f (wz,t)

1 2
o o
100 300 500 100 300 500
3 3
] ﬂ ) /A
@ w

100 300 500 100 300 500

FIGURA 3.1: Comparagao ilustrativa entre as transformadas de Fourier e ondeletas para
dois sinais compostos por sendides de freqiiéncias wi e wo com comportamentos temporais

distintos. Neste exemplo we = 2wy.

A transformada em ondeletas possui as seguintes propriedades: a) conservacao
de energia, tanto local quanto globalmente, o que garante que nao existe perda de
informagao quando se transforma o sinal; b) localizagao tempo-escala, no que difere
da transformada de Fourier; ¢) niicleo reprodutor, cuja estrutura depende da escolha
da ondeleta-mae; e d) andlise de regularidade local, se {t¢,.(t)} é uma familia de
funcoes regulares, entao, a transformada inversa também serd regular.

A ondeleta-mae 9 (t), de acordo com [49], satisfaz trés propriedades bdsicas: a)
similaridade, a familia de ondeletas é gerada pela translacao e dilatacao de uma
unica fungao 1 (t) e todas as ondeletas serao mutuamente similares; b) admissibili-
dade, para uma funcao integravel significa que sua média é nula; e ¢) ¥(t) deve ser

normalizavel, ou seja,

—+00

o(t) - Pr(t)dt = 1.

—00
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Define-se a variancia de ondeleta como a integral dos coeficientes quadraticos de

ondeleta sobre o parametro de translacao 7, ou seja,

v = [ " W) (3.6)

—00

Essa quantidade também pode ser denominada espectro de poténcias de ondeleta,
sendo que o nome tem sua origem na comparagao com o espectro de poténcias de
Fourier.

A energia total da fungao f(t), que é conservada, denota-se por

400 ) 400 +o00 ) d')/
Br= [ lwpa= [ [ e 37)

ou, em outras palavras, a energia total pode ser reescrita na forma

o= [ v (33)

Observa-se que a variancia de ondeleta Vi, (y) pode ser interpretada como a con-
tribuicao da energia correspondente da escala «y & energia total da fungao f(t). A
representagao grafica de [Wy (v, 7)|* no semiplano (y,7) é denominada usualmente
de escalograma.

Nota-se que, como a transformada em ondeletas mede o grau de similaridade
entre a ondeleta 1, (¢) e a fungao f(t), a escolha de ondeletas-mae diferentes geram

resultados diferentes quando aplicados & mesma f(t).

3.2 Analise de Multirresolucgao

3.2.1 Transformada em Ondeletas Discreta

A transformada em ondeletas, na sua forma discreta, pode ser escrita como

+oo
dip = fOv5t)dt (3.9)
onde
Vi) = WPt - ko) (3.10)

T e T =k x 19 X 7,7, indicando que a translagio

o que corresponde a tomar v = vy,
7 depende do parametro de dilatacao ~.
Na anélise de Fourier, toda funcao periédica f(t), com periodo 27 e de quadrado

integravel, ou seja, f(t) € £3(0,2m), é gerada por uma superposicao de exponenciais
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complexas obtidas por dilatacdes da funcao €. O objetivo é estender essa idéia
para L2(R), isto é, gerar esse espaco a partir de uma tnica fungao 1(t). Considere o
espago L2(R) de todas fungdes mensurdveis de quadrado integravel sobre R. Neste
espago, as fungbes {1;x(t)} devem cair rapidamente a zero quando ¢ — oo, logo
exponenciais do tipo ™! = cos(wt) + isen(wt) nao pertencem a esse espaco. A idéia
é considerar dilatagoes e transla¢oes de uma tnica fungao ¢ (t), de modo a cobrir R.

Ou seja, considera-se ondeletas do tipo
Yi(t) = 207220t — k). (3.11)

A ondeleta 1;,(t) é obtida de uma ondeleta-mae ¥ (t) por dilatagiao bindria 277
(70 = 2) e translagao diddica k x 277 (15 = 1). As fungoes {¢;x(t)} formam uma
base ortonormal completa no espago £3(R), tem-se entao

—+00

onde d;, € Ok, sao fungoes delta de Kronecker. Desta forma, escreve-se qual-
quer funcao f(t) € L*(R) como uma combinagao linear de todas as dilatacoes e
translagoes da ondeleta-mae 1(t), obtém-se entao
F&) = DO dpi(t) . (3.13)
JEZ keZ

Diz-se que a funcao f(t) é caracterizada pelos coeficientes de ondeletas {d;.} ex-
pressos na base {1;(t)}, que é normalmente denominada base de Riesz.
Uma maneira de gerar ondeletas é pela funcao escala ¢(t), que é uma solugao da

equacao

Bt) = V2> b2t — k). (3.14)

kEZ

Essa funcgao gera uma familia ortonormal em £2?(R), definida como
() = 2726(2t k). (3.15)
Nessas condigoes, define-se a ondeleta-mae 1 (t) como

U(t) = V2> (2t —k). (3.16)

keZ
Os coeficientes £y e hp sao geralmente conhecidos como coeficientes de filtro.

Estes sao dados por
+oo
U = (1), pri(t)) = V2 o(t) - ¢7(2t — k)dt (3.17)

b= W0 =v2 [ () o2~ Ryar. (3.18)
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As equagbes (3.14) e (3.16) sao chamadas equagoes de dilatagao e serao funda-
mentais para decomposicao e reconstrucao dos subespacos de aproximacao e detalhe
apresentados na seqiiéncia do capitulo. Para fixar a notagao utilizada, observa-se

que as fungoes ¢(t) e ¥ (t) sdo definidas como ¢go(t) e 1oo(t), respectivamente.

3.2.2 Subespacos de Aproximacao

Para efetuar a representagao multirresolugao de uma funcao em £?(R), necessita-

se de uma seqiiéncia crescente de subespacos fechados que verificam
LL.CVyccV VoWV,

estes subespacos V}, para j € Z, devem ter uma intersecgao trivial e uma uniao que
é densa em L2(R), ou seja,

AVi={0} e JVi=£L®).
JEZ JEL
A fungao escala ¢(t) e as suas translagoes ¢(t — k), com k € Z, formam uma
base do subespaco V;. Da mesma maneira, a familia de fungdes {¢1,,(t) : m € Z}
forma uma base para o subespacgo V5. Como V} esta contido em Vi, qualquer funcao
definida em V{, pode ser expressa como combinagcao linear das fungoes que constituem

a base do subespaco V7, obtém-se entao

o(t) = Z<¢(t)a P1(t)) D1 (t) -
keZ
Essa equacao é a mesma que a (3.14).
Para obter a aproximagao f;_1(t) de uma fungao f;(t) € V; C L*(R) efetua-se a

projegao de f;(t) no subespago V;_1, obtém-se desta forma

fia(t) = Zaj—1,k¢j—1,k(t) ; (3.19)

kez
esta funcao representa uma aproximacao com escala indexada por j — 1 da funcao
com escala indexada por j. Os coeficientes {a;_1 4}, denominados coeficientes de

aproximacao, sao determinados fazendo

—+00

i1k = fi®) 5y (t)dt (3.20)

ou
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que pode ser reescrita como

+o0
Qi1 = Z ajm/ 22I=V/24(29t —m) - ¢* (2771 — k)dt .

meZ

Fazendo a mudanca de coordenadas 27!t — k — t/, obtém-se

+oo *

b = Lo {VE [ ott)- oo — n -2}
mEZL %

e finalmente, usando a equagao (3.17), a relagao geral para os coeficientes de aproxi-

macao sera dada por

i1k = Zﬁfnf%ajm. (321)

meZ

3.2.3 Subespacgos de Detalhe

A anélise de multirresolucao conduz diretamente a uma decomposicao do espaco
L?(R). Como o préprio nome indica, tal andlise consiste em representar uma dada
fungao em diferentes escalas de resolugao. Permite também obter, de uma forma
eficaz, a informacao necessaria para passar de uma escala para outra. Para tanto,
define-se agora o subespaco W;_; como sendo o complemento ortogonal de V;_; em

V;. Desta forma, tem-se
Vi = Viao Wi, (3.22)

com V;_1 L W,_; e @ representa uma soma ortogonal direta. Daqui, verifica-se que

os subespacos W;, com j € Z, sao ortogonais e

Uvi=pw, =L®).
JEL JET
Esta soma possibilita a equacao (3.13).
A ondeleta-mae 1(t) em conjunto com todas as suas translagoes inteiras deverao
constituir uma base do subespaco W,. Como Wy C Vi, a funcao ¥(t) pode ser
expressa como combincao linear das fungoes que constituem a base de V;. Escreve-

se

V() = Y ((t), duk () dun(t) -
kEZ
Essa equacao é a mesma que a (3.16).
Os coeficientes de filtro {¢;} e {hy} devem estar relacionados de modo a garantir

a desejada ortogonalidade entre os subespacos, V, L W,. Adiante, mostra-se a
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relacao necessaria entre os coeficientes de filtro no caso das familias de ondeletas de
Daubechies.!?

Para uma determinada aproximacao f;(t) € V; C £L*(R), nao hé a necessidade
de expansao nos infinitos subespagos de detalhe que compoem L2(R); expande-se

f;(t) somente nos subespacos que compoem V;. Define-se V; como
Vi = WisieW,,eW, 3., (3.23)

essa equagao ¢ a mesma que a (3.22) e obedece a condicao V;_; C V. Esta condicao
implica que ao passar do nivel de resolugao j — 1 para o nivel de resolucao j,
aumenta-se a resolu¢ao (ou adiciona-se “detalhes”). Na medida em que o nivel de
resolucao aumenta, a funcao aproximada converge para a funcao original, ou seja,
lim; . f;j(t) = f(t). Por outro lado, quando j — —oo, a aproximacdo converge
para a funcao nula. Na figura 3.2, é apresentada uma decomposi¢ao ortogonal da
funcao f;(t) € V; nos subespagos V;_; e W;_;.

Para qualquer funcao f(t) € L*(R) e pelo modo de como é construido o espago

L%(R), escreve-se f(t) como

f@) = .4+ g2@) +911) +90(t) + g1(t) + 92(t) + ..., (3.24)

onde g;(t) € W; para todos j € Z. A funcao g;(t), de acordo com a equagao (3.13),
pode ser escrita como

gi(t) = Y duib(t) . (3.25)

keZ

As funcoes {;x(t)}, com k € Z, formam, para um dado valor do parametro
J, uma base do subespago W;. Os subespacos fechados W, e W), pertencentes ao

espago L2(R) sao mutualmente ortogonais, ou seja,

(G50, 0m(0) = dind i
kEZ
para g;(t) € Wj, gn(t) € Wy, e W; L W,,, quando j # m.
A diferenca g;_1(t) € W;_y entre a funcao f;(t) € V; e a aproximacao f;_1(t) €
Vi_1 pode ser expressa em termos da projecao de f;(t) no subespago de detalhe

W;_1. A func@o g;_1(t) é escrita como

gia(t) = D diiktbio1k(t) . (3.26)

keZ

12Daubechies [50], introduziu as ondeletas ortonormais de suporte compacto, denominadas
daublets dbN. Estas ondeletas nao possuem expressao explicita e sao usualmente denotadas por

NY(t). O pardmetro N € Z controla a regularidade da fungao.
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FIGURA 3.2: Decomposicao ortogonal da funcao f;(t) € V; nos subespacos V;_1 e Wj_;.

Observa-se que a funcéo f;(t) apresenta maior resolugao que a funcao fj—1(t).

A familia de ondeletas {¢;_14(t) : k € Z} forma uma base ortonormal em W,_;
e a funcdo g;_1(t) representa o detalhe de f;(¢) em relagdo a aproximagao f;_1(t).
Os coeficientes {d;_1}, denominados coeficientes de ondeleta, sao determinados

fazendo o produto interno

—+o0
di_1r = fi()y5_q (t)dt (3.27)
ou
400
dicie = Y ajm Gim(t) - Uiy y(t)dt |

MEZ

que pode ser reescrita como
dicie = Y, a]m/ 22012274 — ) - p* (27 — k) dt .

Fazendo a mudanca de coordenadas 2/-!'t — k — t/, obtém-se

v = S {V2 [ o) oo - o2}

meZ

e por fim, usando a equagao (3.18), a relagao geral para os coeficientes de ondeleta

sera dada por

dicie = D> i oty - (3.28)

meZ



Capitulo 3. Transformada em Ondeletas 46

Finalmente, verifica-se a equagao (3.9) fazendo

firi(t) = firalt) — gina(t)
fivi) = fira(t) — gj2(t) — gj11(t) ,

Fian®) = froo(®) = > gmlt) .
m>j+1
Como ja mencionado anteriormente, na andlise de multirresolugao verifica-se que
lim;_, . f;j(t) = f(t) e o produto interno d;; = (f;+1(t), ¢;k(t)) pode ser reescrito
como (f(t),¥;x(t)). Isto é possivel, pois (Vmn(t), ¥;r(t)) =0, para m > j + 1.

3.2.4 Ondeletas de Daubechies

O suporte compacto das fungoes ondeletas é uma propriedade importante, pois
esta relacionado com o fato de as ondeletas serem localizadas no tempo. Quando
pretende-se obter ondeletas com suporte compacto € necessario que apenas um
numero finito de coeficientes de filtro seja diferente de zero. Os sistemas de on-
deletas de Daubechies sao organizados em diferentes familias, cada uma das quais
caracterizada por um numero diferente de coeficientes de filtro ndao nulos. A fungao

escala para cada uma das familias de ondeletas é entao dada por

2N—-1

No(t) = V2 b no(2t— k). (3.29)

Fungoes escala assim definidas tomam valores diferentes de zero apenas num deter-
minado intervalo. A este intervalo costuma-se denominar “suporte”da funcao. Para

a fungao escala y¢(t), escreve-se
SupN¢(t) = [O, 2N — 1] .

Desta forma, observa-se que a regularidade da fun¢ao y¢(t) aumenta a medida que
cresce o valor de V.

E por meio da imposicao de determinadas condicoes sobre os valores que os
coeficientes de filtro podem assumir que obtém-se certas propriedades para sistemas
em ondeletas, tal como, por exemplo, a ortonormalidade. Para esta propriedade
tem-se

B o= (—1)™lon—1m | (3.30)

m

e define a chamada quadrature mirror filter relation.
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A ondeleta-mae para cada uma das familias de ondeletas pode ser definida como

2N—-1

NO() = V2) by no(2t — k) (3.31)
k=0

a relagao (3.30) é condicionada pela necessidade de garantir a ortonormalidade entre

a funcao escala e a ondeleta-mae. Verifica-se entao

(No(t), np(t) = 2/_+OO i b, NO(2t — Z hy, N®*"(2t —m)dt

(o), (D) = 2 / ST b2 k) S (1) a1 w6 (20— i)
k=0 m=0

(vo(t), NU(2)) = 2 Z U Z )" lon_1— m/ OoNﬁb(Qt — k) NO"(2t —m)dt .

Se durante a geragao de y¢(t) tiver sido garantida a ortonormalidade entre todas

as translacoes inteiras da funcao, tem-se

+00 too
2/ N¢(2t — k) N¢*(2t — m)dt = / N¢(t/ — k) N¢*(t/ - m)dt’ = 5km y

—00 (o.¢]

no que implica
2N-1

(No(t), x(8)) = D (1) liloy_1 =0,

k=0
como se pretendia demonstrar.
O suporte da ondeleta-mae n1)(t), definida em (3.31), é igual ao da fungao escala

correspondente, ou seja,
SUp ey = [0,2N —1].

O sistema completo de funcoes é obtido considerando translacoes e dilatagoes da

funcao escala e da ondeleta-mae. Define-se, desta forma

NOR(t) = 2 N0(20E — k) e nib(t) = 272N (27t — k) |
de modo que

SUD g (1) = SUP s ( = [kx27, 2N —1+k) x277] .

A familia de ondeletas com N = 4 é utilizada para ilustrar os conceitos e exem-

plificar algumas das operacoes envolvendo ondeletas. Desta forma, com o auxilio
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@) (b)

(© (d)

AVAYA %

FIGURA 3.3: Translacao (a) e dilatacao (b) da func@o escala 4¢(t); translacao (c) e
dilatagao (d) da ondeleta-mae 41)(t).

da relagao (3.29), a funcado escala desta familia de ondeletas é obtida por meio da

resolucao da equacao

201 = V2l 40(2t) + €1 42t — 1) + Ly 4(2t — 2) + L3 4(2t — 3)
+ly 4P(2t —4) + U5 4(2t — 5) + lg 4p(2t — 6) + U7 40(2t —T)] .

Os valores dos coeficientes ¢, para 0 < k < 7, sao determinados de modo a garantir
algumas propriedades para o sistema de ondeletas. No apéndice A, demonstra-se
quais sao as condicoes para obtencao destas propriedades e descreve-se o procedi-

mento numérico proposto por Strang [51] na geragao de fungoes escala.

Uma vez calculada a funcao escala, a ondeleta-mae pode ser obtida por meio das
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relacoes (3.30) e (3.31). Tem-se entdo

7

7
W(t) = \/izhk 19(2t — k) = \/EZ(_UW;—;C 192t — k) ,

k=0

que pode ser reescrita como

aW(t) = V20 40(2) — L5 402t = 1) + 6 40(2t — 2) — € 49(2t — 3)
+05 40(2t — 4) — 03 46(2t — 5) + €} 4(2t — 6) — 0 4p(2t — T)] .

Na figura 3.3 apresentam-se as fungdes 4¢01(t) e 4010(t). Estas fungoes foram
obtidas a partir de uma translacao inteira de 4¢(t) e de uma operagao de dilatagao
efetuada sobre a mesma fungao escala, respectivamente. Na mesma figura, ilustram-

se as mesmas transformagoes para a ondeleta-mae 41)(t).

3.2.5 Algoritmo Piramidal

A transformada em ondeletas discreta é efetivamente calculada por um algo-
ritmo chamado piramidal, devido essencialmente a Mallat [52]. O algoritmo usa as
equagoes (3.21) e (3.28), decompondo uma funcao f(t) € L%(R), na hipétese de que
f(t) possui nivel de resolugao k, de modo que f(t) — fx(t), onde fi(t) € Vi, para

k € Z. Desta forma, é possivel decompor fi(t) como

fe(t) = feo1(t) + gre-1(t) , (3.32)

onde fr_1(t) € Vi1 € gr—1(t) € Wi—1.
Supode-se agora que p seja o numero maximo de decomposicoes realizadas em

fr(t); obtém-se assim, sucessivamente

fet) = fe-a(t) + gro2(t) + gr(t)
fe@) = fues(t) + gr—s(t) + gr—2(t) + gu-1(t) ,

o) = feep(t) + grp(t) + ... 4 gr—s + gr—2(t) + gp-1(t) .

As fungoes que expressam fi(t) podem ser representadas como superposicoes de
funcoes dilatadas e transladadas discretamente, geradas a partir da funcao escala
¢(t) e da ondeleta-mae 1 (t). Tem-se, entao

@) = D thpmGhpm() + YD diimrim(t) - (3.33)

MEZ i=1 meZ
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FIGURA 3.4: Decomposigao da fungao fx(t) na aproximacao fr_s3(t) e nos detalhes
9e-1(t), gr—2(t) e gr—3(t).

A figura 3.4 mostra a aproximagao fr_3(f) da série temporal f(t) composta
pela fungao f(t) = \/t(1 —t) sen[2, 17/ (t + 0,05)], para 0 < ¢ < 1, adicionada de
ruido gaussiano i.i.d. N(0;2,5 x 1073), em fungiao dos coeficientes de aproximacao
ak—3.m Na base 4¢3, (t) e os detalhes obtidos nesta decomposi¢ao, em fungao dos
coeficientes de ondeleta dy_;,, na base 4¢x_;,(t), para i = 1,2,3, usando como
ondeleta-mae a funcao daublet db4. A fungao f(t) é conhecida na literatura como
Doppler.

Finalmente, obtém-se os coeficientes de aproximacao aj, para reconstruir a

funcao original, fazendo
ajm = (fi=1(t), 0jm(t)) + (gj-1(t), djm (1)) ,
onde ajm = (fj41(£), ojm(t)) = (fi(t), @im (1)) +(g; (1), Pjm(t)) = (f5(£), jm(t)). Esta

expressao pode ser reescrita como

m = Y a1 b 1k(), D (D) + Y dima (o1 k(8), Sym(t)

keZ keZ
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Fazendo novamente a transformagao 27t — k — ¢’ e usando as equagoes (3.17) e
(3.18), obtém-se

Ajm = Z Cop—ok@j—1) + Z P —ordj—1 1 - (3.34)
keZ kEZ

3.3 Filtragem de Ruido

O método de reducao de ruido no dominio da transformada em ondeletas discreta
¢ normalmente conhecido como método de-noising. Este método consiste basica-
mente em calcular a transformada em ondeletas discreta de um sinal deterministico
contaminado por ruido, efetuar uma operacao de ceifamento sobre os coeficientes
de ondeleta determinados a partir de uma analise de multirresolucao e, em seguida,
reconstruir o sinal com os coeficientes de ondeleta aprovados pela andlise de ceifa-
mento, obtendo-se assim o sinal descontaminado de ruido.

Counsidere o modelo
w;, = f(t;)+¢€, parai=1,23,...,n, (3.35)

onde ¢ ~ i.i.d. N(0,02). Supoe-se que f(t;) pertenga a determinada classe de
funcgoes, satisfazendo certas propriedades de regularidade.

O procedimento de redugao de ruido, de acordo com [53], consiste nos trés
estagios seguintes: a) calcular a transformada em ondeletas discreta de wy, ..., wy,,
obtendo os coeficientes de ondeleta {d;; }, que sdo contaminados por ruido; b) aplicar
limiares (thresholds) para anular aqueles coeficientes que estao abaixo de certo valor,
obtendo nesse estdgio os coeficientes {d’,. } desprovidos de ruido; e c) calcular a trans-
formada em ondeletas inversa com os coeficientes do estagio anterior para obter a
fungao estimada f(¢;). Na figura 3.5, é apresentado um esquema de decomposigao,
reducéo de ruido e reconstrucao da funcao f;(t), usando a analise de multirresolugao.

O esquema utilizado para a selecao dos coeficientes é o chamado soft threshold,

definido como

0 se [z] < A
0°(x) = | |
(z) { sign(z)(Jz| — A), se |z| > A (3.36)

Esta abordagem baseia-se na suposicao de que alguns dos coeficientes de ondeleta

do sinal original sejam aproximadamente iguais a zero e que, portanto, no sinal

contaminado por ruido puro aditivo, tais coeficientes correspondam a ruido puro.!?

130utro esquema que pode ser utilizado é o chamado hard threshold definido como: §"(x) = 0,
se |z] < Xedh(x) =, se |z| > A
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FIGURA 3.5: Esquema de decomposicao, reducdo de ruido e reconstrugao da fungao
fj(t). A operagao de ceifamento é indicada por (). No diagrama, mostra-se somente uma

decomposicao, podendo ser necessaria sucessivas decomposigoes em aplicagoes praticas.

No caso de um sinal unidimensional formado por n amostras, testa-se entao, para
cada coeficiente de ondeleta dj;, a hipdtese de que tal coeficiente seja menor que
um limiar A. Os coeficientes de aproximacao da tultima decomposicao sao sempre
incluidos na reconstrucao do sinal.

Donoho e Johnstone [54], propoem a utilizagado de um limiar A aplicdvel a todos

os niveis j. Este parametro é definido como

A = oy/2log,n, (3.37)

que nao depende da escala e é chamado universal. Para o nivel de ruido o, pode-se
usar o estimador definido por
median(|dJ01” ‘dJ()?” s |dJom|>

o = 0.6745 , (3.38)

onde Jy representa o nivel associado a escala de maior resolugao, m é o tamanho da
série composta pelos coeficientes de ondeleta {d ., }7, e o fator 0,6745 no denomi-
nador reescala o numerador para que 6 também seja um estimador adequado para
o desvio padrao de um ruido gaussiano [49].

Lembra-se que o método de reducao de ruido baseado na transformada em on-
deletas nao exige estudos prévios quanto a estacionariedade da série a ser filtrada. Os
resultados obtidos na aplicagao deste método em séries temporais contaminadas com
ruido sao mostrados posteriormente no capitulo 5. Inspecao visual ou um algoritmo
que determine o nivel de ruido para uma comparacao entre as séries contaminada e

filtrada é aconselhavel apds o uso desta técnica.



Capitulo 4

Redes Neurais Artificiais

4.1 Introducao

Na busca pela representagao do conhecimento, inspirado na organizacgao fisica
do cérebro, com suas potencialidades e limitagoes, situa-se a escola conexionista. O
conexionismo denota uma forma particular de processamento da informacao a par-
tir de modelos computacionais baseados na estrutura e funcionamento do cérebro
humano, caracterizados pela reuniao de uma quantidade de células de processa-
mento interligadas por conexoes. Estes modelos apresentam “inteligéncia”, sendo
possivel aprender, errar e aprender com o erro. Com base neste tipo de estru-
tura, denominam-se adequadamente estes modelos por redes neurais artificiais, em
alusao a tentativa de imitacao dos conjuntos formados pelas células neurais, suas
caracteristicas basicas e organizagao. Todavia, o conhecimento do funcionamento
do cérebro, bem como da interconectividade entre os neuronios, ainda é bastante
incompleto. Portanto, tais modelos computacionais nada mais sao que imitacoes

“grosseiras”’e parciais das redes de neurdnios do cérebro.

O neurdnio, que é a unidade fundamental do cérebro, isoladamente pode ser
considerado andlogo a uma unidade de processamento; recebe estimulos (pulsos
elétricos) provenientes de varias outras células neurais por meio de muitas entradas, e
transmite estimulos produzidos nele através de uma tnica saida, como ilustra a figura
4.1. Os constituintes que formam o neurdnio sao: a) dendritos, que sdo um conjunto
de terminais de entrada com a fungao de receber os estimulos; b) corpo celular, que
é responsavel pela coleta e combinacao dos estimulos fornecidos pelos dendritos; e ¢)
axonio, que é um terminal de saida responsavel por transmitir estimulos gerados no
neuronio para outras células. Este ultimo pode ser considerado como um dispositivo
de disparo que produz um pulso elétrico toda vez que o somatério dos sinais dentro
do corpo celular atingir um certo limiar critico [55]. Geralmente, o axénio divide-

se na sua extremidade terminal em muitos ramos e assim ele pode passar a sua

23
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§

colrpo dendritos ax6énio ramos terminais do axénio
celular

FIGURA 4.1: Esquema dos constituintes do neur6énio. As flechas indicam a direcdo em

que os sinais sao internamente transmitidos na célula neural.

mensagem simultaneamante a outras células neurais.

O axoOnio termina em um tipo de contato chamado sinapse, que conecta-o com
o dendrito de outro neuronio. Esta conexao nao é uma ligagao direta; trata-se de
uma juncao quimica temporaria. A sinapse libera moléculas sinalizadoras, denomi-
nadas neurotransmissores, em funcao do pulso elétrico disparado pelo axonio, sendo
possivel a necessidade de varios outros disparos antes que a sinapse libere estas
substancias que, por sua vez, rapidamente difundem-se pela fenda sindptica.!* Os
neurotransmissores provocam estimulos elétricos nas células pos-sindpticas por meio
de dendritos quimicamente ativos (neuroreceptores), que sao conduzidos ao préximo
corpo celular, e assim sucessivamente. Para maiores detalhes, ver em [56].

O primeiro modelo de redes neurais artificiais foi apresentado no trabalho pio-
neiro de McCulloch e Pitts [57]. Com um ndmero suficiente de neurénios e com
conexoes sindpticas ajustadas apropriadamente, estes autores mostraram que uma
rede assim constituida realizaria, em principio, o calculo de qualquer funcao com-
putavel. Este era um resultado muito significativo e com ele é geralmente aceito o
surgimento da pesquisa em inteligéncia artificial [58]. O préximo desenvolvimento
significativo das redes neurais venho com Hebb [59], no qual foi apresentada pela

primeira vez uma formulacao explicita de uma regra de aprendizagem fisioldgica

14Quando o axénio de um neurénio conecta-se a uma outra célula para enviar sua mensagem,
ele fica em proximidade com esta célula. Entretanto, ele deixa um espago que é chamado de fenda
sinaptica.
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para a modificacao sinaptica. O processo de aprendizado ocorre quando aconte-
cem repetidas e efetivas modificacoes nas sinapses que interconectam os neuronios,
em funcao da maior ou menor liberagdo de neurotransmissores. Na medida que
novos eventos sao apresentados, determinadas ligacoes entre os neuronios sao re-
forcadas, enquanto que outras enfraquecidas. A interconectividade do cérebro é
continuamente modificada conforme o organismo vai aprendendo tarefas funcionais
diferentes e que agrupamentos neurais sao criados por tais modificacoes. Este ajuste
nas ligagoes entre os neuronios durante o processo de aprendizado é uma das mais
importantes caracteristicas das redes neurais (artificiais).

Um outro passo importante foi dado por Rosenblatt [60], em seu trabalho so-
bre o perceptron. Esta arquitetura foi proposta como uma nova abordagem para
o problema na classificacao de padroes linearmente separaveis.!'® Basicamente, a
arquitetura do perceptron consiste de um tunico neurénio com funcao de ativagao
threshold e uma camada de pesos ajustaveis nas conexoes sindpticas, limitando-se
apenas na classificagdo de padroes com apenas duas classes (hipétese). Rosenblatt
provou que se os padroes utilizados para treinar o perceptron sao retirados de duas
classes linearmente separaveis, entao o algoritmo converge e posiciona a superficie
de decisao na forma de um hiperplano entre as duas classes. Suponha entao que as
variaveis de entrada tenham sua origem em duas classes linearmente separaveis 6 e
©,. Sendo A = x1(1),21(2),...,z1(m) e To = x5(1),22(2), ..., x9(n) subconjuntos
de vetores de treinamento pertencentes as classes 4] e %, respectivamente. A uniao
de 71 e % forma o conjunto de vetores de treinamento completo 7. O processo
de treinamento consiste no ajuste do vetor de pesos nas conexoes sinapticas, dados
os m + n vetores do conjunto .7 para treinar o classificador, de tal forma que os
vetores pertencentes a classes diferentes estejam linearmente separados.

Durante o periodo do perceptron nos anos 60, parecia que as redes neurais ar-
tificiais poderiam realizar qualquer tarefa, utilizando a aprendizagem proposta por
Rosenblatt. Mas, entao, Minsky e Papert [61], demonstraram a existéncia de limites
fundamentais devidos a padroes nao linearmente separaveis, gerando desinteresse
pela pesquisa nesta area nos anos seguintes. Também a publicacao de diversos
trabalhos que descreviam modelos de previsao pouco confidveis tirou quase toda
credibilidade das redes neurais artificiais.

A partir dos anos 80, com o avanco da tecnologia provendo suporte computa-

6

cional e o fracasso do simbolismo'® na solucao de determinados problemas, as redes

neurais artificiais passaram a atrair substancial atencao novamente. Nesta mesma

I3Isto é, padroes que se encontram em lados opostos de um hiperplano.
16 A escola simbolista tenta simular o comportamento inteligente desconsiderando a estrutura e

0s mecanismos responsaveis por tal, ao contrario da escola conexionista.
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década, Rumelhart et al. [62], desenvolveram o eficiente algoritmo error backpropa-
gation a partir do aperfeicoamento da idéia do perceptron. Este algoritmo é baseado
na regra de aprendizagem por correcao de erro e foi utilizado com sucesso em arquite-
turas de rede denominadas perceptrons de multiplas camadas (de pesos sinapticos).
Tipicamente, a rede consiste de um conjunto de unidades sensoriais que constituem
a entrada da rede, um ou mais conjuntos ocultos de neuronios artificiais e mais um
conjunto de neuronios artificiais na saida da rede. O sinal de entrada propaga-se
para frente através da rede, camada por camada.

As redes neurais artificiais certamente trilharam por um longo caminho desde os
dias de McColluch e Pitts. De fato, elas estabeleceram-se como um tema interdis-
ciplinar com raizes profundas em computacgao, fisica, matematica, neurociéncias e
psicologia. Atualmente, as redes neurais artificiais tém sido amplamente exploradas
na modelagem e previsao de séries temporais nao-lineares; particularmente em séries
cadticas estas ainda sao uteis, porém com certas restrigoes para previsao.

Para fixar o vocabuldrio utilizado até aqui e na seqiiéncia do capitulo, pretende-
se, a partir da comparacao com o neuronio biolégico, identificar os constituintes da
célula artificial. Os dendritos sao representados por unidades sensoriais de entrada,
cujas ligagoes com o corpo celular artificial sao realizadas por meio de elementos
denominados pesos, simulando as sinapses. Os estimulos sao processados por uma
fungao soma (corpo celular artificial), e o limiar critico por uma fungao de ativagao
(ou funcao de transferéncia), que entao transmite o pulso por unidades de saida, que
representam o axonio.

O neuronio artificial ilustrado na figura 4.2 inclui também um viés aplicado
externamente, representado por by. O viés tem o efeito de aumentar ou diminuir
a entrada liquida na fungao de ativacao, dependendo se ele é positivo ou negativo,
respectivamente. Em termos matematicos, descreve-se o k-ésimo neuronio pelas

seguintes equacoes

U = Zwkﬂ?i, (4.1)
i=1

e = plur+0by), (4.2)

onde x1, o, ..., T, sao os sinais de entrada; wgy, W, . . . , Wi, SA0 0S Pesos sinapticos;
ug € a saida da fungao soma, representada por Y; na figura, devido aos sinais de
entrada ponderados pelos pesos sindpticos do neurdnio k; b, é um viés; ¢ é a funcao
de ativagao; e y, € o sinal de saida do neuronio artificial. O uso do viés by tem o

efeito de aplicar uma transformacao a saida u; da fungao soma, como mostrado por
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FIGURA 4.2: Esquema dos constituintes do neurénio artificial.

Equivalentemente, reescrevem-se as equagoes (4.1) e (4.2) respectivamente como

v = Zwkixi, (4.4)
i=0

u = ¢(vk), (4.5)

ou seja, na equagao (4.4), adiciona-se uma nova conexao sindptica. A sua entrada é
definida como zy = 1 e 0 seu peso é wyy = by.

Redes neurais artificiais com apenas uma camada de pesos sinapticos, como o
modelo perceptron, sao baseadas em uma combinacao linear de variaveis de entrada,
que sao transformadas por uma funcao de ativacao, resultando em redes muito limi-
tadas em relagao ao tipo de funcoes que conseguem representar. Além disso, os
neuronios internos sao de grande importancia na rede, pois provou-se que sem estes
torna-se impossivel a resolu¢ao de problemas nao linearmente separéaveis [63]. Para
permitir um mapeamento mais genérico, consideram-se sucessivas transformacoes
na rede formada por varias camadas de pesos ajustaveis, utilizando um algoritmo
de aprendizado. Segundo Bishop [64], duas camadas de pesos sindpticos (um con-
junto oculto de neurénios artificiais) sdo capazes de aproximar qualquer mapeamento
dado por uma funcao continua. Para a utilizagao do algoritmo de aprendizado error
backpropagation, a Unica restricao imposta é que a rede seja alimentada de modo
progressivo, ou feedforward, para que nao contenha passos ciclicos. Isto assegura que
a salda da rede possa ser determinada como uma funcao explicita dos parametros
de entrada e dos pesos sinapticos. Tais redes sao teoricamente mais faceis de serem
analisadas do que topologias mais genéricas, e podem freqiientemente ser implemen-
tadas de uma maneira mais eficiente em uma simulagao computacional.

Um exemplo de rede multicamada feedforward é mostrado na figura 4.3. O

diagrama representa uma rede de duas camadas de pesos sinapticos, com n unidades
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FIGURA 4.3: Exemplo de rede multicamada feedforward, onde {x;}]' representam as
(1)
ji
sao vieses.

.7 . . p . m . ’
varidveis de entrada, {z;};_; as unidades ocultas, {y;};’; as unidades de saida, w;;" e

(2) P . (1) (1) (2) )
wy.; 08 pesos sinapticos e zo = zp = 1. Os pesos wyg ;. .., Wy € Wiy, .. Wy

A flecha indica o sentido de propagacao do sinal.

de entrada z, p unidades de neuronios artificiais z formando um conjunto oculto,
e m unidades de neuronios artificiais y formando um conjunto de saida. Os pesos

sinapticos w representam as conexoes entre as unidades de processamento.

Os parametros n, p e m estao vinculados de acordo com o teorema de Kol-

mogorov. Este teorema permite demonstrar que qualquer funcao continua
f:UCR"—-R™

definida no hipercubo unitario n-dimensional e com valores em um espaco de di-
mensao m, pode ser representada por uma rede neural artificial com n unidades
de entrada, p = 2n + 1 unidades de neuronios artificiais no conjunto oculto, e m
unidades de neuronios artificiais no conjunto de saida. Apesar disso, na pratica
deve-se favorecer o uso do menor niimero possivel de neurdnios, pois isso restringe

o fenomeno de overfitting.'”

Descreve-se as fungoes analiticas correspondentes a rede ilustrada na figura 4.3
fazendo os passos a seguir. A saida da j-ésima unidade oculta, que é obtida

formando-se uma combinacao linear ponderada dos valores de entrada e adicionada

1"Fenémeno em que a rede tem um bom desempenho no conjunto de treinamento, mas que decai
substancialmente na validagao, isto é, sobre dados que nao foram apresentados a ela. Isso significa
que a rede “memorizou” o treinamento e que nao generaliza bem. O conjunto de treinamento con-
siste de uma colecao de vetores de entrada, e respectivas saidas, que € utilizada para o aprendizado
da rede. O conjunto de validagao, que é um conjunto desconhecido do ambiente, serve para avaliar

o desempenho da rede.
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de um viés, é escrita como
n
_ (1
v; = E w;; Ty (4.6)
i=0

onde a ativacao da unidade oculta j é entao obtida pela transformacao da soma

linear na equacao (4.6), utilizando a fungao de ativagao ¢, por meio de

z = ¢i(vy) - (4.7)

As saidas da rede sao obtidas transformando as ativacoes das unidades ocul-
tas através de uma segunda camada de elementos de processamento. Assim, para
cada saida k, constroi-se uma combinacao linear com as saidas das unidades inter-

medidrias na forma
- (
2)
v = E Wy Zj (4.8)
Jj=0

onde a ativacao da k-ésima unidade de saida é entao obtida transformando esta

combinagao linear, utilizando uma segunda funcao de ativacao, resultando em

Yo = pa(vg) - (4.9)

A funcao de ativagdo s nao precisa necessariamente ser igual a funcao de ativagao
1 utilizada anteriormente.

Combinando as quatro equagoes que descrevem o processo, obtém-se uma ex-
pressao explicita para a k-ésima saida em funcao somente das duas camadas de

pesos sinapticos e das entradas, reescrevendo y; na forma

P n
" = [zw,ai-m (z)] | w10)
j=0 i=0

As funcoes de ativacao 1 e @ determinam, respectivamente, o grau de im-
portancia das somas ponderadas v; e vy, gerando excitacoes ou inibi¢oes nos neurénios
artificiais associados as ativagoes. De acordo com Haykin [58], a ativacao ¢(v) define
a saida de um neuronio em termos do campo local induzido v. Existem varios tipos
de fungoes de ativacao, dentre elas destacam-se as fungoes degrau de Heaviside ou

threshold, logistica sigmoide e tangente hiperbdlica, definidas respectivamente como

1, parav >0
pv) = , (4.11)
0, parav <0

p(v) = : (4.12)
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e’ —e™?
o(v) = tanh(v) = — . (4.13)
e’ +e7?
Observa-se que a funcao de ativacao tangente hiperbélica é, na verdade, uma trans-
formacao linear da funcao logistica sigméide.'® Dessa forma, as duas funcoes sao
equivalentes, porém geram pesos e vieses diferentes.

Um perceptron de multiplas camadas treinado com algoritmo error backpropa-
gation, em geral, pode aprender mais rapido (em termos do numero de iteragoes
de treinamento necessarias) quando a fungao de ativagao incorporada no modelo
do neuronio da rede for anti-simétrica do que quando for nao-simétrica, ou seja,

aconselham-se funcoes da ativagao que satisfazem a condicao

A explicagdo para esta observagao é que para minimizar o tempo de aprendiza-
gem deve-se evitar o uso de entradas com médias diferentes de zero [55, 58, 64].
Considerando o vetor de entrada aplicado a um neuronio pertencente ao primeiro
conjunto oculto de um perceptron de miltiplas camadas, é facil remover a média
de cada elemento antes de aplica-lo na rede. Mas, para os sinais aplicados aos
neuronios dos conjuntos ocultos restantes e do conjunto de saida, utiliza-se uma
funcao de ativacao anti-simétrica tal como a funcao tangente hiperbélica. Com esta
escolha, permite-se que a saida de cada neuronio assuma valores tanto positivos
como negativos no intervalo [—1, 1], possibilitando uma provével média nula. Se a
funcao de ativagao for nao-simétrica, como no caso da funcao logistica sigmoide, a
saida de cada neurdnio estd restrita ao intervalo [0, 1] e, assim, introduz uma fonte
de viés sistematica para neuronios localizados além do primeiro conjunto oculto da

rede. Em LeCun et al. [65], apresentam-se evidéncias empiricas nesse contexto.

4.2 Método Error Backpropagation

A propriedade que é de importancia primordial para uma rede neural artificial é
a sua habilidade de aprender na tentativa de melhorar seu desempenho. Isto ocorre
de acordo com alguma medida preestabelecida. Uma rede neural artificial aprende
por meio de um processo iterativo de ajustes aplicados aos seus pesos sinapticos e
vieses. Idealmente, a rede torna-se mais eficiente apds cada iteragao do processo de

aprendizagem.

18Mais especificamente, a ativacio @(7) efetuada pela fungio tangente hiperbdlica é equivalente
a ativagdo ¢(v) efetuada pela fungio logistica sigmdide se aplicadas as transformagoes lineares
v=v/2ep=2p—1
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Mais precisamente, a aprendizagem é um processo pelo qual os parametros livres
de uma rede neural artificial sao adaptados por meio de um processo de estimulagao
do ambiente no qual a rede estd inserida [58]. O tipo de aprendizagem é determinado
pela maneira que a modificagao dos parametros ocorre. Um conjunto preestabele-
cido de regras bem definidas para a solucao de um problema de aprendizagem é

denominado algoritmo de aprendizagem.

Normalmente, considera-se um professor, sendo entao denominada aprendiza-
gem supervisionada. Neste caso, o professor tem um conhecimento prévio sobre o
ambiente, com este conhecimento sendo representado por um conjunto de exemplos
de entrada-saida. Entretanto, o ambiente é desconhecido pela rede. Supoe-se entao
que o professor e a rede sejam expostos a um vetor de treinamento retirado do am-
biente. Em virtude do seu conhecimento prévio, o professor é capaz de fornecer a
rede neural uma resposta desejada para este vetor de treinamento. Esta resposta
representa a acao 6tima a ser realizada pela rede. Os parametros da rede sao ajus-
tados sob a influéncia combinada do vetor de treinamento e do sinal de erro, que é
definido como a diferenca entre a resposta desejada e a resposta da rede. Este ajuste
¢ realizado iterativamente com o objetivo de fazer a rede neural ter o conhecimento
do ambiente disponivel ao professor. Desta forma, transfere-se o conhecimento do
professor para a rede por meio do treinamento, da forma mais completa possivel.
Quando esta condicao é alcancada, dispensa-se o professor e permite-se entao a rede

lidar com o ambiente inteiramente por si mesma.

A forma de aprendizagem supervisionada que foi descrita é a aprendizagem por
correcao de erro. Para ilustrar esta aprendizagem, considera-se o caso simples de
um neurénio k, alimentado por um vetor de sinal z(n), produzido por um ou mais
conjuntos de neuronios ocultos, que sao, por sua vez, acionados por sinais de entrada
x(n) aplicados na rede. O argumento n representa o n-ésimo padrao de entrada
da rede. O sinal de saida do neurdnio k ¢é representado por yg(n). Este sinal de
saida é comparado com uma resposta desejada, ou alvo (target), representada por
tr(n). Conseqiientemente, é produzido um sinal de erro, representado por ex(n).

Por defini¢ao, tem-se que

ex(n) = tg(n) —yr(n) . (4.14)

O sinal de erro €,(n) aciona um mecanismo de controle, cujo propdsito é aplicar
uma seqiiencia de ajustes corretivos aos pesos sinapticos do neurdonio k. Os ajustes
corretivos sdo projetados para aproximar passo a passo o sinal de saida yg(n) da

resposta desejada t;(n). Este objetivo é alcangado minimizando-se uma fungao de
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custo E(n), definida em termos do sinal de erro €,(n) como

E(n) = {%r (4.15)

Com isso, a fungao de custo E(n) representa o valor “instantdneo da energia”do
erro.

Na verdade, F(n) pode ser expressa como uma funcao diferencidvel da varidvel de
saida desde que a funcao de ativacao seja diferenciavel. Os ajustes passo a passo dos
pesos sinapticos do neurdnio k continuam até o sistema atingir um estado estavel, ou
seja, até os pesos sindpticos estarem essencialmente estabilizados. A funcao de custo
pode entao ser definida como uma medida de desempenho para o sistema. Também
¢é possivel pensar em termos da soma de erros quadraticos sobre toda a amostra de
treinamento, definida como funcao dos parametros livres do sistema. Esta funcao é

escrita por

Eiy = ZE(n), (4.16)

onde N é o numero de padroes. Do ponto de vista computacional esta medida
de desempenho torna a aplicacdo do método mais répida.!® Para que o sistema
melhore seu desempenho e, portanto, aprenda com o professor, a operacao da rede
deve ocorrer sucessivamente em direcao a um ponto minimo de FEj,; tal minimo
pode ser local ou global. Resolve-se este problema com a aplicagao inicial de varias
configuragoes de camadas de pesos sinapticos diferentes na rede, comparando-se logo
apos a eficiencia de cada configuracao. Evidentemente o minimo global nunca sera
atingido na pratica e a rede sempre utiliza algum 6timo local.

Basicamente, o método de aprendizagem por correcao de erro consiste de dois
passos através da rede: um passo para frente, a propagacgao, e um passo para tras, a
retropropagacao. No passo para frente, os N padroes sao aplicados como entradas
e seus efeitos propagam-se através da rede até o sistema obter a saida. Durante o
passo de propagagao, os pesos sinapticos da rede sao todos fixos. No passo para tras,
por outro lado, os pesos sindpticos sao todos ajustados de acordo com uma regra de
correcao de erro da funcao Fy. Este sinal de erro é propagado para tras através da
rede, contra a direcao de propagacao usual, vindo dai o nome error backpropagation.

Apresenta-se agora uma breve descricao do algoritmo. O campo local induzido

no neuroénio k, é dado por

vp(n) = Zwkﬂj(n),

19No caso particular em que a rede serd utilizada no trabalho, isto é, na modelagem de séries

temporais deterministicas nao-lineares.
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onde p é o nimero total de entradas (excluindo o viés) aplicadas no neurénio k e n
indica que o sinal z;(n) é proveniente da aplicagao do n-ésimo padrao de treinamento
na rede. O peso sindptico wyg corresponde ao viés, e conseqiientemente, zo(n) = 1.
Desta forma, o sinal funcional yx(n) que aparece na saida do neurdnio k é definido

por
ye(n) = elve(n)] .

O algoritmo error backpropagation tem por intencao aplicar uma corregao Awy,;

ao peso sinaptico wy;, de modo que
Wy = Wi + Awyy (4.17)

onde a correcao do peso sindptico é proporcional ao gradiente 0E;,/Owy;, ou seja,
Awy; o 25:1 OE(n)/0wy;. De acordo com a regra da cadeia, define-se OE(n) /0wy,
como

OE(n)  OE(n) dex(n) dyx(n) duk(n)
Owe; — Oep(n) dye(n) dug(n) dwy; (4.18)

Da definigao de F(n), tem-se que

DE(n)

deln) ex(n)
da defini¢ao de €,(n) obtém-se
Oer(n) _
Ayr(n) ’
e da definigao de yx(n) verifica-se
Oye(n) _ Oplve(n)] = Jus(n)]

ovr(n)  Ouvp(n)

onde o uso do apdstrofo significa a diferenciacao em relagao ao argumento. E final-

mente, diferenciar vg(n) em relacdo a wy; produz

Oui(n) _ Zp% (aw’”") zy(n) = i)éj’jzjl (n) = z(n) .

awkj

onde d;,; ¢ a funcao delta de Kronecker. Lembrando que a ativacao da unidade
oculta j independe do peso wy; definido na segunda camada de pesos sindpticos.
Usando as equagoes obtidas, tem-se
0E(n)

kaj

= —e(n)¢[ve(n)]z;(n) (4.19)
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e a derivada da funcao E;, pode ser obtida repetindo-se este processo para cada

padrao do conjunto de treinamento. E entao, na soma em todos os padroes, obtém-se

Bt = = a5 . (4.20)

A equagao (4.19) pode ser reescrita como

DE(n)

8wkj

= —Ag(n)z(n), (4.21)

onde o gradiente local Ay(n) é definido por

Buln) = = 5% = e} ()] (1.22)

~—

para a unidade de saida k. O gradiente local aponta para as modificacoes locais
necessarias nos pesos sinapticos. Para as unidades ocultas, utilizando-se da regra

da cadeia novamente, obtém-se

Ay(n) = — 2B Z E() (“). (4.23)

81)] n) “— Oui(n) Ov;(n)

Para o caso particular em que a rede é constituida por duas camadas de pesos

sinapticos, escreve-se finalmente

Z{Ak wa oy (M]3 }zw'[vjm)]zwkjm(n), (4.24)

k=1

para

OE(n) _ A ) Z (8wjz"> zo(n) = —A;(n)zi(n) (4.25)

8wﬂ o

onde os pesos w;; sao definidos na primeira camada de pesos sinapticos e z;(n) sao
as entradas do n-ésimo padrao de treinamento aplicado na rede. No ajuste dos pesos
relacionados ao neuronio k, definidos neste caso em particular, na segunda camada
de pesos sindpticos, impoe-se que a correcao Awy; aplicada ao peso sindptico wy; é

definida pela regra delta?® e, assim, obtém-se

Awgj = =1 Z ﬁwk] =1y Aw(n)z(n) (4.26)

n=1

20A regra delta, ou regra de Widrow-Hoff, diz que o ajuste do peso sindptico de um neurénio é

proporcional ao produto do sinal de erro pelo sinal de entrada da sinapse em questao.
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e para as conexoes da primeira camada de pesos sinapticos, utilizando-se da regra

delta novamente, a correcao sera dada por

Awji = -1 aaEzﬁZ) =nY_ Aj(n)zi(n) . (4.27)

Desta forma, o ajuste dos pesos nas conexoes sinapticas somente é feito quando todo
o conjunto de treinamento for apresentado a rede. O parametro 7 representa a taxa
de aprendizagem do algoritmo error backpropagation e o sinal negativo na definigao
das correcoes Awy; e Awj; indica a descida do gradiente no espaco dos pesos, isto
é, busca uma direcao para a mudanca de pesos que reduza valor de Ej;.

Este método fornece uma “aproximagao”para a trajetoria no espago dos pesos.
Quanto menor for o parametro da taxa de aprendizagem 7, menor serao as variagoes
dos pesos sinapticos da rede, de uma iteracao para outra, e mais suave serd a tra-
jetoria no espaco dos pesos. Esta melhoria, entretanto, é obtida a custa de uma
lentidao na convergeéncia do algoritmo. Por outro lado, se o parametro da taxa de
aprendizagem 7 for muito grande, para acelerar o processo, grandes modificacoes
nos pesos sinapticos podem tornar a convergéncia instavel.

O calculo do gradiente local para cada neuronio do perceptron de miltiplas ca-
madas requer o conhecimento da derivada da funcao de ativacao ¢ associada ao
neuronio. Para a derivada existir, necessariamente a funcao ¢ deve ser continua.
Basicamente, a diferenciabilidade é a tnica exigéncia que a funcao de ativagao deve
satisfazer. Dois exemplos de fung¢ao de ativacao sao dados pelas equagoes (4.12) e
(4.13). Descreve-se, a seguir, a aplicagao destas fungoes para o célculo dos gradientes
locais.

Para a funcao logistica sigméide, definida pela equagao (4.12), diferenciando

lug(n)] em relagao a vg(n) obtém-se

e_vk (n)

'loe(n)] = e w0 (4.28)

Sendo yx(n) = p[vr(n)], reescreve-se a derivada como
P'loe(n)] = ()1 —yx(n)] . (4.29)

O gradiente local para o neuronio k£ pertencente ao conjunto de saida é, entao,

definido por

Ar(n) = ye(n)[1 = ye(n)][te(n) — ye(n)] , (4.30)

onde tx(n) é a resposta desejada para o n-ésimo padrao de entrada da rede. Por outro

lado, para uma unidade j pertencente ao conjunto oculto, escreve-se o gradiente local
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como
Aj(n) = zj(n)[l—zin Zwk]Ak . (4.31)

Para a fungao tangente hiperbdlica, definida pela equacao (4.13), que pode ser
obtida por transformacoes lineares da funcao logistica sigmdide, a derivada em

relagao a v (n) é dada por
¢'[vi(n)] = sech®[vx(n)] = 1 — tanh*[vx(n)] . (4.32)
Sendo yx(n) = p[vr(n)], reescreve-se a derivada como

P'loe)] = 1=yl +ye(n)] . (4.33)

O gradiente local para o neuronio k pertencente ao conjunto de saida é, entao,
definido por

Ag(n) = [ =yl +ye(n)][te(n) — yr(n)] , (4.34)

e para uma unidade oculta j, escreve-se o gradiente local como
Aj(n) = [1—z(n)][1+ z(n Z%Ak (4.35)

Utilizando as equagdes (4.30) e (4.31) para a funcao logistica sigmdide e, as
equagoes (4.34) e (4.35) para a func¢ao tangente hiperbdlica, calculam-se facilmente
os gradientes locais Ag(n) e Aj(n) utilizados nas corregoes dos pesos sindpticos
durante o treinamento, verificando a eficiéncia da rede na fase de validacao. A
aplicacao do algoritmo, apresentada no capitulo 5, foi realizada no caso particular
em que o conjunto de saida é formado somente por um neurdnio artificial. Para

maiores detalhes sobre o método error backpropagation, aconselham-se [58, 62, 64].



Capitulo 5

Resultados e Conclusoes

5.1 Introducgao

Neste capitulo, apresentam-se os resultados obtidos na andlise realizada pelos
testes propostos para deteccao de determinismo em séries temporais empiricas.
Como observado em capitulos anteriores, para tal feito, faz-se necessario estudos
preliminares na caracterizacao da série. Estes estudos consistem basicamente em
testes para analise de estacionariedade e linearidade, bem como de um método para
reducao de ruido. A transformada em ondeletas, que foi utilizada para realizacao
da filtragem, requer como condicao basica que o sinal tenha uma certa regularidade
49, 53, 54]. De modo que a aplicacao desta técnica serd feita apds verificagao de
caos deterministico, pois nesse contexto a diferenciabilidade da série cadtica é bem
representada nos coeficientes da transformada; validando-se o método mediante a
analise dos residuos obtidos no processo de filtragem. Dos testes propostos para
deteccao de determinismo, o baseado na abordagem métrica mostra uma grande
sensibilidade a presenga de ruido [4, 9, 11]. Portanto, optou-se pela nao utilizagao

da dimensao de correlacao.?!

Inicialmente, descreve-se as séries temporais empiricas utilizadas no trabalho e
as condicoes em que estas foram registradas. Na seqiiéncia, classifica-se as séries
quanto ao mecanismo gerador usando a complexidade de Lempel-Ziv e o diagrama
de recorréncia, seguido da caracterizacao das mesmas por meio dos testes propostos
de estacionariedade e linearidade. Logo apds, mostra-se o processo de reducao de
ruido por meio da analise de multirresolucao, aplicando a transformada em ondeletas
discreta. Finalmente, faz-se uma demonstragao pratica da utilizacao de redes neurais

artificiais em séries temporais devidamente comprovadas cadticas.

21A subjetividade na escolha da regido de escala do parametro € também contribuiu para esta
decisao.

67
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5.2 Atividade Elétrica Cerebral

As séries temporais empiricas utilizadas sao referentes a atividade elétrica cere-
bral do rato. Os registros foram realizados por eletrodos implantados na formacao
hipocampal do animal. Esta formacao abriga um dos principais arquivos de meméria
e esta é a matéria prima dos sonhos. A memoria é encarregada de armazenar e pro-
cessar dados e fatos relativos ao que se aprende obtidos por meio de canais sensoriais.
Por exemplo, sendo a visao o principal canal sensorial humano, é compreensivel que
a maioria dos sonhos tenham conteido visual e que em cegos de nascimento, pre-
dominam sonhos tateis e auditivos.

A génese do sonho comega com a revocacao (ou liberagdo) de multiplas in-
formagoes memorizadas que se combinam, formando uma configuracao neural es-
pecifica para cada combinagao; a identificacao desta configuragao pelo processo
consciente constitui um sonho, que gera, subseqiientemente, um padrao de atividade
onirica, no qual é detectdvel pela anélise dos movimentos que o exprimem [66]. A
fase do sono em que ocorrem os sonhos caracteriza-se eletrofisiologicamente por uma
dessincronizacao das ondas cerebrais, isto €, atividade com baixa voltagem e alta
freqiiéncia, similar aos padroes observados no estado de vigilia. O sono sincronizado
diz respeito a uma atividade (nao onirica) de ondas cerebrais com alta voltagem e
baixa freqiiéncia, correspondentes aos periodos de sono profundo. Ha evidéncias de
que na fase de sono sincronizado ocorre a restauracao de fungoes corporais, enquanto
que, as fungoes do sono dessincronizado estao relacionadas ao reprocessamento de
informacao e na consolidacao da memdria.

Em humanos, durante o sono dessincronizado, observa-se a movimentacao de
varios segmentos do corpo, ocorréncia de freqiiéncias cardiaca e respiratéria seme-
lhantes ao periodo de vigilia, bem como a atividade intermitente de movimentos
oculares rapidos. Por esse motivo, o sono dessincronizado também é chamado sono
REM (rapid eyes movement). Experiéncias com coelhos, gatos e ratos no periodo
de sono dessincronizado também verificaram a existéncia de padroes oniricos. Inves-
tigagoOes feitas com animais permitem, em comparacao com humanos, maior varie-
dade de procedimentos.

Em ratos, o ritmo theta hipocampal, cuja freqiiéncia oscila entre 4 a 7 Hz, é uma
das principais caracteristicas eletrofisiologicas do estado de vigilia e do sono des-
sincronizado. No experimento, registrou-se ondas theta nestes periodos em quatro
regices distintas da formacao hipocampal. Estas denominam-se cald, cale, ca3d
e cade; para analise utilizou-se séries temporais com 44800 pontos cada, medidas
simultaneamente nestas regioes do hipocampo no periodo de sono dessincronizado.

A figura 5.1 mostra o animal em preparacao para implantacao dos eletrodos de
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FIGURA 5.1: Preparacao do animal para implantacao dos eletrodos de medida.

FIGURA 5.2: Registro da atividade eletrofisiolégica na formacao hipocampal.
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medida e, a figura 5.2, mostra os eletrodos implantados durante registro das ondas
theta no estado de vigilia. Para maiores detalhes sobre o experimento, aconselha-se
ver em Valle [66].

5.3 Caracterizacao das Séries Temporais Empiricas

Apresentam-se agora os resultados obtidos na classificacao quanto ao mecanismo
gerador, assim como os obtidos na aplicacao dos testes propostos para caracterizacao
das séries temporais empiricas quanto aos critérios de estacionariedade e linearidade.
Em [67], utilizou-se estas técnicas, com exce¢ao do método cross prediction error, na
analise de séries provenientes da simulacao do mercado financeiro por meio da teoria
dos jogos, mais precisamente o jogo da minoria. Neste mesmo trabalho também
foram utilizadas séries temporais previamente definidas para validacao dos testes.

Na tabela 5.1, mostram-se os resultados obtidos para a complexidade de Lempel-
Ziv, as especificagoes da modelagem linear ARIMA, as estatisticas calculadas na

verificagao de raiz unitaria e as decisoes tomadas em relagao aos testes de linearidade.

TABELA 5.1: Sumaério dos resultados.

série temporal  Crz  ARIMA(p,d,q) raiz unitdria linearidade

cald 0,4288 (4,0,4)  |ts| = 23,4300 nao-lincar
cale 0,4612 (1,0,4) |t;| = 15,2679 inconclusivo
ca3d 0,4624 (4,0,3)  |ts| = 26,8270 nao-linear
ca3e 0,4816 (4,0,4)  |ts| = 25,7273 nao-linear

Observa-se que a complexidade de Lempel-Ziv acabou revelando-se 1til na cara-
cterizacao de determinismo, as quatro séries empiricas utilizadas no trabalho apre-
sentaram complexidades tipicas de séries cadticas. Exemplos para comparagao sao
dados pela complexidade da série associada ao mapeamento de Hénon, C;, = 0, 5886
e a complexidade da série associada ao sistema de Rossler, Cr; = 0,0572, apresen-
tada anteriormente no primeiro capitulo juntamente com a complexidade da série
associada ao sistema de Lorenz, Cpz; = 0,0639. Além disso, observa-se o fato de
que as quatro séries empiricas possuem complexidades muito préximas, indicando
uma possivel similaridade dinamica de acordo com a construcao desta técnica al-

goritmica. Basicamente, a quantidade de digitos inseridos e copiados no processo
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de reconstrugao, caracteriza essa similaridade entre as séries [14, 23].22 A conversao
da série temporal em uma seqiiéncia de digitos binarios foi feita por meio de uma
analise comparativa do valor médio da série temporal; substituiram-se observagoes
superiores e inferiores ao valor médio da série pelos digitos 1 e 0, respectivamente.

Para selecao dos modelos lineares foram utilizados os critérios de informagao de
Akaike e Schwarz [40, 41]. A estimativa do minimo destas informagoes selecionam os
modelos com melhores ajustes na amostra segundo esses critérios. Todas as séries, de
acordo com o teste da raiz unitaria de Dickey-Fuller, sao integradas de ordem zero,
ou Z(0), conforme as estatisticas obtidas. Isto significa que, para uma aproximagao
linear, as séries temporais empiricas sao definidas como estacionarias, no sentido de
apresentarem média e variancia constantes. A importancia da verificacao de raiz
unitaria neste estudo, restringiu-se somente ao célculo das especificagoes ARIMA
utilizadas na aplicacao da estatistica BDS, cujos resultados sao mostrados na tabela
5.2, juntamente com os obtidos pelo método surrogate data.

Os trés testes de hipdteses sao bicaudais com nivel de significancia de ns = 5%.
Na aplicacao do teste de Dickey-Fuller, o valor critico referente a especificagao sem
intercepto e sem tendéncia, no nivel de significancia adotado, foi t. = 1,9393. O
limiar critico utilizado na estatistica BDS, determinado a partir da distribuicao
N(0,1), foi 2905 = 1,9599; e para o método surrogate data, o limiar critico foi
t0,05 = 2,0244. Determinou-se o nimero de graus de liberdade da distribuigao tx_
pela condi¢ao K = 2/ns—1 (onde K é o niimero de surrogates), proposta em Kantz
e Schreiber [4].

Os observaveis nao-lineares utilizados na aplicacao do método surrogate data sao

definidos como

¢ = <(37t—1 — 2z + $t+1)4> ) (5.1)

& = ((z:— $t+1)3> . (5.2)

A opcao por estas duas medidas foi motivada pelo fato que na condicao K ~ 10?
as distribuicoes geradas pelos observéveis {(, le e {fg jK:l, convergem igualmente
para distribuigdes do tipo N(0,1). Evidéncias numéricas realizadas nesse contexto
indicam que esta é freqiientemente uma aproximagao razoavel.

A nao-linearidade foi verificada em trés séries empiricas pelos resultados obtidos,
sendo estes inconclusivos para a série cale. A necessidade de mais técnicas de
classificacao quanto a este critério, para obtencao de resultados mais confidveis, fica

em evidéncia por tal motivo e serd avaliada em futuras anélises. Na hipdtese de que

22Uma hipétese a se verificar é de que estas séries temporais empiricas tém o mesmo vocabulario.
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TABELA 5.2: Valores encontrados para a estatistica BDS e o método surrogate data.

série temporal € (W), m:2-7 |G 1€0)]
cald 0,0391 3,5865; 3,1017; 2,9409 6,4595 14,7234
2.6644: 2.9698; 3,3646

cale 0,0734 2,6075; 1,9804; 1,2493 1,4646 2,3978
1,8591; 3,3565; 5,6746

cadd 0,0362  10,0565; 12,0933; 15,8778  3,3780 2,6198
17,3050; 18,9862; 20,0271

ca3e 0,0335  6,7539; 8,4235; 8,7387  4,1774 14,1038
9,1534; 9,6140; 8,9526

as séries empiricas apresentam dinamicas similares, baseada nos valores encontrados
para a complexidade de Lempel-Ziv, optou-se por classificar a série temporal cale

também como nao-linear.

Para o diagrama de recorréncia, detectou-se estruturas tipicas de séries cadticas
na aplicacao do método nas quatro séries empiricas. As regioes de close returns, que
indicam a existéncia de Orbitas periddicas instaveis, foram observadas em quantidade
e tamanho menores se comparadas com diagramas obtidos na aplicagao de séries
geradas numericamente por modelos cadticos. Um exemplo desta situacao, para
comparacgao, ¢ apresentado na figura 5.3 para a série associada ao mapeamento de
Hénon. Por esse motivo, adotou-se, na tentativa de definir melhor as aplicacoes do
método nas séries temporais empiricas, a expressao ‘recorréncia fraca”. Na figura
5.4, mostra-se o diagrama de recorréncia para a série cald. Diagramas similares

foram observados para as outras trés séries empiricas.

Finalmente, na aplicagao do método cross prediction error, as superficies de
erro, que representam a estatistica v;; calculada por meio dos segmentos de treina-
mento .7} e de teste ./, indicaram somente na série cald evidéncias de néo-
estacionariedade dinamica. Observa-se na figura 5.5 que os valores da estatistica
de erro ;; foram altos devido basicamente a um segmento, o indexado por i = 8.
Este segmento, forneceu erros altos tanto na etapa de treinamento quanto na de
teste, mostrando-se inadequado para a avaliagao da estacionariedade dinamica de

outros segmentos, como observado em pontos distribuidos ao longo de j = 8. Os
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parametros utilizados na aplicacao do método foram definidos como ¢ = 1120, m = 3
e € = 0,15. Para melhorar o desempenho do treinamento das redes neurais arti-
ficiais, foram retirados os segmentos {7 }5_, da série cald, sendo feita a modelagem
com os segmentos restantes, ou seja, os indexados por £ = 9,10, ...,40; também
foram retirados os segmentos {#/*}5_, das outras trés séries empiricas, pois a pro-
posta de utilizacao das redes neurais artificiais no trabalho é de descrever um modelo
multivariado nao-linear. Devido a fragilidade do estimador que auxilia no cédlculo
da estatistica v;;, as séries empiricas passaram antes por um processo de filtragem
de ruido. Na aplicacao do método para as outras trés séries empiricas obteve-se
superficies tipicas de séries temporais estacionarias, no que diz respeito a escala da

estatistica de erro ~;;.

5.4 Filtragem de Ruido

Um fator importante na andlise de séries empiricas é a constante presenca de
ruido. Pelo menos, dois tipos de ruido podem ser caracterizados: o ruido adi-
cionado durante o registro (ruido de amostragem) e o ruido dinamico. O ruido de
amostragem é manifestado quando faz-se a leitura de algum observavel do sistema.
O que se obtém é algo do tipo

Tp =Ty + €, s Tpy1 = g([L’n) ’ (53)

onde €, representa o ruido estocastico presente no sinal z,, e esta descorrelacionado
com o sinal z,. O ruido dinamico, por sua vez, esta presente no processo de
realimentacao inerente a dinamica do sistema e apresenta um nivel maior de com-
plexidade, com respeito a interpretagao e tratamento dos dados registrados. Nesta

situacao, a dinamica pode ser definida pelo mapeamento

Tny1 = G(Tn) = (0 + €n) (5.4)

indicando que o sistema é perturbado por uma varidvel aleatéria (de baixa ampli-
tude) em cada passo de tempo.

No caso de ruido de amostragem, uma érbita aproximadamente “limpa’”relacio-
nada a dinamica do sistema existe e pode ser encontrada efetuando-se uma filtragem.
Algo interpretado como ruido dinamico pode ser uma componente deterministica
do sistema, de maior dimensionalidade e menor amplitude; mesmo que este nao
seja o caso, o ruido dinamico pode ser essencial para a compreensao da dinamica
observada. Por exemplo, caso um ruido gaussiano interaja com a dinamica, existe

uma probabilidade nao nula de que o ruido leve a trajetéria para fora da orbita.
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FIGURA 5.6: Série empirica cale contaminada por ruido (vermelho) e filtrada (preto)

pelo método de-noising.

Qualquer tentativa de modelagem deste comportamento, sem levar em consideracao
o ruido, ira presumidamente falhar. Neste trabalho, nao foi abordada a questao
do tratamento de ruido dinamico (shadowing), mas é importante mencionar que
sua presenca leva a conseqiiéncias mais drasticas do que simplesmente esconder
estruturas deterministicas de baixa escala. Para maiores detalhes aconselha-se [4].
A técnica de-noising, baseada na aplicacao da transformada em ondeletas, tem-
se mostrado uma eficiente ferramenta na filtragem de ruido em séries temporais
deterministicas [48, 49, 54]. Esta técnica considera que a forma de interacdo do
ruido seja aditiva; como descrito anteriormente no capitulo 3, este método supoe
que os coeficientes da transformada que tém valores proximos de zero correspondam
a ruido puro aditivo. Foi utilizada como ondeleta-mae a fungao daublet 41)(t). A
opcao por esta ondeleta no trabalho, ao invés de outras ondeletas-mae, esta associada
com o grau de regularidade minimo que a fungao necessita para representar um sinal
deterministico.??
Na figura 5.6, mostra-se parcialmente a série empirica cale antes (vermelho)

e depois (preto) da filtragem realizada, no detalhe tem-se uma visdo ampliada da

23Entende-se regularidade, no contexto deste trabalho, como diferenciabilidade. Em particular,
4%(t) é uma funcao de classe 01275,
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TABELA 5.3: Caracterizagdo dos residuos obtidos e complexidade de Lempel-Ziv apds

filtragem realizada.

série temporal ~ C¢ , £ Wii(e),m:2—-4  Ci,
cald 0,8463 0,1245  1,6149: 1,1064; 0,735 0,2853
cale 0,8557 0,1328  1,3311; 1,0780; 1,1652 0,2751
ca3d 0,8237 0,138  1,5128; 0,7420; 0,6722 0,3130
cale 0,8789 10,1269  0,9767; 1,4748; 1,2439 0,2973

diferenga entre as séries original e filtrada. Percebe-se que a série filtrada oscila
menos que a série contaminada por ruido; a escolha do esquema utilizado para
selecao dos coeficientes de ondeleta, o soft threshold, foi devido a este comporta-
mento, desejado na tentativa de minimizar o fenomeno de overfitting, mencionado
anteriormente no capitulo 4.

Na tabela 5.3, mostram-se os valores para a complexidade de Lempel-Ziv C; , e
estatistica BDS, titeis na caracterizagao dos residuos. Na mesma tabela, apresentam-
se também os valores da complexidade de Lempel-Ziv C7, para as séries tempo-
rais empiricas apds a filtragem. Comparando esses valores com os mostrados na
tabela 5.1, tem-se uma idéia do quanto este método algoritmico é sensivel a pre-
senca de ruido, nao chegando a comprometer a decisao tomada no que diz respeito
a classificagao do mecanismo gerador. O diagrama de recorréncia também forneceu
resultados favoraveis na aplicacao dos residuos obtidos. Para detalhes sobre os
efeitos da presenca de ruido, bem como de outros métodos de reducao, aconselham-
se [4,7,8,9].

5.5 Modelagem Nao-Linear

Para modelagem das séries temporais empiricas, foram utilizadas redes neurais
com apenas um conjunto oculto de neuronios artificiais. Como ja mencionado no
capitulo 4, esta arquitetura é adequada para modelagem de séries provenientes de
mapeamentos dados por fungoes continuas [64]. Em todos os neurénios artificiais,
pertencentes ao conjunto oculto e na saida da rede, a funcao de ativacao utilizada
foi a tangente hiperbdlica. Esta opgao foi devida a rapida convergéncia na fase de
treinamento em comparagao com outras fungdes de ativagao [65]. Utilizou-se como
parametro da taxa de aprendizagem n = 1074

Para cada série empirica, destinou-se 90% da amostragem total (32256 pontos) ao
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FIGURA 5.7: Série empirica ca3e (azul) e modelagem (vermelho) realizada por rede neural

artificial utilizando as entradas ca3d,,_,, ca3e,_. e cade,_or.

()

-20 ! ! ! !
1200 1400 1600 1800 2000

30 N

y(t)
o

-30 L L L i
1200 1400 1600 1800 2000

60

30

z(t)

1 1 1
1200 1400 1600 1800 2000

FIGURA 5.8: Solucoes do sistema de Lorenz para duas condicoes iniciais diferentes. Neste

exemplo, utilizou-se 6x(0) ~ 1073.
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treinamento e a outra parte restante (3584 pontos) foi utilizada na fase de validagao,
também denominada recall. De acordo com o teorema de Kolmogorov, o niimero de
entradas na rede é dado pela dimensao de imersao, que por sua vez, é determinada
por meio do calculo da dimensao de correlacao; lembra-se que nesta etapa as séries ja
foram filtradas. Para as quatro séries empiricas, a dimensao de imersao tem o valor
m = 3. Deste modo, ainda utilizando-se do mesmo teorema, tem-se sete neuronios
articiais no conjunto oculto.

Nessas condicoes, onde para cada série, pretende-se estimar um modelo multi-
variado nao-linear, obtém-se no minimo 220 configuracoes diferentes de padroes de
entrada do tipo {x,_,, Tn_2r, T3, }, por exemplo, que auxiliam na determinagao de
2,24 O parametro de atraso 7 foi escolhido pelo critério da localizacao do primeiro
zero da funcao de autocorrelacao da série temporal [68]; para as séries empiricas
utilizadas no trabalho obteve-se 7 = 8. Diferentes critérios podem ser utilizados
para interromper o treinamento da rede, neste trabalho considerou-se quando o erro
quadratico médio nao mais diminuir sistematicamente com as devidas modificagoes
nos pesos sinapticos e vieses. Na figura 5.7 mostra-se a modelagem feita para a série
empirica ca3e.

Para escolha do padrao de entrada ideal, optou-se pelo que forneceu o menor

erro quadratico médio na fase de validacao, obtendo o sistema

cald, = f(cald, ., cadd, o, ca3e,_.)
cale, = g(cale,_,,ca3d,_,,ca3de, 3;)
ca3d, = h(ca3d,_.,cadd,_s,,cade, o)

cade, = s(cadd,_.,cade,_,,cade, o)

, (5.5)

onde f,g,h e s representam funcoes nao-lineares de classe C*.

Finalmente, lembra-se que por causa da incerteza (sempre presente) das condigoes
iniciais, na modelagem de séries temporais cadticas, a previsao apdés um tempo de-
terminado (que estard associado ao expoente caracteristico de Lyapunov do sistema)
ird presumidamente divergir em relagao a série original. Na figura 5.8 ilustra-se as

solucgoes do sistema de Lorenz para duas condigoes iniciais préximas.

5.6 Consideracgoes Finais

Foram obtidas fortes evidéncias de que o mecanismo gerador das ondas theta

medidas na formacgao hipocampal do rato é deterministico. Além do mais, a nao-

24Neste caso, para um modelo auto-regressivo nio-linear ou com entradas dadas por qualquer

uma das outras trés séries empiricas, o nimero de configuracoes diferentes de padroes de entrada

é dado por (2)2#17”)!,00mp:126m:3.
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linearidade, que seria um primeiro passo na deteccao de caos, também foi verificada
pelos testes propostos, sendo estes inconclusivos para apenas uma das quatro séries
temporais empiricas analisadas. E interessante mencionar que, até o momento,
ondas theta ainda nao tinham sido estudadas quanto ao seu carater deterministico,
sendo pioneiras as evidéncias de caos aqui verificadas e apresentadas.

Como conseqiiéncia desta caracterizagao, propoe-se uma origem para o padrao
theta registrado, que foi determinada pela andlise dos funcionais do sistema (5.5),
obtido na modelagem nao-paramétrica feita por redes neurais artificiais. Logo,
definiu-se as regioes ca3d e cade como sendo as possiveis origens do padrao theta.
Futuramente, pretende-se modelar este mesmo sistema, aparentemente dinamico,
utilizando-se da aplicacao do método cluster-weighted moddelling [69, 70], pois este
também mostrou-se 1til na modelagem de séries deterministicas [67].

O presente trabalho descreveu um conjunto de métodos aplicdveis na caracte-
rizacao e modelagem de séries empiricas, mais especificamente, séries temporais
cadticas. Focou-se numa breve incursao em métodos alternativos pouco utilizados
na literatura, baseados nas propriedades topoldgicas de atratores estranhos e na
teoria da complexidade de algoritmos, para deteccao de caos em sinais experimentais;
onde basicamente faz-se a deteccao com base em medidas métricas. Este estudo nao
tem como proposito abordar todas as técnicas disponiveis sobre o assunto, mas sim
propor uma metodologia consistente com a teoria do caos, fornecendo uma analise
completa quando nela for aplicada uma série temporal dinamicamente cadtica. No
fluxograma apresentado no apéndice B, esquematiza-se esta metodologia. Por fim,
lembra-se que a distingao entre a natureza cadtica ou estocastica do sistema em
estudo é imprescindivel por um motivo mais pratico do que filoséfico; é necessario
que se conheca o mecanismo gerador de um sistema para que se possa utilizar as

ferramentas adequadas na extragao de informacoes do mesmo.



Apéndice A

Propriedades das Ondeletas de Daubechies

A.1 Condigoes sobre os Coeficientes de Filtro

Algumas propriedades tuteis em sistemas de ondeletas sao satisfeitas quando
impdem-se determinadas condigoes no calculo dos coeficientes de filtro {¢y}.

Para se definir de forma tnica cada uma das fungoes escala, é usual impor que

/ m vo)ydt = 1. (A1)

o0
Esta primeira condicao ¢ geralmente conhecida como condi¢ao de consisténcia. In-

tegrando a equacao de dilatacao tem-se

400 2N 1 +o0 1 2N-1 +o0
/ No(t)dt = ﬁk / G2t — k)dt = — Y b / NO(t)dt'
—00 \/5 k=0 —00
que resulta na condigéo
2N-1
Sl = V2. (A.2)
k=0

Quando se impoe que a fungao escala seja ortonormal a todas as suas translacoes
inteiras, obtém-se a segunda condicao. A condicao de ortonormalidade é escrita

como

+o00
(No(), ot — k) = / NO(t) - NGt — )t = oy |

(50(0), wlt — ) = 226 Zﬁ/w (91— m) - N2t — k) — it

OOl —K) = 3 6 30 / o —m) - NGl — (n 2R

2N-1 2N-1

<N¢(t>7N¢<t - k)) = Z gm Z g;’;ém,nJer )
m=0 n=0
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que resulta na condicao

2N—-1

> lilniow = O, comk€Z. (A.3)
n=0

E importante verificar que esta condi¢do, em conjunto com as defini¢des (3.30) e
(3.31), implica a ortonormalidade desejada entre a ondeleta-mae Nt () e todas as

suas translagoes inteiras. Pode-se escrever

(o (8), Wbl — ) = /_+°°Nw<t>- Ot — R)dt = o

N1 2N too
()il =B = 23 b 3B [ (- m) - we'[20e - )~ e
2Nri?0 " 2N—1
<N¢(t)’ Nw@ - k)) = Z <_1)m£;N—1—m Z (_1)n£2N717n6m,n+2k )
2n]17i01 m=0
(Vo) Nt =) = D (D" (=1)"lon_ 1oy lon—1-n »
e
(NO(8), Nyt — k) = (1> 25N 1 pabon—1-n

I
=)

n

atendendo a condicdo (A.3).

As condigoes (A.2) e (A.3) permitem escrever N + 1 equagdes relacionando os
2N coeficientes ¢, presentes na definigdo de n¢(t) e yt(t). Para determinar de
forma tnica estes coeficientes, torna-se necessario estabelecer uma terceira condi¢ao
que permite obter as N — 1 equagoes que faltam. Esta condi¢ao aparece quando se

impoe que qualquer polinomio do tipo
f(t) = apt+ ot + a2t2 + ...+ Cl{N_ltN_l ,

pode ser representado, de uma forma exata, pela expansao

f) = D ar no(t—k).
keZ
Multiplicando ambos os membros da equagao por yt(t) e logo apds integrando,
obtém-se

400 +o0o
fO sl = Y [ xolt=)- wotd =0,

kEZ

+0o0 +00
f(t) np(t)dt = / (g + ot + aot? + ... +ay_ 1tV ) yo(t)dt = 0.

o0
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Esta igualdade tem que ser vélida para todos os valores o, para j =0,1,..., N —1.

Escolhendo a; =1 e o, = 0, para j # p, obtém-se a condigao

+oo
/ t np(t)dt = 0.

o
Substituindo a definicao da ondeleta-mae, tem-se

+oo 2N—1

+oo
/ Uoadt = 3 (—1) Gy, / P oyo(2t — )t |
> k=0 e
fazendo ¢’ = 2t — k tem-se
too RS oo /i g\
[ esetnn = 5 0 [ (55E) welir . (1)
—00 k=0 —00

Utilizando a igualdade

(a+b)m = i (Z) am (A.5)

obtém-se para relagao (A.4) a expressao

+00 J ] 2N-1 +00

+ —9—j-1 _ 1\kpx j—r " Ndt

[t =23 (1) X 0t [ ol
o0 r=0 k=0 >

As integrais do tipo f_Jr;o t"ny¢(t)dt sdo nao nulas, uma vez que se pretende garan-

tir que as fungoes f(t) = t", com r = 0,1,..., N — 1, possam ser representadas

como combinacao linear da funcao escala e das suas translagoes inteiras. Con-

sequentemente, escreve-se

j ~N 2N-1
2—3‘—12 (i) Z (_1)k€;N—1—kkj_r = 0.

r=0 k=0
Escrevendo esta equagao para os sucessivos valores de 7, obtém-se

2N—-1

Z (—D)*Gn 4k = 0, (A.6)
k=0
fazendo a mudancga de coordenadas m = 2N —1—k e tomando o complexo conjugado
em ambos os lados, tem-se
2N-1

> (1N, (2N —1—m) = 0. (A7)

m=0
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TABELA A.1: Valores dos coeficientes de filtro para a daublet 41 (t).

k Uy, k Uy,

0 0,23037781330869 4 —0,18703481171906
1 0,71484657055304 5 0,03084138183614
2 6
3 7

0, 63088076792932 0,03288301166690
—0,02798376941711 —0,01059740178481

Usando novamente a igualdade (A.5) na equacdo (A.7) e escrevendo os sucessivos

valores de j, finalmente obtém-se a condigao

2N—-1

> (=1 (—m) = 0. (A.8)

m=0

A condi¢ao (A.8) permite escrever N equagoes relacionando os coeficientes de fil-
tro. Lembra-se que uma vez estabelecidas as condigoes (A.2) e (A.3), faltam N — 1
equacoes para o calculo de tais coeficientes. Havera, portanto, uma equacao redun-
dante.

Para ilustrar a aplicacao das condigoes que permitem obter os coeficientes de
filtro, apresenta-se as equagoes que conduzem a determinagao dos diferentes valores
de l, k = 0,1,...,7, para a familia de ondeletas com N = 4. A condigao (A.2)

permite escrever
bo+ 0+ b+ ls+ b+ s+ ls+ 0 = V2.
De (A.3), com interesse de obter coeficientes reais, tem-se
G+0G+0G+G6+0+G+0G+0G=1 (k=0),
Coly + L1ly + loly + U3l + Lyls + U5ty =0 (B =1),

Coly + U1 ls + Lol + Ll; =0 (k=2) ,
6066 +€1£7 - 0 (k - 3) .

Finalmente, de (A.8) tem-se

—£1+2£2—3£3+4£4—5€5+6£6—7€7:O (]: 1) s
0y — My + 9y — 160, + 2505 — 3606 + 490, =0 (j =2) ,

A resolucao deste sistema nao-linear de oito equagoes permitird recuperar os valores

indicados na tabela A.1.
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A.2 Geracao das Funcoes Escala

Uma vez calculados os valores dos coeficientes de filtro, é possivel gerar a fungao
escala por meio da equagao de dilatagao (3.29). Nao existindo solugdo analitica
para esta equacao, torna-se necessario recorrer a um procedimento numérico para
obter a funcao y¢(t). O método de geracao mais eficaz, e conseqiientemente o mais
utilizado, foi proposto por Strang [51]. Este método baseia-se na aplicagao recursiva
da equagao de dilatagao (3.29).

O método de Strang permite calcular, primeiramente, o valor que a fungao es-
cala assume em cada um dos inteiros pertencentes ao intervalo em que se encontra
definida. Uma vez obtida esta informagao, a aplicacao sucessiva da equagao (3.29)
permite obter os valores que x¢(t) assume em todos os pontos diddicos t = k x 277,
com (j,k) € Z.

Lembra-se, do capitulo 3, que o suporte da fungao escala y¢(t) é definido como
SUD (1) = [0,2N —1]. Como conseqiiéncia, verifica-se que y¢(m) = 0 para qualquer
m ¢ [0,2N —1]. Escrevendo a equacao de dilatagao (3.29) para cada um dos inteiros

pertencentes ao intervalo [0,2N — 1], obtém-se

No(0) = V20 no(0),
vo(1) = V20l no(2) + & no(1) + Lo né(0)]
NO(2) = V2[lo no(4) + b1 NO(3) + Lo ND(2) + L5 nd(1) + £y no(0)]

NOR2N —2) = V2[loy_5 NO(2N — 1) + lan_s NO(2N — 2) + loy_; yO(2N — 3)]
NO2N —1) = 20y 1 yo(2N —1).
Das equagoes anteriores, e tendo em atencao que £y # 0 e lon_1 # 0, conclui-se que
N¢(0) = No(2N — 1) =0.

Para os restantes inteiros, 1 < j < 2N — 2, as igualdades anteriores podem ser

escritas matricialmente na forma

b by 0 ... 0 0 0 No(1) No(1)

by by 0 ... 0 0 0 No(2) NO(2)

s by U3 ... 0 0 0 No(3) . NO(3)
oo . : : : X : = ﬁ :

0 0 0 ... loyg lon—s5 lon_g NO(2N —4) NO(2N —4)
0 0 0 ... loyo lon_3 lon_4 NO(2N — 3) NO(2N —3)
0O 0 0 ... 0 lon—1 lon_o NO(2N —2) NO(2N —2)

ou ainda, de um modo mais compacto

Ld = 27120 (A.9)
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Os (2N —2) x (2N — 2) elementos da matriz £ podem ser calculados por meio da
igualdade

»Cij == 622‘_]’. (A]_O)

No vetor ® encontram-se os valores que a funcao escala assume nos valores inteiros
pertencentes ao intervalo (0,2N — 1). A igualdade (A.9) permite verificar que o
calculo de tais valores pode ser obtido por meio da determinacao do autovetor as-

1/2

sociado ao autovalor A = 27Y% da matriz £. Para tal, basta escrever (A.9) na

forma
L — Mian-9)x@n-2))P = 0, (A.11)

onde Ion_gyx(2n—2) ¢ a matriz identidade (2N — 2)-dimensional. Como em qual-
quer problema de valores e vetores préprios, a solucao da equacao acima nao é
unica. Como consequiéncia, torna-se necessario estabelecer uma condicao adicional

que permita calcular os valores definidos no vetor ®. E usual impor que

> ok =1, (A.12)

esta condicao ¢é conseqiiéncia direta da condigao de consisténcia definida na equacgao
(A.1). Os valores que a fungao escala assume nos inteiros j = 1,2,...,2N — 2 sao
entao calculados aplicando a condigao (A.12) a solucdo obtida a partir de (A.11).
Como foi mencionado anteriormente, uma vez calculados estes valores, a aplicagao
repetida da equacao de dilatacao (3.29) permite obter o valor da fungao escala em
todos os pontos diddicos (t = k x 277) pertencentes ao intervalo de definigao. Tem-se
entao
2N—1

ﬁZﬁquﬁ(k:—m),

2N—-1

V2 S b wollk/2) = m],

No(k/2)

No(k/4)

2N-1

NO(R/2) = V2 by no[(2k/27) —m] .

[lustra-se agora a aplicagao do método de Strang na construgao da funcao escala
19(t). O suporte desta fungao ¢ dado por sup, 4, = [0,7]. O primeiro passo do

método de geragao consiste na determinacao do valor que a funcao escala assume
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TABELA A.2: Valores da fungao escala 4¢(j) nos inteiros 1 < j < 6.
J 19(5) J 19(7)
1 1,00716998 x 10° 4 —0,11764359 x 101
2 —0,33836960 x 10~! 5 —0,11979577 x 1072
3 0,39610465 x 1071 6  0,18829417 x 104
nos inteiros j = 1,2,...,6 por meio da resolugdo da equagao (A.11) em conjunto

com a condigao de normalizacao (A.12).

A matriz £, neste caso em particular, é definida como

onde os valores de £y, (4, ..

by o b Lo
by by 3 b
by lg U5 1y
0 0 47 ¥
0 0 0 O

0
b
ls
ls
ty

&G by 0 0 0 O

0
lo
2
Uy
ls

., 07 encontram-se listados na tabela A.1. Finalmente,

determinando o autovetor da matriz £ associado ao autovalor A = 2-/2 obtém-se

os valores listados na tabela A.2. A aplicagao sucessiva da equagao (3.29) permite

determinar o valor que a funcao escala assume em cada um dos pontos diadicos no

intervalo [0,7].
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Fluxograma da Metodologia Proposta
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