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Resumo

Neste trabalho estudamos os espagos vetoriais topoldgicos e suas propriedades. Para
isso utilizamos como referéncias principais [1] e [2]. A primeira mais voltada ao estudo da
Topologia Geral e a segunda ao estudo dos Espacos Vetoriais Topologicos, isto é, espagos
vetoriais munidos de uma topologia de modo que a adi¢ao e multiplicacao por escalar
sejam continuas. Observamos que nesta topologia todo espaco vetorial topolégico pode
ser visto como um espaco uniforme, toda translacdo é um homeomorfismo e possui uma
base de vizinhancas de 0.

Palavras-chave: Topologia, Espago Vetorial, Espaco Vetorial Topologico.






Abstract

In this work we studied topological vector spaces and their properties. For this we
use as main references [1] and [2]. The first one is more focused on the study of General
Topology and the second on the study of Topological Vector Spaces, that is, vector spaces
equipped with a topology so that the addition and scalar multiplication are continuous.
We observed that in this topology, every topological vector space can be seen as a uniform
space, every translation is a homeomorphism and has a neighborhood base of 0.

Keywords: Topology, Vector Space, Topological Vector Space.
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Introducao

Neste trabalho estudamos espacos vetoriais topologicos e suas propriedades. De acordo
com [2], um espago vetorial E sobre um corpo K, é chamado de um espago vetorial
topoldgico se é definida sobre E uma topologia 7 que é compativel com a estrutura de um
espago vetorial.

Um pré-requisito formal para uma leitura deste trabalho é a familiaridade com fatos
béasicos da teoria dos conjuntos, topologia geral e algebra linear. O objetivo deste primeiro
capitulo de preliminares nao é estabelecer esses resultados, mas esclarecer a terminologia
e notagao. Aqui usamos as referéncias [1], [3], [4] e [5].

No segundo capitulo, apresentamos os resultados fundamentais sobre espagos vetoriais
topologicos, onde o corpo escalar K, sobre o qual os espacos vetoriais estao definidos, pode
ser um corpo arbitrario, nao discreto, dotado com a uniformidade decorrente de seu valor
absoluto. O objetivo desta generalidade é identificar claramente aquelas propriedades do
corpo dos nimeros reais e complexos comumente usadas que sao essenciais para esses
resultados basicos. Aqui tomamos como base a referéncia [2] e também consultamos as
referéncias [6] e [7].

15






1 Pré-requisito

Este capitulo apresenta defini¢oes e propriedades fundamentais para uma boa com-
preensao de um espaco vetorial topologico, divididas em trés se¢oes: conjuntos e ordens,
topologia geral e algebra linear.

1.1 Conjuntos e Ordens

1.1.1 Relacao de equivaléncia e Conjunto Quociente

Definicao 1.1. Seja X um conjunto e seja R um subconjunto de X x X. R é uma
relacdo de equivaléncia em X se as seguintes propriedades sao satisfeitas para todos
x,y,z € X:

1. 2Rz (reflexiva);
2. Se xRy, entdo yRx (simétrica);
3. Se xRy e yRz, entdo xRz (transitiva).

Definicao 1.2. Para cada x € X o conjunto [z] = {y € X|yRz} é chamado de classe
de equivaléncia de = € X.

Defini¢ao 1.3. O conjunto X/R = {[z]|x € X} é chamado de conjunto quociente de
X por R.

1.1.2 Familias

Definicao 1.4. Se A é um conjunto nao vazio e X é um conjunto, uma funcao

A — X
a — z(a)

é chamada uma familia de X. Escreve-se neste caso x, para z(«) e denota-se a familia
por {z,:«a € A}.

Exemplo 1.5. Sejam A = N e X = R. Entao a fun¢éo

N — ol
n o +— = —

o) = -
¢ uma familia de R denotada por {% :neN }

17
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1.1.3 Ordens

Definicao 1.6. Uma estrutura de ordem sobre um conjunto X é uma relacao binéaria
R sobre X, usualmente denotada por <, a qual é:

Reflexiva: Vz € X, x < ;
Antissimétrica: Se x <y ey < x, entdo x = y;

Transitiva: Se x <y ey < z, entao x < 2.

Exemplo 1.7. A relagdo x menor do que ou igual a y, denotada por x < vy, sobre
o conjunto dos numeros reais R da uma estrutura de ordem sobre R, pois é reflexiva,
antissimétrica e transitiva.

Definicao 1.8. Um conjunto X dotado com uma estrutura de ordem <, usualmente
denotado por (X, <), é denominado um conjunto ordenado.

Exemplo 1.9. (R, <) é um conjunto ordenado.

Definigao 1.10. Seja (X, <) um conjunto ordenado. Um subconjunto A de X é limitado
superiormente em X se existe ag € X tal que a < ap para qualquer a € A; ag € A é
dito limitante superior de A em X.

Exemplo 1.11. O subconjunto [0,1) do conjunto ordenado (R, <) é limitado superior-
mente em R por 1 € R, pois a < 1 para todo a € [0,1). Assim, 1 é um limitante superior
de [0,1) em R. Note que qualquer niimero real ag > 1 também serd um limitante superior
de [0,1) em R.

Definicao 1.12. Um elemento x € X ¢é dito maximo de X se y < z para todo y € X.

Exemplo 1.13. Como ([0, 1], <) é um conjunto ordenado e a < 1 para todo a € [0, 1],
entdao 1 € [0,1] é um elemento maximo de [0, 1].

Observacao 1.14. Se z é maximo de X, entdo x < y em X implica x = y. De fato,
como z < yem X ey < ze (X,<)éum conjunto ordenado segue pela propriedade
antissimétrica que y = x.

Defini¢ao 1.15. Seja (X, <) um conjunto ordenado, nao vazio. X é dito dirigido sob
< se todo subconjunto {z,y} possui um limitante superior. Se xy € X, o subconjunto
{r € X : 19 < 2} é chamado uma se¢do de X (mais precisamente, uma secao de X ge-
rada por 7). Uma familia {y, : « € A} ¢é dita dirigida se A é um conjunto dirigido. As
segoes de uma familia dirigida, sdo as subfamilias {y, : «p < a}, para qualquer aqy € A.

Exemplo 1.16. O conjunto ordenado (R, <) é dirigido sob a relagdo <, pois todo sub-
conjunto {z,y} possui um limitante superior. O subconjunto [1,00) de R é uma secao de
R. A familia {a?: @ € R} ¢ dirigida desde que R é um conjunto dirigido. As subfamilias
{a? : b < a}, para todo b € R sdo as segoes da familia dirigida {a? : a € R}.

1.1.4 Filtros

Definigao 1.17. Seja X um conjunto. Uma cole¢do F de subconjuntos de X é chamada
um filtro sobre X se satisfaz os seguintes axiomas:

1. F#0eb¢ F;
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2. Fe FeFCcGC X =GEeF,
3. FeFeGe F=FNGeF.

Exemplo 1.18. Seja X um conjunto nao vazio. A colecao F de todos os subconjuntos
de X que contém um subconjunto nao vazio A de X fixado é um filtro sobre X.
De fato,

1. X € F,pois AC X, logo F #0 el ¢ F, pois ) ndo contém nenhum subconjunto
nao vazio de X. Em particular ) ndo contém A, do contrdrio A = () o que é um
absurdo.

2.SeFeFeFCcGCX,entao) # AC F. Logo, ) # AC F C G C X, portanto
GeF.

3.SeFeFeGe F,entao) #AC Fel()#ACG. Logo, ) # A C FNG, portanto
FNGeF.

Definig¢ao 1.19. Uma colecao B de subconjuntos de X é uma base de filtro se satisfaz:
1. B#£Del ¢ B;
2. BieBe By, e B= dB3 € B tal que B3 C B; N Bs.

Observacao 1.20. Note que toda base de filtro B gera um tnico filtro F sobre X tal
que F' € F se, e somente se, existe B € B tal que B C F.

Com efeito,
1. F#0,pois0 #ABC Fel¢F, pois ) ¢ B.
22 FeFeFCGCX=(GeF,pois existe B € Btal que BC F C G.

3. FeFeGeF=FnNGeF, pois existem By € Be By € B tais que B; C F e
By € GG. Como B é uma base de filtro, 3B3 € B tal que B3 C BiN By, C FFNG.

Definigao 1.21. B é chamada uma base do filtro F.

Exemplo 1.22. Seja A é um subconjunto nao vazio de X fixado, entdo B = {A} é uma
base de filtro. Pela Observacao 1.20, B gera um tnico filtro F sobre X tal que F' € F se,
e somente se, A C F'. Em outras palavras, B é uma base do filtro F do Exemplo 1.18.

Definicao 1.23. Se F; C F, sao filtros sobre X, dizemos que F; é mais grosso do que
F> ou que F, é mais fino que Fj.

Exemplo 1.24. Sejam X = {a,b,c}, Fi1 = {X},F2 = {{a, b}, X}, F5 = {{a,c}, X} e
Fy = {{a},{a,b},{a,c}, X}. Assim, F, é mais fino do que Fi, Fa, F3, ou equivalente-
mente, os filtros Fi, F5 e F3 sao mais grossos do que Fy.

Defini¢ao 1.25. Seja X um conjunto. Se {z, : o € A} é uma familia dirigida em X, as
imagens das secoes dessa familia formam uma base de filtro sobre X chamado o filtro
secao da familia.
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Exemplo 1.26. O conjunto ordenado ([0, 400 [, <), onde < é a ordem induzida da ordem
usual de R é um conjunto dirigido, pois todo subconjunto {z,y} de [0,400[ possui um
limitante superior. Assim, a familia {a? : @ € [0, +00 [ } é uma familia dirigida desde que
[0, +00 [ é um conjunto dirigido. As subfamilias {a? : b < a}, para todo b € [0, +00 [ sdo
as secoes da familia dirigida {a? : « € [0, +00 [ }. Entao

B={{a?:b<a}:be 0,400} ={[b? +oo[: b€ [0,400]}.

é um filtro se¢do da familia dirigida {a? : @ € [0, +00 [ }, ou seja, B é uma base de filtro
sobre [0, 400 [. De fato,

1. B#0, pois [0,+0c[ € Be ) ¢ B, pois cada {a? : b < a} = [b?, +oco[ # 0 para todo
be0,+o0].

2. Se By = [b?, 40| € B e By = [?,+0] € B, entdo como [0,+00[ é um conjunto
dirigido, o subconjunto {b? ¢*} de [0,+oco[ tem um limitante superior, digamos
2. Entao v* < ¢? e tomando Bz = [c? +ool€ B, temos By C By N By, pois
B1 N By = [b?, +00[N[c?, +00[= [¢?, +oa].

1.2 Topologia Geral

1.2.1 Topologias

Definicao 1.27. Uma topologia num conjunto X é uma cole¢ao 7 de subconjuntos de
X, satisfazendo:

1. 0, X e

2. Se Uy,...,U, € T, entao ﬂUiET;

=1

3. Dada uma familia arbitraria (Uy)aer com Uy € 7,V A € L, tem-se U Uy, er.
AL

Definicao 1.28. Um espago topoldgico é um conjunto X dotado de uma topologia 7.
Escrevemos (X, 7) para denotar que X é um espago topoldgico dotado de uma topologia
T.

Exemplo 1.29. Se (X, 1) e (Y, ) sdo espagos topolégicos. Entao (X x Y, X 72), onde
X7 ={UxV:Ue€mr eV €mn}éum espago topolbgico.

Demonstragio. De fato, 71 X 7 é uma colecao de subconjuntos de X x Y, satisfazendo:

l.Comohernehlen entatol =0 xPerm xmecomo X €13 eY €1y, entao
XXY€7'1X7'2.

2. Se Uy x Vi,...,U, xV,, €4 X 79, entao ﬂ(UixV;): ﬂUix ﬂV}Eﬁ X To.
i=1 i=1 i=1
3. Dada uma familia arbitraria (U % V) werixL, com Uy x V,, € 71 X 7o,
vV (A, 1) € Ly X Ly, tem-se U OxV)=JUx | Vienxn.

()\,M)ELl X Lo XS peLo



Topologia Geral 21

Logo, 7 X 15 é uma topologia sobre X x Y. O]

Definicao 1.30. Dizemos que um conjunto 7 de subconjuntos de X ¢é invariante por
intersecoes finitas e unides arbitrarias se toda unido de conjuntos de 7 é um conjunto de
7 e toda intersecao finita de conjuntos de 7 é um conjunto de 7.

Proposicao 1.31. Se X é um conjunto e 7 é um conjunto de subconjuntos de X in-

vartante por intersecoes finitas e unioes arbitrarias, entao T define uma topologia sobre
X.

Demonstragcao. Como a uniao de conjuntos de 7 é um conjunto de 7, em particular a uniao
do subconjunto vazio de 7, isto é, o conjunto vazio, pertence a 7, pois se I = (), temos

J Ai = 0, porque a relagao (3i)(i € I e x € A;) ¢ falsa. Também, como toda interse¢ao
iel
finita de conjuntos de 7 é um conjunto de 7, em particular a intersecao do subconjunto
vazio de 7, isto é, o conjunto X pertence a 7, pois se I = (), temos ﬂ A; = X, porque a
iel

relacdo (x € X) e (Vi)((i € I) = (x € A;)) é equivalente a x € X.

Logo, sendo 7 invariante por intersec¢oes finitas e unioes arbitrarias, segue que 7 define
uma topologia em X. O

Definicao 1.32. Um conjunto F' € 7 é chamado de aberto de X segundo a topologia 7
de X e o complemento desse conjunto, G = X \ F', é chamado de fechado de X segundo
a topologia 7 de X.

Definicao 1.33. Dado A C X, o conjunto aberto intA que é a unidao de todos os subcon-
juntos abertos de X contidos em A, é chamado de interior de A. O conjunto fechado A,
formado pela interseccao de todos os conjuntos fechados de X que contém A, é chamado
de fecho de A.

Definicao 1.34. Um elemento = € intA é chamado ponto interior de A e um elemento
x € A é chamado ponto aderente de A.

Definig¢ao 1.35. Sejam X um conjunto e A um subconjunto de X. Um ponto x € X é
chamado ponto de acumulagao de A se toda vizinhanca V de x contém algum ponto
de A diferente de x.

Definig¢ao 1.36. Se A e B sao subconjuntos de X, B ¢ denso em relacio A se A C B.

Definigao 1.37. Diz-se que um subconjunto A de um espago topologico X é localmente
fechado em um ponto z € A se existir uma vizinhanca V' de x em X tal que ANV é
um subconjunto fechado do subespago V. A é dito ser localmente fechado se é localmente
fechado em cada = € A.

Definicao 1.38. Seja X um espaco topolégico. Um subconjunto U C X ¢é uma vizi-
nhancga de x ou z-vizinhanca se x € intU, e é uma vizinhanca de ) # A C X se x € A
implica que x € intU (A C intU).

Proposicao 1.39. Seja X um espago topoldgico. Se A e B sdo subconjuntos de X, entdo
int(AN B) =intANintB.

Demonstracdo. Sabemos que intA C A e intB C B, logo intANintB C AN B. Como
intANintB é um aberto de X e int(AN B) é o maior aberto de X contido em AN B,
segue que intA N intB C int(AN B). Reciprocamente, como ANB C Ae ANB C B,
entdo int(A N B) C intA e int(AN B) C intB, respectivamente. Portanto, temos que
int(AN B) CintANintB. Logo, int(AN B) = intANintB. O



22 Pré-requisito

Proposigao 1.40. Seja X um espago topoldgico. A colecio F de todas as vizinhangas de
um ponto x € X (de ) # A C X ) é um filtro sobre X.

Demonstragio. De fato,

1. X € F,poisx € X = int(X)(A C X = int(X)), logo F # 0 e ® ¢ F, pois
r ¢ 0 =int(0)(0#£AZD=int(D)).

2.SeVeFeVCWCX, entao x € int(V) Cint(W) C X(A Cint(V) C int(W)),
portanto W € F.

3.Se Ve FeW e F,entao x € int(V)(A C int(V)) e x € int(W)(A C int(W)),
assim z € int(V) Nint(W) = int(VNW) (A Cint(V) Nint(W) = int(V NW)),
portanto V NW € F.

O

Defini¢ao 1.41. A colecao de todas as vizinhangas de = (respectivamente, de A) é um
filtro sobre X denominado filtro de vizinhanga de x (respectivamente, de A). Cada
base deste filtro é denominada uma base de vizinhanga de x (respectivamente, de A).

1.2.2 Continuidade e convergéncia

Definicao 1.42. Sejam X e Y espagos topolégicos e f : X —— Y. Dizemos que f é
continua em z € X se para cada vizinhanga V de f(x) em Y, f~1(V) é uma vizinhanga
de z em X. Dizemos que f : X —— Y é continua se f é continua em cada x € X,
equivalentemente, se f~(G) é aberto em X para cada aberto G C Y.

Proposicao 1.43. Se X, Y e Z sdao espagos topologicos e f : X — Y eg:Y — Z
sao fungoes continuas, entdo go f : X — Z é continua.

Demonstragio. Seja © € X qualquer e seja V' uma vizinhanga de g o f(z) = g(f(z)) em
Z. Como g é continua em f(z) segue que ¢g~*(V) é uma uma vizinhanga de f(z) em Y.
Mas f é continua em z, logo (go f)~'(V) = f~1(¢g7'(V)) é uma vizinhanga de z em X.
Portanto, g o f é continua em cada = € X. Logo, go f é continua. O]

Definicao 1.44. Sejam X,Y espacos topologicos, f uma aplicagao de X em Y. Dizemos
que f é aberta (ou uma aplicagido aberta) se para cada conjunto aberto G C X, f(G)
é aberto no subespago topoldgico f(X) de Y.

Definicao 1.45. Uma bije¢do f de um espaco topoldgico X sobre um espaco topold-
gico Y tal que f(A) é aberto em Y se, e somente se, A é aberto em X, é chamada de
homeomorfismo.

Dizemos que dois espacos topologicos X e Y sao homeomorfos se existe um homeo-
morfismo de X sobre Y.

Proposicao 1.46. Para uma bijecao f de um espago topoldgico X sobre um espago topo-
logico Y ser um homeomorfismo € necessdario e suficiente que f seja continua e aberta.
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Demonstragcao. Suponha que f é um homeomorfismo. Se O é um aberto em X, entao,
pela Definigao 1.45, f(O) é aberto em Y. Logo, f é uma aplicacao aberta. Além disso, se
O é um aberto em Y, entdo como f é bijetora, O = f(f~1(0)) é aberto em Y e, portanto,
pela Definicio 1.45, f~1(0O) ¢é aberto em X, portanto f é continua. Por outro lado, se
f é uma bijecdo, continua e aberta, entdo para todo aberto O de X, temos que f(O) é
aberto em Y e se f(O) é aberto em Y, entdao f~!(f(O)) é aberto em X desde que f ¢é
continua. Mas como f é bijetora, f~'(f(O)) = O, portanto O é aberto em X. Logo, da
Definigao 1.45, segue que f é um homeomorfismo. O

Proposigao 1.47. Se (X, 1), (Y, ) e (X X Y, 74 X 73) sdo os espagos topoldgicos do
Exemplo 1.29 epy : X XY — X epy: X XY — Y sdo as projecoes definidas como
pi(z,y) =z e po(,y) =y, respectivamente, entdo py e ps sGo continuas.

Demonstragio. Se U € 7y, entdo p; '(U) = U XY € 7, X 7, pois Y € 7. Logo, p; é
continua. Agora, se V € 7y, entdo p; (V) = X x V € 71 X 7y, pois X € 71. Logo, ps é
continua. O

Proposigao 1.48. As aplicagoes f1 : L — M e fo : E — U sao continuas se, e somente
se, a aplicagio ¢ = fi X fo : L X E — M x U definida por ¢(x,y) = (fi(x), f2(y)) €
continua .

Demonstrag¢io. Como f1 = pio¢g e fo = pyo @, onde p; : M x U — M definida por
p(z,y) =x epy: M x U — U definida por ps(z,y) = y s@o as projegdes no primeiro
e segundo fator, respectivamente, segue que f; e fy sdo continuas como composta das
fungoes continuas py,ps e ¢. Para provar que ¢ é continua tomemos A x B um aberto
bésico qualquer de M x U com a topologia produto. Entdo ¢~ (Ax B) = f;'(A) x f5 ' (B)
que é um aberto bésico de L x E, pois como f; e f, sdo continuas segue que f; *(A) é um
aberto de L e f, '(B) é um aberto de E. O

Definicao 1.49. Um filtro F sobre um espagco topologico X é dito convergir a = € X se
F é mais fina do que o filtro de vizinhanga de z.

Definigao 1.50. Uma sequéncia (mais geralmente uma familia dirigida) em X converge
para x € X se seu filtro de se¢do converge para x.

1.2.3 Comparacao entre topologias

Definicao 1.51. Se X é um conjunto e 71, 75 sao topologias sobre X, dizemos que 7 é
mais fino do que 71 (ou 7y é mais grossa do que 7»), se cada conjunto aberto de X segundo
a topologia 71 é um conjunto aberto de X segundo a topologia 7o (equivalentemente, se
cada conjunto fechado de X segundo a topologia 7; é um conjunto fechado de X segundo
a topologia 7).

Defini¢ao 1.52. Seja X um conjunto, {X, : @ € A} uma familia de espagos topoldgicos.
Se {f, : @ € A} é uma familia de fungoes, respectivamente de X em X, a topologia pro-
jetiva (topologia nicleo) sobre X com relagdo a familia {(X,, fo) : @ € A} é definida
como sendo a topologia mais grossa para qual cada f, é continua.

Defini¢ao 1.53. Seja X um conjunto, { X, : @ € A} uma familia de espagos topoldgicos.
Se {go : @ € A} é uma familia de funcoes, respectivamente de X, em X, a topologia
indutiva sobre X com relagdo a familia {(X,,g,): @ € A} é definida como sendo a
topologia mais fina, para qual cada g, é continua.
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Definigao 1.54. Se A = {1} e 11 é a topologia de X7, a topologia projetiva sobre X com
relagdo a (X1, f1) é chamada a imagem inversa de 71 sob fj.

Defini¢ao 1.55. Se A = {1} e 11 é a topologia de X7, a topologia indutiva sobre X com
relagdo a (X1, ¢1) é chamada a imagem direta de 71 sob g;.

1.2.4 Subespacos, Produtos, Quocientes

Definigao 1.56. Se (X, 7) é um espago topolégico, A é um subconjunto de X e f é a
inclusao canonica A — X, entdo a topologia induzida sobre A é a imagem inversa
de 7 sob f. (Os subconjuntos abertos desta topologia sdo as intersegoes de A com os
subconjuntos abertos de X.)

Defini¢ao 1.57. Se (X,7) é um espago topoldgico, R é uma relacdo de equivaléncia
sobre X e g é a aplicagdo canénica X — X/R dada por z € X — [z] € X/R, entdo a
imagem direta de 7 sob g é chamada o quociente de 7.

Proposicao 1.58. Se g ¢ a aplicagio candénica X — X/R, entdo o quociente de T
denotado por T é uma topologia sobre X/R.

Demonstragio. De fato,

1. Como g7 *(0) = @ € 7 segue que ) € 7 e desde que g é sobrejetora, obtemos
g ' (X/R) =X € 7, portanto X/R € 7.

2. SeVq,...,V, € ? entao g_l(Vi) ET@': 1,...,n. Assim, temos que

_1<ﬂV§> ﬂg ) € 7. Logo, ﬂVGT
i=1

i=1

3. Dada uma familia arbitréria (Uy)xer com Uy € 7,V X € L, tem-se que g~ *(U,) € T

V)\EL.Entéog_l(UU,\ Ug (Uy) € 7. Logo, UU)\GT

AEL AEL AEL

Definigao 1.59. (X/R,7) é o quociente topolégico de X por R.

Defini¢ao 1.60. Sejam {X, : « € A} uma familia de espagos topoldgicos, X o produto
cartesiano deles e f, a projecao de X sobre X, dada por x = (4)aeca € X — x4 € X, A
topologia projetiva sobre X com relagao a familia {(X,, fa) : @« € A} é chamada a topo-
logia produto sobre X. X é chamado o produto topolégico da familia {X,, : o € A}.

Observagao 1.61. A topologia produto sobre X é a topologia mais grossa para qual
cada projegao f, € continua. A colegao /3 de todos os conjuntos [],c4 Us, onde U, sao
abertos em X, formam uma base para a topologia produto.

Proposicao 1.62. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f: X — Y uma funcgdo. Se f é
continua em x e x € A, onde A é um subconjunto de X, entio f(z) € f(A).

Demonstra¢io. Dado V' uma vizinhanga de f(z) em Y, como f é continua em z, f~1(V)
¢ uma vizinhanga de x em X. Logo, como z € A, segue que f~'(V)NA # (). Logo, existe
a € A tal que f(a) € V. Portanto, VN f(A )#@, assim f(z) € f(A). O
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Proposicao 1.63. Em um espago produto I];,c; Xi, o fecho de um produto de conjuntos
[Licr Ai € 0 mesmo que o produto [[;c; A; de seus fechos.

Demonstra¢io. Suponha que a = (a;) pertence ao fecho de [[;c; A;. Entdo para cada
x €1, a, =p.(a), onde p, é a projecdo de [[;c; A; em A, estd no fecho de A,, desde que
a projegao p, é continua (Proposigao 1.62). Assim, a € [[;c; A;. Reciprocamente, sejam
b= (b;) € [Lics Ai e [1ie; O; um aberto bésico contendo b. Para cada i € I, O; contém um
ponto x; € A; desde que b; € A;. Logo, [Tics O; contém o ponto (z;) € [I;c; A;, portanto
b pertence ao fecho de [;c; A;. m

Corolario 1.64. Um produto [[;c; A; de conjuntos nao vazios € fechado no espaco produto
[Licr Xi se, e somente se, A; é fechado em X; para cada i € 1.

Definigao 1.65. Sejam X, Y espagos topologicos e f uma aplicagao de X em Y. Dizemos
que f é fechada (uma aplicagdo fechada) se o grafico de f é um subconjunto fechado
do produto topologico X x Y.

Proposicao 1.66. Sejam X, Y espacos topoldgicos e f uma aplicagio de X em 'Y . Entao
f € fechada se, e somente se, A C X fechado implica f(A) CY fechado.

Demonstragio. Seja f fechada e suponha que A C X é fechado. Entdo A x f(A) =
G(fa) =G(f)NAxY. Como A ¢ fechado em X segue que A x Y ¢é fechado em X x Y,
portanto A x f(A) é fechado em G(f). Mas como f é fechada, entao G(f) C X x Y
é fechado, portanto A x f(A) C X x Y é fechado. Assim, pelo Coroldrio 1.64 temos
que f(A) C Y é fechado. Reciprocamente, como X é um subconjunto fechado de X,
entdo, por hipdtese, f(X) é um subconjunto fechado de Y. Logo, G(f) = X x f(X) é um
subconjunto fechado de X xY e, portanto, pela Defini¢ao 1.65, segue que f é fechada. [J

1.2.5 Axiomas de separacgao

Definigao 1.67. Seja X um espacgo topoldgico. X é dito um espago Hausdorff (ou
separado) se, para cada par de pontos distintos x,y € X, existem vizinhangas U, e U,
de z e y, respectivamente, tais que U, N U, = 0.

Observacao 1.68. Se X é um espaco topologico de Hausdorff, entdao cada filtro F que
converge em X, converge para um unico ponto x € X que é denominado limite de F.

Demonstragao. Suponha que um filtro F converge para dois pontos distintos x e y. Entao,
pela Defini¢do 1.49, F é mais fina do que os filtros de vizinhangas de = e de y. Sejam
U uma vizinhanca de x e V uma vizinhanca de y tal que U NV = (). Logo, U,V € F
e, portanto, por definicao de filtro, U NV € F, donde segue que () € F, o que é um
absurdo. O

Definicao 1.69. Seja X um espaco topolégico. X é dito um espago regular se é
Hausdorff e cada ponto possui uma base de vizinhangas fechadas.

Definicao 1.70. Um espaco de Hausdorff X é chamado completamente regular se,
para cada subconjunto fechado A e cada b ¢ A, existe uma funcao continua f : X — [0, 1]
para os quais f(b) =1 e f(z) = 0 sempre que x € A.
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1.2.6 Espacos Uniformes

Definicao 1.71. Seja X um conjunto. Para subconjuntos arbitrarios W,V de X x X,
escrevemos:

« W ={(y,2): (z,9) e W}

e VoW =A{(z,2): Qye X :(x,y) eWe (y,2)eV)}
Defini¢ao 1.72. O conjunto A = {(z,z) : x € X} é chamado de diagonal de X x X.
Definicao 1.73. Seja B um filtro sobre X x X satisfazendo os seguintes axiomas:

1. Cada W € B contém a diagonal A;

2. WeB=W1lehB;

3. Paracada W e B,3V eBtalque VoV CW.

Nestas condigoes dizemos que este filtro B define uma uniformidade sobre X, cada
W € B sendo chamado de vizinhancga da uniformidade.

Proposicao 1.74. Se B ¢ um fitro sobre X x X que define uma uniformidade sobre X
en é a familia de todos os subconjuntos G de X tal que x € G implica na existéncia de
W € B, satisfazendo {y : (z,y) € W} C G, entdo n é invariante por intersecoes finitas e
unioes arbitrarias.

Demonstragio. De fato,

1. Sejam Gy,...,G, € n. Entao se x € ﬂ G, segue que existem Wy,..., W, € B
i=1
satisfazendo {y : (z,y) € W;} C Gy, parai = 1,...n, por definigdo de 7.

Logo, W = ﬂ W; € B, pois B é um filtro sobre X x X e temos que se x € ﬂ G,
i=1 i=1

entdo {y : (z,y) € W} C (| G, portanto [ G; € 7.

i=1 i=1

2. Sejam (Gy)rer com Gy €, ¥V A € L. Entao se x € U G segue que x € Gy, para
AEL
algum A € L. Assim, existe W, € B, satisfazendo {y : (z,y) € W)} C G,.

Logo,W:U € B, pois Wy € Be W, C UW,\CXxXimplica UW,\EB

AeL AeL AeL
conforme item 2. da definicao de filtro.

]

Agora, surge uma pergunta natural: diante do resultado da Proposicao 1.74, n é uma
topologia para X7

Com efeito, para verificar que 1 é uma topologia sobre X, basta mostrar que (), X
pertencem & 1. Como a sentenca z € ) é uma sentenca falsa e também; existe W € B
satisfazendo {y : (z,y) € W} C 0 é uma sentenga falsa, pois se IW € B satisfazendo
{y: (z,y) e W} C 0, entdo {y: (z,y) € W} = 0, portanto W = ) o que contradiz
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a definicao de B ser um filtro de X x X. Portanto, da légica, segue que a sentenca
(xed=3IWeB| {y:(r,y) € W} C0) é uma sentenga verdadeira e portanto () € 7.
Se x € X, como B é um filtro sobre X x X, temos que B # (). Logo, existe ) # W € B.
Assim, o conjunto {y : (z,y) € W C X x X} C X e portanto X € n.
Segue que n é uma topologia sobre X, tal que para todo x € X, a familia
W(z)={y: (z,y) € W}, onde W € B é uma base de vizinhanga de z.

Observagao 1.75. A resposta a pergunta natural acima também poderia ser dada usando-
se a Proposicao 1.31.

Defini¢ao 1.76. O espaco (X, B), dotado da topologia n decorrente da uniformidade de
B, definida na Proposi¢ao 1.74 é chamado um espag¢o uniforme.

O exemplo a seguir mostra como um corpo escalar K, arbitrario, nao discreto, pode
ser dotado com a uniformidade decorrente de seu valor absoluto.

Exemplo 1.77. Seja (K, d) um espago métrico !, onde d : K x K — RT é dada por
dAp)=A—=pl. Ser >0eW, ={(\, un): |N—pu] <r} CKxK, entdo B={W, :r > 0}

¢ uma uniformidade sobre K.

Demonstragio. Para B = {W, : r > 0} definir uma uniformidade sobre K, B deve satis-
fazer a Defini¢ao 1.17 e a Defini¢do 1.73. De fato:

1. B# 0, pois Wy € Be () ¢ B, pois W, # () para todo r > 0, uma vez que, a diagonal
A C W, para todo r > 0 (vide item 4. a seguir).

2. SeW,, e BeW, C G CK xK, entao devemos mostrar que G € B; Considere
ro = sup {|A — pu|; (A, u) € G}. Por hipétese, W,, C G. Logo,

(A =nuls (A p) € Wi b CHIA =l (A, 1) € G}

Assim, sup {|\ — p|; (A, 1) € Wi b < sup{|A — p|; (A, u) € G}, portanto r; < 7.
Por outro lado, como W,, C G, se (A, u) € W,,, r1 é um limitante superior para
|A — ul, portanto ro < ry. Logo, 7o = r1 e dai se (A, ) € G, entao |A —p| < rg=ry,
portanto G C W,, ou G C G—-W,,. Mas, GC G-W,, =W, CG—-W,, oqueé
um absurdo. Portanto, G C W,, e como W,, C G segue que G = W,, € B.

3. W,, e BeW,, e B=W, NW,, € B. Com efeito, se (A\,u) € W,, N W,,, entdo
N — p] < 7rpe | — pu| < re. Assim, considerando r = min {ry, re}, mostremos que
W, N W,, =W, € B. De fato, se (\, ) € Wy, |\ — u| < r e como r = min{ry,r}
segue que |A—p| < rype|A—p| <rg, logo (A, u) € W, NW,,. Logo, W,, C W,, NW,,.
Para a reciproca, temos trés casos a considerar:

a) r1 < ry:neste caso, r =1y e W, NW,, C W,, = W,.

b) ro < 71 : neste caso, r =ry e W, "W,, CW,, =W, e

c)ry =rg:mestecasor =1y =roe W, "W, =W, NW, C W,.
Portanto, W,., N W,, = W,.,, onde r = min {ry, rs}.

4. Cada W, € B,r > 0, contém a diagonal A.
Se (A\,\) € A, entdao |\ — A| =0 < r, portanto (A, \) € W,.. Assim, A C W,.,r > 0.

1Veja Definicdo 1.98 na Secdo 1.2.7
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5. W, e B= W1 eB. Defato, W, ' = {(p, \) : (\, ) € W,.} ={(p, \) : [\ —p] <r}
={(A) : lp= Al <r} =W, €B.

6. Para cada W, e B,3V € Btal que VoV C W,.
Com efeito, para cada W,, considere V' = W: € B. Assim, V oV C W,., pois, se
(A, 0) € VoV, entao existe u € K tal que (A, p) € Ve (p,0) € V. Logo, [A—p| < 5
e | —d| < §. Pela desigualdade triangular, |\ — 0] < | A —pu|+|p—0| <5 +5=r.
Portanto, (X, d) € W,.

Logo, B ¢é uniformidade sobre K. O

Observacao 1.78. Pelo Exemplo 1.77 e demonstracdo da Proposicao 1.74 podemos
concluir que (K, B) é uma espaco uniforme, dotado da topologia 1 decorrente da unifor-
midade de B, onde n é uma topologia sobre K tal que para qualquer A € K, a familia
By(A,7),r >0, onde d(\, i) = |A — p], é uma base de vizinhangas de .

Definicao 1.79. Um espaco topoldgico X ¢é uniformizavel se sua topologia decorre de
uma uniformidade sobre X.

Definicao 1.80. Uma uniformidade é Hausdorff se seu filtro de vizinhanca satisfaz o
axioma adicional

4. N{W : W € B} = A.

Assim, 4. é uma condicdo necessaria e suficiente para a topologia decorrente da uni-
formidade ser de Hausdorff.

Definicao 1.81. Dizemos que um espaco topogico X é um espaco Hausdorff uniforme se
sua topologia decorre de uma uniformidade sobre X que é Hausdorff.

Definigao 1.82. Sejam X e Y espagos uniformes. Uma funcao f : X —— Y ¢é unifor-
memente continua se para cada vizinhanca V de Y, existe uma vizinhanga U de X tal
que (x,y) € U, implica (f(x), f(y)) € V, ou equivalentemente, se para cada vizinhanga
V de f(x), existe uma vizinhanga U de x tal que y € U implica f(y) € V, ou ainda, se
para cada vizinhanga V' de f(r), existe uma vizinhanca U de z tal que U C f~(V).

Proposicao 1.83. Toda aplicagcio uniformemente continua € continua.

Demonstragcao. Devemos mostrar que para qualquer z € X, f é continua em x. De fato,
para cada vizinhanca V' de f(z), como f é uniformemente continua, existe uma vizinhanga
U de x tal que U C f~!(V). Logo, existe uma vizinhanga U de x tal que x € U C f~1(V).
Portanto, f~(V) é uma vizinhanga de z e f é continua. O

Definicao 1.84. Seja X um espaco uniforme. Um filtro F sobre X é um Filtro de
Cauchy se, para cada vizinhanca da uniformidade V', existe F' € F tal que F' x FF C V.

Definicao 1.85. Seja X um espago uniforme. Se cada filtro de Cauchy converge para
um elemento de X, entao X ¢é chamado completo.

Definicao 1.86. Uma sequéncia de Cauchy em X é uma sequéncia do qual o filtro de
se¢ao ¢ um filtro de Cauchy.

Definicao 1.87. Seja X um espaco uniforme. Se toda sequéncia de Cauchy em X con-
verge, entao X ¢é dito semi-completo (sequencialmente completo).
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Definicao 1.88. Os espagos uniformes X, Y sao isomorfos se existe uma bijecao f de X
sobre Y tal que ambas as aplicacdes f e f~! sdo uniformemente continuas; f é chamada
isomorfismo uniforme.

Observacao 1.89. Se X é um espaco uniforme de Hausdorff e A é um subespaco com-
pleto, entdao A é fechado em X, pois todo ponto aderente de A é limite de cada filtro de
Cauchy que converge em A, assim todo ponto aderente de A deve pertencer a A, dado
que A é completo. Logo, A é fechado.

Observagao 1.90. Um produto de espagos uniformes é completo se, e somente se, cada
fator é completo.

Observagao 1.91. Se X é um espaco uniforme completo e A é um subespaco fechado,
entdo o subespaco uniforme A é completo.

Proposicao 1.92. Seja f uma funcao definida sobre um subespaco denso X, de um
espaco uniforme X, tomando seus valores em um espaco uniforme Hausdorff completo 'Y,
e suponha que f € uniformemente continua sobre Xo. Entdo f pode ser estendida para
todo X por continuidade, e a fungdo estendida f € uniformemente continua.

Demonstragio. Veja [[1], Theorem 2, p. 190]. O

Teorema 1.93. Seja X um espago uniforme. Entdo existe um espago. uniforme Haus-
dorff completo X e uma aplicacio uniformemente continua ¢ : X — X com a sequinte
propriedade:

(P) Dada qualquer aplica¢io uniformemente continua f de X sobre um espago uni-
forme Hausdorff completo Y, existe uma unica aplicagio uniformemente continua
g: X — Y tal que f =gour.

Se (i1, X1) € um outro par consistindo de um espago uniforme Hausdorff completo X; e
uma aplicagio uniformemente continua iy : X — X; tendo a propriedade (P), entdo
existe um unico isomorfismo ¢ : X — Xy tal que iy = ¢ o .

Demonstragio. Veja [[1], Theorem 3, p. 191-194]. O
Definicdo 1.94. O espaco uniforme Hausdorff completo X definido no Teorema 1.93
¢ chamado o completamento Hausdorff de X e a aplicagdo ¢ : X — X é chamada a

aplicagao canonica de X em seu completamento Hausdorff.

Notamos também os fatos abaixo que podem ser encontrados em [[1], Proposition 12
and Corollary, p. 194]

Proposicdo 1.95. O subespaco 1(X) é denso em X.

Proposicao 1.96. Se X ¢ um espago uniforme Hausdorff, entio a aplicagao canonica
t: X — X € um isomorfismo de X sobre um subespago denso de X.
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1.2.7 Meétrica e Espacos Metrizaveis

Definicao 1.97. Se X é um conjunto, uma funcao real nao negativa d sobre X x X é
chamada de métrica se os seguintes axiomas estao satisfeitos:

1. d(x,y) = 0 se, e somente se, r = y;

2. d(z,y) = d(y, z);
3. d(z,z) <d(z,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

Definigao 1.98. Se X é um espago uniforme dotado com a métrica d, entao o par (X, d)
¢ chamado de espago métrico.

Definicao 1.99. Um espaco topologico X é metrizavel se sua topologia é induzida de
uma métrica d. Em outras palavras, os abertos basicos segundo essa topologia sao os
conjuntos U(a;r) = {z € X : d(a,z) <r},ondea € X er > 0.

Observagao 1.100. Os conjuntos W,, = {(x,y) : d(z,y) < n '}, onde n € N, formam
um filtro base sobre X x X definindo uma uniformidade Hausdorfl sobre X.

Definicao 1.101. Sejam M, N espacos métricos. Diz-se que a aplicacao f: M — N é
continua no ponto a € M quando, para todo ¢ > 0 dado, é possivel obter § > 0 tal que
d(z,a) < ¢ implica d(f(z), f(a)) < e. Dizemos que f é continua quando ela é continua
em todos os pontos a € M.

Defini¢ao 1.102. Sejam M, N espagos métricos. Uma aplicacao f : M — N diz-
se uniformemente continua quando, para todo ¢ > 0 dado, existe § > 0 tal que para
x,y € M quaisquer, d(z,y) < § implica d(f(z), f(y)) < e.

Proposicao 1.103. Um espaco uniforme € metrizdvel se, e somente se, é Hausdorff e
seu filtro de vizinhancas da uniformidade possui uma base enumerdvel.

Demonstragio. Veja [[1], Theorem I, p. 152]. ]

1.2.8 Espacos Compactos

Definicao 1.104. Uma familia A = {A;} (i € I) é uma cobertura aberta de X se cada
A;(i € 1) é aberto em X e X C | J 4.

iel
Defini¢ao 1.105. Dada uma cobertura aberta A = {A;} (i € I) de X, dizemos que a

familia S = {A,}(j € J), onde J é um subconjunto finito de / é uma subcobertura

aberta finita de X se X C U Aj .
jeJ

Definicao 1.106. Seja X um espaco topoldgico de Hausdorff. X é chamado compacto
se toda cobertura aberta de X tem uma subcobertura finita.

Proposicao 1.107. Um espaco topologico Hausdorff X é compacto se toda familia de
conjuntos fechados cuja intersecao é vazia contém uma subfamilia finita cuja intersecio é
Vazia.

Demonstragio. Veja [[1], p. 83]. O
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Definicao 1.108. Um espaco topologico Hausdorft é chamado localmente compacto
se cada ponto possui uma vizinhanga compacta.

Proposicao 1.109. Todo subespaco fechado de um espago topologico Hausdorff compacto
¢ compacto.

Demonstragio. Veja [[1], Proposition 3, p. 86]. ]

Proposicao 1.110. Todo espaco topologico Hausdorff compacto é um espaco localmente
compacto.

Demonstragio. Se X é compacto, entao todo ponto z de X tem como vizinhanga o proprio

X. [l

Proposicao 1.111. Todo subespaco localmente fechado de um espago localmente compacto
X € localmente compacto.

Demonstrag¢io. Veja [[1], Proposition 13, p. 91]. ]

Definicao 1.112. Um espago uniforme Hausdorff X ¢ chamado pré-compacto se seu
completamento X é compacto.

Proposicao 1.113. Um espago uniforme Hausdorff X € pré-compacto se, e somente se,
para cada vizinhanga de uniformidade W, existe um conjunto finito Xo C X tal que
X cU{W(z):z e Xo}.

Demonstragio. Veja [[1], Theorem 3, p. 201]. O

Observacao 1.114. Seja X um espaco uniforme. Todo subconjunto de um conjunto
pré-compacto é pré-compacto.

Demonstragio. Veja [[1], Proposition 1, p. 202]. ]

Defini¢do 1.115. Um espago uniforme Hausdorff X é denominado localmente pré-
compacto se seu completamento X é localmente compacto.

Defini¢ao 1.116. Um subconjunto A de um espago topolégico X é chamado relativa-
mente compacto em X se A estd contido em um subconjunto compacto de X.

Proposicao 1.117. Se f ¢ uma aplicacdo continua de um espaco compacto X sobre um
espago topolégico Y, entao o conjunto f(X) é compacto.

Demonstragio. Veja [[1], Theorem 2, p. 87]. O

1.2.9 Grupo topoldégico

Definicao 1.118. Um grupo G é um conjunto com uma operagao * que associa um
par (z,y) € G x G a um elemento x *x y € G satisfazendo os seguintes axiomas (z,y, 2
denotando elementos arbitrarios de G):

1. (x*xy)*z=uxx*(yx*2);
2. Existe um elemento e € G tal que x xe = exx = z,Vr € G,

3. Paracada x € G, existe z € Gtal que x x z = z xx = e.
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Se x xy = y * x, entao G é chamado de grupo comutativo ou abeliano.

Definicao 1.119. Um grupo topoldgico é um conjunto G' que carrega uma estrutura de
grupo e uma topologia que satisfaz os axiomas a seguir:

1. A aplicagao (z,y) — z xy de G X G sobre G é continua;

2. A aplicacao x — y de G sobre G é continua, onde y é o elemento oposto de x com
relacao a operagao .

1.3 Algebra Linear

1.3.1 Espacos Vetoriais

Definicao 1.120. Seja K um conjunto nao vazio. Suponha que existam definidas uma
aplicacao (A, ) — A+pu de KxK em K, chamada adigao, e uma aplicagao (A, p1) — Ap
de K x K em K; chamada multiplicagao, tal que os axiomas a seguir estao satisfeitos
(A, , B denotando elementos arbitrarios de K):

) (A+p)+8=A+(u+p);
Existe um elemento 0 € K tal que A\+0=0+ X = \,VA € K;

Para cada A € K, existe S € K tal que A+ 8=+ X = 0;

Se \,ueKeAl=0,entao A =0 ou pu = 0;
9) Para cada A # 0 em K, existe v € K tal que Ay =1 = A,

K, satisfazendo os axiomas de (1) a (9), é chamado de corpo . O elemento 0 € K no
axioma (2) é tinico e é chamado o elemento neutro de K. Também para qualquer A € K
o elemento $ € K do axioma (3) é tinico e é chamado o elemento oposto de A e sera
denotado por —A. O elemento v € K no axioma (9) é tnico, serd chamado de elemento
inverso de \ e serd denotado por A™!. Se, além dos axiomas de (1) a (9), for satisfeito o
axioma (10) Ay = pA dizemos que o corpo K é um corpo comutativo.

Definig¢ao 1.121. Sejam L um conjunto e K um corpo (ndo necessariamente comutativo).
Suponha que existam definidas uma aplicagdo (x,y) — x +y de L x L em L, chamada
adigdo, e uma aplica¢ao (A, z) — Az de K x L em L; chamada multiplicagao escalar,
tal que os axiomas a seguir estao satisfeitos (z,y, z denotando elementos arbitrarios de L,
e A\, i elementos arbitrarios de K):

(1) (z+y)+z=x+ (y+ 2);

(2) z+y=y+ux
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3) Existe um elemento 0 € L tal que x +0 = x, Vo € L;

4) Para cada x € L, existe z € L tal que x + 2z = 0;

5 Mz +y) = Az + Ay;

6) (N p)x = Az + pa;

7) Apx) = (Ap)z;

(
(
(
(
(
(8

)
)
)
)
)
)

lx =z, onde 1 é o elemento identidade de K.

L, satisfazendo os axiomas de (1) a (8), é chamado de espago vetorial a esquerda
sobre K. O elemento 0 € L no axioma (3) é tnico e é chamado o elemento neutro de L.
Também para qualquer x € L o elemento z € L do axioma (4) é tnico e serd denotado
por —z; além disso, tem-se —z = (—1)x e escrevemos z —y = = + (—y). Se existe uma
aplicacao (A, z) — 2\ de K x L em L, satisfazendo os axiomas de (1) a (4) e os axiomas

(9) (x+y)A =X +y\
(10) z(A+ p) = X + zp;
(11) (zA)p = z(Ap);

(12)

Entao L é chamado de espacgo vetorial a direita sobre K. Por um espaco veto-
rial sobre K sempre entenderemos um espaco vetorial a esquerda sobre K. Quando
A = A x, VA € K, Vo € L nao ha distingdo entre espacos vetoriais a esquerda e a direita
sobre K.

xl =z, onde 1 é o elemento identidade de K.

1.3.2 Subespacos e Quocientes

Defini¢ao 1.122. Seja L um espago vetorial sobre K. Um subespago vetorial (ou
simplesmente, subespago) de L é um subconjunto () # M de L, invariante sob adi¢ao e
multiplicagao por escalar, isto é, tal que M + M C M e KM C M.

Definicao 1.123. Se A é um subconjunto de L, o espago gerado de A ¢é a intersecao
M de todos os subespacgos de L que contém A.

Se M é um subespaco de L, a relacao “xRy se, e somente se, v —y € M” é uma
relacdo de equivaléncia em L. De fato,

1. 2Rz, pois como M é subespago, temos que x —x =0 € M.

2. Se xRy, entdo x —y € M e como M é subespago, temos que —(x — y) € M. Logo,
y—x=—(x—y) € M, portanto yRuz.

3. Se xRy eyRz, entaox —y € M ey — 2z € M. Como M é subespago, temos que
(r—y)+ (y—2) € M. Logo, x — z € M, portanto xR z.

O conjunto quociente L/R torna-se um espago vetorial sobre K definindo-se T @ y =
Tty=a+y+ M, AOZ= =X +M, ondez=x+M = {we Lw—ze M},
y=y+M={z€L|z—ye M}, e é denotado por L/M. Para isso, basta verificarmos
que os axiomas da Definicao 1.121 estao satisfeitos. De fato,
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— —

(1) @eyez=c+ydz=(z4y)+z+M=z+y+2)+ M =2ZBy+ 2=y D 2).
2 zey=c+y+M=y+zx+M=ydZ.

(3) 0=0+ M € L/M é o elemento neutro, pois ZH0 = (z+0)+ M =2+ M = 7,
para todo z € L/M.

(4) Para cada 2 € L/M, z = —v = —x + M € L/M é o elemento oposto, pois
T®z=x+(—2)+M=0+M =0.

—
—_—

B)AOED)) =20 @ +Y) =Az+y) = A+ =B\ =AOTONOF.

6) Atp)@F=A+mr+M=Az+pr+M = r+pr= @@ =A\OFBLO 3.

—

(7) A® (1©F) = A6 (78) = Njwz) = (i) = () O 7.
(8) 10 % =1z =z, onde 1 é o elemento identidade de K.

Logo, (L/M,®,®) é um espaco vetorial sobre K.

1.3.3 Transformacoes Lineares

Definicao 1.124. Sejam L, Ly espacos vetoriais sobre K. f: L; — Ly é chamada uma
transformacao linear se f(Ax1+ Aoxa) = A1 f(x1) + Ao f (x2) para quaisquer Ay, s € K
e x1,xry € L.

Defini¢ao 1.125. Definindo f(Ax) = f(z)\ se Ly na Definigdo 1.124 é o espago vetorial
unidimensional Kq (sobre K) associado a K, entdao f é funcional linear a direita e o
conjunto de todos os funcionais lineares a direita é chamado de dual algébrico L] de L;.

Observacgao 1.126. Toda transformagao linear leva o elemento neutro 0y, de L; no
elemento neutro 0z, de Lo, pois de f(0r,) = f(0r, +0z,) = f(0r,) + f(0r,) segue que
Or, = _f(OLl) + f(OLl) = _f<OL1) + (f(OLl) + f(OLl)) = <_f<OL1> + f(OL1>> + f<0L1) =
Or, + f(OLl) = f(OLl)

Observagao 1.127. N = f~1(0,,) é um subespaco de L. De fato, temos:
1. 0z, € N, pois f(0r,) = 0, (vide Observacao 1.126);
2. Sex,y € N, entdo f(z+vy) = f(z)+ f(y) =0r, + 0z, = 0r,, portanto z +y € N;
3. Seze NeleK, entao f(Az) = Af(z) = A0p, = 0p,, portanto Az € N.

Definigao 1.128. Se f : Ly — L ¢ linear, o subespaco N = f~1(0p,) de L; é chamado
de espago nulo ou ntcleo de f.

Definicao 1.129. L; e L, sdo isomorfos se existe uma transformacao linear bijetora
f : L1 —> Ls; tal transformagao é chamada de isomorfismo de L; sobre Ls.
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1.3.4 Espacos vetoriais sobre corpos valorados

Definicao 1.130. Seja K um corpo e considere o corpo real R com seu valor absoluto
usual. Uma funcao

K — R*
A — A

¢ chamada um valor absoluto sobre K se satisfaz os seguintes axiomas:
L A|=0&A=0;
2. A+ pl < AL+ [pls
3. [Aul = [l
A funcao

KxK — Rf
Ap) = A=y

¢ uma métrica sobre K.

O corpo K dotado com essa métrica e correspondente uniformidade (veja Exemplo
1.77 e Observagao 1.78) é chamado um corpo valorado. O corpo valorado K é chamado
nao discreto se sua topologia nao é discreta (equivalentemente, se a imagem de A\ — ||
¢ distinta de {0,1}). Um corpo valorado nao discreto é necessariamente infinito.

Seja L um espaco vetorial sobre um corpo valorado K nao discreto.

Definicao 1.131. Um subconjunto U de L ¢ dito radial se U absorve todo subconjunto
finito de L, isto é, se existe A\g € K tal que todo subconjunto finito de L esta contido em
AU sempre que |[A| > [N

Definicao 1.132. Um subconjunto U de L é dito circulado se A\U C U sempre que
A < 1.

Exemplo 1.133. Se F' é um subconjunto de L, entao U AF é um conjunto circulado
[A[<1
que contém F. Como F = 1F, temos que F C | J AF ese |u| <1, entdo p () AF =
[Al<1 |AI<1
U wAF C |J AF desde que |pA| = |u||A| < 1 sempre que || <1e || < 1.
[Al<1 |AI<1

Definicao 1.134. O corpo valorado nao comutativo dos quatérnios, consiste dos elemen-
tos da forma a + bi + ¢j + dk com a, b, c e d nimeros reais com adi¢cdo + definida por
(al +bi+cj+dk)+ (d1+Vi+dj+dk)=(a+ad) 1+ (b+)j+ (c+)j+ (d+d)k,
multiplicacdo - definida por (al 4 bi + ¢j + dk) - (a1 +bVi+ 5+ d'k) = (ad' — bV — e’ —
dd'")1 + (ab + ba’ + c¢d' — dd)i+ (ad + d'c+ db — d'b)j + (ad' + da’ + bd — V'c)k e norma
definida por [|al + bi + ¢j + dk|| = Va? + b% + 2 + d2.







2 Espacos Vetoriais Topologicos

Neste capitulo apresentaremos os resultados iniciais para o estudo de espagos vetoriais
topologicos. Na primeira secao, discutiremos a descri¢ao de topologias de espagos vetoriais
em termos de base de vizinhancgas de 0, e a uniformidade associada a tal topologia. Na
segunda secao, forneceremos alguns meios para a construc¢ao de novos espagos vetoriais
topologicos. Na terceira secao, estudaremos ferramentas essenciais para trabalhar com
espacos de dimensao finita. Na quarta secao, discutiremos espacos afins e hiperplanos.
Na quinta segao, estudaremos a nocao extremamente importante de limitacao e na sexta
se¢ao, verificaremos condigoes para os espagos vetoriais topoldgicos serem metrizaveis. A
sétima secao discute a transicao de corpos reais em complexos, reciprocamente.

2.1 Topologias de Espaco Vetorial

Definigao 2.1. Dado um espago vetorial (L, +,+) sobre um corpo valorado nao discreto
K (nao necessariamente comutativo) e uma topologia 7 sobre L, dizemos que o par (L,7)
¢ um espago vetorial topoldgico (evt) sobre K, se satisfaz:

E,) A funcao
®: LxL — L
(z,y) — &(@,y)=2+y
é continua.
Ey) A funcao

®: KxL — L
Nz) — o\x)=\=z
é continua.
Aqui L é dotado com uma topologia 7 e K é dotado com a uniformidade decorrente
do seu valor absoluto e L x L, K x L denotam os respectivos produtos topologicos. E

comum omitirmos o ponto na definicdo de ® e escrevermos apenas ®(A, z) = Ax.
Além disso, por E; e Es, segue que a funcao

6: LxL — L

é continua, desde que S(x,y) =x—y=x+(—-1)-y =d(z, (1) y) = ®(x,0(—1,y)) =
®o(ldy, x ®)ouz,y), V(z,y) € L x L, onde

t: LxL — Lx(KxL)
($7y) — L(JT,y):(ZL',(—l,y))

37
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Assim, © = @ o (id;, X ®) o i conforme o diagrama abaixo

LxL—Lx(KxL)

@l J/idLXG

L<—@L><L

onde idy, : L — L é a funcao identidade de L e

idp x®: Lx(KxL) — LxL
(z,(\y) — (2,0(\y))

Como idy, X ® é continua, pois id;, e ® sao continuas e ¢ e & também o sdo, segue que
© ¢ continua.
Assim, temos a

Proposicao 2.2. Todo evt L é um grupo topologico comutativo com relagdo a operacao
adicdo.

Demonstrag¢ao. Vamos primeiro provar que um evt ¢ um grupo topolégico comutativo.
Para isso deve satisfazer as seguintes condigoes:

1. (L,4) é um grupo comutativo;
2. (L, 7) é um espago topoldgico com a topologia T;

3. As fungbes a seguir:

sao continuas.

1. Como (L,+,-) é um espaco vetorial, entao + satisfaz as propriedades: associativa,
comutativa, a existéncia do elemento neutro e do elemento oposto. Entao (L,+) é
um grupo comutativo.

2. Como L é um evt segue que (L, 7) é um espago topoldgico com a topologia 7.

3. Como s : (z,y) — = +y, para todo (x,y) € L X L temos que s = & que é continua
eo=®o(p,idr), onde ¢ : L — K é dada por x — —1 e idy, é a fungao identidade
de L e (¢,idy) : L — K x L é dada por x — (¢(x),idp(x)) = (—1,z). Assim,

0= ®o (¢,idy) é continua, como composta de funcoes continuas.

Logo, todo evt L ¢ um grupo topolégico comutativo com relacao a operagao adigao. [

Observacao 2.3. Um evt (L,7) geralmente serd denotado por L(7), ou simplesmente
por L se a topologia de L nao precisar de notacao especial.
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Definicao 2.4. Dois espacgos vetoriais topologicos, L; e Ly sobre o mesmo corpo K,
sao chamados de topologicamente isomorfos se existe uma aplicacao linear injetora
h : L1 — Lo que é um homeomorfismo. A aplicacdo h : Ly — Ly é chamada de
isomorfismo.

Lema 2.5. Seja L um evt sobre K. Se A e B sdo subconjuntos de L, para cada 0-
vizinhanga U, temos que (xo—U)N(A+ B) = 0 se, e somente se, (B+U)N(xg—A) = 0.

Demonstragio. De fato, se existe x € (xg—U)N(A+B), entdo x = ro—u para algum u € U
ex =a+bparaalguma € Aealgumb € B. Logo,b+u € B+Uedea+b=x=20—u
segue que b+u = xg—a € xo— A. Portanto, b+u € (B+U)N (2o — A). Reciprocamente,
se existe y € (B+U) N (zg — A), entdo y = b+ u para algum b € B e algum u € U e
y = xo — a para algum a € A. Logo, xg —u € xog — U e de b+ u = y = x¢ — a segue que
ro—u=a+b€e A+ B. Portanto, xg —u € (xo — U) N (A + B). O

Proposicao 2.6. Seja L um evt sobre K.

i) Para cada xy € L e cada Ny € K\ {0} a aplicagio h : x —— Xox + 29 € um
homeomorfismo de L para L.

Demonstragdo. Para mostrar que a aplicagdo h é um homeomorfismo precisamos
garantir que h seja continua, invertivel e com inversa também continua. Assim,
mostremos inicialmente que h é continua e uma funcao bijetora:

Como h(z) = Aoz + 29 = O(Xg, @) + 29 = B(O(Xo, ), %0), h é continua.

h é injetora, pois para quaisquer x,y € L, temos que h(x) = h(y) = Aox + x¢9 =
Ay +xo=Nxr—y)=0=>z=1y.

h & sobrejetora, pois Vy € L,z = 5% € L e h(z) = h(*57°) = Ao’5* + 20 = y.

Logo, h ¢ bijetora.

Além disso, possui inversa h~! dada por A7 (y) = Ay (y — z0) = ©(\g ',y — ) =
oA\t ©(y, 70)) que é continua como composta de fungdes continuas. Portanto, h
é um homeomorfismo de L para L.

O

it) Para qualquer subconjunto A C L e qualquer base U do filtro de vizinhangas de
0€ L, ofecho A é dado por A= (| A+ U.
Ueu

Demonstragio. (=) Seja B= (JA+ U . Por i), {x —U:U €U} é uma base
Ueu
de vizinhanca de x para cada x € L, pois h : L — Ly — —y + x é um

homeomorfismo, portanto é uma aplicacao continua e aberta de L sobre L. Assim,
qualquer base U do filtro de vizinhancas de 0 € L é transformada por h numa base
h(U) = {h(U) =2 —U :U € U} do filtro de vizinhangas de x € L. Portanto, se
x € B, sempre existe u € U tal que z = a+u e isso implica que sempre existe u € U
tal que © — u = a € A, ou seja, cada vizinhanca de z intersecta A, portanto x € A.
Logo, B C A.

(<) Lembrando que A = AU A’, onde A" é o conjunto dos pontos de acumulacio
de A, sex € A, entaiox € Aouxz e A. Sex € A,entdor =2x+0¢€ A+ U
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iii)

para cada 0-vizinhanca U. Se z € A', para cada vizinhanca = — U de z € L, existe
a € A tal que a € x — U para cada 0-vizinhanga U, portanto x € A + U para cada
0-vizinhanga U. Logo, x € B=N{A+ U : U € U}. Portanto, A C B. O

Se A € um subconjunto aberto de L e B é um subconjunto qualquer de L, entdo
A+ B ¢ aberto em L.

Demonstragio. Por i) a aplicagdo h : x — x + b;Vb € B é um homeomorfismo de
L para L. Como A é aberto em L, e todo homeomorfismo é uma aplicacao aberta

segue que h(A) = A+b é aberto em L para todo b € B. Desde que A+ B = U A+D,
beB
entao A + B é uma uniao de subconjuntos abertos de L. Logo, A + B é aberto em

L. [l

Se A, B sdo subconjuntos fechados de L, tal que, todo filtro de A tem wm ponto
aderente (em particular, tal que A é compacto), entdo A+ B € fechado em L.

Demonstragio. Mostremos que para cada xy ¢ A+ B, existe uma 0-vizinhanga U tal
que (zo—U)N(A+ B) = (), ou equivalentemente, pelo Lema 2.5, (B+U)N(zo— A) =
(). Se isso nao fosse verdade, entdo a interse¢ao (B+U)N(xq— A) formaria uma base
filtro de xy — A (conforme U percorre uma 0-vizinhanga base em L). Pela hipdtese
de A, essa base filtro teria um ponto aderente zy € xg — A, com g — A contida em
B+ U = Nyeu B+ U + U, portanto contida em B + U + U, YU. Desde que, por
E,, U 4 U percorre toda vizinhanga base de 0, quando U também percorre, entao
i1) implica que zg € B = B, o que é uma contradicao. O

Se A é um subconjunto circulado de L, entdo seu fecho A € circulado, e intA é
circulado quando 0 € intA.

Demonstracao. Seja A um subconjunto circulado de L e suponha que |A| < 1. Por
FE>, MA C A implica que AA C A, pois

M=\ A+U= M+ C () A+\U.
veld veu veld

Por E,, AU percorre toda vizinhanca base de 0, quando U também percorre, assim
Nueu A+ AU = A e dai NA C A, portanto A é circulado. Também, se 0 < |A| < 1,
entdo por i) temos que h : x — A~z é um homeomorfismo, portanto h(A) = AintA
é um aberto em L contido em A, pois \intA C A C A. Como intA é o maior
subconjunto aberto de L contido em A segue \intA C intA. A hipdtese 0 € intA
mostra que A(intA) C intA sempre que |\ < 1, pois, por Fy, h(A) = XintA é
uma 0- vizinhanga contida em A sempre que || < 1, portanto como intA é a maior
0-vizinhanca contida em A, segue A\(intA) C intA sempre que |\ < 1. O

Note que na demonstracao acima usamos repetidamente o fato que em um evt, cada
translacdo  — x + xy ¢ um homeomorfismo (que é um caso especial de i)).

Definicao 2.7. Uma topologia 7 sobre um espago vetorial L ¢ denominada translagao-
invariante se todas as transla¢oes sao homeomorfismos.
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Tal topologia é completamente determinada pelo filtro de vizinhanca de qualquer
x € L, em particular pelo filtro de vizinhanga de 0.

Proposigao 2.8. Uma topologia T sobre um espagco vetorial L sobre K satisfaz os axiomas
Ei1 e Ey da Definicao 2.1 se, e somente se, T € translacao-invariante e possui uma base
de vizinhanga de 0, B, com as sequintes propriedades:

1) Para cada V € B, existe U € B tal que U +U C V;
2) Todo V € B é radial e circulado;
3) Eziste A € K, 0 < || < 1, tal que V € B implica \V € B.

Se K é um corpo valorado Arquimediano, a condigao 3) é dispensavel (que é, em
particular, o caso K =R ou K = C).

Demonstrag¢io. (=) Provemos primeiramente a existéncia, em todo evt, de uma base de
vizinhancga de 0 satisfazendo as propriedades listadas. Dada uma O-vizinhanga W C L,
existe uma 0O-vizinhanga U e um ntmero real € > 0 tal que AU C W sempre que |\| < e,
devido a FEj; logo, como K ¢é nao discreto, V' = U\« AU é uma 0-vizinhanga que esta
contida em W e é circulada, pois se |u| < 1 temos que para |\ < €, |uA| < €, por-
tanto puV = Upj<e(pA)U C Upy<enU = V. Assim, a familia B de todas as 0-vizinhancas
circuladas de L é uma base de vizinhanga de 0. Se B = {by,...b,} é um subconjunto
finito qualquer de L, a continuidade em A = 0 de (A, z9) — Azg para cada o € L
1mphca que para todo V' € B, existe ¢ > 0 tal que nU,, C V sempre que |n| < € para

i =1,...,n e Uy, uma vizinhanga de b;. Assim, se tomarmos), = % > 0, temos que
para todo |)\] > A = ;, X’ < €, portanto segue que %Ubi C V para todot =1,...,n,
ou equivalentemente, segue que Uy, C AV para todo ¢ = 1,...,n sempre que |A| > %

Assim, B C U Uy, C AV sempre que |A| > % Portanto, V' é radial. Como a topologia
T satisfaz E; segue que B satisfaz a condigao 1); Para 3), é suficiente observar que existe
A € K tal que 0 < |\ < 1, visto que K é nao discreto e AV (V' € B), a qual é uma
0-vizinhanca, pela Proposicao 2.6 i), ¢ circulada, pois se |u| < 1, entdo g = AwvA™!, onde
lv| < 1, portanto p(AV) = (u\)V = (Av)V = A(vV) C AV. Finalmente, a topologia de
L é uma translagao-invariante pela Proposigao 2.6, item 7).

(<) Seja 7 uma topologia que é um translagdo-invariante de L com uma base de
vizinhangas de 0, B, satisfazendo as propriedades 1),2) e 3). Temos que mostrar que 7
satisfaz E) e Ey. Sabemos que {zo+ V : V € B} é uma base de vizinhanga de zy € L,
logo, se V € B é dado e U € B é escolhido de modo que U + U C V, entao z — z¢ € U,
y—1o € U implica que z+vy € xo+yo+V, assim E; é satisfeita. De fato, devemos mostrar
que para cada (zg,yg) € L X L temos que @ : (z,y) — x + y é continua em (xg,yo).
Para isto devemos mostrar que para cada (zo + yo) +V (V € B) vizinhanca de x¢ + ypo,
a pré-imagem ©~ ! (zg + yo + V) é uma (xg, yo)-vizinhanca em L x L. Como observamos,
para cada V' € B, devido & 1), existe U € B tal que U+U C V. Assim, (xo+U) X (yo+U)
é uma (g, yo)-vizinhanca em L x L tal que (xg + U) x (yo + U) C & (xg + yo + V),
pois se (z,y) € (xg+U) X (yo + U), entdo x — x9 € U e y — yo € U, donde segue que
®(z,y) =z +y € (vo+y) + V.

Para provar Fs, isto é, a continuidade da aplicagao (A, x) — Az, sejam Ag, 2o pontos
fixados de K, L, respectivamente. Se V' € B é dado, entdo, por 1), existe U € B tal
que U + U C V. Desde que por 2), U é radial, existe um ntmero real ¢ > 0 tal que
(A= Xo)zo € U sempre que |\ — Ag| < e.
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De fato, como U é radial, existe 1y € K tal que todo subconjunto finito A de L estd

contido em vU sempre que |v| > |up|. Assim, tomando € = ﬁ > 0, temos que se

A — Ao| < e, entao ‘ﬁ‘ > |yl + 1 > |w|. Entdo para A = {29} C L segue que
{zo} C A%AOU e dai (A — Ag)xg € U.

Seja u € K, 0 < |u| < 1, satisfazendo 3), isto é, se V € B, entao uV € B. Como
lp|~! > 1, entdo existe um inteiro n € N tal que |p™™| = |u|™ = |Xo| + €. Seja W € B
definida por W = p"U. Desde que U é circulado, a relacdo x — zg € W e |\ — Ao| < €
implica que A(z — x¢) € U. De fato, temos A(z — z9) € AW = (Au")U e como

n n n n n € )\
] = 1= M)+ dor] < A= dllil + olll” < e + el =1

e U é circulado, entdo (Au™)U C U, portanto A(x —zo) € U. Por 2), (A — A\g)zg € U
sempre que |\ — Ag| < e. Assim, a identidade Ax = Agxg + (A — Ag)xo + A(z — x0), implica
que \x € \xg + U + U C MNxg + V. Para provar E5, devemos mostrar que para cada
(Ao, z0) € K x L temos que ® : (A, z) — Az é continua em (Ao, zo). Para isto, devemos
mostrar que para cada A\gzo+V (V € B) vizinhanca de \gxg, a pré-imagem O~ (Agzg+ V)
é uma (Ao, xg)-vizinhanga em K x L. Como observamos, para cada V € B, devido a 1),
existe U € B tal que U+ U C V. Desde que por 3) existe p € K, 0 < |u| < 1 tal
que U € B implica pU € B, entao existe um inteiro n € N tal que |[u|™ > |Ao| + € €
W = p"U € B. Assim, |A\g — €, \g + €[ X (g + W) é uma (Ao, z¢)-vizinhanga em K x L tal
que |Ag — €, \g + €[ X (2o + W) C @ H(Aomo + V), pois se (A, z) €]Xg — €, Ao — €[ x (o + W),
entdo x —xg € W e |\ — A\g| < ¢, donde segue que ©(\, x) = Az € A\gzo + V, desde que,
conforme vimos acima, \x € A\gzg+ U + U C Agxg + V.

Finalmente, se K é um corpo valorado Arquimediano, entdo 0 < [27!| < 1 para
271 € K. Como 27|71 > 1, entdo [(271)™"| = [27}|™" > |N\o| + € para um adequado

n € N. Logo, tomando W = 27"U na demonstracao anterior, W ¢ circulado, pois
AW = X27"U = 27"\U C 27"U = W, segue o axioma Fs, assim 3) é dispenséavel neste
caso. O

Corolario 2.9. Se L € um espaco vetorial sobre K e B é uma base filtro de L satisfazendo
as propriedades de 1) a 3) da Proposigao 2.8, entao B é uma base de vizinhanga de 0 para
uma unica topologia T tal que (L,T) € um evt sobre K.

Demonstragio. Definimos a topologia 7 especificando que um subconjunto G C L seja
aberto sempre que x € GG implica x + V C G para algum V € B. Note que 7 é a tnica
topologia translagao-invariante sobre L para o qual B é uma base de vizinhanca de 0,
portanto a unica topologia com esta propriedade e de tal forma que (L, 7) é um evt sobre
K. O

Exemplo 2.10. Nos exemplos a seguir, (K, +,-) pode ser qualquer corpo valorado nao
discreto, por exemplo, o corpo dos quatérnios com seus valores absolutos usuais, ou qual-
quer subcorpo deste tais como o corpo dos niimeros racionais, reais ou complexos (induzido
com o respectivo valor absoluto).

1. Seja A um conjunto qualquer nio vazio, K* o conjunto de todas funcdes a — &, de
A em K; escrevamos z = (£,), y = (1,) para denotar elementos z,y € KA. Definindo
a adicdo por @y = (£, + 1,) e multiplicacdo por escalar por A®x = (A -&,), K4
torna-se um espaco vetorial. De fato,

(@) (@ y) @2z = (ot M) D KXa) = ((a +7a) + Xa)) = (ot (e + Xa)) =
(£a) ® (N + Xa) =2 ® (y @ 2).



Topologias de Espacgo Vetorial 43

(b) 2@y = (§a+10) =Mat+&)=ySur.

(c) A funcido 0 = (0) é o elemento neutro de K#, pois Vo € K, temos x + 0 =
(la+0) = (&) ==z

(d) Para cada z = (§,) € K4, tome y = (=¢,) € K4 Entdo temos z &y =
(€a + (=a)) = (0) = 0.

(€) AO(z®y) = A0 (Latna) = (A (Catma)) = (A-EatA7a) = (A-&a) B (A1) =
AOTHAO Y.

() A+p)or=(A+p) &)= atp &) =NE&) B W &) =A0rduor.

(8) AO(poOw) = A0 (1-&a) = (A (1-)) = (A1) -&a) = (A-p) O (&) = (A-p) Oz

(h) Como K é um corpo, existe o elemento neutro 1 da multiplicagao - tal que
lox=(1-&) = (&) ==

Assim, K4 é um espaco vetorial sobre K.

Para qualquer subconjunto finito H C A e qualquer ntimero real € > 0, seja Vi =
{x = (&) @ |&a| < ese a € H} C KA. Note que, a familia F de todos estes conjuntos
Vi, € uma base de vizinhanca de 0 para uma tnica topologia sob a qual KA é um
evt.

2. Seja X um espago topoldgico qualquer nao vazio; o conjunto de todas as fungoes
continuas f de X em K tal que sup|f(¢)| é finito, ¢ um subconjunto de K¥X, o
teX

qual é um espago vetorial Cx(X) via as operagoes de adigdo e multiplica¢ao escalar
induzidas de KX (Exemplo 1.); os conjuntos U, = {f csup | f(1)] < n_l} (n € N)
tex

formam uma base de vizinhanga de 0 para uma tnica topologia sob a qual Cx(X)
¢ um evt.

3. Seja K[t] o anel de polindémios f[t] = ¥, a,t" sobre K em uma indeterminada t.
Com a multiplicacao restrita a multiplicacao pela esquerda de polinomios de grau
0, Kt] torna-se um espago vetorial sobre K. Seja r um ntmero real fixado tal que
0 <7 < 1 e denotemos por V, o conjunto de polindmios para os quais Y, |a,|" < €.
A familia {V, : € > 0} é uma base de vizinhanga de 0 para uma tnica topologia sob
a qual K[t] é um evt.

Proposicao 2.11. Se L é um evt e x € L, cada vizinhanga de x contém uma vizinhanca
fechada de x. Em particular, a familia de todas as vizinhangas fechadas de 0 forma uma
base de 0.

Demonstracao. Para qualquer vizinhanga U de 0 existe uma outra, V', tal que V+V C U.
Como y € V se, e somente se, (y — V) NV é ndo vazio, segue que V.C V +V C U. De
fato, sey € V, Jz € (y — V)NV, assim y = y —x +x com y — x,x € V, portanto
V cV +V. Logo, x + U contém a vizinhanca fechada = +V de z. O]

Pela Proposicao 2.8, qualquer vizinhanca de 0 contém uma vizinhanca circulada de
0 e, portanto, pela Proposicao 2.6 (v) e 2.11, uma vizinhanga de 0 fechada e circulada;
assim obtemos o seguinte corolario:

Corolario 2.12. Se L é um evt e U é qualquer base de vizinhanca de 0, entdo os menores
conjuntos circulados e fechados dos conjuntos U € U formam novamente uma base de 0.
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Note que a Proposicao 2.11 mostra que todo espaco vetorial topologico de Hausdorff
¢ um espaco topologico regular.

Além disso, veremos na préxima proposicao que todo evt é uniformizavel, portanto,
todo evt de Hausdorff é completamente regular.

Definicao 2.13. Uma uniformidade sobre um espago vetorial L é chamada translacgao-
invariante se possui uma base R tal que (x,y) € N é equivalente a (z + z,y + z) € N
para cada z € L e cada N € R.

Proposicao 2.14. A topologia de um evt qualquer L pode ser obtida de uma tunica unifor-
midade translacao-invariante R. Se B é uma base qualquer de vizinhancas de 0, a familia
Ny ={(z,y) e LxL:x—yeV} Ve&B éuma base para R.

Demonstrag¢io. Seja (L, 7) um evt com um base B de vizinhancas de 0. Os conjuntos
Ny, V € B formam uma base de filtro sobre L x L (basta notar que para Ny, Ny,, com
Vi, Vo € B temos Ny,ny, C Ny, N Ny,) que é uma base para a uniformidade translagao-
invariante R (basta notar que se (z,y) € Ny,V € B, entdo (x + z,y + 2) € Ny para
cada z € L e para cada Ny € R, pois x +z—y — 2z = x —y € V ) produzindo a
topologia 7 de L. Se R; é uma outra uniformidade com essas propriedades, existe uma
base M de R4, consistido de conjuntos translagao-invariantes, e tal que os conjuntos
Uy ={z—y:(z,y) € M} com M € M formam uma base de vizinhanca de 0 para 7.
Desde que Uy, C V implica M C Ny e vale a reciproca, segue que R = R;. [

O fato de existir uma tnica uniformidade translagao-invariante do qual a topologia de
um evt pode ser obtida, é de importancia considerdvel na teoria de tais espagos (como é
para grupos topoldgicos), desde que conceitos de uniformidade podem ser aplicados sem
ambiguidade para subconjuntos arbitrarios A de um evt L. A uniformidade pretendida
é, sem excecao, aquela induzida sobre A C L pela uniformidade R da Proposi¢ao 2.14.
Por exemplo:

Exemplo 2.15. Um subconjunto A de um evt L é completo se, e somente se, todo filtro
de Cauchy em A converge para um elemento de A.

Exemplo 2.16. A é semi-completo (ou sequencialmente completo) se, e somente se, toda
sequéncia de Cauchy em A converge para um elemento de A.

Proposigao 2.17. Um filtro F em A é um filtro de Cauchy se, e somente se, para cada
0-vizinhanga V C L, existe F' € F tal que F — F C V.

Demonstragio. Um filtro F em A é um filtro de Cauchy se, para cada vizinhanca de
uniformidade W, existe F' € F tal que F' x F' C W. Assim, para W = Ny, existe F' € F
tal que F' x FF C Ny, onde V € B com B sendo uma base de vizinhancas de 0 em L.
Como F' x F' C Ny, entdo para todo par (z,y) € F x F, temos (z,y) € Ny. Logo,
r—yelF-F=x—yecV,entao F'— F CV.
Para a reciproca, basta mostrar que para cada vizinhanga da uniformidade Ny existe
F € Ftalque FFxF C Ny. De fato, para cada par (z,y) € F'x F temos, por hipétese, que
existe F' € F tal que F'— F' C V, portanto z —y € V. Logo, (z,y) € Ny e F x F C Ny.
m

Exemplo 2.18. Uma sequéncia {x, :n € N} C A é uma sequéncia de Cauchy se, e
somente se, para cada 0-vizinhanca V' C L existe ng € N tal que z,,, —x,, € V sempre que
m>ngen>ng.
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Proposigao 2.19. Um evt L é um espago topoldgico de Hausdorff (ou separado) se, e
somente se, L é um espaco de Hausdorff uniforme.

Demonstragao. O resultado segue da Proposi¢ao 2.14 e da Definicao 1.79. [

Proposicao 2.20. L é Hausdorff se, e somente se, N{U :U € U} = {0}, onde U é
uma base qualquer de vizinhangas de 0 em L. Uma condicao equivalente é que para cada
x € L,x # 0, existe uma 0-vizinhanca U tal que x € U.

Demonstragio. (=) Sejam L de Hausdorff e & uma base qualquer de vizinhangas de 0
em L. Suponha que exista x # 0 tal que x € N{U : U € U}. Logo, por hipétese, existem
U, e Uy, onde U, N Uy = 0, o que d& um absurdo, pois como = € N{U : U € U}, segue
que z € Uy. Logo, N{U : U € U} = {0}.

(<) Da Proposicao 2.14, a topologia de L pode ser obtida de uma tnica uniformidade
translacao-invariante R e se B é uma base qualquer de vizinhancas de 0, a familia Ny =
{(z,y) e Lx L:xz—yeV},V € Béuma base para R. Assim, () Ny = A, pois,

NyeR
por definicao de Ny, temos que A C Ny, V € Bedal A C ﬂ Ny . Por outro lado, se
Ny€eR
(z,y) € () Ny,entdaoz—yeV,V € B. Logo, z—y € | V = {0} por hipitese, assim
NyeR veB

xr = y, donde segue que (z,y) € A e entdo ﬂ Ny C A. Logo, pela Definicao 1.80, a
Ny eER
uniformidade translagao-invariante R é de Hausdorff, portanto L é um espaco de Hausdorff

uniforme. Da Proposi¢ao 2.19 segue que L é um espaco topologico de Hausdorft. [

Lembramos que um subespago (subespago vetorial, subespago linear) de um espago
vetorial L sobre K é definido como um subconjunto M # () de L tal que M + M C M e
KM C M. Se L é um evt, por um subespago de L entenderemos (a menos que expresso
o contrario) um subespago vetorial de M dotado com a topologia induzida de L. Note
que M é um evt de Hausdorff se L o for. Se L é um evt de Hausdorff, a presenca de
uma uniformidade translacao-invariante de Hausdorff torna possivel mergulhar I como
um subespaco denso de um evt de Hausdorff completo L que ¢ essencialmente tnico, e é
chamado o completamento de L .

Proposicao 2.21. Seja L um evt de Hausdorff sobre K. Existe um evt de Hausdorff com-
pleto L sobre K contendo L como um subespaco denso; L € tnico a menos de wm isomor-
fismo. Além disso, para qualquer 0-vizinhanga base B de L, a familia M = {V Ve B}

de fechos de L é wma 0-vizinhanga base de L.

Demonstracao. Pelos Teorema 1.93, Proposicao 1.95 e Proposicao 1.96, existe um espago
uniforme Hausdorff completo L que contém L como um subespaco denso e é inico a menos
de um isomorfismo uniforme ¢ : L — L. Note que (z,y) — = 4 y é uniformemente
continua de L x L em L, e para cada A € K fixado,  — X -z é uniformemente continua
de L em L; Logo, essas aplicagoes possuem unicas extensoes continuas @ e @ (de fato
uniformemente contmuas) de L x L e L, respectivamente, com valores em L. Note que
essas extensdes tornam L num espaco vetorial sobre K. Antes de mostrar que o espaco
uniforme L é um evt sobre K, vamos provar a segunda afirmacio. Como {Ny : V € B}
¢ uma base da uniformidade R de L (notagdo como na Proposicio 2.14), os fechos Ny
desses conjuntos em L x L formam uma base da uniformidade R de L; afirmamos que
Ny = Ny para todo V € B. De fato, se (7,5) € Ny, entdo & — § € V, desde que
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f:(&,9) — & — g é continua de L x L em L. Com efeito, se A é um aberto de L
contendo Z — §, entdo f~'(A) é um aberto de L x L contendo (%,). Como (,§) € Ny
existe (z,y) € f1(A)NNy. Logo, z—y € ANV, assim — g € V. Portanto, (Z,7) € Ny
Reciprocamente, se & —y € V, entdo temos & € §+ V. Logo, ¥ estd no fecho (tomado em
L) de y+ V', dado que as translagoes em L sao homeomorfismos, pois se A é um aberto de
L contendo #, (—§) + A é um aberto de L contendo & — g, portanto ((—7) + A) NV # (.
Logo, AN (§+ V) # 0, assim & € j+ V (tomado em L); isso implica que (Z,7) € Ny,
pois, para qualquer O = O x O, aberto de L x L contendo (&, §), temos Oy N (§ 4+ V) # 0.
Logo, existe x € Oy tal que x — gy € V. Assim, (z,9) € O = O1 x Os e (z,7) € Ny, donde
segue que O N Ny # (), portanto (Z,7) € Ny.

Segue que M é uma base de vizinhancas de 0 em L.

Agora, usaremos a Proposi¢io 2.8 para mostrar que via a topologia 7 definida por
R, L é um evt. Note que, 7 é translacio-invariante e satisfaz as condicoes 1) e 3) da
Proposigao 2.8, pois se (z,y) € Ny segue que x —y € V, assim para qualquer z € L
t+z—y—z=x—y €V, portanto (z + z,y+ z) € Ny, donde segue que 7 ¢ translagao-
invariante. Ainda, para cada V € M temos que V € B e como L é um evt, entdo existe
U c Btal que U+ U C V e usando a continuidade de & segue que existe U € M tal
que U+ U C V. De fato, se a+b € U+ U e O é uma vizinhanca de a + b, entdo
& H(O) = O x Oy ¢ uma vizinhanca de (a,b). Como a,b € U temos O; NU # () e
Oy NU # (). Assim, existem z € O1NU ey € O,NU. Portanto, z +y € U+ U CV e
z+y =0y € @((’)1 x Oy) = (& 1(0)) C O, portanto ONV £Pedaia+be V.
Logo, para cada V € M, existe U € M tal que U +U C V.

Também existe A € K, 0 < |\ < 1 tal que V € B implica A\V € B, portanto A\V € M.
Da continuidade de ® se V. € M implica \V € M. De fato, se \-a € \V e O ¢
uma vizinhanca de A - a, entao 6_1(0) ¢ uma vizinhanca de a. Como a € V, segue que
O HO)NV # 0. Assim, existe z € & (O)NV. Portanto, A\-z = &(z) € O ez €V,
donde segue que A -z € O N AV. Portanto, A\-a € A\V e AV C AV. Como AV é o menor
fechado que contém AV e AV C AV temos A\V C AV. Portanto, \V = AV € M. Assim,
existe A € K, 0 < |\| < 1 tal que V'€ M implica \V € M.

Assim, 7 satlsfaz as condicoes 1) e 3); logo, é suficiente mostrar que cada V € M con-
tém uma 7-vizinhanca de 0 que é radial e circulada. Dado V' € B, existe uma 0-vizinhanca
circulada U em L tal que U4+ U C V. O fecho U + U em L é uma 0-vizinhanca, é cir-
culado (pois U + U é circulado, desde que U é circulado) e contido em V. Mostremos
que é radial. Dado Z € L, existe um filtro de Cauchy F em L convergindo para Z, e um
F € Ftal que F — F C U. Seja xy um elemento de F' tal que 2 ¢ U; como U é radial,
existe A € K tal que g € AU e como U é circulado e zq € AU, mas xy ¢ U, podemos
assumir que [\ > 1. Agora F' —xo C U; logo, F C 29+ U e, 2 € F C AU + U, pois
FCay+UCAN+U=XNU+3U)CAU~+U) =AU +U desde que |5| <1e U é cir-
culado. Logo, T € FF C AU + U C AV, o que prova a afirmacao. Finalmente, a unicidade
de (E,i’) segue por virtude da Proposicdo 2.14 e da unicidade do completamento L do
espaco uniforme L. O

Observagao 2.22. A completude do corpo valorado K nao é necesséria para a construcao
anterior. Por outro lado, se L é um evt de Hausdorff completo, a multiplicagdo escalar
tem uma tnica extensdo continua para K x L, onde K é o completamento de K. Desse
modo, segue da Proposi¢ao 2.21 que para todo evt de Hausdorff sobre K, existe um
(essencialmente tinico) evt de Hausdorff completo L; sobre K tal que o grupo topoldgico
L ¢é isomorfo a um subgrupo denso do grupo topoldgico L.
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Proposicao 2.23. Seja L um espago vetorial sobre K e sejam 11,5 topologias de Haus-
dorff sob cada uma das quais L é um evt, e tal que 7y € mais fina do que 1. Se (L,T)
tem uma base de vizinhanga de 0 consistindo de conjuntos completos em (L,T3), entdo
(L, ) € completo.

Demonstragdo. Seja By uma 7i-vizinhanga base de 0 em L consistindo de conjuntos com-
pletos em (L, 7). Dado um filtro de Cauchy F em (L,7) e Vi € By, pela Proposigao
2.17, existe um conjunto Fy € F tal que Fy — Fy C V4.

Se y é um elemento qualquer fixado de Fy, a familia C = {y — F : F € F} é um filtro
base de Cauchy para a uniformidade associada a 7.

De fato, é um filtro base, pois:

1. C # 0, desde que y — Fy € C, uma vez que Fy € F e () ¢ C, pois se ) € C, entao
existe F' € F, tal que y — F' = (). Mas como F ¢ filtro, ) ¢ F, logo concluimos que
existe ) # F € F tal que y — F' = (), o que é um absurdo, pois sendo F # () existe
w € F, portanto y —w € y — F = (). Logo, 0 ¢ C;

2. Sey—Fy €Cey— I, €C, entao Fy, I € F e como F é filtro Fy N F, € F. Logo,
y—FlﬂFgECey—FlﬁFQCy—Flﬂy—FQ.

Ainda, pela Proposicao 2.14, como B; é uma 7-vizinhanga base de 0 em L consistindo
de conjuntos completos em (L, 75), a familia Ny = {(z,y) e Lx L:x—y eV}, V € B
é uma base para a uniformidade associada a 7.

Como, para cada 0O-vizinhanca V € By, existe F' € F tal que F' — F C V, pois F
é filtro de Cauchy, entdo existe y — F € Ctal que (y — F) —(y—F) = F —F C V,
assim, pela Proposicao 2.17, C é um filtro de Cauchy, portanto para cada vizinhanca W
da uniformidade associada a 15 existe y — F € Ctalquey — F xy— F C W.

Agora, pela Observacao 1.20 a familia Ny, V € B; gera um tunico filtro 7 tal que
W € 1 se, e somente se, existe y — F € C tal que y — F xy — F C W. Logo,
T={W:3y—Fe(Cly— F xy—F CW}. Portanto, C é um filtro base para a uni-
formidade associada a 5.

Como Vj é completo, 75 é Hausdorff e y— Fyy C Vi, segue da Definigdo 1.85 e Observacao
1.68, que o filtro base C tem um tnico limite y — x¢ € V; com zy € Fp.

Assim, xy € L é o limite de F segundo a topologia 7.

Desde que V; é fechado em 7y, pois, pela Observagao 1.89, (X, 75) é um espago uniforme
Hausdorff e V; é um subespago completo, temos Fy — x¢9 C V; ou Fy C xg + Vi; sendo V;
arbitrario.

Considere xg + U, onde U é uma vizinhanca de 0 em 75. Como 77 é mais fina do que
Ty, entdo xo + U é uma vizinhanca de xg em 71. Pela Proposicao 2.11, existe o+ A € F
com A vizinhanca fechada de 0 em 77 tal que zo + A C o+ U C L. Logo, xqg + U € F,
pois F ¢é um filtro.

Assim, F é mais fina do que o filtro de vizinhanga de zy segundo 7.

Logo, pela Defini¢ao 1.49, F converge para zo € L. Portanto, (L, 71) é completo. [

2.2 Espacos Produtos, Subespacos, Somas Diretas,
Espacos Quocientes

Denotemos {L, : @ € A} uma familia de espagos vetoriais sobre o mesmo corpo escalar
K; o produto cartesiano L = [], L, é um espago vetorial sobre K se para = = (z,),
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v = (ya) € L e XA € K, adigao e multiplicacao por escalar sdo definidas por
D(r,y) =rc+y=(Ta+ya) e ©\,z)=Axr = (Axy).

Proposicao 2.24. Se (L, 7,)(a € A) sao euvt sobre K, entio L =[], Lo € um evt com
a topologia produto T =11, 7.

Demonstrag¢io. Se (Lq, 7o) (o € A) sdo evt sobre K| entao a fungao

@®o: Lo xL, — L,
(Ta,Ya) > Ta + Ya

é continua, para cada «. Se p, : L — L, é a projecao de L em L, temos

Do © (Pa X pa)(T,y) = Da(pal(r),paly))
Da(Ta;s Ya)

To + Yo

Pa(z +y)
Pa(®(2,9))

= DPa© 69(5[7 y)

Portanto, como p, é continua segue que p, o ® é continua como composta das fungoes
continuas @, € Py X Po-

Assim, se [[, O, é um aberto basico da topologia produto 7 de L, entdao como
O H[1oOn) = (pa © ®) " HO4) € po o ® é continua, segue que & ([, On) é aberto
em L x L, portanto ¢ é continua.

Também temos que a funcgao

Ou: KxL,— L,
(A, Zo) —  Azq

é continua, para cada a. Como, ®, o (idg X pa) = Pa © ®, entdo p, © @ é continua como
composta das func¢oes continuas ®, e idg X pPq.

Assim, se [, O, é um aberto bésico da topologia produto 7 de L, entdao, como
O Y1, On) = (idg X pa) H(OLH(On)), idx X p é continua e ®, é continua, segue que

O I, O,) é aberto em K x L, portanto @ é continua. O]

Além disso, é conhecido da topologia geral que L(7) é um espago de Hausdorff e um
espaco uniforme completo, respectivamente, se, e somente se, cada fator é.

Defini¢ao 2.25. (L, 7) serda chamada de produto da familia {L,(7,) : « € A}.

Como ja foi apontado anteriormente, por um subespago M de um espaco vetorial L
sobre K entendemos um subconjunto M # () invariante via adi¢cdo e multiplicacao por
escalar. Recordamos as consequéncias mais simples dos axiomas F; e Fs:

Proposigao 2.26. Se (L,7) ¢ evt e M um subespaco de L, o fecho M em (L,7) é um
subespaco de L.

Demonstracio. De fato, como M é um subespaco de L, entao M # O, M + M C M e
KM c M. Logo, ) # M C M, portanto M # ).

Segue de Ey que M + M C M, pois, de M + M C M, temos que M + M C M. Como
M + M é o menor fechado que contém M + M e M + M é um fechado que contém M + M
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segue que M + M C M + M. Por outro lado, de E; segue que M + M C M + M, pois
se v +1y € M + M, entdo existem sequéncias de pontos z,,,1, € M tais que x,, converge
para x e y, converge para y. Assim, de F, segue que =, + v, € M + M converge para
x + vy, portanto x +vy € M + M. Logo, M + M =M + M C M.

Segue de E, que K- M C M, pois de KM C M temos que KM c M. Como
KM ¢ o menor fechado que contém KM e KM é um fechado que contém KM, entdo
KM c KM. Agora, de E, segue que KM C KM, pois se A\x € KM segue que x € M e
entao existe uma sequéncia de pontos xz,, € M tais que z,, converge para x. De Ey segue
que \z,, € KM converge para Az, portanto Az € KM. Logo, KM = KM C M.

Assim, o fecho M em (L, 7) é um subespago de L. ]

Recordemos da algebra linear que se L é um espaco vetorial sobre K, M; (i =1,...,n)
sao subespacos de L cujo espaco gerado é L, ou seja, os elementos de L sdo combinacoes
lineares finitas de elementos desses subespacos, e tais que M; N (3, M;) = {0} para
cada 7, entdo L é chamado de soma direta algébrica dos subespagos M; (i =1,...,n).
Segue-se que para cada x € L, x possui uma Unica representacao x = Y, x;, onde z; € M;,
e a fungdo ¥ : (z1,...,z,) —> X, x; é um isomorfismo algébrico de [[; M; sobre L. De
fato, a funcao é linear e uma bijecao, pois

1) Se z,y € [I; M;, entdo ¥(z +y) = >z +vi) = 252 + 2y = Y(z) + V(y).

2) Se x € [[; M; e a € K, entdo V(ax) =Y ;(ax;) = ad; x; = a¥(z).

3) Como, para cada = € L, x possui uma tUnica representacao x = Y, x;, entdo ¥ é
injetora.

4) Como L é o espago gerado pelos subespagos M; (i = 1,...,n), entdo ¥ é sobrejetora.

A funcao u; : x — x; é chamada a projecao de L em M,; associada com esta decompo-
sicdo. Se cada u; é visto como um endomorfismo de L, isto é,

=Y x;i— ;=04 +0+z;+0+ - +0

com z; na i-ésima posigao, tem-se as relacoes u;u; = 6;;u; (i,j =1,...,n) e >,u; = e,

1 i—
onde d;; = { 0 z #i e “e” é a aplicacao identidade, pois e = >, u; : x +— >, x; = .

Observagao 2.27. Se (L,7) é um evt e L é decomposto algebricamente como acima,
cada uma das projecoes u; ¢ uma aplicacao aberta de L sobre o evt M,;.

Demonstragao. De fato, se G é um subconjunto aberto de L e N; é o nucleo da fun-
¢ao w;, entdo, pela Proposigdo 2.6, item i), G + N; é um aberto de L e u;(G) =
ui(G + N;) = (G + N;) N M;, desde que w;(G) = {ui(9) : g € G} = {g:} = {g: +0} =
{ui(g) +ui(n;) :9ge Gen; e N;} = {wi(g+n;):9g€Gen; € N;} = u;(G+ N;) e se
r € u(G+ N;) C M;, entdo x € M; e x = ui(g+ n;) = ui(g) + wi(n;) = ui(g) = ¢ =
g+ (9 —9g) € G+ Ny, pois u;(g; — g) = ui(g;) —wi(g) = g; — g; = 0 e portanto g; — g € N;.

Por outro lado, se y € (G4 N;)NM;, entaoy € (G+N;) ey € M;. Logo, y = g+n; com
g€ Gen; € N;ecomoy € M,;, entdo u;(y) = y. Assim, temos que y = u;(y) = u;(g+n;)
com g € G e n; € N;. Portanto, y € w;(G + N;). Logo, (G + N;) N M; C u;(G+ N;),
portanto u;(G + N;) = (G + N;) N M;.

Logo, u;(G) = (G + N;) N M; com G + N; aberto em L, ou seja u;(G) é aberto em
M;, pois a topologia induzida sobre M; é a imagem inversa da topologia 7 pela inclusao
M; — L. Portanto, u; é uma aplicacao aberta. O
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De E; segue que a fungao VU : (z1,...,x,) —> >, x; de [[; M; em L é continua. De
fato, U(zy,...,z,) = (1, B(x2, ..., B(Tp_1,24))).

Se U é um isomorfismo, L é chamado a soma direta (ou soma direta topolégica se essa
distingao é desejavel) dos subespagos M; (z =1,...,n); escrevemos L = M; & --- ® M,,.

Proposicao 2.28. Considere o evt L como sendo a soma direta algébrica de n subespagos
M; (z =1,...,n). Entao L =M, ®--- @ M, se, e somente se, as proje¢ies associadas u;

sao continuas (z =1,...,n).
Demonstragio. Da definicao de topologia produto, a aplicagao
Ut (ul(x), cup(x)

de L em []; M; é continua se, e somente se, cada u; for continua (prova andloga a da
Proposicao 1.48). O

Observagao 2.29. Desde que a funcao identidade e é continua em L, a continuidade de
n — 1 destas projecoes implicam a continuidade da remanescente.

Definicao 2.30. Um subespaco N de um evt L, tal que L = M & N, é chamado um
subespaco complementar ou suplementar para M; tais subespagos complementares
nao necessariamente existem, mesmo se M for de dimensao finita.

Seja (L, 7T) um evt sobre K, seja M um subespago de L, e seja ¢ a aplicagdo natural
(candnica, quociente) de L sobre L/M - isto é, a aplicacao que associa a cada = € L
sua classe de equivaléncia ¥ = x + M. A topologia quociente 7 é definida como
sendo a topologia mais fina sobre L/M para o qual ¢ é continua. Portanto, os conjuntos

abertos em L/M sdo os conjuntos ¢(H) = | {?L} tais que H + M é aberto em L, pois
heH

¢ (p(H)) = o¢7" (U {?L}) =U ¢_1({ﬁ}) = U U {h+m}=H+ M éaberto em

heH heH heH meM

Desde que G + M é aberto em L sempre que G o é (Proposicao 2.6, item iiz)), ¢(G)
¢ aberto em L/M para todo aberto G C L. Logo, ¢ é uma aplicagdo aberta. Segue que
¢(B) é uma 0-vizinhanga base de L/M para toda 0-vizinhanga base B de L.

Como, pela Proposigao 2.6 item i), todas as translagoes em L/M sdo homeomorfismos,
entao 7 ¢ translagao-invariante.

Desde que ¢ ¢ linear, 7 é translagdo-invariante e ¢(B) satisfaz as condigoes 1), 2) e 3)
da Proposicao 2.8 se estas condigoes sao satisfeitas por B, segue que (L/M,7) é um evt
sobre K denominado o espago quociente de (L, 7) sobre M.

Lema 2.31. Para um espago vetorial topolégico L ser Hausdorff, é necessdrio e suficiente
que o conjunto {0} seja fechado em L.

Demonstra¢io. Suponha que L seja Hausdorff e que {0} # m, isto é, existe x # 0
pertencendo ao @ C L. Como L é Hausdorff, existem U, e U, vizinhancas de x e 0,
respectivamente, tais que U, NUy = (). Mas como z,0 € {0}, U, N {0} # 0 e UyNn {0} # 0,
donde segue que 0 € U, N Uy, o que é um absurdo, portanto {0} = {0} e {0} é fechado
em L.

Para a reciproca, pela Proposi¢do 2.20, basta mostrarmos que a intersecao de todas
as vizinhancas de zero em L é o fecho de {0}. De fato, se x € N{U : U € U}, entdo
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toda vizinhanca U de 0 em L contém z, ou seja, 0 € x — U,YU € U. Mas v — U é uma
vizinhanga arbitraria de x, pois a multiplicagao por —1 é um homeomorfismo. Logo, toda
vizinhanga de x contém a origem, ou seja, x € m Por outro lado, suponha que toda
vizinhanga V' de x contém 0. Como tal vizinhanca pode ser escrita como x — U, onde U
é uma vizinhanga arbitraria de 0 (basta tomar U = = — V) e 0 €  — U, segue que U
contém z, pois 0 = x — u, para algum u € U, assim © = u € U. Portanto, como U é uma

vizinhanca arbitraria de 0, x € N{U : U € U}. Logo, N{U : U e U} = {0}. O

Proposigao 2.32. Se L é um evt e se M é um subespago de L, entdo L/M €é um espago
de Hausdorff se, e somente se, M € fechado em L.

Demonstragio. Se L/M é Hausdorff, o conjunto {0 + M} C L/M é fechado, pelo Lema
2.31. Pela continuidade de ¢, M = ¢ ({0 + M}) é fechado em L. Por outro lado,
se M é fechado em L, entdao L \ M é aberto em L e como ¢ é uma aplicagao aberta,
¢(L\M)=L/M — {0+ M} é aberto em L/M. Logo, {0+ M} C L/M ¢é fechado em
L/M e entao, pelo Lema 2.31, L é Hausdorff. O

Observacao 2.33. Pela Proposicao 2.32 e o Lema 2.31, todo evt Hausdorff L pode
ser associado ao evt de Hausdorff L/M tomando por M o fecho do subespago {0} em L.
Temos que M é um subespaco de L pela Proposicao 2.26. Este espago L/M é denominado
de evt de Hausdorff associado ao evt Hausdorff L.

Existe a seguinte relacao, digna de nota, entre quocientes e somas diretas:

Proposicao 2.34. Seja L o evt dado pela soma direta algébrica dos subespagcos M, N .
Entao L é a soma direta topologica de M e N: L = M @& N se, e somente se, a aplicagdo
v que associa a cada classe de equivaléncia mod M sua unica representacao em N € um
isomorfismo do evt L/M sobre o evt N.

Demonstragao. Denote por u a projecao de L sobre N, m +n —— n, e por ¢ a aplicacao
natural de L sobre L/M, m+n — n+ M. Entdo u = vo¢. Seja L = M @& N. Desde que
¢ é aberta e u é continua (Proposi¢ao 2.28), entdo v é continua, pois, para todo aberto
Vde N, u (V) = ¢t (v™}(V)) é aberto de L, ou equivalentemente, v=!(V') é aberto em
L/M.

Desde que ¢ é continua e u é aberta, v é aberta, pois se V- C L/M é aberto em L/M,
entdo ¢~1(V) é aberto em L, e como u é aberta e ¢ é sobrejetora, v(V) = v(¢p(¢~H(V))) =
vod(p (V) =u(¢p~(V)) é aberto em N.

Ainda v é bijetora, pois dado n € N temos v(0+n+ M) =nese v(m; +ny + M) =
v(mg+ng+ M), entdo ny = ng, portanto mi;+n;+M =ny+M = no+ M = mo+ns+ M,
pois my,ms € M.

Logo, v é um isomorfismo pela Proposigao 1.46.

Por outro lado, se v é um isomorfismo, entao v é continua; portanto u é continua o
que implica, pela Proposicao 2.28, L = M & N. O

2.3 Espacos Vetoriais Topolégicos de Dimensao Fi-
nita
Definicao 2.35. Por dimensao de um espaco vetorial topoldgico L sobre K, entende-

mos a dimensao algébrica de L sobre K, isto é, a cardinalidade maximal de qualquer
subconjunto de L linearmente independente; tal conjunto é chamado uma base de L.
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Denotemos K o evt unidimensional obtido considerando-se K como um espago vetorial
sobre si mesmo.

Lema 2.36. Sejam E, F' dois espacos vetoriais topologicos, u wma transformagdao linear
de E em F. A aplicagio u é continua se, e somente se, u € continua em 0.

Demonstragio. De fato, uma vizinhanga arbitraria de u(x) € F, para x € F, é da forma
u(z) +V, onde V é uma vizinhanga de O em F. Como u é uma aplicac¢do linear, temos
que u M (u(z) + V) Dz +uH(V). Se u é continua em Op, v~ (V) é uma vizinhanga de
0g em E. Logo, u™(u(x) + V) é uma vizinhanca de z em E, portanto u é continua. Se u
¢ continua, entao u ¢ continua em todos os pontos de seu dominio, logo u ¢ continua em

Op. [l

Proposicao 2.37. Todo evt L sobre K, Hausdorff e unidimensional é isomorfo a Ky;
mais precisamente, A — A\xg € um isomorfismo de Kq sobre L para cada xo € L, xog # 0,
e todo isomorfismo de Ky sobre L ¢é desta forma.

Demonstracdo. Segue de Fy, que A — Axg é continua para cada xo € L; além disso,
essa aplicagao ¢ um isomorfismo algébrico de Ky sobre L. Pelo Lema 2.36, para ver que
Aro — A € continua, é suficiente mostrar a continuidade desta aplicacdo em 07 € L.
Seja 0 < € < 1. Como K nao é discreto, existe A\g € K tal que 0 < |A\g| < € e, desde que
L é assumido ser Hausdorff, existe uma 0-vizinhanca circulada V' C L tal que Agzg ¢ V.
Portanto, Azg € V implica |A| < €; pois se |A| > € > | o], entdo % < 1, o que implicaria
Aoy = ’\70 (Azg) € V, visto que V é circulado, o que é uma contradigao.

Portanto, para todo Axy € V, temos |A| < €, assim Azg — A é continua.

Finalmente, se u é um isomorfismo de Ky sobre L tal que u(1l) = zy, entdo u é da

forma \ — \xy. O

Teorema 2.38. Todo evt Hausdorff L de dimensao finita n sobre um corpo valorado
completo K € isomorfo a K§. Mais precisamente, (A1,..., ) —> Mxyp + -+ 4+ Ay, €
um isomorfismo de K sobre L para cada base {xy,...,x,} de L, e todo isomorfismo de

K§ sobre L é desta forma.

Demonstracdo. A prova sera feita por inducao. A Proposicao 2.37 implica que afirmacao
¢ valida para n = 1. Assumamos ser valida para k =n — 1. Se {zy,...,2,} é uma base
qualquer de L, L é a soma direta algébrica dos subespagos M e N com bases {x1,..., 2,1}
e {x,}, respectivamente. Pela hipé6tese de indugao,

@ . Kgil — M, ()\1, C.. ,)\nfl) — )\1%1 S An,1$n,1

é um isomorfismo. Desde que Ky é completo, segue pela Observacao 1.90, que Ki~' é
completo, portanto M é completo e desde que L é Hausdorff, segue, pela Observagao 1.89,
que M é fechado em L. Pela Proposi¢ao 2.32, L/M é Hausdorff e de dimensao 1, pois a
transformagao L/M — N, m +n+ M =n+ M —— n é um isomorfismo algébrico.

Logo, pela Proposi¢ao 2.37, temos que L/M e N sao isomorfos a K, via as transfor-
magoes t: A (z, + M) — X e u: A\ — Ax,, respectivamente, portanto L/M é isomorfo
aNviav=uot: \(z,+ M)+ Ax,. Segue, da Proposigao 2.34, que L é a soma
direta topolégica de M e N: L = M & N, ou seja,

w ()\la ) /\n—b /\n> — /\lxl +-+ )‘n—lxn—l + /\nxn

¢ um isomorfismo de K sobre L, pois w = ¥ o p, onde
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p: Ky — M XN, (A, 1, An) — (@ (A ey Anm1) , u(Ay))
e
V:MxN— L, (m,n) — m+n,

sao isomorfismos. Finalmente, se h é um isomorfismo de Kf sobre L, entao o conjunto

{z1,...,2,}, onde x; = h(ej),j = 1,...,n é uma base de L (aqui {e,...,e,} denota a
base candnica de Kj), portanto h é da forma h (Ay,..., A1, A\n) = h(Aieg + - A\pey,) =
Alh(el) + -+ )\nh<€n) = /\1[L’1 + -+ )\nmn' ]

Observacao 2.39. O Teorema 2.38 pode ser reafirmado dizendo que se K é um corpo
valorado completo, entao a topologia produto sobre K{ é a tnica topologia de Hausdorft
que satisfaz E; e Fy. Isso tem varias consequéncias importantes.

Proposicao 2.40. Seja L um evt sobre um corpo completo K. Se M ¢ um subespagco
fechado de L e N € um subespaco de dimensdao finita de L, entao M + N ¢é fechado em L.

Demonstragio. Denotemos ¢ a aplicagao natural de L sobre L/M; das Proposigoes 1.74,
2.14 e Definigao 1.76 temos que L/M é um espago uniforme e da Proposigao 2.32 temos
que L/M é Hausdorff. Desde que ¢(N) é um subespago de dimensao finita de L/M, pois
N é um subespaco de dimensao finita de L; ¢(N) é completo pelo Teorema 2.38, pois
(V) é isomorfo a Kf, portanto ¢(N) é fechado em L/M, conforme Observacao 1.89. Isso
implica que M + N = ¢~ }(¢(N)) é fechado, dado que ¢ é continua. O

Proposicao 2.41. Seja K completo, seja N um evt, Hausdorff e de dimensao finita sobre
K e seja L qualquer evt sobre K. Toda transformagdo linear de N em L € continua.

Demonstragao. O resultado ¢ trivial se N tem dimensao 0, pois neste caso a transformacao
linear de N = {Oy} em L é a transformacao nula O : Oy — 0y que é continua em Oy,
pois para cada vizinhanga V de 0z, O~(V) é uma vizinhanga de Oy. Se N tem dimenséao
positiva n, N é isomorfo a K pelo Teorema 2.38. Mas toda transformacao linear de
K§ em L ¢é necessariamente da forma (Ay, -+, A,) — Ays + -+ + A\yyn, onde y; € L,
portanto é continua por E; e Es. O

Observacgao 2.42. Lembramos que a codimensao de um subespaco M de um espaco
vetorial L é a dimensdo de L/M; N é um algébrico complementar de M se L = M + N
¢ uma soma direta algébrica.

Proposigao 2.43. Sejam L um evt sobre um corpo completo K e M um subespaco fechado
de codimensao finita. Entao L = M & N para todo subespago algébrico complementar N

de M.

Demonstra¢io. L/M éum evt de dimensao finita, o qual é Hausdorff pela Proposicao 2.32.
Logo, pelo Teorema 2.38, a aplicagao v de L/M sobre N, que associa a cada elemento de
L/M seu tinico representante em N, é continua. Pela Proposigao 2.28, isto implica que
L =M@ N, desde que a proje¢ao u = vo ¢ (onde ¢ é a aplicagdo natural) é continua. [

Observacao 2.44. Segue-se da Proposicao 2.34 que nas condi¢oes da Proposicao 2.43,
N é necessariamente um subespaco de Hausdorff de L.

Definicao 2.45. Um ponto z de um evt L é chamado um ponto de acumulagao de
um filtro F se x pertence ao fecho de todo conjunto que pertence ao filtro F.

Proposicao 2.46. Se um filtro de Cauchy F sobre o evt L tem um ponto de acumulagao
x, entao ele converge para x, isto é, x + U € F para qualquer U vizinhanga de 0.
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Demonstragdo. Sejam U uma vizinhanca arbitraria de 0 e V' uma outra vizinhancga de 0
tal que V 4+ V C U conforme Proposicao 2.8, item 1). Pela Proposi¢ao 2.17 existe um
conjunto M € F tal que M — M C V. Por outro lado, como x é um ponto de acumulagao
de F, entdo z € M e desde que =+ V é uma vizinhanga de z, segue que M N (z+ V) # (.
Logo, M —[MN(z+V)|CM~—-MCV, ou

McV+MnN@+V)CcV4+@+V)Ca+V+V Ca+U

Assim, M C x + U C L e, portanto, pela Defini¢do 1.17, segue que x + U € F. Logo, F
converge para . ]

Observacgao 2.47. Observamos que a Definicao 1.49 é equivalente a dizer que x+U € F
para qualquer U vizinhanca de 0.

Proposicao 2.48. Seja X um espago topologico de Hausdorff. Se X € compacto, entao
todo filtro sobre X tem pelo menos um ponto de acumulagdo.

Demonstragao. Seja F um filtro qualquer sobre X, e considere a familia de conjuntos
fechados M quando M varia sobre . Note que nenhuma intersegao finita de conjuntos
M pode ser vazia devido a Defini¢ao 1.17, itens 1) e 3) do filtro F. Como X Hausdorff

¢ compacto segue, da Proposi¢do 1.107, que ﬂ M # (), uma vez que mostramos que
MeF
nenhuma intersecao finita de M pode ser vazia. Portanto, F tem pelo menos um ponto

de acumulagao. |
Corolario 2.49. Um subconjunto compacto de um evt Hausdorff é completo.

Demonstragao. Seja M um subconjunto compacto de um evt Hausdorff L. Pela Propo-
sicao 2.48 todo filtro de Cauchy F sobre M tem pelo menos um ponto de acumulagao.
Logo, pela Proposicao 2.46, todo filtro de Cauchy F sobre M converge para um elemento
de M e, portanto, de acordo com a Defini¢do 1.85, M é completo. O

Passamos agora ao segundo teorema importante referente aos espagos vetoriais topo-
légicos de dimensdo finita. Pelo Teorema 2.38, se K é localmente compacto (portanto
completo), entao todo espago vetorial topolégico, Hausdorff de dimensao finita sobre K é
localmente compacto. Reciprocamente, temos o

Teorema 2.50. Seja K completo. Se L # {0} é um evt localmente compacto Hausdorff
sobre K, entdo K ¢é localmente compacto e L é de dimensdo finita.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.37 todo subespago unidimensional de L é completo, pois
esse espaco é isomorfo a Ko, logo fechado em L (Observagao 1.89), portanto localmente
compacto pela Proposicdo 1.111. Segue-se que K é localmente compacto. Agora, seja
V' uma O-vizinhanga circulada compacta em L, e seja {\,} uma sequéncia quase nula
em K, isto é, A\, = 0 exceto um ntmero finito de termos. Mostraremos primeiro que
{\.V :n € N} é uma base de vizinhanca de 0 em L. Dado uma 0-vizinhanga U, escolha
uma 0-vizinhanca circulada W tal que W + W C U. Desde que V' é compacto, existem

k

elementos z; € V(i = 1,..., k) satisfazendo V C | J(z; + W), e existe A € K, # 0, tal
i=1

que Ax; € W para todo 7 e |A| < 1. Existe n € N para o qual |\,| < |A|, e

k
MV AV Pz + W) CcW+W CU

i=1
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mostra que B = {\,V :n € N} é uma base de vizinhanca de 0, pois @ ¢ B, B # 0
e dados A, V, A,V € B temos que A,V N A,V € B, assim existe \,,V € B tal que
MgV = A, VOA,,V, portanto A,V C A, VALV .

Suponha que p € K satisfaz 0 < [p| < % Desde que V' é compacto e pV é um

O-vizinhanga, existem elementos y;(I = 1,...,m) em V para qual V C U(yl + pV).
=1
Denotemos por M o menor subespago de L contendo todos y;(I = 1,...,m) e mostremos

que M = L, o que completard a prova. Assumindo que M # L, existe w € L\ M
e ng € N tal que (w + \,,V) " M = (), pois M é fechado em L, desde que M ¢ de
dimensao finita, Hausdorff como subespago de L e, portanto, pelo Teorema 2.38, M ¢é
isomorfo a Kf, assim completo; e, pela Observacao 1.89, M é fechado em L enquanto
{w+ N,V :n € N} é uma vizinhanca base de w e w ¢ M = M. Seja p qualquer niimero
em K tal que w + pV intersecta M. Tais nimeros existem, pois, como V' ¢ radial, existe
p € K tal que o subconjunto {y; — w,...,y, —w} de L esta contido em AV sempre que
Al > |u|. Assim, {y; —w,...,yn —w} C pV. Logo, para todo y;,i = 1,...,m, temos
que y; € M ecomo y;, =w+ (y; —w) ey; —w € uV,i=1,...m, entdo y; € w+ pV, ou
seja, (w+ pV)N M # (. Defina 6 = inf|ul, entdo § > |\,,| > 0, pois |\, | < |p], V|p| tal
que (w+ pV)N M # 0, uma vez que se existir g tal que w+ eV NM # 0 e o] < [Angl,
entdo |\, ! po| < 1ecomo V é O-vizinhanga circulada A, ' 1oV C V, portanto ugV C A, V.
Assim, w+ oV C w+ N,V e portanto (w+ poV)NM C (w+\,, V)N M =10, o que d4
uma contradicao.

Escolha vy € V' tal que y = w + povg € M, onde 6§ < |po| < %. Pela definigao de {y;}
existe [y, 1 < [y < m, tal que vy = y;, + pv1, onde v; € V' e portanto

w =y — vy = (Y — oY) — Hopv1 € M + popV,

desde que V é circulado, portanto —V C V. Isto contradiz a definicdo de §, desde que
—V CVelupl < %5, pois w = m + popv, m € M,

v € V implica w — pgpv € (w~+ popV) N M e portanto |pop| € { |p| : (w+ pV) N M # 0}
donde segue que § < |ugp|, 0 que d& uma contradigdo, pois |pop| = |pol|p| < 24 =30 < 6.
Portanto, a hipotese M # L é um absurdo. O

2.4 Variedades Lineares e Hiperplanos

Defini¢ao 2.51. Se L é um espago vetorial, uma variedade linear (ou subespago
afim) em L é um subconjunto que é uma translacdo de um subespago M C L, isto é, um
conjunto F' da forma xg+ M para algum xq € L.

Proposicao 2.52. F' determina M unicamente enquanto determina xy apenas mod M :
ro+ M =21+ N se, e somente se, M =N ex; —xg € M.

Demonstragao. Se xo + M = x1 + N,Vxy,x1 € L, entdao para xg = x; = 0 temos que
0+M =0+ N, o que implica M = N. Assim, vo+ M = x;+ M, portanto xo+m = x1+n
para alguns m,n € M. Logo, x1 —xg = m —n € M, pois M é um subespaco de L. Por
outro lado, se M = N e x1 — xo € M, temos que se x € xy + M, entao x = xg + m, para
algum m € M = N. Desde que 1 —xg € M = N segue que r; — x9 = n € N, portanto
ro=x1—n,n € N. Logo, v =zg+m =z —n+m € 1+ N desde que m,n € N e N é
um subespaco de L. Portanto, xqg+ M C x1+ N. Agora, se x € x1+ N, entdo r = 1 +n,
para algum n € N = M. Desde que x; — x¢y € M segue que x1 — xg = m € M, portanto
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ry=x9g+m,m € M. Logo, xt =x1+n=x9g+m+n € xqg+ M desde que m,n € M e
M ¢é um subespago de L. Portanto, x1 + N C o + M. Logo, o + M =z + N. O]

Definicao 2.53. Duas variedades lineares xo+ M e x1+ N sao ditas paralelas se M C N
ou N C M.

Definicao 2.54. A dimensao de uma variedade linear é a dimensao do subespaco da
qual ela é uma translacao.

Definicao 2.55. Um hiperplano em L é um subespaco afim, proprio e maximal de L.
Assim, o subespaco correspondente de um hiperplano é de codimensao 1.

Observacgao 2.56. Dois hiperplanos em L sao paralelos se, e somente se, seus subespagos
correspondentes M e N sao idénticos.

Demonstracio. Se xo+ M e x1+ N sao paralelos, entao M C N ou N C M. Supondo que
M C N devemos provar que N = M, poisse M C N, xo+ M C xqg+ N e como zy+ M
¢ um subespaco afim, préprio e maximal de L, entao zo + M = xg + N e, portanto, pela
Proposigao 2.52, segue que M = N . Reciprocamente, se M = N, entao M C N, logo
xo+ M e 1 + N sao paralelos. O

Defini¢ao 2.57. Um hiperplano que é um subespago (isto é, um hiperplano contendo o
0) é algumas vezes chamado de hiperplano homogéneo.

Definicao 2.58. Para qualquer espago vetorial L sobre K, denotamos por L* o dual

algébrico de L, isto é, o espago vetorial (a direita) (sobre K) de todas as formas lineares
sobre L.

Proposicao 2.59. Um subconjunto H C L é um hiperplano se, e somente se,
H ={x: f(x) = a} para algum o € K e alguma f € L*, f #0. f e « sdo determinados
por H a partir de um fator comum (3,0 # 5 € K.

Demonstragio. Se f € L* ¢ diferente de 0, entdao M = f~1(0) é um subespago (Observagao
1.127) préprio maximal de L; como f € L* é diferente de 0, entdo existe zo € L tal que
f(zo) # 0, logo xg ¢ M e M é um subespago préprio de L; agora, suponha que N
é um subespaco proprio de L tal que M C N e M # N. Entao existe n € N tal
que f(n) # 0. Note que para qualquer z € L, y = x — (f(x)f(n)"")n € M, pois
f) = flx—(F@)f(n))n) = f(z) — f() = 0 e como M C N, y € N. Logo,
r=vy+ (f(x)f(n))n € N e L = N o que é um absurdo, portanto M = N; se,
além disso, o € L é tal que f(z9) = «, entdo H = {z: f(x) = a} = xy + M, pois
xo + M C H desde que se z € zo + M, entao f(x) = f(xg) e se f(x) = f(x), entdo
x —x9 € M donde segue que H C zy + M. Note que H é um subespaco afim préprio
de L, pois 0 ¢ H desde que f(xy) # 0 e ainda se xg + M C 21 + R C L, como M ¢é
subespaco de L, xg = x9g + 0 € x1 + R, portanto zo — x; € R. Note que M C R, pois
se y € M, entao x¢g +y € x1 + R, assim existe r € R tal que xo + y = x; + r, portanto
y=—(ro—x)+r € R. Mas M é maximal e dai M = R e como zy — 1 € R = M segue,
pela Proposicao 2.52, que xg + M = x; + R, portanto zo + M ¢é maximal. Logo, H é um
hiperplano. Reciprocamente, se H é um hiperplano, entao H = zq + M, onde M é um
subespago de L tal que dim L/M = 1, de modo que L/M é algebricamente isomorfo a K.
Denotando por ¢ a aplicacdo natural de L sobre L/M e por g um isomorfismo de L/M
sobre Ky, entdo f = go¢ é uma forma linear nao nula sobre L tal que H = {z : f(x) = a},
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quando a = f(xg). Se {z : fi(z) = a1} é uma outra representacao de H, entao por causa
que f;'(0) = M, devemos ter fi = g, o ¢, onde g; é um isomorfismo de L/M sobre
Ko; se £ é um elemento de L/M para o qual g(§) = 1 e se g1(§) = [, entdo, sendo g
injetor, de g(6(x) = /() = F(2)1 = F(2)g(€) = g(f(x)€) semuo 6(x) = F(x)€. Logo,
fiz) = g1(9(x)) = 1(f(@)€) = f()g1(§) = f(x)B para todo x € L, completando assim
a prova. ]

Proposicao 2.60. Um hiperplano H em um evt L é fechado ou denso em L;
H =A{z: f(z) = a} é fechado se, e somente se, f é continua.

Demonstragcio. Se um hiperplano H C L nao é fechado, deve ser denso em L, caso
contrario, seu fecho seria um subespaco préprio afim de L, contradizendo a maximilidade
de H. Para provar a segunda afirmacio, é suficiente mostrar que f~'(0) é fechado se, e
somente se, f é continua. Se f ¢ continua, f~1(0) é fechado, desde que {0} é fechado em
K. Se f~1(0) é fechado em L, entdo L/f~(0) é evt Hausdorff pela Proposi¢ao 2.32, de
dimensao 1; escrevendo f = g o ¢ como na prova anterior, a Proposicao 2.37 implica que
g é continua, portanto f, é continua. O

2.5 Conjuntos Limitados

Definicao 2.61. Um subconjunto A de um evt L é chamado limitado se para cada
0-vizinhanca U em L, existe A € K tal que A C \U.

Proposicao 2.62. A C L ¢ limitado se, e somente se, cada 0-vizinhanca absorve A.

Demonstracao. De fato, desde que, pela Proposi¢ao 2.8, 7 é translacao-invariante e pelo
item 2), as 0-vizinhangas circuladas em L formam uma base em 0, se A C L ¢ limitado e B
¢ uma base de vizinhangas de 0, entdo, pelo item 1), para cada vizinhanca U da origem em
L,existe V € Btalque V C V+V C U. Como A é limitado, existe A € K tal que A C \V.
Entdo, tomando g € K\ {0} com |u| > ||, segue que para p = '\, temos |p| < 1.
Como V é circulado, pV C V e como A C AV, segue que utA C p AV = pV C V,
portanto A C puV C pU. Portanto, U absorve A, pois existe A € K, tal que A C uU,
sempre que || > |A|. Reciprocamente, se cada 0-vizinhanca U em L absorve A, entao
existe \g € K tal que A C AU sempre que |A| > |Ag|. Em particular A C AU e portanto
A C L é limitado. m

Definicao 2.63. Um sistema fundamental ou uma familia fundamental de conjuntos
limitados de L é uma familia B de conjuntos limitados tal que todo subconjunto limitado
de L esta contido em um membro adequado de B.

Defini¢ao 2.64. Um subconjunto B de um evt Hausdorff L é chamado totalmente
limitado se para cada 0-vizinhanca U em L existe um subconjunto finito By C B tal que
BcBy+U.

Observagao 2.65. Segue diretamente da Proposicao 2.14 e Proposicao 1.113 (tomando
X=LW=Ny={(z,y) e XxX:x—yeU}, Wk)={y: (z,y) e W} =z+Ue
sendo U circulada —U C U) que um subconjunto B de um evt Hausdorff é pré-compacto
se, e somente se, € totalmente limitado, desde que, existir um subconjunto finito By C B
tal que B C U{z + U : x € By}, para cada 0-vizinhanga U da origem é equivalente a dizer
que existe um subconjunto finito By C B tal que B C By + U, para cada 0-vizinhanca U
da origem.
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Usaremos o termo pré-compacto exclusivamente ao lidar com espacos de Hausdorff.
Dos passos anteriores obtemos uma caracterizacao alternativa de conjuntos pré-compactos:
Um subconjunto B de um evt de Hausdorff L é pré-compacto se, e somente se, o fecho
de B no completamento L de L é compacto. De fato, temos que um subconjunto B de
um evt de Hausdorff L é pré-compacto se, e somente se, é totalmente limitado, isto é,
existe um subconjunto finito By C B tal que B C By + U, para cada 0-vizinhanca U em
L, portanto existe um subconjunto finito By C B tal que B C By + U =N\ By + U + W,
para cada O-vizinhancas U e W em L. Pela Proposicao 2.8, para cada U, existe V tal que
V4V CU Assim, BC By+V+V CBy+V+V CB+U=U{z+T:2¢€ B}
Logo, B é compacto. Reciprocamente, se B é compacto em L, existe um subconjunto
finito By C B tal que B C U {az‘ +U:z ¢ BO} para cada O-vizinhanca U em L. As-

sim, B C U{x—i—fl(U) T € BO}, onde ¢ : L — L é um isomorfismo. Portanto,

B C By + ¢ Y(U) para cada 0-vizinhanca U em L. Logo, B é totalmente limitado e,
pela Observacao 2.65, segue que B é pré-compacto.

Definicao 2.66. O conjunto gerado circulado de um subconjunto B do evt L, deno-
tado por circ B, é o menor subconjunto circulado de L contendo B.

Para a prova da Proposicao 2.69 abaixo, necessitaremos dos dois Lemas a seguir:

Lema 2.67. O conjunto gerado circulado de todo conjunto totalmente limitado em um
evt Hausdorff L € totalmente limitado se, e somente se, o conjunto gerado circulado de
todo conjunto finito em um evt Hausdorff L € totalmente limitado.

Demonstragcdo. Suponha que o conjunto gerado circulado de todo conjunto totalmente
limitado em L é totalmente limitado. Assim, se Dy é um subconjunto finito de L, en-
tao Dy ¢ totalmente limitado. Logo, por hipdtese, circ Dy é totalmente limitado. Re-
ciprocamente, suponha que o conjunto gerado circulado de um conjunto finito de L é
totalmente limitado. Assim, se V é uma 0-vizinhanca qualquer, entao, pela Proposicao
2.8, existe uma O-vizinhanca circulada U, tal que U + U C V. Seja F' um conjunto
qualquer totalmente limitado de L. Entao, por defini¢do, para a 0O-vizinhanca circulada
U acima, existe Dy C F finito tal que ' C Dy + U. Por hipétese, circ Dy é total-
mente limitado, portanto existe Cy C circ Dy finito tal que circ Dy C Cy + U. Assim,
F C Dy+U C circ Dy+U e note que circ Dy+U é um conjunto circulado, pois se |[A| < 1,
entao Acirc Dy C circ Dy e AU C U desde que circ Dy e U sao circulados. Logo, se |A| < 1,
entdo A(circ Do + U) = Acirc Dy + AU C circ Dy + U. Portanto, circ F' C circ Dy + U
desde que circ F' é o menor conjunto circulado que contém F'. Mas circ Dy 4+ U ¢é total-
mente limitado, pois para toda 0-vizinhanca V', temos Cy C circ Dy + U finito tal que
circ Dg+U C Cu+U+U C Cy+ V. Portanto, circ F' é totalmente limitado, visto como
subconjunto de circ Dy 4 U, que ¢ totalmente limitado. [

e

Lema 2.68. Se K é um corpo (nao-necessariamente comutativo) localmente compacto,
entao S = {\: |\ < 1} € compacto.

Demonstrag¢io. Veja [[6], Lemma 7]. O

Proposigao 2.69. Sejam L um evt de Hausdorff sobre um corpo K e A, B subconjuntos
limitados (respectivamente, totalmente limitados) de L. Entao sdo subconjuntos limitados
(respectivamente, totalmente limitados) de L:
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1. Todo subconjunto de A;
2. O fecho A de A;
3. AUB, A+ B, e A para cada X € K.

Além disso, todo conjunto totalmente limitado é limitado. O conjunto gerado circulado
de um conjunto limitado em L € limitado. Se K ¢é localmente pré-compacto, o conjunto
gerado circulado de todo conjunto totalmente limitado em L é totalmente limitado.

Demonstragio. 1. Se A é um subconjunto limitado de L, entdao todo subconjunto Ay C A
é limitado, pois para cada vizinhanca U de 0, existe A € K tal que Ag C A C AU, desde
que A é limitado. Logo, Ag é limitado.

2. Para cada 0O-vizinhanca U, temos, pela Proposicao 2.11, que U contém uma vizi-
nhanca fechada V" de 0. Logo, como A é limitado existe A € K tal que A C AV, implicando
que A C \V = AV. Como V é uma 0- vizinhanca fechada segue que A C \V C AU,
portanto A é limitado.

3. Para cada 0-vizinhanca circulada V', temos, pela Proposicao 2.8, que existe uma
0-vizinhanga circulada U, tal que U + U C V. Como A e B sao subconjuntos limitados
de L, existem \; e Ay elementos de K tais que A C MU e B C AU. Como K nao

¢ discreto, existe A\g € K tal que |Ao| > sup(|\i1],|A2]). Logo, ’A\é <le i—i <le

como U é circulada segue que AéU cUe A2U C U, ou equivalentemente, AU C AU e
XU C \U. Obtemos, A+ B C \\U + )\2U C M(U +U) C AV para cada 0-vizinhanga
circulada V', portanto A + B é um subconjunto limitado de L e AU B C AV, pois
AUB C MUUXNU C AU C MU +U) C NV para cada 0-vizinhanga circulada V/,
portanto AU B é um subconjunto limitado de L. Também, AA é um subconjunto limitado
de L, pois como A é limitado, entao existe u € K tal que A C V. Como K é um corpo,
entdao p = A\p € K e temos AA C A\uV = pV, portanto AA é um subconjunto limitado de
L.

Facamos agora a demonstragao para conjuntos A, B totalmente limitados.

1. Se A é um subconjunto totalmente limitado de um evt de Hausdorff L, entao, pela
Observagao 2.65, temos que A é um subconjunto pré-compacto, mas pela Observagao
1.114, todo subespaco Ay de A é pré-compacto, e pela Observagao 2.65, temos que Ag é
totalmente limitado.

2. Para cada 0-vizinhanca U, temos pela Proposicao 2.8, que existe uma 0-vizinhanca
V tal que V+V C U. Como A é totalmente limitado existe um subconjunto finito By C A
tal que A C By + U, para cada 0-vizinhanca U. Assim, A C By +U = NBy + U + W,
para cada O-vizinhancas U e W em L. Logo, A C By +V +V C By + U, portanto A é
um subconjunto totalmente limitado de L.

3. Para cada 0-vizinhanca V', temos pela Proposicao 2.8, que existe uma 0-vizinhanca
U, tal que U +U C V. Como A e B sao subconjuntos totalmente limitados de L,
existem subconjuntos finitos By e By de A e B respectivamente, tais que A C By + U e
BcCBy+U. Obtemos, A+BCB1+U+B2+U:B1+B2+U+UCB1+B2+V
para cada O-vizinhanca V', portanto A + B é um subconjunto totalmente limitado de L e
AUBC B +UUBy+U = B;UBy+ U, portanto AU B é um subconjunto totalmente
limitado de L. Também, observemos que se A = 0, AA = {0} é totalmente limitado desde
que para toda O-vizinhanca U temos {0} C {0} + U = U e para A € K\ {0}, AA é um
subconjunto totalmente limitado de L, pois como A é totalmente limitado, entao existe
um subconjunto finito By C A tal que A C By + U para cada 0- vizinhanga U. Logo,
AA C AN By+ U) = ABy + AU, portanto AA é um subconjunto totalmente limitado de L
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desde que AU percorre todas as vizinhancas de 0 quando U percorre, porque, para todo
A # 0 a aplicagdo h : L — L, x — Ax é um homeomorfismo.

Note que todo subconjunto finito A de L ¢ limitado, pois, pela Proposi¢ao 2.8, para
toda vizinhanca U de 0 existe uma vizinhanca V' de 0 radial tal que V' C U. Logo, existe
Ao € K tal que A C AV C AU sempre que |A| > [N

Dada V uma O-vizinhanca circulada, pela Proposicao 2.8 existe uma 0- vizinhanca
circulada U tal que U +U C V e se B ¢é totalmente limitado, existe um conjunto finito
By C B tal que B C By+U. Agora, desde que By C B é finito, By C AU, onde podemos
assumir que |Ag| > 1 desde que U é circulado, entao obtemos

assim B é limitado.

O fato de que o conjunto gerado circulado de um conjunto limitado é limitado segue
de Proposicao 2.11. De fato, se A é um conjunto limitado e circA é o conjunto gerado
circulado de A, pela Proposicao 2.11, a familia de todas as vizinhangas fechadas de 0
forma uma base B de 0, e, pela Proposicao 2.8, qualquer vizinhanca V' € B contém uma
vizinhanga circulada U de 0. Entao, sendo A limitado, existe A € K tal que A C A\U.
Mas AU é circulado, pois para todo p € K, tal que, |u| < 1, temos que u(AU) C AU.
De fato, se A = 0,0U = {0} e para u € K tal que |u| < 1 temos {0} = {0} C {0} e
para todo A € K\ {0}, desde que || < 1, |uA| = |p||A] < |A|. Assim, ’%‘ < 1, portanto

BAU C U, desde que U é circulado. Logo, u(AU) = (uA)U C AU para A € K\ {0}. Assim,
de A C AU e MU circulado, segue que circ A C AU C AV, portanto circ A é limitado.
Para provar a afirmagao final é suficiente mostrar (vide Lema 2.67) que o conjunto gerado
circulado de todo subconjunto finito de L é totalmente limitado, desde que K é localmente
pré-compacto. Em vista de 3., é suficiente observar que cada conjunto Sa é totalmente
limitado, onde a € L e S = {\: |\ < 1}; mas isto segue de Es e do fato de S ser pré-
compacto (note que o completamento S=5,poisSCcScS=25eS écompacto desde
que K é localmente compacto (Lema 2.68)). De fato, por Fy a aplicacao (A, a) — Aa
é continua. Mas S x {a} C K x L é pré-compacto, pois, a menos de um isomorfismo,
o completamento S x {a} = S x {a} (note que {a} C {a} C {a} = {a} desde que L é
Hausdorff), portanto S x {a} é compacto, desde que, S é compacto. Pela Observacio 2.65
segue que S x {a} é totalmente limitado e, assim, pela Proposigao 2.79 abaixo, segue que
Sa C L é totalmente limitado. Também, para cada a € L, Sa é circulado, pois se |p| < 1,
entdo pSa C Sa desde que para todo A € S, temos que |pA| < 1, portanto pA € S.
Assim, se A C L finito, digamos, A = {a4,...,a,}, entdo A C Sa; U --- U Sa,. Mas
Say; U---U Sa, é circulado, pois se |u| < 1, entdo p(Sa; U---U Sa,) C Sa; U---U Sa,
desde que puA € S para todo A € S. Logo, Sa; U ---U Sa, é um conjunto circulado que
contém A = {ay,...,a,}. Portanto, circ A C Sa;U---USa, e como por 3., Sa;U---USa,
é um conjunto totalmente limitado segue que circ A é totalmente limitado como um
subconjunto de um conjunto totalmente limitado. O]

Corolario 2.70. As propriedades de ser limitado e totalmente limitado sao preservadas
via a formagdo de somas e unioes finitas e via dilatagoes x — Ao + Tg.

Demonstracio. A prova sera feita por inducgao finita. De fato, primeiro temos que se
A e B sdo limitados (totalmente limitados), entdo A + B é um conjunto limitado (to-
talmente limitado) conforme item 3. da Proposi¢ao 2.69. Suponhamos, por hipétese de
inducdo, que se Ay, ..., A,_1 sdo conjuntos limitados (totalmente limitados), entao a soma
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A+ ...+ A,_1 é um conjunto limitado (totalmente limitado). Entéo se Ay, ..., A, sdo
conjuntos limitados (totalmente limitados), segue que A1+ - -+ A4,, = (A1+...+A,_1)+A,
é um conjunto limitado (totalmente limitado) pelo primeiro passo e a hipétese de indugao.
Analogamente, temos que A; U...U A, é um conjunto limitado (totalmente limitado).
Por outro lado, sendo h : x — A\gx + xg um homeomorfismo, se A é conjunto limitado,
entdo h(A) = \gA + {0} é um conjunto limitado (totalmente limitado), pois \gA e {zo}
sdo conjuntos limitados (totalmente limitados). O

Corolario 2.71. A imagem de toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Demonstragio. Se {x, :n € N} C A é uma sequéncia de Cauchy, entdo, pelo Exemplo
2.18, para cada O-vizinhanca V' C L existe ng € N tal que z,, — z, € V sempre que
m > ng e n > ng. Portanto, x,, — z,, € V, para todo m > ny. Logo, z,, € z,, +V,
para todo m > ng, implicando que {z,, : m > no} C {x,,} +V . Assim, {z,,, : m > np} é
totalmente limitado, portanto limitado conforme Proposi¢ao 2.69. Como {x,, : m < ng}
¢ um conjunto finito, temos que {z,, : m < ng} também é um conjunto limitado. Logo,
se {z, :n €N} C A é uma sequéncia de Cauchy, entdo {x, :n € N} é um conjunto
limitado. O

Corolario 2.72. A familia de todos os subconjuntos fechados, circulados e limitados de
um evt L € um sistema fundamental de conjuntos limitados de L.

Demonstragio. Seja B a familia de todos os subconjuntos fechados, circulados e limitados
de um evt L. Se A é um subconjunto limitado de L, entdo o conjunto gerado circulado
circ A é limitado. Logo, circ A é limitado e pertence a B, pois circ A é circulado conforme
Proposigao 2.6 item v). Portanto, B é um sistema fundamental de conjuntos limitados de
L. m

Observagao 2.73. Se A é um subconjunto pré-compacto de um evt de Hausdorff L,
entao A é limitado.

Demonstrag¢io. Como todo subconjunto pré-compacto de um evt de Hausdorff L é total-
mente limitado, conforme Observagao 2.65, e todo conjunto totalmente limitado é limitado
conforme Proposicao 2.69, segue o resultado. [

Observacgao 2.74. Segue da defini¢ao de pré-compacto que um subconjunto de um evt
de Hausdorff é compacto se, e somente se, é pré-compacto e completo.

Exemplo 2.75. circ A = SA, onde S = {\: |\ <1}. De fato, circ A é o menor sub-
conjunto circulado de L que contém A. Como SA é um subconjunto circulado de L que
contém A (A C SA), pois para todo a € A temos a = la,1 € S e se |A\| < 1, entdo
A(SA) C SA desde que para todo pu € S, tem-se que A € S, porque |Au| = |A||p| < 1,
entao circ A C SA. Por outro lado, para todo subconjunto circulado C' de L contendo
A, temos que SA C SC C C. Em particular, para C' = circ A, temos que SA C circ A.
Portanto, circ A = SA.

Recordemos os seguintes fatos simples sobre conjuntos compactos.

Proposigao 2.76. Sejam L um evt de Hausdorff sobre K e A, B subconjuntos compactos
de L. Entao AUB, A+ B, e NA (A € K) sao compactos; se K é localmente compacto,
entdo o conjunto gerado circulado de A é compacto.
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Demonstragio. A compacidade de AU B segue da definigdo de espagos compactos (cada
cobertura aberta tem uma subcobertura finita); A + B é compacto como a imagem do
espago compacto A x B via a aplicacao (z,y) — x +y que é continua por Fj.; 0 mesmo
argumento vale para AA visto como imagem de A pela aplicacdo x — Az que é continua
por Fy. (Um outra prova consiste em observar que AU B, A+ B, e AA sdo pré-compactos
e completos.) Finalmente, o conjunto gerado circulado de A é a imagem continua de
S x A (via (A, x) — Az), portanto compacto, desde que S é compacto (Proposicao 2.68),
conforme Proposicao 1.117. 0

Corolario 2.77. A compacidade de subconjuntos de um evt de Hausdorff é preservada
via a formagdo de somas e unioes finitas e via dilatagoes.

Demonstragdo. Prova analoga a do Corolario 2.70 trocando limitado e totalmente limitado
por compacto e usando a Proposicao 2.76 . O

A proposicao a seguir é um critério sequencial para a delimitacdo de um subconjunto
de um evt. Por uma sequéncia nula em um evt L, entendemos uma sequéncia convergindo
para 0 € L.

Proposicao 2.78. Um subconjunto A de um evt L € limitado se, e somente se, para toda
sequéncia nula {\,} em K e toda sequéncia {x,} em A, {\,x,} € uma sequéncia nula em

L.

Demonstragcio. Se A é um conjunto limitado e V' é uma 0-vizinhanga circulada em L,
entdo existe u € K, p # 0 tal que pA C V, (vide demonstragao da Proposicao 2.62). Se
{A\n} é uma sequéncia nula em K, existe ny € N tal que se n > ng, entdo |A,| < |pu]. Como
pA C V segue que A C u~'V, portanto \,A C A\, V. Como para todo n > ny temos
que [Ap7t <1 eV é uma 0O-vizinhanga circulada em L, segue que \,u~ 'V C V para
todo n > ng. Assim, \,A C V para todo n > ng, portanto \,z,, € V para todo n > ng
e qualquer sequéncia {x,} em A. Reciprocamente, suponha que A é um subconjunto de
L tal que para toda sequéncia nula {\,} em K e toda sequéncia {z,} em A, {\,z,} é
uma sequéncia nula em L. Se A ndo ¢é limitado, entao existird uma O-vizinhanga U tal
que A ¢ p,U para qualquer sequéncia {p,} em K. Desde que K é nao discreto, podemos
escolher p, tal que |p,| > n paratodon € Ne z, € A\ p,U(n € N). Portanto, p, 'z, ¢ U
para todo n € N, o que é uma contradigao, desde que {p;'} é uma sequéncia nula em
K. O

Proposicao 2.79. Sejam L, M evt sobre K e u uma aplicagdo linear continua de L sobre
M. Se B é um subconjunto limitado (respectivamente, totalmente limitado) de L, entdo
uw(B) é limitado (respectivamente, totalmente limitado) em M.

Demonstragio. Se V é uma 0-vizinhanga qualquer em M, entdao u~!(V) é uma 0-vizinhanga
em L (Observagao 1.126). Logo, se B é limitado em L, entdao B C Au~'(V) para um
adequado A € K, o que implica u(B) C u(Au"Y(V)) = Au(u(V)) C A\V. Se B
¢ totalmente limitado, entdo B C By + u ' (V) para algum By, C B finito, portanto
uw(B) C w(By +uH(V)) = uw(By) + u(ut(V)) C u(By) +V, com u(By) C u(B) finito
desde que By C B ¢ finito. O

A Proposigao 2.79 nos permite determinar um conjunto limitado (respectivamente,
totalmente limitado) no espago produto L =[], L.
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Proposigao 2.80. Se {L, : a € A} é uma familia de evt e L =[], Lo, um subconjunto
B de L ¢é limitado (respectivamente, totalmente limitado se A € finito) se, e somente se,
B C 11, Ba, onde cada Bo(a € A) ¢é limitado (respectivamente, totalmente limitado se A
¢ finito) em Ly,.

Demonstragdo. Pela definicao de topologia produto, seja V = [], U, uma 0-vizinhanca
em L, onde cada U, é uma 0-vizinhanga circulada de L,. Se B, ¢ limitado em L, (o € A),
entao existem A\, € K, A\, # 0 tal que B, C A\ U,. Desde que K é nao discreto, existe
Mo € K tal que |X\o| > sup {|\a| : @ € A}, portanto |\g*A\a| < 1 para todo a € A. Como
U, é uma 0-vizinhanga circulada de L, segue que Aalx\aUa C U,, portanto A\ U, C \U,.
Logo, B, C \U,, portanto [], Bo C A 1l,Ua = AoV, provando que [], B, ¢ limitado
em L. Logo, B C I], B, ¢ limitado como um subconjunto de um conjunto limitado. Por
outro lado, se B é limitado em L, entdo p,(B) é limitado em L,, desde que a aplicagdo
projecdo p, de L sobre L, é continua (a« € A) e B C [[,pa(B). Se A é finito e B,
¢ totalmente limitado em L,(a € A) existe By C B, finito tal que B, C B§ + U,.
Portanto, [T, Ba C [1o(B§ +Us) = I1a By + 1o Ua = I1a B§ +V, onde [T, B§ C I1a Ba ¢
finito, pois A e By C B,(a € A) sao finitos, provando que [], B, ¢ totalmente limitado.
Logo, B C I, B. ¢ totalmente limitado como um subconjunto de um conjunto totalmente
limitado. Por outro lado, se B é totalmente limitado em L, entdo p,(B) é totalmente
limitado em L,, desde que a aplicagdo projecao p, de L sobre L, é continua (o € A) e
B C [1apa(B). n

Portanto, um sistema fundamental de conjuntos limitados em L = [], L, é obtido
através da formacao de todos os produtos [], B,, onde B, ¢ qualquer membro de um
sistema fundamental de conjuntos limitados L,(a € A). Além disso, se L é um evt e
M um subespaco de L, um conjunto ¢ limitado em M se, e somente se, ele é limitado
em L. De fato, se B é um subconjunto limitado de M, entao para cada 0-vizinhanca
U de L existe A\ € K tal que B C AU N M) desde que U N M ¢é uma 0-vizinhanga
de M. Logo, para cada 0-vizinhanca U de L, existe A € K tal que B C AU, pois
UNM C U. Portanto, B é um subconjunto limitado de L. Reciprocamente, se B é
um subconjunto limitado de L e M ¢é um subespaco de L que contém B, entao para
cada O-vizinhanca V' de M, temos que V = U N M, onde U é uma 0-vizinhanca de
L. Assim, pela Proposicao 2.8, para U, O-vizinhanca de L, existe uma O-vizinhanca
circulada W de L tal que W Cc W+ W C U, logo WNM Cc UNM. Como B é um
subconjunto limitado de L, existe A € K tal que B C AW, portanto B C AW N M.
Tomando p € K com |u] > |\, segue que para p = '), |p| < 1 e como W é circulado,
pW C W. Mas B C AW, portanto como M ¢é subespago de L que contém B, segue que
pIBC AW NM)=pWnpu M c (WnM) C (UNM),assim B C u(UNM) = pV.
Portanto, B é limitado em M.

Definicao 2.81. Um evt L é quase-completo se todo subconjunto limitado e fechado
de L ¢é completo.

A nocdo de um evt quase-completo é consideravelmente importante para evt nao-
metrizaveis.

Proposicao 2.82. Todo evt L quase-completo é semi-completo

Demonstragao. Precisamos mostrar que toda sequéncia de Cauchy em L converge. De
fato, se {z,, : n € N} é uma sequéncia de Cauchy, entao ¢ limitada (Corolario 2.71), assim
{z, : n € N} é limitado (Proposigao 2.69) e como L é quase-completo, {x, :n € N} é
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completo. Como uma sequéncia de Cauchy em L é uma sequéncia do qual o filtro de
segdo é um filtro de Cauchy e todo filtro de Cauchy converge para z € {x, : n € N} C L,
pois {z, : n € N} é completo, segue que o filtro de segdo converge para x € L, portanto
a sequéncia de Cauchy {z, : n € N} em L converge para x € L. O

Proposicao 2.83. Em um evt Hausdorff quase-completo, todo subconjunto pré-compacto
¢ relativamente compacto.

Demonstragcdo. Se A é um subconjunto pré-compacto de um evt Hausdorff quase-completo,
entao, pela Observacao 2.65, A é totalmente limitado. Logo, pela Proposicao 2.69, A é
totalmente limitado, portanto A é pré-compacto (Observacao 2.65), limitado (Proposi¢ao
2.69) e fechado. Logo, A é pré-compacto e completo (Definicdo 2.81) e, assim, pela Obser-
vagao 2.74, A é compacto. Portanto, A é relativamente compacto (Defini¢ao 1.116). [

Proposicao 2.84. O produto L de quaisquer nimeros de evt quase-completos é quase-
completo.

Demonstragcio. A prova é imediata do fato de que o produto de qualquer nimero de
espagos uniformes completos é completo (Observagao 1.90), da Proposigao 2.80, e do fato
de que o produto de conjuntos fechados é fechado (Corolario 1.64) De fato, se B é um
subconjunto de L limitado e fechado, entéo, pela Proposi¢ao 2.80, B C [], pa(B), onde
cada p,(B)(a € A) é limitado. Logo, B C [l,pa(B) = [, pa(B) (Proposicao 1.63).
Como cada L, é quase-completo, segue que p,(B)(aw € A) é completo. Assim, pela
Observagao 1.90, [], pa(B) é completo. Portanto, como B C [], pa(B) é fechado, pela
Observagao 1.91, temos que B é completo. O

2.6 Metrizabilidade

Definigao 2.85. Um evt (L,7) é metrizavel se sua topologia 7 é metrizavel, isto é, se
existe uma métrica em L na qual as bolas abertas formam uma base para 7.

Observacgao 2.86. A uniformidade gerada por tal métrica nao precisa ser translagao-
invariante, logo pode ser distinta da uniformidade associada com 7 pela Proposicao 2.14.
(vide [[2], Exercises 13, p.35])

Observacao 2.87. Quaisquer noc¢des de uniformidade a serem empregadas em conexao
com qualquer evt L (metrizével ou nao) referem-se a uniformidade R da Proposigao 2.14.

E conhecido (Proposigao 1.103) da teoria de espagos uniformes que um espago uniforme
de Hausdorff é metrizavel se, e somente se, seu filtro de vizinhangas da uniformidade possui
uma base enumeravel.

Definigao 2.88. Uma fungao real x — |z|, definida em um espago vetorial L sobre K é
chamada uma pseudo-norma sobre L se satisfaz:

(i) Se || <1, entao |Az| < |x|, para todo x € L;
(ii) |z +y| < |z + |y| para todo z,y € L;

(iii) |z| = 0 se, e somente se, x = 0.
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Observagao 2.89. Note que (i) implica |z| = | — x|, pois se A = —1, temos | — x| =
|(=1)z| < |z| e para —z € L e A = —1, temos |z| = |(=1)(—x)| < | — z|. Logo,
| — x| = |x|. Além disso, por (i), se A = 0, entdo |0|] = |0z| < |z|, para todo x € L
e por (iii), |0] = 0. Assim, 0 < |z|, para todo « € L. Ainda (i) e (i) implicam
que |[z] — |y|| < [z —y|, pois de y =z + [~(z —y)] e z = y + (x — y), segue que
yl = lz+[=(@ =)l < [e]+| = (@ —y)| = |zl +]z—ylelz] = [y+ (z—y)| <[yl + |z —yl,
portanto —|z —y| < |z —[y| < |z —yl.

Além disso, desde que a métrica d(z,y) = |r — y|, é translagao-invariante, ela gera
também a uniformidade do evt. L. De fato, uma pseudo-norma define uma métrica
(;U,y) — ‘x - y‘v pOiSi

o d(z,y) = 0 se, e somente se, |z —y| = 0 se, e somente se, x —y = 0, por (7i7). Assim,
d(x,y) = 0 se, e somente se, r = y.

e dwy) = e —yl = | - (@ — )| = |y — 2| = d(y, ), pois |z| = | — 2| conforme
Observagao 2.89.

« dz,z)=lv—y+y—z[<|v—yl+|y— 2] =d(z,y) + d(y, z) por (ii).

Agora, como a métrica (z,y) — |z —y| é uma uniformidade (prova andloga a do Exemplo
1.77 trocando K por L e A, u por z,y, respectivamente) e translagao-invariante, pois
(x,y) € W, ={(x,y) : |t — y| < r} é equivalente a (x + 2,y + z) € W,. para cada z € L e
cada W, € B, desde que |(x + z) — (y + 2)| = |z — y| para cada z € L. Ela gera também
a uniformidade do evt L (Proposigao 2.14).

Observacao 2.90. Uma pseudo-norma em L define, via a métrica (x,y) — |z — y|,
uma topologia 7 em L satisfazendo F;. De fato, para cada U(a + b,r) vizinhanca de
®(a,b) = a+ b tome U(a,r/2) x U(b,r/2) vizinhanga de (a,b) em L x L. Entao
®(U(a,r/2) x U(b,r/2)) =Ula, ) +U(b,5) C U(a+ b,r), dado que

(@+y) = (@+b)] = |(=—a)+(y-D)
< lv—al+ly—bl
R

Assim, (a,b) € U(a, ) x U(b,5) € & '(U(a + b,7)). Logo, @ (U(a + b,7)) ¢ uma
vizinhanga de (a,b) em Lx L. Por outro lado, Fs nao é necessariamente satisfeita (vide [[2],
Exercises 12b), p.35]). Entretanto, se z — |z| é uma pseudo-norma em L tal que A, — 0
implica que |\, z| — 0 para cada x € L e |z,| — 0 implica |\,x| — 0 para cada \ € K,
entao segue de (ii) e da indentidade Az — A\gzg = Ag(x — xg) + (A — Xo) 2o+ (A — Xo) (z — o)
que a topologia 7 definida por x — |z| satisfaz E,. De fato,

|)\0(I - .170) + ()\ - /\O)ZL’O + ()\ — /\0>(ZE — I0>|

|>\[E — )\0I0| =
< [Xo(@ = mo)[ + [(A = Xo)zo| + [(A = Xo)(z — 20)|

0 que nos mostra que | Az — \gzo| pode ser feito tdo pequeno quanto quisermos, tomando
|IA— Xo| e |z — x| suficientemente pequenos, pois neste caso |(A— A\g)zo|, |(A— Ao)(x — z0)|
e |Ao(x — z¢)| s@o também suficientemente pequenos. Portanto, (L, 7) é um evt sobre K.

Para espacos vetoriais topologicos, o seguinte resultado mais detalhado é valido.
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Teorema 2.91. Um evt de Hausdorff L é metrizavel se, e somente se, possui uma base
enumerdvel de vizinhangas de 0. Neste caso, existe uma fung¢io f : x — |x| de L sobre
R tal que f € uma pseudo-norma e a métrica (x,y) — | — y| gera a topologia de L.

Demonstracio. Seja {V,, : n € N} uma base de vizinhangas circuladas de 0 satisfazendo

Para cada subconjunto finito nao vazio H C N, defina a 0-vizinhanca circulada Vg por
Vi = > _ Vi, (note que Vy é circulada, pois para [A| < 1, temos que \WVy = A(>_ V,,) =
neH neH

Z AV, C Z V., = Vg, desde que V,,,n € H é circulada) e o numero real py por
neH neH

PH = Z 27", Segue de (2.1) por indugao sobre o nimero de elementos de H C N que:
neH

pp<2"=n<H=VygCV,, (2.2)

onde n < H significa que n < k para todo k € H. De fato, suponha que H = {ng} C N.
Logo, 27" = pppgy < 27" = logy(27™) < logy(27") = —np < —n = n < ng =
n<{ngten<{n}t=n<n =ny=n+r =V = Vorr C Vi + Vi C
Viere1 C - CVppo+ Vo C Vo C Vo + Vo C V,, = Vno = ‘/{no} C V,. Logo,
as implicagoes prnyy < 27" = n < {no} == Vinyy C Vi, onde n < {ng} significa que
n < ng valem para o primeiro passo da inducdo. Suponha que as implicacoes pg < 27"
— n < G = Vg CV,, onde n < G significa que n < k para todo k € G valham
para todo G C N como k£ — 1 elementos. Verifiquemos que as implicagoes valem para
H um conjunto com k elementos. De fato, escreva H = G U {ng}, onde G C N tem
k — 1 elementos. Logo, pg < 2" = pag+27 <2™T" = pg <2"e2™TM 27" =
n<Gen<{n} = n<GU{ne} = H. Logo, pg < 27" = n < H. Agora,
suponha que n < H = GU {ng}. Entdo n < k para todo k € G e n < ngy. Assim,
Vo =>kea Vi C Xree Vaning, pois min G < k,Vk € G. Como n < min G, entdo min G =
n+r. Logo, Vo C Vi1 C Va1 + Voot CTVopgpo C oo C Vigo + Viuo C Vg e
Vinet € Vags C Vags + Viys CVigsm1 T+ C Voo + Viyo C Vipyq. Logo, se n < H, entao
Vir = Vo + Vingy C Vg1 + Vayr C V,,. Definimos a funcao real valorada f : x — [z| de
L por |z| =1 se z ndo estd contido em nenhum Vy, e por

|z| = infy {py : © € Vi },

caso contrario. A imagem de f estd contida no intervalo [0, 1].

Desde que Vg é circulada, (i) é satisfeita, pois AVy C Vg sempre que |[A| < 1.
Logo, se |[A| < 1, entao {py :x € Vy} C {pu: Az € Vg}, portanto se [A\| < 1, entdo
|Az| = infy {pg : \e € Vg } < infg{py : 2z € Vg} = |z|. Vamos mostrar a seguir que a
desigualdade triangular (ii) é valida. Isso é evidente para cada (z,y) tal que |z|+ |y| > 1,
pois |z +y| < 1, desde que a imagem de f esta contida no intervalo [0, 1]. Entao, suponha
que |z|+|y| < 1. Seja € > 0 qualquer ntimero real tal que |z|+|y|+2¢ < 1. Assim, existem
conjuntos finitos H, K de N tal que x € V,y € Vi e py < |z| + €, px < |y| + €. Desde
que py + pr < 1, existe um unico subconjunto finito M de N para qual py; = py + px
(M=H\KUK\ HUJ,onde J={n—1:n¢€ HNK}. Note que para todon € HNK,
n > 2 porque py + px < 1 [Exemplo 2.92,1.]). Devido a (2.1), M tem a propriedade
Vi + Vi C Viy [Exemplo 2.92,2.]. Segue-se que x +y € V) e portanto

|z 4+ y| = infxi {pm c 2 +y € Vir} <pw = pu +pr < |x] + |y| + 2€, Ve > 0,
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o que prova (ii).
Para qualquer € > 0, seja Sc = {z € L : |z| < e}; afirmamos que

8277171 C Vn C SQ*'VL, (n < N) (23)

A inclusao V,, C So-» segue do fato de que x € V,, implica

‘ZB| = inf{n} {p{n} =2":x € V{n}} <27

Agora, se © € Sy-n1 = {x € L:|z| <27 '}, entdo existe um subconjunto finito H de
N tal que z € Vi e py < |o| +27771 < 27771 4 2771 = 21+(=n=1) — 9=7 [000, (2.2)
implica que x € V,,.

Segue de (2.3) que (zii) é valida, pois |z| = 0 se, e somente se, |z| < 27" Vn € N se, e
somente se, © € N{Sy-» : n € N} se, e somente se, z € N{V,, : n € N}, pois de

So1 DVIDSy2DVoD83D...D 8DV, D Sn1D...,

segue que N{S-~ : n € N} =N{V,, : n € N}. Logo,
|z| = 0 se, e somente se, z € N{V,, : n € N} = {0},

desde que L é Hausdorff (Proposicao 2.20) e, portanto, |x| = 0 se, e somente se, x = 0.
Além disso, 2.3 mostra que a familia {S,: € > 0} é uma base de vizinhangas de 0 em
L (Observagao 1.20). Desde que a topologia gerada pela métrica (z,y) — |z — y| é
translacao-invariante, ela gera a topologia de L, portanto L é metrizavel. Reciprocamente,
se 0 evt de Hausdorff L é metrizavel, entdo possui uma base enumeravel de vizinhancas
de 0. De fato, seja V;, = U(0,n"') = {z € L : d(x,0) < n~'} (n € N) uma vizinhanca de
0, logo B = {V,, : n € N} é uma base enumeravel de vizinhangas de 0 em L, pois:

1. 0 € V,, para cada V,, € B, assim ) ¢ B e B # (), porque V; € B.
2. Se Vy,, Vi, € B, entdo tomando n = max {ny, ny}, temos que V,, C V,,, N V,,,
conforme Defini¢ao 1.19. Isso completa a prova. O

Exemplo 2.92. Sejam H = {ng,ny,ns} e K = {ng, n3, ny} subconjuntos finitos de N tais
que pg+px < 1. Entdo H\ K = {ng,m}, K\H ={ng,ny}eJ={n—-1:ne HNK} =
{ng — 1}, desde que HNK = {ny}. Tome M = H\KUK\HUJ = {ng,ny, ng,ng,ne — 1},
entdao pyr = py + prx € Vu + Vi C V. De fato,

1. Primeiro observemos que se pg + px < 1, entao ny > 2 e

prtpxk = Y 27"+ > 27"

neH nek
T B e e N
Q=m0 | 9= 4 99-n2 4 9ms | 9=
9—"no + 9—n1 + 2(17712) + "3 + 9—n4
9—"no + 9—n1 + 27(n271) + 9—n3 + "4
— QMo 4 9N L 9Nz | QN g 27(71271)
— Z 2—n + Z 2—1’1, + Z 2—n
neH\K neK\H neJ
= PH\K T DPK\H +DPJ
= Pm
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Vg + Vi

DVt >V

neH nek

Vg + Vg + Vi + Vo + Vo + V3,

Vi + Vo + Vig + Vi + Vi, + Vi,

Vo + Vi + Vi + Vi + Ving—1) (2.1)

o Vot D> V> VW,

neH\K neK\H neJ

Vi

el

Observacgao 2.93. Segue da prova do Teorema 2.91 que sobre todo evt nao Hausdorff
L sobre K possuindo uma base enumeravel de vizinhangas de 0, existe uma funcao real
satisfazendo as propriedades (i), (#i) da Defini¢ao 2.88.

Observagao 2.94. Se L é um evt metrizavel sobre K e se f : x — |z| é uma pseudo-
norma gerando a topologia de L, entdo f é uniformemente continua. De fato, como pela
Observagao 2.89, ||z| — |y|| < |x —y|, entdo tomando € = §, temos que |z — y| < § implica
||z|—|y|| < |z—y| < 6 = e. Assim, possui uma tinica extensdo continua, f : Z — |Z|, para
o completamento L de L (Teorema 1.93). Devido a Proposigao 2.21, podemos concluir
que essa extensdo, que é uma pseudo-norma em L, gera a topologia de L.

Definicao 2.95. Um evt L é chamado localmente limitado se L possui uma vizinhanca
limitada de 0.

Observacao 2.96. Se L é evt localmente limitado, entdo L possui uma base de vizi-
nhangas limitadas de 0. Com efeito, seja B uma colecao de todas as vizinhancas limitadas
de 0 em L. Como L é localmente limitado entdo L possui uma vizinhanga limitada V' de
0, portanto B # (). Como para cada V € B, 0 € V, ) ¢ B. Além disso, se Vi, Vs € B,
entao V73 NV, é uma 0-vizinhanga limitada de L, pois, para cada 0-vizinhanca circulada
U existem A\, pu € K\ {0} tais que Vi C AU e Vo C pU desde que V; e V, sdo limitadas.
Logo, ViNVy, C AUN U C sup {\, n} U, pois sendo U uma 0-vizinhanga circulada, como
m’ <le ‘ﬁ‘ < 1 segue que mU CcUe WU C U, ou equivalente-
mente, AU C sup{\, u} U e pU C sup{A, u}U.
Assim, Vi N Vs € B, e como Vi NV, C Vi N V4 segue que B é uma base de filtro.

Proposicao 2.97. Todo evt Hausdorff localmente limitado L é metrizavel.

Demonstrag¢io. Seja V uma 0-vizinhanga limitada em L e {\,} uma sequéncia de elemen-
tos nao nulos de K tal que lim,, oA\, = 0. Se U é uma 0-vizinhanga circulada qualquer,
existe p € K tal que V' C pU, dado que V' é limitada. Se n é tal que |\, u| < 1, entdo
AV C A\ (uU) = (Aop)U C U, desde que U é circulada. Segue que {\,V : n € N} é uma
base enumerével de vizinhangas de 0 (Observacao 1.20), logo L é metrizavel devido ao
Teorema 2.91. O

Proposicao 2.98. Um evt quase-completo, localmente limitado é completo.

Demonstragdo. Segue do fato de L possuir uma vizinhanga completa de 0, pois como L é
localmente limitado, entao L possui uma 0-vizinhanca limitada V. Pela Proposicao 2.11,
V' contém uma 0O-vizinhanga fechada U. Sendo L quase-completo e U um subconjunto
limitado (como subconjunto de um conjunto limitado) e fechado de L, segue que U é
completo. Assim, pela Proposicao 2.11, L possui uma base de vizinhancas completas de
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0. Agora, se F é um filtro de Cauchy sobre L, entdo, pela Definicao 1.84, existe F' € F
tal que F' x F' C Ny. Pela Proposicao 2.17,se x € F entao F'—x C U eassim F' C x+U.
Logo, a cole¢ao Forp = FN{z+U} ={FN(x+U): F € F} sobre o subespaco = + U
¢ um filtro de Cauchy (basta notar que [FN(z+U)| x [FN(z+U)] C Fx F C Ny,
com F' variando em F para cada Ny dado). Como z + U é completo e F, 1y é um filtro
de Cauchy sobre x + U, entao F,,y converge para um ponto x + uy € x + U. Logo,
r+uy € FIVF € F, assim x + ug ¢ um ponto de acumulacao de F. Portanto, pela
Proposicao 2.46, o filtro de Cauchy F em L converge. Portanto, L é completo. O

Observacgao 2.99. Todo subespago M de um evt metrizavel L é metrizavel. Se f : x — |z
é uma pseudo-norma sobre L gerando sua topologia, a restricdo de f : z —— || a M
gera a topologia de M. Com efeito, se L é metrizavel, pelo Teorema 2.91, existe uma
pseudo-norma que gera a topologia de L, onde os abertos da topologia sao as bolas aber-
tas Up(x,r) = {y € L: |z —y| <r}, com r > 0, assim os abertos da topologia de M
sao os elementos Ups(x,r) = Ur(z,r) N M. Além disso, L tem uma base enumeravel de
vizinhancas de 0, B = {V,,: n € N}, onde V;, = U(0,n™ ') = {x € L : |x| <n~'}. Assim,
W,=V,NM=UO,n"" Y NM={z€L:|z|]<n'}NM)(n€N) éuma vizinhanca de
0 em M, By = {W,, : n € N} é uma base enumeravel de vizinhangas de 0 em M e a res-
tricdo de f a M, fy : © — |x| gera a topologia de M, pois satisfaz os itens (i), (i7) e (ii7)
da Defini¢ao 2.88 uma vez que M é subespacgo.

Observagao 2.100. A reciproca da Proposicao 2.97 é falsa. Um exemplo é fornecido
pelo produto de um ntimero infinito enumeravel de evt unidimensionais metrizaveis (ver
abaixo), mas nao localmente limitado.

Seja L = [[, L, o produto enumeravel de etv metrizaveis. Desde que a topologia
produto é metrizavel, o Teorema 2.91 implica que pode ser gerada por uma pseudo-norma.
Tal pseudo-norma pode ser construida explicitamente se, sobre cada fator L,(n € N), uma
pseudo-norma f, : © — |z|, é dada: Escrevendo z = (z,,),
1zl

o |x| = —_———
/ =1 ;2”14-\;15”\“
¢ uma pseudo-norma geradora sobre L. Para isso devemos mostrar que f satisfaz os itens
de (7) a (4i7) da Definicao 2.88 e que a métrica (z,y) — |x — y| gera a topologia de L.
Para os itens (i) e (ii), devemos observar que u — u/(1 + u) é crescente para u > 0 e
que

a+b a b
< +
l1+a+b " 1+a 1+0b

para dois niimeros reais quaisquer a,b > 0.
De fato, como cada L,(n € N) satisfaz os itens de (i) a (ii), temos que:

A |Znn
L+ Azpln = 14+ |20l
para cada n € N, desde que v — u/(1 + u) é crescente para v > 0. Portanto,

(i) Se |A| < 1, entdo |Az,|, < |zp|n, para cada n € N. Logo,

1 Azl 1 |:13n|n

x| = — — T|.
[A] ;2n1+|mn|n Z2 +|n|n = 2l

(ii) Como |y +Ynln < |Zn|n+ |Yn|n, para cadan € N e u — u/(1+u) é crescente para
u > 0, temos que:
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1 |z + Yaln
Tty = —

n:12n1‘|i‘|Tn|n+|yn|n "
- ]‘ Tnln = 1 ynn
_ + _
;2"1+|xn|n ;2"1+|ynln
= |z|+ |yl

n=1

IN

IA

(iii) Como |z,|, = 0 se, e somente se, x,, = 0, para cada n € N, temos que:

1 |zl
= ————— = 0= |z, =0<— 2z, =0« 2z = 0.
|| Z2nl+|ﬂin|n |2, | T T

n=1

ortanto, f : x ng—i
2120 1+ |zaln
2.89, a métrica proveniente de f gera a topologia de L =T],, L,.

Logo, se L = 1],, Ly, onde L,, sdo evt unidimensionais metrizaveis, entao L é metrizavel,

porém L = [],, L, ndo é localmente limitado desde que N ¢ infinito. De fato, se L = H L,
a€A
fosse localmente limitado, L possuiria uma 0-vizinhanga limitada. Porém, pela Proposicao

2.80, uma 0-vizinhanca pode ser limitada se, e somente se, o nimero de fatores L, # {0}
é finito (note que toda 0-vizinhanga limitada é totalmente limitada desde que para A # 0,
AU percorre todas as vizinhangas de 0 quando U percorre).

é uma pseudo-norma e, pela Observagao

Proposicao 2.101. Um subconjunto A de um evt metrizdvel L é completo se, e somente
se, cada sequéncia de Cauchy em A converge para um ponto de A.

Demonstracdo. Se A é completo, entao todo filtro de Cauchy converge para um ponto de
A, logo toda sequéncia de Cauchy em A converge para um ponto de A, pois cada filtro de
se¢ao é um filtro de Cauchy. Reciprocamente, se cada sequéncia de Cauchy em A converge
para um ponto de A, entdo A é completo. De fato, sejam B = {V,, : n € N} uma base
enumeravel de vizinhangas do 0 tal que V.11 + V,,11 C V,, e F um filtro de Cauchy em
A. Para todon = 1,2,..., existe um subconjunto F,, de A que pertence ao filtro F tal
que F,, — F,, C V,, (Proposigao 2.17). Agora, desde que nenhuma interse¢ao de conjuntos
F,, (n € N), pertencendo ao filtro F, pode ser vazia, podemos escolher para cada n um
ponto x, no conjunto F; N FyN---N F,. A sequéncia de pontos 1, s, ..., Ty,,... ¢ uma
sequéncia de Cauchy, pois para cada V,, € B,se k > | > m, entao x; € FiNFN---NEF,N
---NFCcFk,ex,e HNkKN---NE,N---NEN---Nk, CF,, ecomo F,, — F,,, CV,,
segue que para k > [ > m, x, —x; € V;, e, assim, pelo Exemplo 2.18, a sequéncia {x, }, .y
é uma sequéncia de Cauchy, portanto converge para algum ponto x € A. Mostraremos
que o filtro F converge para esse mesmo ponto x € A. Com efeito, se n > 1 é um inteiro,
escolha k > n tal que V,+ V), C V,, e escolha h > k tal que x, € FiNFyN---NEF.N---NEF},
e rp, —x € Vi, dado que a sequéncia converge para x, portanto x;, € x + Vj, para h > k
escolhido. Como temos ), € F}, e, pela Proposicao 2.17, F,— F}, C V},, entao F,—x), C Vi,
portanto Fj, C xp, + Vx C x4+ Vi + Vi C x4+ V,,. Logo, pela Observacao 2.47, F converge
para . ]

Proposicao 2.102. Sejam L evt metrizavel e S uma sequéncia de Cauchy em L. Se S
contém uma subsequéncia que converge para algum ponto x € L, entao x é um ponto de
acumulagdo de S.
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Demonstragcao. Como todo filtro de se¢ao é um filtro de Cauchy, temos que z é um ponto
de acumulacao para cada filtro, assim, pela Proposi¢do 2.46, S converge para x. Note
que, como L é Hausdorff, entao, pela Observagao 1.68, x é o limite desses filtros. O

Para um espago quociente L/M de um evt metrizavel L ser metrizavel, M precisa
necessariamente ser fechado pela Proposicao 2.32; essa condi¢do é também suficiente.
Em termos de uma pseudo-norma geradora em L, provaremos o seguinte resultado mais
detalhado.

Proposicao 2.103. O espago quociente L/M de um evt metrizdvel L sobre um subespaco
fechado M é metrizdvel. E, se L é completo, entio L/M é completo. Se f :x+— |z|, é
uma pseudo-norma gerando a topologia de L, entdo (com T =z + M)

fiz— |7 =inf{ly|,:y €7}
¢ uma pseudo-norma gerando a topologia de L/M.

Demonstragio. Notemos primeiro que f : Z — |Z| = inf{|y|, : y € &} satisfaz os itens
de (i) a (4¢i7) da Defini¢ao 2.88.

Com efeito, se = 0, entdo [0] = inf{|y|L yel= O+M} = inf{lylp:ye M} =0,
pois 0 < |y|.,Vy € M e Ve > 0 existe [0], =0 € {|y|r : y € M} tal que 0 < [0]; =0 < e.
Por outro lado, se 0 = |Z| = inf{|y|L : y € Z}, entdo 0 < |y|.,Vy € T e para todo € > 0,
existe |yo|lr € {|ylL 1y € T} tal que 0 < |yo|L < €. Logo, |yo|r = 0, portanto yo = 0 e
—x € M. Assim, como M é um subespaco de L, z € M e = 0. Logo, (iii) estd satisfeita.
Para (1), se € > 0, entdo |z|, < |Z|+¢€, |y|r < ||+ € para x € T,y € § adequados. Assim,

E+g=lr+yl=mf{lzlL:z€a+y} <lo+yl <|olo+lyle < 2]+ 7] + 2e.

Como € > 0 é qualquer segue que |T + y| < |Z| + |y| para todos Z,7 € L/M. O item (i)
segue da correspondente propriedade de f : x — |z|; sobre L, desde que a aplicagao
quociente ¢ : x — 7 ¢é linear, pois se || < 1, entao

A = [Az| =inf{[2], : z € Az} <inf{ly|,:y € B} = |3],

pois se y € Z, entdo Ay € AT = Az. Logo, |\y|L, € {|Z|L 1z € X}}, assim, se || < 1, entéo
IAZ] < |M\ylr < |y|L, para todo y € Z. Assim, |AZ| é um limitante inferior para o conjunto
{lylr : y € T}, portanto |A\Z| < |Z| se |]\| < 1. Agora, sejam V,, = {z : |z|, <n~'} (n € N)
e B = {V,:n €N} uma base enumerdvel de vizinhangas de 0 em L. Assim, C =
{#(V,) : n € N} é uma base enumeravel de vizinhancas de 0 em L/M, desde que a apli-
cacdo natural ¢ : x — T é linear, aberta e continua. De fato, como 0 € V,,(n € N) e ¢ é
linear e aberta, pela Observacio 1.126, temos que 0 = ¢(0) € ¢(V;,)(n € N), assim (} ¢ C
e C # (), pois ¢(V7) € C. Ainda, se ¢p(V1),¢(V2) € C, como para V4, V, € B, existe V3 tal
que V3 C V1 N Va, e entéo existe ¢(V3) € C tal que ¢(V3) C ¢(V1) N ¢(Vz), desde que ¢ é
continua e linear. Logo, C é uma base de filtro. Agora, definamos V, = {Z : || < n~'}
e afirmamos que V,, = ¢(V,,) para n € N. Com efeito, se z € V,,, entdo |z|, < n’l, para
algum n € N. Portanto, |Z| = inf{|y|, :y € T} < |z]r < n ™' e ¢(z) =T € V. Logo,
o(Vn) C V Remprocamente sel € Vn, existe yo € T tal que yo € V,,. De fato, se & € Vn,
entdo |Z| < n~! para algum n € N. Assim, para todo € > 0, existe |yo|z, yo € T tal que
lyolz < |Z| + €. Como € > 0 é qualquer, segue que existe yo € T tal que |yo|r < || <n™!
para algum n € N. Assim, existe yo € 7 tal que yo € V,,. Logo, T = 7o = ¢(w0) € ¢(Va),
portanto V,, C ¢(V,,). Portanto, fiz— |Z| gera a topologia de L/M, dado que L/M é
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Hausdorff, possui uma base enumeravel de vizinhancas de 0 e fé uma pseudo-norma (vide
Teorema 2.91). Ainda nos resta mostrar que L/M é completo quando L for completo.
Para isso, basta mostrar, pela Propopsicao 2.101, que toda sequéncia de Cauchy em L/M
converge para algum ponto de L/M. Assim, dada uma sequéncia {Z,} de Cauchy em
L/M selecione uma subsequéncia de termos 7, tais que |Z,, — Z,, ,| < 27%71(k € N).
Note que temos um subsequéncia {x,, : vy < vg41} tal que T,, — Ty, _, € ‘A/kﬂ. Logo, exis-
tem representantes y,, € T, — ., , (k € N) tal que |y,, |1 < 27%, pois para ¢ = 27F1

existe |Yo, |z < |To, — Ty, | + 2771 < 2781 4 2701 = 27k Se x,, € T, ¢ escolhido
v

arbitrariamente, entao z,, = x,, + Z Yu € Ty, para todo k > 2. Com efeito:
uU=v9

Se k = 2, entdo x,, = Ty, + Yp,- LOLO, Ty, € Ty, + Tyy — Loy, = Ty
Suponha que vale para k =n —1,isto é, z,, |, =Ty, + Yoy + -+ Yo, _, € Ty, ;-

Se k =n, entdo v, = Ty, +Yuy+-- -+ Y0, TYv, = To, 1+ Y0, € Lo, +Tp, —To,,_, =

Ty, -

Usando a condicao (i7) da Defini¢do 2.88, {x,, } é uma sequéncia de Cauchy em L. De
fato, como

Um Un Um

Ty, — Ty, = (Ty; + Z Yu) — (T, + Z Yu) = Z Yus
U=vg U=v2 u=vn+1
Um m
temos | > Yulr < |Yopua| + o F Vo] < D 27% para m > n. Assim, para uma 0-
U=Vn 41 u=n+1

m
vizinhanga U, = {z : ||y < r~!'} em L, existe ng tal que |z,,, — T, |1z < Z 274 <t
u=n++1

m
dado que podemos tomar Z 27" tao pequeno quanto se queira, logo convergindo para

u=n+1
algum x € L. Desde que ¢ é continua, {Z,, = ¢(z,,)} converge para ¢(z) = T em
L/M. Portanto, pela Proposigao 2.102, a sequéncia de Cauchy dada inicialmente converge,
mostrando que o evt L/M é completo. O

2.7 Complexificacao

Nesta secao vamos considerar espagos vetoriais sobre um corpo K tal que K é um
subcorpo de R ou um subcorpo de C contendo a unidade imaginaria ¢ e invariante sob
conjugacao. Em ambos os casos, entende-se que K carrega o valor absoluto induzido.

Se K é um subcorpo de C contendo a unidade imaginaria 4, entdao K = H + ¢H, onde
H =KNR é um subcorpo de R. Por outro lado, se H é um subcorpo de R, denotaremos
por H(i) = H + ¢H a extensdo complexa de H.

Proposicao 2.104. Se L é um espago vetorial sobre H a multiplicacdao por escalar em L
pode ser estendida para K = H(i) se, e somente se, existe um automorfismo algébrico u
sobre L tal que u?> = uowu = —e, onde e é a aplicacdo identidade.

Demonstragio. Se a multiplicacdo por escalar em L pode ser estendida para K = H(q),
basta tomar a aplicacdo u : x —— ix. De fato, u é linear, pois se =,y € L, entao
wx+y) =i(r+y) =ir+iy = u(r) + u(y) ese A € H,x € L, entdo u(Ax) = i(\zr) =
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(tN)z = (N)z = A(ix) = )\u(x) Além disso, u é bijetora, pois u(z) = u(y) = iz =
iy = i(ix) = i(iy) = (*)r = (*)y = (—l)z=(—1)y=x =y e Vy € L tome z =
(—i)y € L. Entao u(z) = iz = i((—i)y) = (—i*)y = [-(—1)]y = ly = y. Note ainda que
para todo x € L temos u?(x) = uou(z) = u(iz) = i(iz) = (i*)z = (- 1)z = —v = —e(x).
Por outro lado, se v é um automorfismo de L (sobre H) satisfazendo u?> = —e, entao para
p € Hey e L, amultiplicagdo por escalar em L dada por H x L — L, (8,y) — By,
pode ser estendida para K = H(i) tomando, para A\, u € H e x € L, a aplicagdo

H(i) x L — L

A +ip,z) — (A+ip)z = Ar + pu(z), (2.4)

pois (A +10)z = Az + Ou(z) := Az e valem as propriedades:

1)
= Az + Ay + p(u(@) +uly))
)\1;E + )\13] + M1U( ) + ulu(y)
)\11’ + ,ulu(x) + )\1y + ,ulu(y)
= (M +ip)r + (A + i)y

2)
(A4 i) + (Ao +ipp)le = [(M+ Ao) +i(pr + p2)]a
= (M + X))z + (1 + po)u()
= Mx+ Mz + mu(x) + pou(x)
= (Mx+ mu(z)) + Aoz + pou(x))
= (M +ip)x + (A +ipe)r;

(3)
(M i) (A2 +ip)z) = (A1 + i) (Ao + pou(x))

= M(Aex + pou(x)) + pru[rox + pou(z)]

= A (M) + M (pau()) + pa[u(Aex) + ufpau(z)]]

= (MA2)z + (Ap)u(z) + pn(Agu(w) + pou’(x))
(AMA2)z + (Apz)u(z) + (i d2)u(w) + papa(—2)
(MA2)z + (Apz)u(z) + (ad2)u(w) — (pap2)x
EAlAz)JJ — (pap2)z + (A2)u(r) + (Arpiz)u(z)
[
[

Mg — py o) + (Ao + A pe)u(z)
(M2 — pape) + i(pide + Apo)]x
()\1 + iﬂl)()\g + iuz)]x;

(4) (141i0)z = 1z + Ou(x) = 1z = x, onde 1 + 10 é o elemento identidade de K = H(7).

]

Proposicao 2.105. Se L é um evt sobre H C R, a multiplicagio por escalar em L,
H x L — L tem uma extensdo continua para H(i) x L — L se, e somente se, existe
um automorfismo topolégico u sobre L satisfazendo u®? = —e.

Demonstragio. Pela Proposi¢ao 2.104 basta mostrar que H(:) x L — L é continua se, e
somente se, u é continua. De fato, se H(i) x L — L é continua, entdo a restricao dela a
{i} x L — L é continua, donde segue que u é continua. Reciprocamente, se u é continua,
entao por (2.4), temos que H(i) x L — L é continua como soma de fungdes continuas,
desde que a multiplicagao por escalar H x I — L é continua. O



74 Espacos Vetoriais Topolégicos

Observacao 2.106. Se L é um evt sobre H e u é um automorfismo topolégico de L tal
que u? = —e, entdo, pela Proposicao 2.105, L se torna um evt sobre K. Por outro lado,
se L é um espago vetorial (evt) sobre o corpo K = H(7) contendo i, entao a restricao da

multiplicagdo por escalar a H x L torna L em um espago vetorial (evt) Lg sobre H.

Defini¢ao 2.107. L, serd chamado de espago subjacente real de (ou associado com)
L. Uma forma linear real sobre L é uma forma linear sobre Lj, e um hiperplano
real em L é um hiperplano em Ly. Consequentemente, um subespaco real (subespago
afim real) de L é um subespaco (subespago afim) de L.

Proposicao 2.108. Se L é um espaco vetorial sobre K =H+iH e f € L* é uma forma
linear sobre L, entdo f = g+ ih, onde g, h sdo funcgoes reais unicamente determinadas
sobre L (mais precisamente, g,h : L — H, onde HH C R é um subcorpo).

Demonstragio. Se L é um espaco vetorial sobre K =H+iH e f € L* é uma forma linear
sobre L, entdo como f(x) € K,Vx € L, temos que f(z) = g(x) + ih(x),Yx € L, onde
g(x),h(z) € H C R. Assim, temos que f(z) = g(z) + ih(z) = (g + ih)(z),Vx € L. Logo,
f = g+ ih, onde g, h sdo fungdes reais sobre L. Agora, suponha que existam fungoes
d,e: L — H C R tais que d +ie = f, entao d(z) = g(x),Yx € L e e(z) = h(z),Vz € L,
desde que K C C é um subcorpo, o que mostra que g, h sdo inicamente determinadas. [

Proposicao 2.109. g e h sao formas lineares reais sobre L, chamadas de parte real e
parte imagindria de f, respectivamente.

Demonstragio. Como f € L*, para A € HC Kex,y € L temos f(Azx+y) = Af(x)+ f(y).
Logo,

gz +y)+ih(Az+y) = Mg(x)+ih(z))+(9(y) +ih(y)) = (Ag(x) +9(y)) +i(Ah(z) +h(y)),
portanto para A € H C R e z,y € L temos que

9z +y) = Ag(x) + 9(y) e h(Ar +y) = M(x) + h(y),
ou seja, g, h sdo formas lineares reais sobre L. O

Desde que g(ix) + ih(iz) = f(ix) = if(x) = ig(x) — h(z) para todo x € L, temos que
—h(xz) = g(ixz) para todo x € L desde que K C C é um subcorpo, ou equivalentemente,
ih(x) = —ig(iz) para todo = € L. Logo,

f(2) = glx) — ig(ia) (z€ L) (2.5)

Por outro lado, se g é uma forma linear real qualquer sobre L, entao f, definida por
2.5, ¢ um membro de L* e a tnica com g como parte real. Com efeito, se x,y € L, temos

flx+y) =
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para A=pu+i0 e K=H+iH e x € L, temos

fQx) = g(\x) —ig(i(Ar))
= g((p+i0)x) —ig(i((u +i0)x))
= g(px + du(x)) —ig(i(px + du(z)),

onde u é o automorfismo dado por u(z) = ix. Logo,

fQx) = pg(x) +dg(u(r)) —ig(u(px + du(z))
= pg(z) +dg(u(r)) —ig(pu(z) + du(u(x)))
= pg(z) +dg(u(z)) —ig(pu(r) — dx)
= pg(z) +dg(u(r)) —ing(u(x)) + idg(w)
= pg(z) +idg(x) — ipg(u(z)) + og(u(z))
= pg(z) +idg(x) — ipg(u(z)) — *dg(u(x))
= (u+id)g(x) —ig(u(x))(p +id)
= Ag(w) —ig(u(x))A = Ag(z) —ig(iz))
= M(2).

Portanto, f é uma forma linear em L, logo é um membro de L*. Ainda f é inica com parte
real g porque se f(z) = g(z) + ih(z) e l(z) = g(x) + it(z), entdo h(z) = —g(iz) = t(x),
portanto f(x) = I(z).

Assim, f € L*, f = g+1h, onde g, h sdo formas lineares reais unicamente determinadas
sobre L e nesse caso h(z) = —g(ix), ou seja f(x) = g(z) — ig(ix),Vo € L com g forma
linear real unicamente determinada e f é a tinica com parte real g.

Defina a aplicagao I' : (L*)g — (Lo)*, f —— g. Logo, I" é um isomorfismo algébrico,
pois dada g € (Lo)* tome f € (L*)o definido por f(z) = g(z) — ig(ixz). Entao I'(f) =g e
' é sobrejetora. Também, se I'(f) = I'(1), com f,l € (L*)p, tais que f(z) = g(x) — ig(iz)
e l(z) = k(x) —ik(ix) temos que g = k, portanto f(z) = l(z),Vz € L, o que mostra que I'
é injetora. Ainda, I' é linear, pois para o € H e f,1 € (L") tais que f(x) = g(z) — ig(ix)
e l(x) = k(z) —ik(iz) temos que

(af +1)(z) = af()+i(z)
= ( (x) —1g(iz)) + k(x) — ik(iz)
= (ag(z) +k(z)) — i(ag(iz) + k(iz))
= M(z)—iM(iz),

onde M(z) = ag(x) + k(x). Logo, I'(af +1) = M(z) = ag(x) + k(z) = ol'(f) + T(1).
Além disso, se L é um evt sobre K, entao 2.5 mostra que f é continua se, e somente
se, g é continua.
Assim, temos a

Proposicao 2.110. Sejam L um evt sobre K e Ly seu espago subjacente real. A aplicagdo
f +—— g definida por 2.5 é um isomorfismo algébrico de (L*)q sobre (Lo)*, levando o espago
de formas lineares continuas de L sobre o espago de formas lineares continuas de L.

Para hiperplanos em L, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.111. Seja L um evt sobre K. Todo hiperplano (fechado) em L é a inter-
se¢ao de um conjunto de hiperplanos reais (fechados) unicamente determinados.
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Demonstragao. Pela Proposicao 2.59, temos que um hiperplano G em L é da forma
G={z:f(r)=~},onde f € L* ey =a+if € K=H+iH. Se g é a parte real
de f, entdo G = G1 N Gy, onde Gy = {z : g(z) = a} e Gy = {x : g(ix) = —}. De fato,
r € G se, e somente se, f(x) = 7 se, e somente se, g(z) — ig(ix) = a + i se, e so-
mente se, g(x) = a e § = —g(ix) se, e somente se, € G; e © € Gy se, e somente se,
x € G1 N Gy. Desde que f é tinica com g como parte real unicamente determinada sobre
L, Gy e G5 determinam um tnico conjunto de hiperplanos reais cuja interse¢ao é GG. Além
disso, pela Proposicao 2.60 e pela Proposicao 2.110, GG; e G5 sao fechados se, e somente
se, G é fechado em L. Com efeito, pela Proposicao 2.110, f é continua se, e somente
se, g é continua, logo, pela Proposicao 2.60, G é fechado se, e somente se, Gy e Gy sao
fechados. m

Observacgao 2.112. Se L é um espago vetorial sobre um corpo H C R, nem sempre
existe um automorfismo u de L satisfazendo u? = —e. Nesses casos é desejavel inserir L
isomorficamente em um espago vetorial M sobre K = H(i) = H + iH.

Exemplo 2.113. Para espacos vetoriais de dimensao finita par sobre um corpo H C R
sempre existe automorfismo u de L satisfazendo u? = —e. De fato, se a dimensdo de L é
2n, entdao defina o automorfismo u : L — L tal que a matriz B de u é formada por n

_2,1 0) com b # 0 e os demais elementos iguais

a zero. Assim, a matriz B do automorfismo u satisfaz B? = —I,,, portanto u?> = —e.

blocos diagonais de ordem 2 da forma (

Exemplo 2.114. Para espacos vetoriais de dimensao finita impar sobre um corpo H C R
nao existe automorfismo u de L satisfazendo u? = —e. De fato, se a dimensao de L sobre
HCRé2n+1, entao L = Ly, & Ly, onde Lg, ¢ um subespaco vetorial de L de dimensao
2n e Ly é um subespaco vetorial de L de dimensao 1. Assim, se existe um automorfismo
u: L — L tal que u* = —e, entdo o automorfismo vz, satisfaz qul = —e. Logo, existe
uma matriz B = (a),a € H C R tal que B?> = —I;. Logo, a*> = —1, o que é um absurdo.
Portanto, se L ¢ um espaco vetorial de dimensao impar sobre um corpo H C R, entao nao

existe automorfismo u de L tal que u? = —e.

Exemplo 2.115. Seja L um espaco vetorial sobre H. Considere o produto L x L. A apli-
cagdo u : (x,y) — (—y,x) é um automorfismo algébrico de L x L (o qual é topoldgico se
L for um evt sobre H) satisfazendo u* = —e. Com efeito, se w = (z,y),v = (s,t) € L x L,
entdo u(w+v) =u(z+s,y+t) = (—(y+t),x+s) = (—y—t,z+s) = (—y,x)+(—t,s) =
w(z,y)+u(s, t) = u(w)+u(v);se A € He w = (z,y) € L x L, entdo u(Aw) = u(Azx, \y) =
(=Ay, Az) = M—y,z) = u(x,y) = \u(w); se w = (z,y),v = (s,t) € L x L, entdo
ww) =ulv) = (—y,x) = (-t,s) = r=scy =t = (z,y) = (s,t) = w = v; para
todo p=(q,r) € L X L, tome w = (r,—q) € L x L. Entao u(w) = u(r,—q) = (q,r) = p;
se w = (z,y) € L x L, entao u(u(w)) = u(-y,x) = (—z,—y) = —(z,y) = —w =
—e(w). Assim, pela Proposicao 2.104, a multiplicacao por escalar pode ser estendida para
Kx LxL — LxL. Logo, por (2.4), temos que i(y,0) = u(y,0) = (0,y), e se escrevermos
(,0) = x para todo z € L, entdo cada z € L X L tem uma tnica representacao z = x 1y,
com x € L, y € L, pois se z = (x,y), entdo z = (x,0) + (0,y) = (x,0) + i(y,0) = = + iy,
dado que (z,0) =z e (y,0) = y. Além disso, se L for um evt sobre H, entdao L x L é um
evt sobre H cuja aplicagdo u : (x,y) — (—y,z) é um automorfismo topolégico. Logo,
pela Observagao 2.106, L x L é um evt sobre K, tal que (L x L)g = L @ iL. Esse tipo de
inser¢ao é chamado de complexificagdo de um espago vetorial (ou evt) definido sobre
um subcorpo de R.



3 Conclusao

Neste trabalho estudamos espagos vetoriais topoldgicos que carregam a estrutura de
espagcos vetoriais e espacos topoldgicos, bem como suas principais propriedades, abordando
os seguintes topicos: topologias em espacos vetoriais, espagos produtos, subespagos, soma
direta, espagos quocientes, espacos vetoriais topoldgicos de dimensao finita, variedades
topoldgicas, hiperplanos, conjuntos limitados, metrizabilidade e complexidade.

Observamos, na primeira secio do Capitulo 2, que quando se define uma topologia
compativel com a estrutura de um espaco vetorial, ou seja, as fungoes soma e multiplicacao
por escalar sdo continuas, temos que toda translagdo é um homeomorfismo. Além disso,
foi construido, a partir de uma base de vizinhancas de 0, um filtro de uniformidade de
modo que todo evt é um espaco uniforme e dessa forma, vimos que se o espago uniforme
for Hausdorff, entdao é possivel mergulhar ele como um subespago denso de um evt de
Hausdorff completo, chamado de completamento desse espaco.

Ainda, na segunda se¢do, construimos novos espacos vetoriais topologicos a partir da
continuidade das fungoes soma e multiplicacao por escalar, além das topologias produto e
quociente. Também vimos que a fun¢ao soma direta algébrica em um evt é continua e se
for um isomorfismo topologico, entao serd uma soma direta topolégica. Na terceira secao,
vimos que para um evt de dimensao finita sobre K existe um isomorfismo topologico entre
o evt e Kfj, onde Ky é o evt unidimensional obtido considerando-se K como um espago
vetorial sobre si mesmo. Na quarta secdo, discutimos espacos afins e hiperplanos, onde
um espaco afim é uma translacao de um subconjunto de um evt e um hiperplano pode ser
visto como a pré-imagem, por uma forma linear nao nula, de algum escalar do corpo K.
Na quinta secao, referente aos conjuntos limitados, vimos que esses conjuntos sao aqueles
que sao absorvidos por toda vizinhanga de zero; e na sexta se¢ao, vimos que uma condicao
necessaria e suficiente para espacos vetoriais topologicos de Hausdorff serem metrizaveis é
que eles possuam bases enumeraveis de vizinhangas de 0 e, neste caso, existe uma pseudo-
norma cuja métrica definida por ela gera uma topologia. Na sétima se¢ao, apresentamos
o processo de complexificacdo que permite inserir um espacgo vetorial topolégico sobre um
subcorpo dos reais em um espaco vetorial topoldgico sobre os complexos.

No que diz respeito a referéncia [2] tomada como base, ela contém a maior parte
do que escrevemos sobre espacos vetoriais topologicos. O maior problema encontrado
estava relacionado a sua notagao e terminologia, muitas vezes ambiguas, como no caso do
termo “isomorfismo” que tinhamos que ver se era um isomorfismo topoldgico ou algébrico.
Entretanto, ainda assim, recomendamos consultar esta referéncia devido a mesma estar
mais organizada de acordo com a sequéncia do nosso trabalho.

Por fim, esperamos que este trabalho possa contribuir para uma melhor compreen-
sao daqueles interessados em estudar este assunto. Ressaltamos que as referéncias estao
organizadas de acordo com a ordem na qual foram citadas no texto.
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