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Resumo

Este trabalho tem como objetivo explorar a dinamica quantica de interacao entre
particulas escalares e vetoriais e estudar o equilibrio termodinamico dessas particulas
no ensemble gran-canonico. A dinamica de interacao, escrita em uma linguagem co-
variante entre o campo de matéria (escalar) e o campo intermediador de interagao
(vetorial), apresenta uma simetria de calibre local, U(1) no caso quantico e SO(4)
no equilibrio termodinamico. Sendo assim dividimos o trabalho em dois setores. No
primeiro setor analisamos sistematicamente a interacao quantica entre particulas
escalares (mésons) e particulas vetoriais (fétons) no contexto da eletrodinamica
quantica escalar generalizada de Duffin-Kemmer-Petiau (GSDKP,). Para isso quan-
tizamos a teoria, utilizando uma abordagem funcional. Construimos a estrutura
Hamiltoniana do sistema seguindo a metodologia de Dirac, o procedimento de
Faddeev-Senjanovic para obter a amplitude de transicao no calibre de Coulomb
generalizado e o método de Faddeev-Popov-DeWitt para escrever a amplitude de
transicao anterior de maneira covariante na condicao de calibre no-mixing. Dai, es-
crevendo o funcional gerador via Schwinger, as equagoes de Schwinger-Dyson (SD)
e as identidades de Ward-Takahashi (WT) sao obtidas. Como introdugao & anélise
das correcoes radiativas, fizemos um céalculo quantitativo para ver os tipos de di-
vergéncias superficiais (ultravioleta) que poderiam aparecer na teoria. Depois apre-
sentamos um cdlculo explicito das primeiras corregoes radiativas (1-lago) associadas
ao propagador do féton, propagador do méson, vértice e, estudamos a funcao de 4
pontos (féton-féton) utilizando o método de regularizacdo dimensional, em que a
simetria de calibre é manifesta. Como veremos, uma consequéncia do estudo é que
a algebra de DKP assegura o funcionamento das identidades de WT nas primeiras
correcoes radiativas proibindo certas divergéncias no ultravioleta. Com o conhec-
imento das divergéncias no ultravioleta (UV) e no infravermelho (IV) abordadas
nas correcoes radiativas, estabelecemos o Programa de Renormalizagao multiplica-
tivo para esta teoria na camada de massa. O fato do propagador do campo escalar
possuir uma nova estrutura divergente na massa de Podolsky nos levou a analisar
as correcoes radiativas a 2-lacos. Do propagador do féton definimos o tensor de
polarizacao e com este, de maneira fenomenoldgica, analisando o comportamento
assintotico das fungoes de Green para altos momentos, abordamos a dependéncia
da constante de estrutura com a escala de energia. No segundo setor estudamos

o Formalismo de Matsubara-Fradkin (MF) para descrever campos em equilibrio
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termodinamico. Para isso foi necessario construir as equagoes em equilibrio ter-
modinamico que descrevessem o setor escalar e vetorial e a posteriori extrair a funcao
de particao. Ao construir o setor vetorial, percebemos o surgimento e a importancia
dos campos fantasmas e sua conexao com a simetria de Bechi-Rouet-Stora-Tyutin
(BRST). No caso da escolha de calibre covariante no-mizing, foi necessario con-
tornar o surgimento de uma estrutura pseudo-diferencial. Analisando a funcao de
particao associada aos fotons livres de Podolsky via método dos parametros ficticios,
percebemos o fato da simetria BRST assegurar que a funcao de particao nao depende
das escolhas covariantes ao fixarmos o calibre. As condi¢oes de Lorenz, no-mizing
e Lorenz generalizado sao amarradas pela simetria BRST e esse fato estda contido
em uma afirmagao geral em teorias de calibre a temperatura finita, atribuida ao
trabalho de Tyutin, de que a fisica nao depende das escolhas de calibre, covari-
antes ou nao, devido a simetria BRST. Por fim, com a fun¢ao de particao em maos,
construimos as equagoes de Schwinger-Dyson-Fradkin (SDF) e as identidades de
Ward-Takahashi-Fradkin (WTF) em equilibrio termodinamico.

Palavras Chaves: Quantizacao funcional; Sistemas com Vinculos; Formalismo de
Matsubara-Fradkin

Areas do conhecimento: Teoria de Campos
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Abstract

This work has as aim to explore the quantum dynamics of interaction between
scalar and vectorial particles and to study the thermodynamic equilibrium of these
particles in the gran-canonical ensemble. The dynamics of interaction, written in a
covariance language, between the matter field (scalar) and the field that intermedi-
ate the interaction (vectorial) exhibit a local gauge symmetry, U(1) in a quantum
case and SO(4) in a thermodynamic equilibrium. Therefore we divided the work
into two sections. In the first section we analyze systematically the quantum inter-
action between the scalar particles (mesons) and vectorial particles (photons) in the
context of the generalized scalar Duffin-Kemmer-Petiau quantum electrodynamics
(GSDKPy). For this we use the functional approach to quantize the theory. We built
the hamiltonian structure by the Dirac methodology, utilize the Faddeev-Senjanovic
procedure to obtain the transition amplitude in the generalized Coulomb gauge and
the Faadeev-Popov-DeWitt method to write the covariant form of the previously
amplitude in the no-mizing gauge condition. Then writing the functional generator
by Schwinger, the Schwinger-Dyson (SD) equations and the Ward-Takahashi (WT)
identities are obtained. As an introductory analysis to the first radiative corrections
we make a quantitative calculus to see the types of ultraviolet (UV) superficial di-
vergences that appear in the theory. After this we show an explicit calculation of
the first radiative corrections (1-loop) associated with the photon propagator, meson
propagator, vertex and the 4 point function (photon-photon) utilizing the dimen-
sional regularization method, where the gauge symmetry is manifest. As we will see
one of the consequences of the study is that the DKP algebra ensures the functioning
of the WT identities in the first radiative corrections prohibiting certain UV diver-
gences. With the knowledge of the UV divergences and de infrared (IR) addressed
in the radiative corrections we established the multiplicative renormalization proce-
dure to this theory in the mass shell. The fact that the meson propagator has a new
divergence structure in terms of the Podolsky mass took us to analyze the radiative
correction at 2-loops. With the photon propagator we define the polarization tensor
and in a phenomenological manner, analyzing the asymptotic behavior of Green’s
functions for higher momentum, we derive the dependence of the structure constant
by the scale of energy. In the second section we study the Matsubara-Fradkin (MF')
formalism to describe fields in thermodynamical equilibrium. For this it was nec-

essary to construct the equations in thermodynamic equilibrium that describe the
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scalar sector and vectorial sector and then extract the partition function. When
we construct the vectorial sector we realize the emergence and the importance of
the ghost fields and their connection to the Bechi-Rouet-Stora-Tyutin (BRST) sym-
metry. In the case of the no-mizring gauge condition was necessary to contour a
pseudo-differential structure. Analyzing the free partition function associated with
the free Podolsky photons by the method of fictitious parameters we realize that
the BRST symmetry ensures that it does not depend of the covariant choices when
we fix de gauge. The Lorenz condition, no-mizing and generalized Lorenz are tied
by the BRST symmetry and this fact is contained in a general statement in gauge
theories at finite temperature, assigned by Tyutin work, that the physics doesn’t
depend of the gauge choices, covariant or not, due to BRST symmetry. Lastly, with
the partition function in hands, we construct the Schwinger-Dyson-Fradkin (SDF)
and the Ward-Takahashi-Fradkin (WTF) in thermodynamic equilibrium.

Keywords: Functional quantization; Constrained systems; Matsubara-Fradkin for-

malism

Knowledge field: Field Theory



Uma breve reflexao

Em uma das minhas idas e vindas a cidade mineira de Passa Quatro, ao ler
A Coragem de Criar de Rollo May, uma observacao sobre as estatuas inacabadas
de Michelangelo me chamou atencao, os escravos retorcidos que tentam livrar-se
da prisao de pedra nas estatuas inacabadas de Michelangelo representam o simbolo
perfeito da condi¢ao humana, estamos presos na finitude da vida mas nos tornamos
imortais no ato criativo. A luta dos homens para alcancar os deuses, o ilimitado, o
perfeito. Esta mesma situacao leva-me a deparar com Decartes e com fato de sermos
finitos nos levar ao conceito de perfeigao Deus (infinito). Mais ainda chego na caverna
de Platao onde me deparo com um mundo perfeito visto por suas sombras. O mesmo
conceito pode ser visto em fisica no sentido das teorias que utilizamos para descr-
ever os fenomenos naturais de maneira eficaz (estruturas numéricas fenomenolégicas
advindas das medidas experimentais, muitas vezes sem o rigor mateméatico pleno)
sao efetivas, o limite de baixas energias juntamente com seus graus de liberdade e
interacoes pode ser descrito como uma visao efetiva de uma desconhecida teoria de
tudo (altas energias) em que unificamos as leis da fisica (pensamentos iluministas):
metaféricamente, com uma pitada de ironia, as portas dos céus estao abertas (o
segredo do inicio do universo) e os anjos nos esperam com suas trombetas junta-
mente com o arquiteto desse grande design inteligente (Comparando as estatuas
incacabadas de Michelangelo com a linguagem que descrevemos a fisica hoje em dia,
Teoria Quantica de Campos efetivas, qual seria o potencial ou teoria que esta por vir?
A 1ltima verdade seria escrita nos moldes de uma linguagem matematica? Mesmo
em matematica vemos limitagoes nos sistemas axiomaticos e estruturas légicas de-
vido aos teoremas da incompletude de Kurt Gédel.). A idéia de forga (dinamica)
atribuido por Newton na descricao do movimento dos planetas dado pelas leis de
Keppler foi visto metafisicamente como anjos (forga) acompanhando os planetas.
Como vemos, janelas distintas imanando a mesma coisa artes, filosofia, crencas,
fisica, matemaética etc. Imanéncia, Espinozal O mar do desconhecido (ignorancia) é
imensuravel e os ventos epistemoldgicos que iluminam nem sempre sopram a nosso

favor no ato de construir o conhecimento, é necessario coragem para se aventurar.
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1 Introducao
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Uma das maneiras mais interessantes de se estudar as interacoes na natureza é utilizando como
ferramenta tedrica a Teoria Quantica de Campos. Como exemplo, descrevemos o fendmeno eletro-
magnético precisamente com eletrodinamica quantica (QEDy), unificamos o eletromagnetismo com
a interagao fraca no contexto da teoria eletrofraca de Glashow-Weinberg-Salam [1], prevemos o com-
portamento das particulas devido a interacao forte via cromodinamica quéantica (QCDy), e assim por
diante. Deste ponto de vista, a sintese das forgas (eletromagnética, fraca e forte) em uma teoria
(Modelo Padrao) aparece, e um novo conceito emerge; as teorias que utilizamos para descrever a
natureza sao efetivas no sentido de depender das escala de energia. O limite de "baixas energias"
pode ser descrito como uma visao efetiva de uma desconhecida "Teoria de Tudo". Em uma linguagem
cientifica um problema fisico envolve escalas de energias separadas; a dindmica de baixas energias e
as interagoes de altas energias. Podemos descrever a fisica de baixas energias efetivamente utilizando
os graus de liberdades e as interacoes apropriadas para essa escala. Essas ideias foram inicialmente
propostas por Weinberg [2].

Quando Ostrogradski construiu teorias lagrangianas com derivadas de ordem superior em mecéanica
cldssica, um novo campo de pesquisa foi aberto [3]. A idéia principal desse ramo de teorias com
derivada de ordem superior é muito simples, nés construimos termos de ordem superior adicionais de
tal maneira que preservem as simetrias originais do problema. Como podemos ver, por exemplo, na
generalizacao do trabalho do Utijama [4, 5]. Teorias com derivada de ordem superior as vezes pos-
suem Hamiltonianas que nao possuem um limite inferior [6] devido aos estados com normas negativas
(fantasmas), levando & quebra da unitariedade [7]. Tentativas de restaurar a unitariedade contor-
nando o aparecimento dos fantasmas nao levaram a um método geral de como lidar com o problema
da quebra de unitariedade [8, 9], porém, recentemente, foi construido um método de como imple-
mentar termos com derivadas de ordem superior sem quebrar a estabilidade da teoria, podendo-se
entdo, construir teorias efetivas [10]. A idéia de implementar termos com derivada de ordem superior
aparenta ter sucesso na gravitacdo quantica, em que a agao de Einstein-Hilbert (ndo-renormalizével)
¢ modificada com a adicao de termos com derivada de ordem superior na curvatura de tal forma que
seja renormalizével [11].

Um dos que mais contribuiram para mostar o carédcter efetivo das teorias com derivada de ordem
superior foram Bopp, Podoksky e Schwed [12]. Eles propuseram uma eletrodinAmica generalizada
com o intuito de contornar os infinitos da eletrodindmica de Maxwell, tais como, a auto-energia da
carga elétrica e a polarizacao de vacuo. Na generalizagao adicionamos a lagrangiana de Maxwell
(radiac@o) um termo com derivadas de ordem superior preservando a simetria de calibre

Lp= —}lFW(l + %)FW
porém esse novo termo quebra a simetria dual, explorada por Dirac no estudo dos monopolos mag-
néticos. Como resultado, as expressoes dessa nova lagrangiana apresentam um parametro que pode
ser interpretado como o inverso de uma massa, a massa de Podolsky m,. A modificacao nos dé a
expressao correta no estudo das auto-forcas entre as particulas carregadas demonstrada por Frenkel
[13, 14], efeitos interessantes produzidos pela presenca de fontes externas estaciondrias [15] e, tam-
bém, podemos ver na literatura estudos associados a condigées de contorno (Efeito Casimir) [25, 26].
O fato da teoria ser finita do ponto de vista da eletrodindmica cldssica reflete da mesma forma na



descrigdo quéntica, a teoria tem a qualidade de controlar as divergéncias no ultravioleta [16, 17]
da mesma forma que o esquema de regularizacdo de Pauli-Villars-Rayski [18]. A lagrangiana que
descreve a dinAmica de interagao entre a matéria (férmions, spin 1/2) e a radiagdo (bdsons, spin 1)
no contexto da eletrodinamica quantica generalizada (GQFE D,) é dada por

Laoep, = Wy (0, — ieA, )Y — mipp — 1F,, (1 + m%)FW
V= (0, —ieAy)

Yl 4 APyt =2 (4lgebra de Clifford).

A dinamica associada a GQE D, é estéavel do ponto de vista cldssico\quantico podendo classificd-la
no patamar de uma teoria efetiva. Um comentdrio importante sobre como fixar os graus de liberdade
fisicos de maneira covariante deve ser feito, embora inicialmente Podolsky tenha utilizado a condicao
de Lorenz

Q[A] = 0" A,

para fixar os graus de liberdade fisicos na eletrodindmica generalizada, depois um estudo rigoroso
em andlise de vinculos demonstrou que isto ndo é completamente verdadeiro [19], pois temos uma
liberdade residual e essa escolha nao é atingivel do ponto de vista cldssico. Como consequéncia,
a maneira natural de fixar os graus de liberdade fisicos passou a ser com a condicao de Lorenz
generalizada

O
QA =1+ ﬁ)a“Au
P
atingivel, porém essa condigao aumenta a ordem das derivadas na lagrangiana (6° ordem nas derivadas).
Por outro lado, atualmente acreditamos que a condi¢ao que combina perfeitamente com a teoria
de Podolsky ¢é a condicao de calibre no-mizing [20, 21, 22]

0\ 2

p

apesar de apresentar uma estrutura pseudo-diferencial essa condigao matém a ordem na lagrangiana
(4° ordem nas derivadas), facilitando o cdlculo de resultados fisicos. Existem consequéncias ao
se utilizar as condicoes de calibre associadas a divergéncias no UV. Por exemplo, a condicao de
Lorenz gera certas divergéncias no UV associadas as corregoes radiativas do propagador do férmion e
correcoes radiativas do vértice em GQED, que no caso nao aparecem ao utilizar a condi¢ao de Lorenz
generalizada ou no-mixing. Dizemos, entao, que a dindmica covariante na condicao de Lorenz gera
divergéncias no ultravioleta. Agora, no caso livre, a simetria BRST garante que as 3 escolhas (Lorenz,
No-mizing, Lorenz generalizado) descrevam a mesma fisica pois o funcional gerador ou funcao de
particao nao depende das escolhas de calibre covariantes propostas.

Sabemos que QED,; é uma das teorias mais bem sucedidas da fisica. Apesar disso, existem
pesquisas sobre extensdes do estudo da simetria de calibre U(1), ndo apenas extensbes onde as
equagoes sao lineares como no caso de GQED, e na teoria de Lee-Wick [23], mas também extensoes
em que temos equagoes nao-lineares, como nas lagrangianas de Born-Infeld e Euler-Heisenberg [24].



Até o presente momento apresentamos a maneira como a eletrodindmica generalizada é abor-
dada na literatura com a matéria sendo descrita por campos espinoriais e a radiagdo por campos
vetoriais, mas sabemos que campos escalares também podem descrever a matéria, utilizando uma
eletrodinamica quantica escalar generalizada (GSQED,) [27]

1 0J
Losarn, = (V'¢)! (Vyp) = gl = 1Rl + ) P
p

onde o setor escalar é descrito pelo campo de Klein-Gordon-Fock (KGF). Por outro lado, é de nosso
conhecimento que podemos representar o comportamento da matéria com campos escalares de um
ponto de vista fenomenolégico diferente, utilizando a teoria de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) para
descrever o campo de matéria [28].

A equacgao de DKP é uma equacao de onda relativistica de primeira ordem que descreve bésons
de spin 0 e de spin 1, similar & equacao de Dirac. O desenvolvimento da teoria de um ponto de
vista histérico anterior a década de 70 pode ser encontrado em [29]. Devido a nao existéncia de uma
revisao recente sobre o assunto, vamos falar um pouco mais sobre o mesmo.

Fundamentado no experimento de Imbert [30], o qual sugeria uma forte contradi¢ao cldssica
e quantica ao descrever deslocamentos longitudinais das ondas planas, de Broglie percebeu que
impondo uma massa nao nula para os fétons terfamos a interpretacao correta para o fenéomeno
[31]. De fato, de Broglie também sugeriu que o f6ton poderia ser formado por uma combinagao de 2
léptons e essa combinacao seria responsavel para dar massa ao féton,

1/201/2=00 1.

Tomado por essa idéia e com um profundo conhecimento sobre a a estrutura algébrica da equagao
de Dirac (equagao relativistica para particulas de spin 1/2), de Broglie comegou sua pesquisa com
a esperanca de obter uma equacdo para sua particula massiva de spin 1, seu f6ton massivo [32].
Agora o desenvolvimento tedrico desta teoria se inicia com Petiau, que obtém uma dlgebra de DKP
matricial [33],

BB°6" + B8 B = B+ B
Na verdade, Géhéniau decompoe a dlgebra de Petiau em representacoes irredutiveis de 10 dimensoes

(representando particulas de spin 1), 5 dimensoes (representando particulas escalares) e uma trivial
sem significado fisico [34]

44=1005 1.

Simultaneamente e completamente alheio ao trabalho de Petiau, Kemmer escreveu as equagoes de
segunda ordem de Proca como equagoes de primeira ordem e fez o mesmo para as equagoes de
Klein-Gordon-Fock (KGF). A partir de entdo, Kemmer conjectura sobre a existéncia de uma forma
matricial para seu sistema de equagoes [35]. Duffin desenvolve a dlgebra para teoria de Kemmer [36]
e advindo deste episédio segue o grande trabalho de Kemmer [37].

O formalismo de DKP nos permite trabalhar de maneira unificada com o campo escalar e vetorial
e a vasta possibilidade de acoplamentos, devido ao estudo dos covariantes bilinerares incapazes de
serem expressos pela teoria de KGF e Proca, incentivou o estudo da teoria [38, 39, 40, 41, 42| em
que percebemos uma grande possibilidade fenomenolégica em descrever interagoes. Entretanto, a
"equivaléncia" entre DKP e KGF no caso livre e minimamente acoplado [43, 44, 45, 46] tanto em
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nivel cldssico quanto em nivel quantico diminuiu o interesse na teoria DKP. Embora o formalismo
de KGF seja aparentemente mais simples comparado ao tratamento algébrico de DKP em uma
linguagem cléssica de campos, esse ponto de vista muda dramaticamente na linguagem quéntica:
a similaridade na forma entre a lagrangiana de DKP e Dirac nos permite utilizar um mecanismo
muito simples para se estudar a teoria escalar, uma vez que o mimetismo entre a teoria de Dirac
pode ser utilizado para entender melhor o significado fisico das quantidades obtidas pela teoria DKP
[28, 47]. E importante enfatizar que o campo de DKP geralmente é empregado em fisica nuclear para
descrever mésons em que é possivel dizer que temos uma estrutura algébrica mesonica [48], assim,
descrevemos campos bosonicos (spin 0,1) com a dlgebra de DKP e fermionicos (spin 1/2) com a
dlgebra de Clifford.

Ao descrevermos os mésons como particulas escalares devido a sua interacdo com os campos
eletromagnéticos é valido ressaltar que estamos simplificando as propriedades dessas particulas, neste
caso apresentaremos alguns aspectos histéricos. O inicio e a busca por particulas que representassem
a interacao de curto alcance (forte) que mantivessem o niicleo dos dtomos ligados foi a proposta de
Yukawa, cujas particulas escalares ou vetoriais massivas intermediariam a interacao. Posteriormente
o fato da interacao forte nao "enxergar" a troca de prétons por néutrons nos levou a considerar
esses bédrions como estados de uma mesma particula e definir a conservagao de isospin / (simetria
aproximada) em que os campos de matéria (prétons, néutrons, niicleons) estariam na representagao
funtamental ¥ = (p,n) e os campos intermediadores da interagao forte (pions, mésons) estariam na
representacao adjunta (B = (7, 7% 77)

[1 ®[;:[0@[1.
2 2

Ao incluirmos a interagao eletromagnética via acoplamento minimo juntamente com as simetrias
discretas: conjugacao de carga, paridade e reversao temporal (conservadas pela interagao forte e
eletromagnética), terfamos uma lagrangiana efetiva que descreveria o comportamento de niicleos
atomicos devido & interacao forte e eletromagnética

‘CFisica Nuclear — @\Il’yluvu\lj — myVv + %[(Vﬂqb)Q - m2¢2] - EF;U/FMV + %G[\I/’757?7 \:[J]¢

onde 7; seriam as matrizes de Pauli. Como vemos, descrevemos os mésons anteriormente por uma
teoria de KGF. Porém a abordagem utilizando a teoria DKP tem uma certa revelancia ao se estu-
dar propriedades em Fisica Nuclear, como o decaimento dos mésons devido a suas peculiariedades
fenomenoldgicas e nas razoes entre as constantes de acoplamento forte nos processos de interacoes
entre 2 barions com mésons do tipo pseudo-escalares e pseudo-vetorias. A teoria DKP condiz com
os dados experimentais associados as razoes entre as constantes de acoplamento forte, enquanto que
a teoria de KGF com os mesmos tipos de acoplamento (pseudo-escalares, vetorias) nao condiz com
os dados experimentais [50]. Dando continuidade ao estudo das reagoes nucleares vemos a inclusao
da estranheza por Gell-Mann, organizando a estrutura da matéria em bérions e mésons (escalares ou
vetoriais) por meio dos octetos e supondo a existéncia do tripleto de quarks de sabor [49]

3®3=1®8 (mésons)

33®3=168®8 10 (barions)



Posteriormente, tendo em vista o modelo de Yang-Mills e a QCD poderfamos ver os estados de
meésons (glueballs) em termos da simetria SU(3) e as cores carregadas pelos glions.

Nos iltimos anos a teoria de DKP tem sido estudada em QCD em grandes e pequenas distancias
por Gribov [51], em uma dindmica hamiltoniana covariante [52], na generalizacao e estudo de campos
em um espago-tempo curvo [53, 54, 55] em que notamos resultados interessantes sobre a simetria
conforme (campos nao massivos) e as tranformagoes de Weyl na prescrigdo do acoplamento minimo,
no espaco galileano covariante de 5 dimensoes [56], no contexto da invariancia de calibre em nivel
cldssico de campos [57], no método causal de Epstein-Glaser [58] e assim por diante.

Como vimos com todo embasamento tedrico e aplicagoes existentes na literatura, podemos de-
screver a dindmica cldssica/quantica de interagado entre a matéria (escalares, DKP) e a radiagao

(vetoriais, Podolsky) no contexto da Eletrodinamica Escalar Generalizada de Duffin-Kemmer-Petiau
(GSDKPy) [59]

Laspip = B (Ou — ieAu) — mip) — §Fu (14 5 ) P
prpr i+ BB 8" = Byl + Bt (dlgebra de DKP).
A justificativa em se utilizar a teoria DKP para descrever as particulas escalares pode ser vista pela
sua riqueza de propriedades. Como exemplo temos um vasto tipo de interagoes possiveis (covariantes
bilinerares), estudo de representagdes em que produtos tensorias do tipo momento angular sao tran-
formados em somas diretas (muito 1til em fisica de particulas na classificagdo dos estados quanticos
possiveis) e sua melhor descrigdo dos dados experimentais em alguns casos na Fisica Nuclear, em
comparacao com a simples teoria de KGF. Ao analisar o comportamento de campos nao massivos
(DKP) minimamente acoplados com a geometria Riemaniana, a simetria conforme e as transfor-
macoes de Weyl nessa estrutura tipo cone de luz sao esclarecidas. Da mesma forma, ao utilizar a
teoria de Podolsky para descrever as particulas vetoriais temos além de uma teoria mais finita do
ponto de vista classico\quantico, uma descrigdo fenomenolégica interessante associada aos fendomenos
magnéticos devido a quebra de simetria dual e também uma extensao do estudo de como fixar os
graus de liberdade fisicos covariantemente, em comparacao com a teoria de Maxwell. O acoplamento
minimo da matéria (DKP) com a radiagdo (Podolsky) nos leva a descrever uma dindmica covari-
ante, estdvel do ponto de vista cldssico\quéntico e, dessa forma, uma teoria efetiva com diagramas
fenomenolégicos de Feynmann iguais a Eletrodindmica Quéantica com apenas 1 vértice ao invés de 2
obtidos ao descrever a matéria com as equacgoes de KGF, facilitando a anélise de correcoes radiativas
a varios lacos em que claramente o nimeros de diagramas necessarios diminui. Podemos extender
este estudo da dindmica e explorar o equilibrio termodinadmico dessas particulas escalares e fétons
generalizados no ensemble gran-canonico. Sendo assim utilizaremos o formalismo de Matsubara-
Fradkin [60, 61]. O incentivo para a anédlise estd no fato de termos resultados a temperatura finita
ao descrever fétons generalizados, corregoes a Lei de Stefan-Boltzmann e aplicagoes Cosmoldgicas e

também a quantizagao térmica de Matsubara-Fradkin para a Eletrodinamica Generalizada (GQEDy)
e DKP [62, 63, 64].



2 A Eletrodindmica Quéantica Escalar Generalizada de Duffin-
Kemmer-Petiau

Para maiores detalhes, toda estrutura formal e os conceitos envolvidos nesta secao estao discutidos
no apéndice (5.1) e (5.2). Um breve estudo sobre as equagoes de Podolsky e DKP pode ser visto
nos apéndices (5.2) e (5.3), respectivamente. Dando continuidade, no apéndice (5.4), temos uma
andlise sobre a conexao entre os graus de liberdade fisicos e os vinculos da teoria que estamos prestes
a estudar no método de Dirac. Por fim, no apéndice (5.5), escrevemos um complemento sobre a
quantizacao funcional covariante via método de Faddeev-Popov-DeWitt. Apenas como um adendo,
construimos no apéndice (5.10) observagoes sobre as estruturas matematicas necessérias ao longo do
trabalho.

2.1 Anadlise de vinculos e Quantizacao Funcional

Nosso objetivo é estudar alguns aspectos tedricos advindos da interagao entre particulas escalares e
fétons generalizados. Para isso, propomos a seguinte densidade de Lagrangiana

L =3p"(0) — 50, 0B" ) — mip + eA pBHp — 1F ™ + 50" F 500 P

F,ul/ = a,qu/ - al/A/L (21)

BrBY B0 + BOBY " = By ® + Py (dlgebra de DKP).
O setor eletromagnético é descrito por uma teoria com derivadas de ordem superior conhecida como
teoria de Podolsky e o setor escalar por uma teoria escalar escrita na forma de Dirac conhecida como
DKP. Daremos o nome de GSDKP,, Generalized Scalar Duffin-Kemmer-Petiau electrodynamics.

O interessante é que em nivel cldssico, esta teoria foi construida para possuir uma invariancia de
calibre local

¥ — explia(z)]y
Y — v exp[—ia(z)] (2.2)

Ay — A+ 10,0

onde percebemos o acolplamento minimo (V, = 0d, — ieA,) entre o campo de matéria (escalar,
mésons) e o campo intermediador da interacao (vetorial, fétons).

Podemos estudar as equacoes clédssicas de movimento ou de Euler-Lagrange via o principio da
minima acao de Hamilton

S = [d*zL (agdo)

Yoty

Y=Y +0yY (2.3)
A, — A, +0A,

05 = 0 (principio da minima agao) = 6L =0.
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Sendo assim,

0L = 6P (0u) — m+ eA,B" )] + [—i m_ﬂ)ﬁ” my + eA,pB*)6yp + (2.4)
+lepBrp — ﬁ(iFﬂ”F V) + 5;51 (= 0uFP0"F,5)]0 Ay
= &Lﬁﬁ#(aﬂp) —m+ eAuﬁﬂl/’] [_ ( Aﬂ/’)ﬁu - mw + €Auwﬁ“]5¢ +

+HeypMp — 0, FM 4 a*00, F* 5 Ay
=0

[i6"(0,, —ieA,) —m]yy =0  (acoplamento minimo)
w[zﬁ“( +ieA,) +m] =0 (2.5)

(14 a?0)0, FM™ = elh 3,

Até este momento trabalhamos com uma dindmica Lagrangiana no espaco de configuragoes. Para
construir uma dindmica no espaco de fase, precisamos da hamiltoniana. A hamiltoniana pode ser
obtida, utilizando como ferramenta os Teoremas de Emmy Noether [65] cujas simetrias da agao
estao associadas a quantidades conservadas. No caso, uma invaridncia da acao por translacoes
espago-temporais nos levaria & conservacao do tensor de energia-momento. Para extrair o tensor
de energia-momento canénico da GSDKP iremos inserir uma notagao

S = [d*zL
- (2.6)
= L(, 0,3 ¥, 0,15 Ay 0, A1, 0,0p Ay).
Neste caso as equacgoes cldssicas de movimento sao dadas por
6L 5¢8£+5( W)a(a %5%%5( D) +24-0A +8(;jf4u)5(a A )+Wa(a DpA,) =
9 [0 ) + 80 (o) 0 1250 ) 0 ()] o4 =0
o~ O (a(gf@ﬂ =0
55—0u ()] = 0
-0, (5255) + 000 (57| = 0
(2.7)

Observa-se que a agao ¢é invariante pela transformacao global abaixo



Y — expliay

Y — 1 exp[—ial.
Tendo em vista o Teorema de Emmy Noether, a transformacdo global acima (infinitesimal) estd
associada a uma simetria,

(2.8)

6S = [d'asL (2.9)
B . - oL oL
= [d xa“[5¢8(8ul_p)+0(3u¢)5¢]
= [d*z0,(iapBp)
= 0.
Portanto,
JH =B
d,J" =0 (equacao da continuidade) (2.10)

N=] d®x)%)  (carga conservada).

Por outro lado, assumindo que a agao seja invariante perante a variacao associada a uma translagao
espago-temporal

= a2 + ot

=+, 0 = (Or)da

Y — P+ 8, b= (0\)da? (2.11)
A, — A, +6A,,  JA, = (0yA,)d2

§(d*z) = O\0x d*x
6S = [o(d*z)L+ [d*xdLl

65— d*20,[(0x0) 53555+ 512557 (On0)+ 57y (O A) =00 (55rsy ) (OnAu)+
+—0(a oA (00 A ) En/\]éx

(@Waa +38£ (3A¢)+aa 17 (OAAY) =0 W (O0ALY) + 5501 (DO Ay) =Ly
(Out) ( ) (0, )

08S=0=0,T",=0 (conservagao da energia e do momento).
(2.12)



Dessa forma, a hamiltoniana candnica é dada por

H, =[5 T =
=/ d?’*[aw aw +a<ao¢><8 )+ aA>(8°A) % (W) (3°A>+W<‘9030A> ] -

= fdg Z{( 30‘/’ a(am/; + 8(60¢) (Doy)+ [ (00 A,) —20; ( 9(800; Ay)) 808 8080.4 ] (GoAy)+
+8(8080A )(8080 v)—L}.
(2.13)

Podemos definir e calcular os momentos canénicamente conjugados a partir da equacao anterior

~- 9L __ i,,10
D=5,y — 290

v _ oL
I a(aoA —20; ( BOBA ) % < 8080A )) = " — 20, <2a 200,y T 28(31-60,4”)) + (2.14)
_80 (aaFau _ OuaaFQO) FZ/O al ([ OzaaFay _ OyaaFaz] [ anaFau _ niuaaFQO]) +
—60 (77008aFow _ nOuaaFaO) _ [HOVaaaiFai + nOuaOaaFaO] + [niuaiaachO _ nOanaaFow] —
— nOVaaaeFaG + [nil/aiaaFaO _ 7700808&}710w] — FVO + CL2 [niuaiaaFaO _ aoaapocu]
v_ oL _ av v @
d =B GaA) = a%[0, F — 100, F).
onde utilizamos algumas identidades! .
Logo, temos que

Hc = fd33_3'{(80{b)p —}—ﬁ(@ow)—l—ﬂl’((’?oA,,) -+ <I>”(80F,,)—£}
(2.15)
Fl, == aoAl,

e o espaco de fase ¢é definido em termos das varidveis (¢ ,v, A,T'; p, p, I, ®), observando que I' ndo
se comporta como um 4-vetor. As equacoes de Hamilton sao dadas no espaco de fase em termos do
principio da minima acao,

1

A(F*PFop) _ O(F*P)Fag+FPO(Fap) _ o O(F*P) v
B(OMAu)ﬁ - B(guAu) . 28(6 A, )F p=4r"

A" Fupda F*P) _ 9(8" Fup)Ba F*P+0" Fup(0a F*P) _ o (8" F,p) aB _ o[, Ao aw Aw ac
00, A0 RN = 25004 Oa ' = 20 0o F — 10, F 7).




0H. = [d*T{—6¢(0op) + (00v)dp + 0p(Oot)) — (8op)dtb+011" (8 A,) — (BoI1*)6 A, + 6B (9pT,)+
—(Dy®")6T,—6 L}

5H fd?)—’{(;w&?ic + 5Hc 5¢+ JHC (SA _'_6Hc 5{\ + JHC 5p+§p67-lc + %ﬁlc 51-[ + JHC Y }

(Equagoes de Hamilton)

(Qop) = —{zf‘[ (Qop) = —5(;1[ (Oorp) = 6;?{ (O0) =

(0011”) — _%Z’f (aoq)u) — __0Hec ((%Ay) _ 0Hc (80 ) _ 0Hc

ory oIl 0®, °

(2.16)

Dada uma quantidade fisica Q sua evolugao no espaco de fase é dada por

Q = fd?)fg(& 7¢7A7F;p>ﬁana (b)

99 _ [ g {2 00 | 99w outy) | 09 9Ay) | 00) OTuly) | 90() o) | 35 9
B = [dPrdy o a¢()+aw(y> o T oA oot e+ B o+ B e T
+ 09(x) 011, (y) + aQ(:n 8<I> (y }

oIl (y) Ot v (y)

dQ — (37737 8Hc )0Q(z) _ 9Q(z )BHC( ) 4 09(x) OHe(y) _ OHel(y) 0Q(z) | OHc(y) 0Q9(z)  09(x) OHe(y)
f dzd { o0 dp + o p awy dp + S o4, o aAVy +
+ch( y) 09(z) 6Q 6Hc(y)}
0%

v ory o®v oIy,

9 [ PEPFQ(x). Hol))

(2.17)
onde definimos a operagao{, } p conhecida como paréntese de Poisson. Agora sabemos pelas equagoes
(2.14) que nossa teoria possui vinculos primadrios, logo as equagdes de Hamilton nao serdo validas
no espago de fase como um todo mas sim em uma "superficie". Para construir o espaco de fase de
maneira consistente com os vinculos, vamos utilizar o método de Dirac, restringindo a evolucao das
quantidades fisicas a uma "superficie" no espaco de fase.

Primeiramente, temos os seguintes vinculos primérios

X=p+50% 0 x=p—59B =0 ¢ =B ~0
HO = —a%é@i@aﬁ’ao = 8k<1>k = Py = HO - 6k(1>’“ =~ 0, (218)
com = denotando uma igualdade fraca, restrita a superficie.

Também temos duas relagoes dinamicas

ITF = F*0 4 2[5k 0,0, F20 — 0p0a F*] = 9y AF = 98 A° — TI* + a2[0%0, F0 — 940 ]

(2.19)
OF = a2[0, F* — 09, F*°) = goI* = 9*Tg — O F™ + ;.
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Com as identidades

508" (9,) = p(oth) + 595" (0i)

50,080 = —(o)p — 508 (01))

FWE,, = FNF +2(T; — 8;A)?

O F 0, P = [22 — 180, FHO)[ — 09, F0) = 226 4 9400, F0 = 286 4 9IFy;0, FF =
— B8 (9IT; — 990, Ag)?,

(2.20)
escrevemos a hamiltoniana canonica da seguinte forma

H. = [d&{ (00} p+p(80¢)+HV(aOA ) + @ (o, z} de*{HOPO + IO, %+
+<1>k(akr0 — O F™* + 20) — 19 G )+ mi — e A + LB PR 4+ N — 0;A0)%+  (2.21)
— (0T — 99, A0)*}.

Portanto, definimos a densidade de hamiltoniana priméria

H, =H.+ Cx + XC + Crp; + Capy (2.22)

onde C,C,Cy, e (5 sao os multiplicadores de Lagrange associados aos vinculos.
Os parénteses fundamentais de Poisson sao dados por

{0 (), Pe(y)}p = 550%(F — §)
{4 (@), pu(y)}p = 038%(F — 7))
{AF(2), 1L (y)} p = 010°(F — §)

_ SUS3( =z —
{T*(z), @ (y)}p = 0,6°(7 = 7).
Para que a teoria seja consistente, os vinculos devem permanecer os mesmos em todo momento, ou

seja, devem ser estdveis. Sendo assim, impomos as condicoes de consisténcia ou estabilidade nos
vinculos

(2.23)

dox(x) = [dF{x(@), Hy(y)}p ~0 (2.24)

dox(z) = [dy{p(z)+ %6%(1‘)7 He(y) + C)x(y) + x(m)C(y) + Ci(y)er (y) + Co(y)pa(y) }p
= [&y{p(x), —%@E(y)ﬁi (D 1 (y)] + mb () (y) — ed(y) AW)b) e + [PHp(e) +

280 (), X(0)}C ) (225)
= B0 (x) — mip(x) + eA(z))(x) +iB°C()
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iB°C(x) + i8'0;p(x) — map(x) + eA(x)p(z) = 0. (2.26)
Da algebra de DKP,

BB+ B8 = B+ B

(2.27)
393930 — 30,
Logo
B3°li8°C (x) + iB'0n(x) — myp(x) + eA(x)ip(x)] = 0
A (2.28)
C(x) = =p°B'0ip(x) — imB°¢(x) + ief° A(x)(x).
Da mesma forma
dox(zr) = [dy{x(x), H,(y)}r =0 (2:29)

dox(z) = [d§{p(x) - %w(x)BO, He(y) + Cly)x(y) + xW)C(y) + Cr(y)e1(y) + Cay)pa(y) }

= [dy{p(=), —LBBT )] + mb(y)(y) — b AWNE)} e + J &G (y){p(x) +

2
—5 ()8 x()} r (2.30)
= —i0p(x)B' — mip(z) + ed(x) Ay) — iC(x)8".
Logo
Cly) = =0 (@) 5'8° + imi(w)8° — iedy(x) A(y) 5°. (2.31)
Por outro lado,
dopi(r) = [F{ei(x), Hy(y)}p =0 (2.32)

Qopy(z) = [dG{Po(@), He(y) + Cy)x(y) + X»)C () + Cr(y)er(y) + Co(y)ea(y) }p
= [&{Po(x), To(y)I°(y) + Pi(y)0"To(y)}r
= —Ilo(z) + 0" x(x) = —py(x) = 0.

)=
Porém a condicao de consisténcia para o vinculo o, ()
Qops(z) = [d*§{pa(x), H,y(y)}p ~ 0 (2.33)

dopy(z) = [d{es(), He(y) + Cy)x(y) + x(1)C(y) + Cr(y)er(y) + Co(y)pa(y) }p
= [§{IIo(x) — D" (), —ew(y)A(y)w(y)+Hk(y)F'“(y)}p
= e(2)BY(x) + O i (2)=@,(z) ~ 0
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nos leva a um novo vinculo, @,(z) é um vinculo secundério. Neste caso, impondo a condi¢ao de
consisténcia para @,(x)

Qopa(z) = [d*F{a(2), Hp(y)}r ~ 0 (2.34)

Aopa(x) = [d7{@e(x), He(y) + Cy)x(y) + X(W)C(y) + Cr(y)e1 () + Ca(y)pa(y) } p
JPi{et ()% (x) + 0"k (z), He(y)} p
— 0.

Portanto, apés encontrar todos os vinculos, podemos escrever a densidade de hamiltoniana total

Hyp = H. + Cx + XC + Cro, + Copy + Copy (2.35)

e utilizar uma nova classificacao dos vinculos de acordo com a independéncia linear destes. Dados
dois vinculos 2; e (), estes serao de primeira classe se e somente se

caso contririo serao ditos de segunda classe. Esta classificacao esta associada ao fato de determinar
os multiplicadores de Lagrange, se os vinculos sao de primeira classe nao conseguimos determing-los.
Conseqiientemente, para o vinculo y

) Xo)ke = (pa(e) + 580(@)a o — S [D)FIo}e (2:37)
= iBapd* (T — ) # 0.

@) )} = (pa(e) + 804, Do)} = 0. (2.35)
(), 2o = {pale) + S[FV()]a, Tho(y) — BB (w)}e = 0. (239)
D). 2a)e = {pale) + SU@)]a b W)E () — Ty} (2.40)

= (pa(e) + 5[V @0 DBV}
= {pa(a) + 5[80(@))a, —5ee(y) + Seb)p}e =0

De maneira andloga, encontramos o mesmo resultado para Y. Dizemos que os vinculos y e Y
aparentam ser de segunda classe. Para esclarecer esse ponto precisamos explicitar a matriz 3, e
ver se temos vinculos secunddrios. Isto serd feito a posteriori.

Por fim, resta-nos encontrar os parénteses de Poisson associados aos vinculos ¢, ¢, € @,. Neste
caso
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{e1(@), 22 }r = {01 (2), 2(1) } p = {Po(), Ta(y) — 2™ (y)}p =0
{e1(2), 22(y)}p = {Po(@), ev(y) B (y) + O*T(y) }p = 0 (2.41)

{oo(x), 2o(y)}p = {o(z) — 0, P*(2), et (y) 8% (y) + 0" Ik (y) }p = 0.

Dizemos que os vinculos ¢, ¢, € @, sao de primeira classe.

Devemos ser capazes de encontrar todos os multiplicadores de Lagrange da teoria em questao.
Para o caso de vinculos de primeira classe, temos que introduzir condigoes subsididrias a fim de que
todos os multiplicadores de Lagrange sejam determinados e a dindmica Hamiltoniana seja equivalente
a dindmica Lagrangeana. O fato de implementar condigoes subsidirdrias estd associado a necessidade
de trabalharmos apenas com os graus de liberdade fisicos ou verdadeiros da teoria. Ao introduzirmos
condicoes subsididrias, os vinculos de primeira classe passam a ser de segunda classe onde é possivel
definirmos a evolugao de um observavel fisica pelo paréntese de Dirac.

Para esclarecer a metodologia de Dirac suponhamos que primeiramente encontramos todos os
vinculos €);(primdrios, secundérios, ...) da teoria. Neste caso, definimos a densidade de hamiltoniana
total

Hr = H, + U\ (2.42)

Se ; sao vinculos de primeira classe, nao conseguimos determinar os multiplicadores de Lagrange.
Para que isso seja possivel, introduzimos condicoes subsidiarias (novos vinculos ¥ ;) advindas da teoria
para fixar os graus de liberdades nao fisicos (calibre)

H = Hr+ %00 (2.43)
= H.+ U\ + 3,67

Conseqiientemente o conjunto de vinculos (2, Y) passa a ser de segunda classe.
Agora se (; sao vinculos de segunda classe

() = / P (), Hr ()} (2.44)

/ BFQU(), Holy)}p + / FFHY(), ()N ()
0

Q

Q

J @), ()} pN () + [ EF{Q(x), He(y)}p ~ 0

(2.45)
J Bg{Q(x), Qy) }pAy) + [ Py{Q(x), He(y)}p ~# 0 (notagdo matricial).
Resolvendo a equacao anterior de maneira algébrica
Mz) & — [ BEPTHO(2), ) el {Q2), He(y)}p
(2.46)

J @7 [{=2), )} ] H{QU2), Q) }p = 8°(Z— H)1.
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Portanto, a evolugao de um observével fisico Q = [ d*zQ( v, A,T;p,p, 11, ®) serd dado por

W [@FP o), Hely)) (247)
~  [PEPy{Q(x), He(y)}p + [T 7{Q(x), 2y) }rA(Y)

~ [dEPF{Q(x), Hely)}p

onde definimos o paréntese de Dirac

{Q(z), He(y)}p = [{Q(x), He(y) }p — /dg?dgw{Q(fv),Q(Z)}P {Q(2), Qw)}p] ™ {Q(w),Hc(y)}P]
(2.48)

Logo, se trocarmos o paréntese de Poisson por paréntese de Dirac, a dindmica Hamiltoniana ocorre
em uma superficie contida no espaco de fase (v ,1, A, T;p, p,II, ®). Esta superficie foi construida
por meio da andlise de vinculos para que a dinAmica Hamiltoniana seja equivalente com a dindmica
Lagrangiana. Com a definicao do paréntese de Dirac as igualdades fracas podem ser escritas como
igualdades fortes, ~—=. As equacoes de Hamilton sao dadas agora em termos dos parénteses de
Dirac {, }p.

Haviamos dito que os vinculos y e Y sao aparentemente de segunda classe anteriormente. Para
explicar o termo aparente vamos escrever a matriz de vinculos Vap = {x4(2), Xp(y)}p de maneira
explicita

0 i° L
Vioxio@zy) = ( —ig° 05 ) 837 — 1)
(2.49)
(0 i°
V10x10=( —ig Oﬁ )
O determinante de Vigx19 ¢ dado por
det[Viox10] = det[(8)?] = det[3"] det[3°] = 0 (2.50)

sendo assim, ndo temos uma matriz inversa Vj,L,,. Esta informacio nos diz que temos vinculos
secundarios na teoria. Para facilitar a anédlise vamos escolher uma representacao para as matrizes 5"

00001 00 000
00000 00 001
B = 0000O0O]|, pBt=]00 000 (2.51)
00000 00 000
10000 0 -1 000
000 00 0000 0
000 00 0000 0
g = 000 01|, B=l0000 0
000 00 0000 1
00 -1 00 000 —10
15



Como

Cly) = —B°B'0(z) — imB%(x) + ief° Aly)(z) (2.52)

Cly) = 0(x)B'8° +imip(x)B° — ied(x)Aly)B°,

concluimos que apenas 2 multiplicadores de Lagrange de C' e de C' sao encontrados. Logo, temos
6 vinculos secunddrios, 3 associados a C e 3 associados a C. As afirmacoes anteriores condizem
com o fato do posto da matriz Vigx10 ser 4. Pois bem, vamos encontrar os vinculos secundarios.
Primeiramente,

~

i8°Cly) +iB' 0 (x) — myp(x) + eA(y)ib(x) =0 (2.53)
Definindo o operador projecio P = [1 — (3°)?]

[1 = (B1liB°Cy) +iB'0(w) — mp(x) + eA(x)y(x)] = 0

(2.54)
[1 = (B")2[iB'0p(x) — map(x) + e Ay(x)ip(2)] = 0
encontramos os vinculos secundérios
X? = [1 = (8"))[i6' 0 (x) — map(x) + e Ai()ip(a)] ~ 0 (2.55)
Analogamente,
— [10(@) B + mib(x) — ed(@)F Ai(@)][1 — (8% ~ 0 (2.56)
Portanto, a densidade de Hamiltoniana total é dada por
Hy = Ho + COxW 4 3OO 4 6Dy@ 4 yBC® 4 Crp, + Copy + Coy (2.57)
onde
XV =p+56%
XV =p— 505
‘ . (2.58)
X® = [1 = (B°)[iB" 0 () — map(x) + e Ai(a)ib(x)]
X® = [0 (2)8" + mi(z) — ey (2) 5 Ay(2)][1 — (8°)]
Temos agora o conjunto de vinculos primdrios e secundérios
O X 1)
A=1,2,3,4,5 (2:59)
b=3,4,5

Os parénteses de Poisson fundamentais dos vinculos sao dados por
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(W), xV(y)}p =iB°6* (T — 7)), (2.60)
(XM(@),xPW)}r =0, (2.61)
(XM (@), xP W = {p@)+ %50¢( ), [i0:0(y mi(y) — e (y) 3" A (y)][1 — (B°)*]}p

)B'
= —[i0:0°(& = §)B" + md* (& — §) — e’ (F = §) B Ai(y))[1 = (8°)7]
= —[iB'0; +m — ef' Ai(y)][1 — (8°)°]8°(7 — 9), (2.62)

XY@ xPte = {pl) - 5[@( )B4, [1 = (B°))0iB' 0 (y) — map(y) + e Au(y)v ()]} p
= = (PG ) mi'(F )+ 5 A )
= —[1—(8)[iB'0; — m + e Ai(y)]6* (& — ¥), (2.63)
{(xW(@),xPW)}r =0, (2.64)
{(X®@).xP)te =0. (2.65)
Portanto, ao final temos a seguinte matriz de vinculos Vfﬁsxcf(f“’"(x ) associada ao setor escalar
e (@) = VS0 (@ — ) (2.66)
onde
- 20
V110x10 = ( (15;550 E)fxg) >
V2 _ A 05><3 . { [zﬁ’@ —Fm—GBZA( }5><3
10x6 {_[1 — (BN?[iB'0; — m +ef Ai(y)]}5x3 O5x3
3 _ 03x5 ‘ ' {[iﬁiaz’ +m—ef A(y)][1 - (50)2]}3X5
wae A A= (BB —m + eB AW}y Osxs
Vixs = Osxe-
(2.68)

Voltando ao problema de se construir um espaco de fase para a eletrodindmica GSDKP, temos
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My = H, + COD 4 30O 4 GO L yOCR) 4 Cior + Copy + Cody, (2.69)

onde

He = Mol + IS + (04T — O F% + 25) — 596D ) + mayp+
—67:0/17# —f‘ iijij ‘I— ?11(1—\] — ajA0)2 - %((‘ﬁfj - 8j8jAo)2,

XV =p+58%,

X&) = [1 = (B8 0 () — map(x) + eB' ()i ()], (2.70)
X® = [i0:0(2) " + mi(x) — e () 8" Ay()][1 — (8°)7],

p1 = Do,

0o =TTy — 8,,DF,

Po(@) = ep(2) B2 (x) — FTIy(x).
Tendo em vista os graus de liberdades fisicos discutidos no apéndice (5.3), implementamos a
condi¢ao de Coulomb generalizada por meio de um multiplicador de lagrange

Hyp = He+ COYW +XOCO + COXE + XBCO + Cripy + Cappy + Capy + G5 T,

(2.71)
Y3 = (1+a*0)(V.A) =0,
onde impomos a condicao de estabilidade

0%s(x) = [d*y{Ss(x), Hr(y)}r (2.72)
= — [ +a*0)(0;47 (), u(y)T*(y) }p
—[*F(1 + a®D)9;{ A’ (2), T (y) HT* (1)
= —[dl(1 +a*0)0:6° (7 — PIT*(y)
= (1 +d*0)0 " ()
= (1+a*0)0x0A*(z) =~ 0.

Observe que Ag =~ 0 e, sendo assim, temos um vinculo secundério.
Novamente

V= He 4+ COxO 4+ xOOW 4 0@ 1 3P C) - Crp; + Coppy + Copy + G353 + G2Xy

22 = AO ~0
(2.73)
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DoXa(x) = fdg?j{EQ(x)»H%(y)}P
= [dF{ Ao, To(y)} T (y)
= T%2) =0

e, consequentemente, temos um vinculo tercidrio. Logo

(2.74)

HY = H, + CDxD + xOCO 1 COXD 1 3D CD 1 Crp; + Copy + CaPpy + G151 + Go Ty + G3X3

21 = F()(l‘) ~ 0

0o¥a(x) = fd3?j{22($)aH%,(y)}P
= [T (), HT (y)} P
= 0.

Por conseguinte, temos uma matriz de vinculos V;’f;m'ml(f, /) associada ao setor vetorial

{o1, 01} {p, 00} {e1, P2} {en, 21} {22} {1, 23}

{0201} {0as 02t {0 Pat {wa; X1} {92, X2} {09, X3}

V/vetorial _ {@os o1} {Po, 02} {P2:Po} {P2 X1} {@2, 82} {®g, 55}
66 {Z1,010 {2100} {21,802} {21, 51) {Z1,5) {5,255}
{32,011 {Z2, 001 {22, @} {Z2, X1} {39, X0} {32, 33}

{33,011 {Z3,00) {¥3, @2} {¥3, X1} {33,252} {¥3,33}

Explicitando o célculo dos elementos nao nulos da matrix anterior, temos

{e1(2), Z1(y)} = {@o(2), To(y)} = ~0°(@ — 9),

{02(2),Ba(y)} = {To(2) — BuP* (), Ao(y)} = —0°(& — 7,

=2 =2

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

{@2(2), Zs(y)} = {ev(2) 8% (2) — 0"k (), —=(1+a’D)(9;4 (y))} = —(1—a’V' )V & (T—7). (2.80)

Sendo assim,

00 0 10 0
00 0 0 -1 0
vl 000 0 0 —(1-aV)V |
Vi @O =11 g ¢ 0 0 0 0T =y
010 0 0 0
22 2
00 (1-a®2V)V 0 0

(2.81)



Formalmente o estudo de vinculos da GSDKP nos levou a construir a matriz de vinculos V' (Z, 7)22x22
dada por

Vescalar(—» g») A16><6< ) ) < vescalar A16><6 ) 3
V fa 7 = o ’ vetoria — = oxe vetoria 0% (7 — _‘7 2.82
@ = (G T By, Vot )0 (282

onde o setor escalar e vetorial foram dispostos em blocos e

O10x2  O10x1 O10%3
Z.7) = @ o.1p .

A16><6( 7y) Opx2 ( }i@):gzij )6><1 06><3 7 (2 83)

O2x16

B6><16('f’ g) = O1x10 ( {@27)((2)}13 {@2756(2)}13 )1><6 )
O3x16
sendo
(X (@), 2(0)}p = /d4y{[1—(50)2][6ﬁi14i(93)¢(w)],—akﬂk(y)}zﬂ (2.84)
= e[l - (8°)%)5'0(x),

{(XP(x), &)} = / d'y{[—ed(x)5 A;(2)][1 — (8°)%], 0" (y) } (2.85)

= —ed(z)B1 — (8°)?).

Como vimos, o espaco de fase fisico é o espaco de fase descrito pelas 36 varidveis (¢ , ¢, A, T; p, p, I, ®)
porém sujeito aos 22 vinculos {x™, ¥, x®, ¥ 0., 0y, @y, 83, X9, ¥1}. Existe a possibilidade de
construir uma leitura intuitiva associada aos graus de liberdade fisicos e sua conexao com os vinculos,
vide apéndice (5.5).

E importante notar que nossas matrizes sdo matrizes de operadores diferenciais e o inverso de um
operador diferencial ¢ uma func¢ao de Green. Dessa forma para encontrarmos a inversa de V' (Z, ) 22x22
e podermos definir o parentese de Dirac precisamos resolver a seguinte equagao algébrica

/d3fV1(Z, f)QQXQQV(f, g)22x22 — (53(5— g)] (286)

O problema que estamos lidando é um problema de dlgebra linear. Como o setor escalar e vetorial
estao dispostos por blocos podemos resolver a equacao anterior separando os setores [66]. Observa-se
que

det[‘/ggxgg] = det[vescalar A16 6 |/ vetorial = -1 B

16x16 6x6 6xl6]

det [Vvetorzal]

6x6

(2.87)
__Y/escalar vetorial \—1
‘/lﬁxlﬁ_‘/;leG - A16X6(‘/6><6 ) B6><16'

Vamos encontrar a inversa da matriz V;”X‘Zo”al(f, ). Para isso
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BE VI TNz ) Vretorial (g i) = §3(Z — )1
6X6

6x6

0 0 0 B (Z—-2) 0 0
0 0 0 0 3(Z—2) 0
vetorial =1 (2 =\ _ 0 0 0 0 0 G(Z,f)
Voa ED=| _pz_m o 0 0 0 0
0 —8*(Z7-7) 0 0 0 0
0 0 ~G(Z,7) 0 0 0
(2.88)
Neste caso
J BFG(Z D)1 - VIV 8 (F — ) = 8°(2 - §)
(2.89)

(1- V)V G(2.9) = 3*(2 - ).
A partir de agora estamos aptos a quantizar a teoria, utilizando o procedimento de Faddeev-

Popov-Senjanovic para obter a amplitude de transicao.
A amplitude de transicao é definida em sua forma hamiltoniana pela seguinte equagao

Z =N [ Duexpli[d*zL],

Z =N [ Dpexpli[d*z {(0o0)p + p(0ot))+11(8pA,) + B (0oL,) —H. }],

He = Tl + T T* 4 B (To — O F™ + ) — 365D ) + mpw) — evp A+ (2:90)

2a2

+3F P 4 (T — 0;40)* — S(°T; — 970;Ao)?,

Dy = D& DT, DII*D A, Dy Dy DpDps(0,){det[Vagyaa]} 2,

onde ©; = {xM, xM, x® x® 0, 0, §y, 83,52, 51} € 0 conjunto total de vinculos da teoria. O
interessante é que a medida de integragao tem que se transformar como um escalar neste espacgo de
fase vinculado, por isso aparece a raiz de V' associada ao jacobiano de uma transformacao. Portanto,
o funcional gerador é definido como sendo uma integral sobre todas as configuragoes de campos
restritos ao espaco de fase vinculado.

De maneira explicita, a amplitude de transicao Z é dada por

Z =N [ D®' DT, DII*D A, Dy D DpDpd(Po)5(Ily — 0 P*)S(ep 3% + OFT11,)8 (o) (Ap) %
x8((1+ a?D)(V.A)3(p + 58°)5(p — §68°)5([1 — (B)[i8'Dtp — mip + B A)]) x

< 3([~i0DB +mi — e B AL — (B)2]) det[(1 + a2V )V [ {det[Vigxis] } X

x expli [ d*z{(Dot)p + P(Doth)+T1" (9o A,) + ®¥(0T,) oI — ILT* — & (DT — O F* + £3)+
+%1715i(<5)z¢) — mipp + ep A — LFGFR — LT — 0;40)% + S (0T — 970;A0)?}]. 2.81)

Integrando nas varidveis ®g, 'y, Iy e Ag ficamos com
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Z = N [ D3 DI DI'DADY DyDpDps(et5™ + 9 T)s((1 -+ a*D)(V.ADo(p + 55"6)0(p — 415 x
x6([1— (8°)? ]Wi ) — mp+ e Ah])S([—i0bB" + mip — e B A [1 — (8°)?]) det[(1 + a2V
x{det[Vme}}z expli [ d*z{(9o)p + p(Oov)+11%(Op A) + q)k(aork) L% + O (9 FF — zaz)
+iyB'( 0 ﬂﬁ) mp + ep A'Bpp — T F FR — 1(T;09) + (aJF )*H.

] x

(2.92)
Integrando nas varidveis p e p temos

7 = N [ D®* DT, DIT' D A; DY Dypd (ep 3% + OFI1,)6((1 + a*T)(V.A)) x
xo([1— (87 [iﬁi@-w —my + e Ap))d([=i0sp B + map — e B A1 — (8°)7]) %
x det[(1+ a2V )V ]{det[vmm]}% expli [ d*z{TTF (o Ar) + ®F (AoT') — I, [*+
FOLOFY — 2) + 505(0 ) — mib + eAUBp — LRGN — LI+
+4(0T5)%)].

Agora, escrevendo a delta funcional §(ei3°y + O*II;) em termos da sua transformada de Fourier

5(eiB% + 0L, = / Dé expli / P {0(chf% + 0TI, (2.94)

(2.93)

concluimos que

Z = N [ D®* DT, DII'DA, DY Dy DOS((1 + a20) (V. A)S([1 — (8°)2][iB0b — map + ef Anp]) x
x8([—idB +mi — ebF A1 — (5°)2)) det{[(1 + a>V ")V |} {det[Vigxi]} 2 x
x expli fd4a:{9 (et + OFILL) + IT* (O Ar) + ®F(OeT'y) — Hkrk + O (O F™ —

‘I’_k)_|_
+59"( 0 D ) — mip + e A — LR FN — J(05TY) + 9(0T5)%).

(2.95)
Podemos fazer a integral em DII' na expressao anterior. Para tanto note que
7 = N [ D®* DT, DOD A, DY Dd((1 + a>0) (V. A))d ([ - (8
X §([—idb5 + mi) — e A1 — (8°)%]) det(1 + o>V )V ) t[wal6]}2 X .
x expli [ d*x{0epB° + ®*(OoT'),) + @k(alFlk s ) Lyp B(D ) — mibp + eAipBap+
— 1P PR — X(T;09) + “—22(8j )2} DIT expli fd —(O*OITy, + Hk(aOAk) — I, T"},
(2.96)
e utilizando

"2 0 — map + e Aigp]) %

DI expli [ d*z{—(0"0)11y, + ¥ (9o Ay) — ILT*}] = §(I" + 0'0 — 9y AY), temos (2.97)

Z = N [ D& DT.DOD A DYDY ((1 + a?0)(V.A))é ([ ( BO2[iB b — map + eff* Awp]) x

x8([—i0:B" + mi — e Aj][L — (8°)?]) det[(1 + >V W J{d et[wam]}2 X

x expli [ d*a{fer 3o + B (ATy) + O (B FF — 25) 4 13 (D ) — mabt) + e A Bap+

1R FR — YY) + 2(T5)2 (T + 910 — p AY). o)
2.98
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Fazendo a integral em DI’} chegamos a

-,

Z = N [ D®*DOD A, DY Db ((1 4 a?0)(V.A))5([1 — (BO)A[if'0ip — map + e Aih]) x
w8 ([—ids B+ mi — e AL — (8°)]) det[(1 + a262)€2]{det[vmxm]}2 x
x expli [ d*z{0ey 37 + PF[Do(Do Ay, — Of)] + ‘I’k(azFlk -2+ 21/15”( ;ﬂ/)) mip+
+eAipBap — LF R — L0y A; — 8,0)(00 A — 970) + S99 (00 A; — 9;0)]2}].

(2.99)

e identificando 6 = A,

Z = N [ DA,DYDd((1 + a?0)(V.A))5([1 — (60)2]@8“5 — map + eff Aap]) x

([ Zaﬂzﬂ + m{b - 61}51142'][17_ (50)6])Adet[(1 + a26 )6 ]{det[vlﬁxw]}% X (2'100)
x expli fd%:{zzw“( W) — mp + ep Ay — LF,, P 4 2 [grF, 2] x
X [ D®* expli [ d*z{®,(0, Fr*) — 22y,

2a2

Completando quadrados na varidvel de integracao D®* ficamos com

—aZom k_ g2 uk
J D expli [ d*a{®,(3, ) - 28} = [ DO expli [ dio{— Bt E) a0 ) | (2.101)
+%(auFuk)(auFuk)}]'

Logo, a amplitude de transi¢ao é dada por
Z =N [ DA,DYDpS((1+ a?0)(V.A)S([1 — (B)2[if b — myp + e Ap]) x

XO([=i008" + mib — B AJ[1 — (8°)]) det[(1 + a2V )V’ [{det[Vigsro] } £ x
x expli [ e { 308" (D ) — i + eh A — LE, FW 4 L0050, F0 )], (2.102)

N = N [ D expli [ d*a{— D@ Fu) @ _a?0,7) )

2a2

Por fim, trabalharemos com as integrais nas varidveis 1 e ¢. Primeiramente, observa-se que

O([1 = (8°)][i6"(0; — ie Ay — mp]) = [ DCexplifd*a{C[L — (8°)][iB"(0; — ieA:)d — my]},

3([(0i + ieA)p" + my][1 — (8°))) = [ DC expli f d*a{[i(0; + ieA;)B" + my][1 — (8°)*)C}.

(2.103)
Tendo em vista a definicdo de derivada covariante V,, = (0, — ieA,,) escrevemos
7 = NW [ DA,DEDYDCDCH((1 + a*D)(V.A)) det[(1 + a2V )V {det[Vigxis) 15 %
x expli [d*z{[i"V, — mly — 1FWF“” + 4 aqua Fob4
+C[L— (PP, — -+ DT+ ml[L - ()] (2.104)
[1— (818" =0
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Fazendo a integracao funcional em 1/ somos levados a

Z = NO [ DA, DyDCDCS((1 + a?0)(V.A)) det[(1 + a2V )V |{det[Vigx1s]} ¥
x expli [ d*a{ =1 F, F™ + S0 F,50,F° + C[1 — (8°)[if"V,, — mJy}]x (2.105)
x [ Dy expli [ d*zp{(i6"V . — m)y — (if"V,, — m)[1 - (6°)*]C}],

Z = NO [ DA, DyDCDCS((1 + a?0)(V.A)) det[(1 + a2V )V [{det[Vigx o]} ¥
< expli [dhr{—L Fu P + 208,50, + C1L — (B)I[i6"V,, — mJu}]x (2.106)
< S{(iBV, — M) — (i8°V, + m)[1 — (B°)C}.

E de nosso conhecimento a seguinte propriedade

0(A¢ + B) 25(A[¢+§]) = detl[A]é(erg)- (2.107)

Neste caso,
§{(iB"V . — m)p — (iB*V,, —m)[1 — (8°)*]C} = det[(z’ﬁ“lvu — 51— (iﬁuvﬁigﬂnvli[l_—m(f ) ]C)'
(2.108)

Portanto, fazendo a integracao funcional em v na equagao (2.106), concluimos que

Z = NO [ DA, DyDCEDCS((1 + a?0)(V.A)) det[(1 + a?V" )V [ {det[Vigx 6]} ¥
211—(8°)2][i g —ml (18" —m)[1—(8°)2
X gere =y OXPli [ d*a{ =5 F P + S0 Fp0, Fef — ST 0B ) 10y,

(iﬁ”vu—m)
(2.109)
Entao,
= o -2 -2 1
Z=N® [DA((1+ a2D)2(v.A)) det[(1 + a®V" )V [{det[Vioxs] } 2 gamame—my ¥ (2.110)
x expli [ d*a{—3 F, F" + © 0" F,50,F*"}]
onde por meio da dlgebra de DKP
N@ = N [ D" expli [ dtar{— Dol (0l 3 (2.111)
x [ DCDC expli [d*z{mC[1 — (8°)%C}]. '
Lembrando-se que
1 - _
=¢ | DyD [ d* {4 (iB*V, — 2.112
e = | PIDv e lifata iV, myv) (2112)

onde € é uma constante infinita, discutida no apéndice (5.10), encontramos uma expressao final para
amplitude de transicao Z
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Z = NO¢ [ DA,DYDYS((1 + a0)(V.A)) det[(1 + a2V ")V | {det[Vigx 1]} ¥
X exp[z’fd‘lx{{b(iﬁ“vu —m) — iFWFW + “2—28“FM56QFQB}], ou

Z = N® [ DA,DYDpS((1+ a®0)(V.A)) det{[(1 + VA A% ]}{det[Vwa]}z expli [d*zL], com

N® = Ne [ D®* exp[ifd%{—(q>k7a26MF"k2)a(;pk7a26“Fuk)}] [ DCDC expli [ d*z{mC[1 — (8°)?|C}].
(2.113)
Como {det[Vme]}% nio depende dos campos A, ¥ e ¥, temos que

Z = NW [ DA, DD det((1 + a2V )V 16((1 + a?0)(V. A)) expli [ d'a{i(i"V,, — m) — LE,, Frv+
+"2—28“Fu58aFa6}], sendo

N®W = Ne [ D exp[z’fd4x{_(‘I’k‘“%“Fukz);@k—aQ@uF“k)

x [[DCDC expli [ d*z{mC[1 — (B 20} {det[Vigxie]} 2.

X

M\H‘—v—’
.

(2.114)
Embora a expressao anterior para a amplitude de transicao seja correta sua forma nao é covariante
explicitamente. Entretanto, podemos usar o ansatz de Faddeev-Popov-DeWitt para determinar a

forma covariante da amplitude de transi¢ao vdacuo-vicuo. Para o caso da condicao de calibre no-
mizing

det[(1+a2D)2D54 (x—y /Hda [(1+¢*’0)29, A" =1. (2.115)
Vamos inserir a identidade anterior em (2.114)

—,

Z = N® [ DA, DYDY det](1 + a2V )V ]8[(1 + a?0)(V.A)] det[(1 + a>0)2006* (x — y)]x
X [Tl da(z)d[(1 + aQD)%GM AcH expli [ d*z{(i"V,, — m)p — }LFWFW + %8*‘}7“56@}70‘5}],

Z = N® [[Tda(z) [ DA,DODY det[(1 + o>V )V I8[(1 + a0 (V. A)] det[(1 + a?0)z 06z — y)] x
%0[(1+ a?0)29,, A" expli [ d*e{D(i6"Y,, — m)ip — LF P + €01 F,50,FP}).
(2.116)

Aplicando a tranformacao de calibre

a1
Au — AC )l“

Y — explia™ ()], (2.117)

W — Y exp[—ia~!(z)],

na equacao anterior concluimos
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Z = N® [[[da(z) [ DA,DHDY det[(1 + o>V )V I8[(1 + a?T)(V.AC ] det[(1 + a?0)206%(z — y)]
511+ 2030, A" expli [ d'a{H3"V, — ) — L Fo P+ L0y 0, FoP)),
(2.118)

observando que a medida de integracao e a densidade de lagrangiana sao invariantes perante uma
transformacao de calibre. Deste modo

Z =N [ DADYDY det](1.+ a20)3 06 (& — )]0(1 + a20)79, A%

<{ [ H do(z) det[(1 + a>V" )V I8[(1 + a?D) (V. A )} x
x expli f d“x{w (iB"V, — m)y — L, F + C 00 F,30,F7}], com (2.119)

[T da(z) det[(1 + a2V )V ][(1 + a20)(V.AC )] =1

A partir deste momento, podemos escrever a seguinte amplitude de transicao

Z=NW [ Dfexp|—i[d*aL 73 fDA Di/)D@ZJdet[(l +a*0)2 D54(x— y)]d][(1 —|—a2D)%8MA” — flx
x expli [ d*z{¢(iB"V,, — m)p — 1F,, F" + 2 U COME, 50, P},

Z = NO® [ DA,DY D expli [ dz{e(i8"V, — m)p — 1F, F™ + SO F, g0, FF — (L2200 )

N® = Ne[f [ da(x)] det[(1 + a20)308% (z — y)] [ DO* expli f dia{ — B0 Eu)@Ta®0u ) y)
x [ DCDC expli [d*z{mC[1 — (8°)? ]C}]{det[VlGXw]}z. ( |
2.120

Desse modo, ao inserirmos as fontes na amplitude de transicao anterior, encontramos o funcional
gerador associado & eletrodindmica GSDKP,

Z =NO [ DA, DYDY expli [da{i(iB"V, — m) — LF,, F* + CorE, 00, FP+

14a20) 29, A2
_la+ 2)§ f ]_i_JHAM}]_

(2.121)
A importancia do objeto anterior conhecido como funcional gerador advém de teoria das fontes de
Schwinger. FEle estd relacionado ao estudo das equacoes de movimento quinticas na descrigao de
Heisenberg, utilizando uma linguagem de funcionais ao invés de operadores. A maneira com a qual
extraimos informagoes gerais da teoria é muito simples no formalismo funcional de Schwinger, assunto
que trabalharemos nas préximas discussoes.

A densidade de lagrangiana pode ser escrita de uma maneira conveniente

J 1 2 1+ a20)79, A"
L= DBV —m)Y = JFu " + S0 07 (A +a 22 0, Y] 2
J ! : 9,AM? 5 (0,0,A)
= PV ) — Fu P+ S0 F 0, ( ] el s >
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O interessante é que ao escolher a condicao de calibre no-mizing mantemos a ordem da densidade de
lagrangiana original e temos derivadas até quarta ordem. No caso da condi¢ao de Lorenz generalizado
a densidade de lagrangiana passa a ter termos com derivada de sexta ordem.

2.2 As equagoes de Schwinger-Dyson

A maneira mais elegante de se estudar o conjunto de equagoes quanticas de campos na descri¢ao
de Heisenberg [67, 68] é por meio do formalismo funcional, que consiste em uma cadeia infinita de
equagoes diferenciais que relacionam diferentes fungoes de Green de maneira exata [69, 70]. Essa
torre infinita de equagoes é conhecida como equagoes de Schwinger-Dyson (SD) [71].

A proposta deste capitulo é de determinar as equagoes completas de SD para os propagadores
associados ao campo vetorial, escalar e também a funcao de vértice utilizando o funcional gerador
definido pela equacao (2.121).

2.2.1 O Propagador do campo vetorial

Tendo em vista o principio da minima agao de Hamilton e as suas consequentes equacoes de Euler-
Lagrange, podemos dizer que
5Sef;
(SA#% - _JM(‘T)v
(2.123)
F,=0,A, —0,A,.

Vamos explicitar os termos importantes na acao efetiva para o cdlculo em questao a menos de
divergéncias totais,

—}lFWFW _ %Au(n’“’D _ 9"V A, (2.124)
a? a?
5aﬂFwaaFaﬂ = S A" 0= 0"9")0A,, (2.125)
_2_15{(1 +a’0)70"A,)? = 21—5/1“(1 + a’0)0"0" A,,. (2.126)
Logo,
T O - (- PPN+ DAL+ D = (2.127)
L
Elevando a linguagem em nivel quantico
0Sefs _ 0Sefs ~ _
(s + Ju@)) = [ Dul s + ) explisig) = 0. (2128)

Em termos do funcional gerador Z,

o . 0 B
i6Jv () + ei&ﬁ(x)ﬁ ion(x) + Ju]Z =0. (2.129)

(O™ — (1 — é)aw}u + q200)
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Como apenas as funcoes de Grenn conexas contribuem para a amplitude de transicao W = —iln Z

ow ow - oW
A, =" = =—. 2.1
Observe que agora os campos sao a valores médios.
Neste caso dividindo (2.129) por Z,
1 d(—iln Z) o 1 07
—J, = {Op™ — (1= 20" Y1 + ®0)—~——— 22 — e(———)pr—= 2.131
o o
RSy Gy
—l—ewﬁﬁ 577( ilnZ7), (2.132)

SW W W S 8
_ 123 e dp QM _—
5 ¢ 5y e 5 )

Iy = AOp = (1= PO} 1+ D)

Por outro lado, temos também o gerador das fungoes de Green irredutiveis definido por uma
transformada de Legendre,

=Ww-— /d‘*:zz(im + b + A*J,) (2.133)
or or or
-9 - p=_— 2.134
Em termos dos projetores
oro¥ oro¥
(LRI 7 v
T =n = L = (2.135)
e das defini¢oes anteriores, podemos concluir que
or 1 ) )
= [T" + = L")(1 + «*0)0A, (z) — ie——3" W), 2.136
e R TR TR (2450
onde as fontes escalares foram consideradas nulas.
Agora observa-se o seguinte
or
@) (2457
) or
— =Yz —y 2.138
an(y) 0y (z) =y (2135)
ST 0yY(2)
d*z _ =5z —y 2.139
[ s =y (2139
6T 82w
d*z - =5z —vy), 2.140
| s e = e (2440

onde podemos definir a quantidade
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Sewo
Snlynz) o=y (2.141)

Observa-se que

52w 0%1In(Z) 1 62  16Z146Z

= = = - =1 Soa _Sesconeaso
snoq | enon Z{Z@'dm’éﬁ Zion Ziop| ~  Stetar = S ]

= iSeoneao (2.142)

/d4252—FS(z y) =iz —y) = T S (2.143)
op(2)o(x) oYoyp ' '
Portanto?,

5F 1 2 .
——— = [T" + =L"|(1 4+ «"O)0A, (z) — detr[s"S(z, z)]. (2.144)
6Au($) §
Aplicando uma derivada funcional M%(y) na equacao anterior e tomando a fonte vetorial nula,
o = [T" + lL’“’](l + a?0)06* (x — ) — detr{B"| S(x,2)|} (2.145)
0 A, (y)0Au(x) 3 0A(y)
Da mesma, forma 5T
—_qn
TRE R
) or
= "5z — 2.146
5L A Y (2149
5T dAy(2)
d*z = "5tz — 2.147
[ smare ~ e (244D
5T W
d* = "z — 2.148
/ A0 AL ) s - @), (2.148)
onde podemos definir a quantidade
&W
——————=iDy 2.149
5JV(y)5J9(Z) v Q(Zuy) ( )
5T 5T
YDy =i 6*(z — =D 2.150
/d 25 (2)0 A, (2) o(2,y) =" (2 —y) =~y (2.150)
Sendo assim,
v 1 .
D (2,y) = [T™ + ELWKl + a’D)06* (x — ) — zetr{ﬁ“[aA (y)S(L x)]}. (2.151)

2Lembremos que as quantidades associadas ao setor escalar sao matrizes. Por simplicidade ndo é necessario colocar
os indices escalares.
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Para escrever a expressdo anterior de maneira conveniente aplicaremos >— em (2.143)

0AY (w)
4, 53T . 52T 58 (2, 1) )
/d [514,,(10)5@/)(2)5777}(:13)8( )+ 51 ()0 () GA,(w) ]=0 (2.152)
42’ 52F (SS(Z,y) _ 4Z 53F .

Para inverter a equacao anterior integraremos,

4 4 5°T 0S(2,y) _ 4 08(2,Y) . 4 _ 0S(v,y)
/d a:S(v,x)[/d Z&ﬂ(z)fw(ff) 5Al,(w)] —/d zm 0 (z —v) _Z(SA,,(w)’ (2.154)

0S(v,y)

5T P A i0°T
1

A =~ [ S e S e = G = S

S. (2.155)

De maneira conveniente,

:0Sar(z,z) 4, J4 5°r _
55,y = — J dudtwSacu, @) sxprms s Sor (@ w) =
= —e [ d*ud*wS,.(z, w)T% (W, u; y)Sp-(x, w)

(2.156)

63F - v .
0 AL (y)oy (u)pdt) . (w) _chb<w7 Uus; y) .

Neste caso,
v 1
D (2,y) = [T + ELW](l +a’0)06 (z — y) + 11" (2, ), (2.157)
onde definimos o funcional associado a polarizacao,

" (z,y)=e? / d*ud*wtr[p"S (u, )T (w, u; y)S(z, w)]. (2.158)

Em termos dos diagramas completos de SDF a equacao (2.157) é dada pictoricamente

-1 -1

AVAVAV D AVAVAVELEAVAVAVAVA VIR,

A expressao anterior esta na representacao de coordenadas, vamos escrevé-la na representacao de
momento. Deste modo, definimos como transformada de Fourier dos funcionais

1

F(xyx9, . 20) = (%)4n/d4p1d4p2---d4pn exp[—iz1p1 + iTopa + ... + iTnPp] F (P12, -, Pn). (2.159)
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Se F(x1 g, ...,x,) ¢ invariante por translagoes (z; + €), devemos ter como consequéncia a conser-
vacao do fluxo dos momentos ou a lei de Kirchoff

F<$1,5E2, e mn) = (%)M f d4p1d4p2...d4pn eXP[_i$1P1 + 1x9py + ... + iﬂﬂnpn]

2.160
(2m)*6(p1 — p2 — .. — Pu) F(p1.02, oy Pn)- ( )
Explicitando as quantidades em termos de sua transformada de Fourier,
1" (p1, p2) = / d'zd'y exp[+izpy — iyps| 1" (2,y) (2.161)
S(u, x) / Ph [—iky (u — 2)]S (ki) (2.162)
= xp[—iky(u — x .
) (27_[_)4 p 1 1
S, w) / PO eolmiar (o — w)]S(ar) (2.163)
= [ —— —iqy(x — w .
d*s; d*sy d*s _ , _
I (w,u;y) = / (27T>14 (277)24 (27r)34 exp[—iwsy + tuse + 1yss3|[V(s1,52; S3). (2.164)

Logo,

[I* (py, po) = €2 f d*zd*ydiudiw éﬂk)l (ﬁf)l (d4s)2 g;s)i é%ﬂ exp|+izp; — iyps] exp[—iky(u — )]
exp|—iwsy + tusy + iyss] exp[—igi (x — w)]tr[B*S (k1) (s1,52; $3)S(q1)] = €* [ d*xd*yd*ud*w
ot 55 (o 55 (o xplia(n + by — )] expl iy (2 — )] expliu(y — 52)]
exp[—iw(sy — q1)]tr[B"* S (k1) (s1,52; 83)S(q1)] = (%)4 [ d*kqd*sid*sadt szdiq
54(171 + k1 — Q1)5 (p2 — 83)5 (k1 — 32)54(51 — qu)tr[B*S (k)T (51,825 53)S(q1)] =

(27r fd4/<;1d4q154(p1 + k1 — %)tr{g#s(h)ry(fh k1; p2)S<Q1)]~

(2.165)
Como IT*(x, y) deve ser invariante por translacio, pois na equagao (2.157) D~ (2,y) e §*(z—y)
sao invariantes, impomos a conservacao do fluxo de momento da seguinte forma

H“V(Plypz) = (27T)4H“y(p17p2)54(171 —p2)
. / d*had g0 (pr + by — ) r[3°S (k)T (g p2)S (41154 (0 — pa), (2.166)

. . 4 .
1 (z,y) = [ &2 52 exp[—ip1a + ipoy] 11 (p1, p2) = [ {555 expl—ipi (z — y)II™ (p1, p1) =

= [ 5 expl—ips(z — )| (pa).
(2.167)
Portanto, a transformada de Fourier da equacao (2.157) é dada por

[ explinla =) D7 () = ({1 + )01+ D)0 [ s expl—ipte — )]+

b e expl—ip(r — )] (p), (2.168)
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D1 (p) _ —[TW + %L’“’](l N a2p2)p2 + H’W(p) (2.169)

onde agora

P P
p? I
Por fim, inverteremos (2.169) a fim de encontrar o propagador completo do féton, mas antes

observamos algumas identidades na representacao de momento

T = (2.170)

[d*z D1 (z, 2)Dy(z,y) = n*6*(z — y)
[ d'z [ &2 expl—ip(z — 2)] D1 (p) [ s expl—ig(z — y)|Dy(q) = ™ [ s exp[—ip(z — y)]

D (p)Dy (p) = 0™
(2.171)
Serd necessério também o conhecimento da identidade de Ward-Takahashi mais o fato de nossas
estruturas serem tensoriais no intuito de manter a invariancia de calibre e a covariancia relativistica®.
Com essas afirmagoes, escrevemos uma forma explicita para o II*(p),

[ (p) = (=n"p* + p"p")(p) (2.172)
= —T"pTI(p).
Portanto,
D (p) = —[(p) + (1 — ®p")P*T™ + [%(1 — a?p?)pY LM (2.173)

Inverteremos a equacao anterior tendo em vista que T"” e LM sao projetores e satisfazem a
relacao TH + LM = nH,

D (p) = aT™ 4 b (2.174)
Du(p) = I +dLy,

D (p) Dy (p) = in'n,, = 44,

I (p) = la(p)n™ + b(p)pp”] (covariancia relativistica)
I* (p)p, = 0 = 11" (p)p, (identidade de Ward — Takahasht)
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(aT, + L) (T + dL*) = 3ac + 1bd = 4i,

)
S 2.175
¢ a ( )
7
d = -
b’
T, L
D, _ [ et 2.176
Duup) [I(p) 4 (1 — a?p?)]p? 5(1 — a?p?)p? (2.176)
_ Dbubv
- _ v P2 1 PubPv
[I(p) + (1 — a?p?)]p* ~ ~ (1 — a?p?)p* p?
Para o caso livre
: pupv | | 1 1 DuDv
1D (p) = { L, — (1 — 1{———}—1— 2177
w ( ) T]u ( 5) mg p2 p2 . mz ( 6) (p2)2 ( )
m; Pup
- _ p — (1= nrv

onde a = m_ L.
p . ~ . ~
Por fim, fazeremos um breve comentdrio sobre a conexao entre o tensor de polarizacao e a auto-
energia do féton [68]. Como sabemos, a auto-energia estd associada ao propagador do féton (interagao
corrente-corrente). Para isto é preciso organizar a estrutura quantica completa na seguinte série de

termos compactos

D = D+ DIID + DIIDIID + ... (2.178)
D + DIID
consequentemente,
D!'=D1'+1IL (2.179)

2.2.2 O propagador do campo escalar

Novamente, iniciaremos a discussao por meio da equagao de movimento

((;izg) = —n(x) (2.180)
(i0 —m+Ap(x) = —n(2).

Elevando a equacao em nivel quéntico,
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0S5, 0S. .
(et + ) = | bud Soi  nlesplis. ] =0 (2.181)

Em termos do funcional gerador Z,

o o

(10 —m+cp" 574@) (@)

7 = —n(x)Z. (2.182)

Como apenas as fungoes de Grenn conexas contribuem para a amplitude de transicao Z = exp[iWV]

A 0 0 : B ‘
(i0 —m+ef idJ”(:c))iéﬁ(:v) exp[iW] = —n(z)expiW] (2.183)
0 oW o +ep* oW oW |exp[iW] = —n(x)expliWV].

0 =mgw T @ 7 wanw) en)

Derivando funcionalmente a expressio anterior por —— e tomando as fontes escalares nulas,

on(y)
- A 2w BW W Pwo 4
(10 = m) 5w T B Gr@memem + €8 @ mtmenm = 0 (2~ Y)
(2.184)
(60— m) — e (A,) — ieB s8]l ) = i0*(z — )
Agora observa-se que
68(I7 y) / 4 58(1:7 y) 6AV(Z)
— = 2.1
57 (2) TS an(z) sIn(a) (2.185)
ZM = —e/d4ud4w8(ac w)ly (u, w; 2)S(w, y)
(SAV(Z) Y ) Y Y )
§A”(2) W _
STrz)  aun@od,(s) ez
0S(z,y) _ 4 g4, 74 ) v
ST e/d zd ud wS (z, u)l, (v, w; 2)S(w,y)D; (2, ), (2.186)
onde no final dos cédlculos a fonte vetorial foi considerada nula.
Neste caso,
(10 — m)S(z,y) — ie2p" [ d*zd*ud*wS(z, u)T, (u, w; 2)S(w, y)DY(z,x) = i*(z — y)
(2.187)

(i0 — m)S(z,y) + [ dw[—ie*f"d* zd* uS (z, u)T, (u, w; 2)Dli(z, 2)|S (w,y) = i6*(x —y).

Em termos dos diagramas completos de SDF

34



~

(i0 —m)S(z,y) —i [ dw(z, w)S(w,y) = i6*(z — y)

Jd'yS7(y, s){(i0 — m)S(x,y) — i [ d*wE(z,w)S(w,y)} =

=i [ S (5, 50" ) (2159
S(x,s) = (id — m)6*(x — s) — B(x, s)
-1 -1
= II/-'_\-\']I = = = + —
b
onde definimos o funcional associado & auto-energia
Y(z, w)=e*p" / d*zd*uS (x,u)T, (u, w; 2) D (2, z). (2.189)
Continuando,
(i0 — m)S(z,y) — / dwS(z,w)S(w,y) = i6*(x —y) (2.190)
(id — /d4w[m(54(:v —w) + Bz, w))S(w,y) = i0*(x —y)
0 [ dwdew)Stey) = 8- y)
onde definimos o operador de massa
M (z,w)=md*(x — w) + S(z, w). (2.191)

Para finalizar, calcularemos a transformada de Fourier do operador de auto-energia, a saber,

Y(x,y) = 62/d4ud4w6“5’(:ﬁ,w)F”(w,y;u)DW(u,w). (2.192)

Escrevendo as quantidades em termos de sua transformada de Fourier,

Y(p1,p2) = /d4xd4y exp|+izp; — iype)X(z, y) (2.193)
/ - expl—iq(z — w)]S(q1) (2.194)
/ 7 exp[—iki(u — )] D, (k1) (2.195)
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Iw( ) /d481 d482 d483
o
ks (2m)* (2m)* (27)*

Logo,

E(p17p2 - €2fd4xd4yd4ud4 d*qr d*si d*sy d*ss dik

(2t (@)1 (27" (20" () OXPLHITP1

exp|—iwsy + 1ysy + iuss|[" (s1,52; 53).

— 1ypa] exp[—iq: (v — w)]

(2.196)

exp[—iwsy + 1yse + iuss] exp|—iki(u — z)]*S(q1)T (s1,52; 83) Dy (k1) = —€? [ d*axd*yd*ud*w

d*qr d*si d*so d%s3 d*kg

L (27|—)4 emf 2m1 2n)f eXp[Z$(p1 —q1+ kl)] eXp[_iy(p2 - 52)] exp[_iu(kl - 33)]
exp[ ( @ +81)]5M8(q1)ry(81 SQ,SS)Duy(kl) o2 f i disy disy diss dky

&t (Pl —q1+ k1)5 (p2 — 53)5 (ky

(2m)*

— 89)6% (51 — @1)B*S(q)T

(2m)* (2m)* (2m)* (2m)* (2m)*

Y (51,525 83) Dy (K1) =
= Gt [ d*kad*q10% (py + k1 — q1) 8" S(q1)T (q1,k1; p2) Do (k).

Como Y(z,v) deve ser invariante por translacdo, pois na equacio (2.190) S(z,y) e 0*(z —
invariantes, impomos a conservacao do fluxo de momento da seguinte forma

S(p1,p2) = (27r)42(p1,p2)54(p1 — p2)
= 62/d4k1d4q154(p1 + k1 — q1)8"S(q))T" (g1, k15 p2) Dy (k1)6 (p1 — p2),  (2.198)

2('77’3/) =

d*p, d*p . .
/ ! 24 exp[—ip1z + ip2y]X(p1, p2)

(2m)* (2)

/ (65247]9)14 exp|—ipi(z — y)]3(p1, p2)

/ d4p14 exp|—ip1(z — y)]|2(p1).

(2m)

Portanto, a transformada de Fourier da equacao (2.190) é dada por

(i —m W[ AL 27r)4 exp|—ip(r —

x{ [ & exp|—igy(w ww@

S(p) =

Para o caso livre

Utilizando a dlgebra de DKP

()} — fd4w{f 273)14 exp[—iqi (v —

(p—m—X(p)S(p) =i

I

l

=i [ gk expl—ip(x — )]

G-—m—-2(p)  (Fps

(p —m)S(p) =i

36

— M(p))

w)]E(q1)} %

(2.197)
y) sao

(2.199)

(2.200)

(2.201)

(2.202)

(2.203)



prBrBt 4 508" = gt + B,

(2.204)
p* = p*p,
concluimos que
(B +m) — (p* —m?)](p — m)S(p) = i[p(p +m) — (p* —m?)]
(2.205)
(5> —m?p — (p? = m?)p + m(p* — m?)|S(p) = i[p(p + m) — (p? — m?)].
Portanto,
Sp) =L 22Em ) (2.206)

m:(p* —m?)

2.2.3 A funcao de vértice

Dando sequéncia ao desenvolvimento formal da teoria, construiremos a funcao de vértice completa.
O ponto de partida para alcancar este objetivo ¢ a seguinte equacao®

) | 82W
oJr(z) on(y)on(x)

Tomando a derivada funcional da equacdo acima com respeito ao campo A,(2)

(10 — m) — ieB" (A 55s (o)) — €70 (z — 2) 5Bt

[(i0 — m) — ief* (A, (z)) — ieS" =6z —y). (2.207)

. 5 5 52 (2.208)
_ZGB#JAJ(Z)[(SJ“(x)(Jn( ZV )] 0.
Reecrevendo a equacao anterior de maneira conveniente temos
LA . ) 52 — . no gl 52
[(Z.a - mz - wéu <AH<5§2F>] [M"(f) (Gaaa) 1 — €8°0%(@ — 2) s + (2.209)
—ief" smm s (rwsrm) 1 = 0
Como sabemos
) i A I 4 5T W
( —— ) =— | d*ud’w — = —.
6A(2) 01b(y)ov(x) n(y)on(u) 6 A, (2)d (u)ot(w) on(w)on(z)
Neste caso,
g : 2w 53T 2w
[(i0 — m) - wﬁ“ <4 M4 - V{ dud'w )5T) 342 O () Stwyon )
—ieB" i [ J d*ud v s s et b = (2.210)

o ¢4 52w
—ZGB 5 ({E—Z)W

4Como estamos estudando variacoes funcionais deverfamos manter todos os termos advindos do funcional gerador,
mas alguns nao contribuem para o célculo, considerando que em certas etapas iremos tomar as fontes nulas. Sendo
assim, descartamos de antemao termos que nao contribuem por simplicidade.
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Por outro lado, quando fazemos as fontes escalares nulas ficamos com

[(i0 — m) — ief* (A,) — ief" 0 ] W 6tz — w)
' d.J# ()" dn(w)on(x) '
Logo (2.210) ¢é escrita como
U AW —i§3T | — ieS" fd4ud4 52W 53T 1 | =
on(y)on(u) 6 Aq (2)01(u)d¢(x) 5J“ ()37 (u) 6 A5 (2)d (w)d¢(w) d1(w)dn(z)
el 2w
= 16,6 ) (.7] Z)W

Porém inverteremos a equacao anterior, utilizando a identidade

" 5°T 5w i
/ Yo (w)only) nly)ona) 0w

Jdulf dysris )577(62)577(U)]5A Gege T .

—iep" [ d4y<sw 6>F ) 57 @), [ dudto s s o st ) =
= ief76" (e — 2)[[ Py sz s (62)577(96)]

[ d*u[—i6*(w )]#gfr)ﬁ+

—ief" [ dyz 6)F ), m @ [ dtud'w 6)%( )3 AAz)éi(Fu)a@(w) 517(?02)?;1(96)] =
= ief76" (x — 2)[—id" (w — u)]

(z)ﬁ(ww = 65054( 2)0"(w — 2)+
4 52T 4, 74 52W 53T 52W
“65 S dYsscasi srm L ' s s s atasite s -

Fazendo mudancas de varidveis na expressao anterior chegamos a

A )’5 (F)w(x) =ef 54(x — z)64(y — )+

4 52r 61
tief* | d' s ssse s

onde definimos a quantidade

oo | W §°T W
! ‘/ ) on(u) 54, ()30 ()55 (D) Sn(D)on(a)

Precisamos calcular entao

o 07 / 1 0Ap(s) 017 / " W 517
oo (x) dJH(x) 6A,(s) 6JP(s)0JH(x) 6AL(s)

Neste momento explicitaremos a estrutura da equacao anterior,

38

(2.211)

(2.212)

(2.213)

(2.214)

(2.215)

(2.216)

(2.217)

(2.218)

(2.219)



sI1° 4,, 74 BT PW 1
0Ap(s) fd ud t )5n(u) 6A (2)6¢(u )5?2(%577(1?)51‘7(2)] -

_ 4 4 53W
= J d'ud t (A mmwe )) (z)aw(uww(t) Sntnon@) 92990
d4 d4t 5 54T 52W ( . )
+ [ d'u ot >(6Ap<s>6A e )W(U)&Y)(t)gfv?‘i/(t)éﬁ(w)—{_
4 4
+ [ dlud tan(w o) AR A )
Com as identidades bem conhecidas

SBW _ 4,, 34 2w §°r 52w
(5Ap(5)5n(w)5n( fd vd'r n(w)on(v) 6As(s)89(v)drp(r) on(r)on(u)
(2.221)

B3w _ 4,, 74 62 53T 2w
(6A,,(s)617(t)617( f d vd'r (t)om(v) 6Ap(s)5w(v)6¢(r) on(r)én(z)’

temos que

sI° 4,, 74 4,, 74 52w 53 2w 53 2w

i, = J dudt(= [ dlvd " En) 34, C0 ) Frtonn) ) 5 Gen D saon +
4 4

+ [ d'ud't 5n(w 577(u)( A7 (z)&p( 70 st >+ (2.222)

4, 74 53 4, 74 5310 52
+ [ dtud't )5n(u) A, (2)60(u)5% Gl — [ dtvd'r 5n(t 6n<v> S ()R (I5H) Bron) )

Portanto,

4 52W 4, 74 4, 74 52 53T 52W 53T 52W
{d4 6JP§(§ VS JH (z) fd d54t fd vd*r 5 W w)d7(v) § Ay (8)dv(v)de(r) 6n(r)5ﬁ(u)>6Ag(z)5w(u)5w(t) 577(t)577(:1:)+
+f d4“d4 62>6n<u)(5Ap<s>5f; (z)aw( e ))4 ORI a .
+ [ dhudt s 5 S (2)60(w)50 & (= J dvd'r s s s )

(2.223)

e sendo assim,

4 4 A 2w 4, 74 4, 74 6 W 5°r 2w .
fd Jwgy &p (w) H fd &p w){fd 8JP(s)dJH(x) fd ud t fd vd'r (w)dn(v) §As(5)d9(v)d4p(r) 6n(r)6?](u))'

52 W g s'r 2w
XA, ()60 (w)3 w() n(6)s j;i[d “d tén w)an( (5Apg 5A, z)éw(u)éw(t))5n(t)5ﬁ(ﬂ«“)+
4, 74 dod? =
[ ded' sy s @ (1 VA s Ao s ) =

Ao 32W 4, 74 40 5w 54T 52w
=1{/ f A [+ [d Zd t( f(S 4w gW ) B 12(5A Gy G0 )6g77p(t)57’7(1)+62w
+ [ dhud't( f Aodr ([ dw 5555y Satwyantn ) 52 ( IS S ror )3 TV GITT Don)

4, 74 4 52 5 W 851 4 4
+ [ drud't( [ d'w s s s ) 5a T 5 @se — [ dvd'r 5 s s i) an(r)an(x))]g' |
2.224

Por fim, organizando os termos e com o auxilio da identidade (2.213) somos conduzidos ao resul-
tado

V- A 4 4y s'r 2w
fd 611)(3; 5 (w) H o fd (SJP(s)éJ“(J: fd JAP(S)JA (z)éw( )51/)(t))5n(t)517(x)+

4, 74 4 52w 5°r
= [ dtd't [ d'r T 54 0g (T st + (2.225)
8T 52w

4 53T 4, 74
K rwesrren f d'd'r 5 SRR s )
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O dltimo termo da expressao anterior nao pertence aos diagramas irredutiveis de uma funcao

de 4-pontos (duas pernas escalares e duas vetoriais) logo, iremos descarta-lo pois calculamos uma

equagao funcional irredutivel. Esta afirmacao pode ser visualizada pelos diagramas completos de
SDF abaixo:

irredutivef iredutivef redutivef

Em decorréncia dos resultados anteriores,

63T _ _pog4 4 . 4 5w 4 54T 52w
ST smsiE — o070 (@ = 2)0°y —2) + e[ dssripmml] i ommem) e T

_ 4, 74 4 5°r 52w §°r 52w
fd ud tfd T5A,)(S)5w(y)6w(r) on(r)on(u) 6Aq(2)6¢(w)oy(t) 5n(t)51’7(x)]}‘

(2.226)
Com as defini¢oes de I', S e D e também definindo a fun¢ao de 4-pontos,

54T

SA ()5 A, (250000 (8 y; 2 9) (2.227)

conluimos que

el (2, y; 2) = 76 (& — 2)8* (y — o)+
+ie?pt [ d*sd*ud*td*rD,,(z, s)L?(r,y; $)S(u, )T (¢, u; 2)S (x, t)+ (2.228)
—ie® Bt [ d*sd*tD,,,(x, s)D(t,y; z; s)S(x, t).

Em termos dos diagramas completos de SDF a equagao (2.228) ¢ dada por
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Neste momento, percebemos que a solucao completa da teoria sé pode ser determinada ao re-
solvermos um conjunto infinito de equagoes acopladas, pois as equagoes de Schwinger-Dyson-Fradkin
nao formam um sistema fechado (os propagadores dependem do vértice, o vértice depende de uma
func@o de 4-pontos e assim sucessivamente). Esta torre de equagoes é conhecido na literatura como
cadeia de Dyson-Schwinger.

Por outro lado, isso nao ocorre em teoria de pertubacao onde existem apenas 3 fungoes de Green
livres fundamentais: o propagador do campo vetorial, o propagador do campo escalar e o vértice.
Toda a estrutura quéantica pode ser construida em termos dessa funcoes por meio dos diagramas de
Feymann.

Para finalizar, escreveremos a equagao (2.228) na representacao de momento por meio de uma
transformada de Fourier,

el (s1,82; 83) = /d4xd4yd4z exp|—is1T + is2y + is32)iel 7 (zy; 2).

Sendo assim explicitamos os termos,

—) [ d*zd*yd*z exp[—isix + isqy + is32]6* (x — 2)6*(y — u) = [ diwdiyd*z exp[—isiz + isqy + is37]
4 . . 4 4 .
[ ks expl—ip(x — 2)]] [ s expl—iq(y — )] = [ @b ig-led wd ydz expliz(—s1 — p + q))]
expliy(s2 — )] expliz(ss 4 p)]] = (2m) 6% (s + 52+ 50).

(2.229)

—) [ d*xd*yd*z exp|—isiz + isay + is32] [ d*sd*tD,,(z, S)CIJPU(t y; 2;8)S(x,t) = [ dradyd*zd*sd*t

exp[—zslx + 1S9y + i532] f & ’“4 exp[—iki(z — $)| Dy, (k)] [ (012:14 exp[—iki(x — )| D, (k)]

. 4 .
[ (%%14 (ﬁff (‘22”)3 (‘é Sir exp[—irit + iray + irgz + irgs] QP (ry, ra; 133 ra)|lf éTq)ﬂ exp[—iqi(z — t)|S(q1)] =

= | fo o 5 o e e (20 (=51 — B = ) (20105 r2><27r>454<53 +73) (2m) 8 (K1 + 14)
(27T)454( T +Q1>an<k1)¢ (7“177“2,7"3;7“4)5(611) = 27T)4 fd4k1d4<h5 ( —ky — (h)Dup(/ﬁ)
q)pa(CJhS%Ss; —k?1)5(Q1) = f é‘;’f)4pup(kl)(ppa(_s k?1,82,33,l€1)5( /f1)~

(2.230)
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—) [ d*xd*yd*z exp[—isix + isay + is3z] [ d43d4ud4td4r1)up(x $)LP(r,y; 8)S(u, )T (¢, u; 2)S(x, t)
= f d'zd'yd*zd'sd ud'td"r exp[—isiz + sy + is32][ [ a k14 exp|—iki(x — $)]D,,(k1)]

d*ny d*ng d*ns

[ Gy (@) (231 explirny — iyng — isns| T (n,n2; n3)][ [ (273)14 exp[—iqi(u —1)]S(q1)]

[ (d4l)1 éﬂl)i (27:)34 explitly — quly — izl3) T (I 1o; 13)][ [ éf)i exp[—ihi(z — t)|S(h1)] =

=/ Cglkl 22)14 g?)i é?)i énq)l (d4l)1 g;l)24 (32)34 é?)l (2m)*6% (=51 — k1 — 1) (27) 0" (52 — 12)

(2m)46* (33 —13)(2m)10* (k1 — n3) (27)*0* (—q1 — lg)(27r)4(54(ll + hy)(2m)46* (g1 + n1)

Dup(’f )T (n 123 n3)S (q) T (I 13 13)S () = [ o2 (d S5 Dup (k)T (—qu 525 k1) S (1)
["(s1+ k1, — q1;83)S(s1 + k1).

(2.231)
Neste caso,

iel'? (51.52; 83) = 37 (2m)* 0% (51 — 59 — 53)+

+ie?pt [ ‘ﬂgl (dgﬂ(n Dy (k)T (—=qu,52; k1)S (@) (51 4 k1, — q1553)S (51 + k) + (2.232)
—2636“ f éﬂkl D“p l{fl)q) (—81 — /{51, 595 83, /{?1)8(—81 — kl),

['7(s1,592; 83) = —iﬁ“(ZW)454(81 — 59 — 83) + A7(s1,52; S3),

A (s1,89;83) = ef" [ d*ky d*qr Dup(k'l)rp(_ch,s?;kl)S((h)]-—‘g(Sl bk — quy53)S (st + )+ (2.233)

(2m)4 (2m)*

—e?pt | dgf)ipup k1) @7 (—s1 — ki, 52; 835 k1)S (=51 — k).
Para o caso livre,

el7 (51,505 83) = —ie37(2m) 6% (51 — 55 — 53). (2.234)

Terminamos entao o estudo da estrutura quéntica completa para o tipo de interacao que desejamos
explorar. Agora abordaremos umas das simetrias advinda dessa dindmica de interacao.

2.3 As identidades de Ward-Takahashi

E de nosso conhecimento que ao formularmos as equacoes da eletrodindmica de maneira covariante
podemos descrevé-las por meio de uma lagrangiana que possui em seu &mago uma simetria de calibre.
Classicamente o campo de matéria (escalar) possui uma simetria de calibre U(1) global. Ao impor-
mos uma simetria de calibre local precisamos dos campos intermediadores da interacdo (vetoriais).
Portanto, ao escrevermos a dindmica dessa eletrodindmica (GSDKP,), de maneira covariante, temos
uma simetria de calibre U(1) local. Da mesma forma, podemos descrever uma dindmica quéntica
covariante na descri¢ao de Heisenberg com a simetria de calibre U(1) local.

Por outro lado, ao quantizarmos de maneira covariante a teoria utilizando o formalismo funcional,
perdemos a simetria de calibre U(1) local ao fixarmos os graus de liberdades fisicos e definirmos de
maneira adequada a medida de integracao. Para mantermos a simetria de calibre impomos a simetria
na teoria e, sendo assim, essa imposicao gera certos vinculos nas funcoes de Green, cujas relagoes
entre as fungoes de Green sao conhecidas como identidades de Ward-Takahashi (WT) [72].
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O propésito desta secao é derivar tais identidades para a eletrodindmica GSDKP,, utilizando
uma abordagem funcional [73]. A derivac@o das identidades de WT ¢ formalmente dada em termos
das seguintes tranformacoes infinitesimais

U — U +ia(z)P,

U — U —ja(r)V, (2.235)

A, — A, + %@a(m)

conhecidas como transformacoes de calibre.
Como o funcional gerador (2.121) gera todas as fungoes de Green vamos impor a invariancia de
calibre neste objeto®. Por simplicidade temos,

Z = /d,uexp[iSeff]. (2.236)

Portanto, perante a transformacao (2.235) nos campos, o funcional gerador se transforma da
seguinte forma

7'=7+4+67
(2.237)
0Z = féduexp[iseff] +ifdu(5$eff exp[iSeff].

Primeiramente, trabalhando com a medida de integragao
/ DA,DYDVY — / DA,DYDVJ (2.238)

percebemos que o Jacobiano da transformagao é dado por

10 0
J=det| 0 1—ia 0 =1+a” (2.239)
0 0 1 +io

Por outro lado,

1 _
0Sefy = d450[—g{(1 + a6 AL} + dym + 70y + S AT,

e

= /d%[—%(l + a*0)o" A, Oa — ia¥n + ian¥ + éf)"aJu]

O . 1
d4xa[—¥(1 +a’0)0" A, — iU +in¥ — gauu}. (2.240)

Sendo assim,

®Observa-se que escolhemos como condicio de calibre explicitamente covariante no-mizing.
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U - 1
5Z:i/du/d4xoz[—%(1+a2D)6“AM—i\I/n+in\II—g(‘?“JM] exp[iSeff]+/duoz2 expliSers]. (2.241)

Consequentemente, para que o funcional gerador seja invariante perante a tranformacao infini-
tesimal proposta

O _ 1
§Z =0= /d‘*m / du[—¥(1 +a’0)0" A, — i¥n + ¥ — Eaﬂjﬂ] expliS.f] = 0. (2.242)

Logo temos uma equagao funcional a valores médios

0 ) ) )
—(1+a*0)0" — + — LA 2.243
[zef( L S Ul s } (2.243)
Podemos expressar a ultima equacao em termos do gerador das fungoes de Green conexas Z =

exp[iW]

W W W1 1 o (224

O
g | 20 Ly ip— — ZHH
{ 65( + a°0)0" 5JM—|—257777 2775_ 8J

A partir da equacao anterior finalmente encontrarmos uma equacao para o gerador das funcoes
de Green irredutiveis que descreva a simetria que estamos procurando

D=W — [d*(¢dn+nqp+ A*J,),
(2.245)

(1+a2D)0“A _w(sr —i—z‘sF@ZJ Lon L =0.

Por meio da equagao (2.245) é possivel derivar todas as identidades de WT. A primeira destas

identidades ¢ obtida aplicando a derivada funcional 5 AV SAv) A equagao (2.245)

or

O 2 —y) — O
(1 + D)2, —y) a 5 A (z) A" (y)

]=0 (2.246)

onde ao final do calculo tomamos A = ¢ = ¢ = 0.
Agora, por meio de uma transformada de Fourier escrevemos a primeira identidade de WT (2.246)
na representacao de momentos

Sz—y) =/ (347])“4 explik,x"]

4 .
5Au(g,4v( ) J (Sﬂ')ﬂ v (k) explik,z"] (2.247)

R (k) = =5 (1 = a®k?)k,.

Combinando (2.247) com (2.169) concluimos que

kM, = 0 (2.248)
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e, sendo assim, o setor longitudinal de II,,, nao participa da dindmica no sentido de nao ser alterado
perante as interagoes. Dizemos entao que II,, é transversal. Essa identidade ¢ importante ao se
estudar as primeiras correcoes radiativas do tensor de polarizagéo do féton.

Por outro lado, aplicando as derivadas funcionais w( ;e w6( y na equagao (2.245) temos
5 2 2 3
) o, o0 0w la, 0T —0, (2.249)
09(2) 69 (y)o(x) — 0P(2)deh(x) 09(y) e db(2)09(y)o A (x)
onde obtemos
éa“l“u(z, y;x) = —0(x — 2)I'(z,y) + ['(x, 2)0(z — y) (2.250)

ao tomar A =1 =1 = 0.

A equagao (2.250) pode ser escrita na representagao de momentos® lembrando-se que I' = S~!

[ d*zd*yd*z explipz — ip'y — ikx]0"T (2, y; x) = — [ d*zd*yd*z explike — ip'y — ipz]d(z — 2)S ™z, y)+
+ [ d*zd*yd*z explikx — ip'y — ipz|S~(z, 2)d(x — y)

J dtzdtyd*z explipz —ip'y — ikx]0"{ [ & sy ‘gf)i (‘é;)i’;l exp|—is 2 + isyy + i532](2m)46* (55 + 52 — 51)
P#(SILS% s3)} = — [ d*zdtyd*x exp[zkm - zp y —ipz] [ é%ﬂ exp|—isi(x — 2)]x
X f d 2 2 S (s2) expl—isa(x — y)| + [ d*zd*yd*z explike — ip'y — ipz] [ Cés)ilS 1(s1) exp[—isi(z — 2)| x

dsz

X [ (@i expl—isy(z — y)]

2m)*6%(k + p' — p) Lk Tu(p, ps k) = —(2m)*0% (k + p/ — p)STH(Y') + (2m)*0* (k + p — p)S~(p).

(2.251)
Logo,
1
SR ik =p—p) =87 (0 +k) =S (). (2.252)
No limite de £ — 0 temos a seguinte relagao
1 95~ (p) 0% (p)
-r k=0 — ) 2.253
e M(papa ) ap ﬁ ap“ ( )

Portanto, vemos uma relagao entre o vértice e a auto-energia do méson o que serd posteriormente
utlizado no programa de renormalizacao.

Dando continuidade agora aplicaremos na equagao (2.245)

5¢( 59(y)
sa oy 00 0T RO i A
O o S O T e R VTS (2.254)

6Observe que o fato do lado direito da equagdo (2.250) ser invariante por translacdes implica que devemos aplicar
a lei de Kirchhoff para a conservacao do fluxo de momento no vértice completo.
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. E) ~ .
Novamente, aplicando 547z ha equagao anterior,

—i6*(x —y) o°T + i T Y(z) — Low o =0 (2.255)
SAY(2)50() ' SAV(2)50(y)50 () ¢’ SA (oA
E, por fim, operamos com %(w)
§°T §°T 1 5T
—idt(z—y —— + = itz —w) — =" — =0
S T T P R B P T S AL S
tomando ao final A =) =1 = 0.
Nesse caso, tendo em vista a equagao anterior, temos que,
l(9“<I>W(w, y;x;2) = —idt(x — y)T(w, 73 2) + i6*(x — w)T, (2, y; 2). (2.257)
e

Dando continuidade, com a ajuda da equagao (2.250)

Loror @, (w, y; 13 2) = —i6*(x — y) 0T, (w, 7; 2) + i6* (x — w)O T, (2, y; 2) =
= —ied*(x — y)[—0*(z — w)[(2, ) + T'(z,w)0*(z — )]+ (2.258)
+ied*(z — w)[—6*(z — 2)T(z,y) + T(z, )84 (z — y)].

Na representagao dos momentos,

[ d*zd*yd*zd*w explipz + ip'y — ik — ik’w]@“@”e%q)w,(w, Y z) =
= [ d*wd*zd*yd*z exp[ipz +ip'y — ikx — ik'w] [ d*wd*zd*yd*z explipz + ip'y — ikx — ik'w]x
0“8”{f d431 d452 (‘;f)ﬁ é;)ﬁ exp[—is1z — 1Say + 1S3 + iS4w| X
x (2m)46* (84 —|— 33 — 59— 51) @, (51, 505 833 84) ) = 2m) 10 (K + k — p' — p)k'p @, (K, p'; k; p).
(2.259)

[ d*zdtyd*zd*w explipz + ip'y — ikx — ik'w]{—ies* (x — y)[— 54(2 - )F( z,w) + (2, w)54( — )|} =
]

= [ d*zd*yd*zd*w explipz + ip’y — ikx — ik'w]{ie [ (‘12;14 exp[—isi(z —y)] [ (‘éw 2 expl—isg(z — w)| X
<[ & a 587 (s3) exp[—iss(z — 2))] zef & S exp[—isi(z —y) [ é;)%l exp[ iso(z — x)] %
] 5 5 () explisa(= — w)]} = ie(20)'5 (0 — Kk + )8 (p — K) - (K]

(2.260)

[ d*zd*yd*zd*w explipz + ip'y — ikx — ik'w]{ied" (z — w)[—6*(z — x)F(Z y) + I'(z, :c)54(z -y} =

= [d*zd*yd*zd*w explipz + ip'y — ika — zk’ [{—ie [ %;14 exp|[—isi(z — w)] [ (‘127:’24 exp|—iss(z — x)| x
X f a ST L(s3) exp[—iss(z — y)] +@ef Gy exp[—isi(z — w) [ (C;Tf)i exp[ is2(z — y)]x

x [ & ! S"’ £ S (s3) exp[—iss(z — )]} = —%e(2ﬁ)454(p K —k+p)[S7H(=p) =S p+p))

(2.261)
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Portanto,
Kp @ (K pikip) = ie{[STH(—p' +k) = STH=p)] = [ST(K) = STHK + k)]} (2.262)
— GekP T (K, =k = K 4 ) = T, (0, Mk =/ = K)}.

Tomando os limites adequados, fétons externos a baixas energias, podemos concluir da expressao
anterior que

/ / / 82 (k/)
D (K 300) = @, (K) = ie> 2o (2.263)
Com as equagoes (2.253) e (2.263) somos conduzidos ao seguinte resultado
S =8(—iS7'S) (2.264)
S S 1 ool OS oSt
— = — — 2.265
o 8p/‘( iS7S) + (—iSS )8p iS o S ( )
L +1iS "S
Ipr
oS 1
T 2.266
o 628 S, ( )
neste caso
e ooy sr,sr,s+S8r,81,8 +82,.(p)S (2.267)
2o1 S o
e’S 8p“8p”8 =I,ST,+I,ST, + @,.(p). (2.268)

A identidade anterior é 1til ao se estudar o espalhamento Compton e a renormalizagdo da carga
elétrica.

Para finalizar o estudo das identidades aplicaremos i

SAP (w)3A® (2)5 AV

) D@ equagao (2.245)

. 5T B
O S AP (w)d A ()0 A% () An(z) (2:269)

Na representagao de momentos,

P'Tvas(p, 0, b, K') = 0. (2.270)

Essa identidade se aplica ao estudo do espalhamento féton-féton.
Como veremos, as identidades de WT terao um papel importante ao se montar e ao se estudar as
amplitudes de transicao que descrevem os processos fisicos associados a interacao eletromagnética.
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2.4 Divergéncias Superficiais

Antes de iniciar o estudo sobre as primeiras corregoes quanticas faremos uma anédlise quantitativa
superficial dos tipos de divergéncias ultravioleta que poderiam aparecer na eletrodindmica GSDKP,,
para isso utilizaremos uma contagem de poténcias [67, 68].

Considere um diagrama de Feynman geral com as seguites informacoes

n=nimero de vértices,
n,=numero de linhas externas fotonicas,

n,,=ndmero de linhas externas mesonicas.

Desse modo, como cada vértice carrega duas linhas mesonicas e quando ligamos dois vértices com
uma linha mesonica o nimero de linhas mesonicas é dividido por dois, concluimos que o niimero de
linhas internas mesoénicas é dado por

1
m; = 5(271 — M) (2.271)

Por outro lado, como cada vértice carrega uma linha foténica e quando ligamos dois vértices com
uma linha foténica o nimero de linhas foténicas é dividido por dois, concluimos que o nimero de
linhas internas fotonicas é dado por

1
v = i(n — ny). (2.272)

Agora cada linha mesonica carrega uma poténcia nos momentos de -1 e cada linha foténica uma
poténcia nos momentos de -4. Neste caso o denominador do diagrama carregard uma poténcia nos
momentos dada por

1
D =m;+4v,=3n— ltm 2n,,. (2.273)

Como para um dado numero de linhas internas temos (n-1) leis de conservacdo no fluxo de
momentos, o numerador do diagrama carregard uma poténcia nos momentas associadas ao nimero
de integrais dada por

N=4(m;+v;) —(n—1)=2(n —ny —n, +2). (2.274)
Portanto definimos o grau de divergéncia superficial de um diagrama como sendo

1
G=N =D =d—n— (2.275)

Com a equagao (2.275), podemos classificar os tipos de divergéncias que apareceram na teoria.
Quando G<0, dizemos que o diagrama é superficialmente convergente.

Concluimos, entao, que na eletrodinamica GSDKP, temos apenas dois tipos de divergéncias
superficiais ou primitivas, o que pode ser visto nos diagramas abaixo.
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5=T G=0 =0
AVAVAVAVAY RVAVAVAVAY
AVAVAVAVAVAY RVAVAVAVAY

G=7 (5=(!

O interessante da andlise de divergéncias superficiais é que existe um teorema atribuido a Wein-
berg [74], enunciado da seguinte forma: A integral de um grafico de Feynman F' é absolutamente
convergente se o grau de divergéncia superficial Gy for negativo para todo subgrafo H de F', incluido
o caso em que H = F'.

Outra observagao importante é que as simetrias da teoria podem diminuir o grau da divergéncia
superficial. Como veremos a simetria de calibre desempenhard um papel importante na andlise das
corregoes radiativas associada ao vértice e a funcao de quatro linhas externas fotonicas, nao havendo
divergéncias devido a simetria.

Em GSDKP, existe um operador C' associado a conjugacao de carga com a seguinte propriedade

CiprC = —p*r. (2.276)

Sendo assim, com a ajuda do teorema de Furry podemos dizer que amplitudes de transicao com
nuimeros fmpares de linhas externas fotonicas sao nulas pois nao obedecem & simetria associada a
conservacao da carga elétrica.

Por fim, encontraremos a dimensao associada a constante de acoplamento (carga elétrica ¢). Como
sabemos, no sistema natural de unidades A =1 = ¢ a acao S nao possui dimensoes

S = [d*zLesprp

. (2.277)
Lasprp = 1B (0, — ieA )Y — 1F,,(1+ W%)F“” — 560 A (1 + m%)auAu.
Logo,
[Lasprp) = [L]7*
[] = [L]2 (2.278)

e, consequentemente,
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[e] = [L]° = 1. (2.279)

Nesse caso, dizemos que GSDKP, é uma teoria Renormalizdvel Pertubativamente.

2.5 Correcoes Radiativas

Uma vez estabelecidas as equacoes de SD para as fungoes de Green completas surge o momento
de determinar as correcoes radiativas na primeira ordem em teoria de pertubacao. Anteriormente
haviamos derivado as funcoes de Green completas para o propagador do féton, méson e o vértice
da eletrodindamica GSDKP,. Neste momento, estamos aptos a considerar as correcoes radiativas
dessas funcoes. As divergéncias que apareceram nas correcoes radiativas serao regularizadas pelo
procedimento de regularizacao dimensional, o qual preserva todas as simetrias da teoria, em particular

a simetria de calibre [75, 76, 77, 78].

2.5.1 A auto-energia do méson

Iniciaremos o estudo das correcoes radiativas pela auto-energia do campo que descreve mésons.
Sendo assim, temos que a primeira correcao radiativa da auto-energia ¥ ¢ advinda de sua estrutura

completa
- 2 4—d ddk ”w v
onde
Sl — k) = G552 - 1)
(2.281)
‘D#V(k) - ]@(%ﬂng) |:77;u/ - (1 _f) kz# .
Portanto,
- 2 2,,4—d d A_A /\_A L= 1_5 ];u,k‘yz
S(p) = ——2F / ’ kd@’“‘[(p k>(p2 i +2m) —1] ”[m2 ( ; z = )], (2.282)
m (2m) (p—Fk)2—m (k% — A2)(k? — m2)

onde A é um parametro de massa necessdrio para controlar a divergéncia no infravermelho. Com
o parametro A teriamos uma eletrodinamica generalizada de Proca e, desse modo quebrariamos a
simetria de calibre. Pensamos sempre no limite A — 0.

Para resolver as integrais acima, utilizaremos a parametrizacao de Feynman

1 1 11—z 1
— =2 d d 2.283
abe / / Ty — (2.283)
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11—z 1:):y 1
=6 d d . 2.284
abcd / :C/ y/ [a(l—z—y—2)+br+cy+dz]* (2.284)

Logo,

x>
SN—
—~
i~
I
RA
N~—
S
+

ie2m2 pyd—d d oA

E(p) == 71;:‘ f gﬂlfdﬁ#[(p k)(p - m2]6ﬂl(k2—A2)[(p—k)lQ—mﬂ(kQ—mg)+
ie?m d ~ TN/ A 7 v

+(1- i G = B)( =k +m) — (p = k)* + m*18" e )

= S [ )T dy [ 5~ k>2<p bt m) - (0 = k)* + ],
L o [ e [ dy [ dex

X R ¥)+{(p—k)>—mo+y (k2 —mP)]3 +(1=¢)

Xﬁ‘u[(p k)<p k + m) (p k) + m2]ﬂy [(kz—AQ)(1—:c—y—z)+[(p—k)kz#—k;ﬂ}x—i-(k2—m%)y+(k2—A2)z]4’
(2.285)
Conseqiientemente, organizando o denominador
(k= A*)(1 -2 —y)+ - k) m?lz + (K —mp)y = k° ~ 2pek — m*x —mpy — A*(1 — 2 —y)
= (k —px)* — p*a® —mPx —mly — A2(1—x—y (k —px)? —p*2® —mPz —mly — A*(1 -z —y)
(2.286)
(2= A1 —2—y—2)+[(p—k)?*—m?z+ (K* - mf))y + (k? =A%)z = (2.287)
= (k —px)* — p*2® —mPz —mly — A*(1 —x — y) '
temos que
Zezm
S(p) = — T [V 3 dy [k 5 (p kr)(p k+m)— (p—k)?+m?B,
ZeZm
[(k—p:c)2—p29:2—mle—m%y—m(l—z—y)}?‘ + (1 - ) G [ [ dy(1 - x — y)x (2.288)

xBH[(p— k)P —k+m)—(p— k)? +m ]6 [(k_p$)2_p2$2_mg;;k_ym%y_m(l_x_y)p-

Vamos reescrever a integral anterior fazendo a seguinte tranformagao de coordenadas k — k + px

e definir um parametro b

v =p*e® + mPx + mly + A*(1 -z —y)
(p—k)p—k+m)—(p—k)?+m?> — [(1—2)p— k(L —2)p—k+m]— (p—k—pr)?+m? =
= (1—2)%* = (1 — 2)(pk + kp) + [(1 — 2)p — Klm + k2 — (1 — 2)%p* + 2(1 — x)pk — Kk + m?.

2.289)
Como vemos, podemos escrever (p) da seguinte forma

S(p) = SW(p) + 5P (p) + £ (p), (2.290)
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SO (p) = = [ [ dyB((1 - 2)5 + (1 — 2)pm — (1= 2)*p + m?]B, [ ek s
Ze2m
2(2)(17) = _—2f0 dl’ dyﬂli[ 77)\9 + B/\B f (ddk k];/\’ng’

SO(p) = (1 - ) 6 [ da [y dy(1—a - y) [ ks
XBH(1 —2)*p® — (1 — Jf)(pkr + kp) +[(1—2)p - k]m + /fz (1 —2)*p* +2(1 — 2)pk — k? +m?| 3" x

w (kAp2)p (k+pa)y
[2—b2]3
(2.291)
Agora observa-se que
Ze m2,u4 d dk {A+ B k"k" + CL ok k" KOk}
) — (1 —&) —P / d / 1 o / v O
(p) = ( T ) o) W :
(2.292)
onde
A=[(1=2)* + (1 - 2)pm — (1 — 2)*p* + m’|z°p*m,
[ i x)(ﬁﬁu +B,0) — Bum +2(1 — x)p,)B,,
CMV@A = /B/L(/BV/BO - T]V@)ﬁ)\’
E de nosso conhecimento que
I ddk 1 _i-n%_ 169
e N R
(2.294)
f ddk kakg i(—1)% mapP(3-1-9)
CrT =0 2am ? re)-pp
f ddk 1 i 1)2 r(4-9)
@EmT K= 5(4m) 8 Ta)—b2* 2
d
ddk kako  _ i(=D% mel(d—1-9%)
S G T = o T T (2.295)
f ddk kukuk)\ke _ 1(71)% (np,un/\9+np,)\nu9+nue77u)\)F(4727%)
(2m)d [k2-b2]* 2(4@% F(4)[—b2]4‘2—% ’
705 = d,
(2.296)

BB Baby =d=(4—¢).

Neste caso,
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ol

i(-1)2  T(3-9)
-

ie2m2pud— ~ N
B0 (p) = — 2 [ d 37 dyBU (L= )+ (L= )pm — (L= )%+ m?)p, T S
(2.297)
ie?m2pd—d 1 1 § drG-1-9)
2@ (p) = “2(1— BB ) A +6) [ da 2((43; e (2.298)
2 d
S®(p) = (1 —¢) e = i 6fo dx f Tdy(l -z — ){Ag((41 ? <4>[( b2?4)_ +
B ( 1)% 77!“’1_‘(4—1—5) C’ N i(— )2 (nHvn 9>\+nu9 u>\+nu>\ VO)F(4 2_4)} (2299)
"omE r—e2 g M g r(4)[-b2]4 2
1 () Erag)
2 %7

]

Por fim iremos tomar o limite d — 4 ou equivalentemente ¢ =4 — d — 0
2,2 2
(1= 2P +m?8, 5 s ]

2)*p* + (1 — x)pm —

S (p) = 47r)2 fo dz [ “Cdypr(1 -
@) (p) = — 22 " (=)~ @-5r(5)
2 (p) 477)2( /8 ﬁ ) f dym’
e“m 11—z ) §F 24 € )
2G(p) = —(1 - zm”i; C e [T dy(1—a - ){b i b2]2 n
2 ((41§ Q[F(zl,j]ﬁ + Chuon (0 + 1P 4 o ?) . )1) bl ])2}

Utilizando identidades mateméticas
2L 4y (n+ 1) + O(e)],

I'(—n+0) =
Piln+1)=1+1+.+1—y 9 (1) =9,
(14 2)=2T(2),
ng =1- gln(X)7
concluimos que
L(1+5) sT(5) € € 2
02 ]2% = T2 2]5 = 5[% _7][1 - 5111(4:“2)] =1,
4ﬂu 4##
CED) — 2 92— 11 - §In(:E2)],
4##2
r'2+3) ey 5I(5)
b2 15 (1+§)[b2 ]5:1-
4ﬂy2 4ﬁu

Portanto,
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SO0(p) = g Jy do 37 dyB UL = )%+ (1= )pm — (L= 2+ m?]3

£O(p) = —germi (1 - 8°8,) fo do " dy[2 — 1 -~ — In(555)],

2m2 1 1-x v v v v
2(3)(]7) - - (1 _5 Q,,ZTPP fg dx 0 dy(l — T = y){b% BH 7] + CWQ/\(U“ 779)\ + 7]#07] A + T]MA’f] 9)

x[2 =7 —In(£)]}-

(2.303)
Organizando os termos, chegamos & expressao final
Y(p) = 3m(47r fo dx dyﬁ“[(l—x) ]32+(1—a:)pm (1—x) p +m ?18, 5+
4e? m 1—x
~smanz(L — A5,) fo do Jy " dy2 =1 =~ = In(z2m)] = (1= €) gugpye Jo do fy " dy(1 — 2 —y)x
2
x{f + 2= + Cwex(n"”n“ + oy + 77’“77”9)[ — 7 —In(g22)]}
(2.304)
Para finalizar utilizaremos a dlgebra das matrizes
prE B + BB = B + e,
BB, = b, (2.305)
BB, = p?,
A1 —2)?p® + (1 — z)pm — (1 — 2)’p® + m?|B, = (1 — z)pm + m?,
A= [(1 = 2)2®p*m]p + mz?p?,
(2.306)
Bun = —[2z(1 —2)(3+ "B,)]p* — [228"B,]p),
C,uzx@)\(nuyne)\ + nu@,nu)\ + ,)7/0\ 1/9) ﬁuﬁ (ﬁuﬁ . 1)
podemos escrever o tltimo resultado de uma maneira conveniente
S(p) = B3 (p)p* + B2 (0?)p + X1 (p?),
m3z 2x(1-x)(3+8"B,
Ba(p?) = = (1= ) g fo do Jy~ @m—x—mif—( st
1-z m 1-x —x)z2p?m 2zp" 3,
Yo (p”) = 47r)2 fo do [y " dy(1— )i — (1 - 2m(47r fo dr [y " dy(1 -z — v 3;4 =
8e? m 1 —x m
El<p22) = m( ﬂ“ﬂ ) 3m 471' fo dx dy ﬁ“ﬂ +
4e m
+3m(47r2( 6“6 fo d:vf dyl#—’}/+1n(47r 2)]+
— (1= &) gors [ da [ dy(1— & — )85, (88, — D2 — v — In(725)]
(2.307)
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Escolhendo & = 1 temos que

S(p) = B2(p?*)p + Z1(p?),

Yo(p?) = 3 fd f y(l — )%
s )i (2.308)

8e? m -z 2
21(172)2: — 3 47r)2( —B"B,) 3m(47r fo dr f dy™s Bug +
dcm, 1= 22 4m2a+m2y+A%(1—2—
+W( — 6B, fo dz [, ydy +’Y—|—ln(p s y+A%( y))].

47ru

Observa-se que a estrutura de divergéncias no infravermelho (IV) e no ultravioleta (UV) é dada por

3(p) = finito(P) + oo ()
(2.309)

Seo(p) = SolY () + [S15) (p) + 1LY (p)].

2.5.2 O tensor de polarizagao do f6ton

Dando continuidade ao estudo encontraremos o tensor de polarizagao do f6ton de maneira similar ao
caso anterior. Para isso, utilizamos novamente a primeira correcao radiativa advinda da estrutura
completa para escrever o tensor polarizacao de vacuo 11, (p)

dk
M) = e [ (G5t (5,80 = K)S(-H). (2.310)
Portanto,
o oaa [ Ak L (p—k)(p—k+m) 1 —k(—=k +m)

I, :—2”/ tr - 18, —[——-— —1]}. 2.311
I (p) e ( ) {6 m[ (p_k)g_mg ]ﬁum[ kg_mg ]} ( 3 )

E sabido que

tr{ﬁmﬁlh”'ﬁﬂzn—l} - 0’

tr{ﬁ#lﬁlb'"ﬁﬂm} - nH1H2nM3H4"'T/M2n—1M2n + n#2ﬂ3n#4ﬂ5”'nﬂ2nﬂl’ (2312)

n=123..
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tr(B,8,] = 21,,,

tr[ﬁu&Qﬁu] = a’Ma’V + a277u1/7

) (2.313)
tr(B,ap,b] = a,b, + a,by,
tr[ﬂﬂd%yif] = aua,b* + a®b,b,,
m m k k)3, kk k) k
tr{B,[ERE T )5 (Mitm) )y g (B RDORII Y pagy g BERBE 2310
Bu /3 ek )
—tr{B, [P R 8,} — tr{ 8220} + 1r{5,5,}.

—ie2pd—d d k k)uk?+(p—k)2kyky —[(p—k) uko+(p—k)vkulm?  (0=k)u(p—k)v+(0—k)?n,,
Hi:”ipl,f R == s
_N(];;,—n@g)}w + 27};1,1/}7

—262 4—d d
1. (p) = m—“2 f ;ﬁr'fd {m?*(p — 2k)u(p — 2k), — m?[(p — k)* + k> — 2m2]77,u1/} [(p_k)z_n;](kz_mz)-

(2.315)

Novamente, para resolver a integral em (2.315) vamos utilizar a parametrizagdo de Feynman

1 _ rl 1
5= Jodr [z +o(1—2)]2

2.316
M) = =i~ | (=20 = 20, o =" +4° =20l (2316)

“ - 16)2—7712]4v+(k2 —m?)(1-z)}*"

Organizando o denominador da expressao anterior

[(p—k)* —m?z + (K> —m*) (1 — ) = k* — 2pka + p*x — m?* = (k — px)? + p*x(1 — x) —m?, (2.317)

temos que

M (p) = —ie*u*=? [ du [ &5 {(p — 2k),u(p — 2k), — [(p — k)? + k2 — 2m?Jn,,, } X

(2.318)
X e pa Pt pPa(l—z) - m2
Podemos definir um parametro b
v =m? — 2(1 — 2)p? (2.319)

1
X h—pa) =022 -
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Fazendo a translacao k¥ — k + px e observando que termos fmpares em k sao nulos temos

H/u/(p) = 2 4 df() d f gi];d )2pll«pV + 4klik:V - [(1 - 2[17 + 25(72)]92 + ka - 2m2]nuu}7

1
PP
M, (p) = —ieu* = [ do [ &5 {(1 = 22)*p,py + Ak, — [(1 = 22 + 222)p? + 20k kg — 2m?n,,, ),
o
I (p) = —ie*u*™ [ do [ G5 (1 = 22)°pup, + bk, — [(1— 22)°p* — 207 + 20 kg, }

1
PP

(2.321)

Temos agora os seguintes resultados matemaéticos

f dek 1 - @'(71)% F(Q—%
EmIR=E T 4t re-et
(2.322)
I dik _kakg i(—1)8 P19
EmT R 2am® reyl-pt
Tomando o limite € = 4 — d — 0 mantendo a dlgebra das matrizes 3
d
4—d(=DZT Te-9 4 g 12 e b2
B et reppf @ r@lEslE e e — I = 5 Inlmz)),
d
4-d (=12 meTA=9) _ mpb? DEIH5) _ myagb® 12 | 1 _ 111 € 1py( b2 (2.323)
K T = 3 (gt = atee 1l = )
e =d=(4—¢).
Portanto,
H'ul, =e? fO d:L‘{ G 296) [— - ’Y][l 1 <47F# )]pupu + (471')2[ +1- 7“1 - %1 (47ru )]UW‘F
z)2p2 —2b2 b2(4 b2
(12&72[_ - ’7][ 1n<4ﬂ—# )]T]uu - ((ﬂ—) )[ +1-— ’7][ 1n(47|—u )]T/uu} ( )
2.324

Percebemos, entao, que

L. (p) = w(p)n,, + v(P)Pupy,

u(p) =tz Jo do{bPe2 +1—19][1 — §In(£7)] + [(1 — 22)%p* — 20%][2 —1][1 — §In(E)]} =
:_é%gmﬂ1_myg—ﬂu—gmgin2

€ 2
v(p) = 47r)2 fo g 4352 -1 - ln(#)].

(2.325)
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Neste caso

H/»“’(p) = [_nuyp2 +pupu}H(p)7 (2326)
onde
M(p) = o Jy du(l —22)2[2 = A1 = §In(Z2)] = 5232 — 7] — o Jy da(1 — 22)° In(4545).
(2.327)

Sendo assim,

H(p) = HoUoV(p) + Hfim’to(p)'

Ao calcularmos em GSQED, a primeira corregao quéantica para o tensor de polarizacao do féton,
encontramos o mesmo resultado obtido acima, indicando uma certa equivaléncia entre as duas teorias
ao descrever particulas escalares

GSDKP, <= GSQED;. (2.328)

O resultado anterior, equacao (2.326), condiz com a informacdo de que em geral II,,(p) possui a
estrutura completa devido & covariancia relativistica e a identidade de Ward-Takahashi

W (p) = [=1,,0° + pup,JT(p) (2.329)
onde II(p) é conhecido como polarizagao do féton.

2.5.3 O vértice

Por fim, encontraremos a primeira correcao radiativa associada ao vértice. Tendo em vista a estrutura
completa, escrevemos a primeira corre¢ao ao vértice A*(p', p) da seguinte forma

d'k
(2m)4

M@nﬁ—éﬁd/‘ S — K)BS(p — k)5 Do (), (2.330)

Consequentemente,
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2

d o m m v
N (pl, p) = it [tk (g LI CRE R _ q)gul (GREI) _ qgry i)

(2.331)
Sendo assim,
—ie2pud—dm2 d AT A A o —IN2 o 218K (A LN (A T —(p—F)2—m?2
Nl ) = S |t G ) oG ) (33
Utilizando a parametrizacao de Feynman
1 —x l-z—y
abcd - 6]0 dx d f dZ a(l—z—y— z)+bx+cy+dz]4
(2.333)

—i6e?m? _ —x —T—
A (p',p) = =t [y do o dy J, " d
f dk_{B7[(p —k)(p —k-+m)—(p' —k)2—m?]|B*[(p—k) (p—k+m)— (p—k)>—m?]3, }
(2m)? {E2(1—z—y—2)+[(p'—k)? —m2]1’+[( k)2 —m2|y+(k?—m2)z}4 ’

Organizando o denominador da ltima expressao

FPl—z—y—2)+[(p —k)?—m?lz+[(p—k)* —m’ly + (k> —m})z =
=k = 2p'kx — 2pky + pPx + pPy —mP(z +y) —mlz = (2.334)
= (k—pv—py)? = Wz +py)?+p% +p’y —m*(z +y) — mpz,
temos que
A, p) =~y [N [ dy [y d

[ ot 7 k) G G pem) (o mls,) (2.335)
(2m)? [(k—p'z—py)?—(p'a-+py)2+p2a+pPy—m? (a-+y) —m2z]4 '

Fazendo a seguinte tranformacao de coordenadas k — k+p'x+ py na equagao anterior e definindo

V=(p'z + py)* + p?x + pPy — m*(z +y) —

U — R~k tm) = (0 = k) —mfB 0 — BB~k +m) = (p =R =By — ) o
— B{[(1 = 2)p' — yp — K[(1 — 2)p — yp — b +m)]+ '
—[(1 = ) —yp — k2 = m*}B*{[(1 — y)p — wp/ — kI[(1 — y)p — P/ — k +m]+
~[(1 = y)p —ap’ — kJ* = m?}p,
somos levados ao resultado
A“(p’,p) % 4df0dx 1zd fl:vyd fddk o b245 {[(1—.%)}5/—%5 lﬂ
(1= 2)p —yp—k+m)] = [(1 —2)p' —yp — k]? —mQ}B“{[(l— y)p — xp — k] x (2.337)

<[(1—y)p—ap —k+m] —[(1—y)p—ap' — k> —m?}5,.

Percebemos entao que A* pode ser escrito com sendo
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—i6e2m?2 1—z— dp. [AP4+BEEY+CH k*KY+D"  k*kVEMNEF | kEY EMNEY
A#(p, p) P 4 dfo d$ d fO yd f dlk [ o 1 av av) ]

m2 (2m)d [k2—b2]3
(2.338)
onde os coeficientes relevantes da expansao anterior sao dados explicitamente por

A= 871 — 2)p" — ypl[(1 — 2)p — yp+m)] — [(1 — 2)p’ — yp]> — m?} x
xB{[(1 = y)p — xp'|[(1 = y)p — xp" +m] = [(1 = y)p — 2p']* — m*}B,,

Ct, = B7{BuB, — N 0" {[(1 = y)p — xp’ + m] — [(1 — y)p — xp/]* — m*} 0,

+67{[(1 = 2)p —ypl[(1 — 2)p" —yp+m)] = [(1 — 2)p’ — yp]* = m*}B"{B.B, — N }+  (2.339)
—B7{BuI(1 = 2)p" —yp+m)| + [(1 — 2)p — yp|B, + 2[(1 — 2)pl, — ypa]} B ¥

x{B,1(1 —y)p — xp' +m] + [(1 — y)p — zp'|8, + 2[(1 — y)p, — =P} ]},

ocV)\G = BBabBy = Naw }B{B2Bo — 120} B0

Os termos impares em k sao nulos ao calcularmos a integral em todo espago dos momenta, bastando
fazer a transformacao k — —k para perceber isso.

Agora, para observarmos se o vértice da teoria tem divergéncias ou nao, precisamos obter as
integrais abaixo

I a1 _i(-n% r@E-9)
CmER =6 4m) 8 @t d
J S gy 0 S (2.340)
CmTI2=bTE T 5am s r()[p2 18 '
I Al kRS (=) F ™ oAyl T (4—2-4)
@0 2T T J4nd T @) b2 :
Logo, a equagao (2.338) é dada por
d d § o
AH 6e2 mp 4 d d 1 a;d 1—z— yd -1)2  I'(4-3) A (-1)2 r4—-1— ) C“
(#.p) = fo v ) d w)% T(4)[—b2] 5 2(4m) 8 T(4)[—b2)i~1— ¢ ot
(71)7 (nau,r]/\g+,r)u9,r]a)\+n00nz\u)1'\(4 277)E,Uf
4-2-4 ou/>\6']
4(4m)’ L(4)[-b?]" 7772
(2.341)
Fazendo a transformacao d = 4 — € e tomando o limite € — 0
1—g— av av )\9+ vo oc)\_,’_ O, v E
A (p p) (47‘r 2m2 fO de‘ dyfo de[% — Ui anu — ("7 Ui n "74[ b;;}% ) ( ) auk@]’
41
’ (2.342)

DA — 2~ ][l - §In(Zs)].

5 € 2 4
[47ru2 2 K

Por meio do resultado anterior concluimos que a primeira correcao radiativa do vértice tem
aparentemente uma divergéncia, o que ja era esperado tendo em vista uma contagem de poténcias.
Para termos certeza se essa divergéncia existe é necessdrio calcular a seguinte expressao
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(™ + 0" + 0P ) EL e = (0 4+ 000 + 0P B7{ 8,8, o} X
X B*{BrBy — ag} By = BB Ba — 13} B* {8 By — mA}B, + B7{BB’ — 0" 1B x (2.343)
xX{B:\By — Mro}Bs + 50{5%)\ — n"}B"{BxBs — Mo} By

Para isso, vale lembrar das seguintes propriedades da matriz " extendidas para dimensoes quai-
quer

BrBTAP + 8RB = B P + B,
BB 6, = B,

BEBB,B, =d=4—¢

prBYB, + B78,8" = (56 —¢)p".

Neste caso, calculamos o primeiro termo da expressio (2.343)
BB BB B BBy = (5— € = BB (5 — € = 828,) = (5 — ¢ — B7B,) 5 B\B"
—MB7B BB By = —(4 =€) (5 — € — 3B,)B"
—BnSB B BB, = —(4 = €)B"(5 — e = B1B)) = —(4 = )85, "
BB B, = (4 —€)(4 —€)B"

(2.344)

= B7{B"Bo — 238 Bx — mM}Be = [~ (4 =€) + (5 — €)" By — B*BaSB,]6".

O segundo termo

BB B"BBeBy = [—B° BB + BT + BN B [~ 8,868 + Batige + Botlrg) =

=8 - BBAB" — (5 —e— BB,)B" — B BB  + (A4 —e)B" + 8" — (5 —e— BBy + 8" + (4 —€) B =
=7

—B7 BB B 0By = —B° B BB B, = —(5 — € — BB,)B"

—B870" B B\BoBy = —B7B B ByB, = —B° BBy (5 — € — B7By) = —B°B,8"

B0 BB, = (4 — )"

= B7{BB" — 0" }8"{B:Bs — M} B, = 0.

E, por fim, o terceiro

61



B7B° BB BB, = B"

—B7B8° B 3 g B, = —(5— € = 328,) 8"
—B°n" 8" 5\BeB, = —1°Be"

B0 BB, = (4 — )"

= B7{B°8* — 0" }B"{B6:Bs — e} Bs = 0.

Sendo assim,

(™ + n"n> + P VBl = [—(4 — €) + (5 — )B*B\ — BB, B,] 8" =
= [—4+ 588, — BB.BBAB" + €[l — BB,]B"

Agora observa-se que

(2.345)

44588, — BBy = —4+5B88, =[-8 BBy + (5—)3B,] (2.346)
= —A+50'8, — [~(4d =) + (5 - ¢)5'B)]
= —e[1 - 88"

e, conseqiientemente,

(noa/n)\@ + 771/07704)\ + n@an)u/)EgV)\e —0. (2347)

Percebemos entao que A, nao possui divergéncias no ultravioleta, apenas no infravermelho devido
ao propagador do féton. Isso jé era esperado para o caso particular obtido de uma das identidades
de WT

0S8~ (p)
op,,
pois ¥ tem uma divergéncia no ultravioleta proporcional a massa de Podolsky m,. Portanto, a
dlgebra de DKP proibe o aparecimento de uma divergéncia UV no vértice, assegurando uma das

identidades de WT e, consequentemente a simetria de calibre.
De maneira geral

D(p, pi k= 0) = , (2.348)

AP p) = Mo (') + AS(P, p)

/ _ ATV H /
A5 (P, p) = AV (V')
Logo o estudo das primeiras correcoes radiativas nos levou a visualizar divergéncias tanto no

ultravioleta como no infravermelho da GSDKP, associadas a massa do méson e a sua carga. Esse
conhecimento ¢ importante e nos da um guia de como se procederd o programa de renormalizacao.
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2.6 Espalhamento féton-féton

Iniciaremos o estudo do espalhamento luz-luz. Tendo em vista as regras de Feynman ou a es-
trutura geral advinda do funcional gerador, escrevemos a amplitude associada a este espalhamento
Twero(p! p;p/, p) da seguinte forma

AVAVAVAVAV

F 3 L 3

— NN

w

/ d'k / v

D (pl il p) = €'t~ / it S ' + kB S(k)B*S(p — k)B°S(K)}. (2:349)
Sendo assim, com o resultado

i pp+m)

S) =1 g 1], (2.350)
somos conduzidos & expressao
Dea (p',pip',p) = S [ ket {35 + ) + k+m) — (0 + k)? = m?]5"

i+ m) — K2 — 2 (- B)(p km) = (p = kY2 = m?]8" (2.351)

X [k(k+m) — k* —

]}[p+k)2—m2][k2 mz][(p k)2 —m?][k?—m?]"

Com a ajuda da parametrizacao de Feynman

1 1 11—z l—z—y 1
abed _6f0 dx f d f dz a(l—z—y—z)+bz+cy+dz]*

oo (pf, s pl, p) = S5t [ da Y
= B R )~ ()2 ] ) 2 - (5B m)— (p—R)? ]  m)— ]}
(o e (S e T )
(2.352)

organizamos o denominador da iiltima expressao

B = m?)(1 = =y = 2) + (0 + ) = mfo + [(p — k)2 — 2]y + K — m?)z =

— (k +p/x _py)2 . (p’ac i py)2 +p'233 +p2y (2353)

e concluimos que

44d

Lue(p', psp', p) = Jo dx fy " dy(1 — 2 — y)x o B
X [ A (B Tt (4193 )8 [ 1) K2 23 (1) (5ot 0) (9?2 8 ) 2]}
(2m)d {(k+p"x—py)?— (0’ z—py)2+p2x+p2y}* )
(2.354)

Fazendo a transformacao de coordenadas k — k + p'x — py na equacao anterior, definimos um
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parametro b

b = (Px—py)’ +p°x + 1y (2.355)

e escrevemos o numerador da seguinte forma

B + k4 Pe —py) (' + k+ Pz —py+m) — () + k+p'z—py)® —m’] x  (2.356)
B[(k +p'x — py)(k + Pz — py +m) — (k+ pz — py)* — m?|B* x
[(p—k—pz+py)(p—k—Pr+py+m)— (p—Fk—pa+py)* —m’p’ x

[(k + 'z — py)(k + Pz — py +m) — (k + p'z — py)* — m?]

X

X X

Assim, percebemos a estrutura

d
T (pf, pspf, p) = Sl [ [ dy(1 — o — y)x

f ddk tr{AW“’JrB““glkak%C““"k%akwé+D“”“’ koke VRS kT kT kPET ) (2.357)
(2r

aocydTwpT

{k2—b2}4 )

Explicitando apenas a estrutura com uma possivel divergéncia no ultravioleta

ng&@ (p/,p;p/’p) _ t,r{Dlw)\H }664 pt—d fo dx flfm dy(l o y) f (ddk ko‘k"k“fk‘;k”kwkka’

aoydmwpT 2m)d {k2—p2}4
(2.358)
DgZchSwwpr = ﬁu(ﬁaﬁa - naa)ﬁ (6 65 nvé)ﬁ (ﬁwﬁw - wa)ﬁe(@ﬁT - npr)7
dk ECKKEETETRPET  i(— 1)% (o™= nP™ 4+ ...+ perm)(4 — 3 — %)
d 2 _ 24 - a i : (2.359)
(2m) k> — 7] 8(4m)? I (4)[—b2]*32
Fazendo a tranformagao d = 4 — € e, tomando o limite ¢ — 0 temos
v 14 oo T T —X br(—1 £
i (0,030 p) = s tr{ D e YPTO ™00 4+ perm) [ da [3" dy(1 — & — y)ﬁ
4wu2
P(—1+% ) € 2
[4W T [% - 5111(47[;#2)]'
(2.360)
Por outro lado, sabemos de uma das identidades de WT que
puruuaﬁ(p7pl7 k? k/) = 0. (2361)

Nesse caso, a estrutura que representa o espalhamento luz-luz nao deve ter divergéncias no ul-
travioleta pois caso contrario quebraria a simetria de calibre. Consequentemente, assim como na
primeira corre¢ao radiativa do vértice, a dlgebra de DKP deve proibir a divergéncia no ultravioleta,
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tr{ DA T T L perm) = 0,

tr{ﬂu(ﬂaﬂa - naa)ﬂy(ﬂfyﬁ& - nyé)ﬁA(ﬁﬂ'ﬁw - nﬂw)ﬁe(ﬁpﬂr - npﬂ')}(nagn’yanﬂ—wnm— + . perm) =0.
(2.362)
Esquecendo os indices de D percebemos

D = B —4nB" + 6nnB® — dnymB° + nmmn B*
(2.363)
l—44+6—-4+1=0.

De maneira explicita

B BaBeB" 8,858 BrBoBB,Br — NaoB' B BB58 BrBuB’ B8+ + 158" BaBsB" B BBuB’B,8,+
B BaBsB" 5, 55%95,;57 + nprﬁuﬁaﬁaﬁyﬁfyﬁéﬁ)\ﬁﬂﬁwﬁe) + (naan'y(;ﬂu/BV/B)\/BwaBeﬁpBT—}_
FaoNrwB3 B ByB5BB° 8,8, + Naoye 38 B85 BrBoB’ + Nl B BaBsB BB 8,8+
157,73 BB o3 B B BB+ NNy B BaBoB B855*B8°) — (NagsMewB' BB B°B,8,+
05w BB B BB + Nagys e BB B BrBalB’ + NaoNaet B8 8,858 %)

Fao 5w BB B

E de nosso conhecimento que

tr{ﬁlﬁﬁﬂ;ﬂﬁ#%aﬁﬂ%} — 77”1”2 ‘.‘77#2371,‘125 + 77#2#3_.‘77#23/11‘ (2364)
Portanto,

tr{ D b = DA 0+ oo TN — [T (M DNy + DTN o)+

s (MANZANEN 0+ Do s To) + N (NN o + N E NN+

A1, (60 + oo M3 N+ Mg Ts (1 3101 7+ 1 o)+

oo e (11511 e+ EENONE) + Moo e (1 15137 + M3 ) -

6T TAN5N 4 N1 050E) 1057 e (NETEIRNS + D1 M)+

A W6+ N3] = Mo M6Tme (117N, + 07 0008+

105w pr (AT 4 Do) A N 17, (1 120 % + 1721 )+

F o TraMpr 10061+ E0531)] + oo My 6me e (107 + 1720,

(2.365)

Agora, observa-se que

tr{ DA 3T = 16(n" N ) (1= 4+ 6 — 4+ 1) = 0. (2.366)

Desse modo, a equacao anterior juntamente com a propriedade ciclica do traco garante que

tr{ Dl e YN 4+ perm) = 0. (2.367)

Concluimos entao que a simetria de calibre, utilizada em uma linguagem quéantica por uma das
identidades de W'T, proibe divergéncia no ultravioleta para o espalhamento luz-luz, porém quem
assegura a afirmacgao anterior é novamente a dlgebra de DKP.
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2.7 O programa de Renormalizacao

Para apresentar o programa de renormalizagao na eletrodindmica GSDKP, utilizaremos o esquema
de renormalizac¢ao na camada de massa [79]. Primeiramente, exploraremos a liberdade dos campos e
parametros nus de maneira consistente com a simetria da teoria, no caso uma simetria de calibre local.
Depois deixaremos explicita esta liberdade, escrevendo o que chamaremos de campos (parametros)
vestidos ou renormalizdveis onde serd possivel vizualizar todos os contra-termos. Com o estudo
prévio sobre equagoes quanticas completas e divergéncia, serd intuitivo perceber que os contra-termos
cancelam as divergéncias. Para fixar a liberdade dos contra-termos utilizaremos condicoes fisicas.
De maneira geral as condigoes fisicas exigem que na camada de massa as fungoes de Green da sua
teoria tendam & sua forma livre. Como exemplo dessas condicoes na camada de massa, o propagador
do méson deve ter um pdélo na massa fisica, o propagador do fé6ton deve se comportar como um
propagador livre de Podolsky e a funcdo de vértice deve ter sua forma livre. A primeira vista,
estamos apenas ajustando a teoria de tal forma que descreva a fisica e seja independente da ordem
que trabalhamos ao aplicar a teoria de pertubacao, porém a posteriori perceberemos que nossos
parametros fisicos dependem da escala de energia que estudamos o fenémeno.
Sabemos que a densidade de lagrangiana que representa nossa teoria é dada por

T A A 1 v 1 o
L =1(i0 —m +eA)p — 1"+ 550" Fup0uF g (2.368)
p
onde temos implicitamente uma simetria de calibre local
U — U+ ia(z)¥
U — U —ja(x)¥ (2.369)

1
Ay — Ay c0ua().

Procuraremos por uma forma mais geral da densidade de lagrangiana (2.368) consistente com a

invaridncia de calibre local. Para isso, primeiramente, renormalizamos os campos da seguinte forma

1
U = Ci¥p (2.370)
1
A = C3Aw.
Neste caso
i - A % 2 C3 1% C3 " af
L= C[ﬂﬂ(R) (28 —m+ eCj A(R))w(R) — ZF(R)AWF(R) + 2—77128 F(R)NgaaF(R). (2.371)
p

Temos ainda a liberdade nos parametros de massa, carga e comprimento de Podolsky, sendo assim

-G
m = &, (R)
€= 021 €R
CoC2



Portanto, a densidade de lagrangiana inicial (2.368) ¢ escrita de maneira geral em termos de uma
combinagao linear das quantidades renormalizadas

— A - C C «a
L= Co¢(R)Zaw(R) - Clm(R)'l?D(R)'QZJ (R) + 026 R)w ¢(R (R)p,l/F( R) + Qm(R) —0" F(R)M/BaaF(Rﬁ)
p
(2.372)

A densidade de lagrangiana anterior é invariante perante as seguinte transformacao de calibre
local

Vr) = V) + (@)Y g

Yry = Vry — 10(T) PRy (2.373)
A = Ay + i G- Ona(@).

De maneira geral podemos escrever a densidade de lagrangiana em termos dos pardmetros renor-
malizados como sendo

(C('OC— 1))¢(R)i3¢(3) ( ) RW R ¢(R) + (02 - 1)6(R @/) R)w - CS 1)F(Pf‘f)wF(l;:lzj)+
+ G E 50 FD

Qm%R)p (R)up (R)

onde percebemos que

L= ['livre + 'Cint?

Lijvre = %ZJ(R) (10 — m(R))¢(R) - 71; (R)p F(MRV) +3 :R)p 8MF(R)MﬁaaF((}%B)’

Lint = em®mAmv ) + (Co — D) idvm — (Cr — V)mmytbg tm + (C2 — Ve Am b+

C3—1 v C 1)
Iy F(“R)+( i aFRwaa o

(2.374)
Os termos extras na parte de interagao sao denominados contra-termos. Geralmente utilizamos como
notagao

do, = (C; — 1). (2.375)
Por fim, inserindo o termo associado & condicao de calibre no-mizing
QUAw) = (1+ 7-)30" Ay,

(2.376)

L= ‘Clivre + 'Cint - %(aluAA(R),u)2 (au@vA )

2§m(R)

Dando continuidade, concluimos que
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L= ngZ(R)z‘éw — Clm R)QZ YWr) + C’ze(R)@(R)A(R)%/J(R) - CTF( R)u F{Lzzy) + ma“F(R)uﬁaaF(aRﬁ)+

— 5 (0" Anp)” + grr— (010" Ay >2 Cy=1
L= {ﬂ R)(ié — MyR) + 6(3)/1(3))770( R) — F(R)WF(M) 8 FR)uﬁa i(@“A R)#)2+
+25 MRy (010" Ary)® + S0P (ryi0% () — Scymymyd R)¢ (r) +0cy€ R)%U RV (r) — 43 Firyuw g

(2.377)
pois temos 4 pardmetros C; e apenas 2 divergéncias na massa e na carga. Observe também que a
dinadmica nao afeta o parametro m,.
A préxima etapa seria estudar as equacoes de SDF e analisar a relacao entre os parametros C.
Isso pode ser realizado de maneira imediata tendo em vista os resultados anteriores

= C3Dpy,
S = CoS(r), (2.378)
T = Cy Ty

Por outro lado, para mantermos as identidades de W'T na teoria renormalizada temos

Cs e(lR) aﬂ (R) (zvyv Z’) = —5(.I’ - Z)CLOF(R)(.QY,’(I/) + CLOF(R)('ra 2)5('1: - y)7
(2.379)
Co = 02.

Portanto, lembrando-se que nossos parametros e campos agora sao fisicos, podemos escrever a
densidade de lagrangiana da seguinte forma

Lery = $(i0 — m + eA)y) — TFuw PP + ﬁ@“}?waapaﬂ - 2_15(8“/1“)2
+500{M877Z) - 5(]1771’17%?/} + 502€1LA77/J — J%F/“,F“V.

7o (107 AV (2.380)

Ao se obter as fungoes de auto-energia do féton e do méson, essas sao alteradas pela adigao dos
contra-termos. Primeiramente, ao analisar o setor associado & auto-energia do féton obtemos

My (p) = T1(p) + dcal =, b” + D, (2.381)

gy (p) = H(p)+dcs.

Impondo a condigao fisica de que na camada de massa o propagador do féton se comporta como
um féton livre de Podolsky

IR (p)|p2:0 =0=0d¢, = — 11(p)] og - (2.382)

Explicitamente, das primeiras correcoes radiativas do tensor de polarizacao do féton, podemos dizer
que
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e 2 4y
ooy = —W[E — v — In( 3 -

Por outro lado, ao analisar o setor associado & auto-energia do campo escalar sabemos que o
propagador completo é escrito de maneira geral da seguinte forma

1

Ty 2.
S= T, (2.383)
onde
Yr=X—moC; + 6Cop
Y=+, =1 (2.384)
IA) = puﬂu-
Logo,
S = aﬁi—b
a=(1-0Cy— %) (2.385)
Por outro lado,
[ap(ap +m) — (a®p® — b*)](ap — b)S(p) = i[ap(ap + m) — (a®p® — b?)],
(2.386)
[(65° — PPap — (@9 — P)ap + ey — P)S(p) = lap(ap + m) — (@9 — 1)),
i aﬁ(aﬁ + b) ,aﬁ(aﬁ + b) — (a2p2 — 62)
T olan? —p2) T 2.
S(p) b[(a2p2 — b2 =i b2y — 1) ; (2.387)
onde utilizamos a dlgebra de DKP
B + 65 B = B + B
(2.388)

»* = p*p.
As condicoes fisicas dizem que o propagador completo do campo escalar se comporta como um

propagador livre na camada de massa p — m[

ap(ap +b) — (a’p? = %) — p(p + my) — (p* —m3}) (residuo)
(2.389)
b(a®p? = b%) — my(p* —m3) (pdlo).

De maneira equivalente podemos inferir que
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C=ap—1b
(2.390)
F — ]5 — mf.

Agora observa-se que a condi¢ao do residuo é dada por

0 822 A 621

P—ﬁ%3:»5%&%-—ﬂﬁzy+6 A
Pu

Para fixar o parametro 500 (nimero) precisamos calcular o trago da expressao anterior

(2.391)

tr(, 2] = tr(8"B,] =

0%y

riB tr(B
—0Cy = By + T 20 70 o, (2.392)

%y

(8. 5ps]
—0CH = X9 —|—pi‘g§2+ﬂ

Sabemos também que [ tem um pélo na massa fisica p — m¢l

A

F:ﬁ—m—(5C’0+Eg)ﬁ+méC’1—

ER(p2, m) =0= m501 (500 + 22) + 21 (2393)

R A
m5C1 = 21 — bu 0%y —7’ akZm p.

4 Opy p 8

Resulta que as condigoes fisicas associadas ao residuo e o pélo do propagador escalar em GSDKP,
sao dadas por

ruoss | Bum]
—0C) = Xo + ZBPQ—F—”
(2.394)
Pu 822 N tr[ﬁu%} A~
m5C’1 =3 — Iap” - ] b,
mas esperamos também que 0C; seja um nimero
Bt
—0Cy =%y + B lB2p 4 Py
(2.395)
bméCy = tr[¥].
Resumindo, temos as expressoes no limite de p — m¢l
PR %
—500222%-?“8732 +—
(2.396)

5m(5C’1 = t’r’[Zl]

Explicitamente das correcoes radiativas associadas & auto-energia do méson, concluimos que
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—500— <y fo dr [i~" dy(1 - 2) g m 7t

222 +m2r+mZy+A2(1-z—y

" (2.397)
3(47r fO dLE dy<1 B .Z')p (P22 +m2a+mZy+A2(1—z—y)]?
8e2m2 1 8e? m m2
5m601 47r)p € + 3m( 47r fO d'I dy [p? xz+mzx+m2y+/\2(1 z— y)]+ (2 398)
4e?m2 22 +mPz4+m2y+A%(1—z—y) :
— G fo dx fo Yyl + v+ ln(p 4ﬂ52 ).

Para completar o programa de renormalizagao precisamos calcular Cy por meio do vértice. Para
isso investigaremos o espalhamento de particulas escalares pelo potencial de Coulomb. E de nosso
conhecimento que a aproximagao de Born para a probabilidade de transicao de uma particula escalar
na presenga de um campo externo AH ¢ igual a [47]

My =212 |Q(p) A (R (p)| (B’ — B) k=§ —75 (2.399)

onde

AO (k) = [dPzp" A© (7)e T F, (2.400)

Levando em conta todas as corregoes radiativas temos

AC(Q) = K*(pl, p; k = pf — p) AL (k)

(2.401)
T (p',p; k) = K*(p, p; k)6 (o —p — k).
Quando utilizamos o procedimento de renormalizacao ficamos com
_ N o 2
My = 2med) 1y (P)AG) () (p)| (B — E)
Al (@) = g—;K “(p pik =p —p) AL (k) (2.402)
e=-C e U=CfUp A=CiA
0003% (R) 0 *(R) 3 “1(R)
No limite de k — 0
Coth(gy(p) K*(p, p; k = 0) AE%” (k)Y r)(p) = Yy (p) " Aﬁ%u (k)Y gy (p)- (2.403)

Por fim, podemos entender o significado da carga elétrica escrevendo a amplitude de transicao que
descreva o espalhamento de fétons por mésons. E de nosso conhecimento que no regime de baixas
energias k£ — 0 temos a seguinte amplitude de transicao

Mpimgim = D) [TuSTATLST, + B, (p)] t(p) A* A (2.404)

- 0*S
_ 2 -1
= € w(p)s apua v

_ B 833 _ v
- Cge%(m(p)%%m @V () Al Alr)

S p(p)AAY
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implicando

1
€(RrR) — 0326, (2405)

concordando aparentemente com o Teorema de Thirring para o efeito Compton.

Como vimos, os contra-termos sao necessdrios para cancelarem as divergéncias que aparecem
na teoria ajustando os parametros de tal maneira a descreverem a fisica (experimento). Cy e Co
cancelam a divergéncia no IV, assegurando a identidade de WT, Cy = (5. (] estd associado a
massa no méson e cancela divergéncias no IV e UV. (5 estd associado a carga do méson e cancela a
divergéncia no UV.

2.8 A auto-energia do f6ton e o vértice a 2-lagos

Anteriormente haviamos visto que a auto-energia do méson possui uma estrutura de divergéncia na
massa de Podolsky. Poderfamos nos perguntar se esse tipo de divergéncia se apresenta na auto-
energia do féton ou no vértice em ordem superior. Para observar isto, calcularemos a auto-energia
do féton e a estrutura de vértice a 2-lagos [80], utilizando técnicas funcionais inspiradas na teoria de
pertubacao modificada de Fradkin com contra-termos.

Inicialmente é de nosso conhecimento que

Zn,7,Ju) = [ DpexpliSesy]
Serp = [ d*a[(i0 — m + eA)p — LE,, Fm 4 o 150 P — 2%(3"14#)2 2£m2 (010" A,)*+
80, i — Soymap) + S, ep A — 28 FWFW {pn Y+ AR
(2.406)
Neste caso
Zn,n, J,) = [ Dupexpli [ d*y(1+ (502)ewAw exp{i [ d*z[ 28 m)y — L1F,, Frv4
btz P oA A (04, + Sestibn it (2.407)
S, PR+ + AV},
Pois bem,
- 14 16 )
= —— = —— = B# . 24
(G 5 (G P57 BT (2.408)
Logo,
Z[nv m, ‘]M] - exp[i f d4y(1 + 502)€ZE(BMM$JM>%%]
[ Duexp{i [ d*z[L + m + i + A*J,]}.
) ) . (2.409)
L —w['( + 0000 = (1+ Scy ymlty = SHELF, P 4 Sl 00 F 00, o8 — J(00A,)*+
t ok (0907 ALY
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Observa-se que usualmente escrevemos a série pertubativa de Fradkin, colocando todos os termos
associados aos contra-termos na exponencial com a lagrangiana de interagao. Sendo assim, terfamos
a interacao moldando o funcional gerador livre

Z[na 777 Ju] = eXp[i f d4y£int6]ZliW’e;

Ziiwre = [ Dpexp{i [ d*z[y 28 mly — iFWF‘“’ + ﬁ@’LFW@aF“B — %(8“14”)2
i+ p + A* T}

+ genz (040" AP+

(2.410)

Agora

—Led P p,, = L5 A, (D - 049%) A,

a Flug0aF*P = LA, (p0 — 010”) = A, (2.411)

—e (0" AL + 2§in,% (040" A,)? = 5 Au(1 + m%)@“(?”AV.

Sendo assim,
£ =0[i(1 +66,)0 — (1 + 8, )mlv + 3 A0 — (1 = Horo”] + [0 — (1 — 1" 5+
+dcy ("0 — 010”)} A,
L=05"y + 34, D1 A,
S1=i(1+6¢,)0 — (14 d¢,)m
DO = (1= £)0"0"] + [0 — (1= §)0"0"]5 + 0oy (00 — 910”).

Definiremos o funcional gerador da seguinte forma

Zn, 1, J) = expli [ d*y(1+ dc,)eq 5 (8" 50 ) 551 Zoln. 1, i,
(2.412)
Zoln, 1, J,) = [ Dpexpf{i [ d*z[S™ ¢ + 1A, D™ A, + 4+ iy + A*J,]}.
Fazendo as translagoes nos campos
P(x) = p(x) = [ d*aS(x, 2)n(2),
Y(x) = P(x) — [ d*2n(2)S(z, 2), (2.413)
A (z) — Au(z) — [d*2D, (2, 2)J" (2),

onde
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S71S(x,2) = 6*(z — 2)

(2.414)
D DY (2, 2) = 5tz — 2).
Observa-se que a medida de integragao é invariante perante a translacao proposta.
Portanto,
Zoln, 0. 1) = Zo[0] exp{—i [ d*zd*x[[(2)S (2, x)n(x) + 5J.(2) D" (2, 2) ], ()]},
(2.415)

Zpl0] = fD,ueXp{ifd“x[Q_ﬁS_ll/) + %A# DAL,

onde os objetos S e D sao conhecidos como propagadores do méson e do féton, respectivamente.
Podemos calcular uma forma explicita para os propagadores assumindo suas respectivas tranfor-
madas de Fourier

S(z,2)= [ 28 (p) explip(z — )],

(2.416)
. 4 V .
DY (x,2)= [ D™ (p) explip(z — x)].
Primeiramente,
_[(1 + 500)25 + (1 + 501)m]8(p) =1
(2.417)
_ —1
8(p> o [(14’600)]37(14’501)”7']
Da mesma forma,
2
{l=n""p* + (1 = Op'p’] = [=0"'p* + (1 = p"p'1 25 + de, (=n'p? + pp”)} Dy (p) = 0™
2 2
{=(1 =3z +oc)p*n" + [6c; + (1= £5)(1 = Qlp"p"} Dy (p) = 0™
Dy (p) = Any + Bp*py e chamando
(2.418)
4 4.z ~by (1= 23)(1- )
(- Eytbg - 25 D) 2y 40y )p?
Dy(p) = — ool g,

2
P(1- 2y ticy)

Neste momento estamos aptos a utilizar teoria de pertubacao. Para isso expandiremos o funcional
gerador em termos da constante de acoplamento (carga elétrica)
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Z[T] 77’7‘]] p f y +502 z&n(y) (ﬁul&ﬂ‘( ))%(Wﬁy)]x
)iS(z, x)t

x exp{ [ d42’d4 ( n(z) + ZJ W(2)iD" (2, w)id, (x)]}

1 46 _ 4 1 6 [ 1 6
i) = L) dYy (1+0c ez 56 (8" 57y ) T +

expli [ d*y(1 + dc, >6%65n6y (ﬁuzwi( )

) )/ on(
1 6 _y1_3s 1.6
— [ d*w(l+ 60,3 5500 (B w7ty i 7oy | Y1+ 0ca)ed 555 (8 55707 T 7y
(2.419)
e calcularemos a funcao de dois pontos do féton
0z
FOr,s)= (2.420)

i0J(s)id JO(r) ;_,
Apés obtermos a fungao de dois pontos, percebemos que apenas com o conhecimento da estrutura

do vértice da teoria é possivel escrever as correcoes radiativas da funcao de dois pontos de maneira
imediata.

Viértioe

F=WW+W©M+2M\@M
+M\A®\/W+’V\A@W\

Podemos também inserir uma notacao de diagramas para os contra-termos. Para isso é necessario
lembrarmos que os contra-termos tém uma dependéncia de no minimo e?. Sendo assim, escrevendo
os propagadores em termos do propagador livre e outro associado aos contra-termos

_ —1 . —1 —1
S(P) = [ Tsep-roem = Boml T {[(1+5co)ﬁ—(l+5cl)m] T m1}’

(2.421)
(I1+6¢q)nby -y (1480 )n" .
DV = — 310 = 0 — 3779 0 .
o p2(1_%+503) p2(1—*) i { pz(l—%zgﬁacs) * p2(1—512§>}
Trabalhando um pouco mais com o propagador do méson
a 2
{ap + bp — P) —b ]}(ap b) = —[(ap)2 _ bQ]g
- (1 + 600)

S(p) = =1 afap? thp— 1y ) 1
P)=gFmt WP~ mlor—mm — U (-
Por fim, escrevendo os propagadores do méson e do féton de maneira explicita
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_ 17 p(+m) m? (1480, )? = (1460, 21D°+[(14+0 ¢, ) 5y =3¢y )P*+ (1460, ) ¢y —dcy )mImp
S(p) = o=y — 1+ e ot (T ) (2423)
_nM k) I
Dv — o C3My .
o) = ot m2(1— 22 150, (1 25) (2.424)

A introducao dos propagadores e vértice associado aos contra-termos é 1til para visualizarmos o
cancelamento das divergéncias, o que pode ser observado nos diagramas de Feynman abaixo.

= e -+ @

|

: 2
P
MWNENAMY = vy o paae AR

Agora, para o caso do vértice calculamos a funcao de 3 pontos

07z
7 7,8, W)= - —
T s, (s Tn(w)i

De maneira heurfstica, utilizando o método de Feymann para implementar as corre¢oes radiativas

na funcao de 3 pontos, concluimos que
;\ /i\ +/£b\ + /53;\+
76

(2.425)
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Inserindo os propagadores e vértices associados aos contra-termos

B P S
N
B P Do

g
o
v

Portanto, apenas analizando os diagramas anteriores afirmamos que a divergéncia que se apresenta
na massa de Podolsky nao se propaga na funcao de dois pontos do fé6ton associada a auto-energia do
féton, nem na funcao de 3 pontos associada ao vértice. Sendo assim, somos conduzidos a dizer que
de maneira geral apés renormalizarmos a teoria a divergéncia na massa de Podolsky nao ird aparecer
em nenhuma estrutura quéantica que desejamos estudar.

2.9 O acoplamento efetivo em GSDKP,

Agora obteremos algumas conclusoes fisicas, de maneira heuristica, associadas a dependéncia da con-
stante de acoplamento com a escala de energia. Tendo em vista a equagao que descreve o propagador
completo do féton, podemos dizer que a primeira corregao radiativa do propagador do féton (£ = 0,
calibre transversal, Landau) é dada em termos da seguinte equagao

_TH
iD" (k) = _ (2.426)
(- B+ —(f%)]
L1 1 1
- [ﬁ - m} [1 T By e e (W)

sendo

(g (k) = (k) — TL() oy = & [ do(1 — 22)2In(Z5)
(2.427)
b =m?—xz(1 —x)p*

A equagao (2.426), nos leva a definir de maneira fenomenoldgica a carga effetiva no regime onde
m? < k* <m,
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amp (k) = a [1 -1 l03-1- %ln(i—i)]

k2
=) (2.428)
62
o = in
onde percebemos que
a 2
am(k?) = aCy | & — (171%) 1-3 — 5 ln(%)]
mp
(2.429)

apy(m?) 2
ar)(k?) = oqm(m?)[1 + %ﬁ ()]

mp
o) (m?) = Csa.

Desse modo, a dependéncia da constante de acoplamento é escrita da seguinte forma em primeira
aproximacao logaritmica (leading logarithmic approximation)

acry(m?)
am)(k?) = ——5
-t )171,% In(£5)]
P (2.430)
1 _ 1 1 1 k2
amy(R2) T am(m?) T 12w _ k2 ln(m).
mp
A equacao anterior é singular no seguinte ponto
am(m?) 1 k?
In(—)=1 2.431
D
o que nos leva ao pélo de Landau
127 1 k2
= —|—. 2.432
el ) = (2.432)

Portanto, o pélo de Landau (Zero de Moscou) esta nos dizendo que a constante de estrutura fisica
(renormalizada) cresce com a energia. Se nao existisse o pélo de Landau, a teoria seria trivial no
regime onde m? < k? < m, no sentido da constante de acoplamento ir a zero a altas energias. A
andlise dessa secgao é condizente com o resultado em GSQED, [27] e nos conduz para uma abordagem
mais rigorosa, envolvendo a andlise do propagador completo do fé6ton renormalizado no regime de
altas energias via equagoes de Gell-Mann-Low. Seria também de bom grado formular as equagoes do
grupo de renormalizagao, equagoes diferenciais de Callan-Symanzik para constante de estrutura [79].
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3 A Eletrodindmica Quéantica Escalar Generalizada de Duffin-
Kemmer-Petiau em Equilibrio Termodinamico

Estamos interessados agora em descrever a Eletrodinamica Quéantica Escalar Generalizada de Duffin-
Kemmer-Petiau (GSDKP,) em equilibrio termodinamico no ensemble gran-canonico com o Formal-
ismo de Matsubara-Fradkin [81]. Sendo assim, estudamos separadamente o setor da matéria com
campos externos e o setor vetorial com fontes. Ao implementar o método de Nakanishi para de-
screver o campo vetorial em equilibrio termodinanimo de maneira covariante no calibre no-mixing
percebemos o surgimento dos campos fantasmas via multiplicador de Lagrange e sua respectiva carga
fantasma conservada. Um estudo no calibre no-mizing foi necessdrio para esclarecer a simetria por
trds das escolhas covariantes ao fixar o calibre, no caso a simetria BRST e também, resolver o
problema do surgimento de uma estrutura pseudo-diferencial. Por fim, com a funcao de particao
construida, estudamos a dindmica quéntica em equilibrio termodinidmico e suas consequentes sime-
trias. Alguns apéndices foram construidos para complementar o texto e evitar a perda de linearidade.
Como vemos, implementamos no apéndice (5.7) & andlise do setor fantasma via multiplicadores de
Lagrange, equivalente ao método funcional abordado no texto. Também temos a introdugao do
método dos parametros ficticios na andlise da simetria BRST em eletrodindmica quéantica QE Dy
no apéndice (5.8) e sua aplicagao extendida para a eletrodindmica quantica generalizada em equi-
librio termodinamico GQFE D, no apéndice (5.9), muito 1til no estudo do calibre no-mizing [82]. Se
necessario, observagoes mateméticas podem ser vistas no apéndice (5.10).

3.1 O setor da matéria (escalar)

Estudaremos as equagoes de movimento no formalismo Hamiltoniano. E sabido que a hamiltoniana
do setor escalar na presenca de um campo externo é dada por

sop Lo v - 4
He= [ d#{~508'(9 ) +miy — epAv}.
Entéo, agora encontraremos a equacio de movimento para %)

+mw( w( )—eA (2 ) ( )ﬁ"w( )}D '

A equivaléncia entre a dindmica hamiltoniana e a dinamica lagrangiana e a anédlise dos vinculos
de segunda classe nos leva ao seguinte resultado

{B% (@), ¥ (y)}p = —il5*(T — ), (3.2)

pois neste caso a equacao (3.1) nos leva a equagao de movimento

[i6"(0,, —ieA,) —m] = 0. (3.3)

De maneira andloga, encontramos a equacao de movimento para t°

#(WB%) = [ A0B’ He(2)}p = [ d*APB, —59(2) B[00 (2)] + 5101 (2)] 5" (2)+ (3.4)
+map(2)9(2) — eAu(2) ( )B“@D( )}p '
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onde

{08° ¢ (y)}p = il8°(F — 7)) (3.5)
pois nesse caso
DliB" (9, + ieA,) +m] = 0. (3.6)

Portanto, para a andlise das equacoes de movimento precisamos dos seguintes parénteses de Dirac

{B% (@), ¥(y)}p = —ila* (@ —g) {vB° v (y)}p = il5*(T — 7). (3.7)
Utilizando o principio da correspondéncia de Dirac, quantizamos a teoria {, }p — —i[,] (comu-
tador),

A A A A
8% (@), ¥ (y)] = I°(& — ) [8°, v(y)] = —16°(Z — g). (3.8)
Como estamos interessados em estudar GSDKP, em equilibrio termodindmico as equagoes anteriores
passam a ser estaciondrias no sentido de nao dependerem do tempo.
Neste momento estamos aptos a definir a matriz densidade de estados p no ensemble gran-canénico
que descreve o setor escalar da eletrodindmica GSDKP,4 com fontes

ps(8) = exp[B(H — 1. N)]
N A A A A AN ~ DA AnA 3.9
= [ {50800 + §0W15D + b - A 05+ )+ (3.9
A AA
N = [ &2 ¢yB%.
A A
Aplicando uma transformacio de similaridade em (3.8) O* = p;'Op,, obtemos os comutadores

em equilibrio termodindmico

B @), 07 = 1P @ — ) [0 @G0 = — 1% — ) (3.10)

A seguir, encontraremos as equagoes de movimento em equilibrio termodindmico. Primeiramente

A
para 3%4°,

8(50128) B 0 {eXp[T(H - :ueN)]ﬁow eXp[—T(H - /’LeN)]} (3 11)
ot - or ’
= exp[r(8 — p NV — p, N, 8] expl—(H — V)],
0 ([ 25010+ HO N + i — eA 8 —
w +4¢°n, 8]} (3.12)

>

N . A —~ A N
—B000U° + i 00" + e A BT + p SN — myp® =1,
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Observa-se que estruturas no espaco euclidiano aparecem naturalmente

pE=—p°

By =it (3.13)

E QE gFE EREQE _ pE E

B,U,BVB@ +69 61//6“ — BM(SVH +60 51/#‘
Com o intuito de escrever a equagao de movimento em equilibrio termodindmico de maneira covari-
ante fagcamos

At = AB® + Ay = — A8 +i A7

(3.14)
Logo,
B AN B N ) ~ B —~ B N B N A\
By 00p® + B 050" —ie(A§ By + AP By ) — p Byb™ — my® =1
BEO — ieAEBLN — 8,085 —mi* =
e e e (3.15)

A

E e
(B D) — mg =g
(espre) -
DM ZE.A Me 10+
N
De maneira similar encontramos a equacao de movimento para 1°/°.

Sendo assim finalizamos este estudo com as equagoes do setor escalar da eletrodindmica GSDKP
com fontes em equilibrio termodindmico

— (e A
[BEDH — mlyp* =,
(3.16)

D = (—eym _
DB+ m] =7

A fim de encontrar uma representagao de integracao funcional para as equagoes (3.16), as mesmas
podem ser reescritas com a ajuda da matriz densidade (3.9)

E /\S E /\S /\5 . AE E /\S
B,ualﬂ/} _:UJeé,uOBuw _m@/J :Z€Aﬂﬁﬂw +n
A A
[wﬁm%—mmﬁﬁzwwﬁwﬁw+n (3.17)

[

)abaye - méab} 5(:—728(;(57)) = ie(ﬁE)a 5% -AE +np4(8),

(8
[ ab(g/?ue + m(sabi| = —ieiZZ(ﬂf)abAE + 7_7
(3.18)

5p T ke . 5D A _
57728(5?@) [(ﬁf)ab 8M“ + méab] = —Ze(ﬁf)ab%flf + ps(B)7.
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Tomando-se o traco das expressoes anteriores com o objetivo de encontrar equacoes a valores

meédios, somos levados as equagdes funcionais satisfeitas pelo funcional gerador Z:[J, 7, 7]

[(BI s — My R — ie(B] o e AT 41 70 (T, 7, )

S (G8) 0 — mbay] = —ie(B ) LA A + 2,(7 7, i

on g (Z,7) w /a0 §ny (Z,7)

Vamos supor que a solugao das equagoes (3.19) seja dada por

2] = / DPDYZA[A, B, 4] explip + Pl

Sendo assim

/D&Dw[ﬁfﬁﬁf’“e) — mpZi[A, ¢, ) expy + ¢n) = 02T, 7,1),

/ DODYZ1[A b, ) explipy + P [ D" 65+ m] = Z, [T, n, ).

Pois bem, seja a quantidade

S = — / dhu(F, 1) [BED ) — mly(@, 7),

(e, —
Ay = ~BI DI = mlp(F, 7).
" = —€, e
sty = W@ (B Dy 4 m).

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Portanto, percebemos que a funcao particao do setor escalar na presenca de um campo externo é

dada por
2l = [ DIDexpl=S,+ 70+ 0.

3.2 O setor da radiagao (vetorial)

(3.24)

Iniciamos esta seccao com a densidade de lagrangiana que descreve o setor vetorial livre com o termo

de fixacao de calibre covariante no-mizing

1 1 1 0J
= _SF FM 4 9, F"Fy — —8,A"(1 + —)d, A
L T + 2m}2,a“ 0’ Fyg Eau (1+ mg)&,
1 v 1 A0 v 0 v
— _ZFHVF# +2—m12)8uF“8F)\9——§8 A“@A 25 898148814

Dos estudos anteriores sabemos que a hamiltoniana canénica é dada por

Hc:fd%?{[ s —20, (W) o | (B0A)) + 5t (B A,) - .c}.
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Podemos definir e calcular os momentos canénicamente conjugados a partir da equacgao anterior

v= 3(80,4 28 <—8(808A ) 80 (W) = FVO + mL%[niuaiaaFocO _ aoaaFau]+
T O A+ g DO A+ ™ B0, A (3.27)
Y= 8(8068EOA y = [5 Fov —n700, F*°] + ﬁnm’ﬁ(’&,/&”.

Com a ajuda das identidades

FWE,, = FRF; +2(T; — 0,A%?,

0 Fys0uF*? = [miBy + B0, P + LS00, A (7 1170, F*0 + 1000, 4] =
= my®p®7 + 2mp[0;07 A° — 9517 + £9,TM]@° + [9;00 A® — ;T + ¢9, ¥,

—%@A"@,,A” T 2890 Ar§?9,AY = 2—1§[F0F0 + 0;A0; A7) + 2§ 2 0,101, + 0;0; A10'0), A¥],
(3.28)
0, = fmi@o,
(3.29)

00Fk = 8kF0 - 8lFlk -+ m?o(I)k,

escrevemos a hamiltoniana candnica da seguinte forma

H fdg _){HVF — <I>0[(31F’ — fm%@o] + @k[ﬁkf‘o — alFlk + mi@k] + iijij + %(FJ — ajA0)2—|—
Moy — 10,00 A0 — 9TV — m22°)90 + 510,07 A° — 9TV — m2@0) 4 L[[OTO + 9,410, 4] +
[Em20m2d° + 9,0;A70'9, A*]}

2£m2
(3.30)
ou ainda
R i ﬁmi ™ /
H.= [d#zZ{II'T, — @08 [7 + 5520000 4 &[0 Tg — OF™ + SO + 1N Fyt (3.31)

+3(0 = 93A0)? + 55510,07 AO C 0,1 + LT + QAN AT — 50,0, AT O, AM ).

26m2

Com a Hamiltoniana anterior H.(A*,I'V;I1I* ®") podemos construir toda dindmica no espaco de
fase. Os parénteses de Poisson fundamentais sao dados por

{A’u(l‘)’ Hu<y>}P = 6553(:23 - 37)7

{F“(l’)’ q)u(y>}P = 5553<f - ?7)7

com o restante dos parénteses nulos.
Neste caso a construcao da dindmica quantica no espaco de Hilbert se dd pelo principio da
correspondéncia de Dirac {, } — —i[,]

(3.32)
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A~

[A#(2), 10, (y)] = i8,0°(& = §),

(3.33)
[P (x), @y (y)] = i646° (7 — 7).

Pois bem a dindmica dos campos em equilibrio termodindmico é obtida definindo a matriz den-
sidade de estados p que descreva o setor vetorial livre com fontes

po(B) = exp[—BH]

H = [ d*Z{II'T, — 3°9,T" +
51 [09,00 A° — 9,T9)% 4

@@H@MW%—@FM o8k + 1P By + 3T, - 0,400+
04 0,410, A) — 1.0,0,A10'0, AF + JrA,}.

n’i"—‘
=
'_J>m|

252

(3.34)

JA) A
Aplicando uma transformacio de similaridade em (3.33) O° = p,;'Op, obtemos os comutadores
em equilibrio termodindmico

(A3 (2,7), 13(5.7)] = i6,,,8° (% — §)
(3.35)
[PfL(f? T)> (bi(gv T)] = iéuué?)(f - g)
Com a andlise anterior construimos a matriz densidade de estados p explicitando a hamiltoniana que
descreveria as equagoes de movimento quénticas escritas de maneira covariante do setor da radiacao
livre em equilibrio termodinamico.

Entretanto, para se estudar as equagoes em equilibrio termodindmico é mais elegante utilizar o
método do campo auxiliar de Nakanishi juntamente com o principio de agao quantica de Schwinger
para encontrar a funcao de particao. Tendo em vista que as estruturas que se apresentam na descri¢ao
quantica de campos em equilibrio termodindmico sao estruturas no espaco euclidiano, a densidade
de Lagrangeana que descreve o setor da radiagao com interacao e fontes em equilibrio termodinédmico
é dada por

~ ~

Ly =YF Fu +

« PIAN A
L0, Fun0eFor + 3{B,GIA]} + §B* — ie ALY’ By — 7, AF

2my

(3.36)
= 9,A, — 0,A,.
onde B é conhecido como campo auxiliar de Nakanish [83] e G[.A] é operador de escolha de calibre.
Para encontrarmos as equagoes de movimento em equilibrio termodinamico utilizaremos o princi-
pio da acao quantica de Schwinger

S = [dzLy. (3.37)
B

Ao aplicarmos as variagoes nos campos

(3.38)



e impormos 05 = 0, encontramos as equagoes de movimento. Faremos a seguinte escolha de calibre
no-mixing

GlA] = (= +1)29,A,. (3.39)

Com as relacoes

2 0, Fun0sFor = =2 A, (0, +0,0,) 5 A,

2m3 mg (3.40)
& Ly s A LN 5T
08 = gd4xa—£5¢4 + 408,
as equacoes de movimento serao dadas por
A i A 1o A s g A
—(z + D(0wA + 0,0,)A, — (5 +1)20,B —iey 8,9° = J, =0
! ' (3.41)
B= —¢(m + 1)20,.A,.
Logo,
A2
—(—5 + DI0wA+ (1 - 5)a W) A, = ww By O+ T (3.42)
P
onde definimos o operador diferencial de Podolsky
(mg,a) . A 1
P.*=— (W + D)[(0,, A+ (1 — E)(‘?M(’?V)]. (3.43)
Portanto,
(m2e) § . S om fs
P;u/ »Au = Zew ﬁ,ﬂﬂ + j,u- (344)

O interessante dessa andlise é que estendemos para temperatura finita dois métodos: o método de
Nakanishi para fixar os graus de liberdade fisicos de maneira covariante via multiplicador de Lagrange
e o método variacional de Schwinger para encontrar as equagoes de movimento via acao.

Por fim, obteremos a funcgao de particao que descreve o setor vetorial com interagao no calibre
no-mixing. A matriz densidade de estados é dada por

A

ps(B) = exp[—[H]

H = [ d3Z{II'T, — 209,17 + 2800 1 By [T, — O FIF + k] 4 1F’“9ij LI, — 9;A0)*+
510,09 A — ;T + LITOTO + 0,40, A7) — 310,040 A¥ — €4 B+ ALY

252

(3.45)
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Observe que o ensemble em questao é o ensemble candnico pois nao temos cargas conservadas.
Nesse caso a equacao (3.44) pode ser escrita da seguinte forma

(m?”a) 5@5(5) . _/\5 /\s ~
P;u/ m = Zel/J 55¢ + jﬂps(ﬁ), (346)

onde tomando-se o traco temos uma equacao funcional para a funcao de particao

(m2o) 0Zo[T] . D p _
Fiw 8TV (Z,7) ey B, 0" + JuZolT 1, m). (3.47)
Procuraremos por uma solugao da equacao anterior da seguinte forma
207) = [ DAZIA .0l expl 7, A, (3.45)
/ DA[FS™™ A, — iep850] Zo[ A, &, 4] explTA,] = T2, (3.49)

Definindo

Sp= / P {SAPLT A, — e AEG)

(3.50)
m2,«a .=
B — P A, — iepBi
percebemos que a fungao particao que descreve o setor vetorial é dada por
Zo|T) = /DA exp[—Ss + T, ALl (3.51)

3.3 O setor Fantasma

Apesar de termos fixado o calibre, existe uma simetria residual na teoria. Esta pode ser observada
fazendo uma transformacao de calibre na equagao abaixo

Ly =L1F,Fu + ﬁaﬂﬁukagﬁw + YB,G[A]} + §B?

Frv=0,A,-0,A, (3.52)
ou seja,

(3.53)

Neste caso para que tenhamos uma simetria
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Ly =0= (= +1)°Aa=0. (3.54)

o N ~ A 1
L=Ly+A+1) Aa (3.55)
P

Podemos escrever a equagao anterior em termos dos campos fantasmas

A A ~ A 1
L=Ly+ic(— +1)°AC 3.56
N—l-ZC(m]%-l- ) c ( )

Como vemos, os fantasmas sao inseridos por meio de uma estrutura pseudo-diferencial, o que di-
ficultaria o estudo de um formalismo hamiltoniano, o cédlculo da carga fantasma conservada e a
construcao de uma representacao funcional para o setor fantasma a temperatura finita. Para resolver
esse problema faremos uso do conhecimento sobre integragao funcional. Sendo assim iniciamos o
estudo encontrando uma resolugao para a seguinte integral,

I = /dél...déndcl...dcn exp[EiAijcj] Z,] = 1,2, ...n (357)

onde ¢; e ¢; sao varidveis de Grassmann independentes e A é um operador matricial. Suponhamos
que encontremos todos os auto-valores de A,

Ac = Ao (3.58)
det(A—X) = 0.

Conseqiientemente, temos seus auto-vetores

Aey =Moo =12 .0 (3.59)

Portanto, se encontrarmos uma transformacao que leve os auto-vetores na base canonica

eo = R.cqy (3.60)

esta diagonaliza o operador A,
A.co = Ny.Cq (3.61)
(RAR ™) .eq = Mata.
Na sequéncia, faremos a seguinte transformacao sobre as varidveis de Grassmann

d =R.c (3.62)

observando que
dé,...de,dc'y...dd,, = (det R)*de,...de,dc; ...dc, (3.63)
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e também o fato de termos (det R)* = 1.
Desse modo

I= /dé’l...dégdc’l...dc’n explc;A';d ;] 1,7 =1,2,..n (3.64)

onde A’ é diagonal.
Continuando,

I = /dé’l...déildc'l...dc'nexp[E;A’ijc’j] (3.65)

- /dé’l...dé’ndc’l...dc/nn(l + \icicy)

)

Ao A,
= det A,

onde utilizamos propriedades das varidveis de Grassmann. A extensdo para o caso continuo ocorre
de maneira natural,

det A = /DEDcexp[/ d*xd*ye(x) Az, y)c(y)]. (3.66)

4
Para o caso em que estamos interessados A(z,y) = det[(l—i—%)%Aé (x —y)]
P

det[(1+%)%m4(m —y)] = / DeDeexpl / d%d@a(@(w%)ém‘*(x “pew). (367)

p p

Por outro lado,

D=

det H(1+$)

- detH(H—mA%)AH B detH(HmA%)A(

Pt det (1+%)§AH— : L. (3.68)
detH(Hﬂ%)§ My detH(HmA%)§ [detH(l+%) E
Portanto,
detH(l—l—%)A‘ A 1, A
L = [ DéDc | Dopexp| | d*z{e(— + 1)Ac— =d(— + 1)¢}], 3.69
T | peve [ Doel [ diaey + Dac - oGy w0l @69
det[(1+mA%)%A54(:c —y]=[ DéDc/ng exp|[ d%{ia(még +1)Ac — %%% + 1)¢}]. (3.70)

Logo, a densidade de lagrangiana que descreve o setor fantasma no calibre no-mizing é dada por

A ~ A 1. A -
p p
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A partir dai, estamos aptos a construir toda estrutura do setor fantasma. Classicamente, a acao
que descreve o setor fantasma advinda de um estudo no calibre no-mizring pode ser definida como
sendo

Si/d‘lxﬁ

(3.72)
L= —zc(1+ )Dc -+ 2gb(l + )qb < 10,,c0"c — —DCDC auqﬁa”qb + %¢2
onde

¢, ¢ (campos de grassmann)
(3.73)

¢ (campo real).

Para extrair o tensor de energia-momento canénico fantasma iremos inserir uma notagao
S = [daL
(3.74)
L = £(0,,€,0,,0,¢;04¢,0005¢;0, O\0).

Neste caso as equacgoes cldssicas de movimento sao dadas por

5L =0(0,8) 52 + 8(0,0,7) 5lss + 52550(0n0) + 5l (0uac) + 2200 + 50555(D6) =
—dc |- au(a(ac)ma (5 aac)>}+[_a (8(80)+8 85<8—8ﬁc>}5c+[

-0 (3855 ] 90
_9, (%) + 0,0, (8(8%”5)) _0

—0a (8(6.10 > + 0a0p (a aaaﬁc)> =0

5 0 (afis) =0

(3.75)
Por outro lado, implementando uma translacao espago-temporal

2 — a2 + ot

¢—c+dc, dc=(0\e)dx?

c—c+6e, dc=(0re)oz (3.76)
¢ — d+0¢, ¢ =(0rp)oa?

§(diz) = Orox dx
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temos

65 = [6(d*x £+fd4x5£ Jd*2[0827L + 6(9,0) 5555 + 0(8,0.0)5 MC)+83£ 6(Dac)+
+ 00 (0adsc) + 5¢>+83‘ (099)] = [d*[( aw o2 +0,\(£5x )+ 0,(0c 555 e )+

— 520, (88 c)+5(a 0,7) 5l + Dl 55 60) — aa< Ydes Ca(aaaﬁc)
+‘3§5¢+ 59,50 (06®)]-

(3.77)
Ao utilizar as equagoes de movimento (3.75)

08 = [d*u[0,(—Li)da* + 0,(0e50E5) — 670,,0, (%) + 8(0,000) 5y + Oa(52E500)+

0,05 (W) b+ 5l 5(0a 95¢) + 00 (8% )5¢+a‘9‘ 5(00) _fd4:c{6 (Ln)or s
+0,(030) 52180 + 0, [~ ((%\c)au (555 ) + (0u0nD) 555102 + Ou 535 (Or)lda+
+05(~0a (W) (06) + 5255 (Dadr)] + A0l (525 ) (0r0)]50}.

(3.78)
Neste caso, assumindo que a agao seja invariante por (3.76)
08 = [ d40,[(030) 5255 — (6000 (57 ) + (Du030) (5% C)) + 505 (0a0)+
—0Ou (a(a,Lauc > (Ore) + <a(a o c)) (9u0x¢) + (8& ) ho—Ln5ox
T =(0:0) 525 — (0390 (5657 ) + (0u020) (a(a ) + 5 (0r0)+ (3.79)
-0 (50 ) (0:0) + (55 ) (0u0r0) + (55557) Dro—Lo
0S=0=0,T,"=0 (conservagao de energia e momento).
A hamiltoniana canoénica é dada por
He= [T Ty fdg [(G0c) [%W — 20, ( 0(0; aoc) ( 30300))] + (G00he) ( aoaoc)> +
+ 555 - 20 (5255) - 0 (55) | (000) + (56 ) (0000) + (525 ) (@00 (3.80)
+ [ d*20;[(0oe) 6§OC) + <a(a ) ) (Doc)].
Conseqiientemente,
H = (805)71' + (80806)P+7_r(800) + P(80300)+p(80¢) - £7 (381)

onde definimos os momentos candnicos
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= [a(%fa) 20; <a<£§oa)) — % (aw%oe)ﬂ - i(Hm%)@OC

™ [6(%@ 20, <0<aai§oc>) —% (8@%06)” = il

P= s = ~imzC (3.82)
pia(aigoc) - imggé

P 5on m3 o

Para encontrar e discutir o que seria uma carga fantasma vamos abordar o seguinte problema

Si/d‘lmﬁ

De inicio temos as seguintes equagoes de movimento

(3.83)
L =—ie(1+Z)0c + 2(5 + 1)¢.
(1+2)He=0
c1+2)8 =0 (3.84)
(L +1)p=0

Encontraremos a carga conservada pelo Teorema de Emmy Noether. A acdo (3.83) é invariante

perante a seguinte transformacao global

(3.85)
¢ — ¢ = explif]c
Infinitesimalmente,
c— Cc+dc;, oc= —iobc
(3.86)
c—c+0dc; dc=1d0c.
Sendo assim,
S—S5+4+05; 5=0
(3.87)

58 = / 0 [6(0,0) 525 + 60,000 sy + 570(0uC) + 57%56(0u050) |

91



Ao utilizar as equagbes de movimento (3.75)

58 = / a2, (05055 — 00, (55 ) + 0000) sl + iyde — 0 (5 ) Ot
+ (545) 9(0,0) (3.88)
oL __ . oL _ -1 v . aL C L. oL _ .1 %
56,5 = 19" @ = —izn” Ues 50,0 = —19"C a0 = Zm_g,DC”” :
Neste caso,

58S = 60 / dizd" {E(@Hc)—(ﬁué)c—i—

= /d%@“@u,

onde encontramos a carga de Noether

L [6(0u06) — (3,e) e+ Te(Buc) — (QLDE)C]} (3.89)

p

Qo = a(aoc)—(aoa)%# 2@ 0e) — (8y8)0c+0c(8oc) — (o2)c] . (3.90)

p

Portanto, escrevemos a densidade de carga fantasma da seguinte forma

. . 0J , 0. O .. g
iQo = c[z(H—m—%)@Oc] - [Z(H—@)@oc]c + [zm—gc]aoc - 800[2@6] (3.91)
= ¢m+rc+ P(doc) + (0o8) P.

A seguir estudaremos o formalismo hamiltoniano e quantizacao do setor fantasma. Primeira-
mente precisamos construir o formalismo hamiltoniano. Sendo assim, escreveremos a densidade de
Hamiltoniana fantasma de maneira explicita

H = (800)7r + (30800)P—|—7r(800) + P(80000)+p(80¢)

= D7T+DP+7TD +PD — mzpp — [=i(DD + 0yedke) + me)PP—i—
mpp® = gz kd0"d + 307, (3.92)
D = aoc.

Por outro lado,

P=—iSc=—"(D+ 0pd),
(3.93)
D= imﬁP — 0x0Fc.
Logo
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H = Dr + [—im2P — 8,0"¢|P+7D + P[im2P — 8,0"c]—m2p* + i(DD + 0,cd*c)+

_ngpp+%m§p2 + ﬁ@kgba% — %QS? = Eﬂ' — (5k8ké)P+7?D + P(—ak8k0)+ (394)
FDD + e0e) — PPy + 50000 — 36

H(c,e, D, D, ¢;m, 7, P, P,p) = D — (0,0%¢) P+7D + P(—0y0%c) +i(DD + 0,c0%c)+

V- 3.95
—im2PP+im2p? + 552 0000°0 — L6°. (3.95)
Portanto, podemos encontrar as equacoes de Hamilton pelo principio da minima ac¢ao
L =ér+ DP+7é+ PD4pd—H
(3.96)
oL =0.
0L = —dci+cdm + ... — 6e 2t — Mg 4 (3.97)
Neste caso
T
Y_OH p_ _OH. [y _OH p_ _H
D=9 p=_0% D=0 p_ 01 (3.98)
S _OH o OH
¢ = o P= "5
Agora dada uma quantidade fisica F sua evolugao sera dada por
F = f dgff(c7é7 D7 D? ¢; 7T7 ﬁ’ P7 P7p)
(3.99)

; = 13 o 0F(x) - aa OF (x = 13 1 0F () OH OF (x) OH
F = [ @il Biy) + 7y sea+..] = [ dEd>y 2GR o 4 2@ oy ] —

= [ @BZdPy{F(z), H(y)} s

7(y)

onde definimos uma extensao do parentese de Poisson conhecido como parentese de Berezin, pois
temos varidveis reais e de Grassmann.

Tendo em vista a definicao do parentese de Berezin podemos escrever os parenteses de Berezin
fundamentais

{c(2), 7(y)}s = {7(2),cy)}p = 8@ —9);  {e(a),7(y)}s = {r(2),c(y)}5 = 6*(7 ~ 9)
{D(2). P(y)}p = {P(x),D(y)}p = 6°(F —9); {D(2), P(y)}p = {P(x), D(y)}p = 67— 9)

{6(2),p(y)}8 = —~{p(2),6(y)} 5 = (7 — 9)
(3.100)

com o restante dos parenteses fundamentais nulos.
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Observa-se que

=i(l+5)c = [ Py{n, H(y)}s = [ EG{m, —(0:0%e) P+i0,cdFc}p =
= —8k8kP i0R0%c, (3.101)
¢(1+m%)mc = 0.
A quantizagao do setor fantasma ¢é obtida utilizando o principio da correspondéncia de Dirac

(s — —i{,} anti-comutador (campos de grassmann)
B —i[,] comutador (campos reais)

(3.102)

Desse modo

~

{e@), 7(y)} = {7(2).e(y)} =i6° (T - g);  {c(2),7(y)} = {7(w),cy)} = i0°(F — ¥)

wl)

{D(x), P(y)} = {P(z),D(y)} = i6*@ - 7); {D(x), P(y)} = {P(x),

[6(2), By)] = ~[plx), o(y)] = i6*(T — ).

Como estamos interessados em estudar campos em equilibrio termodindmico, toda a discussao
anterior nos leva a definir a matriz densidade de estados no ensemble gran-canonico do setor fantasma
com fontes da seguinte forma

(y)} =i6°(7 —g) (3.103)

Ps(B) = exp[~BH — 1, Q)]

H=[d #HDr— (0,0 313+%f> + P(—8,0"0) + i(DD + 8,20"0)+ 3 104
—im2 PP+Lmif + 5200000 — L6 + e+ 7 + 3}, (3104
iQ = R 4+7¢+PD+DP.
N R
Aplicando uma transformagao de similaridade O (Z,7) = [);81 (7)O(%)p,(7) nas equagdes (3.103)
estaciondrias obtemos os parenteses fundamentais em equilibrio termodinidmico

{eo(@,7), 7" (5. 7)} = {77 (@ 7), (g, 7)} = i6°(7 - §)
{&(@,7),7(F. 1)} = {7"(7,7),&"(7.7)} = i6*(T - 9)

~gs ~gs

{ﬁgs(fﬂ T)? P (?77 7—)} - {P (fv T)’ﬁgs(y—*’ T)} = i53<f_ g) (3105)

~gs ~ ~ ~gs

{D (*fa T)’Pgs(?ja T)} = {Pgs<fa T)>D (ga T)} = i53(j’— g)
07 (2,7), 5% (5,7)] = —[p(&,7), 6 (§,7)] = i6*(F — 7).

Pois bem, encontraremos as equagoes de movimento em equilibrio termodindmico. Primeiramente
para c,
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ooz O {explr (= n,Qeexpl—r(f - u,Q)] |
or or
= exp[r(H — p,Q)|[H — 11,Q. ¢ exp[—7(H — p1,Q)].

Notemos que

[AB,C) = A{B,C} — {A,C}B

[H — 1, Q,2(3)] = [[ d®F(FD + ip,7¢),&(7)] = —iD + p,e

889;(73?,7) — —iDgs(:f, 7_) + ,UgEgS(fa 7_)7

onde definimos a seguinte quantidade

&(Z, 7)= exp|p, 7] (Z, 7).

Dando continuidade

2095 (%, - Ngs (= s
BT(2) = 8D9—() +,ug[ iDY ((E,T) +:ug/c\g (.’E,T)]

8139;5,7) exp[T(H — NgQ)][fI — qu,ﬁ] eXp[—T(ﬁI — ,qu)]

H — 1,Q, D(@)] = [ d*F{P(~8:0"¢) — im2PP~ip,PD, D(7)] =
g p g
= i0,0Fc — 2P ,ugD

Sendo assim,

PEED) = 9,089 (T, 7) + im2 P9 (T, 7) + p289(, 7))

Pos(T,7) = — 5[ 4+ 9N (T, 7) + ipd 500 (7, 7)

gm2

onde definimos a seguinte operacgao

o2
A= — [ + 9"
or?
Logo,
P#(E,7) = i—c% (7, 1) + i 5 (T,7)
mp p
; A :,2 1 S
= [Zm—% + zugm2]69 (@, 1)
Por fim,
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O = [y + ipg g (=D (T, ) + 1@ (7. 7)]

PUED) _ explr(H — p, Q))IH — 1, Q, Pl expl—r(H — 1,Q)]

[H — 13,Q, P(#)] = [ P§{D7 +iDD—ip,DP}, P(¥)] =
= —it + kD — p,P.
Conseqiientemente,

—i79 (T, 7) + D9(T,7) — p, PO (T, 7) = iz + iH2 5 [—iD9(F,7) + p, 00 (T, 7))

gmy

A, ) = [=i(l = o) + ity oz | D (T, 7) = pg{ [z + 1y 7z |0 (7, 7) — iP} =
= [=i(1 — &%) +ip2 LD (%, 7).
P P

Sendo assim, temos condigoes de encontrar a equagao de movimento

TR = [=i(L = ) + i3 (10058 (F.7) — m2 P9 (T,7) — i, D*(&,7)],

IR ET) — explr(H — p,Q)H — 11,Q, 7] exp|—7(H — 1,Q)],

- 3, Q 7] = I T~ ODP +i(030) + % — in77) 7(7)] =
= i0,0% P + 0,0%¢C — i¢ — Mg/ﬁ,

z[@m%) + wgmig]ak(?k/c\gs(f, T) + 0,O%e (2, 7) — iC(Z, T) — pg (T, ) =
=[—i(1- mA%) + wgmi%]{@'akakagsw, T) — mz[im%% + ng]ggs(f’ T) — g D9 (7, 7)},

2
mp

(1= 2)AC(F.7) = iC(F.7) + pg[—i(1 = ) +ip 5] D(&,7)+

mp

2oty (L= 2@ (F,7) — i, D(F,7)] + iy { ~0k0"E (&, 7)+
A o+ 2| (7, 7) — i, D (7,7)}.

_Z(l o _)A/c\s(fa T) = C(f7 T)? Mg = 0.
A seguir, encontraremos uma equagao de movimento para ¢. Pois bem
g™ = explr(H — p,Q)H — 1,Q, 8] exp[~7(H — 1,Q)

(H — 1,Q,0()] = || @F{Em25*}, 6(7)] = —im2p
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2 (@) . 20p9(ET)
e T

XD — explr(H — pyQ)I[H — 11,Q, ) exp[—7(H — 11,Q)]

(3.121)
H = 11,90 = ] 515000°6 = 30 + 76}, pl)] =
= —i 0.0 — ig — i
A ~gs -
(1- =) (T.7)=—J(F 7). (3.122)

Finalmente toda a discussao anterior nos conduz as seguintes equagcoes de movimento em equilibrio
termodinamico

i(1 = 5)AC(T,7) = ((T,7) g =0 (3.123)
(1— 29" (@.7) = —J(@ )

Como vemos, existe uma relacdo entre as equagdes classicas (3.84) advindas da acdo (3.72) e as
equagoes quanticas em equilibrio termodindmico

O s -A. (3.124)

Para que as equacgoes quanticas em equilibrio termodindmico sejam definidas adequadamente dev-
erfamos utilizar a seguinte agao cldssica

Si/d‘lxﬁ

(3.125)
L =ic(1-Z)0c+ 1p(1 — 5)¢ <= —id,co'c — 50c0c+5250,00"¢ + 297,
Logo as equagoes quanticas em equilibrio termodindmico seriam
i(1+ %)Aﬁs(f, T)=((¥71) p,=0
—i(1+ )AC(F,7) = ((T,7) py =0 (3.126)

P

(14 2)0" (#,7) = —J(@7).

Neste caso as equacoes anteriores podem ser escritas da seguinte forma
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. 3pgs(B) S\ 4
i1+ 2)AZ0 — (7.7, (8)

—i(1+A)A§§iiT = (T, 7)Dys(B) (3.127)

(1+ 2) 550 = —J(F,7)pgs(5)

onde tomando-se o traco temos uma equacao funcional para a funcao de particao

i1+ 2) A — (&,7)2[C, ¢, J]

—i(1+ A )A‘sz([xi A — ((#,7)2[C,¢, ] (3.128)

(1+ 2) e — — (&, 7)Z5[C, ¢, J).

Procuraremos por uma solugao da equacao anterior da seguinte forma

Z3[(, ¢, J] = /DchngZg[c, ¢, ¢l expleC + (e + J¢l. (3.129)
Definindo
A A
Sgi/d‘lx{ié(@ +1)Ac — %qﬁ(@ + 1)} (3.130)

percebemos que a fungao particao que descreve o setor fantasma é dada por

Z51¢, ¢, J] = /DEDchb exp[—Ss + ¢ + (e + Jg)|. (3.131)

3.4 Um estudo no calibre no-miring

Neste momento iremos aplicar o estudo da simetria BRST na condicao de calibre no-mizing. Como
vimos a funcdo de partigao livre no calibre non-mixing (e = %) ¢é dada por

Z(B) = Zy [ DA [ DCDC exp|—S9]

S = [dz{ A, PU ) A, —ic( 2 + 1)°Ac}
B P

(3.132)
P = (A 4 D{6,A + [1- XA +1)%79,0,)).
Observa-se que o setor fantasma para o calibre no-mixing (¢ = %) é uma estrutura pseudo-
diferencial. Para contornar este problema
A det[(:A + 1) 2A]  det[(:A +1)+3A]
det[(— + 1)°A] — £ — . . (3.133)

m? det[(:2 +1)2] det[(2
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Neste caso

Z(B) = Zy fDAfDaDc/D¢exp[—§]

(3.134)
S’:fd4${l¢4 P(mﬁﬁf,e)A —ZC( —|—1)E+2AC+ ¢< )¢}
; gl 2 ;
onde
| DAexp[— .AP,U, ).A]—d t[ng)] 2
[ DeDcexplie(55 > + 1) 3Ad = det[( + 1)+2A] (3.135)
[ Doexpl-to( + Dol = detl( + 1) %
Em seguida, demonstraremos que Z(f3) e Z(f3) descrevem a mesma fisica.
5 m _1 A A 1
Z2(8) = Zodet[PLr™ ) det|(— + 1) 3] det|(— +1)] 2 (3.136)
p P

d m € A
—  Zodet[PIP97E det](2 4 1)°A]

m2

= Z(ﬁ)a ZO:ZO-

Inserindo fontes na funcao particao (3.134) tendo em vista o principio de Schwinger para campos
a temperatura finita

Z(B) = Zy [ DA [ DeDcexp[-S],

m2 e ) (3.137)
S = fd4:c{ A PW 94, — ié(m% +1)*z2Ac+ 3 (m%, + 1)+ AT, +en+inc+ Jo,
e variando com respeito a €
- 67
7 = — 1
) 5 0€ (3.138)
Temos entao que
57 - 48 -
= = —Zy / DA/DCDCE exp[—9] (3.139)
5PT ) O(A + 1)t )
= —Z / DA/ Dch{fd4 MCS—AV - z'épé—Ac]} exp[—9]
€ €
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e, conseqiientemente

_ (m2,€,¢)

52— _7, ﬁfd4g:d4y(54(:p —y) [ DA [ DeDe[2Ee 1 A, () A, (y)+

1 (3.140)
S(An T B
i Ae(x)e(y)] expl -5,
Logo,
(m2.¢.€) 2 5(A + 1) L 2
6P,u1/ 1 ) . m% A 5 ) 5 5
{ 5 55(]#(:1:)6(]1,@) —1 5 (m—% +1) A—éé(x)éc(y) }Z =0 0Z=0. (3.141)
Escrevendo de outra maneira
(m2,£,¢) (S 1) 1 ~
37— (Au(@) A () = i—"5— (3 + 1)* A (e(a)e(y))
(3.142)
%(m% +1)720,0, (Au(2) A, (y)) = iA (E(z)c(y))
Portanto,
1 g 1
£0, (A @A) = 10, (@)ew) =3 (3.143)

Agora para encontrar a simetria rigida do problema (BRST) associada & identidade anterior é
suficiente trabalhar o funcional gerador associado a lagrangiana (no-mizing)

ANERNIE fDADEDcexp[ifd‘lxﬁ—juAM—I—Zc-I—E(-I—ng],

Au| (+55)%0,0,| A (3.144)
L=—-1A, [(5W — 0,0,)(1 + m%)] A, + { p% ] — zé(x)(H—mA%)Ac(x)—i—
+30(0z +1)0.
Entao, fazendo as seguintes transformacoes nos campos
A, — A,+0A, (3.145)
c — c+oc
¢ — Cc+oc
¢ — ¢
onde as variacoes sao dadas por
0A, = i\d,c(x) (3.146)
oc = 0
1
(56 - —EAauAM
dp = 0
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e A é um pardmetro de natureza anticomutante independente do espaco-tempo.
Sendo assim, temos que a lagrangiana inicial se transforma da seguinte forma perante a transfor-
magao proposta,

A, [(1+$)auay] A, A
L = = —oc(z)(1+—)Ac(x) (3.147)

2
§ my

_ iau[AAN(HmA)Ac(af)]

¢ 2
p
Portanto, a invaridncia é confirmada, pois temos um termo de derivada total que nao contribui para
a acao.
Por fim, impondo a simetria no funcional gerador Z encontramos

!
§

De outra maneira a equacao funcional advinda da simetria BRST é dada por

/DADchz'/\/d‘lx[—ijuauc— 0, Al expliSess] = 0. (3.148)

1
[58#./4#( + ijﬂﬁuc} Z =0. (3.149)
Aplicando % na equagao anterior e tomando no final as fontes iguais a zero
1
Ea“ (A,A,) =10, (cc) . (3.150)

O interessante de se observar é que as identidades advindas da simetria BRST no calibre no-
mixing se mantém na forma de QED,. Como vemos a relagao anterior relaciona o setor longitudinal
do propagador do féton com o propagador do fantasma, condizendo com o fato de apenas o setor
transversal do propagador do féton ser fisico.

3.5 Representacao de Integracao Funcional e Médias no ensemble

Tendo em vista toda a discussao anterior, podemos dizer que a matriz densidade que descreve o
ensemble gran-candnico da GSDKP,4 em equilibrio termodindmico em uma dindmica covariante é
escrita de maneira explicita definindo a entropia de Gibbs

Sentropiai <—1H[,bgs(ﬂ)]> (3151)

e formulando o problema a partir de um principio de méxima entropia de tal forma que os vinculos
sejam satisfeitos

5[\ <1> . <I[-]1> Ay <N> + g <Q> — (In[p,s(8)])] = 0 (3.152)

onde
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f)gs(ﬁ) - eXp[_B(H - :ueN - :U’QQ)]

m2 oSa

Hy = [ B#{I'T, — 30,17 4 22590 + cbk[akro Ok + T2k + 1F’“3ij + 3(T; — 9;40)’
z¢) + ’I’)’LTﬂ@/} —€

252

oy (0,00 A0 — 9T + %[FOF“ + 8,49, A1) — 10,0, Aﬂazakﬁk LB 0
~ A A
+J AR+ b + Y}

i, = [ dF{ D7~ (040" P+7D + P(~0,0"¢) +i(DD + 0,c0"2)+
~ ~ e ~2 o~ En
—imZPP+im25? + 550000"0 — 30 + (C+ 2 + jo).

iQ = [ P*i{er+7c+PD+DP)

N = [z,

0)’+
DAY+

(3.153)

A obtencao dos multiplicadores de lagrange seria dada comparando a equacgao obtida do processo

de maximizagao com a equacao termodindmica que define o potencial grao-canonico (2,

Q= (U) =T(S) = pe (N) — 1y (Q) -

(3.154)

As equacoes de movimento quanticas em equilibrio termodinamico da GSDKP no calibre non-

mixing sao dadas por

B flemne) g
(B D™’ = m]p” =n
(setor escalar)
A (en,)

¥*[D, By +ml=17.

Dy (espe) =0, — zeA — 10 0.
P,ST’% ’Q)A;‘is = iez]quﬁfzfgs + J, (setor vetorial)
PP = (& + D0 + (1= 19,0,)]
z’(1+mA%)AES:§ py, =0

—i(1+ mAg)Ags =& py =0 (setor fantasma)
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O funcional gerador termodinamico Z[J,7,n,&, &, J] é obtido como sendo solugdo das equacdes
funcionais extraidas das equagoes quanticas em equilibrio termodindmico

[(ﬂf )abﬁge — maab] 5527(;; = ie(3)] )ab% +nZar (3.158)
55? (B7)ar @+ mi| = —ie(B] M% + Zarii (3.159)
P;S;ng’a) 55Z;VF = ie(ﬁf)abgz—f;;b + JuZar (3.160)

i1+ %)A% ={Zar (3.161)

—i(1 %)A% = Zaré (3.162)

(1 T%)ég% = JZgr. (3.163)

Neste caso

Zar|T,7,m,6,€,J) = [ DADYDYDeDeD¢ exp|—S5l],

5 4 1)Act (3.164)

—
mp

€ (m27£) o = €, i
S = [da[3 AP A, — DB D" — my — ic(
A _
+30(nz + 1)+ TuAu + 70 + 1 + (e + & + Jg].
Derivando de maneira adequada com relacao as fontes as equagoes (3.158 — 3.163) e tomando as
fontes nulas, encontramos um sistema de equagoes diferenciais relacionando diversas médias térmicas:

5Zar 8°Zar

E _);Le —md o E
OBt = o] g o P53, o)

= 0cad (Z—1)0(T0—Ty)
(3.165)

0Zgr By Fon, B 8 Zar _ -
6776(17, Ty)éna(f, 7_93) [(ﬁlt )ab a ) + m(sab + ZG(BM )ab 5JH7_76(:IJ7 Ty)577b(f, Tx) - 60(15(’7; y)5(7_$(3 17—6y6))
(mj,a) 6ZGF . E 5ZGF
Pu” = = = a = —— - + 3.167
AT RN AR R L X AT TN MR E RN (3167
: A 0Zgr L
i1+ —)A—— — =6 —y)0(1, — T 3.168
U ) A segmyec@ )~ @ Do) (3169
A Z
—i(1+ —)A 0Zar = §(Z — §)0(1a — 7y) (3.169)

my 0C(Y, 7y)0C(F, 7o)
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A A 0Zar
m2 8J (Y, 7y)0J (X, T,)

Observa-se que algumas destas médias térmicas

(1+ = 5(F — )61 — 7). (3.170)

@)
o
\]
&
N

0Z =
s = (T )b

6(70(1/ ff)g;y(x Tz) <T[AU<?77 Ty)/iu(fv Tfﬂ)]> (3 171)

seiles— = (T[e(F, 7)), 7))

sy = (1165 7,)8(@. 7))

denominadas propagadores térmicos. Assim sendo, primeiramente estudaremos o seguinte propa-
gador

~ —~ )]> Tr[pg(ﬁ)¢ (ga Ty)%(f, 7_90)]

<T[¢c<z7, )T, 7)) ) = Trp, ) : (3.172)
Para calcular o traco anterior escolhemos a seguinte base
B, P,N.Q) =10
H|Q) =E
P |Q) = P,|Q) (3.173)
N|Q) = N|Q)
QI =Q|2)

-~

Tr(p,(B) 0§, 7)oy (%, 70)] = / dQ < Q| exp[—BH — 1, N — 11, Q)0 (, 7)) 0y (%, 72)|Q >=
/ dQexp[—B(E — p.N — 11,Q)] < (7)o, 0)py () / 4 | >< | py (r2) 0y (7, 0)p, (72)|2 >

— [ a9 expl-B(E — N = 1, Q)) X exp{~(r. = T E B = n(N = N) = (@~ Q)

< QU(7.0) 19 >< Q| ,(7,0)[2 >
(3.174)

e lembrando-se que P é o gerador das translagoes espaciais obtemos

104



~

Tr{py (B0, ) Dol 7)) = / 1948 expl—B(E — pN — 1, Q)]
exp{—(rs — 7,)[E — B' = ji,(N = N') = 11,(Q — Q)] } x (3.175)

x < Q| exp[—igj.ﬁ]@/zc(ﬁ, 0) exp|—i. P] | >< ] exp[—if.lg]@b(ﬁ, 0) exp[ia?.lgﬂQ >
Tr(p,(9)5.5.7,)00(7, 72)) = [ A9 expl~5(E = N 1,)
exp{—(7a = 7)[E = E' = ji,(N = N') = 11,(Q = Q)]} x (8.176)
x expli(Z — 7). P] < Qb (0,0) | >< Q] ,(0,0)|Q > .
Logo,

(TR, 7)) 7)) ) =S(F = 70 = 7,).

Portanto, estendendo a andlise anterior para os outros propagadores térmicos definimos de maneira
geral as seguintes quantidades

-~

(T 7)0(E 7)) =S(@ = 70 = 7,)

>

(1A (57,7, A&, 7)) ) =D (& = i = 7,)

(3.177)
(T[e(y, 7)o, 72)]) =G(F — G570 — )
(IO, 7)0(F, 7)) =F(7 = G 7o — 7,)
onde devido as propriedades de ordenamento
(TWW@, 72005 7)) = Sielif = 7y = 72)
(TIAE ) Ao(5.7,)]) = Do = 57, = 72)
(3.178)

(10, 7)8(5.7,)]) = F i — &7, — 7).

Agora segue-se a demonstracao da periodicidade das médias térmicas. Essa propriedade das
fungoes de Green serem periédicas ou anti-periédicas serdo tteis na extensao do intervalo (0, )
para toda reta real, definindo as distribuicoes chamadas pentes de Dirac e sendo possivel escrever
as funcoes de Green no espago de Fourier em termos das frequéncias de Matsubara bosonica ou
fermionica. Primeiramente,

- Trlp (B (ED] _ Trlpg(Bp7 (Ah(@ED0gB) _ TripgBhu@r+B) _ /5 (=
<¢b(w,7)>= L) I 0 ) R RC) :<T/’b(x”+5)> (3.179)
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S\ Trlpy (B (.0) (7))
Sen(T =Y 7) = =i T

= Trlp, (5
Scb<f_ _’7 T) = Scb(f_ g) T = /6)
(3.180)
De maneira andloga,
<Ay(f, T)> = <A,,(f,7 - 5)> ; Dou(T—4;7) = Do (T — 7,7 — JB)
(3.181)

(3(77)) = (3@, 7= B);  F@—5ir) = F@@— g7~ )

Portanto, para os campos 1,1, A, ¢ temos periodicidade. Por outro lado, fazeremos a mesma
analise para os campos fantasma c, ¢

= Trlpy(BEED] _ Trlpy(B)og “BIEN)4(B) _ Trlp,(B)e0 (. +5)] o
(C@m) = —Fpmr = e L = e = Pl Bu] (6@ T+ )

(3.182)

> o\ Trlpg(B)E(F0)a#E )]
G<x - Y 7-) - gTT[pg(g)] )

(3.183)

- _ Trp,(B)E&E,—7)e(i,0)]
GU—%-7)=—""Tp,1

~

Trlpy(B)E(T, —7)2(F,0)] = Trle(F, —1)py(8)p, ™ (3)2(5. 0)p, ()] = Trle(@, =)y (8)e(5. )] =
= — eXp[_ﬁ,Ug]TT[,bg(5>E(f? _T)/c\g(g; 6)]7

Gy — T; —7) = —exp[—Bu,)JG(§ — T; B + 7).

(3.184)
Como sabemos das equagoes (3.168 — 3.169)
i(1+ 5 AGE = gm0 — 7)) = 6(7 = §)0(7a — 7).
i1+ 5)AGW — 1y — 72) = 6(Z — §)6(72 — 7), (3.185)



Portanto,
G(Z — 757+ B) = exp[20p,]G(Z — ;7 + ) (3.186)
onde percebemos que o potencial quimico fantasma deve satisfazer a seguinte equagao

mnm

(&(Z,7)) = exp[—inz] (&(Z, T + )

(5(5, 7)) = explinn] </E\(f, T+0))
(3.188)
n=20,2,4,6,... (periddico)

n=1,3,5,... (anti — periédico).

3.6 As equacoes de Schwinger-Dyson-Fradkin

Neste momento estamos aptos a calcular as equagoes de SDF em equilibrio termodindmico. De
maneira semelhante ao caso quantico elas sao geradas pelas seguintes equacoes abaixo

E e 82 _ i (RE 5%z =
[(ﬁﬂ )abau - m(sab} % - 26(5“ )abwu(fﬁz)fﬁi(fﬁ) + 770,(337 7—ar:)ZGF
(3.189)
(m2,q) . 2 .
PHV ! 5;VZ(§§—$) = Ze(ﬁf)ab 5na(f,im?(5cﬁi(f77m) + ju (l‘, Tm)ZGF~
Definindo o gerador das médias térmicas conexas W
Zgr=exp W, (3.190)

E e SW _ E 52W . E SW SW -
[(ﬁu)abaﬂ - maab} 5 @ra) Ze(ﬁu)abéju(i‘,rx)éﬁb(f,m) + Ze(ﬁu)abéju(f,m) @) T (%, 7z)

(m2,2)  sw . (aE 82W . oE SW SW -
P sz = B )a s mmnsmam T B as, Gy s T Ik (T 7).
(3.191)

Sendo assim, derivando funcionalmente de maneira conveniente as equagoes anteriores e tomando
as fontes nulas

E [hese SW o (nE 52W
[(ﬁu Jab D™ — m5ab] 1. Grg)0m @ra) @e(ﬁﬂ Jab 5T (Z72)00, (F,79)07, (F72)
+0as0(Z — §)0(70 — 7y) (3.192)

(m2.,6) SW ./ nE SW S o
Pu™ saamysdean = B asgygmymarsm@ T oued(T = §)0(Tz — 7y),

onde podemos definir algumas quantidades
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W o= -
TG Er) O (T s Tas Ty), o
3.193
W N -
TG s TEry = Pov(T, 7 Ta, Ty).

Agora definimos o operador de auto-energia X e tensor de polarizacao II por meio das seguintes
relagoes implicitas

: 5S4s (.57 L s
ze(ﬁf)ab% = —/d4ZEaT(Z‘,Z;TI,TZ)STS(Z,y;TZ,Ty>

(3.194)
. 0Spa (2,257 4, To = o .
le(ﬁf)abW = —/d4ZHMU(x,Z,Tx,TZ)DUB(Z,y,Tz,Ty).
Neste caso as equagoes (3.192) sdo escritas da seguinte forma
— - - _ (m12)7£) — — = =,
D ('T Y5 T,y Ty) =Py 501/5(55 - y)é(Tx - Ty) + H,uy(.il?, Y5 T, Ty)a
(3.195)
S(;;l (fa ?j; Tx, Ty) = [(ﬂf)aCDl}je’e - m5ac:| 5ab5(f - g)é(Tx - Ty) + Eab(fa g; Tg, Ty)'
Por outro lado observe que
5$ab(w,y,TL,T 4 (AL (W,Tw)) 6Sap(T y,TL,T ) 4. 0(AL(W,T)) 5{3;171(5737%7'17734)}71 o
SIu(Zrs) = [d'w ST Gre) Sl (@) = Jd'w 6_Jf sz A (@rw)) (3.196)
= — [d*wD,, (W, Z; Ty, T>) fd4ud4vSac(ac,u, Tx,Tu)_ésc{i (u(;’:—um)sdb(ﬁ, Ui Tos Ty)
onde definimos a funcao de vértice completa
68 i, U; T, Ty)
i€ Doy (0, U, W T, Ty, Twy) = — e 3.197
v )= (A, (@, 7)) (8.197)
A equacao anterior pode ser escrita com a ajuda da equacao completa do setor escalar
5Sb(my7'x7y) 5 0 (T, Y3 Ty Ty)
a L Y — e a0 (T —1N0(Z— §)0(Ty — T)0(T, — Tyy) + LT Y2 (3.198
6<Ay(w77—w)> (B;L) b ( y) ( y) ( y) ( y) 6<Ay(w,7-w)> ( )

Por fim utilizando as equagoes (3.196) e (3.197) em (3.194) identificamos

Eab(f> _3 Ta, Ty) :€2<65)ac f d4de4UD;w (fa ﬂ:; Tz, Tu)‘scd(fv ’U; Tz, Tv) dez/ (177 377 ﬁ; Tus Ty, Tu)a
Huu(f g Tg, Ty) 62(55)1117 f d4Ud4USbc<f7 ﬁ; Tg, Tu) chu (127 177 g; Tus Tu, Ty)Sda(Ua f; Ty, 7_:1:)'
(3.199)

Apesar de estar implicito na anédlise das equagoes completas em equilibrio termodinamico deveriamos
ter definido o gerador das funcoes de Green irredutiveis definido por uma transformada de Legendre,

rew = [ atal(@)n+ 0 w) + (A T+ b+ @ ¢+ T (6] (3.200)
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3.7 As Identidades de Takahashi-Fradkin

Iniciamos o capitulo relembrando o funcional gerador termodinamico

Zar|T,7,m,&,€,J) = [ DAD)DYDeDeD¢ exp|—S5l]

ge ¢ Au |(1+-25)9,0, | Ay (3.201)
i = fd‘* T laﬂaef%—WED 2 gy : l+,

—zc( oz FDACH 3000 +1)¢ + TpAy + 7t + U + Co+ 2 + T,

Como sabemos no processo de quantizacao e construcao do formalismo de campos em equilibrio
termodinadmico perdemos a simetria de gauge. Neste caso para que a teoria de campos em equilibrio
termodinamico continue sendo uma teoria de gauge impomos esta simetria em (3.201).

A simetria de gauge é dada pelas seguintes transformacoes

A (2, 7) — A (&, T) + 0pa(Z, T)
(&, 7) — exp|—iea(Z, T)|(Z, T) (3.202)

(&, 7) — (T, 7) expliea (T, 7)]
Portanto, impomos que o funcional gerador (3.201) seja invariante pelas transformagoes (3.202)

para que tenhamos uma teoria de gauge

0Zar
do

—0 (3.203)

a=0

£ fDAD{prD(‘:Dcng{ J A e[ EAL (L 2)0,0, 5 + T, %% + n3e + %n]} exp[—55/7],

e s
%( )Aauw + 0,7, + Ze[%m — Wam]ZGF =0.
(3.204)
Em termos das médias térmicas conexas Zgr = exp[W] escrevemos a equagao anterior da seguinte
forma

. 1 A
OpTu(T,72) = _E(l”‘m

Dessa equacao funcional decorre todas as identidades de Takahashi-Fradkin. A fim de encontrar-
mos uma das identidades, derivaremos funcionalmente a equacao (3.205) com relagao a (A, (¥, 7))
e, posteriormente tomar as fontes nulas

0T (%, 75) :_1 A
O ST Gryy ~ et

)Aau <Aﬂ(fa T:B)> - Z@[ﬁ(f, TJ?) <77Z)(fa Tac)> - <Q_ﬂ(f7 T:v)> n(fa Tx)] (3205>

2
p

2)A8 T —y)o(Ty — Ty) (3.206)
P
onde observando que
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(Sjﬂ(f, ng) _ (5 <¢4,,(_), Ty)>) — 'D_l(f— g’; Ty — Ty) (3207)

concluimos,

0D (T — ;7 —Ty) = —1(14— A 5)A0,0,,0(T — §)0(T2 — 7). (3.208)

1% ( 5 mp

Utilizando a primeira equagao de (3.195) na equagao (3.208) somos conduzidos ao seguinte resul-
tado

01, (2, §; T, 7y)=0. (3.209)

3.8 As Identidades de Ward-Fradkin

Para encontrarmos a identidade de Ward primeiramente escreveremos a equacao (3.205) em termos
das funcoes de Green irredutiveis

P=w- / Fl(D) n+7 W) + (A T + {0 + (@) ¢+ T (8], (3.210)
or 1 A . . or . - or
8M <Au(f, Tx)> - E(1+m_12))Aau <Au(x’Tx)> + Ze[<¢(f, Tx)) <¢($a7x)> - <¢(5L‘77z)> <1,_D(l_", Ta:)>]
(3.211)

Derivando funcionalmente a expressao anterior com respeito a (1, (¥, 7)) e (¢,(Z, 7.)) e tomando
as fontes nulas ao final encontramos

53T . 521 =P _
Oy (Bl )) WG (AuEra)) e [(w (yw>><wb<f,m>5(x 0(Te =7t (3.212)

82T e B i B
<¢’b(z Tz)>< (ETI)> 5(1‘ y>5<7—$ Ty)].

Pois bem, dos estudos anteriores é de nosso conhecimento que

52T

W@, 7)) (7, 72)) Sap (I = Z7y = T2), (3.213)
530 08Ny, Z ) OT.(F. 7. 57
<,[Z)a(gjv Ty)> <77Db('gv Tz>> <Au(f, T$)> N <Au<f, T;t)> - F”( 7 Y Z) (3 214)

Logo

O LW (T, 7, 2 Ta, TyT2) = Sy (T — T3 7y — 7o) 0T — 2)0(70 — 72) = S (T — 2570 — 7.)0(Z = §)0 (70 — 7).

(3.215)
A identidade anterior, conhecida como identidade de Ward, poderia ser obtida utilizando a simetria
BRST onde as transformacoes infinitesimais nos campos
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A, — A, +0A,
Y — 1+ 01
Y = Y+ 0
(3.216)

c— c+dc

seriam dadas por

(3.217)

0c = =g\, A,

d¢ = 0.
Neste caso impondo a simetria BRST na fun¢ao de partigao (3.201)

SprsTZar = — / DADYDYDEDeD@O prerSe! exp[—S5] (3.218)
pu— O’

observando que a medida de integracao é invariante (Jacobiano é igual a identidade). Logo

SnsrSl = / B[ T 5A, + 100 + 60 + Coe + 5eC + Jod) (3.219)

1
EauAMC].
Portanto, escrevendo em termos da funcao de particao geradora das fungoes de Green conexas W e,
posteriormente, em termos da funcao geradora das fungoes de Green irredutiveis I', somos conduzidos
a equacao funcional

= A / d*z[J,0,c + iempe — ieync —

L. 6T 6T or .
/d x[5<A>u3u () o (¥) (c) — 5<w> (V) {e) um] — 0. (3.220)
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Agora aplicando a derivada funcional

63
6 ((5,75)) 0 (V(F,7y)) 0 (c(Z,72))
na equagao anterior somos conduzidos a equagao (3.212) a menos de termos de superficie.
Como podemos observar todas as identidades do capitulo 3, identidades de WT, podem ser exten-
didas para o caso de uma dindmica em equilibrio termodindmico, indentidades de Ward-Takahashi-
Fradkin (WTF). O setor fantasma, apesar de nao ser necessério no estudo em T=0 pois o determi-
nante que o define pode desaparecer na normalizagao, desempenha um papel importante ao construir

o ensemble gran-candnico em uma dindmica explicitamente covariante devido & carga fantasma con-
servada.

(3.221)
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4 Conclusoes e perspectivas futuras

A dinAmica quantica covariante envolvendo a interagdo entre campos escalares (mésons) e campos
vetorias (f6tons generalizados) foi estudada sistematicamente no contexto da GSDKP, juntamente
com seu equilibrio termodindmico. No primeiro setor construimos o funcional gerador e no segundo
setor obtivemos a funcao de particao com suas respectivas consequéncias.

Primeiramente, ao construir a teoria quéntica, na linguagem de integracao funcional ou integrais
de caminho, foi necessédria uma anélise de vinculos seguindo a metodologia de Dirac e o procedimento
de Fadeev-Senjanovic para encontrarmos a amplitude de transi¢ao no calibre da radiacao generalizado

(Coulomb)

Z =N [ DADYDY det(1+ )V I6((1+ 55)(V.A)
x expli [ d*z{¢(if'V,, —m)p — 1F,, (1 + %)F’“’}.

A conexao entre a escolha do calibre da radiacao e sua correspondente escolha covariante, no pre-
sente caso no-mizing, foi obtida utilizando o método de Faddeev-Popov-DeWitte em que vimos o
surgimento de estruturas pseudo-diferenciais,

b

N =

(1+—)=.
Acreditamos que para melhor compreensao entre a conexao entre uma dindmica quantica descrita
pelos graus de liberdades fisicos no calibre da radiacao e sua correspondende dindmica covariante
(Lorenz, no-mizing, Lorenz Generalizado) deveriamos incluir os fantasmas e a simetria BRST estu-
dando a teoria em um contexto geral no formalismo de Batalin-Fradkin-Vilkovisky (BFV) [84, 85, 86]

2
mp

Z = N [ D& DT, DII'DA,( DDy DpDp)(DADb)(DeDeDPDP) expli [ da{TT(9y Ax) + B(pL')+
+(00)p + p(otp) 4 (QoA)b + (Ooc) P + P(0o8) — He} + i [ dyo{ ¥, Qprsr}].

No formalismo de BF'V o método de Faddeev-Popov-DeWitte é elucidado e questoes sobre atingibil-
idade dos calibres sao discutidas de maneira clara.

Dando continuidade ao estudo de GSDKP, com o funcional gerador Z covariante em maos no
calibre no-mixing

2= [ DADIDG expli['a {66V, = m)i— [ Fu (145 P =

obtivemos as equacoes completas de Schwinger-Dyson para o propagador do campo vetorial, propa-
gador do campo escalar e vértice onde foi possivel observar a mesma estrutura fenomenolégica entre
GSDKP, «+—GQED,. Em particular, o campo de DKP é frequentemente utilizado para descrever
em fisica nuclear mésons, onde é possivel dizer que temos uma estrutura algébrica mesonica, enquanto
o campo fermidnico obedece a dlgebra de Clifford

|:| 1%
0, A" (1 + W)a”A +.J, A"},

YA 4 AVt = 20t (dlgebra de Clifford, bilinear),
prBY BT + BB " =0 B7 + 0B (algebra de DKP, trilinear).
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Também, advindo do funcional gerador covariante encontramos as indentidades de Ward-Takahashi
(WT) , as quais mantinham a simetria de calibre U(1) em nivel quantico. Pois bem, existe um método
que mantém a simetria de calibre explicitamente em todas as etapas de cdlculo, conhecido como O
Método do Campo de Fundo [87, 88]. A idéia béasica do método é escrever o campo de calibre na
acao efetiva como sendo B4+A onde B e o campo de fundo com simetria de calibre e A é a varidvel
de integracao na integral funcional

Z = N [ DADUDY expli [d“a [B(i5"V, - m)+

9 AF (145518, A¥
1 O m
_szw(l 4 m_%)puv _ Tp

Fu=0u(A, + By) = 0,(Ay + By).

A técnica foi iniciada por DeWitt cujo objetivo era construir um teoria quantica da gravitacao
manifestamente covariante. Seria interessante expandir nosso conhecimento ao implementar essa
abordagem do campo de fundo em nossos estudos sobre dindmica covariante e simetria de calibre.
Seria também interessante, como perpectiva futura, introduzir no estudo de GSDKP, as transfor-
magoes de Landau, Khalatnikov e Fradkin [89] pois elas permitiriam analisar o comportamento dos
propagadores em diversas escolhas de calibre e justificariam o uso do calibre de Feynman (£ = 1) no
propagador do féton generalizado.

Por fim, como exemplo instrutivo em lidar com os fantasmas, poderiamos explorar o calibre que
t’Hooft e Veltman utilizaram, atingivel pelas tranformacoes de Bell-Treimann, em Podolsky, em que
terfamos uma interacao ficticia entre os fantasmas e o campo de calibre [90]

0A) = (1 + ) (BA" + 94,4,
p

nao podendo esconder os fantasmas na constante de normalizagao. Fenomenologicamente a escolha de
calibre de t’Hooft-Veltman tem como implicagao vértices escalar-escalar-féton, fantasmas-fantasmas-
féton, interagao tripla e quértica de fé6tons em termos do parametro ficticio g. Usualmente chama-se
QED, no calibre de t’"Hooft-Veltman de pré QCD, devido & similaridade fenomenoldgica dos vértices
féton—gluon, porém, como é observado no Apéndice (5.8), a simetria BRST garante que a fisica nao
dependa do parametro ficticio g.

Seguindo a andlise das corregoes radiativas, vimos a importancia da simetria de calibre, asse-
guradas pelas identidades de WT. Como observamos, em geral II,,, (p) possui a seguinte estrutura
devido a covariancia relativistica e uma das identidades de Ward-Takahashi (k*II,, = 0),

1, (p) = [=n,,0° + pupu (D).
Também percebemos a conexao entre as divergéncias no ultravioleta e a dlgebra de DKP no método
de regularizacao dimensional onde a simetria de calibre é manifesta. A dlgebra de DKP tem como
implicagao que a primeira correcao radiativa do vértice e a amplitude de 4 linhas externas fotonicas
nao possuam divergéncia no ultravioleta, assegurando duas das identidades de W'T,

1 o
u(pps k= 0) = L0 s (0 4 70 P20 37845, — N 1B {BrBs — Me} B, =0

P'Tras(p, 0k K) = 0 = tr{B8"(BoBy = 0ao)B” (B2 85 = 15) B (BB = 0r) B (BB — mpr) } X
X (nnon™=nfT 4+ ... perm) = 0.
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Ao final do estudo das correcoes radiativas, utilizando o método de regularizacao dimensional, encon-
tramos as seguintes divergéncias no ultravioleta (UV) e infravermelho (IV) associadas a auto-energia
do méson

X(p) = Lfinito(P) + Bos(p) =1

Seo(p) = Sl )+ 518 (0) + S1LY (p)],

o tensor de polarizacao do féton

I(p) = I (p) + 11 finito(D)

e o vértice
Ali(p’7p) = Al;inito(plap> =+ Ago(plap)

A (P p) = AVE (0, p).

Uma andlise importante sobre as divergéncias seria explorar a possibilidade de cancelar as divergén-
cias no infravermelho com a escolha do calibre de Fried-Yennie £ = 3 em GSDKP, [91].

Tendo em vista as divergéncias no (UV) e (IV), o programa de renormalizagao multiplicativo na
camada de massa é estudado onde os contra-termos 0C; sao obtidos

503 - - H(p)|p2:0

0Cy = 0Cy (Ward-Takahashi)

9%,

tr(B, -+
~6Ch = T+ B9 + THEE (p— my])

Nesse ponto da andlise existe uma outra maneira de encontrar os contra-termos 0Cy e 0C1,

ar ar(p)

tr[ﬁugl =tr[f'8,] =8 — ﬁu[ﬁuw]ﬁ” =3,8,8"3" =4I, quando p — my.
ju w

Uma abordagem importante ao utilizar técnicas nao pertubativas seria estudar as representacoes
espectrais de Kéllén-Lehmann para os propagadores na descricao de Heisenberg extraindo o conceito
de renormalizacao da carga elétrica e da massa [92].

Um estudo fenomenolégico das correcoes radiativas juntamente com os contra-termos foi necessério
devido a uma divergéncia na massa de Podolsky m,

S(p) = Za(p?)p? + B2 (p*)p + T (p?)
2 8@2m12, ©w 1
El(p ) = _W(l —p 6M)E + ..

Por fim, do contra-termo associado a polarizacao 6C'3 obtivemos de maneira fenomenolégica o cor-
rer da constante de acoplamento (carga elétrica), concordando com o resultado obtido em GSQEDj.
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O préximo passo associado ao programa de renormalizagao seria estudar as equagoes do grupo de
renormalizacao e o comportamento assintético das funcoes de Green, conhecidas como equagoes
Callan-Symanzik [93].

Também poderfamos continuar o programa de estudo sistemético da eletrodindmica GSQEDy,
encontrando as amplitudes de transicao e as respectivas secgdes de choque (espalhamento Moller,
Bhabha, Compton) juntamente com as corregoes radiativas no formalismo de redugao da matriz S de
Lehmann, Symanzik and Zimmermann (LSZ) [94], tendo em vista toda estrutura de Green montada
ao longo do trabalho. Nesse ponto um caminho alternativo pode ser tragado utilizando a Teoria
de Pertubacao Causal em GSDKP, para estudar os processos no espalhamento, como vemos nos
trabalhos em SQED4 e GQED, [95, 96].

Agora ao construir a fungao de particgao da GSDKP, dividimos o trabalho em dois setores.
Primeiramente, construimos a funcao de particao associada a escalares interagindo com campos
externos (o setor escalar com campos externos)

Z,1J,0,) = / DD exp|—S, + 0 + b

S = / Po(E, ) BB — m)p(#,7)

e, posteriormente, como as correntes geram campos externos (o setor vetorial com fontes)

Z,17) = / DAexp|—S; + T A,

S, = / B {L AP A, — ie A DR},

Com a fungao de particao desses setores ja poderfamos obter resultados fisicos interessantes.
Como vimos ao estudar as equagoes do setor vetorial covariantes, utilizamos o método do campo
auxiliar de Nakanishi juntamente com o principio de acao quéntica de Schwinger

A

A A o ol A 2 - n 1\8 /\
,CN = Z—llflw:lt/w + ﬁ@ifu,\aﬁ?}—w\ + %{Bv G[‘A]} + §B2 o ZGAE'QD Bfws o j“AE
S = fd4l’£N, (551 = 6
B

O fato de existir uma simetria residual no formalismo covariante conhecida como simetria BRST nos
levou a incluir os fantasmas via multiplicador de Lagrange no calibre no-mizing

~ 1
L=Ly+MN=+1)Ad,
mp

construir a funcao de particao do setor fantasma
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Z51C, ¢, J] = / DéDeDe exp|—Ss + ¢ + Cc + J ]

Sy = /d%{zc( +1)Ac — 2¢( + 1)}

e estudar a conexao entre a simetria BRST e a escolha de calibre no-mixing. Vimos também como
complemento no Apéndice (5.9) que a funcao de parti¢ao nao depende das escolhas de calibre covari-
antes (Lorenz, no-mixing, Lorenz generalizado) condizendo com o trabalho de Tuytin. A simetria
por tras da fisica nao depender dessas escolhas de calibre covariantes é a simetria BRST.

Por fim com os estudos do setor escalar, vetorial e fantasma foi possivel unificar a matriz densidade
que descreve o ensemble gran-canonico da GSDKP, em equilibrio termodindmico e obter a fungao
de particao de maneira explicita

Zar(T . 0,n,&,€,J) = [ DADYDyDeDeDg exp|—S 7],

St = [ dta[iA,PL0 A, {meD ) gy —ie(L + 1) Act

+= ¢( +1)¢+j,ﬂ4 +nw+wn+cc+cc+J¢]

Com a funcao de partl(;ao covariante Zgr obtemos as equagoes de Schwinger-Dyson-Fradkin (SDF)
e as identidades de Ward-Takahashi-Fradkin (WTF') em equilibrio termodinamico.

A maioria das observacgoes feitas anteriormente para o estudo da GSDKP, podem ser estendidas
no contexto de temperatura finita; Podemos estudar as correcoes radiativas, o programa de renor-
malizacao, as equagoes do grupo de renormalizacao, o formalismo de BFV, o método do campo de
fundo. Outro ponto importante que poderfamos explorar em GSDKP, no euclidiano ¢é a teoria de
pertubacao modificada de Fradkin [97] para se obter informagbes nao pertubativas associadas aos
propagadores que descrevem a matéria. Agora, como sabemos, a quantizacao do campo de Podol-
sky livre em equilibrio termodindmico nos levou a demonstrar que um gés de fétons de Podolsky
se comporta como sendo composto por 2 gases sem interacao entre si: um gds de Maxwell e outro
géds de Proca com massa m, ambos livres em que a lei de Stefan-Boltzmann sofre correcoes devido
ao parametro de massa de Podolsky. Dando continuidade, poderiamos explorar a fisica de plasmas
e estudar a blindagem de Debye em Podolsky onde a interacao intermediada pelo campo de calibre
passa a ser de curto alcance e o campo de calibre acaba adquirindo uma massa de Debye [98].

Finalizaremos a tese com uma breve discussao fisica sobre em que circustancias observariamos a
teoria de Podolsky e questoes em aberto. Como sabemos QED,4 é uma das teorias fisicas mais pre-
cisas existentes, logo uma correcao da mesma seria bem "pequena" e nos dias atuais essas corregoes
estariam escondida na incerteza experimental de qualquer fenomeno eletromagnético. Calculando a
razao giromagnética com a teoria de Podolsky (GQED,) ou mais ainda estudando o espalhamento
elétron-pésitron, perceberfamos uma cota inferior ao pardmetro de massa de Podolsky m,, e o aparec-
imento de um comprimento fundamental da ordem de 1077 metros, ou seja, esse comprimento de
Podolsky estaria associado ao tamanho do elétron [16, 22]. Sendo assim, é vélido pensar que os graus
de liberdade massivos da teoria de Podolsky s6 se libertariam a altas energias. Outro aspecto inter-
esssante seria o fato da teoria de Podolsky quebrar a simetria dual, aquela que levou Dirac a conceber
os monopd6los magnéticos, neste caso temos uma riqueza fenomenoldgica ao analisar fendmenos fisicos
no setor magnético. Seguindo o viez de matéria condensada e as idéias de Higgs [99], poderfamos
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nos perguntar sobre a existéncia de um mecanismo de quebra de simetria dual e geracao de massa,
tendo em vista os graus de liberdade massivos em Podolsky. O fato de existir fendbmenos na natureza
onde ha o aparecimento de um comprimento fundamental como na blindagem de Debye nos daria
experanga em explicar fenomenolégicamente o aparecimento do pardmetro de Podolsky. Observando
que a dindmica nao afeta a massa de Podosky, poderiamos nos perguntar se existiria uma dinamica e
consequentemente um dependéncia do pardmetro m, na escala energia. Agora voltando ao contexto
da tese, GSDKP,, descrevemos a interacao eletromagnética entre mésons e fétons generalizados.
Implementando a interacao forte e observando o raio do méson, da ordem de 0,6 x 10~!3 metros,
concluiriamos que os mésons existiriam nos nticleos dos dtomos, manteriam os prétons e neutrons
ligados a la Yukawa e trocariam fétons generalizados, sempre com os graus de liberdades massivos
de Podolsky escondidos na incerteza experimental. Como vimos, para liberar os graus de liberdade
massivos de Podosky deverfamos estudar a teoria a altas energias. Neste caso, uma teoria de Yang-
Mills-Utiyama, em que os quarks que compoem os mésons trocariam nao apenas gluons mas fétons
generalizados. Sendo assim, uma teoria de Podolsky em cromodindmica quantica poderia apresentar
efeitos interessantes, tendo em vista a quebra de simetria dual presente e os monopélos magnéticos de
t’Hooft-Polyakov [100]. Questdes Cosmoldgicas associada a dependéncia de m,, perante referénciais
acelerados e a definicao de um tempo de meia vida para um féton generalizado seriam, acreditamos,
de grande interesse [14, 101].
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5 Apéndices

5.1 Quantizagao de sistemas com vinculos e formalismos covariantes.

O objetivo deste apéndice é estudar a dinamica de sistemas com vinculos e o problema de quantizacao.
Sendo assim, faremos uma breve introducao histérica.

Como sabemos o estudo sobre a quantizacdo de uma dindmica clédssica é atribuido a Dirac [102]
pois ele observou que uma dindmica cldssica descrita no espaco de fase pelas observaveis e o paréntese
de Poisson estaria associada a uma dindmica quéntica descrita no espaco de Hilbert pelos operadores
e o comutador\anti-comutador via principio da correspondéncia,

{Yp — —i], ] (5.1)
Posteriormente, a existéncia de vinculos na dindmica hamiltoniana levou Dirac a estender sua andlise
mecénica do espago de fase, definindo o parentese de Dirac e sua classificagdo de vinculos (primeira
classe\ segunda classe), podendo sempre fazer a conexao com a dindmica quantica pelo principio da
correspondéncia [103],

{.}p — =il ]+ (5.2)

Este é o primeiro olhar obtido ao estudar a conexao entre a dindmica cldssica e a dindmica quantica.

O segundo olhar se inicia novamente com um estudo de Dirac [104] sobre a conexao entre uma
dindmica descrita no espaco de configuracao e sua consequente dindmica quantica. Nesse estudo
vemos o surgimento de um objeto muito importante chamado amplitude de transicao

Z = /Duexp[iS], (5.3)

onde Dy é a medida de integragao e S a agao.

Feynman utiliza a idéia de Dirac para formular sua maneira de descrever a mecanica quantica via
integrais de trajetoria. Porém, elegantemente Schwinger infere que devido ao fato das equagoes na
descricao de Heinsenberg preservarem sua forma cldssica, deve existir um principio de agao quantica
[105, 106]. Portanto, a amplitude de transicdo ou funcional gerador é solu¢ao de uma equagao
funcional advinda de uma dinamica com fontes

(d—{a. Ho— aJ}oll_ s Z1]] =0, (5.4)
sendo H, a hamiltoniana inicial.

Dando continuidade, Faddeev explora propriedades da medida de integracao Dy para se estudar
conexoes entre a dindmica cldssica\quantica de sistemas fisicos com vinculos de primeira classe [107].
Posteriormente, Senjanovic estende as idéias de Faddeev [108] para vinculos de segunda classe. Por
fim Fradkin, Vilkovisky e Batalin nos dao uma visao geral do problema tendo em vista formalismos
covariantes e sua relagdo com a simetria BRST [109].

Para maiores detalhes sobre quantizagio de sistemas com vinculos ver [110, 111].

5.1.1 Dinamica (cldssica\quantica) de sistemas com vinculos

Um sistema dinamico geral com vinculos é definido no espaco das varidveis canonicas ¢*, p;; i =
1,2, ...n pela forma da Hamiltoniana Hy(q', p;) juntamente com as equagdes de vinculos
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T.(¢",pi) =0, a=1,2,....m. (5.5)

Nesse caso, o problema da dindmica cldssica é encontrar um extremo da agao candnica na superficie
de vinculos

(5.6)
60 = 0.

Agora procuraremos por uma transformacao nas varidveis candnicas que conectem pontos na super-
ficie de vinculos

¢ —q+0"¢

To(q',pi) = Talq' + 6" ¢', ps + 6" p;) = 0,
sendo assim,

aT, - OT,

—25Fq + —25"p; = 0. 5.8

og " T T o0 (5:8)
Como ingrediente a mais vamos supor que estas transformagoes na superficie de vinculos nao modi-
fiquem a dindmica do problema

§FQ =0, (5.9)

= /dt(5Fpiqi —pi6"q — 6" Hy),
§FHy = 6"pig —piotq (5.11)
0Hy, O0H, ,
— §Fp, —ofq
b Op; * aq' K

Portanto, concluimos que o gerador destas transformagoes serd dado por

6" Hy = {Ho, Ts}pF" 6" p; = {pi, Ts}pF® 6"q¢' ={d", Ts}pF". (5.12)
Aplicando o resultado (5.12) na equacao (5.8)

57 + 57 = {To Ty} P® = 0

(5.13)
(1., Ts}p = UL,

Por outro lado, o fato dos vinculos nao evoluirem no tempo, tem como implicacao
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To ={T.,Hy}p =0
(5.14)
{Ho, T.}p = VT

A condigao anterior denomina-se condicao de consisténcia e nos diz que a estrutura de vinculos que
definem a superficie (variedade) no espago de fase permanece a mesma, ou seja, nao evolui no tempo.

Essa classe especial de vinculos é conhecida como vinculos de primeira classe (degenerados) e
podem ser definidos de maneira geral, da seguinte forma

{Tou TB}PiU;/BTW
(5.15)
{H, Ta}inaBT@.

O problema de se encontrar um extremo da acdo (5.6) pode ser reformulado, implementando os
vinculos via multiplicadores de Lagrange

Slg.p. = / dt(ps’ — Hy — A°T.). (5.16)

Ao impormos que a agao anterior seja invariante pela transformacao
sFS =0, (5.17)
§FS = [ at[6"pig' + pid" ' — 6" Hy — 6" NT, — A67T) (5.18)

dt[(6"pi)g’ +pi(8" ") — 6" Ho — (0" NI, — N(6"T,)]
dt[=T, F* — {Ho, T, } pF* — (6" N)T,, — NM{T,,, T,} pF"]

[T, F" — VT F* — (6" XN9T, — UL T, FY].

|
—— — —

Logo,

(67 Ny = F* — VFEY — \“UX F", (5.19)

onde F* = FH(q,p, A\; t).

Como vimos anteriormente, existe uma classe de escolhas que descrevem a mesma fisica (dindmica).
O gerador que conecta essas escolhas sao os vinculos T,,. Para quebrar a simetria e descrever a fisica
de maneira tnica, selecionamos um dos membros dessa classe, impondo condicoes adicionais tais que

©"(¢,p)) =0, v=1,2,...m
6o ={0v, T3} FP £ 0 (5.20)

det{@”, Tg}p 7£ 0.
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Desse modo, a dinamica fisica é descrita pela seguinte agao

Slq,p, A= /dt(plq — Hy — NI, — m,0"), (5.21)

onde 7, sao os multiplicadores de Lagrange adicionais e a dimensao do espaco fisico ¢ dada por
(2n — 2m). Podemos definir uma notagao compacta

\11‘1:<g’;)7 ga:()\“ 771,), a=1,2,...2m.

(5.22)
S[Q7p7 5]: f dt(pqu - HO - \Ijaga)'
Conseqiientemente, as equagoes de movimento sao dadas pelo principio da minima acao
08 = [ dt(¢'op; — pidq’ — GiEoq’ — G20p; — F€add’ — GrrEadDi — WUOE,),
g0 a 5.23
q - a;g)H—{— %iéqi o
Di = aqo ~ B¢ f
v = 0.
Pois bem, devido a condicao de estabilidade
. ov oV
v, = 24 <D 5.24
o 4t (5.24)
_ ov, (0H, 8\11355 ov, _8H0 B 8\11583
d¢' \ Op; ~ Op; Ip; dq*
= {Ua, Hotp + {V,, Us}pe’,
s = {U Ho}p{ W, ¥s} 5" (5.25)

Observa-se que ap6s selecionamos um dos membros da classe de escolhas, nossa colecao de vinculos
passa a ser de segunda classe. Portanto, podemos definir o parentese de Dirac

' =G+ B, = {q', Hoyp + {¢', U} p{Wa, U3} ' { s, Ho} p={¢’, Ho} p

(5.26)
Di = —%ZIO 8“5 ={p’, Ho}p.
De maneira geral
¢ ={¢",Ho}p pi=1{p',Ho}p,
v (q,p) =0, (5.27)

E5 = {0 Ho}p{Wa, VUps}p'.
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Por fim, é de nosso conhecimento que o espago fisico tem dimensao (2n — 2m). Poderiamos nos
perguntar se podemos encontrar (2n — 2m) parametros (¢*,p*;* = 1,2,...,n — m) que descrevam a
superficie U¢ = 0 e sejam ao mesmo tempo varidveis canonicas

Para deixar claro, analisaremos um caso abordado por Faddeev. Como sabemos

{T,,T.}p =0

(5.29)
det{©*,Ts}p # 0.
Suponhamos que
{6*,0°}p ~ 0 (5.30)
onde podemos escolher varidveis canoénicas P, e (Jg no seguinte sentido
P, =06°
(5.31)

{Paapﬂ}P ~ 0 {QOL?QB}P ~ 0 {QO&?PB}P ~ 5aﬁ Oé,ﬂ = 1727 ceey T

Complementando com as varidveis canonicas fisicas, temos uma transformagao canodnica (q,p) —
(¢*, p*; Q, P) na superficie fisica,

Gregp = L drg o (5.32)

Sendo assim,

det{T5,0°}p = det{ 2L} £ 0 = Ts = T5(Q,),

0Qa
(5.33)
POA :0 QOA = Qa(q*,p*)
Neste caso a dindmica poderia ser formulada explicitamente
0 [ dt(pid’ — Ho)|y gy =0 [ dtlp"q" + PQ— H(q",p": Q, P)+ 53

F QPO 5§ [ dtlp*§* — Hissico(a®, 7)),
no sentido das equacoes de movimento associadas as varidveis fisicas serem dadas em termos das
equacoes de Hamilton

v OHpiicolq®,0") ., OH fisico(q*, p*)

q = o ., pf=— . : (5.35)
p dq
Observa-se que a equagao (5.34) garante uma equivaléncia fraca entre as dinadmicas de um ponto
de vista cldssico. Como vemos, podemos separar de maneira canonica (fracamente) o setor fisico
(¢*, p*) do nao fisico (Q, P) de tal forma a termos uma dindmica de Hamilton. A afirmacao anterior
nos assegurard encontrar uma conexao da dindmica cldssica com a dindmica quantica e estudar a
equivaléncia entre as dindmicas de um ponto de vista geral (cldssico\quantico).

Para elucidar os fatos, a quantizacao canodnica do setor fisico é dada pelo principio de Dirac da

correspondéncia {, } — —i[,]
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Ak Ak

dj - [ *7Hfz’sico]7 de

t dt

onde temos a mesma forma das equagoes de movimento cldssicas no espaco de fase e quanticas na

descrigdo de Heisenberg. Tendo em vista o principio da agdo quantica de Schwinger ¢* = (¢*, p*)
inseriremos as fontes J

= [ﬁ*u Hfz’sicoL (536)

O <"t | ¢ t>=< "t |dS* | ¢*,t >=0=35*"Z*[T] =0

(5.37)
[90* - {90*7 Hfz’sico - w*j}P] Z*[j] =0
e encontraremos como solucao das equacoes de movimento quéanticas o funcional gerador
Z*|J] = [ Dg*Dp*exp {i [ dt[p*q* — Hpisico(q",p*) — ©* T}
(5.38)

J Dg = [ Tdg; (1

Por outro lado, poderfamos quantizar a teoria, utilizando o principio da correspondéncia {, }p —

_i[a]

dq = (¢, Ho) Z@ = [p*, Ho),
(5.39)
e, Byl =0 < ¥° >=0.

Formulando as equagbes anteriores em termos do principio da a¢do quéntica de Schwinger ¢ = (¢, p),
inserimos as fontes Y

d<q, U |qt>=<qg,t'|6S]|qt>=0=05Z[Y]=0
<P >=0= VZ[Y] =0
(5.40)
(6~ {0 Ho— eV}oll,_s 21 =0
vl Z[).

5y

Percebemos, entao, que a equivaléncia entre as dindAmicas quénticas (p* < ¢) serd assegurada se
e somente se

7" =7 (5.41)

A seguir, demonstraremos a afirmacgao anterior utilizando o método de Faddeev. De inicio, assumimos
0 ansatz

7 = /d,uexp[iS]
dp=DgDpdet{T, 0} pII§(T)I5(O) (medida) (5.42)
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Fazendo a transformagao canonica (¢,p) — (¢, p*; @, P) a medida de integragao se transforma da
seguinte forma

dy ::LUIpoUNQDPdm{gg}H6@3H5Uﬂ (5.43)
= Dq"Dp*DPDQII(P)IIH(Q — Q(q", p)),
onde
JIIS(T)IIS(P) = 1116(T)II8(P),
. (5.44)
5(T(Q)) = 12,
et 20
Logo
Z = [ Dq' Dp DPDQUS(PYISQ ~ Q(q",p*)) expli [ di(p"d” + PQ = H(@",p5 Q. P}t 1oy
QDN — [ Dg* Dp* expli [ dt(p*q* — Hisieo(q", p¥))] = Z*. .
Portanto,
mﬂ::/bﬂm@qﬂ@bmmmw@mm@/amf—m—ww] (5.46)

/Dqu det{T,0}pDADm expli / dt(p;g" — Hy — AT — 710 — ©)))]

é solucao da equagao funcional (5.40).

E de se esperar que a dinamica quantica ndo dependa da escolha de calibre. Essa afirmacio é
garantida, demonstrando que Z nao depende da escolha de calibre O(q,p). Para demonstrar isso
faremos uma transformacao de calibre geral observando o conjunto de equagoes em (5.12)

¢ — g = qi+6Fqi
. R Fo.
pZ _>pz pl +5 pZ (5.47)

6 pi = {pi, T,.} pF* §Fq = {dq, T,}pEF".

Nesse caso ©(¢/, p') fixa outro elemento da 6rbita (fibrado) associada a (g, p)

0,.(¢,0) = ©,(¢,p) =O,u(¢+"¢,p+0"p) (5.48)
- @M + {@M,Ty}pFV.

Da mesma forma,

Tu(qlvp/) - Tu + {T,u,a TU}PFV (549)
— T, 4 ULF'T,
— (54 UL P,

125



Também temos que

det{©(¢,p), T(¢,p)}p = det{®,T,+ U F'T,}p (5.50)
= det [(6) + U}, F"){€', T, }p]
= det{O",T}pdet(I + UF).

Logo,
/Dq’Dp’ = /JDqu
2 % I+2LF 2Lf
ronaa( B ) omae (AT BT ) cmasiin g
dq dq 0q0q Opdq
8T 02T
w=( B )
dq0q Opdq
Conseqiientemente,
I}det(f + M) = I;Iexp {In[det(I + M)]} (5.52)
= exp {Zt)ln[det(l + M)]}
= trin(I4+ M) ~trM=0=J=1.
Sendo assim, o conjunto de afirmacoes anteriores nos conduzem ao resultado
Zo = / Dq'Dp’ det{©(d¢,p'), T'(¢',p") } PLIO(T(¢', p'))116(O(¢", 1)) exp[iS'] (5.53)

- /JDqu [det{©", T} pdet({ + UF)] {H%} [16(0’) exp[iS]

= /Dqu det{@’,T}pH(S(T)H(S(@')eXp[i/dt(piqi — Hy)| = Zor,

demonstrando a indepéndencia de calibre.

O método de Faddeev nos serve de guia de pensamento de como construir uma dindmica quantica
de sistemas com vinculos. A extensao da andlise para sistemas de segunda classe foi obtida por
Senjanovic. Como sabemos a dindmica de um sistema cldssico de segunda classe é dada por

q - {Q7 HO}D p - {p7 HO}D

(5.54)
UV,=0 a=1,2, ...,2m.

A formulacao quantica é atribuida as equagoes de Schwinger
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0~ {4 Ho— ¢} pllpes ZD1=0 [~ {p. Ho — ¥}oll,_ s Z1¥] =0
(5.55)
\Pa|w:% ZY).
Vamos afirmar que a solucao dessas equagoes seja o ansatz
AN /Dqu[det{\I/a, \Ifﬂ}P]%H(S(\I]) exp[i/dt(piq'i — Ho— ¢))]. (5.56)
Logo
2~ [ DaDpider (W, v IS(W) expli [ (o — Ho)l (5.57)
Agora o paréntese de Poisson dos vinculos
{Uo,¥s}tp = Qup (5.58)

¢ uma matrix anti-simétrica. Neste caso, o conhecimento de dlgebra linear nos leva a afirmar a
existéncia de uma matriz V tal que

VOV =Q
1
1
~ €
Q= < . ) €= : (5.59)
2mx2m X
1
det[VQV'] = det V det Qdet V! = (det V)2 det Q = det Q =1 = det V = ———
[det{¥n,¥3}]2
Desse modo,
Uy =VipUs = {U,, Us}p = VauQuVay = Qup- (5.60)

Portanto, inspirando-se no método de Faddeev, podemos escolher varidveis candnicas no seguinte
sentido

{Py,Ps}p =0 {Qa,Qslp~0 {Qu,Pstp~bapg a, =12, ...,m
Qo="s Pp=TVsp g4t (5.61)

Nesse caso,
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7z = / DqDp|det{¥,, U5} p]2115(¥) expiS] (5.62)
= / JDq*Dp* DQDP[det{¥,, Uz} p|2T15(V ) expliS*]
= / Dq*Dp* DQDP[det{¥,, U5} p|? det VIIS(Q)IIS(P) exp[iS*]
= /Dq*Dp* eXp[i/dt(p*q'* — Hytsico(q", ")) = 2.

Observa-se que com o resultado anterior recuperamos (5.42)

-(2)

det{T, U} p — det( {T.Thp T, 0}p ) ~ det( 0 AT 9p ) — [det{T, W}2.

{6,T}r {0,06}p {6,T}r {©.6}p (5.63)

I16() = I6(T)115(O)

/Dqu[det{\I/,\I/}p]%H(S(\I/) exp[iS] = /Dqudet{T,@}pH5(T)H5(@) expliS].

Para finalizar e complementar o estudo vamos estender nossos resultados para um sistema, geral
que possua vinculos de primeira classe ¥ e de segunda classe ®

Slowp. .6 = [ dilpi — o — C& - ). (5.64)
Conseqiientemente, temos as equagoes de movimento

. OHg | 0% ¥
7= "ap + BPC+ dp

. OH o] o)
b=—% =5~ % (5.65)
o, = 0.

Como os vinculos ndo devem evoluir no tempo (condi¢ao de estabilidade) vamos supor que estes
possuam o seguinte comportamento

. 0P 0P

® = —G+—7p .
aqur app (5.66)
{®,Hy+ (P + V¢ p

{¥, Ho + (P} p,
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sz ~ {q)b, HO}P{(I)ba (ba};’la (567)

ov . o0v .,

v = a—qq + a—pp (568)
= {U,Hy+ (P + V¢}p
~ {\117 HO + \Ilg}Pa

€, = {UP Ho}p{Ws, U, )50 (5.69)

Neste caso a dindmica associada a equac@o (5.65) pode ser formulada fracamente em termos dos
parénteses de Dirac

Slg,p,x] = [dt(pg — Ho — xT)

T=($) x=(¢ ¢)

(5.70)
¢~{q,Ho}p p~{p, Ho}p
T=0.
Portanto, podemos formular a dindmica quantica a la Schwinger
i~ {0 Hy— oV}oll s ZV1 =0, 5~ {p. Hy— oV}l s ZIV] =0,
(5.71)
Tlo= s 21V,
onde a solucao dessas equagoes ¢é a seguinte
Z1y] = / DgDpldet{T, T} p]FII5(Y) expli / dt(pidi — Ho — oY) (5.72)

Agora
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(6,0}, {8,T)p {0,0)p (6,8}p 0 0
det{T, Y} =det | {T,®}p {T.T}p {T,0}p | ~det 0 0 {T,0}p |,
{6,9}p {6,T}p {©,0}p 0 {6,T}p {©,0}p

det{T, T}p = det{CI), (I)}p[det{T, \If}p]Q,

I16(W) = I16(3)I15(T)I15(O),

/ DqDpldet{ T, U} p]3TI6(W) expliS] / DgDpldet{®, ®} |} det {T, O}IS(®)TIS(T)TIH(O) explis].

(5.73)
Sendo assim,
AN /Dqu[det{q), @}p]% det{T, ©} pIIo(P)II§(T)I16(O) exp[iS]. (5.74)
A equacao anterior s6 é veridica devido a seguinte propriedade advinda dos vinculos
{®,V¢}p =0,
(5.75)
{\If, gq)}p ~ 0.

A estratégia de trabalho para se abordar a dindmica tanto cldssica quanto quéantica de um sistema
fisico com vinculos pode ser sintetizada no diagrama abaixo:

Dinamica Classica o, ,ntizacs0(Schwinger) Dindmica Quéntica

;d — {\:" H.r':'su:-:r}F‘ < > ?. - {‘r ‘r"rf'l'-*lm 4 'r-'-xf}p] ‘Z'Hf] =u
A Espacgo fisico com uma /\

dindmica de Hamilton.

A equivaléncia € garantida
A equivaléncia é garantida por meio encontrando um £ tal que:
de uma transformagdo candnica.

Z=2z
V N

o =toiots < D [~ (0 Ho— p¥}ollpmrgy ZV1 =0
lIr“:U .

1I'n| s Z«J"
Quantizagdo(Schwinger) o
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5.2 O principio de Agao Quéantica e o formalismo funcional

Ao descrever o movimento de uma particula na natureza sem a acdo de interagdes externas (livre)
sabemos que de maneira geral temos uma expressao relativistica (Einstein) que relaciona sua energia
e o momento. Tendo em vista a covaridncia, sintetizamos essa expressao relativistica em termos de
uma linguagem tensorial,

pup =m?

(5.76)
pt = (E ’ﬁ)'
Por outro lado, a interpretacao das quantidades fisicas na descricao quantica da natureza via
principio da correspondéncia de Schrédinger

E — Zat
(5.77)
p— —iV
nos leva a uma cinemaéatica ondulatéria de Klein-Gordon-Fock
(O+m?)¢ =0
(5.78)
O =09,0",

onde ¢ é um campo escalar.
Com a equacao de movimento anterior construimos o principio da minima acao de Hamilton em
termos de uma linguagem funcional

S = /d‘*mﬁ(gb,ﬁud))

(5.79)
L = 1[0,00"¢ — m2¢?].
O espago descrito pelas coordenadas (¢, dp¢) € conhecido como espaco de configuragoes.
05 = / d*z[3560 + 5550(0u0)] = 0
(5.80)

au[a(gf@] - g—f; =0= (O0+m?)¢=0.

A linguagem funcional da minima acao de Hamilton nos leva a observar a ligagao entre simetrias
e quantidades conservadas (Emmy Noether). Para isso vamos aplicar translacoes espago-temporais
(xH — z# + dz#), impondo que a agdo seja invariante
dr’ = Jd*z, J = det|%] =1+ 0 02" d*x
dd*z = 9 ,0x"d*x (5.81)

56 = 9,p0a"
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oL oL
5S = / d4x[a_¢5¢+8(8—m5<a"¢)]+ / Sd*z L (5.82)

oL
= | d*20, [~ 8,6 — 7 L]6z"
= 0’

onde obtemos uma quantidade conservada conhecida como tensor de energia-momento

oL
Ty = 8(8#@3@—7755 (5.83)

= 0"¢p0,¢p — %nf; (090’ — m2¢?).

Restringindo o caso anterior somente para translagoes temporais, temos a energia total do sistema
ou Hamiltoniana

1
H = §[ao¢ao¢ + 0;00;¢ + m*¢?]. (5.84)
Portanto definindo o momento por
oL
=, 5.85
" 000) (>:%5)

temos que a Lagrangiana e a Hamiltoniana estao relacionadas por uma transformada de Legendre

H = 71(3p0) — L. (5.86)

Dando continuidade, percebemos que o principio da minima agao pode ser escrito da seguinte
forma

5= [daln(@ne) - H(ovm)
(5.87)
59 = / {6006 — 2] — [y — 2456},

Nesse caso, vemos que uma equacao de segunda ordem pode ser transformada em duas de primeira
ordem

Do = %—7,:
(5.88)
OpTm = —%—Z.
O espago descrito pelas coordenadas (¢, ) é conhecido como espago de fase.
A evolugao de uma quantidade fisica ()
Q= / d*7Q(¢, ) (5.89)
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0Q = / xd?’* a¢+8gao7r] (5.90)

nos leva a definir o paréntese de Poisson

0QO0H 0QJ0H

{Q H}p = /d3§[8—¢87 - 873_¢]‘ (5.91)

Sendo assim, temos as equacoes de movimento fundamentais escritas em termos dos parénteses
de Poisson,

80¢ = {¢7 H}P

Oomm = {m, H}p.

A evolugao de uma quantidade fisica é dada pela Hamiltoniana e o paréntese de Poisson.
Como todo fenémeno fisico precisa de uma dindmica, implementaremos a dindmica na Hamilto-
niana

(5.92)

H - Hcinemdtica + Hdindmica

(5.93)
Hdin&mica - V(¢)

A necessidade de implementar uma dinamica é histéricamente interessante. Newton a partir das leis
cinemdtica de Keppler e Galileu extrai uma dindmica. Einstein, tendo primeiramente construido
uma cinemadtica relativistica, estende para uma dindmica em espacgo-tempo curvos. Nao obstante,
construimos o espago dos estados de Hilbert a partir da cinemadtica relativistica quantica, represen-
tacoes do Grupo de Poincaré e, posteriormente ao implementar a dindmica perceberemos seus efeitos

nos processos quanticos pelas equacoes de Lippmann-Schwinger.
A necessidade de uma dindmica de um sistema de varias particulas interagindo entre si nos leva a
quantizar o campo que descreve a matéria ¢ via principio da correspondéncia de Dirac {, } — —i[, |

280¢ = [¢7 H]a
(5.94)
idor = [#, H],
onde as equagoes quanticas de campos estao na descricao de Heisenberg e o espaco de Hilbert de uma
particula é estendido para o espaco de Fock de véarias particulas. Observa-se que temos as seguintes
relagoes cinemadticas

70 A A T A ~ 7 s c3/ = —
[b,0] =0, [m,7]=0, [o,7]=—[r, 0 =1i"(F—7). (5.95)
O fato das equagoes quanticas preservarem sua forma cldssica a valores médios nos leva a perguntar
sobre a existéncia de um principio de acao variacional que seja quéantico.
Para responder & pergunta anterior, sabemos que os estados evoluem no espaco de Hilbert da
seguinte forma
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i |¢) = H o). (5.96)

Supondo que exista um operador evolucao

|0, ) = Ut 1) [9,1), (5.97)

com determinadas propriedades, somos conduzidos ao resultado

idoU(t',t) = HU(t' 1), (5.98)

onde para intervalos infinitesimais (' =t + dt) temos que

Ut',t) = expliHdl] (5.99)
~ I +iHdt.
A solucao geral seria dada por
t/
Ut t) = exp| / iHdt). (5.100)

t

Pois bem, podemos estudar algumas propriedades da evolugao e projecao de estados por meio do
seguinte objeto

(¢t o, 1), (5.101)

denominado amplitude de transicao. Observa-se que agora pela relagao de completeza, a evolugao
de um estado |f) e suas projegoes sdo dadas por uma equacao integral

(@1 |f) = / DG (&t |6,8) (Dt |1} (5.102)

Aplicaremos variagoes nessa amplitude de transicao

§{¢' 1 |9, 1), (5.103)

sabendo que

% W)a t> = —im |¢7t>
(5.104)

% |¢7 t> = _Z]f[ |¢7 t> :

Sendo assim

S(d ' |o,t) =i (¢ '] { / P (Z,)0(Z, 1) — 7(Z,1)00(Z, )] + H(t')6t' — H(t)6t}|o,t). (5.105)

Agora, pensando em intervalos de tempo infinitesimais
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F(Z,t 4 dt) = #(T, 1) + EE
(5.106)

. 5 oh

H(t+dt)=H(t)+ %at,

somos conduzidos ao resultado

5,0 16,1) = (6, #1{] P, V)OO, ) — 7(7,0)00(F, )] + ()6t — AE)t}]0,1) =
— i (¢ 1] (fd?'*{w 7,0)[06(, t+dt) (T, )|} + dt [ T, HdH(T,t) — H(t)ddt — taH5t> 16, 1) =
t),

t
— i (', 0 (f PTHE DD+ db) = ST 0]} — (1)) |6,

(5.107)
desconsiderando termos de segunda ordem. Logo
S8t 6.t) = a0 t|8lat [ Ea{rons T o.) (5.108)
= z’(gb’,t’|5[dt/d3fﬁ] ), 1) .
Estendendo o resultado anterior para um intervalos de tempo At =t — ¢
S8t ovt) = (02101 [ dtad]fo.t (5109

= (¢, 1|65 |, 1)

onde S ¢ uma acao quantica.

Como vemos, temos em (5.109) uma equacdo variational a valores de operadores. Utilizando
o método de Green, podemos encontrar uma equacao geradora em termos de uma linguagem de
integracao funcional

5@t |6, ) = i0Ss (¥ [6,1) (5.110)
e deste modo
5Z1J,<) = i6Se1 217, ).

(5.111)
Sep =S+ J¢ + .

O conceito por trds da passagem anterior estd implicitamente relacionado aos estados assintética-
mentes livre e a definicao da matriz S

Z = (out| U(o0, —0) |in)
(5.112)
S =U(o0, —00).

A solugao da equagado (5.111) é dada em termos de uma transformada de Fourier funcional
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217.6] = [ DéDr (6, 7] expli.J o) explisr],
Z[p, 7| = expliS] (solugdo), (5.113)

S = [dz[m(8yp) — 37* — 8;00;¢ — m*¢* — V()]

Como a acao é quadratica nos momentos, podemos fazer a seguinte tranformacao

m(¢) — 37 — 51 090 m?¢?] — —3(m + 09)* + 3(009)* — 3(0:00i6 + m*¢"] = V(¢) =
=—3(r+ ) 3 [0.00"¢ —m*¢*] =V (9)
(5.114)
€ nesse caso
Z[J) =N [ D¢expliS.y]
Ser = [ d*x[50,00"p — m*¢* =V (¢) + J¢] (5.115)
N = [ Drexp[—i[d*z3(m + 0o9)?].
Portanto, escrevemos o principio da acao quantica da seguinte forma
dS, 05, ‘
<T¢f> = /ng 5¢f exp[iSey] (5.116)
0Sey
50 - ZJ].

A partir da equacao anterior, podemos gerar as funcoes de Green da teoria com derivadas funcionais
adequadas.

5.3 Equacoes de Podosky

Agora exploraremos o setor eletromagnético de Podolsky. Anteriormente, haviamos encontrado as
equagoes de movimento associadas ao fato de particulas em movimento (fontes mesonicas) gerarem
campos eletromagnéticos

(1+a?0)0,FM = JA
(5.117)
JN = e M.
Por outro lado, qual seria a interacao entre particulas mesoénicas com campos eletromagnéticos?
Para responder & pergunta construimos uma agao que representa as equagoes de movimento rela-

tivistica associada a interacao de uma particula com um campo eletromagnético externo na forma
covariante
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S = Slivre + Sint;
Stivre = — fmds, (5118)

Sint = —eAldx,,

onde ds? & o intervalo associado a medidas de distancia no espaco de Minkowski. Conseqiientemente,
aplicando o principio da minima agao

05 =0,
(5.119)
ot =t + dxt,
juntamente com as identidades
dds = ——~——dz"ddx, — 6S); fmd 2 5x,ds
\/dzrdz, # wre #
(5.120)
S(Atdx,) = —[0MAY — 8”A“]d55—;§xuds — 0Sin = e[Or AV — 8”A“]dj—s“5xuds,
encontramos a equacao que representa a forca de Lorentz na forma covariante
d2zH vdx,
ds? —el" dd_s
(5.121)

wr =[O AY — 9 AV,

Mésons se movendo a velocidades newtonianas (v < 1) interagem com o campo eletromagnético da
seguinte forma

d?a 4 dxs
= —eFV _ i1 122
m T2 e e o (5 )

— ¢E' +¢e(@x B)" (experimental)

onde, na aproximagao, o tempo préprio passou a ser o tempo coordenado.
Definimos os campos elétricos Ee magnéticos B em termos do 4-potencial A" = (¢, ) a partir
da equacao anterior

E=-9_vy,
(5.123)
B=V x A.
Observa-se que os campos elétricos e magnéticos definidos anteriormente sao invariantes perante
a trasformacao de calibre

¢ — ¢ — O

A A+%a, (5.124)

onde é necessario utilizar a identidade vetorial V x (Va)) = 0. Os campos elétricos E' e magnéticos B
sao os campos que realmente tém contelddo fisico no sentido de representarem os verdadeiros graus
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de liberdade apresentados na natureza. Ja o 4-potencial A* possui uma liberdade de escolha a qual
representamos pelas transformacoes de calibre. Podemos, por exemplo, fixar o calibre encontrando
os verdadeiros graus de liberdade do 4-potencial A* que descrevem a propagacao de ondas eletro-
magnéticas no vacuo (radiacao) e a posteriori utilizar essa escolha para descrever qualquer fenémeno
eletromagnético, pois, como haviamos dito, toda dindmica do eletromagnetismo ¢ dada em termos
dos campos E e B e estes nao dependem da escolha de calibre.

A partir do conjunto de equagoes (5.123) encontramos

>« i _ 0B
VxFE= T
(5.125)
V.B =0,
onde além de aplicar o rotacional e o divergente utilizamos as identidades vetoriais
V x (V¢) =0
(5.126)

V.(V x A) =0.

Por outro lado, a equacao (5.117) pode ser escrita em termos dos campos eletromagnéticos e das

-,

componentes da 4-corrente J* = (p, j)

(1+ a®0)V.E = p,
(5.127)
1+a?O)VxB=2 47
Portanto as equacoes cldssicas de movimento de Podolsky na presenca de fontes sao dadas por
(1+a20)V.E=p, VXE-= —%—?,
(5.128)
o B — 2N . B _ 0E | 7
V.B =0, (1+4+a*0)V x B = 52 +j.
Observa-se que a dindmica é dada pelas equagoes que tem variagoes temporais dos campos.
Podemos encontrar facilmente uma equacao de onda no vécuo (p = 0, j = 0) a partir do conjunto
de equagoes anterior

(1+a?0)V x (Vx E) = _3[<1 +a*0)V x B (5.129)

Pois bem, com a identidade vetorial

(E) (5.130)

concluimos que

(1+a2V")OE = 0. (5.131)



Da mesma forma,

-2 — —
(1+a*V)OB = 0. (5.132)
Agora observa-se que ¢ nao participa da dinamica, pois

—

L. oA - L
VXE=V X (—E—ng), V x(Ve)=0 (5.133)
Neste caso vamos escolher ¢ = 0.
Por outro lado, o sistema de equagoes
(1+a’0)9,FM* = (1+ a*0)0A* — 9M(1 + a*0)9,A*] = 0, (5.134)

implica numa solucao para A°

(1 + a20)0A° — (1 + a?0)8, 4] — (1 + a?0)V° A° = &;[(1 + a0)3° A]

(5.135)
0 _ 1 0 2 Vi
AY = (1+a2D)628 (1+a*0O)(V.A).
Inserindo A° no restante das equacoes
S . S 1 S o
(1+a*0)0A" = '[(14a®D) (0 A’ + 0;A7)] = (1+a’0)0[A' — 0" | ——=0°(1 + a®O)(V.A) |]
(1+a2O0)V
(5.136)
concluimos que
(1+a?DOA" =0
(5.137)
Y B~ 1 0 2 Ay
A=A (—(Hmﬁa (1+ a20)(V. )) .
Como ¢ nao participa da dinAmica podemos escolher
A"=¢=0= (1+a*0)04" =0 (5.138)

Portanto, temos a condicao que fixa a liberdade que temos em descrever a interacao eletromag-
nética com o 4-potencial

¢=0
(5.139)
(1+ a®0)(V.A) =0,

conhecida como condi¢ao de Coulomb generalizada. Para encontrar os graus de liberdade fisicos
associados a equacao (5.138) supomos uma solugao do tipo

Ai = A%\flawell + A’L (5140)

Proca
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7 _
|:|14M awell — 0

(5.141)
(1 + a2|:|) %I’OC& - O
onde devido a condicao de Coulomb generalizada
(1+ a’0)(V. Aypayen) = 0. (5.142)

Como podemos ver o setor de Maxwell tem 3 equacoes de segunda ordem e um vinculo, logo dois
graus de liberdade. O setor de proca tem 3 equacoes de segunda ordem. Fisicamente os graus
de liberdade fisicos estao associados ao nimero de configuracoes (liberdade) que a energia pode se
propagar via equagoes de onda (segunda ordem). Em eletrodindmica as configuragoes de propagagao
da energia estao associadas as polarizacoes advindas da helicidade. No caso de Podolsky temos uma
soma de Maxwell+Proca, 2+3, g=>5.

Se quisermos ser menos restritivos e mantermos uma certa liberdade, podemos escolher uma
condi¢ao explicitamente covariante partindo da equagao (5.134)

(14 «*0)0A* — 0M(1 4 «*0)9,A"] =0
(14 a®0)9,A" = C (constante) (5.143)

(1+ a?0)0A4* = 0 (equagdo de onda).
Porém,
At — AF 4 OFa

(5.144)
(1+ «*0)0a = 0.

Podemos somar qualquer funcao a que satisfaca a equacao anterior e nao hd mudanga na descricao
do problema fisico. Nesse caso, a condi¢ao explicitamente covariante nao fixa o calibre. A condicao
explicitamente covariante é conhecida como condicao de Lorenz generalizada. A andlise geral de
como escrever as equagoes de Podolsky com fontes, em termos do 4-potencial e os verdadeiros graus
de liberdades fisicos, estd baseada no Teorema da decomposi¢do de Helmholtz [112]. Para maiores
detalhes sobre o estudo cléssico da eletrodindmica de Podolsky ver [113].

5.4 A equagao de DKP

Como sabemos, uma particula relativistica é descrita cinemdticamente pela equacao de Einstein

E? = p* +m?. (5.145)

Tendo em vista o principio da correspondéncia de Schrodinger

(5.146)



somos conduzidos a equagdo de Klein-Gordon-Fock (KGF)

(O+m*)o (7,t) = 0. (5.147)

Vamos generalizar o procedimento de Dirac ao encontrar uma equagao de onda relativistica de
primeira ordem a partir de uma equagao de segunda ordem (KGF) [38]. Seja uma fungio de onda
multicomponente ¢, (x), em que b = 1,2, ...,n. A equagao relativistica para esta fun¢ao de onda tem
a seguinte forma

A(0) ¢ (x) =0, (5.148)

em que A (9) é um operador matricial. A condicao de Klein-Gordon-Fock exige que (5.148) satisfaca
a relacao
d(O)A(0) = (O+m?) 1, (5.149)

em que d (0) é um operador diferencial, tal que
d(0)=a+a"0, + 70,0, + ... (5.150)

onde os coeficientes a, ¥, @7, ... sao matrizes de dimensao n.
Uma equacao relativistica como um conjunto de equacgoes diferenciais em primeira ordem é escrita
de maneira geral na forma

(iB"0, —ml) ¢ (x) =0, (5.151)

em que 3" sdo certas matrizes de dimensdo n, I é a matriz identidade n x n e ¢ (x) é uma matriz
coluna também de dimensao n. Sendo assim, consideraremos particularizagoes.

Primeiro caso: d(0) = a+ a”0,

Neste caso (5.149) é tal que

(a+a”d,) (B9, —mI) = O + m? (5.152)

ou seja,
iaf’9, — (al)m+ia”3"9,0, — (a’I)md, = (O + m?) (5.153)
i(ap”) 0, — (al)m + % (a”B" + o#B") 0,0, — (" I) md, = (O + m?). (5.154)

Para que essa igualdade seja verdadeira, as condicoes
i(ap") —(a*)m =0
5 (@B + o) = n (5.155)

— (al)m =m?I

devem ser obedecidas. Essas condigoes conduzem a

a=—ml
ot = —ip* (5.156)
BB + B8 = 2.
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Portanto, identificando os termos de (5.148) com as condigdes acima se obtém que
(180, — m) & () = 0
onde a funcdo de onda multicomponente ¢ (z) é reconhecida como o espinor ¢ (z)
(170, — m) ¥ (2) = 0,
e na renomeacao de  por v percebemos uma &dlgebra de Clifford

YA A =2

Segundo caso: d (0) = a + a”d, + a*?0,0,
De maneira andloga ao caso anterior a equacao (5.149) agora se escreve como
(a+a”d, + a?0,0,) (18", — mI) = O+ m?
ou seja,

i(aﬁu) aﬂ — (a])m + % (O./V/BM + Q{“ﬁ”) auay _ (O{V]> may_l_
+Z (P) (Z'auoﬁu) ayaaau N (auaI) md,d, — (D n m2>’

(5.157)

(5.158)

(5.159)

(5.160)

(5.161)

em que E (P) indica a soma sobre todas as permutacdes possiveis entre v, o e u devido & simetria

de 0,0,0,. Portanto, para que essa igualdade seja satisfeita as condigoes
i(af") = (" I)m =0
—(al)ym =m?I
LB + oY) — am =
> 7 (i) =0
devem ser obedecidas. Essas condigoes conduzem a

a=-ml

al = —igH

ot = = 0" =3 (875" + 575")]

SO [ B B + 505 — ] = .

A ultima relacao, tomadas todas as permutacoes possiveis, conduz & algebra

BEBYB7 + 577" = 0" 57 + 07" B,
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e, identificando os termos de (5.148) com as condigbes acima, determina-se o sistema de equagoes em
primeira ordem

iB* O, — map = 0. (5.165)

As equagbes (5.165) e sua dlgebra (5.164) sao atribuidas a Duffin-Kemmer-Petiau (DKP).
E interessante determinar a dlgebra de DKP partindo da ideia de Louis de Broglie ao combinar
2 léptons 1/2® 1/2 = 0@ 1. Seja B" escrita como

Bt = (I*+ 1), (5.166)

DN | —

onde I'* = 4" ®1e'* =1® ~+". Neste caso
r@ry=nhel)e (1)
{TH T} = 2n (5.167)

T#, "] =0,

Logo escrevendo a soma, 33”37 4+ 373" 3" em termos dos I' e T

ﬁuﬁuﬂa +60ﬁ1/6u _ % (F'u —I—:F/’L) (FV +f\y) (I‘a' +f‘a) +

) (D7 +T7) (17 + 1) (7 4 T%) =
=0y (T7+T7) + 075 (T4 +T%) = ™ 57 47 5",

ool

(5.168)
encontramos a dlgebra de DKP.

5.5 Os graus de liberdade fisicos e sua conexao com os vinculos em
GSDKP,

A andlise dessa seccao se baseia na equivaléncia entre a dindmica descrita no espago de fase e a
dindmica descrita no espago de configuragao, advinda da anélise de vinculos de Dirac, observando
que o nimero de equagoes multiplicado pela ordem das equagoes deva ser independente do espago
que trabalhamos

espago de configuragdo<=-espaco de fase
(nimero de equagoes) x (ordem)=constante.

Primeiramente analizaremos o setor escalar (DKP). Como sabemos, o espago de configuracao é
descrito por 10 equacoes de 1° ordem

espago de configuragiao
(DKP) ¥, ¥ 10 equagoes (1° ordem).

Porém, ao construir o espaco de fase, temos 20 equagoes de primeira ordem

espago de fase
W, 1, p, p 20 equagoes (1° ordem).

Logo para ter uma equivaléncia entre as dindmicas devemos ter 10 vinculos
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¥, ¥ 10 vinculos.
Por outro lado sabemos que ao lidarmos com os graus de liberdade fisicos via equagoes de KGF temos

2 equacoes de 2° ordem

espaco de configuragao (graus de liberdade fisicos)
(KGF) ¢, ¢" 2 equagoes (2° ordem).

Portanto devemos ter 16 vinculos no setor escalar para que a equivaléncia entre as dindmicas nos
graus de liberdade fisicos seja mantida,
espago de fase (fisico)
¥, 1, p,p 20 equacdes (1° ordem); Y, x|y ¥ 16 vinculos.
De maneira andloga sabemos que o setor vetorial (Podolsky) é descrito no espago de configuragao
por 4 equagoes (4° ordem)
espago de configuragao
(Podolsky) A, 4 equacoes (4° ordem)

Porém, ao construir o espago de fase, temos 16 equagoes (1° ordem)

espago de fase
A, ®,;I1*,T" 16 equacoes (1° ordem).

Por outro lado, os graus de liberdade do setor vetorial sao descrito por 5 equacoes de 2° ordem
(Maxwell+Proca)

espago de configuracao (graus de liberdade fisicos, Maxwell4Proca,2+3)
5 equagoes (2° ordem)

Neste caso, devemos ter 6 vinculos no setor vetorial para que a equivaléncia entre as dindmicas nos
graus de liberdade fisicos seja mantida

espago de fase (fisico)
A, @, I1*, T 16 equagdes (1° ordem); ¢q, ©q, Pq, X3, Lo, 21 6 vinculos

Como podemos ver temos um método simples e intuitivo ao analisar a conexao entre os graus de
liberdade fisicos e o aparecimento dos vinculos em teorias de calibre, no presente caso temos

graus de liberdade g
[setor escalar (DKP), g=2]| [setor vetorial, Podolsky, g=2+13]

X(l)’ X(1)7 X(2)7 )_((2)7 P15 P2, @27 237 EQa 21 (22 VfIlCUlOS).
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5.6 O método de Faddeev-Popov-DeWitt

A seguir discutiremos como o ansatz de Faddeev-Popov-DeWitt é abordado na literatura [114]. Para
isso seja o seguinte funcional gerador

2[7,] = / DA, expliS] (5.169)
Zl) = / DA, expli / d*r L] exp[—i / d*z.J, A"

onde

1 2
L= =3 Fu " 4+ S0 Fipdu ™ (5.170)
Fo=0,A, —9,A,.

Esqueceremos a fonte na aplicacao do método de Fadeev-Popov-DeWitt tendo em vista o con-
hecimento de teoria das fontes de Schwinger

7 = /DA# exp[i/d%ﬁ]. (amplitude de transicao) (5.171)

E de nosso conhecimento que a Lagrangiana acima nao muda perante a seguinte transformagao

Al(z) = Au() + 9ua(w). (5.172)
Neste caso reconhecemos que nao devemos integrar sobre todas as configuracoes de campo, pois
temos o que se chama em fisica de invariancia de calibre. Uma maneira de fixar o calibre ¢ impondo
uma equagao para o campo A,, ou seja,
QA4,) = f(x). (5.173)
Com o intuito de extrair o volume devido a invaridncia de calibre definimos

AlA,) / T] da(@)siAs(@) — f()] = 1. (5.174)
A afirmagao acima implica em

ATMA = /Hda(m)é[Q(Afj(x)) — f(=)]. (5.175)
Como vemos temos a seguinte invaridncia por translacao funcional

ATAL] = ATAY). (5.176)
Inserindo a identidade (5.174) em (5.169)
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7 - / DAAA,] / T] da(@)s[(A%(@)) — £(x)] expliS] (5.177)
— [ Tdata) [ DAAAIRA ) - 1) expls]

Como a fisica nao deve depender da escolha de f, concluimos que

z = ([ Tlaa@) [ L) [ DAAARIAW) - Fa)lexslis)  (.078)
= [ TLda@)] [ DA LR @) exlis]

Em seguida construiremos a demonstracao da afirmacao anterior. Para isso, considera-se o
seguinte objeto matemaético

2= [ DAAIABIRAL) - i) exslis). (5.179)

Inserindo a identidade
Al [ TLda@Ioi0(A% (@) - foe)) =1 (5.180)
na equacao anterior concluimos que
2= [ Tl o) [ DAAAIIRAW) - A@IAATAA@) - fole))explis] (5181

Fazendo uma transformacao inversa de calibre

Au(w) — A2 (2) (5.182)

e observando os invariantes perante essa transformacao temos

2= [ Tl4a@) [ DAMAIA (@) - A@IAAIRAW) - (o) expliS]. (5183
Como

a4 [ T @i ™ @) - f@) =1 (5.154)
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podemos afirmar que

Zi = [ DAAIAISRA) ~ o) expliS] = 2 (5.185)

O fato de Z; = Z5 nos permite assegurar que nossos cdlculos nao dependem da escolha de f.
Por fim,

57A) = [ [ datsos @) - f@) (5.186)
_ / [Tarsio; e - Fladet(30)
Yo"
= det(— .
0 P43 (@) =f (@)

Desse modo,

092(A7(2))

A[A,] = det( 5o

) (5.187)

QAG (2))=Ff (=)

Usualmente escolhe-se

(1 +a°0)9, AT

LIQ(Au(x)] = exp{—i 2%

b QA) = (1+ D)9, A"

(condigao de Lorenz generalizada).

Sendo assim,

OQUAS ()

AlA,] = det(T>

= det[(1 + o*’0)06*(x — y)]. (5.188)

Portanto, incluindo a fonte do campo eletromagnético, temos o seguinte funcional gerador

Z[J)) = [/Hda(m)] det[(l+a2D)D(54(x—y)]/DAuexp[i/d‘lx(—iFWF“”—|— (5.189)
(L+ D)0, A
_ % — J, A", (5.190)

onde definimos uma constante de normalizacao

N = [/ H da(z)] det[(1 + a*0)06*(x — y)]. (5.191)
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Agora percebemos que o ansatz de Faddeev-Popov-DeWitt é a identidade
A[A,] / [[ de(@)s[Q(A%(2)) — f(2)] = 1. (5.192)
E possivel escolher outra condicdo de calibre alternativa a Lorenz generalizada
(14 «*0)0A* — 0M(1 + a*0)9, A" = 0
(1+ a®0)28,A" = C (constante) (5.193)

(1+ a?0)0A* = 0 (equagio de onda).

(1 + a200)29, A1)
2¢

LIQ(Au(z))] = exp{—i [ d'z }OQ(Au(2) = (14 a?0)29, A" (5.194)

(condicao no-mizing).

Ao implementar esta condi¢ao de calibre alternativa (no-mizing) no método de Fadeev-Popov-
DeWitt temos que

det[(1 + a2D)%D(54(az —y)] /H da(z)0[(1 + azﬂ)%ﬁu AH] =1. (5.195)

5.7 Multiplicadores de Lagrange e o setor fantasma a temperatura finita
Para complementar a discussao do setor fantasma no calibre no-mixing encontraremos a equagao

4 ~ A 1~ A 5
via multiplicador de Lagrange. Como sabemos,

: §

1. 1 . . 1 - R R
Ly = quu]:uu + 2m%8MFu>\aG-F9A + i{B» G[A]} + EBQ (5'197)
1. . 1 . . 1 ~ A N
— quyflw + Q—n%%auquagfeA — Q—SGM.AV(m—% + 1)(9,,./4,,.

Aplicando uma transformacao de calibre

A, — A, +0,é
(5.198)

e, impondo a simetria
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(5.199)

A condigao anterior pode ser implementada por meio de um multiplicador de Lagrange

. 1. . 1 . . A A
Ly = Z]:W}"W + maufwﬁefg,\ 258 .A ( +1)0, A, + A(W + 1)Ad.
Observa-se que ainda temos que impor uma simetria res&dua,l pois
&— a4+
0Ly = =10, A, (B + AR — 1AG(E + 1)AB + ME + 1)AB
Gz + )3 =0
Portanto,
. 1. =« -~ A . < A S
Ly = Z]:“”f“” 5 8 L FiunpFor — 25 A, (— +1)0,A, + /\(@ +1)Aa + X(m_g

Sendo assim, definindo a acao

SN—/d4xﬁN

e, aplicando o principio da acao quantica de Schwinger, obtemos as equacoes

m2,a) 2 A
PO A, =

(A +1)Aa=0; (5+1)AX=0

©>

G+ D=0 (& +Dx=

P

5.8 A simetria BRST em QED, e os parametros ficticios

Iniciamos o estudo propondo a seguinte extensao da condi¢ao de Lorenz

Q = ), A",

Utilizando o método de Faddeev-Popov-DeWitt somos levados & expressao

Z = [ DA, det[e0]] exp[iS],

o 1 [€D,, AM]?
L= —1F, P [0
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(5.200)

(5.201)

A +1)3. (5.202)

(5.203)

(5.204)

(5.205)

(5.206)



onde podemos escrever det[e[]] em termos dos campos fantasmas

det[e] = /DEDceXp[—i/d4xeéDc]. (5.207)

Desse modo, a amplitude de transigao (5.206) é escrita da seguinte forma

Z = [ DA, exp{z’/d‘lx[—}leF“” — % —ecdd]},
(5.208)

£ = E P - T
Agora, impondo que a amplitude de transicao anterior seja independente do parametro e, somos

conduzidos ao seguinte resultado

57 A(D,8,)AY
= dArle 2277 Al 2
5 </ xle ¢ cdel) (5.209)
Localmente temos que,
0z
Zl =0 (5.210)
55 e=1
%aﬂ (AFAYY = O (ac) (5.211)

Como vemos a equagao anterior, (5.209), é uma identidade que relaciona o setor longitudianal do
propagador do campo de calibre com os fantasmas. Essa identidade é advinda da simetria BRST
onde o funcional gerador é invariante perante a seguinte transformagao dos campos

s
!

y A, + 04, (5.212)
c+ oc
¢ + oc,

l

!

onde as variacoes sao dadas por

0A, = AOyc (5.213)
oc = 0
1
oc = —E)\EOMA“

e A ¢ um parametro de natureza anticomutante independente do espago-tempo. Portanto, perante as
transformacoes nos campos definidas anteriormente, o funcional gerador se transforma da seguinte
forma

7' =7 +67 (5.214)
807 = /5d,uexp[i5’eff] +/d,ui586ff exp[iSesy]
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em que

Sepf =S+ /d4$[JMA“ + EC—F 7q

(5.215)
. v €9 AM? -
S= / d'z[—F,, Fr — O — e,
Primeiramente, trabalhando com a medida de integragao,
/DADch — /DADch J (5.216)
1 NOo(x—y) O
J = det —%6)\8#(5<$ —y) 1 0 (5.217)
0 1
onde percebemos que o jacobiano é 1. Por outro lado,
5BRSTSeff = /d45(3[—<]#(514u + 650 + (55§] (5218)
1
= A / d*z[—J,0"c — EEOMA“C].
Portanto, impondo a simetria no funcional gerador Z encontramos
1
/DADEDCi)\/d4$[—JN8“C - geauA“C] expliSers] = 0, (5.219)

dessa forma, temos uma equagao do valor médio dos campos. De outra maneira a equacao funcional
advinda da simetria BRST é dada por

EeaﬂAyg + J,ﬂ“c} Z =0. (5.220)

. 52 ~ . . .
Aplicando 57,¢ a equagao anterior e tomando no final as fontes iguais a zero

1
Eeau (A A) =0, (cc) . (5.221)
Logo, comparando as equagoes (5.209) e (5.221), a independéncia da amplitude de transigao perante
o pardmetro € é assegurada pela simetria BRST.

Existe na literatura uma outra escolha covariante conhecida como escolha de t’Hooft-Veltman
[79, 90]

Q= 0,A" + gA, A" (5.222)

onde a atingibilidade é garantida pelas transformacoes de Bell-Treimann.
Neste caso a amplitude de transicao é dada pelo método de Faddeev-Popov-DeWitt
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Z = [ DA, det|0+ 2¢gA,0"] exp[iS],

2 (5.223)
v [0uAP4gAAR
L=-3F, Fw - Beegu ]
onde podemos escrever det[d + 2gA,,0"| em termos dos campos fantasmas
det[d +2¢A,0"| = /DEDcexp{—i/d4x[é(D +29A,0")c|}. (5.224)

Observa-se que nesta escolha temos uma interagao ficticia entre os fantasmas e o campo de calibre.
Pois bem, impondo que a amplitude de transicao nao dependa de g concluimos que

w 0 v
(;—Z = </d4x[—i[a”A i g?gA 447 ic(Agd”)c — ic(Ayﬁ”)c]> (5.225)
9
Iz v] A0 B K] AV
— < / d%[—z‘A@{[a“A +ZA”A 14 +edc} — z’AV{[g“A +“ZA“A 14 +i58”c]>

e sendo assim localmente,

L — (5.226)

0g =0
& . < / d'a[p AM(A,0,) A" — aA,,aVc]> : (5.227)
éau (AP AYY — 0" (Gc) = 0. (5.228)

Observe que encontramos a simetria BRST quando o funcional gerador é invariante pelas seguintes
transformacoes transformacao dos campos

A, — A, +6A, (5.229)
¢ — c+oc
¢ — ¢+ dc,
onde as variacoes sao dadas por
0A, = ANyc (5.230)
oc = 0
1
oc = —g)\(f}’# + gA,) A"

Portanto, perante as transformacoes nos campos definidas anteriormente, o funcional gerador se
transforma da seguinte forma
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7' =7 +67 (5.231)
07 = /5d,uexp[2’5’eff] +/d,ui556ff expliSesy]

em que

Sepf =S+ /d4ZC[J#A“ + ZC—F e

(5.232)
S= / da[—LF,, P — A AT o) 4 294, 0M)c].
Primeiramente, trabalhando com a medida de integragao,
/ DADeDc¢ — / DADeDc J (5.233)
1 X0, 0(z—y) O
J = det —%A(@H +gA,)0(z —y) 1 0 (5.234)
0 0 1
onde percebemos que o jacobiano ¢ 1. Por outro lado,
SBRsTSeff = / d*z[—J,6A, + (dc + 6eC] (5.235)
1
Y / d'a{= 0" g0, + g4, A
Portanto, impondo a simetria no funcional gerador Z encontramos
1
/DADCDCM/d4x[—JM8“c—g)\(8u + gA,)0, A" exp[iSess] = 0, (5.236)

dessa forma, temos uma equagao do valor médio dos campos. De outra maneira a equacao funcional
advinda da simetria BRST é dada por

1
{5)\(8# +gA,)0,A" + J,0"c| Z = 0. (5.237)
Aplicando % na equagao anterior e tomando no final as fontes iguais a zero
1
g)\(au +gA,) (AFAY) = 10" (cc) . (5.238)

Logo, comparando as equagoes (5.225) e (5.238), a independéncia da amplitude de transigao perante
o pardmetro g é assegurada pela simetria BRST.

Como vimos as diferentes escolhas covariantes e extensoes da condicao de Lorenz sé sao possiveis
devido a simetria BRST pois os pardmetros a mais envolvidos €, g ndao contribuem para a amplitude de
transicao e, desse modo, nenhuma quantidade fisica dependera desses parametros "ficticios". Temos
assim um método de como inserir parametros ficticios de tal forma que nao contribuam para fisica.
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5.9 A simetria BRST em GQED, a temperatura finita

No presente momento calcularemos a fungao de particao utilizando o minimo de etapas possiveis para
descrever fétons livres de Podolsky. Uma conseqiiencia desse estudo serd o fato da simetria BRST
dizer que a funcao de particao nao depende da maneira covariante como fixamos o calibre, caso
particular de uma afirmacao geral atribuida a Tuytin que diz: A funcao de parti¢do é independente
sob uma classe de escolhas de calibre, covariantes ou nao, devido a simetria BRST [115].

5.9.1 Escolha covariante geral na fixagao de calibre

Iniciamos o método propondo a seguinte densidade de Lagrangeana (Euclidiana) em equilibrio ter-
modindmico R L . . . . R
Ly = F0Fu + 5520,Fn0eFor + H{B,GIA]} + 5B
p
(5.239)
Fr = 0,A, —0,A,.

onde B é conhecido como campo auxiliar de Nakanishi e G[A] é operador de escolha de calibre.
Para encontrarmos as equagoes de movimento em equilibrio termodindmico, utilizamos o principio
da acao quéantica de Schwinger

S = [dzLy. (5.240)
B
Ao aplicarmos as variagdes nos campos
(5.241)
B — B+4B
e impormos 65 = 0, encontramos as equagoes de movimento. Faremos a seguinte escolha geral de
fixagao de calibre

R A R
GlA] = (ﬁ +1)0,A,. (5.242)
p
onde
1
¢ =0 (Lorenz); e¢= - (No-mixing); €= 1 (Lorenz generalizado) (5.243)

2

Poderiamos pensar em € € [0, 1], uma classe de escolhas que fixa os graus de liberdade fisicos?
Com as relacoes

%ﬁwﬁw = _%AM((SHVA + auaV)Av

0 FindoFor = ~S A0, + 0,0, 25 A, (5.244)
~ _ 4 8[3]\] 1 aéN »
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as equacoes de movimento serao dadas por

~(A + 1D)0wA +0,0,)A, — (A +1)9,B=0

P

(5.245)
B= _%(WA% +1)0,A,.
Logo,

A 1, A .
(= +D{0A+[1 - (= +1)*19,0,)}A, =0 5.246
oz + DA + 11— 25+ 1D 13,0)}4, =0, (5.216)

onde definimos o operador diferencial de Podolsky

(mf,,f,e) A 1A 2e—1

P = —(HI% + 1){0,, A+ 11— g(@ +1)*770,0,)}. (5.247)

Apesar de termos fixado o calibre, existe uma simetria residual na teoria. Esta pode ser observada
fazendo uma transformagao de calibre na equagao (5.239)

A, — A, +0,é

A

B—B
- (5.248)
0Ly = H{B, (5 +1)Aa}
Neste caso para que tenhamos uma simetria
.
0Ly =0= (— +1)*Aa =0. (5.249)
mp
Vamos implementar a condigao anterior por meio de um multiplicador de Lagrange
. A )
L=LN+ A=+ 1)°Ad. (5.250)
mp
Podemos escrever a equagao anterior em termos dos campos fantasmas
A A o~ A €A
L= Ly +ic(—; +1)°Ac. (5.251)
mp
5.9.2 A funcao de particao
A anélise anterior nos conduz a definir a funcao de particao de maneira direta
Z(B) = Zy | DA [ DéDcexpl—»5S],
(5.252)

S = [da{LlA, PSS A, —ie(A + 1)Ac).
B

—
mp

De fato, lembrando-se da representacao funcional dos determinantes, concluimos que
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(m2.£:0)y 1 A ;
Z(B) = Zodet[Pu "] 2 det[(m + 1)°Al. (5.253)
p
Agora dado um operador diferencial M

M = A, + BO,d,

(5.254)
det[M] = A* — A3BA.
_ p(mpée
No presente caso M = P,
A=—(5+1A
(5.255)
B = (s + D= g+ 1]
Sendo assim,
A 1, A
det[M] = [(— + DA = (— + 1)*! 5.256
etlM) = (o + DAL + 0% (5.256)
(m3.&.e) A 4 1 A 2e—1
det[Pu,* =det|/(— + DA  det[-(— + 1)*]. 5.257
et PAH ) = detl (o + VAT detl o+ 0% (5.257)
Portanto,
A 1, A 1 A
Z(B) = Zpdet|[(— + 1)A]?det[>(— + 1)* 2 det][(— + 1)°A 5.258
(3) = Zadetl(oo + DAL detlg (o + DA del(S Al (5259

= Zydet[m?] "} det[%]% det[(A +m2)]~ det[A] .

Concluimos entao que a fungao de particao Z(3) ndo depende do parametro ficticio €, e dessa forma a
funcao de particao nao depende da classe de escolhas propostas na equagao (5.242). Neste caso, como
o objeto funcao particao esta intrinsecamente relacionado aos graus de liberdade fisicos, essa classe
de escolhas ndo modifica os mesmos. No presente caso os graus de liberdade fisicos (Maxwell+Proca,
g=2+3) sao dados por

det[A]™! (Maxwell) g=2
(5.259)
det[(A + mz)]’% (Proca) g=3.

Agora vamos inserir fontes na funcao partigao (5.252) tendo em vista o método de Schwinger para
campos a temperatura finita

Z(B) = Zo | DA [ DéDcexp[—S5],
(5.260)

2
p

m2 € .
S = [dizr{lA,PY" ) A, —ie( + 1) Ac+ AT, + én + e,
B
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e variar com respeito a €

0z
Neste caso,
0z = —ZO/DA/DEDC(S—S exp[—9]
O€ 0e€
NI 0z + 1)
= —ZO/DA/Dch{fd4 “5—.,4” —iépé—Ac]}exp[—S]
€ €
e, conseqiientemente
(m £56)

2 = 7 fd4xd4y54 y) [ DA [ DeDe[?Pee—1 A, (2).A, (y)+
.6(%+1)€

—i—h5—Ac(z)c(y)] exp[-5].

Portanto,

(m%,{,e) 2 §(A + 1)6 2

P, v 1 o \m2

{5“ - i —j—2 A— 0 V2 =0, 0Z=0.
de  20J,(x)dJ,(y) Je dc(z)oc(y)
Escrevendo de outra maneira,

15P(’V" £56) (B
35— (Au(@)Au(y)) = i—5—A(e(x)c(y))
170 (A 2¢ '6(ﬁ+1)6 =
3¢ e Gnz + 1D*10u0, (Au(2) Au(y) = il —5—]A (e(z)c(y))

G + 100, (Au(2) A (y)) = iA (E(@)e(y))

onde foram utilizadas as identidades,

s+ D =g+ NP =205+ Dl + 1

P P
mp mp

Sx€ __ dexplelnz]

de de

Rl D =G+ D (G +1)

=Inzexplelnz] = zIlnzx

2 G + 1% =205 + 1[Gy + D In(y + 1)) = 2G5 + 1)* In(ay + 1),
Logo,
1, A

E<W + 1)°0u (Au(2) Au(y)) = i0, (e(x)c(y)) -

(5.261)

(5.262)

(5.263)

(5.264)

(5.265)

(5.266)

(5.267)

A identidade anterior esta associada a uma simetria rigida do problema conhecida como simetria

BRST.
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5.9.3 A simetria BRST

Como j& tivemos oportunidade de observar, mesmo apds a inclusao do termo de fixacao de calibre a
lagrangiana possui uma simetria residual e esta envolve os campos fantasmas.
Comecemos relembrando a lagrangiana

1 A
L= _5"4# ((5/w o 8u81/>(1 + W)} Au +

p

A, |(1425)%0,0, | A,
[ 1725 ] — Z‘é(;y)(1+%)eAc(x). (5.268)

Entao fazeremos as seguintes transformacoes dos campos

!

Ay

Cc

A, +06A, (5.269)
c+dc

¢ — ¢+ 0¢

!

onde as variagoes sao dadas por

0A, = i\d,c(x) (5.270)
oc = 0
B 1 A,
(SC = —g)\(lﬁ-@) 8MAM

e A é um parametro de natureza anticomutante independente do espago-tempo.
Sendo assim, temos que a lagrangiana inicial se transforma da seguinte forma perante a transfor-
macao proposta,

5 A, [1+2)%0,0,] 0.4, . A ] Alrs
r - : _ C(x)u_’_ﬁf,) c(x)—c(x)(l—l—@) clx)  (5.271)
Ay |(14+:585)%0,0, | iNd,e(z) 4 A A
_ [ b : ] +ZEA(H@)@AM(H@)EAC(@
=0

Portanto a invaridncia é confirmada ja que um termo de derivada total é irrelevante para a acao.

O préximo passo é elevar a linguagem da simetria BRST para campos quénticos em equilibrio
termodinamico. Isto pode ser feito impondo a simetria no funcional gerador (fungao particao) Z
pois como vimos este gera todas as estruturas quénticas a temperatura finita que precisamos para
calcular quantidades fisicas. Sendo assim, comegemos com o funcional gerador,

Z1J,¢,€ = [ DADéDcexpli [ d*aL — J,A* + (e + ],

5.272
A, {(1+mA%)263NaV}AV ( )

L= _%A# [(5;”/ - a#au)(l + mA%)] A, + 2¢ - Z'E(:C)(l—i—mA%)eAc(x)’
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onde podemos definir uma acgao efetiva

A, [(H%)Qeauau] A,

Sers = [ dal=3 A, [0 — 0,0,) (1 + 3| A, + =L — o) (1+ )" Ac(a) +
—J, A, + Ce+ &)
(5.273)
Por simplicidade temos,
Z = /d,u exp|iSesrs]. (5.274)

Portanto, perante uma transformacao nos campos, o funcional gerador se transforma da seguinte
forma
Z'=7+6Z, (5.275)
07 = /5duexp[z’56ff] —i—/dm’(SSeff exp[iSesrs].

Analisaremos o caso onde as transformacoes dos campos definem a simetria BRST a qual estamos
interessados em suas implicacoes. Neste caso,

0A, = 1X0,c (5.276)
oc = 0
_ 1 AL
Primeiramente, trabalhando com a medida de integragao,

/ DADEDe — / DADEDe J (5.277)

1 ikAD,0(x —y) 0
J=det | —¢Ml+:5)0u0(z — y) 1 0 (5.278)

0 0 1

onde percebemos que o jacobiano é 1. Por outro lado,

5BRSTSeff = /d4$[—Ju(5.AM + 656 + 5EC] (5279)
_ 1 A,
_ / daliddte (14 0, A)
Portanto, impondo a simetria no funcional gerador Z encontramos

11A
ST

5) Al expliSess] = 0, (5.280)
P
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e dessa forma temos uma equagao do valor médio dos campos,

A
%(Hﬁ)faﬂft#q 0. (5.281)

A equacao funcional advinda da simetria BRST é dada por

[—iJ,0,c —

1 A
p

. 2 ~ . . .
Aplicando 5§_C na equacao anterior e tomando no final as fontes iguais a zero

1 A
E(l—k@)%{)u (A,A,) =10, (cc) . (5.283)

Portanto, concluimos que a nao dependéncia da funcao particao perante o pardmetro e estd
associada a simetria BRST, observando as equagoes (5.267) e (5.283). Esta afirmagdo é um caso
particular do trabalho de Tuytin.

5.10 Observacoes matematicas

Esta breve seccao foi construida apenas para complementar algumas passagens e identidades mateméti-
cas utilizadas ao longo do texto envolvendo Jacobianos, integrais gaussianas, determinantes e pro-
priedades do trago de matrizes, problemas de auto-valores e auto-vetores ao diagonalizar uma matriz,
integrais e dlgebra estendidas para dimensoes quaisquer.

Sendo assim, para iniciar a discussao dada uma matriz por blocos M, ,,

Am,m Bm,n—m
Mnm - ( C{n_m7m Dm7m ) 9 (5-284)
se D possui inversa podemos dizer utilizando matrizes triangulares que
A B I 0 A—-BD7'C B
<c D)X(—ch 1)‘(0 D>' (5.285)
Logo
det M = det(A — BD*C)det D. (5.286)

A identidade anterior foi utilizada em andlise de vinculos para escrever adequadamente a matriz de
vinculos V53 22 onde separavamos o setor escalar e o setor vetorial.
Dando continuidade é de nosso conhecimento a seguinte identidade

1
~ det[A]

O pensamento guia de como se demonstra a identidade anterior é dado por

(A6 + B) = 5(Af + ) S+ 2). (5.287)
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6(Az + B) = [dzd(Az+ B) =1

r=A1u
Jdzd(Alz + F]) = [ dudet[Z]6(A[z + F]) (5.288)
J = det[£] = detl[A} (Jacobiano)

J dxd(Az + B) = gy [ dud(u+ §).

Neste caso como aplicacao, estendido para Teoria de Campos, temos o seguinte

BBV, = m)u + (159, + )L~ (7)C} = 525
_ 1 iBPV ,+m)[1—(8°)2 .
- det[(iﬂﬂvu—m)]é(w + (1B*V —m) )

Outra equacao utilizada no texto é a seguinte

1
det[(if"V, —m

onde € ¢ uma contante. Para ter uma ideia de como se demonstra a equacao (5.290), utilizaremos
novamente um pensamento guia com varidveis complexas 6; (i =1,2,...,N)

e / DED expli [ d*w {8V, — m)}] (5.290)

[ d6*df exp[—0* A0
0=Ua, U AU = Ajiagona, U*=U"1
[ d0*dO exp[—0"Af] = [ da*da det[U*U] exp[—a* Aa] (5.291)
det[U*U] = 1

[ da*da exp|—a* Agigger] = [ da*doexp[—); i’ Agiagei = i

Por outro lado, fazendo a mudanca de varidveis o = = + 1y

/ da*da = / dxdydet< } _Z.’ ) =2 / dady. (5.292)

Logo,

[dordaessionlaft) = @ [ 1idnexpl-x ol [Tagesl-nlul) (5.299)
(2mi)N (2mi)N

/\1.)\2.)\3... N det[A]’

e desse modo,
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(2mi)N
det[A]

Como caso particular ao anterior, sendo 6; (i = 1,2, ..., N) varidveis reais

/ df*df exp|—0* Af] =

[ df exp[—10" Af]
0 = UOé, U TAU = Adiagona,l U-l=yu"

fd@ exp[—%QTAQ] = fdoz det[U] exp[—%aTAdmgomla]

(5.294)

(5.295)

(5.296)

det[U] =1
[ dovexp|—307 Adiggonact] = [ Tldey; exp[—A;of] = ,//\1_/\22’3\3”. = de’;{i%, Adiaggonal®i = Ai0y;.
Portanto,
/ 40 exp|—~07 A9] — (2”)%1.
2 det[A]2

No caso de varidveis de grasmann O; (i = 1,2,..., N) no corpo dos complexos

| d©*dO exp|—O* AB)]
O = UCU, UTAU = Adiagonala Us=U0"t
[ d©*dO exp[-O*AB] = [ dw*dw det|U*U] exp[—w* Agiagonaiw

det[U*U] = 1

[ dw*dw exp[—w* Agiggonaw] = [ dw*dwIl(l — hw*w) = IIN\; = det A, Agiaggonaiwi = Aiw;

e, sendo assim
/ 46" O exp|—0" AB] = det[A].
Por fim, no caso de varidveis de grasmann ©; (i = 1,2, ..., N) no corpo dos reais

/ do exp[—%@TA@] = det[A]2.

(5.297)

(5.298)

(5.299)

Resumindo, temos as seguintes propriedades de integrais gaussianas e seus respectivos determi-

nantes
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[ d6*df exp[—6* Af] = % (varidveis complexas),

N
[dfexp|—167Ag) = C™2 (varidveis reais),
detlA]2 (5.300)

[ dO*dO exp[—O* AO| = det[A] (varidveis de grasmann no corpo dos complexos),
[ d© exp[—360T AO] = det [A]z  (varidveis de grasmann no corpo dos reais).

Este conhecimento, estendido para infinitos graus de liberdade em Teoria de Campos foi de grande
ajuda no estudo do calibre no-mizing e na contagem dos graus de liberdades onde contornamos o
surgimento de estruturas pseudo-diferenciais

det[Az] = det[A]z = 24l

det[A]? ]
(5.301)
[ d6*d6 exp[—0*A20] = [ dO exp|-107 A6)]
e, neste caso,
[ d© exp[—36TA0] = (273)% [ d©*dOdl exp[—©*AO — 107 A9,
(5.302)

N =2N — N (contagem dos graus de liberdade).

Dizemos que a varidvel escalar come os graus de liberdade da varidvel de grasmann no corpo dos
complexos equilibrando a equagao anterior. O fato de necessitarmos de varidveis de Grasmann no
corpo dos complexos estd associado a inclusao dos campos fantasmas juntamente com a simetria
BRST e a carga fantasma conservada.

Também foi de grande ajuda a seguinte identidade

det][G] = exp[trIn G]. (5.303)

Apenas para justificar a passagem anterior, podemos utilizar como guia de pensamento uma matriz
G com as seguintes propriedades

(5.304)
det[W=IGW] = det|G] =TI\,  tr[WIGW] = tr|G]

entao,

In[det G] = In[I1)\;] = X In[\;] = trlnG. (5.305)

As identidades (5.290) e (5.303) foram utilizadas no estudo da anélise de vinculos e quantizagao
funcional em teorias covariantes.
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Agora, na andlise das primeiras correcoes radiativas da GSDKPy, utilizando o método de regular-
izacao dimensional foi necessdrio avaliar as integrais nos momentos por meio dos seguintes resultados

/ddk 1 (=12 Dla—19)
( a a)

2m)? [k? — ] (4m)2 T(a)[—b2"2
/ d% kR (=1 p*T(a—1-9)
@m)d [k =02 2(4r 5

(naunAG + 771/0?711)\ + n@anAv)F(a —9_ %l)
P(a) [ 2 7%

b

)

)

/ Ak kR E i(—1)
(2m)? [k? — b?]* 4(47)

onde n’\n,, = d e as propriedades da funcdo gama, sendo dadas por

(=D 1

D(=n+e) = ——[-+ Wi +1)+0()],

onde 1 1
\Dl(n+1):1+§+...+ﬁ—fy.
e v é a constante de Euler-Mascheroni. Também foi de grande ajuda a seguinte expressao
2(2)=T(2+1), x i~1-— glnx.
Como sabemos as matrizes [ satisfazem a seguinte algebra trilinear
BB’ + BB = B+ B
Com propriedades titeis do traco
T (8B B ) = O
Tr (B Bra~Bua) = Mg ama Mo spiz, + Mz st Mg

Podemos mostrar que

BrBYB, = B" = B"pB, = b,

BB, = p*.
Observa-se que

(8B B° + B° 8" B") = 28"
BB 8, = B,

e também
tr(s"p"6°8,] = 50
tr[Bp*B,) = tr(I]p* = 5p?
prp*B, = p?
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(5.306)

(5.307)

(5.308)

(5.309)

(5.310)

(5.311)

(5.312)

(5.313)



Por fim, a extensao da dlgebra de DKP para um espago d-dimensional nos leva as seguintes
identidades algébricas

preYB,B, =d, pBYB, + B78,6" = (1+d)p". (5.314)

A extensao da dlgebra de DKP para um espago d-dimensional é assegurada pela extensao da dlgebra
de Clifford pois

gt = (DF+T*) (5.315)

| —

ondeT* =" ®@1el* =1 "
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