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Resumo

Este trabalho tem como objetivo explorar a dinâmica quântica de interação entre

part́ıculas escalares e vetoriais e estudar o equiĺıbrio termodinâmico dessas part́ıculas

no ensemble gran-canônico. A dinâmica de interação, escrita em uma linguagem co-

variante entre o campo de matéria (escalar) e o campo intermediador de interação

(vetorial), apresenta uma simetria de calibre local, U(1) no caso quântico e SO(4)

no equiĺıbrio termodinâmico. Sendo assim dividimos o trabalho em dois setores. No

primeiro setor analisamos sistematicamente a interação quântica entre part́ıculas

escalares (mésons) e part́ıculas vetoriais (fótons) no contexto da eletrodinâmica

quântica escalar generalizada de Duffin-Kemmer-Petiau (GSDKP4). Para isso quan-

tizamos a teoria, utilizando uma abordagem funcional. Constrúımos a estrutura

Hamiltoniana do sistema seguindo a metodologia de Dirac, o procedimento de

Faddeev-Senjanovic para obter a amplitude de transição no calibre de Coulomb

generalizado e o método de Faddeev-Popov-DeWitt para escrever a amplitude de

transição anterior de maneira covariante na condição de calibre no-mixing. Dáı, es-

crevendo o funcional gerador via Schwinger, as equações de Schwinger-Dyson (SD)

e as identidades de Ward-Takahashi (WT) são obtidas. Como introdução à análise

das correções radiativas, fizemos um cálculo quantitativo para ver os tipos de di-

vergências superficiais (ultravioleta) que poderiam aparecer na teoria. Depois apre-

sentamos um cálculo expĺıcito das primeiras correções radiativas (1-laço) associadas

ao propagador do fóton, propagador do méson, vértice e, estudamos a função de 4

pontos (fóton-fóton) utilizando o método de regularização dimensional, em que a

simetria de calibre é manifesta. Como veremos, uma consequência do estudo é que

a álgebra de DKP assegura o funcionamento das identidades de WT nas primeiras

correções radiativas proibindo certas divergências no ultravioleta. Com o conhec-

imento das divergências no ultravioleta (UV) e no infravermelho (IV) abordadas

nas correções radiativas, estabelecemos o Programa de Renormalização multiplica-

tivo para esta teoria na camada de massa. O fato do propagador do campo escalar

possuir uma nova estrutura divergente na massa de Podolsky nos levou a analisar

as correções radiativas a 2-laços. Do propagador do fóton definimos o tensor de

polarização e com este, de maneira fenomenológica, analisando o comportamento

assintótico das funções de Green para altos momentos, abordamos a dependência

da constante de estrutura com a escala de energia. No segundo setor estudamos

o Formalismo de Matsubara-Fradkin (MF) para descrever campos em equiĺıbrio

ii



termodinâmico. Para isso foi necessário construir as equações em equiĺıbrio ter-

modinâmico que descrevessem o setor escalar e vetorial e a posteriori extrair a função

de partição. Ao construir o setor vetorial, percebemos o surgimento e a importância

dos campos fantasmas e sua conexão com a simetria de Bechi-Rouet-Stora-Tyutin

(BRST). No caso da escolha de calibre covariante no-mixing, foi necessário con-

tornar o surgimento de uma estrutura pseudo-diferencial. Analisando a função de

partição associada aos fótons livres de Podolsky via método dos parâmetros fict́ıcios,

percebemos o fato da simetria BRST assegurar que a função de partição não depende

das escolhas covariantes ao fixarmos o calibre. As condições de Lorenz, no-mixing

e Lorenz generalizado são amarradas pela simetria BRST e esse fato está contido

em uma afirmação geral em teorias de calibre a temperatura finita, atribúıda ao

trabalho de Tyutin, de que a f́ısica não depende das escolhas de calibre, covari-

antes ou não, devido a simetria BRST. Por fim, com a função de partição em mãos,

constrúımos as equações de Schwinger-Dyson-Fradkin (SDF) e as identidades de

Ward-Takahashi-Fradkin (WTF) em equiĺıbrio termodinâmico.

Palavras Chaves: Quantização funcional; Sistemas com Vı́nculos; Formalismo de

Matsubara-Fradkin

Áreas do conhecimento: Teoria de Campos
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Abstract

This work has as aim to explore the quantum dynamics of interaction between

scalar and vectorial particles and to study the thermodynamic equilibrium of these

particles in the gran-canonical ensemble. The dynamics of interaction, written in a

covariance language, between the matter field (scalar) and the field that intermedi-

ate the interaction (vectorial) exhibit a local gauge symmetry, U(1) in a quantum

case and SO(4) in a thermodynamic equilibrium. Therefore we divided the work

into two sections. In the first section we analyze systematically the quantum inter-

action between the scalar particles (mesons) and vectorial particles (photons) in the

context of the generalized scalar Duffin-Kemmer-Petiau quantum electrodynamics

(GSDKP4). For this we use the functional approach to quantize the theory. We built

the hamiltonian structure by the Dirac methodology, utilize the Faddeev-Senjanovic

procedure to obtain the transition amplitude in the generalized Coulomb gauge and

the Faadeev-Popov-DeWitt method to write the covariant form of the previously

amplitude in the no-mixing gauge condition. Then writing the functional generator

by Schwinger, the Schwinger-Dyson (SD) equations and the Ward-Takahashi (WT)

identities are obtained. As an introductory analysis to the first radiative corrections

we make a quantitative calculus to see the types of ultraviolet (UV) superficial di-

vergences that appear in the theory. After this we show an explicit calculation of

the first radiative corrections (1-loop) associated with the photon propagator, meson

propagator, vertex and the 4 point function (photon-photon) utilizing the dimen-

sional regularization method, where the gauge symmetry is manifest. As we will see

one of the consequences of the study is that the DKP algebra ensures the functioning

of the WT identities in the first radiative corrections prohibiting certain UV diver-

gences. With the knowledge of the UV divergences and de infrared (IR) addressed

in the radiative corrections we established the multiplicative renormalization proce-

dure to this theory in the mass shell. The fact that the meson propagator has a new

divergence structure in terms of the Podolsky mass took us to analyze the radiative

correction at 2-loops. With the photon propagator we define the polarization tensor

and in a phenomenological manner, analyzing the asymptotic behavior of Green’s

functions for higher momentum, we derive the dependence of the structure constant

by the scale of energy. In the second section we study the Matsubara-Fradkin (MF)

formalism to describe fields in thermodynamical equilibrium. For this it was nec-

essary to construct the equations in thermodynamic equilibrium that describe the
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scalar sector and vectorial sector and then extract the partition function. When

we construct the vectorial sector we realize the emergence and the importance of

the ghost fields and their connection to the Bechi-Rouet-Stora-Tyutin (BRST) sym-

metry. In the case of the no-mixing gauge condition was necessary to contour a

pseudo-differential structure. Analyzing the free partition function associated with

the free Podolsky photons by the method of fictitious parameters we realize that

the BRST symmetry ensures that it does not depend of the covariant choices when

we fix de gauge. The Lorenz condition, no-mixing and generalized Lorenz are tied

by the BRST symmetry and this fact is contained in a general statement in gauge

theories at finite temperature, assigned by Tyutin work, that the physics doesn’t

depend of the gauge choices, covariant or not, due to BRST symmetry. Lastly, with

the partition function in hands, we construct the Schwinger-Dyson-Fradkin (SDF)

and the Ward-Takahashi-Fradkin (WTF) in thermodynamic equilibrium.

Keywords: Functional quantization; Constrained systems; Matsubara-Fradkin for-

malism

Knowledge field: Field Theory
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Uma breve reflexão

Em uma das minhas idas e vindas à cidade mineira de Passa Quatro, ao ler

A Coragem de Criar de Rollo May, uma observação sobre as estátuas inacabadas

de Michelangelo me chamou atenção, os escravos retorcidos que tentam livrar-se

da prisão de pedra nas estátuas inacabadas de Michelangelo representam o śımbolo

perfeito da condição humana, estamos presos na finitude da vida mas nos tornamos

imortais no ato criativo. A luta dos homens para alcançar os deuses, o ilimitado, o

perfeito. Esta mesma situação leva-me a deparar com Decartes e com fato de sermos

finitos nos levar ao conceito de perfeição Deus (infinito). Mais ainda chego na caverna

de Platão onde me deparo com um mundo perfeito visto por suas sombras. O mesmo

conceito pode ser visto em f́ısica no sentido das teorias que utilizamos para descr-

ever os fenômenos naturais de maneira eficaz (estruturas numéricas fenomenológicas

advindas das medidas experimentais, muitas vezes sem o rigor matemático pleno)

são efetivas, o limite de baixas energias juntamente com seus graus de liberdade e

interações pode ser descrito como uma visão efetiva de uma desconhecida teoria de

tudo (altas energias) em que unificamos as leis da f́ısica (pensamentos iluministas):

metafóricamente, com uma pitada de irônia, as portas dos céus estão abertas (o

segredo do ińıcio do universo) e os anjos nos esperam com suas trombetas junta-

mente com o arquiteto desse grande design inteligente (Comparando as estátuas

incacabadas de Michelangelo com a linguagem que descrevemos a f́ısica hoje em dia,

Teoria Quântica de Campos efetivas, qual seria o potencial ou teoria que está por vir?

A última verdade seria escrita nos moldes de uma linguagem matemática? Mesmo

em matemática vemos limitações nos sistemas axiomáticos e estruturas lógicas de-

vido aos teoremas da incompletude de Kurt Gödel.). A idéia de força (dinâmica)

atribúıdo por Newton na descrição do movimento dos planetas dado pelas leis de

Keppler foi visto metaf́ısicamente como anjos (força) acompanhando os planetas.

Como vemos, janelas distintas imanando a mesma coisa artes, filosofia, crenças,

f́ısica, matemática etc. Imanência, Espinoza! O mar do desconhecido (ignorância) é

imensurável e os ventos epistemológicos que iluminam nem sempre sopram a nosso

favor no ato de construir o conhecimento, é necessário coragem para se aventurar.
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1 Introdução

Uma das maneiras mais interessantes de se estudar as interações na natureza é utilizando como
ferramenta teórica a Teoria Quântica de Campos. Como exemplo, descrevemos o fenômeno eletro-
magnético precisamente com eletrodinâmica quântica (QED4), uni�camos o eletromagnetismo com
a interação fraca no contexto da teoria eletrofraca de Glashow-Weinberg-Salam [1], prevemos o com-
portamento das partículas devido a interação forte via cromodinâmica quântica (QCD4), e assim por
diante. Deste ponto de vista, a síntese das forças (eletromagnética, fraca e forte) em uma teoria
(Modelo Padrão) aparece, e um novo conceito emerge; as teorias que utilizamos para descrever a
natureza são efetivas no sentido de depender das escala de energia. O limite de "baixas energias"
pode ser descrito como uma visão efetiva de uma desconhecida "Teoria de Tudo". Em uma linguagem
cientí�ca um problema físico envolve escalas de energias separadas; a dinâmica de baixas energias e
as interações de altas energias. Podemos descrever a física de baixas energias efetivamente utilizando
os graus de liberdades e as interações apropriadas para essa escala. Essas ideias foram inicialmente
propostas por Weinberg [2].
Quando Ostrogradski construiu teorias lagrangianas com derivadas de ordem superior emmecânica

clássica, um novo campo de pesquisa foi aberto [3]. A idéia principal desse ramo de teorias com
derivada de ordem superior é muito simples, nós construímos termos de ordem superior adicionais de
tal maneira que preservem as simetrias originais do problema. Como podemos ver, por exemplo, na
generalização do trabalho do Utijama [4, 5]. Teorias com derivada de ordem superior às vezes pos-
suem Hamiltonianas que não possuem um limite inferior [6] devido aos estados com normas negativas
(fantasmas), levando à quebra da unitariedade [7]. Tentativas de restaurar a unitariedade contor-
nando o aparecimento dos fantasmas não levaram a um método geral de como lidar com o problema
da quebra de unitariedade [8, 9], porém, recentemente, foi construido um método de como imple-
mentar termos com derivadas de ordem superior sem quebrar a estabilidade da teoria, podendo-se
então, construir teorias efetivas [10]. A idéia de implementar termos com derivada de ordem superior
aparenta ter sucesso na gravitação quântica, em que a ação de Einstein-Hilbert (não-renormalizável)
é modi�cada com a adição de termos com derivada de ordem superior na curvatura de tal forma que
seja renormalizável [11].
Um dos que mais contribuíram para mostar o carácter efetivo das teorias com derivada de ordem

superior foram Bopp, Podoksky e Schwed [12]. Eles propuseram uma eletrodinâmica generalizada
com o intuito de contornar os in�nitos da eletrodinâmica de Maxwell, tais como, a auto-energia da
carga elétrica e a polarização de vácuo. Na generalização adicionamos à lagrangiana de Maxwell
(radiação) um termo com derivadas de ordem superior preservando a simetria de calibre

LP = �
1

4
F��(1 +

�
m2
p

)F ��

porém esse novo termo quebra a simetria dual, explorada por Dirac no estudo dos monopolos mag-
néticos. Como resultado, as expressões dessa nova lagrangiana apresentam um parâmetro que pode
ser interpretado como o inverso de uma massa, a massa de Podolsky mp. A modi�cação nos dá a
expressão correta no estudo das auto-forças entre as partículas carregadas demonstrada por Frenkel
[13, 14], efeitos interessantes produzidos pela presença de fontes externas estacionárias [15] e, tam-
bém, podemos ver na literatura estudos associados a condições de contorno (Efeito Casimir) [25, 26].
O fato da teoria ser �nita do ponto de vista da eletrodinâmica clássica re�ete da mesma forma na
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descrição quântica, a teoria tem a qualidade de controlar as divergências no ultravioleta [16, 17]
da mesma forma que o esquema de regularização de Pauli-Villars-Rayski [18]. A lagrangiana que
descreve a dinâmica de interação entre a matéria (férmions, spin 1=2) e a radiação (bósons, spin 1)
no contexto da eletrodinâmica quântica generalizada (GQED4) é dada por

LGQED4 = i� 
�(@� � ieA�) �m�  � 1
4
F��(1 +

�
m2
p
)F ��

r� = (@� � ieA�)


�
� + 
�
� = 2��� (álgebra de Cli¤ord).

A dinâmica associada a GQED4 é estável do ponto de vista clássiconquântico podendo classi�cá-la
no patamar de uma teoria efetiva. Um comentário importante sobre como �xar os graus de liberdade
físicos de maneira covariante deve ser feito, embora inicialmente Podolsky tenha utilizado a condição
de Lorenz


[A] = @�A�

para �xar os graus de liberdade físicos na eletrodinâmica generalizada, depois um estudo rigoroso
em análise de vínculos demonstrou que isto não é completamente verdadeiro [19], pois temos uma
liberdade residual e essa escolha não é atingível do ponto de vista clássico. Como consequência,
a maneira natural de �xar os graus de liberdade físicos passou a ser com a condição de Lorenz
generalizada


[A] = (1 +
�
m2
p

)@�A�

atingível, porém essa condição aumenta a ordem das derivadas na lagrangiana (6o ordem nas derivadas).
Por outro lado, atualmente acreditamos que a condição que combina perfeitamente com a teoria

de Podolsky é a condição de calibre no-mixing [20, 21, 22]


[A] =

�
1 +

�
m2
p

� 1
2

@�A�

apesar de apresentar uma estrutura pseudo-diferencial essa condição matém a ordem na lagrangiana
(4o ordem nas derivadas), facilitando o cálculo de resultados físicos. Existem consequências ao
se utilizar as condições de calibre associadas a divergências no UV. Por exemplo, a condição de
Lorenz gera certas divergências no UV associadas as correções radiativas do propagador do férmion e
correções radiativas do vértice em GQED4 que no caso não aparecem ao utilizar a condição de Lorenz
generalizada ou no-mixing. Dizemos, então, que a dinâmica covariante na condição de Lorenz gera
divergências no ultravioleta. Agora, no caso livre, a simetria BRST garante que as 3 escolhas (Lorenz,
No-mixing, Lorenz generalizado) descrevam a mesma física pois o funcional gerador ou função de
partição não depende das escolhas de calibre covariantes propostas.
Sabemos que QED4 é uma das teorias mais bem sucedidas da física. Apesar disso, existem

pesquisas sobre extensões do estudo da simetria de calibre U(1), não apenas extensões onde as
equações são lineares como no caso de GQED4 e na teoria de Lee-Wick [23], mas também extensões
em que temos equações não-lineares, como nas lagrangianas de Born-Infeld e Euler-Heisenberg [24].
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Até o presente momento apresentamos a maneira como a eletrodinâmica generalizada é abor-
dada na literatura com a matéria sendo descrita por campos espinoriais e a radiação por campos
vetoriais, mas sabemos que campos escalares também podem descrever a matéria, utilizando uma
eletrodinâmica quântica escalar generalizada (GSQED4) [27]

LGSQED4 = (r�')y(r�')�m2'y'� 1
4
F��(1 +

�
m2
p

)F ��

onde o setor escalar é descrito pelo campo de Klein-Gordon-Fock (KGF). Por outro lado, é de nosso
conhecimento que podemos representar o comportamento da matéria com campos escalares de um
ponto de vista fenomenológico diferente, utilizando a teoria de Du¢ n-Kemmer-Petiau (DKP) para
descrever o campo de matéria [28].
A equação de DKP é uma equação de onda relativística de primeira ordem que descreve bósons

de spin 0 e de spin 1, similar à equação de Dirac. O desenvolvimento da teoria de um ponto de
vista histórico anterior à década de 70 pode ser encontrado em [29]. Devido a não existência de uma
revisão recente sobre o assunto, vamos falar um pouco mais sobre o mesmo.
Fundamentado no experimento de Imbert [30], o qual sugeria uma forte contradição clássica

e quântica ao descrever deslocamentos longitudinais das ondas planas, de Broglie percebeu que
impondo uma massa não nula para os fótons teríamos a interpretação correta para o fenômeno
[31]. De fato, de Broglie também sugeriu que o fóton poderia ser formado por uma combinação de 2
léptons e essa combinação seria responsável para dar massa ao fóton,

1=2
 1=2 = 0� 1:
Tomado por essa idéia e com um profundo conhecimento sobre a a estrutura algébrica da equação
de Dirac (equação relativística para partículas de spin 1=2), de Broglie começou sua pesquisa com
a esperança de obter uma equação para sua partícula massiva de spin 1, seu fóton massivo [32].
Agora o desenvolvimento teórico desta teoria se inicia com Petiau, que obtém uma álgebra de DKP
matricial [33],

������ + ������ = ����� + �����:

Na verdade, Géhéniau decompõe a álgebra de Petiau em representações irredutíveis de 10 dimensões
(representando partículas de spin 1), 5 dimensões (representando partículas escalares) e uma trivial
sem signi�cado físico [34]

4
 4 = 10� 5� 1:
Simultâneamente e completamente alheio ao trabalho de Petiau, Kemmer escreveu as equações de
segunda ordem de Proca como equações de primeira ordem e fez o mesmo para as equações de
Klein-Gordon-Fock (KGF). A partir de então, Kemmer conjectura sobre a existência de uma forma
matricial para seu sistema de equações [35]. Du¢ n desenvolve a álgebra para teoria de Kemmer [36]
e advindo deste episódio segue o grande trabalho de Kemmer [37].
O formalismo de DKP nos permite trabalhar de maneira uni�cada com o campo escalar e vetorial

e a vasta possibilidade de acoplamentos, devido ao estudo dos covariantes bilinerares incapazes de
serem expressos pela teoria de KGF e Proca, incentivou o estudo da teoria [38, 39, 40, 41, 42] em
que percebemos uma grande possibilidade fenomenológica em descrever interações. Entretanto, a
"equivalência" entre DKP e KGF no caso livre e minimamente acoplado [43, 44, 45, 46] tanto em
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nível clássico quanto em nível quântico diminuiu o interesse na teoria DKP. Embora o formalismo
de KGF seja aparentemente mais simples comparado ao tratamento algébrico de DKP em uma
linguagem clássica de campos, esse ponto de vista muda dramaticamente na linguagem quântica:
a similaridade na forma entre a lagrangiana de DKP e Dirac nos permite utilizar um mecanismo
muito simples para se estudar a teoria escalar, uma vez que o mimetismo entre a teoria de Dirac
pode ser utilizado para entender melhor o signi�cado físico das quantidades obtidas pela teoria DKP
[28, 47]. É importante enfatizar que o campo de DKP geralmente é empregado em física nuclear para
descrever mésons em que é possível dizer que temos uma estrutura algébrica mesônica [48], assim,
descrevemos campos bosônicos (spin 0; 1) com a álgebra de DKP e fermiônicos (spin 1=2) com a
álgebra de Cli¤ord.
Ao descrevermos os mésons como partículas escalares devido à sua interação com os campos

eletromagnéticos é válido ressaltar que estamos simpli�cando as propriedades dessas partículas, neste
caso apresentaremos alguns aspectos históricos. O início e a busca por partículas que representassem
a interação de curto alcance (forte) que mantivessem o núcleo dos átomos ligados foi a proposta de
Yukawa, cujas partículas escalares ou vetoriais massivas intermediariam a interação. Posteriormente
o fato da interação forte não "enxergar" a troca de prótons por nêutrons nos levou a considerar
esses bárions como estados de uma mesma partícula e de�nir a conservação de isospin I (simetria
aproximada) em que os campos de matéria (prótons, nêutrons, núcleons) estariam na representação
funtamental 	 = (p; n) e os campos intermediadores da interação forte (píons, mésons) estariam na
representação adjunta ~� = (�+; �0; ��)

I 1
2

 I 1

2
= I0 � I1:

Ao incluirmos a interação eletromagnética via acoplamento mínimo juntamente com as simetrias
discretas: conjugação de carga, paridade e reversão temporal (conservadas pela interação forte e
eletromagnética), teríamos uma lagrangiana efetiva que descreveria o comportamento de núcleos
atômicos devido à interação forte e eletromagnética

LF�{sica Nuclear = i�	
�r�	�m�		 +
1

2
[(r�~�)2 �m2~�

2
]� 1

4
F��F

�� +
1

2
G[ �	
5~� ;	]~�

onde � i seriam as matrizes de Pauli. Como vemos, descrevemos os mésons anteriormente por uma
teoria de KGF. Porém a abordagem utilizando a teoria DKP tem uma certa revelância ao se estu-
dar propriedades em Física Nuclear, como o decaimento dos mésons devido a suas peculiariedades
fenomenológicas e nas razões entre as constantes de acoplamento forte nos processos de interações
entre 2 bárions com mésons do tipo pseudo-escalares e pseudo-vetorias. A teoria DKP condiz com
os dados experimentais associados as razões entre as constantes de acoplamento forte, enquanto que
a teoria de KGF com os mesmos tipos de acoplamento (pseudo-escalares, vetorias) não condiz com
os dados experimentais [50]. Dando continuidade ao estudo das reações nucleares vemos à inclusão
da estranheza por Gell-Mann, organizando a estrutura da matéria em bárions e mésons (escalares ou
vetoriais) por meio dos octetos e supondo a existência do tripleto de quarks de sabor [49]

3
 �3 = 1� 8 (m�esons)

3
 3
 3 = 1� 8� 8� 10 (barions)
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Posteriormente, tendo em vista o modelo de Yang-Mills e a QCD poderíamos ver os estados de
mésons (glueballs) em termos da simetria SU(3) e as cores carregadas pelos glúons.
Nos últimos anos a teoria de DKP tem sido estudada em QCD em grandes e pequenas distâncias

por Gribov [51], em uma dinâmica hamiltoniana covariante [52], na generalização e estudo de campos
em um espaço-tempo curvo [53, 54, 55] em que notamos resultados interessantes sobre a simetria
conforme (campos não massivos) e as tranformações de Weyl na prescrição do acoplamento mínimo,
no espaço galileano covariante de 5 dimensões [56], no contexto da invariância de calibre em nível
clássico de campos [57], no método causal de Epstein-Glaser [58] e assim por diante.
Como vimos com todo embasamento teórico e aplicações existentes na literatura, podemos de-

screver a dinâmica clássica/quântica de interação entre a matéria (escalares, DKP) e a radiação
(vetoriais, Podolsky) no contexto da Eletrodinâmica Escalar Generalizada de Du¢ n-Kemmer-Petiau
(GSDKP4) [59]

LGSDKP = i� ��(@� � ieA�) �m�  � 1
4
F��(1 +

�
m2
p
)F ��

������ + ������ = ����� + ����� (álgebra de DKP).

A justi�cativa em se utilizar a teoria DKP para descrever as partículas escalares pode ser vista pela
sua riqueza de propriedades. Como exemplo temos um vasto tipo de interações possíveis (covariantes
bilinerares), estudo de representações em que produtos tensorias do tipo momento angular são tran-
formados em somas diretas (muito útil em física de partículas na classi�cação dos estados quânticos
possíveis) e sua melhor descrição dos dados experimentais em alguns casos na Física Nuclear, em
comparação com a simples teoria de KGF. Ao analisar o comportamento de campos não massivos
(DKP) minimamente acoplados com a geometria Riemaniana, a simetria conforme e as transfor-
mações de Weyl nessa estrutura tipo cone de luz são esclarecidas. Da mesma forma, ao utilizar a
teoria de Podolsky para descrever as partículas vetoriais temos além de uma teoria mais �nita do
ponto de vista clássiconquântico, uma descrição fenomenológica interessante associada aos fenômenos
magnéticos devido a quebra de simetria dual e também uma extensão do estudo de como �xar os
graus de liberdade físicos covariantemente, em comparação com a teoria de Maxwell. O acoplamento
mínimo da matéria (DKP) com a radiação (Podolsky) nos leva a descrever uma dinâmica covari-
ante, estável do ponto de vista clássiconquântico e, dessa forma, uma teoria efetiva com diagramas
fenomenológicos de Feynmann iguais a Eletrodinâmica Quântica com apenas 1 vértice ao invés de 2
obtidos ao descrever a matéria com as equações de KGF, facilitando a análise de correções radiativas
a vários laços em que claramente o números de diagramas necessários diminui. Podemos extender
este estudo da dinâmica e explorar o equilíbrio termodinâmico dessas partículas escalares e fótons
generalizados no ensemble gran-canônico. Sendo assim utilizaremos o formalismo de Matsubara-
Fradkin [60, 61]. O incentivo para a análise está no fato de termos resultados a temperatura �nita
ao descrever fótons generalizados, correções a Lei de Stefan-Boltzmann e aplicações Cosmológicas e
também a quantização térmica de Matsubara-Fradkin para a Eletrodinâmica Generalizada (GQED4)
e DKP [62, 63, 64].
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2 A Eletrodinâmica Quântica Escalar Generalizada de Du¢ n-
Kemmer-Petiau

Para maiores detalhes, toda estrutura formal e os conceitos envolvidos nesta seção estão discutidos
no apêndice (5.1) e (5.2). Um breve estudo sobre as equações de Podolsky e DKP pode ser visto
nos apêndices (5.2) e (5.3), respectivamente. Dando continuidade, no apêndice (5.4), temos uma
análise sobre a conexão entre os graus de liberdade físicos e os vínculos da teoria que estamos prestes
a estudar no método de Dirac. Por �m, no apêndice (5.5), escrevemos um complemento sobre a
quantização funcional covariante via método de Faddeev-Popov-DeWitt. Apenas como um adendo,
construimos no apêndice (5.10) observações sobre as estruturas matemáticas necessárias ao longo do
trabalho.

2.1 Análise de vínculos e Quantização Funcional

Nosso objetivo é estudar alguns aspectos teóricos advindos da interação entre partículas escalares e
fótons generalizados. Para isso, propomos a seguinte densidade de Lagrangiana

L = i
2
� ��(@� )� i

2
(@�� �

�) �m�  + eA�� �
� � 1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

��

F�� = @�A� � @�A�

������ + ������ = ����� + ����� (álgebra de DKP).

(2.1)

O setor eletromagnético é descrito por uma teoria com derivadas de ordem superior conhecida como
teoria de Podolsky e o setor escalar por uma teoria escalar escrita na forma de Dirac conhecida como
DKP. Daremos o nome de GSDKP4, Generalized Scalar Du¢ n-Kemmer-Petiau electrodynamics.
O interessante é que em nível clássico, esta teoria foi construída para possuir uma invariância de

calibre local

 ! exp[i�(x)] 

� ! � exp[�i�(x)]

A� ! A� +
1
e
@��

(2.2)

onde percebemos o acolplamento mínimo (r� = @� � ieA�) entre o campo de matéria (escalar,
mésons) e o campo intermediador da interação (vetorial, fótons).
Podemos estudar as equações clássicas de movimento ou de Euler-Lagrange via o princípio da

mínima ação de Hamilton

S =
R
d4xL (ação)

 !  + � 
� ! � + �� 
A� ! A� + �A�

�S = 0 (princípio da mínima ação)) �L =0:

(2.3)

6



Sendo assim,

�L = �� [i��(@� )�m+ eA��
� ] + [�i(@�� )�� �m� + eA�� �

�]� + (2.4)

+[e� �� � �

�A�
(
1

4
F ��F��) +

�

�A�
(
a2

2
@�F

��@�F��)]�A�

= �� [i��(@� )�m+ eA��
� ] + [�i(@�� )�� �m� + eA�� �

�]� +

+[e� �� � @�F �� + a2�@�F�� ]�A�

= 0

[i��(@� � ieA�)�m] = 0 (acoplamento mínimo)

� [i��
 �
(@� + ieA�) +m] = 0

(1 + a2�)@�F �� = e� �� :

(2.5)

Até este momento trabalhamos com uma dinâmica Lagrangiana no espaço de con�gurações. Para
construir uma dinâmica no espaço de fase, precisamos da hamiltoniana. A hamiltoniana pode ser
obtida, utilizando como ferramenta os Teoremas de Emmy Noether [65] cujas simetrias da ação
estão associadas a quantidades conservadas. No caso, uma invariância da ação por translações
espaço-temporais nos levaria à conservação do tensor de energia-momento. Para extrair o tensor
de energia-momento canônico da GSDKP iremos inserir uma notação

S =
R
d4xL

L = L(� ; @�� ; ; @� ;A�;@�A�;@�@�A�):
(2.6)

Neste caso as equações clássicas de movimento são dadas por

�L =�� @L
@� 
+�(@�� )

@L
@(@� � )

+@L
@ 
� + @L

@(@� )
�(@� )+

@L
@A�

�A�+
@L

@(@�A�)
�(@�A�)+

@L
@(@�@�A�)

�(@�@�A�) =

= �� 
h
@L
@� 
�@�

�
@L

@(@� � )

�i
+
h
@L
@ 
�@�

�
@L

@(@� )

�i
� +

h
@L
@A�
�@�

�
@L

@(@�A�)

�
+ @�@�

�
@L

@(@�@�A�)

�i
�A� = 0

h
@L
@� 
�@�

�
@L

@(@� � )

�i
= 0

h
@L
@ 
�@�

�
@L

@(@� )

�i
= 0

h
@L
@A�
�@�

�
@L

@(@�A�)

�
+ @�@�

�
@L

@(@�@�A�)

�i
= 0:

(2.7)
Observa-se que a ação é invariante pela transformação global abaixo
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 ! exp[i�] 

� ! � exp[�i�]:
(2.8)

Tendo em vista o Teorema de Emmy Noether, a transformação global acima (in�nitesimal) está
associada a uma simetria,

�S =
R
d4x�L (2.9)

=
R
d4x@�[�� 

@L
@(@�� )

+
@L

@(@� )
� ]

=
R
d4x@�(i�� �

� )

= 0:

Portanto,

J� = � �� 

@�J
� = 0 (equação da continuidade)

N =
R
d3x� �0 (carga conservada):

(2.10)

Por outro lado, assumindo que a ação seja invariante perante a variação associada a uma translação
espaço-temporal

x� ! x� + �x�

 !  + � ; � = (@� )�x
�

� ! � + �� ; �� = (@� )�x
�

A� ! A� + �A�; �A� = (@�A�)�x
�

�(d4x) = @��x
�d4x

(2.11)

�S =
R
�(d4x)L+

R
d4x�L

�S=
R
d4x@�[(@�� )

@L
@(@� � )

+ @L
@(@� )

(@� )+
@L

@(@�A�)
(@�A�)�@�

�
@L

@(@�@�A�)

�
(@�A�)+

+ @L
@(@�@�A�)

(@�@�A�)�L���]�x�

T � � _=(@�� )
@L

@(@� � )
+ @L
@(@� )

(@� )+
@L

@(@�A�)
(@�A�)�@�

�
@L

@(@�@�A�)

�
(@�A�) +

@L
@(@�@�A�)

(@�@�A�)�L���

�S = 0) @� T
�
� = 0 (conservação da energia e do momento).

(2.12)
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Dessa forma, a hamiltoniana canônica é dada por

Hc =
R
d3~x T 0 0 =

=
R
d3~x

h
(@0� )

@L
@(@0 � )

+ @L
@(@0 )

(@0 )+
@L

@(@0A�)
(@0A�)�@�

�
@L

@(@0@�A�)

�
(@0A�) +

@L
@(@0@�A�)

(@�@0A�)�L
i
=

=
R
d3~xf(@0� ) @L

@(@0 � )
+ @L

@(@0 )
(@0 )+

h
@L

@(@0A�)
�2@i

�
@L

@(@0@iA�)

�
� @0 @L

@(@0@0A�)

i
(@0A�)+

+ @L
@(@0@0A�)

(@0@0A�)�Lg:
(2.13)

Podemos de�nir e calcular os momentos canônicamente conjugados a partir da equação anterior

p _= @L
@(@0 � )

= � i
2
�0 

�p _= @L
@(@0 )

= i
2
� �0

�� _= @L
@(@0A�)

�2@i
�

@L
@(@0@iA�)

�
� @0

�
@L

@(@0@0A�)

�
= F �0 � 2@i

�
@L

2@(@0@iA�)
+ @L

2@(@i@0A�)

�
+

�@0 (@�F�� � �0�@�F�0) = F �0 � @i ([�0i@�F�� � �0�@�F�i] + [�i0@�F
�� � �i�@�F�0]) +

�@0 (�00@�F�� � �0�@�F�0) = [�0�@�@iF
�i + �0�@0@�F

�0] + [�i�@i@�F
�0 � �00@0@�F�� ] =

= �0�@�@�F
�� + [�i�@i@�F

�0 � �00@0@�F�� ] = F �0 + a2[�i�@i@�F
�0 � @0@�F�� ]

�� _= @L
@(@0@0A�)

= a2[@�F
�� � ��0@�F�0]:

(2.14)

onde utilizamos algumas identidades1 .
Logo, temos que

Hc =
R
d3~x

�
(@0� )p+ �p(@0 )+�

�(@0A�) + �
�(@0��)�L

	
�� = @0A�

(2.15)

e o espaço de fase é de�nido em termos das variáveis ( � ;  ;A;�; p; �p;�;�), observando que � não
se comporta como um 4-vetor. As equações de Hamilton são dadas no espaço de fase em termos do
princípio da mínima ação,

1

@(F��F��)
@(@�A�)

=
@(F��)F��+F

��@(F��)
@(@�A�)

= 2 @(F
��)

@(@�A�)
F�� = 4F

��

@(@�F��@�F
��)

@(@�@�A!)
=

@(@�F��)@�F
��+@�F��(@�F

��)
@(@�@�A!)

= 2
@(@�F��)
@(@�@�A!)

@�F
�� = 2[���@�F

�! � ��!@�F��]:
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�Hc =
R
d3~xf��� (@0p) + (@0� )�p+ ��p(@0 )� (@0�p)� +���(@0A�)� (@0��)�A� + ���(@0��)+

�(@0��)�����Lg

�Hc =
R
d3~xf�� �Hc

�� 
+ �Hc

� 
� + �Hc

�A�
�A�+

�Hc
���

��� +
�Hc
�p
�p+ ��p �Hc

��p
+ �Hc

���
��� +

�Hc
���

���g

(Equações de Hamilton)

(@0p) = � �Hc
�� 

(@0�p) = � �Hc
� 

(@0 ) =
�Hc
��p

(@0� ) =
�Hc
�p

(@0�
�) = � �Hc

�A�
(@0�

�) = � �Hc
���

(@0A�) =
�Hc
���

(@0��) =
�Hc
���

:

(2.16)

Dada uma quantidade física Q sua evolução no espaço de fase é dada por

Q =
R
d3~xQ( � ;  ;A;�; p; �p;�;�)

dQ
dt
=
R
d3~xd3~yf@� (y)

@t
@Q(x)
@� (y)

+ @Q(x)
@ (y)

@ (y)
@t

+ @Q(x)
@A�(y)

@A�(y)
@t

+ @Q(x)
@��(y)

@��(y)
@t

+ @Q(x)
@p(y)

@p(y)
@t

+ @�p(y)
@t

@Q(x)
@�p(y)

+

+ @Q(x)
@��(y)

@��(y)
@t

+ @Q(x)
@��(y)

@��(y)
@t
g

dQ
dt
=
R
d3~xd3~yf@Hc(y)

@p
@Q(x)
@� 
� @Q(x)

@p
@Hc(y)
@� 

+ @Q(x)
@ 

@Hc(y)
@�p
� @Hc(y)

@ 
@Q(x)
@�p

+ @Hc(y)
@��

@Q(x)
@A�
� @Q(x)

@��
@Hc(y)
@A�

+

+@Hc(y)
@��

@Q(x)
@��
� @Q(x)

@��
@Hc(y)
@��
g

dQ
dt
_=
R
d3~xd3~yfQ(x);Hc(y)gP

(2.17)
onde de�nimos a operaçãof; gP conhecida como parêntese de Poisson. Agora sabemos pelas equações
(2.14) que nossa teoria possui vínculos primários, logo as equações de Hamilton não serão válidas
no espaço de fase como um todo mas sim em uma "superfície". Para construir o espaço de fase de
maneira consistente com os vínculos, vamos utilizar o método de Dirac, restringindo a evolução das
quantidades físicas a uma "superfície" no espaço de fase.
Primeiramente, temos os seguintes vínculos primários

� = p+ i
2
�0 � 0 �� = �p� i

2
� �0 � 0 '1 = �0 � 0

�0 = �a2�i0@i@�F�0 = @k�
k ) '2 = �0 � @k�k � 0;

com � denotando uma igualdade fraca, restrita à superfície:

(2.18)

Também temos duas relações dinâmicas

�k = F k0 + a2[�ik@i@�F
�0 � @0@�F�k]) @0A

k = @kA0 � �k + a2[@k@�F
�0 � @0@�F�k]

�k = a2[@�F
�k � �k0@�F�0]) @0�

k = @k�0 � @lF lk + �k

a2
:

(2.19)
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Com as identidades

i
2
� ��(@� ) = �p(@0 ) +

i
2
� �i(@i )

i
2
(@�� �

�) = �(@0� )p� i
2
� �i(@i )

F ��F�� = F kjFkj + 2(�j � @jA0)2

@�F��@�F
�� = [

��
a2
� �0�@�F �0][�

�

a2
� ��0@�F�0] = �k�k

a4
+ @�F�0@�F

�0 = �k�k
a4

+ @jF0j@kF
k0 =

= �k�k
a4

+ (@j�j � @j@jA0)2;
(2.20)

escrevemos a hamiltoniana canônica da seguinte forma

Hc =
R
d3~x

�
(@0� )p+ �p(@0 )+�

�(@0A�) + �
�(@0��)�L

	
=
R
d3~xf�0�0 +�k�k+

+�k(@
k�0 � @lF lk + �k

2a2
)� i

2
� �i(
 !
@ i ) +m�  � e� Â + 1

4
FkjF

kj + 1
4
(�j � @jA0)2+

�a2

2
(@j�j � @j@jA0)2g:

(2.21)

Portanto, de�nimos a densidade de hamiltoniana primária

Hp = Hc + �C�+ ��C + C1'1 + C2'2 (2.22)

onde �C,C,C1, e C2 são os multiplicadores de Lagrange associados aos vínculos.
Os parênteses fundamentais de Poisson são dados por

f A (x); �pE(y)gP = �AE�
3(~x� ~y)

f � A
(x); pE(y)gP = �AE�

3(~x� ~y)

fA�(x);��(y)gP = ����
3(~x� ~y)

f��(x);��(y)gP = ����
3(~x� ~y):

(2.23)

Para que a teoria seja consistente, os vínculos devem permanecer os mesmos em todo momento, ou
seja, devem ser estáveis. Sendo assim, impomos as condições de consistência ou estabilidade nos
vínculos

@0�(x) =
R
d3~yf�(x);Hp(y)gP � 0 (2.24)

@0�(x) =
R
d3~yfp(x) + i

2
�0 (x);Hc(y) + �C(y)�(y) + ��(y)C(y) + C1(y)'1(y) + C2(y)'2(y)gP

=
R
d3~yfp(x);� i

2
� (y)�i[

 !
@ i (y)] +m� (y) (y)� e� (y)Â(y) (y)gP +

R
d3~yfp(x) +

+
i

2
�0 (x); ��(y)gPC(y) (2.25)

= i�i@i (x)�m (x) + eÂ(x) (x) + i�0C(x)
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i�0C(x) + i�i@i (x)�m (x) + eÂ(x) (x) = 0: (2.26)

Da álgebra de DKP,

������ + ������ = ����� + �����

�0�0�0 = �0:
(2.27)

Logo

�0�0[i�0C(x) + i�i@i (x)�m (x) + eÂ(x) (x)] = 0

C(x) = ��0�i@i (x)� im�0 (x) + ie�0Â(x) (x):

(2.28)

Da mesma forma

@0��(x) =
R
d3~yf��(x);Hp(y)gP � 0 (2.29)

@0��(x) =
R
d3~yf�p(x)� i

2
� (x)�0;Hc(y) + �C(y)�(y) + ��(y)C(y) + C1(y)'1(y) + C2(y)'2(y)gP

=
R
d3~yf�p(x);� i

2
� (y)�i[

 !
@ i (y)] +m� (y) (y)� e� (y)Â(y) (y)gP +

R
d3~y �C(y)f�p(x) +

� i
2
� (x)�0; �(y)gP (2.30)

= �i@i� (x)�i �m� (x) + e� (x)Â(y)� i �C(x)�0:

Logo

�C(y) = �@i� (x)�i�0 + im� (x)�0 � ie� (x)Â(y)�0: (2.31)

Por outro lado,

@0'1(x) =
R
d3~yf'1(x);Hp(y)gP � 0 (2.32)

@0'1(x) =
R
d3~yf�0(x); Hc(y) + �C(y)�(y) + ��(y)C(y) + C1(y)'1(y) + C2(y)'2(y)gP

=
R
d3~yf�0(x);�0(y)�0(y) + �k(y)@k�0(y)gP

= ��0(x) + @k�k(x) = �'2(x) � 0:

Porém a condição de consistência para o vínculo '2(x)

@0'2(x) =
R
d3~yf'2(x);Hp(y)gP � 0 (2.33)

@0'2(x) =
R
d3~yf'2(x);Hc(y) + �C(y)�(y) + ��(y)C(y) + C1(y)'1(y) + C2(y)'2(y)gP

=
R
d3~yf�0(x)� @k�k(x);�e� (y)Â(y) (y) + �k(y)�k(y)gP

= e� (x)�0 (x) + @k�k(x) _=~'2(x) � 0
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nos leva a um novo vínculo, ~'2(x) é um vínculo secundário. Neste caso, impondo a condição de
consistência para ~'2(x)

@0~'2(x) =
R
d3~yf~'2(x);Hp(y)gP � 0 (2.34)

@0'2(x) =
R
d3~yf~'2(x);Hc(y) + �C(y)�(y) + ��(y)C(y) + C1(y)'1(y) + C2(y)'2(y)gP

=
R
d3~yfe� (x)�0 (x) + @k�k(x); Hc(y)gP

= 0:

Portanto, após encontrar todos os vínculos, podemos escrever a densidade de hamiltoniana total

HT = Hc + �C�+ ��C + C1'1 + C2'2 + ~C2~'2 (2.35)

e utilizar uma nova classi�cação dos vínculos de acordo com a independência linear destes. Dados
dois vínculos 
i e 
j estes serão de primeira classe se e somente se

f
i;
jgP � 0 (2.36)

caso contrário serão ditos de segunda classe. Esta classi�cação esta associada ao fato de determinar
os multiplicadores de Lagrange, se os vínculos são de primeira classe não conseguimos determiná-los.
Conseqüentemente, para o vínculo �

f�A(x); ��D(y)gP = fpA(x) +
i

2
[�0 (x)]A; �pD �

i

2
[� (y)�0]DgP (2.37)

= i�0AD�
3(~x� ~y) 6= 0:

f�A(x); '1(y)gP = fpA(x) +
i

2
[�0 (x)]A;�0(y)gP = 0: (2.38)

f�A(x); '2(y)gP = fpA(x) +
i

2
[�0 (x)]A;�0(y)� @k�k(y)gP = 0: (2.39)

f�A(x); ~'2(y)gP = fpA(x) +
i

2
[�0 (x)]A; e� (y)�

0 (y)� @k�k(y)gP (2.40)

= fpA(x) +
i

2
[�0 (x)]A; e� (y)�

0 (y)gP

= fpA(x) +
i

2
[�0 (x)]A;�

i

2
e�p (y) +

i

2
e� (y)pgP = 0:

De maneira análoga, encontramos o mesmo resultado para ��. Dizemos que os vínculos � e ��
aparentam ser de segunda classe. Para esclarecer esse ponto precisamos explicitar a matriz �0 e
ver se temos vínculos secundários. Isto será feito a posteriori.

Por �m, resta-nos encontrar os parênteses de Poisson associados aos vínculos '1, '2 e ~'2. Neste
caso
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f'1(x); '2(y)gP = f'1(x); '2(y)gP = f�0(x);�0(y)� @k�k(y)gP = 0

f'1(x); ~'2(y)gP = f�0(x); e� (y)�0 (y) + @k�k(y)gP = 0

f'2(x); ~'2(y)gP = f�0(x)� @k�k(x); e� (y)�0 (y) + @k�k(y)gP = 0:

(2.41)

Dizemos que os vínculos '1, '2 e ~'2 são de primeira classe.
Devemos ser capazes de encontrar todos os multiplicadores de Lagrange da teoria em questão.

Para o caso de vínculos de primeira classe, temos que introduzir condições subsidiárias a �m de que
todos os multiplicadores de Lagrange sejam determinados e a dinâmica Hamiltoniana seja equivalente
à dinâmica Lagrangeana. O fato de implementar condições subsidirárias está associado à necessidade
de trabalharmos apenas com os graus de liberdade físicos ou verdadeiros da teoria. Ao introduzirmos
condições subsidiárias, os vínculos de primeira classe passam a ser de segunda classe onde é possível
de�nirmos a evolução de um observável física pelo parêntese de Dirac.
Para esclarecer a metodologia de Dirac suponhamos que primeiramente encontramos todos os

vínculos 
i(primários, secundários, ...) da teoria. Neste caso, de�nimos a densidade de hamiltoniana
total

HT = Hc + 
i�
i: (2.42)

Se 
i são vínculos de primeira classe, não conseguimos determinar os multiplicadores de Lagrange.
Para que isso seja possível, introduzimos condições subsidiárias (novos vínculos �j) advindas da teoria
para �xar os graus de liberdades não físicos (calibre)

H = HT + �j�
j (2.43)

= Hc + 
i�
i + �j�

j:

Conseqüentemente o conjunto de vínculos (
;�) passa a ser de segunda classe.
Agora se 
i são vínculos de segunda classe

@0
i(x) =

Z
d3~yf
i(x);HT (y)gP (2.44)

�
Z
d3~yf
i(x);Hc(y)gP +

Z
d3~yf
i(x);
j(y)gP�j(y)

� 0

R
d3~yf
i(x);
j(y)gP�j(y) +

R
d3~yf
i(x);Hc(y)gP � 0R

d3~yf
(x);
(y)gP�(y) +
R
d3~yf
(x);Hc(y)gP � 0 (notação matricial):

(2.45)

Resolvendo a equação anterior de maneira algébrica

�(z) � �
R
d3~xd3~y [f
(z);
(x)gP ]�1 f
(x);Hc(y)gPR

d3~x [f
(z);
(x)gP ]�1 f
(x);
(y)gP = �3(~z � ~y)I:
(2.46)
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Portanto, a evolução de um observável físico Q =
R
d3~xQ( � ;  ;A;�; p; �p;�;�) será dado por

dQ

dt
=

R
d3~xd3~yfQ(x);HT (y)gP (2.47)

�
R
d3~xd3~yfQ(x);Hc(y)gP +

R
d3~xd3~yfQ(x);
(y)gP�(y)

�
R
d3~xd3~yfQ(x);Hc(y)gD

onde de�nimos o parêntese de Dirac

fQ(x);Hc(y)gD =
�
fQ(x);Hc(y)gP �

Z
d3~zd3 ~wfQ(x);
(z)gP [f
(z);
(w)gP ]�1 f
(w);Hc(y)gP

�
(2.48)

Logo, se trocarmos o parêntese de Poisson por parêntese de Dirac, a dinâmica Hamiltoniana ocorre
em uma superfície contida no espaço de fase ( � ;  ;A;�; p; �p;�;�): Esta superfície foi construída
por meio da análise de vínculos para que a dinâmica Hamiltoniana seja equivalente com a dinâmica
Lagrangiana. Com a de�nição do parêntese de Dirac as igualdades fracas podem ser escritas como
igualdades fortes, �!=. As equações de Hamilton são dadas agora em termos dos parênteses de
Dirac f; gD.
Havíamos dito que os vínculos � e �� são aparentemente de segunda classe anteriormente. Para

explicar o termo aparente vamos escrever a matriz de vínculos VAD = f�A(x); ��D(y)gP de maneira
explícita

V10�10(~x;~y) =

�
0 i�0

�i�0 0

�
�3(~x� ~y)

V10�10 _=

�
0 i�0

�i�0 0

�
:

(2.49)

O determinante de V10�10 é dado por

det[V10�10] = det[(�
0)2] = det[�0] det[�0] = 0 (2.50)

sendo assim, não temos uma matriz inversa V �110�10. Esta informação nos diz que temos vínculos
secundários na teoria. Para facilitar a análise vamos escolher uma representação para as matrizes ��

�0 =

0BBBB@
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0

1CCCCA ; �1 =

0BBBB@
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 �1 0 0 0

1CCCCA (2.51)

�2 =

0BBBB@
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 �1 0 0

1CCCCA ; �3 =

0BBBB@
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 �1 0

1CCCCA :
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Como

C(y) = ��0�i@i (x)� im�0 (x) + ie�0Â(y) (x) (2.52)

�C(y) = @i (x)�
i�0 + im� (x)�0 � ie� (x)Â(y)�0;

concluimos que apenas 2 multiplicadores de Lagrange de C e de �C são encontrados. Logo, temos
6 vínculos secundários, 3 associados a C e 3 associados a �C: As a�rmações anteriores condizem
com o fato do posto da matriz V10�10 ser 4. Pois bem, vamos encontrar os vínculos secundários.
Primeiramente,

i�0C(y) + i�i@i (x)�m (x) + eÂ(y) (x) = 0 (2.53)

De�nindo o operador projeção P = [1� (�0)2]

[1� (�0)2][i�0C(y) + i�i@i (x)�m (x) + eÂ(x) (x)] = 0

[1� (�0)2][i�i@i (x)�m (x) + e�iAi(x) (x)] = 0

(2.54)

encontramos os vínculos secundários

�(2) = [1� (�0)2][i�i@i (x)�m (x) + e�iAi(x) (x)] � 0 (2.55)

Analogamente,

��(2) = [i@i� (x)�
i +m� (x)� e� (x)�iAi(x)][1� (�0)2] � 0 (2.56)

Portanto, a densidade de Hamiltoniana total é dada por

HT = Hc + �C(1)�(1) + ��(1)C(1) + �C(2)�(2) + ��(2)C(2) + C1'1 + C2'2 + ~C2~'2 (2.57)

onde

�(1) = p+ i
2
�0 

��(1) = �p� i
2
� �0

�(2) = [1� (�0)2][i�i@i (x)�m (x) + e�iAi(x) (x)]

��(2) = [i@i� (x)�
i +m� (x)� e� (x)�iAi(x)][1� (�0)2]

(2.58)

Temos agora o conjunto de vínculos primários e secundários

(�
(1)
A ; ��

(1)
A ; �

(2)
b ; ��

(2)
b )

A = 1; 2; 3; 4; 5
b = 3; 4; 5

(2.59)

Os parênteses de Poisson fundamentais dos vínculos são dados por
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f�(1)(x); ��(1)(y)gP = i�0�3(~x� ~y); (2.60)

f�(1)(x); �(2)(y)gP = 0; (2.61)

f�(1)(x); ��(2)(y)gP = fp(x) + i

2
�0 (x); [i@i� (y)�

i +m� (y)� e� (y)�iAi(y)][1� (�0)2]gP
= �[i@i�3(~x� ~y)�i +m�3(~x� ~y)� e�3(~x� ~y)�iAi(y)][1� (�0)2]
= �[i�i@i +m� e�iAi(y)][1� (�0)2]�3(~x� ~y); (2.62)

f��(1)(x); �(2)(y)gP = f�p(x)� i

2
[� (x)�0]A; [1� (�0)2][i�i@i (y)�m (y) + e�iAi(y) (y)]gP

= �[1� (�0)2][i�i@i�3(~x� ~y)�m�3(~x� ~y) + e�iAi(y)�
3(~x� ~y)]

= �[1� (�0)2][i�i@i �m+ e�iAi(y)]�
3(~x� ~y); (2.63)

f��(1)(x); ��(2)(y)gP = 0; (2.64)

f�(2)(x); ��(2)(y)gP = 0: (2.65)

Portanto, ao �nal temos a seguinte matriz de vínculos V escalar
16�16 (~x; ~y) associada ao setor escalar

V escalar
16�16 (~x; ~y) = V escalar

16�16 �3(~x� ~y) (2.66)

V escalar
16�16 =

�
V 1
10�10 V 2

10�6

V 3
6�10 V 4

6�6

�
(2.67)

onde

V 1
10�10 =

�
05�5 i�0

�i�0 05�5

�

V 2
10�6 =

 
05�3

�
�[i�i@i +m� e�iAi(y)][1� (�0)2]

	
5�3�

�[1� (�0)2][i�i@i �m+ e�iAi(y)]
	
5�3 05�3

!

V 3
6�10 =

 
03�5

�
[i�i@i +m� e�iAi(y)][1� (�0)2]

	
3�5�

[1� (�0)2][i�i@i �m+ e�iAi(y)]
	
3�5 03�5

!

V 4
6�6 = 06�6:

(2.68)
Voltando ao problema de se construir um espaço de fase para a eletrodinâmica GSDKP4 temos
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HT = Hc + �C(1)�(1) + ��(1)C(1) + �C(2)�(2) + ��(2)C(2) + C1'1 + C2'2 + ~C2~'2; (2.69)

onde

Hc = �0�
0 +�k�

k + �k(@
k�0 � @lF lk + �k

2a2
)� i

2
� �i(
 !
@ i ) +m�  +

�e� Â + 1
4
FkjF

kj + 1
4
(�j � @jA0)2 � a2

2
(@j�j � @j@jA0)2;

�(1) = p+ i
2
�0 ;

��(1) = �p� i
2
� �0;

�(2) = [1� (�0)2][i�i@i (x)�m (x) + e�iAi(x) (x)];

��(2) = [i@i� (x)�
i +m� (x)� e� (x)�iAi(x)][1� (�0)2];

'1 = �0;

'2 = �0 � @k�k;

~'2(x) = e� (x)�0 (x)� @k�k(x):

(2.70)

Tendo em vista os graus de liberdades físicos discutidos no apêndice (5.3), implementamos a
condição de Coulomb generalizada por meio de um multiplicador de lagrange

H0T = Hc + �C(1)�(1) + ��(1)C(1) + �C(2)�(2) + ��(2)C(2) + C1'1 + C2'2 + ~C2~'2 +G3�3;

�3 = (1 + a
2�)(~r: ~A) � 0;

(2.71)

onde impomos a condição de estabilidade

@0�3(x) =
R
d3~yf�3(x);H0T (y)gP (2.72)

= �
R
d3~yf(1 + a2�)(@jAj(x));�k(y)�k(y)gP

= �
R
d3~y[(1 + a2�)@jfAj(x);�k(y)g]�k(y)

= �
R
d3~y[(1 + a2�)@k�3(~x� ~y)]�k(y)

= (1 + a2�)@k�k(x)
= (1 + a2�)@k@0Ak(x) � 0:

Observe que A0 � 0 e, sendo assim, temos um vínculo secundário.
Novamente

H00T = Hc + �C(1)�(1) + ��(1)C(1) + �C(2)�(2) + ��(2)C(2) + C1'1 + C2'2 + ~C2~'2 +G3�3 +G2�2

�2 = A0 � 0
(2.73)
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@0�2(x) =
R
d3~yf�2(x);H00T (y)gP (2.74)

=
R
d3~yfA0;�0(y)gP�0(y)

= �0(x) � 0

e, consequentemente, temos um vínculo terciário. Logo

H000T = Hc + �C(1)�(1) + ��(1)C(1) + �C(2)�(2) + ��(2)C(2) + C1'1 + C2'2 + ~C2~'2 +G1�1 +G2�2 +G3�3

�1 = �0(x) � 0
(2.75)

@0�2(x) =
R
d3~yf�2(x);H000T (y)gP (2.76)

=
R
d3~yf�0(x);H000T (y)gP

= 0:

Por conseguinte, temos uma matriz de vínculos V vetorial
6�6 (~x; ~y) associada ao setor vetorial

V vetorial
6�6 =

0BBBBBB@
f'1; '1g f'1; '2g f'1; ~'2g f'1;�1g f'1;�2g f'1;�3g
f'2; '1g f'2; '2g f'2; ~'2g f'2;�1g f'2;�2g f'2;�3g
f~'2; '1g f~'2; '2g f~'2; ~'2g f~'2;�1g f~'2;�2g f~'2;�3g
f�1; '1g f�1; '2g f�1; ~'2g f�1;�1g f�1;�2g f�1;�3g
f�2; '1g f�2; '2g f�2; ~'2g f�2;�1g f�2;�2g f�2;�3g
f�3; '1g f�3; '2g f�3; ~'2g f�3;�1g f�3;�2g f�3;�3g

1CCCCCCA (2.77)

Explicitando o cálculo dos elementos não nulos da matrix anterior, temos

f'1(x);�1(y)g = f�0(x);�0(y)g = ��3(~x� ~y); (2.78)

f'2(x);�2(y)g = f�0(x)� @k�k(x); A0(y)g = ��3(~x� ~y); (2.79)

f~'2(x);�3(y)g = fe� (x)�0 (x)�@k�k(x);�(1+a2�)(@jAj(y))g = �(1�a2~r
2
)~r2�3(~x�~y): (2.80)

Sendo assim,

V vetorial
6�6 (~x; ~y) =

0BBBBBBB@

0 0 0 �1 0 0
0 0 0 0 �1 0

0 0 0 0 0 �(1� a2~r2)~r2

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

0 0 (1� a2~r2)~r2 0 0 0

1CCCCCCCA
�3(~x� ~y): (2.81)
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Formalmente o estudo de vínculos da GSDKP nos levou a construir a matriz de vínculos V (~x; ~y)22�22
dada por

V (~x; ~y)22�22 =

�
V escalar
16�16 (~x; ~y) A16�6(~x; ~y)

B6�16(~x; ~y) V vetorial
6�6 (~x; ~y)

�
=

�
V escalar
16�16 A16�6
B6�16 V vetorial

6�6

�
�3(~x� ~y); (2.82)

onde o setor escalar e vetorial foram dispostos em blocos e

A16�6(~x; ~y) =

0@ 010�2 010�1 010�3

06�2 (
f�(2); ~'2gP
f��(2); ~'2gP

)6�1 06�3

1A ; (2.83)

B
6�16

(~x; ~y) =

0@ 02�16
01�10

�
f~'2; �(2)gP f~'2; ��(2)gP

�
1�6

03�16

1A ;

sendo

f�(2)(x); ~'2(y)gP =

Z
d4yf[1� (�0)2][e�iAi(x) (x)];�@k�k(y)gP (2.84)

= e[1� (�0)2]�i@i (x);

f��(2)(x); ~'2(y)gP =

Z
d4yf[�e� (x)�iAi(x)][1� (�0)2];�@k�k(y)gP (2.85)

= �e@i� (x)�i[1� (�0)2]:

Como vimos, o espaço de fase físico é o espaço de fase descrito pelas 36 variáveis ( � ;  ;A;�; p; �p;�;�)
porém sujeito aos 22 vínculos f�(1); ��(1); �(2); ��(2); '1; '2; ~'2;�3;�2;�1g. Existe a possibilidade de
construir uma leitura intuitiva associada aos graus de liberdade físicos e sua conexão com os vínculos,
vide apêndice (5.5).
É importante notar que nossas matrizes são matrizes de operadores diferenciais e o inverso de um

operador diferencial é uma função de Green. Dessa forma para encontrarmos a inversa de V (~x; ~y)22�22
e podermos de�nir o parentese de Dirac precisamos resolver a seguinte equação algébricaZ

d3~xV �1(~z; ~x)22�22V (~x; ~y)22�22 = �3(~z � ~y)I: (2.86)

O problema que estamos lidando é um problema de álgebra linear. Como o setor escalar e vetorial
estão dispostos por blocos podemos resolver a equação anterior separando os setores [66]. Observa-se
que

det[V22�22] = det[V
escalar
16�16 � A16�6 V vetorial

6�6

�1
B6�16 ] det[V

vetorial
6�6 ]

V16�16 _=V
escalar
16�16 � A16�6(V vetorial

6�6 )�1B6�16 :

(2.87)

Vamos encontrar a inversa da matriz V vetorial
6�6 (~x; ~y). Para isso
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R
d3~x V f

6�6

�1
(~z; ~x)V vetorial

6�6 (~x; ~y) = �3(~z � ~y)I

V vetorial
6�6

�1
(~z; ~x) =

0BBBBBB@
0 0 0 �3(~z � ~x) 0 0
0 0 0 0 �3(~z � ~x) 0
0 0 0 0 0 G(~z; ~x)
��3(~z � ~x) 0 0 0 0 0
0 ��3(~z � ~x) 0 0 0 0
0 0 �G(~z; ~x) 0 0 0

1CCCCCCA :

(2.88)
Neste caso R

d3~xG(~z; ~x)(1� a2~r2)~r2�3(~x� ~y) = �3(~z � ~y)

(1� a2~r2)~r2G(~z; ~y) = �3(~z � ~y):
(2.89)

A partir de agora estamos aptos a quantizar a teoria, utilizando o procedimento de Faddeev-
Popov-Senjanovic para obter a amplitude de transição.
A amplitude de transição é de�nida em sua forma hamiltoniana pela seguinte equação

Z = N
R
D� exp[i

R
d4xL];

Z = N
R
D� exp[i

R
d4x

�
(@0� )p+ �p(@0 )+�

�(@0A�) + �
�(@0��)�Hc

	
];

Hc = �0�
0 +�k�

k + �k(@
k�0 � @lF lk + �k

2a2
)� i

2
� �i(
 !
@ i ) +m�  � e� Â +

+1
4
FkjF

kj + 1
4
(�j � @jA0)2 � a2

2
(@j�j � @j@jA0)2;

D� = D��D��D�
�DA�D� D D�pDp�(�l)fdet[V22�22]g

1
2 ;

(2.90)

onde �l = f�(1); ��(1); �(2); ��(2); '1; '2; ~'2;�3;�2;�1g é o conjunto total de vínculos da teoria. O
interessante é que a medida de integração tem que se transformar como um escalar neste espaço de
fase vinculado, por isso aparece a raiz de V associada ao jacobiano de uma transformação. Portanto,
o funcional gerador é de�nido como sendo uma integral sobre todas as con�gurações de campos
restritos ao espaço de fase vinculado.
De maneira explícita, a amplitude de transição Z é dada por

Z = N
R
D��D��D�

�DA�D� D D�pDp�(�0)�(�0 � @k�k)�(e� �0 + @k�k)�(�0)�(A0)�
��((1 + a2�)(~r: ~A))�(p+ i

2
�0 )�(�p� i

2
� �0)�([1� (�0)2][i�i@i �m + e�iAi ])�

��([�i@i� �i +m� � e� �iAi][1� (�0)2]) det[(1 + a2~r2)~r2]fdet[V16�16]g
1
2�

� exp[i
R
d4xf(@0� )p+ �p(@0 )+��(@0A�) + ��(@0��)��0�0 � �k�k � �k(@k�0 � @lF lk + �k

2a2
)+

+ i
2
� �i(
 !
@ i )�m�  + e� Â � 1

4
FkjF

kj � 1
4
(�j � @jA0)2 + a2

2
(@j�j � @j@jA0)2g]:

(2.91)

Integrando nas variáveis �0;�0;�0 e A0 �camos com
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Z = N
R
D�kD�kD�

lDAlD� D D�pDp�(e� �
0 + @k�k)�((1 + a2�)(~r: ~A))�(p+ i

2
�0 )�(�p� i

2
� �0)�

��([1� (�0)2][i�i@i �m + e�iAi ])�([�i@i� �i +m� � e� �iAi][1� (�0)2]) det[(1 + a2~r2)~r2]�
�fdet[V16�16]g

1
2 exp[i

R
d4xf(@0� )p+ �p(@0 )+�k(@0Ak) + �k(@0�k)� �k�k + �k(@lF lk � �k

2a2
)+

+ i
2
� �i(
 !
@ i )�m�  + e� Ai�i � 1

4
FkjF

kj � 1
4
(�j�

j) + a2

2
(@j�j)

2g]:
(2.92)

Integrando nas variáveis �p e p temos

Z = N
R
D�kD�kD�

lDAlD� D �(e� �
0 + @k�k)�((1 + a2�)(~r: ~A))�

��([1� (�0)2][i�i@i �m + e�iAi ])�([�i@i� �i +m� � e� �iAi][1� (�0)2])�
� det[(1 + a2~r2)~r2]fdet[V16�16]g

1
2 exp[i

R
d4xf�k(@0Ak) + �k(@0�k)� �k�k+

+�k(@lF
lk � �k

2a2
) + i

2
� ��(

 !
@ � )�m�  + eAi� �i � 1

4
FkjF

kj � 1
4
(�j�

j)+

+a2

2
(@j�j)

2g]:

(2.93)

Agora, escrevendo a delta funcional �(e� �0 + @k�k) em termos da sua transformada de Fourier

�(e� �0 + @k�k) =

Z
D� exp[i

Z
d4xf�(e� �0 + @k�k)g] (2.94)

concluímos que

Z = N
R
D�kD�kD�

lDAlD� D D��((1 + a2�)(~r: ~A))�([1� (�0)2][i�i@i �m + e�iAi ])�
��([�i@i� �i +m� � e� �iAi][1� (�0)2]) detf[(1 + a2~r

2
)~r2]gfdet[V16�16]g

1
2�

� exp[i
R
d4xf�(e� �0 + @k�k) + �

k(@0Ak) + �
k(@0�k)� �k�k + �k(@lF lk � �k

2a2
)+

+ i
2
� ��(

 !
@ � )�m�  + eAi� �i � 1

4
FkjF

kj � 1
4
(�j�

j) + a2

2
(@j�j)

2g]:
(2.95)

Podemos fazer a integral em D�l na expressão anterior. Para tanto note que

Z = N
R
D�kD�kD�DAlD� D �((1 + a2�)(~r: ~A))�([1� (�0)2][i�i@i �m + e�iAi ])�

��([�i@i� �i +m� � e� �iAi][1� (�0)2]) det[(1 + a2~r
2
)~r2]fdet[V16�16]g

1
2�

� exp[i
R
d4xf�e� �0 + �k(@0�k) + �k(@lF lk � �k

2a2
) + i

2
� ��(

 !
@ � )�m�  + eAi� �i +

�1
4
FkjF

kj � 1
4
(�j�

j) + a2

2
(@j�j)

2g]D�l exp[i
R
d4xf�(@k�)�k +�k(@0Ak)� �k�kg];

(2.96)
e utilizando

D�l exp[i
R
d4xf�(@k�)�k +�k(@0Ak)� �k�kg] = �(�l + @l� � @0Al); temos (2.97)

Z = N
R
D�kD�kD�DAlD� D �((1 + a2�)(~r: ~A))�([1� (�0)2][i�i@i �m + e�iAi ])�

��([�i@i� �i +m� � e� �iAi][1� (�0)2]) det[(1 + a2~r
2
)~r2]fdet[V16�16]g

1
2�

� exp[i
R
d4xf�e� �0 + �k(@0�k) + �k(@lF lk � �k

2a2
) + i

2
� ��(

 !
@ � )�m�  + eAi� �i +

�1
4
FkjF

kj � 1
4
(�j�

j) + a2

2
(@j�j)

2g]�(�l + @l� � @0Al):
(2.98)
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Fazendo a integral em D�k chegamos a

Z = N
R
D�kD�DAlD� D �((1 + a2�)(~r: ~A))�([1� (�0)2][i�i@i �m + e�iAi ])�

��([�i@i� �i +m� � e� �iAi][1� (�0)2]) det[(1 + a2~r2)~r2]fdet[V16�16]g
1
2�

� exp[i
R
d4xf�e� �0 + �k[@0(@0Ak � @k�)] + �k(@lF lk � �k

2a2
) + i

2
� ��(

 !
@ � )�m�  +

+eAi� �i � 1
4
FkjF

kj � 1
4
(@0Aj � @j�)(@0Aj � @j�) + a2

2
[@j(@0Aj � @j�)]2g]:

(2.99)

e identi�cando � = A0

Z = N
R
DA�D� D �((1 + a2�)(~r: ~A))�([1� (�0)2][i�i@i �m + e�iAi ])�

��([�i@i� �i +m� � e� �iAi][1� (�0)2]) det[(1 + a2~r2)~r2]fdet[V16�16]g
1
2�

� exp[i
R
d4xf i

2
� ��(

 !
@ � )�m�  + e� Â � 1

4
F��F

�� + a2

2
[@�Fo�]

2g]�
�
R
D�k exp[i

R
d4xf�k(@�F �k)� �k�

k

2a2
g]:

(2.100)

Completando quadrados na variável de integração D�k �camos com

R
D�k exp[i

R
d4xf�k(@�F �k)� �k�

k

2a2
g] =

R
D�k exp[i

R
d4xf� (�k�a2@�F�k)(�k�a2@�F�k)

2a2
+

+a2

2
(@�F�k)(@�F

�k)g]:
(2.101)

Logo, a amplitude de transição é dada por

Z = N
R
DA�D� D �((1 + a2�)(~r: ~A))�([1� (�0)2][i�i@i �m + e�iAi ])�

��([�i@i� �i +m� � e� �iAi][1� (�0)2]) det[(1 + a2~r2)~r2]fdet[V16�16]g
1
2�

� exp[i
R
d4xf i

2
� ��(

 !
@ � )�m�  + e� Â � 1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

��g];

N (1) = N
R
D�k exp[i

R
d4xf� (�k�a2@�F�k)(�k�a2@�F�k)

2a2
g]:

(2.102)

Por �m, trabalharemos com as integrais nas variáveis � e  . Primeiramente, observa-se que

�([1� (�0)2][i�i(@i � ieAi) �m ]) =
R
D �C exp[i

R
d4xf �C[1� (�0)2][i�i(@i � ieAi) �m ]g;

�([i(@i + ieAi)� �
i +m� ][1� (�0)2]) =

R
DC exp[i

R
d4xf[i(@i + ieAi)� �

i +m� ][1� (�0)2]Cg:
(2.103)

Tendo em vista a de�nição de derivada covariante r� = (@� � ieA�) escrevemos

Z = N (1)
R
DA�D� D D �CDC�((1 + a2�)(~r: ~A)) det[(1 + a2~r2)~r2]fdet[V16�16]g

1
2�

� exp[i
R
d4xf� [i��r� �m] � 1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

��+

+ �C[1� (�0)2][i��r� �m] + � [i��
 �r�� +m][1� (�0)2]Cg];

[1� (�0)2]�0 = 0:

(2.104)
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Fazendo a integração funcional em � somos levados a

Z = N (1)
R
DA�D D �CDC�((1 + a2�)(~r: ~A)) det[(1 + a2~r2)~r2]fdet[V16�16]g

1
2�

� exp[i
R
d4xf�1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

�� + �C[1� (�0)2][i��r� �m] g]�
�
R
D� exp[i

R
d4x� f(i��r� �m) � (i��r� �m)[1� (�0)2]Cg];

(2.105)

Z = N (1)
R
DA�D D �CDC�((1 + a2�)(~r: ~A)) det[(1 + a2~r2)~r2]fdet[V16�16]g

1
2�

� exp[i
R
d4xf�1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

�� + �C[1� (�0)2][i��r� �m] g]�
��f(i��r� �m) � (i��r� +m)[1� (�0)2]Cg:

(2.106)

É de nosso conhecimento a seguinte propriedade

�(A +B) = �(A[ +
B

A
]) =

1

det[A]
�( +

B

A
): (2.107)

Neste caso,

�f(i��r� �m) � (i��r� �m)[1� (�0)2]Cg =
1

det[(i��r� �m)]
�( � (i�

�r� �m)[1� (�0)2]C
(i��r� �m)

):

(2.108)
Portanto, fazendo a integração funcional em  na equação (2.106), concluimos que

Z = N (1)
R
DA�D D �CDC�((1 + a2�)(~r: ~A)) det[(1 + a2~r2)~r2]fdet[V16�16]g

1
2�

� 1
det[(i��r��m)] exp[i

R
d4xf�1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

�� � �C[1�(�0)2][i��r��m](i��r��m)[1�(�0)2]C
(i��r��m) g]:

(2.109)
Então,

Z = N (2)
R
DA��((1 + a2�)(~r: ~A)) det[(1 + a2~r2)~r2]fdet[V16�16]g

1
2

1
det[(i��r��m)]�

� exp[i
R
d4xf�1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

��g]
(2.110)

onde por meio da álgebra de DKP

N (2) = N
R
D�k exp[i

R
d4xf� (�k�a2@�F�k)(�k�a2@�F�k)

2a2
g]�

�
R
D �CDC exp[i

R
d4xfm �C[1� (�0)2]Cg]:

(2.111)

Lembrando-se que

1

det[(i��r� �m)]
= �

Z
D� D exp[i

R
d4xf� (i��r� �m) g] (2.112)

onde � é uma constante in�nita, discutida no apêndice (5.10), encontramos uma expressão �nal para
amplitude de transição Z
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Z = N (2)�
R
DA�D� D �((1 + a2�)(~r: ~A)) det[(1 + a2~r2)~r2]fdet[V16�16]g

1
2�

� exp[i
R
d4xf� (i��r� �m) � 1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

��g]; ou

Z = N (3)
R
DA�D� D �((1 + a2�)(~r: ~A)) detf[(1 + a2~r2)~r2]gfdet[V16�16]g

1
2 exp[i

R
d4xL]; com

N (3) = N�
R
D�k exp[i

R
d4xf� (�k�a2@�F�k)(�k�a2@�F�k)

2a2
g]
R
D �CDC exp[i

R
d4xfm �C[1� (�0)2]Cg]:

(2.113)
Como fdet[V16�16]g

1
2 não depende dos campos A�, � e  , temos que

Z = N (4)
R
DA�D� D det[(1 + a

2~r2)~r2]�((1 + a2�)(~r: ~A)) exp[i
R
d4xf� (i��r� �m) � 1

4
F��F

��+

+a2

2
@�F��@�F

��g]; sendo

N (4) = N�
R
D�k exp[i

R
d4xf� (�k�a2@�F�k)(�k�a2@�F�k)

2a2
g]�

�
R
D �CDC exp[i

R
d4xfm �C[1� (�0)2]Cg]fdet[V16�16]g

1
2 :

(2.114)
Embora a expressão anterior para a amplitude de transição seja correta sua forma não é covariante

explicitamente. Entretanto, podemos usar o ansatz de Faddeev-Popov-DeWitt para determinar a
forma covariante da amplitude de transição vácuo-vácuo. Para o caso da condição de calibre no-
mixing

det[(1 + a2�)
1

2��4(x� y)]
Z Y

x

d�(x)�[(1 + a2�)
1

2 @� A
� �] = 1: (2.115)

Vamos inserir a identidade anterior em (2.114)

Z = N (4)
R
DA�D� D det[(1 + a

2~r2)~r2]�[(1 + a2�)(~r: ~A)] det[(1 + a2�)
1

2��4(x� y)]�
�
R Q

d�(x)�[(1 + a2�)
1

2 @� A
� �] exp[i

R
d4xf� (i��r� �m) � 1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

��g];

Z = N (4)
R Q

d�(x)
R
DA�D� D det[(1 + a

2~r2)~r2]�[(1 + a2�)(~r: ~A)] det[(1 + a2�)
1

2��4(x� y)]�
��[(1 + a2�)

1

2 @� A
� �] exp[i

R
d4xf� (i��r� �m) � 1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

��g]:
(2.116)

Aplicando a tranformação de calibre

A� ! A(�
�1)

� ;

 ! exp[i��1(x)] ;

� ! � exp[�i��1(x)];

(2.117)

na equação anterior concluímos
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Z = N (4)
R Q

d�(x)
R
DA�D� D det[(1 + a

2~r2)~r2]�[(1 + a2�)(~r: ~A(�
�1
))] det[(1 + a2�)

1

2��4(x� y)]
�[(1 + a2�)

1

2 @�A
�] exp[i

R
d4xf� (i��r� �m) � 1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

��g];
(2.118)

observando que a medida de integração e a densidade de lagrangiana são invariantes perante uma
transformação de calibre. Deste modo

Z = N (4)
R
DA�D� D det[(1 + a

2�)
1

2��4(x� y)]�[(1 + a2�)
1

2 @�A
�]�

�f
R Q

d�(x) det[(1 + a2~r2)~r2]�[(1 + a2�)(~r: ~A(��1)
)]g�

� exp[i
R
d4xf� (i��r� �m) � 1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

��g]; com

R Q
d�(x) det[(1 + a2~r2)~r2]�[(1 + a2�)(~r: ~A(�

�1
))] = 1

(2.119)

A partir deste momento, podemos escrever a seguinte amplitude de transição

Z = N (4)
R
Df exp[�i

R
d4xf

2

2�
]
R
DA�D� D det[(1 + a

2�)
1

2��4(x� y)]�[(1 + a2�)
1

2 @�A
� � f ]�

� exp[i
R
d4xf� (i��r� �m) � 1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

��g];

Z = N (5)
R
DA�D� D exp[i

R
d4xf� (i��r� �m) � 1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

�� � [(1+a2�)
1

2 @�A�]
2

2�
g]

N (5) = N�[
R Q

d�(x)] det[(1 + a2�) 12��4(x� y)]
R
D�k exp[i

R
d4xf� (�k�a2@�F�k)(�k�a2@�F�k)

2a2
g]�

�
R
D �CDC exp[i

R
d4xfm �C[1� (�0)2]Cg]fdet[V16�16]g

1
2 :

(2.120)
Desse modo, ao inserirmos as fontes na amplitude de transição anterior, encontramos o funcional

gerador associado à eletrodinâmica GSDKP4

Z = N (5)
R
DA�D� D exp[i

R
d4xf� (i��r� �m) � 1

4
F��F

�� + a2

2
@�F��@�F

��+

� [(1+a2�)
1

2 @�A�]
2

2�
+ J�A

�g]:
(2.121)

A importância do objeto anterior conhecido como funcional gerador advém de teoria das fontes de
Schwinger. Ele está relacionado ao estudo das equações de movimento quânticas na descrição de
Heisenberg, utilizando uma linguagem de funcionais ao invés de operadores. A maneira com a qual
extraimos informações gerais da teoria é muito simples no formalismo funcional de Schwinger, assunto
que trabalharemos nas próximas discussões.
A densidade de lagrangiana pode ser escrita de uma maneira conveniente

L = � (i��r� �m) �
1

4
F��F

�� +
a2

2
@�F��@�F

�� � [(1 + a
2�)

1

2 @�A
�]2

2�
(2.122)

= � (i��r� �m) �
1

4
F��F

�� +
a2

2
@�F��@�F

�� � (@�A
�)2

2�
+ a2

(@�@�A
�)2

2�
:
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O interessante é que ao escolher a condição de calibre no-mixing mantemos a ordem da densidade de
lagrangiana original e temos derivadas até quarta ordem. No caso da condição de Lorenz generalizado
a densidade de lagrangiana passa a ter termos com derivada de sexta ordem.

2.2 As equações de Schwinger-Dyson

A maneira mais elegante de se estudar o conjunto de equações quânticas de campos na descrição
de Heisenberg [67, 68] é por meio do formalismo funcional, que consiste em uma cadeia in�nita de
equações diferenciais que relacionam diferentes funções de Green de maneira exata [69, 70]. Essa
torre in�nita de equações é conhecida como equações de Schwinger-Dyson (SD) [71].
A proposta deste capítulo é de determinar as equações completas de SD para os propagadores

associados ao campo vetorial, escalar e também à função de vértice utilizando o funcional gerador
de�nido pela equação (2.121).

2.2.1 O Propagador do campo vetorial

Tendo em vista o princípio da mínima ação de Hamilton e as suas consequentes equações de Euler-
Lagrange, podemos dizer que

�Seff
�A�(x)

= �J�(x);

F�� = @�A� � @�A�:
(2.123)

Vamos explicitar os termos importantes na ação efetiva para o cálculo em questão a menos de
divergências totais,

�1
4
F ��F�� =

1

2
A�(�

���� @�@�)A� ; (2.124)

a2

2
@�F��@�F

�� =
a2

2
A�(�

���� @�@�)�A� ; (2.125)

� 1
2�
f(1 + a2�) 12@�A�g2 =

1

2�
A�(1 + a

2�)@�@�A� : (2.126)

Logo,

�Seff
�A�

= f���� � (1� 1
�
)@�@�g(1 + a2�)A� + e� �� = �J�: (2.127)

Elevando a linguagem em nível quântico

h[ �Seff
�A�(x)

+ J�(x)]i =
Z
D�[

�Seff
�A�(x)

+ J�(x)] exp[iSeff ] = 0: (2.128)

Em termos do funcional gerador Z,

[f���� � (1� 1
�
)@�@�g(1 + a2�) �

i�J�(x)
+ e

�

i���(x)
��

�

i��(x)
+ J�]Z = 0: (2.129)
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Como apenas as funções de Grenn conexas contribuem para a amplitude de transiçãoW = �i lnZ

A� =
�W

�J�
 =

�W

���
� =

�W

��
: (2.130)

Observe que agora os campos são a valores médios.

Neste caso dividindo (2.129) por Z,

�J� = f���� � (1� 1
�
)@�@�g(1 + a2�)�(�i lnZ)

�J�
� e( �

i���

1

Z
)��

�Z

i��
+ (2.131)

+e
�

i���
��

�

��
(�i lnZ); (2.132)

�J� = f���� � (1� 1
�
)@�@�g(1 + a2�)�W

�J�
� e�W

���
��
�W

��
� ie �

���
��

�

��
(W ):

Por outro lado, temos também o gerador das funções de Green irredutíveis de�nido por uma
transformada de Legendre,

� =W �
Z
d4x(� � + �� + A�J�) (2.133)

J� = �
��

�A�
� = � ��

� � 
�� = ���

� 
: (2.134)

Em termos dos projetores

T �� _=��� � @�@�

� L�� _=
@�@�

� (2.135)

e das de�nições anteriores, podemos concluir que

��

�A�(x)
= [T �� +

1

�
L�� ](1 + a2�)�A�(x)� ie

�

���(x)
��

�

��(x)
(W ); (2.136)

onde as fontes escalares foram consideradas nulas.
Agora observa-se o seguinte

��

�� (x)
= �� (2.137)

�

��(y)

��

�� (x)
= ��4(x� y) (2.138)

Z
d4z

�2�

� (z)�� (x)

� (z)

��(y)
= ��4(x� y) (2.139)

Z
d4z

�2�

� (z)�� (x)

�2W

��(y)���(z)
= ��4(x� y); (2.140)

onde podemos de�nir a quantidade
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�2W

��(y)���(z)
_=iS(z; y): (2.141)

Observa-se que

�2W

�����
= �i�

2 ln(Z)

�����
= i

�
1

Z

�2Z

i��i���
� 1

Z

�Z

i��

1

Z

�Z

i���

�
= i [Stotal � Sdesconexo] = iSconexo (2.142)

Z
d4z

�2�

� (z)�� (x)
S(z; y) = i�4(x� y)) �2�

� �� 
= S�1: (2.143)

Portanto2,

��

�A�(x)
= [T �� +

1

�
L�� ](1 + a2�)�A�(x)� ietr[��S(x; x)]: (2.144)

Aplicando uma derivada funcional �
�A�(y)

na equação anterior e tomando a fonte vetorial nula,

�2�

�A�(y)�A�(x)
= [T �� +

1

�
L�� ](1 + a2�)��4(x� y)� ietrf��[ �

�A�(y)
S(x; x)]g (2.145)

Da mesma forma
��

�A�(x)
= �J�(x)

�

�J�(y)

��

�A�(x)
= �����4(x� y) (2.146)

Z
d4z

�2�

�A�(z)�A�(x)

�A�(z)

�J�(y)
= �����4(x� y) (2.147)

Z
d4z

�2�

�A�(z)�A�(x)

�2W

i�J�(y)�J�(z)
= �����4(x� y); (2.148)

onde podemos de�nir a quantidade

�2W

�J�(y)�J�(z)
_=iD�� (z; y) (2.149)

Z
d4z

�2�

�A�(z)�A�(x)
D�� (z; y) = i����4(x� y)) �2�

�A�A
= D�1: (2.150)

Sendo assim,

D�1 �� (x; y) = [T �� + 1
�
L�� ](1 + a2�)��4(x� y)� ietrf��[ �

�A�(y)
S(x; x)]g: (2.151)

2Lembremos que as quantidades associadas ao setor escalar são matrizes. Por simplicidade não é necessário colocar
os índices escalares.
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Para escrever a expressão anterior de maneira conveniente aplicaremos �
�A�(w)

em (2.143)Z
d4z[

�3�

�A�(w)� (z)�� (x)
S(z; y) + �2�

� (z)�� (x)

�S(z; y)
�A�(w)

] = 0 (2.152)

Z
d4z

�2�

� (z)�� (x)

�S(z; y)
�A�(w)

= �
Z
d4z

�3�

�A�(w)� (z)�� (x)
S(z; y): (2.153)

Para inverter a equação anterior integraremos,Z
d4xS(v; x)[

Z
d4z

�2�

� (z)�� (x)

�S(z; y)
�A�(w)

] =

Z
d4z

�S(z; y)
�A�(w)

i�4(z � v) = i
�S(v; y)
�A�(w)

; (2.154)

i
�S(v; y)
�A�(w)

= �
Z
d4xd4zS(v; x) �3�

�A�(w)� (z)�� (x)
S(z; y)) �

�A
(
�2�

� �� 
)�1 = S i�3�

�A� �� 
S: (2.155)

De maneira conveniente,

i �Sar(x;x)
�A�(y)

= �
R
d4ud4wSac(u; x) �3�

�A�(y)� b(u)�
� c(w)
Sbr(x;w) =

= �e
R
d4ud4wSac(x;w)��cb(w; u; y)Sbr(x;w)

�3�
�A�(y)� (u)b�� c(w)

_=e��cb(w; u; y):

(2.156)

Neste caso,

D�1 �� (x; y) = [T �� + 1
�
L�� ](1 + a2�)��4(x� y) + ���(x; y); (2.157)

onde de�nimos o funcional associado a polarização,

���(x; y) _=e2
Z
d4ud4wtr[��S(u; x)��(w; u; y)S(x;w)]: (2.158)

Em termos dos diagramas completos de SDF a equação (2.157) é dada pictoricamente

A expressão anterior esta na representação de coordenadas, vamos escrevê-la na representação de
momento. Deste modo, de�nimos como transformada de Fourier dos funcionais

F (x1;x2; :::; xn) = (
1

2�
)4n
Z
d4p1d

4p2:::d
4pn exp[�ix1p1 + ix2p2 + :::+ ixnpn]F (p1;p2; :::; pn): (2.159)
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Se F (x1;x2; :::; xn) é invariante por translações (xi+ �), devemos ter como consequência a conser-
vação do �uxo dos momentos ou a lei de Kircho¤

F (x1;x2; :::; xn) = (
1
2�
)4n
R
d4p1d

4p2:::d
4pn exp[�ix1p1 + ix2p2 + :::+ ixnpn]

(2�)4�(p1 � p2 � :::� pn)F (p1;p2; :::; pn):
(2.160)

Explicitando as quantidades em termos de sua transformada de Fourier,

���(p1; p2) =

Z
d4xd4y exp[+ixp1 � iyp2]���(x; y) (2.161)

S(u; x) =
Z

d4k1
(2�)4

exp[�ik1(u� x)]S(k1) (2.162)

S(x;w) =
Z

d4q1
(2�)4

exp[�iq1(x� w)]S(q1) (2.163)

��(w; u; y) =

Z
d4s1
(2�)4

d4s2
(2�)4

d4s3
(2�)4

exp[�iws1 + ius2 + iys3]�
�(s1;s2; s3): (2.164)

Logo,

���(p1; p2) = e2
R
d4xd4yd4ud4w d4k1

(2�)4
d4s1
(2�)4

d4s2
(2�)4

d4s3
(2�)4

d4q1
(2�)4

exp[+ixp1 � iyp2] exp[�ik1(u� x)]
exp[�iws1 + ius2 + iys3] exp[�iq1(x� w)]tr[��S(k1)��(s1;s2; s3)S(q1)] = e2

R
d4xd4yd4ud4w

d4k1
(2�)4

d4s1
(2�)4

d4s2
(2�)4

d4s3
(2�)4

d4q1
(2�)4

exp[ix(p1 + k1 � q1)] exp[�iy(p2 � s3)] exp[�iu(k1 � s2)]
exp[�iw(s1 � q1)]tr[��S(k1)��(s1;s2; s3)S(q1)] = e2

(2�)4

R
d4k1d

4s1d
4s2d

4s3d
4q1

�4(p1 + k1 � q1)�4(p2 � s3)�4(k1 � s2)�4(s1 � q1)tr[��S(k1)��(s1;s2; s3)S(q1)] =
= e2

(2�)4

R
d4k1d

4q1�
4(p1 + k1 � q1)tr[��S(k1)��(q1;k1; p2)S(q1)]:

(2.165)
Como ���(x; y) deve ser invariante por translação, pois na equação (2.157) D�1 �� (x; y) e �4(x�y)

são invariantes, impomos a conservação do �uxo de momento da seguinte forma

���(p1; p2) = (2�)4���(p1; p2)�
4(p1 � p2)

= e2
Z
d4k1d

4q1�
4(p1 + k1 � q1)tr[��S(k1)��(q1;k1; p2)S(q1)]�4(p1 � p2); (2.166)

���(x; y) =
R

d4p1
(2�)4

d4p2
(2�)4

exp[�ip1x+ ip2y]�
��(p1; p2) =

R
d4p1
(2�)4

exp[�ip1(x� y)]���(p1; p1) =
=
R

d4p1
(2�)4

exp[�ip1(x� y)]���(p1):
(2.167)

Portanto, a transformada de Fourier da equação (2.157) é dada por

R
d4p
(2�)4

exp[�ip(x� y)] D�1 �� (p) = f[T �� + 1
�
L�� ](1 + a2�)�

R
d4p
(2�)4

exp[�ip(x� y)]g+
+
R

d4p
(2�)4

exp[�ip(x� y)]���(p);
(2.168)
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D�1 �� (p) = �[T �� + 1
�
L�� ](1� a2p2)p2 +���(p) (2.169)

onde agora

T �� = ��� � p�p�

p2
L�� =

p�p�

p2
: (2.170)

Por �m, inverteremos (2.169) a �m de encontrar o propagador completo do fóton, mas antes
observamos algumas identidades na representação de momento

R
d4z D�1 �� (x; z)D�� (z; y) = ����4(x� y)R

d4z
R

d4p
(2�)4

exp[�ip(x� z)] D�1 �� (p)
R

d4q
(2�)4

exp[�iq(z � y)]D�� (q) = ���
R

d4p
(2�)4

exp[�ip(x� y)]

D�1 �� (p)D�� (p) = ��� :
(2.171)

Será necessário também o conhecimento da identidade de Ward-Takahashi mais o fato de nossas
estruturas serem tensoriais no intuito de manter a invariância de calibre e a covariância relativística3.
Com essas a�rmações, escrevemos uma forma explícita para o ���(p),

���(p) = (����p2 + p�p�)�(p) (2.172)

= �T ��p2�(p):

Portanto,

D�1 �� (p) = �[�(p) + (1� a2p2)]p2T �� + [1
�
(1� a2p2)p2]L�� : (2.173)

Inverteremos a equação anterior tendo em vista que T �� e L�� são projetores e satisfazem a
relação T �� + L�� = ��� ,

D�1 �� (p) = aT �� + bL�� (2.174)

D��(p) = cT�� + dL��

D�1 �� (p)D��(p) = i������ = 4i;

3

���(p) = [a(p)��� + b(p)p�p� ] (covariância relativ�{stica)
���(p)p� = 0 = �

��(p)p� (identidade de Ward� Takahashi)

���(p)p� = [a(p) + b(p)p
2]p� = 0

a(p) = �b(p)p2; b(p) = �(p)

���(p) = (����p2 + p�p�)�(p):
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(aT�� + bL��)(cT
�� + dL��) = 3ac+ 1bd = 4i;

c =
i

a
; (2.175)

d =
i

b
;

iD��(p) = � T��
[�(p) + (1� a2p2)]p2 + �

L��
(1� a2p2)p2 (2.176)

= �
��� �

p�p�
p2

[�(p) + (1� a2p2)]p2 + �
1

(1� a2p2)p2
p�p�
p2

:

Para o caso livre

iD��(p) =

�
��� � (1� �)

p�p�
m2
p

� �
1

p2
� 1

p2 �m2
p

�
� (1� �) p�p�

(p2)2
(2.177)

= �
m2
p

p2(p2 �m2
p)

�
��� � (1� �)

p�p�
p2

�
;

onde a = m�1p .
Por �m, fazeremos um breve comentário sobre a conexão entre o tensor de polarização e a auto-

energia do fóton [68]. Como sabemos, a auto-energia está associada ao propagador do fóton (interação
corrente-corrente). Para isto é preciso organizar a estrutura quântica completa na seguinte série de
termos compactos

D = D +D�D +D�D�D + ::: (2.178)

= D +D�D

consequentemente,

D�1 = D�1 +�: (2.179)

2.2.2 O propagador do campo escalar

Novamente, iniciaremos a discussão por meio da equação de movimento

�Seff
�� (x)

= ��(x) (2.180)

(i@̂ �m+ Â) (x) = ��(x):

Elevando a equação em nível quântico,
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h[ �Seff
�� (x)

+ �(x)]i =
Z
D�[

�Seff
�� (x)

+ �(x)] exp[iSeff ] = 0: (2.181)

Em termos do funcional gerador Z,

(i@̂ �m+ e��
�

i�J�(x)
)

�

i���(x)
Z = ��(x)Z: (2.182)

Como apenas as funções de Grenn conexas contribuem para a amplitude de transição Z = exp[iW ]

(i@̂ �m+ e��
�

i�J�(x)
)

�

i���(x)
exp[iW ] = ��(x) exp[iW ] (2.183)

[(i@̂ �m) �W
���(x)

+ e��
�2W

i�J�(x)���(x)
+ e��

�W

i�J�(x)

�W

���(x)
] exp[iW ] = ��(x) exp[iW ]:

Derivando funcionalmente a expressão anterior por �
��(y)

e tomando as fontes escalares nulas,

(i@̂ �m) �2W
��(y)���(x)

+ e�� �3W
i�J�(x)��(y)���(x)

+ e�� �W
i�J�(x)

�2W
��(y)���(x)

= ��4(x� y)

[(i@̂ �m)� ie�� hA�i � ie�� �
�J�(x)

]S(x; y) = i�4(x� y):
(2.184)

Agora observa-se que

�S(x; y)
�J�(x)

=

Z
d4z

�S(x; y)
�A�(z)

�A�(z)

�J�(x)
; (2.185)

i
�S(x; y)
�A�(z)

= �e
Z
d4ud4wS(x; u)��(u;w; z)S(w; y);

�A�(z)

�J�(x)
=

�2W

�J�(x)�J�(z)
= iD��(z; x);

�S(x; y)
�J�(x)

= �e
Z
d4zd4ud4wS(x; u)��(u;w; z)S(w; y)D��(z; x); (2.186)

onde no �nal dos cálculos a fonte vetorial foi considerada nula.

Neste caso,

(i@̂ �m)S(x; y)� ie2��
R
d4zd4ud4wS(x; u)��(u;w; z)S(w; y)D��(z; x) = i�4(x� y)

(i@̂ �m)S(x; y) +
R
d4w[�ie2��d4zd4uS(x; u)��(u;w; z)D��(z; x)]S(w; y) = i�4(x� y):

(2.187)

Em termos dos diagramas completos de SDF
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(i@̂ �m)S(x; y)� i
R
d4w�(x;w)S(w; y) = i�4(x� y)R

d4yS�1(y; s)f(i@̂ �m)S(x; y)� i
R
d4w�(x;w)S(w; y)g =

= i
R
d4yS�1(y; s)�4(x� y)

S�1(x; s) = (i@̂ �m)�4(x� s)� �(x; s)

(2.188)

onde de�nimos o funcional associado à auto-energia

�(x;w) _=e2��
Z
d4zd4uS(x; u)��(u;w; z)D��(z; x): (2.189)

Continuando,

(i@̂ �m)S(x; y)�
Z
d4w�(x;w)S(w; y) = i�4(x� y) (2.190)

(i@̂ �
Z
d4w[m�4(x� w) + �(x;w)])S(w; y) = i�4(x� y)

[i@̂ �
Z
d4wM(x;w)]S(w; y) = i�4(x� y);

onde de�nimos o operador de massa

M(x;w) _=m�4(x� w) + �(x;w): (2.191)

Para �nalizar, calcularemos a transformada de Fourier do operador de auto-energia, a saber,

�(x; y) = e2
Z
d4ud4w��S(x;w)��(w; y;u)D��(u; x): (2.192)

Escrevendo as quantidades em termos de sua transformada de Fourier,

�(p1; p2) =

Z
d4xd4y exp[+ixp1 � iyp2]�(x; y) (2.193)

S(x;w) =
Z

d4q1
(2�)4

exp[�iq1(x� w)]S(q1) (2.194)

D��(u; x) =
Z

d4k1
(2�)4

exp[�ik1(u� x)]D��(k1) (2.195)
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��(w; y;u) =

Z
d4s1
(2�)4

d4s2
(2�)4

d4s3
(2�)4

exp[�iws1 + iys2 + ius3]�
�(s1;s2; s3): (2.196)

Logo,

�(p1; p2) = e2
R
d4xd4yd4ud4w d4q1

(2�)4
d4s1
(2�)4

d4s2
(2�)4

d4s3
(2�)4

d4k1
(2�)4

exp[+ixp1 � iyp2] exp[�iq1(x� w)]
exp[�iws1 + iys2 + ius3] exp[�ik1(u� x)]��S(q1)��(s1;s2; s3)D��(k1) = �e2

R
d4xd4yd4ud4w

d4q1
(2�)4

d4s1
(2�)4

d4s2
(2�)4

d4s3
(2�)4

d4k1
(2�)4

exp[ix(p1 � q1 + k1)] exp[�iy(p2 � s2)] exp[�iu(k1 � s3)]
exp[�iw(�q1 + s1)]�

�S(q1)��(s1;s2; s3)D��(k1) = e2

(2�)4

R
d4q1
(2�)4

d4s1
(2�)4

d4s2
(2�)4

d4s3
(2�)4

d4k1
(2�)4

�4(p1 � q1 + k1)�
4(p2 � s3)�4(k1 � s2)�4(s1 � q1)��S(q1)��(s1;s2; s3)D��(k1) =

= e2

(2�)4

R
d4k1d

4q1�
4(p1 + k1 � q1)��S(q1)��(q1;k1; p2)D��(k1):

(2.197)
Como �(x; y) deve ser invariante por translação, pois na equação (2.190) S(x; y) e �4(x� y) são

invariantes, impomos a conservação do �uxo de momento da seguinte forma

�(p1; p2) = (2�)4�(p1; p2)�
4(p1 � p2)

= e2
Z
d4k1d

4q1�
4(p1 + k1 � q1)��S(q1)��(q1;k1; p2)D��(k1)�4(p1 � p2); (2.198)

�(x; y) =

Z
d4p1
(2�)4

d4p2
(2�)4

exp[�ip1x+ ip2y]�(p1; p2) (2.199)

=

Z
d4p1
(2�)4

exp[�ip1(x� y)]�(p1; p2)

=

Z
d4p1
(2�)4

exp[�ip1(x� y)]�(p1):

Portanto, a transformada de Fourier da equação (2.190) é dada por

(i@̂ �m)f
R

d4p
(2�)4

exp[�ip(x� y)]S(p)g �
R
d4wf

R
d4q1
(2�)4

exp[�iq1(x� w)]�(q1)g�
�f
R

d4q2
(2�)4

exp[�iq2(w � y)]S(q2)g = i
R

d4p
(2�)4

exp[�ip(x� y)]
(2.200)

(p̂�m� �(p))S(p) = i (2.201)

S(p) = i

(p̂�m� �(p)) =
i

(��p� �M(p))
: (2.202)

Para o caso livre

(p̂�m)S(p) = i: (2.203)

Utilizando a álgebra de DKP
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������ + ������ = ����� + �����;

p̂3 = p2p̂;
(2.204)

concluímos que

[p̂(p̂+m)� (p2 �m2)](p̂�m)S(p) = i[p̂(p̂+m)� (p2 �m2)]

[(p̂3 �m2p̂� (p2 �m2)p̂+m(p2 �m2)]S(p) = i[p̂(p̂+m)� (p2 �m2)]:
(2.205)

Portanto,

S(p) = i
1

m
[
p̂(p̂+m)

(p2 �m2)
� 1]: (2.206)

2.2.3 A função de vértice

Dando sequência ao desenvolvimento formal da teoria, construiremos a função de vértice completa.
O ponto de partida para alcançar este objetivo é a seguinte equação4

[(i@̂ �m)� ie�� hA�(x)i � ie��
�

�J�(x)
]

�2W

��(y)���(x)
= i�4(x� y): (2.207)

Tomando a derivada funcional da equação acima com respeito ao campo A�(z)

[(i@̂ �m)� ie�� hA�(x)i][ �
�A�(z)

( �2W
��(y)���(x)

)]� ie���4(x� z) �2W
��(y)���(x)

+

�ie�� �
�A�(z)

[ �
�J�(x)

( �2W
��(y)���(x)

)] = 0:
(2.208)

Reecrevendo a equação anterior de maneira conveniente temos

[(i@̂ �m)� ie�� hA�(x)i][ �
�A�(z)

( �2�
� (y)�� (x)

)�1]� ie���4(x� z) �2W
��(y)���(x)

+

�ie�� �
�J�(x)

[ �
�A�(z)

( �2�
� (y)�� (x)

)�1] = 0:
(2.209)

Como sabemos

�

�A�(z)
(

�2�

� (y)�� (x)
)�1 = �

Z
d4ud4w

�2W

��(y)���(u)

�3�

�A�(z)� (u)�� (w)

�2W

��(w)���(x)
:

Neste caso,

[(i@̂ �m)� ie�� hA�(x)i][�
R
d4ud4w �2W

��(y)���(u)
�3�

�A�(z)� (u)�� (w)
�2W

��(w)���(x)
]+

�ie�� �
�J�(x)

[�
R
d4ud4w �2W

��(y)���(u)
�3�

�A�(z)� (u)�� (w)
�2W

��(w)���(x)
] =

= ie���4(x� z) �2W
��(y)���(x)

:

(2.210)

4Como estamos estudando variações funcionais deveríamos manter todos os termos advindos do funcional gerador,
mas alguns não contribuem para o cálculo, considerando que em certas etapas iremos tomar as fontes nulas. Sendo
assim, descartamos de antemão termos que não contribuem por simplicidade.
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Por outro lado, quando fazemos as fontes escalares nulas �camos com

[(i@̂ �m)� ie�� hA�i � ie��
�

�J�(x)
]

�2W

��(w)���(x)
= i�4(x� w): (2.211)

Logo (2.210) é escrita como

[
R
d4u �2W

��(y)���(u)
�i�3�

�A�(z)� (u)�� (x)
]� ie�� �

�J�(x)
[
R
d4ud4w �2W

��(y)���(u)
�3�

�A�(z)� (u)�� (w)
�2W

��(w)���(x)
] =

= ie���4(x� z) �2W
��(y)���(x)

:
(2.212)

Porém inverteremos a equação anterior, utilizando a identidadeZ
d4y

�2�

� (w)�� (y)

�2W

��(y)���(u)
= i�4(w � u) (2.213)

R
d4u[

R
d4y �2�

� (w)�� (y)
�2W

��(y)���(u)
] �i�3�
�A�(z)� (u)�� (x)

+

�ie��
R
d4y �2�

� (w)�� (y)
�

�J�(x)
[
R
d4ud4w �2W

��(y)���(u)
�3�

�A�(z)� (u)�� (w)
�2W

��(w)���(x)
] =

= ie���4(x� z)[
R
d4y �2�

� (w)�� (y)
�2W

��(y)���(x)
]

(2.214)

R
d4u[�i�4(w � u)] �i�3�

�A�(z)� (u)�� (x)
+

�ie��
R
d4y �2�

� (w)�� (y)
�

�J�(x)
[
R
d4ud4w �2W

��(y)���(u)
�3�

�A�(z)� (u)�� (w)
�2W

��(w)���(x)
] =

= ie���4(x� z)[�i�4(w � u)]
(2.215)

i�3�
�A�(z)� (w)�� (x)

= e���4(x� z)�4(w � x)+
+ie��

R
d4y �2�

� (w)�� (y)
�

�J�(x)
[
R
d4ud4w �2W

��(y)���(u)
�3�

�A�(z)� (u)�� (w)
�2W

��(w)���(x)
]:

(2.216)

Fazendo mudanças de variáveis na expressão anterior chegamos a

i�3�
�A�(z)� (y)�� (x)

= e���4(x� z)�4(y � x)+
+ie��

R
d4w �2�

� (y)�� (w)
�I�

�J�(x)
;

(2.217)

onde de�nimos a quantidade

I� _=

Z
d4ud4t

�2W

��(w)���(u)

�3�

�A�(z)� (u)�� (t)

�2W

��(t)���(x)
]: (2.218)

Precisamos calcular então

I�� =
�I�

�J�(x)
=

Z
d4s

�A�(s)

�J�(x)

�I�

�A�(s)
=

Z
d4s

�2W

�J�(s)�J�(x)

�I�

�A�(s)
: (2.219)

Neste momento explicitaremos a estrutura da equação anterior,
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�I�

�A�(s)
= �

�A�(s)
[
R
d4ud4t �2W

��(w)���(u)
�3�

�A�(z)� (u)�� (t)
�2W

��(t)���(x)
] =

=
R
d4ud4t( �3W

�A�(s)��(w)���(u)
) �3�
�A�(z)� (u)�� (t)

�2W
��(t)���(x)

+

+
R
d4ud4t �2W

��(w)���(u)
( �4�
�A�(s)�A�(z)� (u)�� (t)

) �2W
��(t)���(x)

+

+
R
d4ud4t �2W

��(w)���(u)
�3�

�A�(z)� (u)�� (t)
( �3W
�A�(s)��(t)���(x)

):

(2.220)

Com as identidades bem conhecidas

( �3W
�A�(s)��(w)���(u)

) = �
R
d4vd4r �2W

��(w)���(v)
�3�

�A�(s)� (v)�� (r)
�2W

��(r)���(u)

( �3W
�A�(s)��(t)���(x)

) = �
R
d4vd4r �2W

��(t)���(v)
�3�

�A�(s)� (v)�� (r)
�2W

��(r)���(x)
;

(2.221)

temos que

�I�

�A�(s)
=
R
d4ud4t(�

R
d4vd4r �2W

��(w)���(v)
�3�

�A�(s)� (v)�� (r)
�2W

��(r)���(u)
) �3�
�A�(z)� (u)�� (t)

�2W
��(t)���(x)

+

+
R
d4ud4t �2W

��(w)���(u)
( �4�
�A�(s)�A�(z)� (u)�� (t)

) �2W
��(t)���(x)

+

+
R
d4ud4t �2W

��(w)���(u)
�3�

�A� (z)� (u)�
� (t)
(�
R
d4vd4r �2W

��(t)���(v)
�3�

�A�(s)� (v)�� (r)
�2W

��(r)���(x)
):

(2.222)

Portanto,

I�� =
R
d4s �2W

�J�(s)�J�(x)
[
R
d4ud4t(�

R
d4vd4r �2W

��(w)���(v)
�3�

�A�(s)� (v)�� (r)
�2W

��(r)���(u)
) �3�
�A�(z)� (u)�� (t)

�2W
��(t)���(x)

+

+
R
d4ud4t �2W

��(w)���(u)
( �4�
�A�(s)�A�(z)� (u)�� (t)

) �2W
��(t)���(x)

+

+
R
d4ud4t �2W

��(w)���(u)
�3�

�A� (z)� (u)�
� (t)
(�
R
d4vd4r �2W

��(t)���(v)
�3�

�A�(s)� (v)�� (r)
�2W

��(r)���(x)
)]

(2.223)
e sendo assim,

R
d4w �2�

� (y)�� (w)
I�� =

R
d4w �2�

� (y)�� (w)
f
R
d4s �2W

�J�(s)�J�(x)
[
R
d4ud4t(�

R
d4vd4r �2W

��(w)���(v)
�3�

�A�(s)� (v)�� (r)
�2W

��(r)���(u)
)�

� �3�
�A�(z)� (u)�� (t)

�2W
��(t)���(x)

+
R
d4ud4t �2W

��(w)���(u)
( �4�
�A�(s)�A�(z)� (u)�� (t)

) �2W
��(t)���(x)

+

+
R
d4ud4t �2W

��(w)���(u)
�3�

�A� (z)� (u)�
� (t)
(�
R
d4vd4r �2W

��(t)���(v)
�3�

�A�(s)� (v)�� (r)
�2W

��(r)���(x)
)]g =

= f
R
d4s �2W

�J�(s)�J�(x)
[+
R
d4ud4t(

R
d4w �2�

� (y)�� (w)
�2W

��(w)���(u)
)( �4�
�A�(s)�A�(z)� (u)�� (t)

) �2W
��(t)���(x)

+

+
R
d4ud4t(�

R
d4vd4r(

R
d4w �2�

� (y)�� (w)
�2W

��(w)���(v)
) �3�
�A�(s)� (v)�� (r)

�2W
��(r)���(u)

) �3�
�A�(z)� (u)�� (t)

�2W
��(t)���(x)

+
R
d4ud4t(

R
d4w �2�

� (y)�� (w)
�2W

��(w)���(u)
) �3�
�A� (z)� (u)�

� (t)
(�
R
d4vd4r �2W

��(t)���(v)
�3�

�A�(s)� (v)�� (r)
�2W

��(r)���(x)
)]g:
(2.224)

Por �m, organizando os termos e com o auxílio da identidade (2.213) somos conduzidos ao resul-
tado R

d4w �2�
� (y)�� (w)

I�� = f
R
d4s �2W

�J�(s)�J�(x)
[
R
d4t( �4�

�A�(s)�A�(z)� (y)�� (t)
) �2W
��(t)���(x)

+

�
R
d4ud4t

R
d4r �3�

�A�(s)� (y)�� (r)
�2W

��(r)���(u)
�3�

�A�(z)� (u)�� (t)
�2W

��(t)���(x)
+

�
R
d4t �3�

�A� (z)� (y)�
� (t)
(
R
d4vd4r �2W

��(t)���(v)
�3�

�A�(s)� (v)�� (r)
�2W

��(r)���(x)
)]g:

(2.225)

39



O último termo da expressão anterior não pertence aos diagramas irredutíveis de uma função
de 4-pontos (duas pernas escalares e duas vetoriais) logo, iremos descartá-lo pois calculamos uma
equação funcional irredutível. Esta a�rmação pode ser visualizada pelos diagramas completos de
SDF abaixo:

Em decorrência dos resultados anteriores,

i�3�
�A�(z)� (y)�� (x)

= e���4(x� z)�4(y � x) + ie��f
R
d4s �2W

�J�(s)�J�(x)
[
R
d4t( �4�

�A�(s)�A�(z)� (y)�� (t)
) �2W
��(t)���(x)

+

�
R
d4ud4t

R
d4r �3�

�A� (s)� (y)�
� (r)

�2W
��(r)���(u)

�3�
�A�(z)� (u)�� (t)

�2W
��(t)���(x)

]g:
(2.226)

Com as de�nições de �, S e D e também de�nindo a função de 4-pontos,

�4�

�A�(s)�A�(z)� (y)�� (t)
_=e2���(t; y; z; s) (2.227)

conluímos que

ie��(x; y; z) = e���4(x� z)�4(y � x)+
+ie3��

R
d4sd4ud4td4rD��(x; s)��(r; y; s)S(u; r)��(t; u; z)S(x; t)+

�ie3��
R
d4sd4tD��(x; s)���(t; y; z; s)S(x; t):

(2.228)

Em termos dos diagramas completos de SDF a equação (2.228) é dada por
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Neste momento, percebemos que a solução completa da teoria só pode ser determinada ao re-
solvermos um conjunto in�nito de equações acopladas, pois as equações de Schwinger-Dyson-Fradkin
não formam um sistema fechado (os propagadores dependem do vértice, o vértice depende de uma
função de 4-pontos e assim sucessivamente). Esta torre de equações é conhecido na literatura como
cadeia de Dyson-Schwinger.
Por outro lado, isso não ocorre em teoria de pertubação onde existem apenas 3 funções de Green

livres fundamentais: o propagador do campo vetorial, o propagador do campo escalar e o vértice.
Toda a estrutura quântica pode ser construída em termos dessa funções por meio dos diagramas de
Feymann.
Para �nalizar, escreveremos a equação (2.228) na representação de momento por meio de uma

transformada de Fourier,

ie��(s1;s2; s3) =

Z
d4xd4yd4z exp[�is1x+ is2y + is3z]ie�

�(x;y; z):

Sendo assim explicitamos os termos,

a�)
R
d4xd4yd4z exp[�is1x+ is2y + is3z]�

4(x� z)�4(y � u) =
R
d4xd4yd4z exp[�is1x+ is2y + is3z]

[
R

d4p
(2�)4

exp[�ip(x� z)]]
R

d4q
(2�)4

exp[�iq(y � x)] =
R

d4p
(2�)4

d4q
(2�)4

d4xd4yd4z exp[ix(�s1 � p+ q)]]

exp[iy(s2 � q)]] exp[iz(s3 + p)]] = (2�)4�4(�s1 + s2 + s3):
(2.229)

b�)
R
d4xd4yd4z exp[�is1x+ is2y + is3z]

R
d4sd4tD��(x; s)���(t; y; z; s)S(x; t) =

R
d4xd4yd4zd4sd4t

exp[�is1x+ is2y + is3z][
R

d4k1
(2�)4

exp[�ik1(x� s)]D��(k1)][
R

d4k1
(2�)4

exp[�ik1(x� s)]D��(k1)]
[
R

d4r1
(2�)4

d4r2
(2�)4

d4r3
(2�)4

d4r4
(2�)4

exp[�ir1t+ ir2y + ir3z + ir4s]�
��(r1; r2; r3; r4)][

R
d4q1
(2�)4

exp[�iq1(x� t)]S(q1)] =
=
R

d4k1
(2�)4

d4r1
(2�)4

d4r2
(2�)4

d4r3
(2�)4

d4r4
(2�)4

d4q1
(2�)4

(2�)4�4(�s1 � k1 � q1)(2�)4�4(s2 + r2)(2�)
4�4(s3 + r3)(2�)

4�4(k1 + r4)

(2�)4�4(�r1 + q1)D��(k1)���(r1; r2; r3; r4)S(q1) = 1
(2�)4

R
d4k1d

4q1�
4(�s1 � k1 � q1)D��(k1)

���(q1; s2; s3;�k1)S(q1) =
R

d4k1
(2�)4
D��(k1)���(�s1 � k1; s2; s3; k1)S(�s1 � k1):

(2.230)
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c�)
R
d4xd4yd4z exp[�is1x+ is2y + is3z]

R
d4sd4ud4td4rD��(x; s)��(r; y; s)S(u; r)��(t; u; z)S(x; t)

=
R
d4xd4yd4zd4sd4ud4td4r exp[�is1x+ is2y + is3z][

R
d4k1
(2�)4

exp[�ik1(x� s)]D��(k1)]
[
R

d4n1
(2�)4

d4n2
(2�)4

d4n3
(2�)4

exp[irn1 � iyn2 � isn3]��(n1;n2;n3)][
R

d4q1
(2�)4

exp[�iq1(u� r)]S(q1)]
[
R

d4l1
(2�)4

d4l2
(2�)4

d4l3
(2�)4

exp[itl1 � iul2 � izl3]��(l1;l2; l3)][
R

d4h1
(2�)4

exp[�ih1(x� t)]S(h1)] =
=
R

d4k1
(2�)4

d4s1
(2�)4

d4s2
(2�)4

d4s3
(2�)4

d4q1
(2�)4

d4l1
(2�)4

d4l2
(2�)4

d4l3
(2�)4

d4h1
(2�)4

(2�)4�4(�s1 � k1 � h1)(2�)4�4(s2 � n2)
(2�)4�4(s3 � l3)(2�)4�4(k1 � n3)(2�)4�4(�q1 � l2)(2�)4�4(l1 + h1)(2�)

4�4(q1 + n1)

D��(k1)��(n1;n2;n3)S(q1)��(l1;l2; l3)S(h1) =
R

d4k1
(2�)4

d4q1
(2�)4
D��(k1)��(�q1;s2; k1)S(q1)

��(s1 + k1; � q1; s3)S(s1 + k1):
(2.231)

Neste caso,

ie��(s1;s2; s3) = e��(2�)4�4(s1 � s2 � s3)+
+ie2��

R
d4k1
(2�)4

d4q1
(2�)4
D��(k1)��(�q1;s2; k1)S(q1)��(s1 + k1; � q1; s3)S(s1 + k1)+

�ie3��
R

d4k1
(2�)4
D��(k1)���(�s1 � k1; s2; s3; k1)S(�s1 � k1);

(2.232)

��(s1;s2; s3) = �i��(2�)4�4(s1 � s2 � s3) + ��(s1;s2; s3);

��(s1;s2; s3) = e��
R

d4k1
(2�)4

d4q1
(2�)4
D��(k1)��(�q1;s2; k1)S(q1)��(s1 + k1; � q1; s3)S(s1 + k1)+

�e2��
R

d4k1
(2�)4
D��(k1)���(�s1 � k1; s2; s3; k1)S(�s1 � k1):

(2.233)

Para o caso livre,

e��(s1;s2; s3) = �ie��(2�)4�4(s1 � s2 � s3): (2.234)

Terminamos então o estudo da estrutura quântica completa para o tipo de interação que desejamos
explorar. Agora abordaremos umas das simetrias advinda dessa dinâmica de interação.

2.3 As identidades de Ward-Takahashi

É de nosso conhecimento que ao formularmos as equações da eletrodinâmica de maneira covariante
podemos descrevê-las por meio de uma lagrangiana que possui em seu âmago uma simetria de calibre.
Classicamente o campo de matéria (escalar) possui uma simetria de calibre U(1) global. Ao impor-
mos uma simetria de calibre local precisamos dos campos intermediadores da interação (vetoriais).
Portanto, ao escrevermos a dinâmica dessa eletrodinâmica (GSDKP4), de maneira covariante, temos
uma simetria de calibre U(1) local. Da mesma forma, podemos descrever uma dinâmica quântica
covariante na descrição de Heisenberg com a simetria de calibre U(1) local.
Por outro lado, ao quantizarmos de maneira covariante a teoria utilizando o formalismo funcional,

perdemos a simetria de calibre U(1) local ao �xarmos os graus de liberdades físicos e de�nirmos de
maneira adequada a medida de integração. Para mantermos a simetria de calibre impomos a simetria
na teoria e, sendo assim, essa imposição gera certos vínculos nas funções de Green, cujas relações
entre as funções de Green são conhecidas como identidades de Ward-Takahashi (WT) [72].
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O propósito desta seção é derivar tais identidades para a eletrodinâmica GSDKP4, utilizando
uma abordagem funcional [73]. A derivação das identidades de WT é formalmente dada em termos
das seguintes tranformações in�nitesimais

	! 	+ i�(x)	;

�	! �	� i�(x) �	;

A� ! A� +
1
e
@��(x)

(2.235)

conhecidas como transformações de calibre.
Como o funcional gerador (2.121) gera todas as funções de Green vamos impor a invariância de

calibre neste objeto5. Por simplicidade temos,

Z =

Z
d� exp[iSeff ]: (2.236)

Portanto, perante à transformação (2.235) nos campos, o funcional gerador se transforma da
seguinte forma

Z 0 = Z + �Z

�Z =
R
�d� exp[iSeff ] + i

R
d��Seff exp[iSeff ]:

(2.237)

Primeiramente, trabalhando com a medida de integraçãoZ
DA�D �	D	!

Z
DA�D �	D	J (2.238)

percebemos que o Jacobiano da transformação é dado por

J = det

0@ 1 0 0
0 1� i� 0
0 0 1 + i�

1A = 1 + �2: (2.239)

Por outro lado,

�Seff =

Z
d4x[�1

�
f(1 + a2�)@��A�g+ �� � + ��� + �A�J�]

=

Z
d4x[� 1

e�
(1 + a2�)@�A���� i��	� + i���	+

1

e
@��J�]

!
Z
d4x�[��

e�
(1 + a2�)@�A� � i�	� + i��	� 1

e
@�J�]: (2.240)

Sendo assim,

5Observa-se que escolhemos como condição de calibre explícitamente covariante no-mixing.
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�Z = i

Z
d�

Z
d4x�[��

e�
(1+a2�)@�A��i�	�+i��	�

1

e
@�J�] exp[iSeff ]+

Z
d��2 exp[iSeff ]: (2.241)

Consequentemente, para que o funcional gerador seja invariante perante a tranformação in�ni-
tesimal proposta

�Z = 0)
Z
d4x�

Z
d�[��

e�
(1 + a2�)@�A� � i�	n+ i��	� 1

e
@�J�] exp[iSeff ] = 0: (2.242)

Logo temos uma equação funcional a valores médios�
i
�
e�
(1 + a2�)@� �

�J�
+

�

��
� � �� �

���
� 1
e
@�J�

�
Z = 0: (2.243)

Podemos expressar a última equação em termos do gerador das funções de Green conexas Z =
exp[iW ] �

��
e�
(1 + a2�)@� �W

�J�
+ i

�W

��
� � i���W

���
� 1
e
@�J�

�
Z = 0: (2.244)

A partir da equação anterior �nalmente encontrarmos uma equação para o gerador das funções
de Green irredutíveis que descreva a simetria que estamos procurando

� =W �
R
d4x(� � + �� + A�J�);

��
e�
(1 + a2�)@�A� � i� ��

�� 
+ i ��

� 
 � 1

e
@� ��

�A�
= 0:

(2.245)

Por meio da equação (2.245) é possível derivar todas as identidades de WT. A primeira destas
identidades é obtida aplicando a derivada funcional �

�A�(y)
na equação (2.245)

[��
e�
(1 + a2�)@��(x� y)�

1

e
@�

��

�A�(x)A�(y)
] = 0 (2.246)

onde ao �nal do cálculo tomamos A = � =  = 0:
Agora, por meio de uma transformada de Fourier escrevemos a primeira identidade de WT (2.246)

na representação de momentos

�(x� y) =
R

d4k
(2�)4

exp[ik�x
�]

��
�A�(x)A�(y)

=
R

d4k
(2�)4

���(k) exp[ik�x
�]

k����(k) = �k2

�
(1� a2k2)k� :

(2.247)

Combinando (2.247) com (2.169) concluímos que

k���� = 0 (2.248)
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e, sendo assim, o setor longitudinal de ��� não participa da dinâmica no sentido de não ser alterado
perante as interações. Dizemos então que ��� é transversal. Essa identidade é importante ao se
estudar as primeiras correções radiativas do tensor de polarização do fóton.
Por outro lado, aplicando as derivadas funcionais �

� (y)
e �
�� (z)

na equação (2.245) temos

�i�
� (x)

�� (z)

�2�

� (y)�� (x)
+ i

�2�

�� (z)� (x)

� 

� (y)
� 1
e
@�

�3�

�� (z)� (y)�A�(x)
= 0; (2.249)

onde obtemos

1

e
@���(z; y;x) = ��(x� z)�(x; y) + �(x; z)�(x� y) (2.250)

ao tomar A = � =  = 0:
A equação (2.250) pode ser escrita na representação de momentos6 lembrando-se que � = S�1

R
d4zd4yd4x exp[ipz � ip0y � ikx]@���(z; y;x) = �

R
d4zd4yd4x exp[ikx� ip0y � ipz]�(x� z)S�1(x; y)+

+
R
d4zd4yd4x exp[ikx� ip0y � ipz]S�1(x; z)�(x� y)

R
d4zd4yd4x exp[ipz � ip0y � ikx]@�f

R
d4s1
(2�)4

d4s2
(2�)4

d4s3
(2�)4

exp[�is1z + is2y + is3x](2�)
4�4(s3 + s2 � s1)

��(s1; s2; s3)g = �
R
d4zd4yd4x exp[ikx� ip0y � ipz]

R
d4s1
(2�)4

exp[�is1(x� z)]�
�
R

d4s2
(2�)4

S�1(s2) exp[�is2(x� y)] +
R
d4zd4yd4x exp[ikx� ip0y � ipz]

R
d4s1
(2�)4

S�1(s1) exp[�is1(x� z)]�
�
R

d4s2
(2�)4

exp[�is2(x� y)]

(2�)4�4(k + p0 � p)1
e
k���(p; p

0; k) = �(2�)4�4(k + p0 � p)S�1(p0) + (2�)4�4(k + p0 � p)S�1(p):
(2.251)

Logo,

1

e
k���(p; p

0; k = p� p0) = S�1(p0 + k)� S�1(p0): (2.252)

No limite de k ! 0 temos a seguinte relação

1

e
��(p; p; k = 0) =

@S�1(p)
@p�

= �� �
@�(p)

@p�
: (2.253)

Portanto, vemos uma relação entre o vértice e a auto-energia do méson o que será posteriormente
utlizado no programa de renormalização.
Dando continuidade agora aplicaremos �

�� (y)
na equação (2.245)

�i�4(x� y) ��

�� (x)
+ i

�2�

�� (y)� (x)
 (x)� 1

e
@�

�2�

�� (y)�A�(x)
= 0: (2.254)

6Observe que o fato do lado direito da equação (2.250) ser invariante por translações implica que devemos aplicar
a lei de Kirchho¤ para a conservação do �uxo de momento no vértice completo.
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Novamente, aplicando �
�A�(z)

na equação anterior,

�i�4(x� y) �2�

�A�(z)�� (x)
+ i

�3�

�A�(z)�� (y)� (x)
 (x)� 1

e
@�

�3�

�A�(z)�� (y)�A�(x)
= 0: (2.255)

E, por �m, operamos com �
� (w)

�i�4(x� y) �3�

� (w)�A�(z)�� (x)
+

�3�

�A�(z)�� (y)� (x)
i�4(x�w)� 1

e
@�

�4�

� (w)�A�(z)�� (y)�A�(x)
= 0:

(2.256)
tomando ao �nal A = � =  = 0.
Nesse caso, tendo em vista a equação anterior, temos que,

1

e
@����(w; y;x; z) = �i�4(x� y)��(w; x; z) + i�4(x� w)��(x; y; z): (2.257)

Dando continuidade, com a ajuda da equação (2.250)

1
e
@�@����(w; y;x; z) = �i�4(x� y)@���(w; x; z) + i�4(x� w)@���(x; y; z) =
= �ie�4(x� y)[��4(z � w)�(z; x) + �(z; w)�4(z � x)]+
+ie�4(x� w)[��4(z � x)�(z; y) + �(z; x)�4(z � y)]:

(2.258)

Na representação dos momentos,

R
d4zd4yd4xd4w exp[ipz + ip0y � ikx� ik0w]@�@� 1

e2
���(w; y;x; z) =

=
R
d4wd4zd4yd4x exp[ipz + ip0y � ikx� ik0w]

R
d4wd4zd4yd4x exp[ipz + ip0y � ikx� ik0w]�

�@�@�f
R

d4s1
(2�)4

d4s2
(2�)4

d4s3
(2�)4

d4s4
(2�)4

exp[�is1z � is2y + is3x+ is4w]�
�(2�)4�4(s4 + s3 � s2 � s1)���(s1; s2; s3; s4)g = (2�)4�4(k0 + k � p0 � p)k�p����(k0; p0; k; p):

(2.259)

R
d4zd4yd4xd4w exp[ipz + ip0y � ikx� ik0w]f�ie�4(x� y)[��4(z � w)�(z; x) + �(z; w)�4(z � x)]g =

=
R
d4zd4yd4xd4w exp[ipz + ip0y � ikx� ik0w]fie

R
d4s1
(2�)4

exp[�is1(x� y)]
R

d4s2
(2�)4

exp[�is2(z � w)]�
�
R

d4s3
(2�)4
S�1(s3) exp[�is3(z � x)]� ie

R
d4s1
(2�)4

exp[�is1(x� y)
R

d4s2
(2�)4

exp[�is2(z � x)]�
�
R

d4s3
(2�)4
S�1(s3) exp[�is3(z � w)]g = ie(2�)4�4(p� k0 � k + p0)[S�1(p� k0)� S�1(k0)]:

(2.260)

R
d4zd4yd4xd4w exp[ipz + ip0y � ikx� ik0w]fie�4(x� w)[��4(z � x)�(z; y) + �(z; x)�4(z � y)]g =

=
R
d4zd4yd4xd4w exp[ipz + ip0y � ikx� ik0w]f�ie

R
d4s1
(2�)4

exp[�is1(x� w)]
R

d4s2
(2�)4

exp[�is2(z � x)]�
�
R

d4s3
(2�)4
S�1(s3) exp[�is3(z � y)] + ie

R
d4s1
(2�)4

exp[�is1(x� w)
R

d4s2
(2�)4

exp[�is2(z � y)]�
�
R

d4s3
(2�)4
S�1(s3) exp[�is3(z � x)]g = �ie(2�)4�4(p� k0 � k + p0)[S�1(�p0)� S�1(p+ p0)]:

(2.261)
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Portanto,

k�p����(k
0; p0; k; p) = ie2f[S�1(�p0 + k)� S�1(�p0)]� [S�1(k0)� S�1(k0 + k)]g (2.262)

= iek�f��(k0;�p0; k = k0 + p0)� ��(p0; k0; k = p0 � k0)g:

Tomando os limites adequados, fótons externos a baixas energias, podemos concluir da expressão
anterior que

���(k
0; k0; 0; 0) = ���(k

0) = ie2
@2�(k0)

@k0�@k0�
: (2.263)

Com as equações (2.253) e (2.263) somos conduzidos ao seguinte resultado

S = S(�iS�1S) (2.264)

@S
@p�

=
@S
@p�

(�iS�1S) + (�iSS�1) @S
@p�
� iS @S

�1

@p�
S (2.265)

= 2
@S
@p�

+ iS��
e
S

@S
@p�

=
1

e
iS��S; (2.266)

neste caso

e2
@2S

@p�@p�
= S��S��S + S��S��S + S���(p)S (2.267)

e2S�1 @2S
@p�@p�

S�1 = ��S��+��S�� + ���(p): (2.268)

A identidade anterior é útil ao se estudar o espalhamento Compton e a renormalização da carga
elétrica.
Para �nalizar o estudo das identidades aplicaremos �3

�A�(w)�A�(z)�A�(y)
na equação (2.245)

@�
�4�

�A�(w)�A�(z)�A�(y)�A�(x)
= 0: (2.269)

Na representação de momentos,

p������(p; p
0; k; k0) = 0: (2.270)

Essa identidade se aplica ao estudo do espalhamento fóton-fóton.
Como veremos, as identidades de WT terão um papel importante ao se montar e ao se estudar as

amplitudes de transição que descrevem os processos físicos associados à interação eletromagnética.
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2.4 Divergências Super�ciais

Antes de iniciar o estudo sobre as primeiras correções quânticas faremos uma análise quantitativa
superfícial dos tipos de divergências ultravioleta que poderiam aparecer na eletrodinâmica GSDKP4,
para isso utilizaremos uma contagem de potências [67, 68].
Considere um diagrama de Feynman geral com as seguites informações

n=número de vértices,

n
=número de linhas externas fotônicas,

nm=número de linhas externas mesônicas.

Desse modo, como cada vértice carrega duas linhas mesônicas e quando ligamos dois vértices com
uma linha mesônica o número de linhas mesônicas é dividido por dois, concluímos que o número de
linhas internas mesônicas é dado por

mi =
1

2
(2n� nm): (2.271)

Por outro lado, como cada vértice carrega uma linha fotônica e quando ligamos dois vértices com
uma linha fotônica o número de linhas fotônicas é dividido por dois, concluímos que o número de
linhas internas fotônicas é dado por


i =
1

2
(n� n
): (2.272)

Agora cada linha mesônica carrega uma potência nos momentos de -1 e cada linha fotônica uma
potência nos momentos de -4. Neste caso o denominador do diagrama carregará uma potência nos
momentos dada por

D = mi + 4
i = 3n�
1

2
nm � 2n
: (2.273)

Como para um dado número de linhas internas temos (n-1) leis de conservação no �uxo de
momentos, o numerador do diagrama carregará uma potência nos momentas associadas ao número
de integrais dada por

N = 4(mi + 
i)� (n� 1) = 2(n� nm � n
 + 2): (2.274)

Portanto de�nimos o grau de divergência super�cial de um diagrama como sendo

G _=N �D = 4� n� 1
2
nm: (2.275)

Com a equação (2.275), podemos classi�car os tipos de divergências que apareceram na teoria.
Quando G<0, dizemos que o diagrama é super�cialmente convergente.
Concluimos, então, que na eletrodinâmica GSDKP4 temos apenas dois tipos de divergências

super�ciais ou primitivas, o que pode ser visto nos diagramas abaixo.
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O interessante da análise de divergências superfíciais é que existe um teorema atribuído a Wein-
berg [74], enunciado da seguinte forma: A integral de um grá�co de Feynman F é absolutamente
convergente se o grau de divergência super�cial GH for negativo para todo subgrafo H de F , incluído
o caso em que H = F .
Outra observação importante é que as simetrias da teoria podem diminuir o grau da divergência

super�cial. Como veremos a simetria de calibre desempenhará um papel importante na análise das
correções radiativas associada ao vértice e a função de quatro linhas externas fotônicas, não havendo
divergências devido à simetria.
Em GSDKP4 existe um operador C associado a conjugação de carga com a seguinte propriedade

C�1��C = ���: (2.276)

Sendo assim, com a ajuda do teorema de Furry podemos dizer que amplitudes de transição com
números ímpares de linhas externas fotônicas são nulas pois não obedecem à simetria associada à
conservação da carga elétrica.
Por �m, encontraremos a dimensão associada à constante de acoplamento (carga elétrica e). Como

sabemos, no sistema natural de unidades ~ = 1 = c a ação S não possui dimensões

S =
R
d4xLGSDKP

LGSDKP = i� ��(@� � ieA�) � 1
4
F��(1 +

�
m2
p
)F �� � 1

2�
@�A

�(1 + �
m2
p
)@�A

�:
(2.277)

Logo,

[LGSDKP ] = [L]�4

[ ] = [L]�
3
2

[A] = [L]�1

(2.278)

e, consequentemente,

49



[e] = [L]0 = 1: (2.279)

Nesse caso, dizemos que GSDKP4 é uma teoria Renormalizável Pertubativamente.

2.5 Correções Radiativas

Uma vez estabelecidas as equações de SD para as funções de Green completas surge o momento
de determinar as correções radiativas na primeira ordem em teoria de pertubação. Anteriormente
havíamos derivado as funções de Green completas para o propagador do fóton, méson e o vértice
da eletrodinâmica GSDKP4. Neste momento, estamos aptos a considerar as correções radiativas
dessas funções. As divergências que apareceram nas correções radiativas serão regularizadas pelo
procedimento de regularização dimensional, o qual preserva todas as simetrias da teoria, em particular
a simetria de calibre [75, 76, 77, 78].

2.5.1 A auto-energia do méson

Iniciaremos o estudo das correções radiativas pela auto-energia do campo que descreve mésons.
Sendo assim, temos que a primeira correção radiativa da auto-energia � é advinda de sua estrutura
completa

�(p) = ie2�4�d
Z

ddk

(2�)d
��S(p� k)��D��(�k); (2.280)

onde

S(p� k) = i
m
[ (p̂�k̂)(p̂�k̂+m)
(p�k)2�m2 � 1];

D��(k) =
im2

p

k2(k2�m2
p)

h
��� � (1� �)

k�k�
k2

i
:

(2.281)

Portanto,

�(p) = �
ie2m2

p�
4�d

m

Z
ddk

(2�)d
��[
(p̂� k̂)(p̂� k̂ +m)

(p� k)2 �m2
� 1]��

[��� � (1� �)
k�k�

(k2��2) ]

(k2 � �2)(k2 �m2
p)

; (2.282)

onde � é um parâmetro de massa necessário para controlar a divergência no infravermelho. Com
o parâmetro � teriamos uma eletrodinâmica generalizada de Proca e, desse modo quebrariamos a
simetria de calibre. Pensamos sempre no limite �! 0.

Para resolver as integrais acima, utilizaremos a parametrização de Feynman

1

abc
= 2

Z 1

0

dx

Z 1�x

0

dy
1

[a(1� x� y) + bx+ cy]3
; (2.283)
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1

abcd
= 6

Z 1

0

dx

Z 1�x

0

dy

Z 1�x�y

0

dz
1

[a(1� x� y � z) + bx+ cy + dz]4
: (2.284)

Logo,

�(p) = � ie2m2
p�

4�d

m

R
ddk
(2�)d

��[(p̂� k̂)(p̂� k̂ +m)� (p� k)2 +m2]��1
1

(k2��2)[(p�k)2�m2](k2�m2
p)
+

+(1� �) ie
2m2

p�
4�d

m

R
ddk
(2�)d

��[(p̂� k̂)(p̂� k̂ +m)� (p� k)2 +m2]�� 1
(k2��2)[(p�k)2�m2](k2�m2

p)(k
2��2)

= � ie2m2
p�

4�d

m
2
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
R

ddk
(2�)d

��[(p̂� k̂)(p̂� k̂ +m)� (p� k)2 +m2]���
� 1
[k2(1�x�y)+[(p�k)2�m2]x+y(k2�m2

p)]
3 + (1� �)

ie2m2
p�

4�d

m
6
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
R 1�x�y
0

dz�
���[(p̂� k̂)(p̂� k̂ +m)� (p� k)2 +m2]�� k�k�

[(k2��2)(1�x�y�z)+[(p�k)2�m2]x+(k2�m2
p)y+(k

2��2)z]4 ;

(2.285)
Conseqüentemente, organizando o denominador

(k2 � �2)(1� x� y) + [(p� k)2 �m2]x+ (k2 �m2
p)y = k2 � 2pxk �m2x�m2

py � �2(1� x� y)
= (k � px)2 � p2x2 �m2x�m2

py � �2(1� x� y) = (k � px)2 � p2x2 �m2x�m2
py � �2(1� x� y)

(2.286)

(k2 � �2)(1� x� y � z) + [(p� k)2 �m2]x+ (k2 �m2
p)y + (k

2 � �2)z =
= (k � px)2 � p2x2 �m2x�m2

py � �2(1� x� y)
(2.287)

temos que

�(p) = � ie2m2
p�

4�d

m
2
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
R

ddk
(2�)d

��[(p̂� k̂)(p̂� k̂ +m)� (p� k)2 +m2]��
1

[(k�px)2�p2x2�m2x�m2
py��2(1�x�y)]3

+ (1� �) ie
2m2

p�
4�d

m
6
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y)�
���[(p̂� k̂)(p̂� k̂ +m)� (p� k)2 +m2]�� k�k�

[(k�px)2�p2x2�m2x�m2
py��2(1�x�y)]4

:

(2.288)

Vamos reescrever a integral anterior fazendo a seguinte tranformação de coordenadas k ! k+ px

e de�nir um parâmetro b

b2 = p2x2 +m2x+m2
py + �

2(1� x� y)

(p̂� k̂)(p̂� k̂ +m)� (p� k)2 +m2 �! [(1� x)p̂� k̂][(1� x)p̂� k̂ +m]� (p� k � px)2 +m2 =

= (1� x)2p̂2 � (1� x)(p̂k̂ + k̂p̂) + [(1� x)p̂� k̂]m+ k̂2 � (1� x)2p2 + 2(1� x)pk � k2 +m2:
(2.289)

Como vemos, podemos escrever �(p) da seguinte forma

�(p) = �(1)(p) + �(2)(p) + �(3)(p); (2.290)
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�(1)(p) = � ie2m2
p�

4�d

m
2
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy��[(1� x)2p̂2 + (1� x)p̂m� (1� x)2p2 +m2]��
R

ddk
(2�)d

1
[k2�b2]3 ;

�(2)(p) = � ie2m2
p�

4�d

m
2
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy��[���� + ����]��
R

ddk
(2�)d

k�k�
[k2�b2]3 ;

�(3)(p) = (1� �) ie
2m2

p�
4�d

m
6
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y)
R

ddk
(2�)d
�

���[(1� x)2p̂2 � (1� x)(p̂k̂ + k̂p̂) + [(1� x)p̂� k̂]m+ k̂2 � (1� x)2p2 + 2(1� x)pk � k2 +m2]���
� (k+px)�(k+px)�

[k2�b2]4 :

(2.291)
Agora observa-se que

�(3)(p) = (1� �)
ie2m2

p�
4�d

m
6

Z 1

0

dx

Z 1�x

0

dy(1� x� y)
Z

ddk

(2�)d
fA+B��k

�k� + C����k
�k�k�k�g

[k2 � b2]4 ;

(2.292)
onde

A = [(1� x)2p̂2 + (1� x)p̂m� (1� x)2p2 +m2]x2p̂2m;

B�� = ��[�(1� x)(p̂�� + �� p̂)� ��m+ 2(1� x)p� ]p̂x+
+p̂x[�(1� x)(p̂�� + ��p̂)� ��m+ 2(1� x)p�]�� ;

C���� = ��(���� � ���)��:

(2.293)

É de nosso conhecimento queR
ddk
(2�)d

1
[k2�b2]3 =

i(�1)
d
2

(4�)
d
2

�(3� d
2
)

�(3)[�b2]3�
d
2
;

R
ddk
(2�)d

k�k�
[k2�b2]3 =

i(�1)
d
2

2(4�)
d
2

����(3�1� d
2
)

�(3)[�b2]3�1�
d
2
;

(2.294)

R
ddk
(2�)d

1
[k2�b2]4 =

i(�1)
d
2

2(4�)
d
2

�(4� d
2
)

�(4)[�b2]4�
d
2
;

R
ddk
(2�)d

k�k�
[k2�b2]4 =

i(�1)
d
2

2(4�)
d
2

����(4�1� d
2
)

�(4)[�b2]4�1�
d
2
;

R
ddk
(2�)d

k�k�k�k�
[k2�b2]4 =

i(�1)
d
2

2(4�)
d
2

(������+������+������)�(4�2� d
2
)

�(4)[�b2]4�2�
d
2

;

(2.295)

������ = d;

�������� = d = (4� �):
(2.296)

Neste caso,
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�(1)(p) = � ie2m2
p�

4�d

m
2
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy��[(1� x)2p̂2 + (1� x)p̂m� (1� x)2p2 +m2]��
i(�1)

d
2

(4�)
d
2

�(3� d
2
)

�(3)[�b2]3�
d
2
;

(2.297)

�(2)(p) =
ie2m2

p�
4�d

m
2(1� ����)(4 + �)

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy i(�1)
d
2

2(4�)
d
2

d �(3�1� d
2
)

�(3)[�b2]3�1�
d
2
; (2.298)

�(3)(p) = (1� �) ie
2m2

p�
4�d

m
6
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y)fA i(�1)
d
2

2(4�)
d
2

�(4� d
2
)

�(4)[�b2]4�
d
2
+

+B��
i(�1)

d
2

2(4�)
d
2

����(4�1� d
2
)

�(4)[�b2]4�1�
d
2
+ C����

i(�1)
d
2

2(4�)
d
2

(������+������+������)�(4�2� d
2
)

�(4)[�b2]4�2�
d
2

g:
(2.299)

Por �m iremos tomar o limite d! 4 ou equivalentemente � = 4� d! 0

�(1)(p) =
e2m2

p

3m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy��[(1� x)2p̂2 + (1� x)p̂m� (1� x)2p2 +m2]��
1
b2
(�1)�

�
2 �(1+ �

2
)

(4�)�
�
2 [� b2

�2
]
�
2
;

�(2)(p) = � 2e2m2
p

3m(4�)2
(1� ����)

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
(�1)�

�
2 (2� �

2
)�( �

2
)

(4�)�
�
2 [� b2

�2
]
�
2
;

�(3)(p) = � (1� �) e
2m2

p�
4�d

2m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y)f A
b4
(�1)�

�
2 �(2+ �

2
)

(4�)�
�
2 [�b

2

�2
]
�
2
+

+B�����

b2
(�1)�

�
2 �(1+ �

2
)

(4�)�
�
2 [�b

2

�2
]
�
2
+ C����(�

����� + ������ + ������)
(�1)�

�
2 �( �

2
)

(4�)�
�
2 [�b

2

�2
]
�
2
g:

(2.300)
Utilizando identidades matemáticas

�(�n+ �) = (�1)n
n!
[1
�
+  1(n+ 1) +O(�)];

 1(n+ 1) = 1 +
1
2
+ :::+ 1

n
� 
  1(1) = �
;

�(1 + z) = z �(z);

��
�
2 = 1� �

2
ln(�);

(2.301)

concluímos que

�(1+ �
2
)

[ b2

4��2
]
�
2
=

�
2
�( �

2
)

[ b2

4��2
]
�
2
= �

2
[2
�
� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)] = 1;

(2� �
2
)�( �

2
)

[ b2

4��2
]
�
2
= (2� �

2
)[2
�
� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)];

�(2+ �
2
)

[ b2

4��2
]
�
2
= (1 + �

2
)

�
2
�( �

2
)

[ b2

4��2
]
�
2
= 1:

(2.302)

Portanto,

53



�(1)(p) =
e2m2

p

3m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy��[(1� x)2p̂2 + (1� x)p̂m� (1� x)2p2 +m2]��
1
b2
;

�(2)(p) = � 4e2m2
p

3m(4�)2
(1� ����)

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy[2
�
� 1� 
 � ln( b2

4��2
)];

�(3)(p) = � (1� �) e2m2
p

2m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y)f A
b4
+ B�����

b2
+ C����(�

����� + ������ + ������)�
�[2

�
� 
 � ln( b2

4��2
)]g:

(2.303)
Organizando os termos, chegamos à expressão �nal

�(p) =
e2m2

p

3m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy��[(1� x)2p̂2 + (1� x)p̂m� (1� x)2p2 +m2]��
1
b2
+

� 4e2m2
p

3m(4�)2
(1� ����)

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy[2
�
� 1� 
 � ln( b2

4��2
)]� (1� �) e2m2

p

2m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y)�
�f A

b4
+ B�����

b2
+ C����(�

����� + ������ + ������)[2
�
� 
 � ln( b2

4��2
)]g:

(2.304)
Para �nalizar utilizaremos a álgebra das matrizes �

������ + ������ = ����� + �����;

��p̂�� = p̂;

��p̂2�� = p2;

(2.305)

��[(1� x)2p̂2 + (1� x)p̂m� (1� x)2p2 +m2]�� = (1� x)p̂m+m2;

A = [(1� x)x2p2m]p̂+m3x2p̂2;

B���
�� = �[2x(1� x)(3 + ����)]p̂

2 � [2x����]p̂];

C����(�
����� + ������ + ������) = ����(�

��� � 1);

(2.306)

podemos escrever o último resultado de uma maneira conveniente

�(p) = �3(p
2)p̂2 + �2(p

2)p̂+ �1(p
2);

�3(p
2) = � (1� �) e2m2

p

2m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y)[m3x2

b4
� 2x(1�x)(3+����)

b2
];

�2(p
2) =

e2m2
p

3(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x)m
b2
� (1� �) e2m2

p

2m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y)[ (1�x)x
2p2m

b4
� 2x����

b2
];

�1(p
2) = � 8e2m2

p

3m(4�)2
(1� ����)1� +

e2m2
p

3m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dym
2

b2
����+

+
4e2m2

p

3m(4�)2
(1� ����)

R 1
0
dx
R 1�y
0

dy[1 + 
 + ln( b2

4��2
)]+

� (1� �) e2m2
p

2m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y)����(���� � 1)[2� � 
 � ln(
b2

4��2
)]:

(2.307)
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Escolhendo � = 1 temos que

�(p) = �2(p
2)p̂+ �1(p

2);

�2(p
2) =

e2m2
p

3(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x)m
b2
;

�1(p
2) = � 8e2m2

p

3m(4�)2
(1� ����)1� +

e2m2
p

3m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dym
2

b2
����+

+
4e2m2

p

3m(4�)2
(1� ����)

R 1
0
dx
R 1�y
0

dy[1 + 
 + ln(
p2x2+m2x+m2

py+�
2(1�x�y)

4��2
)]:

(2.308)

Observa-se que a estrutura de divergências no infravermelho (IV) e no ultravioleta (UV) é dada por

�(p) = �finito(p) + �1(p)

�1(p) = �2
IV
1 (p)p̂+ [�1

UV
1 (p) + �1

IV
1 (p)]:

(2.309)

2.5.2 O tensor de polarização do fóton

Dando continuidade ao estudo encontraremos o tensor de polarização do fóton de maneira similar ao
caso anterior. Para isso, utilizamos novamente a primeira correção radiativa advinda da estrutura
completa para escrever o tensor polarização de vácuo ���(p)

���(p) = ie2�4�d
Z

ddk

(2�)d
trf��S(p� k)��S(�k)g: (2.310)

Portanto,

���(p) = �ie2�4�d
Z

ddk

(2�)d
trf��

1

m
[
(p̂� k̂)(p̂� k̂ +m)

(p� k)2 �m2
� 1]��

1

m
[
�k̂(�k̂ +m)

k2 �m2
� 1]g: (2.311)

É sabido que

trf��1��2 :::��2n�1g = 0;

trf��1��2 :::��2ng = ��1�2��3�4 :::��2n�1�2n + ��2�3��4�5 :::��2n�1 ;

n = 1; 2; 3 ...

(2.312)
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tr[���� ] = 2��� ;

tr[��â
2�� ] = a�a� + a2��� ;

tr[��â�� b̂] = a�b� + a�b�;

tr[��â
2�� b̂

2] = a�a�b
2 + a2b�b� ;

(2.313)

trf��[
(p̂�k̂)(p̂�k̂+m)
(p�k)2�m2 � 1]�� [

k̂(k̂+m)
k2�m2 � 1]g = trf[ ��(p̂�k̂)(p̂�k̂)�� k̂k̂

[(p�k)2�m2]k2�m2g �m2trf ��(p̂�k̂)�� k̂
[(p�k)2�m2]k2�m2g+

�trf��[
(p̂�k̂)(p̂�k̂)
(p�k)2�m2��g � trf

���� k̂k̂

k2�m2 g+ trf����g;
(2.314)

���(p) =
�ie2�4�d

m2

R
ddk
(2�)d
f (p�k)�(p�k)�k

2+(p�k)2k�k��[(p�k)�k�+(p�k)�k�]m2

[(p�k)2�m2](k2�m2)
� (p�k)�(p�k)�+(p�k)2���

[(p�k)2�m2]
+

�k�k�+k2���
(k2�m2)

+ 2���g;

���(p) =
�ie2�4�d

m2

R
ddk
(2�)d
fm2(p� 2k)�(p� 2k)� �m2[(p� k)2 + k2 � 2m2]���g 1

[(p�k)2�m2](k2�m2)
:

(2.315)
Novamente, para resolver a integral em (2.315) vamos utilizar a parametrização de Feynman

1
ab
=
R 1
0
dx 1

[ax+b(1�x)]2

���(p) = �ie2�4�d
R

ddk
(2�)d
f(p� 2k)�(p� 2k)� � [(p� k)2 + k2 � 2m2]���g�

� 1
f[(p�k)2�m2]x+(k2�m2)(1�x)g2 :

(2.316)

Organizando o denominador da expressão anterior

[(p� k)2�m2]x+ (k2�m2)(1� x) = k2� 2pkx+ p2x�m2 = (k� px)2+ p2x(1� x)�m2; (2.317)

temos que

���(p) = �ie2�4�d
R 1
0
dx
R

ddk
(2�)d
f(p� 2k)�(p� 2k)� � [(p� k)2 + k2 � 2m2]���g�

� 1
[(k�px)2+p2x(1�x)�m2]2

:
(2.318)

Podemos de�nir um parâmetro b

b2 = m2 � x(1� x)p2 (2.319)

���(p) = �ie2�4�d
R 1
0
dx
R

ddk
(2�)d
f(p� 2k)�(p� 2k)� � [(p� k)2 + k2 � 2m2]���g�

� 1
[(k�px)2�b2]2 :

(2.320)
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Fazendo a translação k ! k + px e observando que termos ímpares em k são nulos temos

���(p) = �ie2�4�d
R 1
0
dx
R

ddk
(2�)d
f(1� 2x)2p�p� + 4k�k� � [(1� 2x+ 2x2)p2 + 2k2 � 2m2]���g;

1
[k2�b2]2

���(p) = �ie2�4�d
R 1
0
dx
R

ddk
(2�)d
f(1� 2x)2p�p� + 4k�k� � [(1� 2x+ 2x2)p2 + 2���k�k� � 2m2]���g;

1
[k2�b2]2 :

���(p) = �ie2�4�d
R 1
0
dx
R

ddk
(2�)d
f(1� 2x)2p�p� + 4k�k� � [(1� 2x)2p2 � 2b2 + 2���k�k�]���g

1
[k2�b2]2 :

(2.321)

Temos agora os seguintes resultados matemáticosR
ddk
(2�)d

1
[k2�b2]2 =

i(�1)
d
2

(4�)
d
2

�(2� d
2
)

�(2)[�b2]2�
d
2
;

R
ddk
(2�)d

k�k�
[k2�b2]2 =

i(�1)
d
2

2(4�)
d
2

����(1� d
2
)

�(2)[�b2]1�
d
2
:

(2.322)

Tomando o limite � = 4� d! 0 mantendo a álgebra das matrizes �

�4�d (�1)
d
2

(4�)
d
2

�(2� d
2
)

�(2)[�b2]2�
d
2
= 1

(4�)2
�( �

2
)

�(2)[ b2

4��2
]
�
2
= 1

(4�)2
[2
�
� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)];

�4�d (�1)
d
2

2(4�)
d
2

����(1� d
2
)

�(2)[�b2]1�
d
2
= ���b

2

2(4�)2
�(�1+ �

2
)

[ b2

4��2
]
�
2
= ���b

2

2(4�)2
[2
�
+ 1� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)];

������ = d = (4� �):

(2.323)

Portanto,

���(p) = e2
R 1
0
dxf (1�2x)

2

(4�)2
[2
�
� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)]p�p� +

2b2

(4�)2
[2
�
+ 1� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)]���+

� (1�2x)2p2�2b2
(4�)2

[2
�
� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)]��� �

b2(4��)
(4�)2

[2
�
+ 1� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)]���g:

(2.324)
Percebemos, então, que

���(p) = u(p)��� + v(p)p�p� ;

u(p) = e2

(4�)2

R 1
0
dxfb2�[2

�
+ 1� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)] + [(1� 2x)2p2 � 2b2][2

�
� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)]g =

= � e2

(4�)2

R 1
0
dx(1� 2x)2[2

�
� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)]p2;

v(p) = � e2

(4�)2

R 1
0
dx (1�2x)

2

2(4�)2
[2
�
� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)]:

(2.325)
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Neste caso

���(p) = [����p2 + p�p� ]�(p); (2.326)

onde

�(p) = e2

(4�)2

R 1
0
dx(1� 2x)2[2

�
� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)] = e2

(4�)2
1
3
[2
�
� 
]� e2

(4�)2

R 1
0
dx(1� 2x)2 ln(4��2

b2
):

(2.327)
Sendo assim,

�(p) = �UV1 (p) + �finito(p):

Ao calcularmos em GSQED4 a primeira correção quântica para o tensor de polarização do fóton,
encontramos o mesmo resultado obtido acima, indicando uma certa equivalência entre as duas teorias
ao descrever partículas escalares

GSDKP4 () GSQED4: (2.328)

O resultado anterior, equação (2.326), condiz com a informação de que em geral ���(p) possui a
estrutura completa devido à covariância relativística e à identidade de Ward-Takahashi

���(p) = [����p2 + p�p� ]�(p) (2.329)

onde �(p) é conhecido como polarização do fóton.

2.5.3 O vértice

Por �m, encontraremos a primeira correção radiativa associada ao vértice. Tendo em vista a estrutura
completa, escrevemos a primeira correção ao vértice ��(p0; p) da seguinte forma

��(p0; p) = e2�4�d
Z

ddk

(2�)d
��S(p0 � k)��S(p� k)��D��(k): (2.330)

Consequentemente,
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��(p0; p) = �ie2�4�d
R

ddk
(2�)d
f�� 1

m
[ (p̂

0�k̂)(p̂0�k̂+m)
(p0�k)2�m2 � 1]�� 1

m
[ (p̂�k̂)(p̂�k̂+m)
(p�k)2�m2 � 1]�����

m2
p

k2(k2�m2
p)
g:
(2.331)

Sendo assim,

��(p0; p) =
�ie2�4�dm2

p

m2

R
ddk
(2�)d

f�� [(p̂0�k̂)(p̂0�k̂+m)�(p0�k)2�m2]��[(p̂�k̂)(p̂�k̂+m)�(p�k)2�m2]��g
[(p0�k)2�m2][(p�k)2�m2][k2(k2�m2

p)]
: (2.332)

Utilizando a parametrização de Feynman

1
abcd

= 6
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
R 1�x�y
0

dz 1
[a(1�x�y�z)+bx+cy+dz]4

��(p0; p) =
�i6e2m2

p

m2 �4�d
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
R 1�x�y
0

dzR
ddk
(2�)d

f�� [(p̂0�k̂)(p̂0�k̂+m)�(p0�k)2�m2]��[(p̂�k̂)(p̂�k̂+m)�(p�k)2�m2]��g
fk2(1�x�y�z)+[(p0�k)2�m2]x+[(p�k)2�m2]y+(k2�m2

p)zg4
:

(2.333)

Organizando o denominador da última expressão

k2(1� x� y � z) + [(p0 � k)2 �m2]x+ [(p� k)2 �m2]y + (k2 �m2
p)z =

= k2 � 2p0kx� 2pky + p02x+ p2y �m2(x+ y)�m2
pz =

= (k � p0x� py)2 � (p0x+ py)2 + p02x+ p2y �m2(x+ y)�m2
pz;

(2.334)

temos que

��(p0; p) =
�i6e2m2

p

m2 �4�d
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
R 1�x�y
0

dzR
ddk
(2�)d

f�� [(p̂0�k̂)(p̂0�k̂+m)�(p0�k)2�m2]��[(p̂�k̂)(p̂�k̂+m)�(p�k)2�m2]��g
[(k�p0x�py)2�(p0x+py)2+p02x+p2y�m2(x+y)�m2

pz]
4 :

(2.335)

Fazendo a seguinte tranformação de coordenadas k ! k+p0x+py na equação anterior e de�nindo

b2 _=(p0x+ py)2 + p02x+ p2y �m2(x+ y)�m2
pz

��[(p̂0 � k̂)(p̂0 � k̂ +m)� (p0 � k)2 �m2]��[(p̂� k̂)(p̂� k̂ +m)� (p� k)2 �m2]�� �!
�! ��f[(1� x)p̂0 � yp̂� k̂][(1� x)p̂0 � yp̂� k̂ +m)]+

�[(1� x)p0 � yp� k]2 �m2g��f[(1� y)p̂� xp̂0 � k̂][(1� y)p̂� xp̂0 � k̂ +m]+
�[(1� y)p� xp0 � k]2 �m2g��

(2.336)

somos levados ao resultado

��(p0; p) =
�i6e2m2

p

m2 �4�d
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
R 1�x�y
0

dz
R

ddk
(2�)d

1
[k2�b2]4�

�f[(1� x)p̂0 � yp̂� k̂]
[(1� x)p̂0 � yp̂� k̂ +m)]� [(1� x)p0 � yp� k]2 �m2g��f[(1� y)p̂� xp̂0 � k̂]�
�[(1� y)p̂� xp̂0 � k̂ +m]� [(1� y)p� xp0 � k]2 �m2g��:

(2.337)

Percebemos então que �� pode ser escrito com sendo
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��(p0; p) =
�i6e2m2

p

m2 �4�d
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
R 1�x�y
0

dz
R

ddk
(2�)d

[A�+B��k
�+C���k

�k�+D�
���k

�k�k�+E�����k
�k�k�k�]

[k2�b2]4

(2.338)
onde os coe�cientes relevantes da expansão anterior são dados explicitamente por

A� = ��f[(1� x)p̂0 � yp̂][(1� x)p̂0 � yp̂+m)]� [(1� x)p0 � yp]2 �m2g�
���f[(1� y)p̂� xp̂0][(1� y)p̂� xp̂0 +m]� [(1� y)p� xp0]2 �m2g��;

C�
�� = ��f���� � ���g��f[(1� y)p̂� xp̂0 +m]� [(1� y)p� xp0]2 �m2g��
+��f[(1� x)p̂0 � yp̂][(1� x)p̂0 � yp̂+m)]� [(1� x)p0 � yp]2 �m2g��f���� � ���g+
���f��[(1� x)p̂0 � yp̂+m)] + [(1� x)p̂0 � yp̂]�� + 2[(1� x)p0� � yp�]g���
�f�� [(1� y)p̂� xp̂0 +m] + [(1� y)p̂� xp̂0]�� + 2[(1� y)p� � xp0� ]g;

E�
���� = ��f���� � ���g��f���� � ���g��:

(2.339)

Os termos impares em k são nulos ao calcularmos a integral em todo espaço dos momenta, bastando
fazer a transformação k ! �k para perceber isso.
Agora, para observarmos se o vértice da teoria tem divergências ou não, precisamos obter as

integrais abaixo R
ddk
(2�)d

1
[k2�b2]4 =

i(�1)
d
2

(4�)
d
2

�(4� d
2
)

�(4)[�b2]4�
d
2
;

R
ddk
(2�)d

k�k�

[k2�b2]4 =
i(�1)

d
2

2(4�)
d
2

����(4�1� d
2
)

�(4)[�b2]4�1�
d
2
;

R
ddk
(2�)d

k�k�k�k�

[k2�b2]4 =
i(�1)

d
2

4(4�)
d
2

(������+������+������)�(4�2� d
2
)

�(4)[�b2]4�2�
d
2

:

(2.340)

Logo, a equação (2.338) é dada por

��(p0; p) =
6e2m2

p

m2 �4�d
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
R 1�x�y
0

dz[ (�1)
d
2

(4�)
d
2

�(4� d
2
)

�(4)[�b2]4�
d
2
A� + (�1)

d
2

2(4�)
d
2

����(4�1� d
2
)

�(4)[�b2]4�1�
d
2
C�
��+

(�1)
d
2

4(4�)
d
2

(������+������+������)�(4�2� d
2
)

�(4)[�b2]4�2�
d
2

E�
����]:

(2.341)
Fazendo a transformação d = 4� � e tomando o limite �! 0

��(p0; p) =
e2m2

p

(4�)2m2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
R 1�x�y
0

dz[A
�

b4
� ���C���

2b2
� (������+������+������)�( �

2
)E�����

4[ b2

4��2
]
�
2

];

�( �
2
)

[ b2

4��2
]
�
2
= [2

�
� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)]:

(2.342)

Por meio do resultado anterior concluímos que a primeira correção radiativa do vértice tem
aparentemente uma divergência, o que já era esperado tendo em vista uma contagem de potências.
Para termos certeza se essa divergência existe é necessário calcular a seguinte expressão
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(������ + ������ + ������)E�
���� = (�

����� + ������ + ������)��f���� � ���g�
���f���� � ���g�� = ��f���� � ���g��f���� � ���g�� + ��f���� � ���g���
�f���� � ���g�� + ��f���� � ���g��f���� � ���g��:

(2.343)

Para isso, vale lembrar das seguintes propriedades da matriz �� extendidas para dimensões quai-
quer

������ + ������ = ����� + ����� ;

������ = �� ;

�������� = d = 4� �;

������ + �����
� = (5� �)��:

(2.344)

Neste caso, calculamos o primeiro termo da expressão (2.343)

�������
������� = (5� �� ����)��(5� �� ����) = (5� �� ����)������

�������������� = �(4� �)(5� �� ����)��

�������������� = �(4� �)��(5� �� ����) = �(4� �)������

������
������ = (4� �)(4� �)��

) ��f���� � ���g��f���� � ���g�� = [�(4� �) + (5� �)���� � ��������]��:
O segundo termo

�������������� = [������� + ����� + �����]��[������� + ����� + �����] =

= �� � ������ � (5� �� ����)�� � ������ + (4� �)�� + �� � (5� �� ����)�� + �� + (4� �)�� =
= ��

�������������� = ����������� = �(5� �� ����)��

�������������� = ����������� = �������(5� �� ����) = �������

���
��
������� = (4� �)��

) ��f���� � ���g��f���� � ���g�� = 0:

E, por �m, o terceiro
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�������������� = ��

�������������� = �(5� �� ����)��

�������������� = �������

���
��
������� = (4� �)��

) ��f���� � ���g��f���� � ���g�� = 0:

Sendo assim,

(������ + ������ + ������)E�
���� = [�(4� �) + (5� �)�

��� � ��������]�� =
= [�4 + 5���� � ��������]�� + �[1� ����]��:

(2.345)

Agora observa-se que

�4 + 5���� � �������� = �4 + 5���� � [��������� + (5� �)����] (2.346)

= �4 + 5���� � [�(4� �) + (5� �)����]
= ��[1� ����]��

e, conseqüentemente,

(������ + ������ + ������)E�
���� = 0: (2.347)

Percebemos então que �� não possui divergências no ultravioleta, apenas no infravermelho devido
ao propagador do fóton. Isso já era esperado para o caso particular obtido de uma das identidades
de WT

��(p; p; k = 0) =
@S�1(p)
@p�

; (2.348)

pois � tem uma divergência no ultravioleta proporcional a massa de Podolsky mp. Portanto, a
álgebra de DKP proíbe o aparecimento de uma divergência UV no vértice, assegurando uma das
identidades de WT e, consequentemente a simetria de calibre.
De maneira geral

��(p0; p) = ��finito(p
0; p) + ��1(p

0; p)

��1(p
0; p) = �IV

�
1 (p

0; p):

Logo o estudo das primeiras correções radiativas nos levou a visualizar divergências tanto no
ultravioleta como no infravermelho da GSDKP4 associadas a massa do méson e a sua carga. Esse
conhecimento é importante e nos da um guia de como se procederá o programa de renormalização.
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2.6 Espalhamento fóton-fóton

Iniciaremos o estudo do espalhamento luz-luz. Tendo em vista as regras de Feynman ou a es-
trutura geral advinda do funcional gerador, escrevemos a amplitude associada a este espalhamento
�����(p0; p; p0; p) da seguinte forma

�����(p0; p; p0; p) = e4�4�d
Z

ddk

(2�)d
trf��S(p0 + k)��S(k)��S(p� k)��S(k)g: (2.349)

Sendo assim, com o resultado

S(p) =
i

m
[
p̂(p̂+m)

p2 �m2
� 1]; (2.350)

somos conduzidos à expressão

�����(p0; p; p0; p) = e4�4�d

m4

R
ddk
(2�)d

trf��[(p̂0 + k̂)(p̂0 + k̂ +m)� (p0 + k)2 �m2]���
�[k̂(k̂ +m)� k2 �m2]��[(p̂� k̂)(p̂� k̂ +m)� (p� k)2 �m2]���
�[k̂(k̂ +m)� k2 �m2]g 1

[(p0+k)2�m2][k2�m2][(p�k)2�m2][k2�m2]
:

(2.351)

Com a ajuda da parametrização de Feynman

1
abcd

= 6
R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
R 1�x�y
0

dz 1
[a(1�x�y�z)+bx+cy+dz]4

�����(p0; p; p0; p) = 6e4�4�d

m4

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy
R 1�x�y
0

dzR
ddk
(2�)d

trf��[(p̂0+k̂)(p̂0+k̂+m)�(p0+k)2�m2]�� [k̂(k̂+m)�k2�m2]��[(p̂�k̂)(p̂�k̂+m)�(p�k)2�m2]��[k̂(k̂+m)�k2�m2]g
f[k2�m2](1�x�y�z)+[(p0+k)2�m2]x+[(p�k)2�m2]y+[k2�m2]zg4 ;

(2.352)
organizamos o denominador da última expressão

[k2 �m2](1� x� y � z) + [(p0 + k)2 �m2]x+ [(p� k)2 �m2]y + [k2 �m2]z =
= (k + p0x� py)2 � (p0x� py)2 + p02x+ p2y

(2.353)

e concluímos que

�����(p0; p; p0; p) = 6e4�4�d

m4

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y)�
�
R

ddk
(2�)d

trf��[(p̂0+k̂)(p̂0+k̂+m)�(p0+k)2�m2]�� [k̂(k̂+m)�k2�m2]��[(p̂�k̂)(p̂�k̂+m)�(p�k)2�m2]��[k̂(k̂+m)�k2�m2]g
f(k+p0x�py)2�(p0x�py)2+p02x+p2yg4 :

(2.354)
Fazendo a transformação de coordenadas k ! k + p0x � py na equação anterior, de�nimos um
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parâmetro b

b2 = (p0x� py)2 + p02x+ p2y (2.355)

e escrevemos o numerador da seguinte forma

��[(p̂0 + k̂ + p̂0x� p̂y)(p̂0 + k̂ + p̂0x� p̂y +m)� (p0 + k + p0x� py)2 �m2]� (2.356)

��� [(k̂ + p̂0x� p̂y)(k̂ + p̂0x� p̂y +m)� (k + p0x� py)2 �m2]�� �
�[(p̂� k̂ � p̂0x+ p̂y)(p̂� k̂ � p̂0x+ p̂y +m)� (p� k � p0x+ py)2 �m2]�� �
�[(k̂ + p̂0x� p̂y)(k̂ + p̂0x� p̂y +m)� (k + p0x� py)2 �m2]

Assim, percebemos a estrutura

�����(p0; p; p0; p) = 6e4�4�d

m4

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y)�
�
R

ddk
(2�)d

trfA����+B������ k�k�+C������
�k
�k�k
k�+D����

��
��$��k
�k�k
k�k�k$k�k�g

fk2�b2g4 ;
(2.357)

Explicitando apenas a estrutura com uma possível divergência no ultravioleta

�����UV (p
0; p; p0; p) = trfD����

��
��$��g
6e4�4�d

m4

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y)
R

ddk
(2�)d

k�k�k
k�k�k$k�k�

fk2�b2g4 ;

D����
��
��$�� = ��(���� � ���)��(�
�� � �
�)��(���$ � ��$)��(���� � ��� );

(2.358)

Z
ddk

(2�)d
k�k�k
k�k�k$k�k�

[k2 � b2]4 =
i(�1) d2
8(4�)

d
2

(����
���$��� + :::+ perm)�(4� 3� d
2
)

�(4)[�b2]4�3� d
2

: (2.359)

Fazendo a tranformação d = 4� � e, tomando o limite �! 0 temos

�����UV (p
0; p; p0; p) = ie4

(4�)2m4 trfD����
��
��$��g(����
���$��� + ::: + perm)

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x� y) b�(�1+
�
2
)

8[ b2

4��2
]
�
2

�(�1+ �
2
)

[ b2

4��2
]
�
2
= [2

�
� 
][1� �

2
ln( b2

4��2
)]:

(2.360)
Por outro lado, sabemos de uma das identidades de WT que

p������(p; p
0; k; k0) = 0: (2.361)

Nesse caso, a estrutura que representa o espalhamento luz-luz não deve ter divergências no ul-
travioleta pois caso contrário quebraria a simetria de calibre. Consequentemente, assim como na
primeira correção radiativa do vértice, a álgebra de DKP deve proibir a divergência no ultravioleta,
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trfD����
��
��$��g(����
���$��� + ::: perm) = 0;

trf��(���� � ���)��(�
�� � �
�)��(���$ � ��$)��(���� � ��� )g(����
���$��� + ::: perm) = 0:
(2.362)

Esquecendo os índices de D percebemos

D = �12 � 4��10 + 6���8 � 4����6 + �����4

1� 4 + 6� 4 + 1 = 0:
(2.363)

De maneira explícita
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É de nosso conhecimento que

trf��1��2 :::��2s�1��2sg = �
�1�2 :::��2s�1�2s + ��2�3 :::��2s�1 : (2.364)

Portanto,
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(2.365)
Agora, observa-se que

trfD����
��
��$��g����
���$��� = 16(������ + ������)(1� 4 + 6� 4 + 1) = 0: (2.366)

Desse modo, a equação anterior juntamente com a propriedade cíclica do traço garante que

trfD����
��
��$��g(����
���$��� + ::: + perm) = 0: (2.367)

Concluímos então que a simetria de calibre, utilizada em uma linguagem quântica por uma das
identidades de WT, proibe divergência no ultravioleta para o espalhamento luz-luz, porém quem
assegura a a�rmação anterior é novamente a álgebra de DKP.
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2.7 O programa de Renormalização

Para apresentar o programa de renormalização na eletrodinâmica GSDKP4 utilizaremos o esquema
de renormalização na camada de massa [79]. Primeiramente, exploraremos a liberdade dos campos e
parâmetros nus de maneira consistente com a simetria da teoria, no caso uma simetria de calibre local.
Depois deixaremos explícita esta liberdade, escrevendo o que chamaremos de campos (parâmetros)
vestidos ou renormalizáveis onde será possível vizualizar todos os contra-termos. Com o estudo
prévio sobre equações quânticas completas e divergência, será intuitivo perceber que os contra-termos
cancelam as divergências. Para �xar a liberdade dos contra-termos utilizaremos condições físicas.
De maneira geral as condições físicas exigem que na camada de massa as funções de Green da sua
teoria tendam à sua forma livre. Como exemplo dessas condições na camada de massa, o propagador
do méson deve ter um pólo na massa física, o propagador do fóton deve se comportar como um
propagador livre de Podolsky e a função de vértice deve ter sua forma livre. À primeira vista,
estamos apenas ajustando a teoria de tal forma que descreva a física e seja independente da ordem
que trabalhamos ao aplicar a teoria de pertubação, porém a posteriori perceberemos que nossos
parâmetros físicos dependem da escala de energia que estudamos o fenômeno.
Sabemos que a densidade de lagrangiana que representa nossa teoria é dada por

L = � (i@̂ �m+ eÂ) � 1
4
F��F

�� +
1

2m2
p

@�F��@�F
�� (2.368)

onde temos implicitamente uma simetria de calibre local

	! 	+ i�(x)	

�	! �	� i�(x) �	

A� ! A� +
1
e
@��(x):

(2.369)

Procuraremos por uma forma mais geral da densidade de lagrangiana (2.368) consistente com a
invariância de calibre local. Para isso, primeiramente, renormalizamos os campos da seguinte forma

	 = C
1
2
0 	(R) (2.370)

A = C
1
2
3 A(R):

Neste caso

L = C0� (R)(i@̂ �m+ eC
1
2
3 Â(R)) (R) �

C3
4
F(R)��F

��
(R) +

C3
2m2

p

@�F(R)��@�F
��
(R): (2.371)

Temos ainda a liberdade nos parâmetros de massa, carga e comprimento de Podolsky, sendo assim

m = C1
C0
m(R)

e = C2

C0C
1
2
3

e(R)

mp = (
C3
C4
)
1
2m(R)p:
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Portanto, a densidade de lagrangiana inicial (2.368) é escrita de maneira geral em termos de uma
combinação linear das quantidades renormalizadas

L = C0� (R)i@̂ (R) � C1m(R)
� (R) (R) + C2e(R)

� (R)Â(R) (R) �
C3
4
F(R)��F

��
(R) +

C4
2m2

(R)p

@�F(R)��@�F
��
(R):

(2.372)
A densidade de lagrangiana anterior é invariante perante as seguinte transformação de calibre

local

 (R) !  (R) + i�(x) (R)

� (R) ! � (R) � i�(x)� (R)

A(R)� ! A(R)� +
1

e(R)

C0
C2
@��(x):

(2.373)

De maneira geral podemos escrever a densidade de lagrangiana em termos dos parâmetros renor-
malizados como sendo

L = � (R)(i@̂ �m(R)) (R) � 1
4
F(R)��F

��
(R) +

1
2m2

p
@�F(R)��@�F

��
(R) + e(R)� (R)Â(R) (R)+

(C0 � 1)� (R)i@̂ (R) � (C1 � 1)m(R)
� (R) (R) + (C2 � 1)e(R)� (R)Â(R) (R) �

(C3�1)
4

F(R)��F
��
(R)+

+ (C4�1)
2m2

(R)p

@�F(R)��@�F
��
(R);

onde percebemos que

L = Llivre + Lint;

Llivre = � (R)(i@̂ �m(R)) (R) � 1
4
F(R)��F

��
(R) +

1
2m2

(R)p

@�F(R)��@�F
��
(R);

Lint = e(R)� (R)Â(R) (R) + (C0 � 1)� (R)i@̂ (R) � (C1 � 1)m(R)
� (R) (R) + (C2 � 1)e(R)� (R)Â(R) (R)+

� (C3�1)
4

F(R)��F
��
(R) +

(C4�1)
2m2

(R)p

@�F(R)��@�F
��
(R):

(2.374)
Os termos extras na parte de interação são denominados contra-termos. Geralmente utilizamos como
notação

�Ci = (Ci � 1): (2.375)

Por �m, inserindo o termo associado à condição de calibre no-mixing


(A(R)) = (1 +
�

m2
(R)p

)
1
2@�A(R)�;

L = Llivre + Lint � 1
2�
(@�A(R)�)

2 + 1
2�m2

(R)p

(@�@�A(R)�)
2:

(2.376)

Dando continuidade, concluímos que
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L = C0� (R)i@̂ (R) � C1m(R)
� (R) (R) + C2e(R)� (R)Â(R) (R) � C3

4
F(R)��F

��
(R) +

1
2m2

(R)p

@�F(R)��@�F
��
(R)+

� 1
2�
(@�A(R)�)

2 + 1
2�m2

(R)p

(@�@�A(R)�)
2 C4 = 1

L = � (R)(i@̂ �m(R) + e(R)Â(R)) (R) � 1
4
F(R)��F

��
(R) +

1
2m2

p
@�F(R)��@�F

��
(R) �

1
2�
(@�A(R)�)

2+

+ 1
2�m2

(R)p

(@�@�A(R)�)
2 + �C0

� (R)i@̂ (R) � �C1m(R)
� (R) (R) + �C2e(R)

� (R)Â(R) (R) �
�C3
4
F(R)��F

��
(R)

(2.377)
pois temos 4 parâmetros Ci e apenas 2 divergências na massa e na carga. Observe também que a
dinâmica não afeta o parâmetro mp.
A próxima etapa seria estudar as equações de SDF e analisar a relação entre os parâmetros Ci.

Isso pode ser realizado de maneira imediata tendo em vista os resultados anteriores

D�� = C3D��(R);

S = C0S(R);

�� = C�12 �
�
(R):

(2.378)

Por outro lado, para mantermos as identidades de WT na teoria renormalizada temos

1
C2

1
e(R)

@��
�
(R)(z; y;x) = ��(x� z)

1
C0
�(R)(x; y) +

1
C0
�(R)(x; z)�(x� y);

C0 = C2:

(2.379)

Portanto, lembrando-se que nossos parâmetros e campos agora são físicos, podemos escrever a
densidade de lagrangiana da seguinte forma

L(R) = � (i@̂ �m+ eÂ) � 1
4
F��F

�� + 1
2m2

p
@�F ��@�F

�� � 1
2�
(@�A�)

2 + 1
2�m2

p
(@�@�A�)

2+

+�C0
� i@̂ � �C1m�  + �C2e

� Â � �C3
4
F��F

�� :
(2.380)

Ao se obter as funções de auto-energia do fóton e do méson, essas são alteradas pela adição dos
contra-termos. Primeiramente, ao analisar o setor associado à auto-energia do fóton obtemos

���(R)(p) = ���(p) + �C3 [����p2 + p�p� ]; (2.381)

�(R)(p) = �(p) + �C3 :

Impondo a condição física de que na camada de massa o propagador do fóton se comporta como
um fóton livre de Podolsky

�(R)(p)
��
p2=0

= 0) �C3 = � �(p)jp2=0 : (2.382)

Explícitamente, das primeiras correções radiativas do tensor de polarização do fóton, podemos dizer
que
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�C3 = �
e2

3(4�)2
[
2

�
� 
 � ln(4��

2

m2
)]:

Por outro lado, ao analisar o setor associado à auto-energia do campo escalar sabemos que o
propagador completo é escrito de maneira geral da seguinte forma

S = i

p̂�m� �R
(2.383)

onde

�R = ��m�C1 + �C0p̂

� = �1 + �2p̂; � = 1

p̂ = p��
�:

(2.384)

Logo,

S = i
ap̂�b

a = (1� �C0 � �2)

b = m(1� �C1) + �1:

(2.385)

Por outro lado,

[ap̂(ap̂+m)� (a2p2 � b2)](ap̂� b)S(p) = i[ap̂(ap̂+m)� (a2p2 � b2)];

[(a3p̂3 � b2ap̂� (a2p2 � b2)ap̂+ b(a2p2 � b2)]S(p) = i[ap̂(ap̂+m)� (a2p2 � b2)];
(2.386)

S(p) =
i

b
[
ap̂(ap̂+ b)

(a2p2 � b2) � 1] = i
ap̂(ap̂+ b)� (a2p2 � b2)

b(a2p2 � b2) ; (2.387)

onde utilizamos a álgebra de DKP

������ + ������ = ����� + �����

p̂3 = p2p̂:
(2.388)

As condições físicas dizem que o propagador completo do campo escalar se comporta como um
propagador livre na camada de massa p̂ �! mfI

ap̂(ap̂+ b)� (a2p2 � b2) �! p̂(p̂+mf )� (p2 �m2
f ) (resíduo)

b(a2p2 � b2) �! mf (p
2 �m2

f ) (pólo).
(2.389)

De maneira equivalente podemos inferir que
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�̂ = ap̂� b

�̂ �! p̂�mf :

(2.390)

Agora observa-se que a condição do resíduo é dada por

��
@�̂

@p�
= ���� ) ��C0���� = �����2 + ��

@�2
@p�

p̂+ ��
@�1
@p�

: (2.391)

Para �xar o parâmetro �C0 (número) precisamos calcular o traço da expressão anterior

tr[��
@�̂
@p�
] = tr[����] = 8

��C0 = �2 +
tr[��p̂]

8
@�2
@p�

+
tr[��

@�1
@p�

]

8

��C0 = �2 + p�
4
@�2
@p�

+
tr[��

@�1
@p�

]

8
:

(2.392)

Sabemos também que �̂ tem um pólo na massa física p̂ �! mfI

�̂ = p̂�m� (�C0 + �2)p̂+m�C1 � �1

�R(p
2;m) = 0) m�C1 = (�C0 + �2)p̂+ �1

m�C1 = �1 � p�
4
@�2
@p�

p̂�
tr[��

@�1
@p�

]

8
p̂:

(2.393)

Resulta que as condições físicas associadas ao resíduo e o pólo do propagador escalar em GSDKP4
são dadas por

��C0 = �2 + p�
4
@�2
@p�

+
tr[��

@�1
@p�

]

8

m�C1 = �1 � p�
4
@�2
@p�

p̂�
tr[��

@�1
@p�

]

8
p̂;

(2.394)

mas esperamos também que �C1 seja um número

��C1 = �1 + p�
4
@�2
@p�

p̂+
tr[��

@�1
@p�

]

8
p̂

5m�C1 = tr[�1]:

(2.395)

Resumindo, temos as expressões no limite de p̂ �! mfI

��C0 = �2 + p�
4
@�2
@p�

+
tr[��

@�1
@p�

]

8

5m�C1 = tr[�1]:

(2.396)

Explícitamente das correções radiativas associadas à auto-energia do méson, concluímos que
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��C0 =
e2m2

p

3(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy(1� x) m
[p2x2+m2x+m2

py+�
2(1�x�y)]+

� e2m2
p

3(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
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dy(1� x)p2 m
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py+�
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(2.397)

5m�C1 =
8e2m2

p

m(4�)2
1
�
+

8e2m2
p

3m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�x
0

dy m2

[p2x2+m2x+m2
py+�

2(1�x�y)]+

� 4e2m2
p

m(4�)2

R 1
0
dx
R 1�y
0

dy[1 + 
 + ln(
p2x2+m2x+m2

py+�
2(1�x�y)

4��2
)]:

(2.398)

Para completar o programa de renormalização precisamos calcular C2 por meio do vértice. Para
isso investigaremos o espalhamento de partículas escalares pelo potencial de Coulomb. É de nosso
conhecimento que a aproximação de Born para a probabilidade de transição de uma partícula escalar
na presença de um campo externo A(e)� é igual a [47]

M1!2 = 2�e
2
���� (p0)Â(e)(~k) (p)���2 �(E 0 � E) ~k = ~p0 � ~p (2.399)

onde

Â(e)(k) =
R
d3~x��A(e)� (~x)e

�i~x:~k: (2.400)

Levando em conta todas as correções radiativas temos

Â(e)(~q) = K�(p0; p; k = p0 � p)A(e)� (~k)

�� (p0; p; k) = K�(p0; p; k)�4 (p0 � p� k) :
(2.401)

Quando utilizamos o procedimento de renormalização �camos com

M1!2 ! 2�e2(R)

���� (R)(p0)Â(e)(R)(~k) (R)(p)���2 �(E 0 � E)
Â
(e)
(R)(~q) =

C2

C
1
2
3

K�(p0; p; k = p0 � p)A(e)� (~k)

e = C2

C0C
1
2
3

e(R) 	 = C
1
2
0 	(R) A = C

1
2
3 A(R)

(2.402)

No limite de k ! 0

C2� (R)(p)K
�(p; p; k = 0) A

(e)
(R) �

(~k) (R)(p) =
� (R)(p)�

� A
(e)
(R) �

(~k) (R)(p): (2.403)

Por �m, podemos entender o signi�cado da carga elétrica escrevendo a amplitude de transição que
descreva o espalhamento de fótons por mésons. É de nosso conhecimento que no regime de baixas
energias k ! 0 temos a seguinte amplitude de transição

Mf+m!f+m = � (p) [��S��+��S�� + ���(p)] (p)A�A� (2.404)

= e2� (p)S�1 @2S
@p�@p�

S�1 (p)A�A�

! C3e
2� (R)(p)S�1(R)

@2S(R)
@p�@p�

S�1(R) (R)(p)A
�
(R)A

�
(R)
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implicando

e(R) = C
1
2
3 e, (2.405)

concordando aparentemente com o Teorema de Thirring para o efeito Compton.
Como vimos, os contra-termos são necessários para cancelarem as divergências que aparecem

na teoria ajustando os parâmetros de tal maneira a descreverem a física (experimento). C0 e C2
cancelam a divergência no IV, assegurando a identidade de WT, C0 = C2. C1 está associado à
massa no méson e cancela divergências no IV e UV. C3 está associado a carga do méson e cancela a
divergência no UV.

2.8 A auto-energia do fóton e o vértice a 2-laços

Anteriormente havíamos visto que a auto-energia do méson possui uma estrutura de divergência na
massa de Podolsky. Poderíamos nos perguntar se esse tipo de divergência se apresenta na auto-
energia do fóton ou no vértice em ordem superior. Para observar isto, calcularemos a auto-energia
do fóton e a estrutura de vértice a 2-laços [80], utilizando técnicas funcionais inspiradas na teoria de
pertubação modi�cada de Fradkin com contra-termos.
Inicialmente é de nosso conhecimento que

Z[�; ��; J�] =
R
D� exp[iSeff ]

Seff =
R
d4x[� (i@̂ �m+ eÂ) � 1

4
F��F

�� + 1
2m2

p
@�F ��@�F

�� � 1
2�
(@�A�)

2 + 1
2�m2

p
(@�@�A�)

2+

+�C0
� i@̂ � �C1m�  + �C2e

� Â � �C3
4
F��F

�� + � n+ �� + A�J�]:
(2.406)

Neste caso

Z[�; ��; J�] =
R
D� exp[i

R
d4y(1 + �C2)e

� Â ] expfi
R
d4x[� (i@̂ �m) � 1

4
F��F

��+

+ 1
2m2

p
@�F ��@�F

�� � 1
2�
(@�A�)

2 + 1
2�m2

p
(@�@�A�)

2 + �C0
� i@̂ � �C1m�  +

� �C3
4
F��F

�� + � n+ �� + A�J�]g:
(2.407)

Pois bem,

� =
1

i

�

��
;  =

1

i

�

���
; Â = ��

�

i�A�
: (2.408)

Logo,

Z[�; ��; J�] = exp[i
R
d4y(1 + �C2)e

1
i
�
�n
(�� �

i�J�
)1
i
�
���
]R

D� expfi
R
d4x[L+ � � + �� + A�J�]g:

L =� [i(1 + �C0)@̂ � (1 + �C1)m] �
(1+�C3 )

4
F��F

�� + 1
2m2

p
@�F ��@�F

�� � 1
2�
(@�A�)

2+

+ 1
2�m2

p
(@�@�A�)

2

(2.409)
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Observa-se que usualmente escrevemos a série pertubativa de Fradkin, colocando todos os termos
associados aos contra-termos na exponencial com a lagrangiana de interação. Sendo assim, teríamos
a interação moldando o funcional gerador livre

Z[�; ��; J�] = exp[i
R
d4yLinte]Zlivre;

Zlivre =
R
D� expfi

R
d4x[� [i@̂ �m] � 1

4
F��F

�� + 1
2m2

p
@�F ��@�F

�� � 1
2�
(@�A�)

2 + 1
2�m2

p
(@�@�A�)

2+

+� � + �� + A�J�]g:
(2.410)

Agora

� (1+�C3 )

4
F ��F�� =

(1+�C3 )

2
A�(�

���� @�@�)A�

1
2m2

p
@�F ��@�F

�� = 1
2
A�(�

���� @�@�) �
m2
p
A�

� 1
2�
(@�A�)

2 + 1
2�m2

p
(@�@�A�)

2 = 1
2�
A�(1 +

�
m2
p
)@�@�A� :

(2.411)

Sendo assim,

L =� [i(1 + �C0)@̂ � (1 + �C1)m] + 1
2
A�f[����� (1� 1

�
)@�@� ] + [����� (1� 1

�
)@�@� ] �

m2
p
+

+�C3(�
���� @�@�)gA� :

L =� S�1 + 1
2
A� D�1 �� A� :

S�1 _=i(1 + �C0)@̂ � (1 + �C1)m
D�1 �� _=[����� (1� 1

�
)@�@� ] + [����� (1� 1

�
)@�@� ] �

m2
p
+ �C3(�

���� @�@�):

De�niremos o funcional gerador da seguinte forma

Z[�; ��; J�] = exp[i
R
d4y(1 + �C2)e

1
i
�
�n
(�� �

i�A�
)1
i
�
���
]Z0[�; ��; J�];

Z0[�; ��; J�] =
R
D� expfi

R
d4x[� S�1 + 1

2
A� D�1 �� A� + � � + �� + A�J�]g:

(2.412)

Fazendo as translações nos campos

 (x)!  (x)�
R
d4zS(x; z)�(z);

� (x)! � (x)�
R
d4z��(z)S(z; x);

A�(x)! A�(x)�
R
d4zD��(x; z)J�(z);

(2.413)

onde
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S�1S(x; z) = �4(x� z)

D�1 �� D��(x; z) = ����4(x� z):
(2.414)

Observa-se que a medida de integração é invariante perante a translação proposta.
Portanto,

Z0[�; ��; J�] = Z0[0] expf�i
R
d4zd4x[��(z)S(z; x)n(x) + 1

2
J�(z)D��(z; x)J�(x)]g;

Z0[0] =
R
D� expfi

R
d4x[� S�1 + 1

2
A� D�1 �� A�g;

(2.415)

onde os objetos S e D são conhecidos como propagadores do méson e do fóton, respectivamente.
Podemos calcular uma forma explícita para os propagadores assumindo suas respectivas tranfor-

madas de Fourier

S(z; x) _=
R

d4p
(2�)4
S(p) exp[ip(z � x)];

D��(x; z) _=
R

d4p
(2�)4
D��(p) exp[ip(z � x)]:

(2.416)

Primeiramente,

�[(1 + �C0)p̂+ (1 + �C1)m]S(p) = 1

S(p) = �1
[(1+�C0 )p̂�(1+�C1 )m]

:
(2.417)

Da mesma forma,

f[����p2 + (1� 1
�
)p�p�]� [����p2 + (1� 1

�
)p�p�] p

2

m2
p
+ �C3(����p2 + p�p�)gD�� (p) = ���

f�(1� p2

m2
p
+ �C3)p

2��� + [�C3 + (1� p2

m2
p
)(1� 1

�
)]p�p�gD�� (p) = ���

D�� (p) = A��� +Bp�p� e chamando

A = �1
(1� p2

m2p
+�Z3 )p

2
; B =

�[�C3+(1�
p2

m2p
)(1� 1

�
)]

[1+(1� p2

m2p
)(1� 1

�
)](1� p2

m2p
+�C3 )p

2

D�� (p) = �
(1+�C3 )�

�
�

p2(1� p2

m2p
+�C3 )

� = 1:

(2.418)

Neste momento estamos aptos a utilizar teoria de pertubação. Para isso expandiremos o funcional
gerador em termos da constante de acoplamento (carga elétrica)
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Z[�; ��; J�] = Z0[0] exp[i
R
d4y(1 + �C2)e

1
i

�
��(y)

(�� �
i�J�(y)

)1
i

�
���(y)

]�
� expf

R
d4zd4x[i��(z)iS(z; x)i�(x) + 1

2
iJ�(z)iD��(z; x)iJ�(x)]g

exp[i
R
d4y(1 + �C2)e

1
i

�
��(y)

(�� �
i�J�(y)

)1
i

�
���(y)

] = 1 + i
R
d4y(1 + �C2)e

1
i

�
��(y)

(�� �
i�J�(y)

)1
i

�
���(y)

+

�
R
d4w(1 + �C2)e

1
i

�
��(w)

(�� �
i�J�(w)

)1
i

�
���(w)

R
d4y(1 + �C2)e

1
i

�
��(y)

(�� �
i�J�(y)

)1
i

�
���(y)

(2.419)
e calcularemos a função de dois pontos do fóton

F ��(r; s) _=
�Z

i�J�(s)i�J�(r) J=0
: (2.420)

Após obtermos a função de dois pontos, percebemos que apenas com o conhecimento da estrutura
do vértice da teoria é possível escrever as correções radiativas da função de dois pontos de maneira
imediata.

Podemos também inserir uma notação de diagramas para os contra-termos. Para isso é necessário
lembrarmos que os contra-termos têm uma dependência de no mínimo e2. Sendo assim, escrevendo
os propagadores em termos do propagador livre e outro associado aos contra-termos

S(p) = �1
[(1+�C0 )p̂�(1+�C1 )m]

= �1
[p̂�m] +

n
�1

[(1+�C0 )p̂�(1+�C1 )m]
+ 1

[p̂�m]

o
;

D�� (p) = �
(1+�C3 )�

�
�

p2(1� p2

m2p
+�C3 )

=
����

p2(1� p2

m2p
)
+

(
� (1+�C3 )�

�
�

p2(1� p2

m2p
+�C3 )

+
���

p2(1� p2

m2p
)

)
:

(2.421)

Trabalhando um pouco mais com o propagador do méson

fap̂2 + bp̂� [(ap)2�b2]
a
g(ap̂� b) = �[(ap)2 � b2] b

a

a = (1 + �C0)
b = (1 + �C1)m

S(p) = �1
[p̂�m] +

�
afap̂2+bp̂� [(ap)2�b2]

a
g

b[(ap)2�b2] � 1
m
[ p̂(p̂+m)
(p2�m2)

� 1]
�
:

(2.422)

Por �m, escrevendo os propagadores do méson e do fóton de maneira explícita
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S(p) = 1
m
[ p̂(p̂+m)
(p2�m2)

� 1] + m2[(1+�C1 )
2�(1+�C0 )

2]p̂2+[(1+�C0 )(�C1��C0 )p
2+(1+�C1 )(�C0��C1 )m

2]mp̂

m2(1+�C1 )[(1+�C0 )
2p2�(1+�C1 )2m2](p2�m2)

; (2.423)

D�� (p) =
����

p2(1� p2

m2p
)
+

�C3�
�
�

m2
p(1�

p2

m2p
+�C3 )(1�

p2

m2p
)
: (2.424)

A introdução dos propagadores e vértice associado aos contra-termos é útil para visualizarmos o
cancelamento das divergências, o que pode ser observado nos diagramas de Feynman abaixo.

Agora, para o caso do vértice calculamos a função de 3 pontos

V �
ab(r; s; w) _=

�Z

i��b(s)i���a(r)i�J�(w)i

����
n;��;J=0

: (2.425)

De maneira heurística, utilizando o método de Feymann para implementar as correções radiativas
na função de 3 pontos, concluímos que
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Inserindo os propagadores e vértices associados aos contra-termos

Portanto, apenas analizando os diagramas anteriores a�rmamos que a divergência que se apresenta
na massa de Podolsky não se propaga na função de dois pontos do fóton associada à auto-energia do
fóton, nem na funcão de 3 pontos associada ao vértice. Sendo assim, somos conduzidos a dizer que
de maneira geral após renormalizarmos a teoria a divergência na massa de Podolsky não irá aparecer
em nenhuma estrutura quântica que desejamos estudar.

2.9 O acoplamento efetivo em GSDKP4
Agora obteremos algumas conclusões físicas, de maneira heurística, associadas à dependência da con-
stante de acoplamento com a escala de energia. Tendo em vista a equação que descreve o propagador
completo do fóton, podemos dizer que a primeira correção radiativa do propagador do fóton (� = 0;
calibre transversal, Landau) é dada em termos da seguinte equação

iD�� (k) =
�T ��

k2(1� k2

m2
p
)[1 + �(p)

(1� k2

m2p
)
]

(2.426)

= �T ��
�
1

k2
� 1

k2 �m2
p

�"
1� 1

(1� k2

m2
p
)
[�C3 � �(R) (k)]

#
:

sendo

�(R) (k) = � (k)� �(k)jk2=0 = e2

4�

R 1
0
dx(1� 2x)2 ln( b2

m2 )

b2 = m2 � x(1� x)p2:
(2.427)

A equação (2.426), nos leva a de�nir de maneira fenomenológica a carga e¤etiva no regime onde
m2 � k2 < mp
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�(R)(k
2) = �

"
1� 1

(1� k2

m2p
)
[C3 � 1� �

12�
ln( k

2

m2 )

#

� = e2

4�

(2.428)

onde percebemos que

�(R)(k
2) = �C3

"
1
C3
� 1

(1� k2

m2p
)
[1� 1

C3
� C3�

12�C23
ln( k

2

m2 )

#

�(R)(k
2) = �(R)(m

2)[1 +
�(R)(m

2)

12�
1

1� k2

m2p

ln( k
2

m2 )]

�(R)(m
2) = C3�:

(2.429)

Desse modo, a dependência da constante de acoplamento é escrita da seguinte forma em primeira
aproximação logarítmica (leading logarithmic approximation)

�(R)(k
2) =

�(R)(m
2)

[1�
�(R)(m

2)

12�
1

1� k2

m2p

ln( k
2

m2
)]

1
�(R)(k

2)
= 1

�(R)(m
2)
� 1

12�
1

1� k2

m2p

ln( k
2

m2 ):

(2.430)

A equação anterior é singular no seguinte ponto

�(R)(m
2)

12�

1

1� k2

m2
p

ln(
k2

m2
) = 1; (2.431)

o que nos leva ao pólo de Landau

exp[
12�

�(R)(m2)
] = exp[

1

1� k2

m2
p

]
k2

m2
: (2.432)

Portanto, o pólo de Landau (Zero de Moscou) esta nos dizendo que a constante de estrutura física
(renormalizada) cresce com a energia. Se não existisse o pólo de Landau, a teoria seria trivial no
regime onde m2 � k2 < mp no sentido da constante de acoplamento ir a zero a altas energias. A
análise dessa secção é condizente com o resultado em GSQED4 [27] e nos conduz para uma abordagem
mais rigorosa, envolvendo a análise do propagador completo do fóton renormalizado no regime de
altas energias via equações de Gell-Mann-Low. Seria também de bom grado formular as equações do
grupo de renormalização, equações diferenciais de Callan-Symanzik para constante de estrutura [79].
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3 A Eletrodinâmica Quântica Escalar Generalizada de Du¢ n-
Kemmer-Petiau em Equilíbrio Termodinâmico

Estamos interessados agora em descrever a Eletrodinâmica Quântica Escalar Generalizada de Du¢ n-
Kemmer-Petiau (GSDKP4) em equilíbrio termodinâmico no ensemble gran-canônico com o Formal-
ismo de Matsubara-Fradkin [81]. Sendo assim, estudamos separadamente o setor da matéria com
campos externos e o setor vetorial com fontes. Ao implementar o método de Nakanishi para de-
screver o campo vetorial em equilíbrio termodinânimo de maneira covariante no calibre no-mixing
percebemos o surgimento dos campos fantasmas via multiplicador de Lagrange e sua respectiva carga
fantasma conservada. Um estudo no calibre no-mixing foi necessário para esclarecer a simetria por
trás das escolhas covariantes ao �xar o calibre, no caso a simetria BRST e também, resolver o
problema do surgimento de uma estrutura pseudo-diferencial. Por �m, com a função de partição
construida, estudamos a dinâmica quântica em equilíbrio termodinâmico e suas consequentes sime-
trias. Alguns apêndices foram construídos para complementar o texto e evitar a perda de linearidade.
Como vemos, implementamos no apêndice (5.7) à análise do setor fantasma via multiplicadores de
Lagrange, equivalente ao método funcional abordado no texto. Também temos a introdução do
método dos parâmetros �ctícios na análise da simetria BRST em eletrodinâmica quântica QED4

no apêndice (5.8) e sua aplicação extendida para a eletrodinâmica quântica generalizada em equi-
líbrio termodinâmico GQED4 no apêndice (5.9), muito útil no estudo do calibre no-mixing [82]. Se
necessário, observações matemáticas podem ser vistas no apêndice (5.10).

3.1 O setor da matéria (escalar)

Estudaremos as equações de movimento no formalismo Hamiltoniano. É sabido que a hamiltoniana
do setor escalar na presença de um campo externo é dada por

Hc =

Z
d3~xf� i

2
� �i(
 !
@ i ) +m�  � e� Â g:

Então, agora encontraremos a equação de movimento para �0 

d
dt
(�0 ) =

R
d3~zf�0 ;Hc(z)gD =

R
d3~zf�0 ;� i

2
� (z)�i[@i (z)] +

i
2
[@i� (z)]�

i (z)+
+m� (z) (z)� eA�(z)� (z)�� (z)gD:

(3.1)

A equivalência entre a dinâmica hamiltoniana e a dinâmica lagrangiana e a análise dos vínculos
de segunda classe nos leva ao seguinte resultado

f�0 (x); � (y)gD = �iI�3(~x� ~y); (3.2)

pois neste caso a equação (3.1) nos leva a equação de movimento

[i��(@� � ieA�)�m] = 0: (3.3)

De maneira análoga, encontramos a equação de movimento para � �0

d
dt
(� �0) =

R
d4zf� �0;Hc(z)gD =

R
d4zf� �0;� i

2
� (z)�i[@i (z)] +

i
2
[@i� (z)]�

i (z)+
+m� (z) (z)� eA�(z)� (z)�� (z)gD

(3.4)
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onde

f� �0;  (y)gD = iI�3(~x� ~y) (3.5)

pois nesse caso

� [i��
 �
(@� + ieA�) +m] = 0: (3.6)

Portanto, para a análise das equações de movimento precisamos dos seguintes parênteses de Dirac

f�0 (x); � (y)gD = �iI�3(~x� ~y) f� �0;  (y)gD = iI�3(~x� ~y): (3.7)

Utilizando o princípio da correspondência de Dirac, quantizamos a teoria f; gD ! �i[; ] (comu-
tador),

[�0
^
 (x);

^
� (y)] = I�3(~x� ~y) [

^
� �0;

^
 (y)] = �I�3(~x� ~y): (3.8)

Como estamos interessados em estudar GSDKP4 em equilíbrio termodinâmico as equações anteriores
passam a ser estacionárias no sentido de não dependerem do tempo.
Neste momento estamos aptos a de�nir a matriz densidade de estados � no ensemble gran-canônico

que descreve o setor escalar da eletrodinâmica GSDKP4 com fontes

�̂s(�) = exp[��(Ĥ � �eN̂)]

Ĥ =
R
d3~z

�
� i
2

^
� �i[@i

^
 ] + i

2
[@i
^
� ]�i

^
 +m

^
� 
^
 � e bA� ^� �� ^ + ��^ + ^

� �

�
^
N =

R
d3~z

^
� �0

^
 :

(3.9)

Aplicando uma transformação de similaridade em (3.8)
^
Os = �̂�1s

^
O�̂s, obtemos os comutadores

em equilíbrio termodinâmico

[�0
^
 s(~x; �);

^
� 
s
(~y; �)] = I�3(~x� ~y) [

^
� 
s
(~x; �)�0;

^
 s(~y; �)] = �I�3(~x� ~y): (3.10)

A seguir, encontraremos as equações de movimento em equilíbrio termodinâmico. Primeiramente

para �0
^
 s,

@(�0
^
 s)

@�
=

@

�
exp[�(Ĥ � �eN̂)]�0

^
 exp[��(Ĥ � �eN̂)]

�
@�

(3.11)

= exp[�(Ĥ � �eN̂)][Ĥ � �eN̂ ; �0
^
 ] exp[��(Ĥ � �eN̂)];

@(�0
^
 s)

@�
= [
R
d3~zf� i

2

^
� 
s
�i[@i

^
 s] + i

2
[@i
^
� 
s
]�i

^
 s +m

^
� 
s
^
 s � e bA� ^� s�� ^ s � �e ^� s�0 ^ s+

+��
^
 s +

^
� 
s
�; �0

^
 ]g

��0@0
^
 s + i�j@j

^
 s + e bA��� ^ s + �e�

0
^
 s �m

^
 s = �:

(3.12)
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Observa-se que estruturas no espaço euclidiano aparecem naturalmente

�E0 _=� �0
�Ej _=i�

j

�E� �
E
� �

E
� + �E� �

E
� �

E
� = �E� ��� + �E� ���:

(3.13)

Com o intuito de escrever a equação de movimento em equilíbrio termodinâmico de maneira covari-
ante façamos

bA��� = bA0�0 + bAj�j = � bA0�E0 + i bAj�Ej
bA0 = i bAE0 bAj = � bAEj : (3.14)

Logo,

�E0 @0
^
 s + �Ej @j

^
 s � ie( bAE0 �E0 + bAEj �Ej ) ^ s � �e�E0 ^ s �m ^

 s = �

�E� @�
^
 s � ie bAE� �E� ^ s � �e��0�E� ^ s �m ^

 s = �

[�E�D
(e;�e)
� �m]

^
 s = �

D
(e;�e)
� _=@� � ie bAE� � �e��0:

(3.15)

De maneira similar encontramos a equação de movimento para
^
� 
s
�0.

Sendo assim �nalizamos este estudo com as equações do setor escalar da eletrodinâmica GSDKP
com fontes em equilíbrio termodinâmico

[�E�
�!
D
(e;�e)
� �m]

^
 s = �;

^
� 
s
[
 �
D
(�e;��e)
� �E� +m] = ��:

(3.16)

A �m de encontrar uma representação de integração funcional para as equações (3.16), as mesmas
podem ser reescritas com a ajuda da matriz densidade (3.9)

�E� @�
^
 s � �e��0�E�

^
 s �m

^
 s = ie bAE� �E� ^ s + �

�
(�E� )ab@

�e
� �m�ab

� ^
 sb = ie(�E� )ab

bAE� ^ sb + ��
(�E� )ab@

�e
� �m�ab

� ��̂s(�)
���b(~x;�)

= ie(�E� )ab
��̂s(�)
���b(~x;�)

bAE� + ��̂s(�);

(3.17)

� 
s
a

h
(�E� )ab

 �
@
��e
� +m�ab

i
= �ie� sa(�E� )ab bAE� + ��

��̂s(�)
��a(~x;�)

h
(�E� )ab

 �
@
��e
� +m�ab

i
= �ie(�E� )ab

��̂s(�)
��b(~x;�)

bAE� + �̂s(�)��:

(3.18)
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Tomando-se o traço das expressões anteriores com o objetivo de encontrar equações a valores
médios, somos levados as equações funcionais satisfeitas pelo funcional gerador Z1[J ; ��; �]�

(�E� )ab@
�e
� �m�ab

� �Z1[J;��;�]
���b(~x;�)

= ie(�E� )ab
�Z1[J;��;�]
���b(~x;�)

AE� + �Z1[J ; ��; �]

�Z1[J;��;�]
��a(~x;�)

h
(�E� )ab@

��e
� �m�ab

i
= �ie(�E� )ab

�Z1[J;��;�]
��b(~x;�)

AE� + Z1[J ; ��; �]��:
(3.19)

Vamos supor que a solução das equações (3.19) seja dada por

Z1[��; �] =

Z
D� D ~Z1[A; � ;  ] exp[�� + � �]: (3.20)

Sendo assim Z
D� D [�E�

�!
D
(e;�e)
� �m] ~Z1[A; � ;  ] exp[�� + � �] = �Z1[J ; ��; �];

Z
D� D ~Z1[A; � ;  ] exp[�� + � �]� [

 �
D
(�e;��e)
� �E� +m] = Z1[J ; ��; �]��:

(3.21)

Pois bem, seja a quantidade

S1 = �
Z
d4x� (~x; �)[�E�

�!
D (e;�e)
� �m] (~x; �); (3.22)

�S1
�� (~x;�)

= �[�E�
�!
D
(e;�e)
� �m] (~x; �);

�S1
� (~x;�)

= � (~x; �)[�E�
 �
D
(�e;��e)
� +m]:

(3.23)

Portanto, percebemos que a função partição do setor escalar na presença de um campo externo é
dada por

Z1[J; ��; �] =

Z
D� D exp[�S1 + �� + � �]: (3.24)

3.2 O setor da radiação (vetorial)

Iniciamos esta secção com a densidade de lagrangiana que descreve o setor vetorial livre com o termo
de �xação de calibre covariante no-mixing

L = �1
4
F��F

�� +
1

2m2
p

@�F
��@�F�� �

1

2�
@�A

�(1 +
�
m2
p

)@�A
� (3.25)

! �1
4
F��F

�� +
1

2m2
p

@�F
��@�F�� �

1

2�
@�A

�@�A
� +

1

2�m2
p

@�@�A
�@�@�A

� :

Dos estudos anteriores sabemos que a hamiltoniana canônica é dada por

Hc =
R
d3~x

nh
@L

@(@0A�)
�2@i

�
@L

@(@0@iA�)

�
� @0 @L

@(@0@0A�)

i
(@0A�) +

@L
@(@0@0A�)

(@0@0A�)�L
o
: (3.26)

82



Podemos de�nir e calcular os momentos canônicamente conjugados a partir da equação anterior

�� _= @L
@(@0A�)

�2@i
�

@L
@(@0@iA�)

�
� @0

�
@L

@(@0@0A�)

�
= F �0 + 1

m2
p
[�i�@i@�F

�0 � @0@�F�� ]+

+1
�
�0�@�A

� + 2
�m2

p
�i�@i@�A

� + 1
�m2

p
�0�@0@�A

�

�� _= @L
@(@0@0A�)

= 1
m2
p
[@�F

�� � ��0@�F�0] + 1
�m2

p
�0�@0@�A

� :

(3.27)

Com a ajuda das identidades

F ��F�� = F kjFkj + 2(�j � @jA0)2;

@�F��@�F
�� = [m2

p�� + �0�@�F
�0 + 1

�
�0�@

0@�A
�][m2

p�
� + �0�@�F

�0 + 1
�
�0�@0@�A

� ] =

= m4
p���

� + 2m2
p[@j@

jA0 � @j�j + 1
�
@��

�]�0 + [@j@
jA0 � @j�j + 1

�
@��

�]2;

� 1
2�
@�A

�@�A
� + 1

2�m2
p
@�@�A

�@�@�A
� = � 1

2�
[�0�0 + @iA

i@jA
j] + 1

2�m2
p
[@��

�@��� + @i@jA
j@i@kA

k];

(3.28)

@��
� = �m2

p�
0;

@0�
k = @k�0 � @lF lk +m2

p�
k;

(3.29)

escrevemos a hamiltoniana canônica da seguinte forma

Hc =
R
d3~xf���� � �0[@i�i � �m2

p�
0] + �k[@

k�0 � @lF lk +m2
p�

k] + 1
4
F kjFkj +

1
2
(�j � @jA0)2+

�m2
p

2
���

� � 1
2
[@j@

jA0 � @j�j �m2
p�

0]�0 + 1
2m2

p
[@j@

jA0 � @j�j �m2
p�

0]2 + 1
2�
[�0�0 + @iA

i@jA
j]+

� 1
2�m2

p
[�m2

p�
0�m2

p�
0 + @i@jA

j@i@kA
k]g

(3.30)
ou ainda

Hc =
R
d3~xf���� � �0@i�i +

�m2
p

2
�0�0 + �k[@

k�0 � @lF lk +
m2
p

2
�k] + 1

4
F kjFkj+

+1
2
(�j � @jA0)2 + 1

2m2
p
[@j@

jA0 � @j�j]2 + 1
2�
[�0�0 + @iA

i@jA
j]� 1

2�m2
p
@i@jA

j@i@kA
kg: (3.31)

Com a Hamiltoniana anterior Hc(A
�;�� ; ��;��) podemos construir toda dinâmica no espaço de

fase. Os parênteses de Poisson fundamentais são dados por

fA�(x);��(y)gP = ����
3(~x� ~y);

f��(x);��(y)gP = ����
3(~x� ~y);

(3.32)

com o restante dos parênteses nulos.
Neste caso a construção da dinâmica quântica no espaço de Hilbert se dá pelo princípio da

correspondência de Dirac f; g ! �i[; ]
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[Â�(x); �̂�(y)] = i����
3(~x� ~y);

[�̂�(x); �̂�(y)] = i����
3(~x� ~y):

(3.33)

Pois bem a dinâmica dos campos em equilíbrio termodinâmico é obtida de�nindo a matriz den-
sidade de estados � que descreva o setor vetorial livre com fontes

�̂s(�) = exp[��Ĥ]

Ĥ =
R
d3~zfb��b�� � b�0@ib�i + �m2

p

2
b�0b�0 + b�k[@kb�0 � @l bF lk +

m2
p

2
b�k] + 1

4
bF kj bFkj + 1

2
(b�j � @j bA0)2+

+ 1
2m2

p
[@j@

j bA0 � @jb�j]2 + 1
2�
[b�0b�0 + @i bAi@j bAj]� 1

2�m2
p
@i@j bAj@i@k bAk + J� bA�g:

(3.34)

Aplicando uma transformação de similaridade em (3.33)
^
Os = �̂�1s

^
O�̂s obtemos os comutadores

em equilíbrio termodinâmico

[Âs�(~x; �); �̂
s
�(~y; �)] = i����

3(~x� ~y)

[�̂s�(~x; �); �̂
s
�(~y; �)] = i����

3(~x� ~y):
(3.35)

Com a análise anterior construímos a matriz densidade de estados � explicitando a hamiltoniana que
descreveria as equações de movimento quânticas escritas de maneira covariante do setor da radiação
livre em equilíbrio termodinâmico.
Entretanto, para se estudar as equações em equilíbrio termodinâmico é mais elegante utilizar o

método do campo auxiliar de Nakanishi juntamente com o princípio de ação quântica de Schwinger
para encontrar a função de partição. Tendo em vista que as estruturas que se apresentam na descrição
quântica de campos em equilíbrio termodinâmico são estruturas no espaço euclidiano, a densidade
de Lagrangeana que descreve o setor da radiação com interação e fontes em equilíbrio termodinâmico
é dada por

L̂N = 1
4
F̂��F̂�� + 1

2mp
@�F̂��@�F̂�� + 1

2
fB̂; G[Â]g+ �

2
B̂2 � ie bAE� ^� s�E� ^ s � J�AE�

F̂�� = @�Â� � @�Â�:
(3.36)

onde B̂ é conhecido como campo auxiliar de Nakanish [83] e G[Â] é operador de escolha de calibre.
Para encontrarmos as equações de movimento em equilíbrio termodinâmico utilizaremos o princí-

pio da ação quântica de Schwinger

Ŝ =
R
�

d4xL̂N : (3.37)

Ao aplicarmos as variações nos campos

Â� ! Â� + �Â�

B̂ ! B̂ + �B̂

(3.38)
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e impormos �Ŝ = 0̂, encontramos as equações de movimento. Faremos a seguinte escolha de calibre
no-mixing

G[Â] = ( �
m2
p

+ 1)
1
2@�Â�: (3.39)

Com as relações

1
4
F̂��F̂�� = �1

2
Â�(����+ @�@�)Â�

1
2m2

p
@�F̂��@�F̂�� = �1

2
Â�(����+ @�@�)

�
m2
p
Â�

�Ŝ =
R
�

d4x@L̂N
@Â �Â+

@L̂N
@B̂

�B̂;

(3.40)

as equações de movimento serão dadas por

�( �
m2
p
+ 1)(����+ @�@�)Â� � ( �m2

p
+ 1)

1
2@�B̂ � ie

^
� 
s
�E�

^
 s � J� = 0̂

B̂ = �1
�
( �
m2
p
+ 1)

1
2@�Â� :

(3.41)

Logo,

�(�
2

m2
p

+ 1)[(����+ (1�
1

�
)@�@�)]Â� = ie

^
� 
s
�E�

^
 s + J�; (3.42)

onde de�nimos o operador diferencial de Podolsky

P
(m2

p;�)
�� _=� ( �

m2
p

+ 1)[(����+ (1�
1

�
)@�@�)]: (3.43)

Portanto,

P
(m2

p;�)
�� Â� = ie

^
� 
s
�E�

^
 s + J�: (3.44)

O interessante dessa análise é que estendemos para temperatura �nita dois métodos: o método de
Nakanishi para �xar os graus de liberdade físicos de maneira covariante via multiplicador de Lagrange
e o método variacional de Schwinger para encontrar as equações de movimento via ação.
Por �m, obteremos a função de partição que descreve o setor vetorial com interação no calibre

no-mixing. A matriz densidade de estados é dada por

�̂s(�) = exp[��Ĥ]

Ĥ =
R
d3~zf���� � �0@i�i +

�m2
p

2
�0�0 + �k[@

k�0 � @lF lk +
m2
p

2
�k] + 1

4
F kjFkj +

1
2
(�j � @jA0)2+

+ 1
2m2

p
[@j@

jA0 � @j�j]2 + 1
2�
[�0�0 + @iA

i@jA
j]� 1

2�m2
p
@i@jA

j@i@kA
k � e bA� ^� �� ^ + J� bA�g:

(3.45)
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Observe que o ensemble em questão é o ensemble canônico pois não temos cargas conservadas.
Nesse caso a equação (3.44) pode ser escrita da seguinte forma

P
(m2

p;�)
��

��̂s(�)

�J �(~x; �)
= ie

^
� 
s
�E�

^
 s + J��̂s(�); (3.46)

onde tomando-se o traço temos uma equaçao funcional para a função de partição

P
(m2

p;�)
��

�Z2[J ]
�J �(~x; �)

= ie
^
� 
s
�E�

^
 s + J�Z2[J ; ��; �]: (3.47)

Procuraremos por uma solução da equação anterior da seguinte forma

Z2[J ] =
Z
DA ~Z2[A; � ;  ] exp[J�A�]; (3.48)Z

DA[P (m
2
p;�)

�� A� � ie� �E� ] ~Z2[A; � ;  ] exp[J�A�] = J�Z2[J ]: (3.49)

De�nindo

S2 _=

Z
d4xf1

2
A�P

(m2
p;�)

�� A� � ieA�� �E� g

�S2
�A� = P

(m2
p;�)

�� A� � ie� �E� 

(3.50)

percebemos que a função partição que descreve o setor vetorial é dada por

Z2[J ] =
Z
DA exp[�S2 + J�A�]: (3.51)

3.3 O setor Fantasma

Apesar de termos �xado o calibre, existe uma simetria residual na teoria. Esta pode ser observada
fazendo uma transformação de calibre na equação abaixo

L̂N = 1
4
F̂��F̂�� + 1

2m2
p
@�F̂��@�F̂�� + 1

2
fB̂; G[Â]g+ �

2
B̂2

F̂��= @�Â��@�Â�

G[Â] = ( �
m2
p
+ 1)

1
2@�Â�:

(3.52)

ou seja,

Â� ! Â� + @��̂

B̂ ! B̂

�L̂N = 1
2
fB̂; ( �

m2
p
+ 1)

1
2��̂g:

(3.53)

Neste caso para que tenhamos uma simetria
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�L̂N = 0̂) (
�

m2
p

+ 1)
1
2��̂ = 0̂: (3.54)

Implementaremos a condição anterior por meio de um multiplicador de Lagrange

L̂ = L̂N + �̂(
�

m2
p

+ 1)
1
2��̂: (3.55)

Podemos escrever a equação anterior em termos dos campos fantasmas

L̂ = L̂N + ibc( �
m2
p

+ 1)
1
2�bc: (3.56)

Como vemos, os fantasmas são inseridos por meio de uma estrutura pseudo-diferencial, o que di-
�cultaria o estudo de um formalismo hamiltoniano, o cálculo da carga fantasma conservada e a
construção de uma representação funcional para o setor fantasma a temperatura �nita. Para resolver
esse problema faremos uso do conhecimento sobre integração funcional. Sendo assim iniciamos o
estudo encontrando uma resolução para a seguinte integral,

I =

Z
d�c1:::d�cndc1:::dcn exp[�ciAijcj] i; j = 1; 2; :::n (3.57)

onde �ci e ci são variáveis de Grassmann independentes e A é um operador matricial. Suponhamos
que encontremos todos os auto-valores de A,

A:c = �:c (3.58)

det(A� �) = 0:

Conseqüentemente, temos seus auto-vetores

A:e� = ��:e� � = 1; 2; :::n: (3.59)

Portanto, se encontrarmos uma transformação que leve os auto-vetores na base canônica

e� = R:c� (3.60)

esta diagonaliza o operador A,

A:c� = ��:c� (3.61)

(R:A:R�1):e� = ��e�:

Na sequência, faremos a seguinte transformação sobre as variáveis de Grassmann

c0 = R:c (3.62)

observando que

d�c01:::d�c
0
ndc
0
1:::dc

0
n = (detR)

2d�c1:::d�cndc1:::dcn (3.63)
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e também o fato de termos (detR)2 = 1.
Desse modo

I =

Z
d�c01:::d�c

0
ndc
0
1:::dc

0
n exp[�c

0
iA
0
ijc
0
j] i; j = 1; 2; :::n (3.64)

onde A0 é diagonal.
Continuando,

I =

Z
d�c01:::d�c

0
ndc
0
1:::dc

0
n exp[�c

0
iA
0
ijc
0
j] (3.65)

=

Z
d�c01:::d�c

0
ndc
0
1:::dc

0
n

Y
i

(1 + �i�c
0
ic
0
i)

= �1�2:::�n

= detA;

onde utilizamos propriedades das variáveis de Grassmann. A extensão para o caso contínuo ocorre
de maneira natural,

detA =

Z
D�cDc exp[

Z
d4xd4y�c(x)A(x; y)c(y)]: (3.66)

Para o caso em que estamos interessados A(x; y) = det[(1+ �
m2
p
)
1
2��

4
(x� y)]

det[(1+
�

m2
p

)
1
2��4(x� y)] =

Z
D�cDc exp[

Z
d4xd4y�c(x)(1+

�

m2
p

)
1
2��4(x� y)c(y)]: (3.67)

Por outro lado,

det



(1+ �

m2
p
)
1
2





det



(1+ �

m2
p
)
1
2




 det




(1+ �m2

p

)
1
2�





 = det



(1+ �

m2
p
)�





det



(1+ �

m2
p
)
1
2




 =
det



(1+ �

m2
p
)�





[det



(1+ �

m2
p
)



] 12 : (3.68)

Portanto,

det



(1+ �

m2
p
)�





[det



(1+ �

m2
p
)



] 12 =

Z
D�cDc

Z
D� exp[

Z
d4xf�c( �

m2
p

+ 1)�c� 1
2
�(
�

m2
p

+ 1)�g]; (3.69)

det[(1+ �
m2
p
)
1
2��

4
(x� y)] =

R
D�cDc

Z
D� exp[

R
d4xfi�c( �

m2
p
+ 1)�c� 1

2
�( �

m2
p
+ 1)�g]: (3.70)

Logo, a densidade de lagrangiana que descreve o setor fantasma no calibre no-mixing é dada por

L̂g = ibc( �
m2
p

+ 1)�bc� 1
2
�̂(
�

m2
p

+ 1)�̂: (3.71)
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A partir daí, estamos aptos a construir toda estrutura do setor fantasma. Classicamente, a ação
que descreve o setor fantasma advinda de um estudo no calibre no-mixing pode ser de�nida como
sendo

S _=
Z
d4xL

L = �i�c(1+ �
m2
p
)�c+ 1

2
�(1 + �

m2
p
)�() i@��c@

�c� i
m2
p
��c�c� 1

2m2
p
@��@

��+ 1
2
�2

(3.72)

onde

c; �c (campos de grassmann)

� (campo real).
(3.73)

Para extrair o tensor de energia-momento canônico fantasma iremos inserir uma notação

S =
R
d4xL

L = L(@��c;@�@��c;@�c;@�@�c;�; @��):
(3.74)

Neste caso as equações clássicas de movimento são dadas por

�L =�(@��c) @L
@(@��c)

+ �(@�@��c)
@L

@(@�@��c)
+ @L

@(@�c)
�(@�c) +

@L
@(@�@�c)

�(@�@�c) +
@L
@�
��+ @L

@(@��)
�(@��) =

= ��c
h
�@�

�
@L

@(@��c)

�
+ @�@�

�
@L

@(@�@��c)

�i
+
h
�@�

�
@L

@(@�c)

�
+ @�@�

�
@L

@(@�@�c)

�i
�c+

h
@L
@�
� @�

�
@L

@(@��)

�i
��

�@�
�

@L
@(@��c)

�
+ @�@�

�
@L

@(@�@��c)

�
= 0

�@�
�

@L
@(@�c)

�
+ @�@�

�
@L

@(@�@�c)

�
= 0

h
@L
@�
� @�

�
@L

@(@��)

�i
= 0:

(3.75)
Por outro lado, implementando uma translação espaço-temporal

x� ! x� + �x�

�c! �c+ ��c; ��c = (@��c)�x
�

c! c+ �c; �c = (@�c)�x
�

�! �+ ��; �� = (@��)�x
�

�(d4x) = @��x
�d4x

(3.76)
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temos

�S =
R
�(d4x)L+

R
d4x�L =

R
d4x[@��x

�L+ �(@��c)
@L

@(@��c)
+ �(@�@��c)

@L
@(@�@��c)

+ @L
@(@�c)

�(@�c)+

+ @L
@(@�@�c)

�(@�@�c) +
@L
@�
��+ @L

@(@��)
�(@��)] =

R
d4x[(�@�L)�x� + @�(L�x�) + @�(��c

@L
@(@��c)

)+

���c@�
�

@L
@(@��c)

�
+ �(@�@��c)

@L
@(@�@��c)

+ @�(
@L

@(@�c)
�c)� @�

�
@L

@(@�c)

�
�c+ @L

@(@�@�c)
�(@�@�c)+

+@L
@�
��+ @L

@(@��)
�(@��)]:

(3.77)
Ao utilizar as equações de movimento (3.75)

�S =
R
d4x[@�(�L���)�x� + @�(��c

@L
@(@��c)

)� ��c@�@�
�

@L
@(@�@��c)

�
+ �(@�@��c)

@L
@(@�@��c)

+ @�(
@L

@(@�c)
�c)+

�@�@�
�

@L
@(@�@�c)

�
�c+ @L

@(@�@�c)
�(@�@�c) + @�

�
@L

@(@��)

�
��+ @L

@(@��)
�(@��)] =

R
d4xf@�(�L���)�x�+

+@�[(@��c)
@L

@(@��c)
]�x� + @� [�(@��c)@�

�
@L

@(@�@��c)

�
+ (@�@��c)

@L
@(@�@��c)

]�x� + @�[
@L

@(@�c)
(@�c)]�x

�+

+@�[�@�
�

@L
@(@�@�c)

�
(@�c) +

@L
@(@�@�c)

(@�@�c)] + @�[
�

@L
@(@��)

�
(@��)]�x

�g:
(3.78)

Neste caso, assumindo que a ação seja invariante por (3.76)

�S =
R
d4x@� [(@��c)

@L
@(@��c)

� (@��c)@�
�

@L
@(@�@��c)

�
+ (@�@��c)

�
@L

@(@�@��c)

�
+ @L

@(@�c)
(@�c)+

�@�
�

@L
@(@�@�c)

�
(@�c) +

�
@L

@(@�@�c)

�
(@�@�c) +

�
@L

@(@��)

�
@���L���]�x�

T�
� _=(@��c)

@L
@(@��c)

� (@��c)@�
�

@L
@(@�@��c)

�
+ (@�@��c)

�
@L

@(@�@��c)

�
+ @L

@(@�c)
(@�c)+

�@�
�

@L
@(@�@�c)

�
(@�c) +

�
@L

@(@�@�c)

�
(@�@�c) +

�
@L

@(@��)

�
@���L���

�S = 0) @� T�
� = 0 (conservação de energia e momento).

(3.79)

A hamiltoniana canônica é dada por

Hc =
R
d3~x T0

0 =
R
d3~x[(@0�c)

h
@L

@(@0�c)
� 2@i

�
@L

@(@i@0�c)

�
� @0

�
@L

@(@0@0�c)

�i
+ (@0@0�c)

�
@L

@(@0@0�c)

�
+

+
h

@L
@(@0c)

� 2@i
�

@L
@(@i@0c)

�
� @0

�
@L

@(@0@0c)

�i
(@0c) +

�
@L

@(@0@0c)

�
(@0@0c) +

�
@L

@(@0�)

�
(@0�)]� L+

+
R
d3~x@i[(@0�c)

�
@L

@(@i@0�c)

�
+
�

@L
@(@i@0c)

�
(@0c)]:

(3.80)

Conseqüentemente,

H = (@0�c)� + (@0@0�c)P+��(@0c) + �P (@0@0c)+p(@0�)� L; (3.81)

onde de�nimos os momentos canônicos
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� _=
h

@L
@(@0�c)

� 2@i
�

@L
@(@i@0�c)

�
� @0

�
@L

@(@0@0�c)

�i
= i(1+ �

m2
p
)@0c

�� _=
h

@L
@(@0c)

� 2@i
�

@L
@(@i@0c)

�
� @0

�
@L

@(@0@0c)

�i
= �i(1+ �

m2
p
)@0�c

P _= @L
@(@0@0�c)

= �i �
m2
p
c

�P _= @L
@(@0@0c)

= i �
m2
p
�c

p _= @L
@(@0�)

= � 1
m2
p
@0�:

(3.82)

Para encontrar e discutir o que seria uma carga fantasma vamos abordar o seguinte problema

S _=
Z
d4xL

L = �i�c(1+ �
m2
p
)�c+ 1

2
�( �

m2
p
+ 1)�:

(3.83)

De início temos as seguintes equações de movimento

(1+
�!�
m2
p
)
�!�c = 0

�c(1+
 ��
m2
p
)
 �� = 0

(
~�
m2
p
+ 1)� = 0:

(3.84)

Encontraremos a carga conservada pelo Teorema de Emmy Noether. A ação (3.83) é invariante
perante a seguinte transformação global

�c! �c0 = �c exp[�i�]

c! c0 = exp[i�]c:
(3.85)

In�nitesimalmente,

�c! �c+ ��c; ��c = �i���c

c! c+ �c; �c = i��c:
(3.86)

Sendo assim,

S ! S + �S; �S = 0

�S =
Z
d4x

h
�(@��c)

@L
@(@��c)

+ �(@�@��c)
@L

@(@�@��c)
+ @L

@(@�c)
�(@�c) +

@L
@(@�@�c)

�(@�@�c)
i
:

(3.87)
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Ao utilizar as equações de movimento (3.75)

�S =
Z
d4x@�[��c

@L
@(@��c)

� ��c@�
�

@L
@(@�@��c)

�
+ �(@��c)

@L
@(@�@��c)

+ @L
@(@�c)

�c� @�
�

@L
@(@�@�c)

�
�c+

+
�

@L
@(@�@�c)

�
�(@�c)]

@L
@(@��c)

= i@�c; @L
@(@�@��c)

= �i 1
m2
p
����c; @L

@(@�c)
= �i@��c; @L

@(@�@�c)
= i 1

m2
p
��c��� :

(3.88)

Neste caso,

�S = ��

Z
d4x@�

�
�c(@�c)�(@��c)c+

1

m2
p

[�c(@��c)� (@��c)�c+��c(@�c)� (@���c)c]
�

(3.89)

=

Z
d4x@�Q�;

onde encontramos a carga de Noether

Q0 = �c(@0c)�(@0�c)c+
1

m2
p

[�c(@0�c)� (@0�c)�c+��c(@0c)� (@0��c)c] : (3.90)

Portanto, escrevemos a densidade de carga fantasma da seguinte forma

iQ0 = �c[i(1+
�
m2
p

)@0c]� [i(1+
�
m2
p

)@0�c]c+ [i
�
m2
p

�c]@0c� @0�c[i
�
m2
p

c] (3.91)

= �c�+��c+ �P (@0c) + (@0�c)P:

A seguir estudaremos o formalismo hamiltoniano e quantização do setor fantasma. Primeira-
mente precisamos construir o formalismo hamiltoniano. Sendo assim, escreveremos a densidade de
Hamiltoniana fantasma de maneira explícita

H = (@0�c)� + (@0@0�c)P+��(@0c) + �P (@0@0c)+p(@0�)� L =
= D�+

:

DP+��D + �P _D �m2

pp
2 � [�i(DD + @k�c@

kc) + im2
p
�PP+

�1
2
m2
pp
2 � 1

2m2
p
@k�@

k�+ 1
2
�2];

D = @0c:

(3.92)

Por outro lado,

P = �i �
m2
p
c = � i

m2
p
( _D + @k@

kc);

_D = im2
pP � @k@kc:

(3.93)

Logo
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H = D� + [�im2
p
�P � @k@k�c]P+��D + �P [im2

pP � @k@kc]�m2
pp
2 + i(DD + @k�c@

kc)+

�im2
p
�PP+1

2
m2
pp
2 + 1

2m2
p
@k�@

k�� 1
2
�2 = D� � (@k@k�c)P+��D + �P (�@k@kc)+

+i(DD + @k�c@
kc)� im2

p
�PP+1

2
m2
pp
2 + 1

2m2
p
@k�@

k�� 1
2
�2;

(3.94)

H(c;�c;D; �D;�; �; ��; P; �P ; p) = D� � (@k@k�c)P+��D + �P (�@k@kc) + i(DD + @k�c@
kc)+

�im2
p
�PP+1

2
m2
pp
2 + 1

2m2
p
@k�@

k�� 1
2
�2: (3.95)

Portanto, podemos encontrar as equações de Hamilton pelo princípio da mínima ação

L =
:
�c� +

:
�DP+�� _c+ �P _D+p _��H

�L = 0:
(3.96)

�L = ���c _�+
:
�c�� + :::� ��c@H

@�c
� @H

@�
�� + ::: (3.97)

Neste caso

_c = @H
@��

_� = �@H
@�c
;

:
�c = @H

@�

:
�� = �@H

@c

_D = @H
@ �P

_P = �@H
@ �D
;

:
�D = @H

@P

:
�P = �@H

@D

_� = @H
@p

_p = �@H
@�
:

(3.98)

Agora dada uma quantidade física F sua evolução será dada por

F =
R
d3~xF(c;�c;D; �D;�; �; ��; P; �P ; p)

_F =
R
d3~xd3~y[@F(x)

@c(y)
_c(y) +

:
��(y)@F(x)

@��(y)
+:::] =

R
d3~xd3~y[@F(x)

@c
@H(y)
@��

+ @F(x)
@��

@H(y)
@c
+:::] =

_=
R
d3~xd3~yfF(x);H(y)gB

(3.99)

onde de�nimos uma extensão do parentese de Poisson conhecido como parentese de Berezin, pois
temos variáveis reais e de Grassmann.
Tendo em vista a de�nição do parentese de Berezin podemos escrever os parenteses de Berezin

fundamentais

fc(x); ��(y)gB = f��(x); c(y)gB = �3(~x� ~y); f�c(x); �(y)gB = f�(x); �c(y)gB = �3(~x� ~y)

fD(x); �P (y)gB = f �P (x); D(y)gB = �3(~x� ~y); f �D(x); P (y)gB = fP (x); �D(y)gB = �3(~x� ~y)

f�(x); p(y)gB = �fp(x); �(y)gB = �3(~x� ~y)
(3.100)

com o restante dos parenteses fundamentais nulos.
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Observa-se que

_�= i(1+ �
m2
p
)
::
c =

R
d3~yf�;H(y)gB =

R
d3~yf�;�(@k@k�c)P+i@k�c@kcgB =

= �@k@kP�i@k@kc;

i(1+ �
m2
p
)�c = 0:

(3.101)

A quantização do setor fantasma é obtida utilizando o princípio da correspondência de Dirac

f; gB !
�if; g anti-comutador (campos de grassmann)
�i[; ] comutador (campos reais)

(3.102)

Desse modo

fbc(x); b��(y)g = fb��(x);bc(y)g = i�3(~x� ~y); fb�c(x); b�(y)g = fb�(x);b�c(y)g = i�3(~x� ~y)

f bD(x); b�P (y)g = fb�P (x); bD(y)g = i�3(~x� ~y); fb�D(x); bP (y)g = f bP (x); b�D(y)g = i�3(~x� ~y)

[b�(x); bp(y)] = �[bp(x); b�(y)] = i�3(~x� ~y):

(3.103)

Como estamos interessados em estudar campos em equilíbrio termodinâmico, toda a discussão
anterior nos leva a de�nir a matriz densidade de estados no ensemble gran-canônico do setor fantasma
com fontes da seguinte forma

�̂gs(�) = exp[��(Ĥ � �gQ̂)]

Ĥ =
R
d3~xfbDb��(@k@kb�c) bP+b�� bD + b�P (�@k@kbc) + i(bD bD + @kb�c@kbc)+

�im2
p
b�P bP+1

2
m2
pbp2 + 1

2m2
p
@kb�@kb�� 1

2
b�2 + ��bc+b�c� + Jb�g:

iQ̂ = b�cb�+b��bc+b�P bD+bDP:
(3.104)

Aplicando uma transformação de similaridade
^
O
gs

(~x; �) = �̂�1gs (�)Ô(~x)�̂gs(�) nas equações (3.103)
estacionárias obtemos os parenteses fundamentais em equilíbrio termodinâmico

fbcgs(~x; �); b��gs(~y; �)g = fb��gs(~x; �);bcgs(~y; �)g = i�3(~x� ~y)

fb�cgs(~x; �); b�(~y; �)g = fb�gs(~x; �);b�cgs(~y; �)g = i�3(~x� ~y)

f bDgs(~x; �); b�P gs

(~y; �)g = fb�P gs

(~x; �); bDgs(~y; �)g = i�3(~x� ~y)

fb�Dgs

(~x; �); bP gs(~y; �)g = f bP gs(~x; �); b�Dgs

(~y; �)g = i�3(~x� ~y)

[b�gs(~x; �); bpgs(~y; �)] = �[bpgs(~x; �); b�gs(~y; �)] = i�3(~x� ~y):

(3.105)

Pois bem, encontraremos as equações de movimento em equilíbrio termodinâmico. Primeiramente
para c,
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@bcgs(~x; �)
@�

=
@
n
exp[�(Ĥ � �gQ̂)]bc exp[��(Ĥ � �gQ̂)]o

@�
(3.106)

= exp[�(Ĥ � �gQ̂)][Ĥ � �gQ̂;bc] exp[��(Ĥ � �gQ̂)]:
Notemos que

[ bA bB; bC] = bAf bB; bCg � f bA; bCg bB (3.107)

[Ĥ � �gQ̂;bc(~x)] = [R d3~y(b�� bD + i�gb��bc);bc(~x)] = �i bD + �gbc
@bcgs(~x;�)

@�
= �i bDgs(~x; �) + �gbcgs(~x; �); (3.108)

onde de�nimos a seguinte quantidade

bcgs(~x; �) _= exp[�g� ]bcs(~x; �): (3.109)

Dando continuidade

@2bcgs(~x;�)
@�2

= �i@ bDgs(~x;�)
@�

+ �g[�i bDgs(~x; �) + �gbcgs(~x; �)]
@ bDgs(~x;�)

@�
= exp[�(Ĥ � �gQ̂)][Ĥ � �gQ̂; bD] exp[��(Ĥ � �gQ̂)]

[Ĥ � �gQ̂; bD(~x)] = [R d3~yfb�P (�@k@kbc)� im2
p
b�P bP�i�g b�P bD; bD(~x)] =

= i@k@
kbc�m2

p
bP � �g bD:

(3.110)

Sendo assim,

@2bcgs(~x;�)
@�2

= @k@
kbcgs(~x; �) + im2

p
bP gs(~x; �) + �2gbcgs(~x; �)]

bP gs(~x; �) = � i
m2
p
[ @

2

@�2
+ @k@k]bcgs(~x; �) + i�2g

1
m2
p
bcgs(~x; �) (3.111)

onde de�nimos a seguinte operação

� _=� [ @
2

@� 2
+ @k@k] (3.112)

Logo,

bP gs(~x; �) = i
�

m2
p

bcgs(~x; �) + i�2g
1

m2
p

bcgs(~x; �) (3.113)

= [i
�

m2
p

+ i�2g
1

m2
p

]bcgs(~x; �):
Por �m,
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@ bP gs(~x;�)
@�

= [i �
m2
p
+ i�2g

1
m2
p
][�i bDgs(~x; �) + �gbcgs(~x; �)]

@ bP gs(~x;�)
@�

= exp[�(Ĥ � �gQ̂)][Ĥ � �gQ̂; bP ] exp[��(Ĥ � �gQ̂)]
[Ĥ � �gQ̂; bP (~x)] = [R d3~yfbDb� + ibD bD�i�g bD bPg; bP (~x)] =
= �ib� + � bD � �g bP :

(3.114)

Conseqüentemente,

�ib�gs(~x; �) + bDgs(~x; �)� �g bP gs(~x; �) = [i �
m2
p
+ i�2g

1
m2
p
][�i bDgs(~x; �) + �gbcgs(~x; �)]

b�gs(~x; �) = [�i(1� �
m2
p
) + i�2g

1
m2
p
] bDgs(~x; �)� �gf[ �m2

p
+ �2g

1
m2
p
]bcgs(~x; �)� i bPg =

= [�i(1� �
m2
p
) + i�2g

1
m2
p
] bDgs(~x; �):

(3.115)

Sendo assim, temos condições de encontrar a equação de movimento

@b�gs(~x;�)
@�

= [�i(1� �
m2
p
) + i�2g

1
m2
p
][i@k@

kbcgs(~x; �)�m2
p
bP gs(~x; �)� �g bDgs(~x; �)];

@b�gs(~x;�)
@�

= exp[�(Ĥ � �gQ̂)][Ĥ � �gQ̂; b�] exp[��(Ĥ � �gQ̂)];
[Ĥ � �gQ̂; b�(~x)] = [R d3~yf�(@k@kb�c) bP + i(@kb�c@kbc) +b�c� � i�gb�cb�g; b�(~x)] =
= i@k@

k bP + @k@
kbc� i� � �gb�;

(3.116)

i[i �
m2
p
+ i�2g

1
m2
p
]@k@

kbcgs(~x; �) + @k@
kbcgs(~x; �)� i�(~x; �)� �gb�gs(~x; �) =

= [�i(1� �
m2
p
) + i�2g

�
m2
p
]fi@k@kbcgs(~x; �)�m2

p[i
�
m2
p
+ i�2g

1
m2
p
]bcgs(~x; �)� �g bDgs(~x; �)g; (3.117)

(1� �
m2
p
)�bcgs(~x; �) = i�(~x; �) + �g[�i(1� �

m2
p
) + i�2g

1
m2
p
] bDgs(~x; �)+

+�2g
1
m2
p
(1� �

m2
p
)[bcgs(~x; �)� �g bDgs(~x; �)] + �2g

1
m2
p
f�@k@kbcgs(~x; �)+

+m2
p[
�
m2
p
+ �2g

1
m2
p
]bcgs(~x; �)� i�g bDgs(~x; �)g:

(3.118)

Percebemos então a seguinte equação de movimento

�i(1� �

m2
p

)�bcs(~x; �) = �(~x; �); �g = 0: (3.119)

A seguir, encontraremos uma equação de movimento para �. Pois bem

@b�gs(~x;�)
@�

= exp[�(Ĥ � �gQ̂)][Ĥ � �gQ̂; b�] exp[��(Ĥ � �gQ̂)]
[Ĥ � �gQ̂; b�(~x)] = [R d3~yf12m2

pbp2g; b�(~x)] = �im2
pbp (3.120)
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@2b�gs(~x;�)
@�2

= �im2
p
@bpgs(~x;�)

@�

@bpgs(~x;�)
@�

= exp[�(Ĥ � �gQ̂)][Ĥ � �gQ̂; bp] exp[��(Ĥ � �gQ̂)]
[Ĥ � �gQ̂; bp(~x)] = [R d3~yf 1

2m2
p
@kb�@kb�� 1

2
b�2 + Jb�g; bp(~x)] =

= �i 1
m2
p
@k@

kb�� ib�� iJ
(3.121)

(1� �

m2
p

)b�gs(~x; �) = �J(~x; �): (3.122)

Finalmente toda a discussão anterior nos conduz às seguintes equações de movimento em equilíbrio
termodinâmico

�i(1� �
m2
p
)�bcs(~x; �) = �(~x; �) �g = 0

i(1� �
m2
p
)�b�cs(~x; �) = ��(~x; �) �g = 0

(1� �
m2
p
)b�gs(~x; �) = �J(~x; �):

(3.123)

Como vemos, existe uma relação entre as equações clássicas (3.84) advindas da ação (3.72) e as
equações quânticas em equilíbrio termodinâmico

� � ��: (3.124)

Para que as equações quânticas em equilíbrio termodinâmico sejam de�nidas adequadamente dev-
eríamos utilizar a seguinte ação clássica

S _=
Z
d4xL

L = i�c(1� �
m2
p
)�c+ 1

2
�(1� �

m2
p
)�() �i@��c@�c� i

m2
p
��c�c+ 1

2m2
p
@��@

��+ 1
2
�2:

(3.125)

Logo as equações quânticas em equilíbrio termodinâmico seriam

i(1 + �
m2
p
)�bcs(~x; �) = �(~x; �) �g = 0

�i(1 + �
m2
p
)�b�cs(~x; �) = ��(~x; �) �g = 0

(1 + �
m2
p
)b�gs(~x; �) = �J(~x; �):

(3.126)

Neste caso as equações anteriores podem ser escritas da seguinte forma
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i(1 + �
m2
p
)�

��̂gs(�)

���(~x;�)
= �(~x; �)�̂gs(�)

�i(1 + �
m2
p
)�

��̂gs(�)

��(~x;�)
= ��(~x; �)�̂gs(�)

(1 + �
m2
p
)
��̂gs(�)

�J(~x;�)
= �J(~x; �)�̂gs(�)

(3.127)

onde tomando-se o traço temos uma equação funcional para a função de partição

i(1 + �
m2
p
)� �Z3[��;�;J ]

���(~x;�)
= �(~x; �)Z3[��; �; J ]

�i(1 + �
m2
p
)� �Z3[��;�;J ]

��(~x;�)
= ��(~x; �)Z3[��; �; J ]

(1 + �
m2
p
) �Z3[

��;�;J ]
�J(~x;�)

= �J(~x; �)Z3[��; �; J ]:

(3.128)

Procuraremos por uma solução da equação anterior da seguinte forma

Z3[��; �; J ] =

Z
D�cDcD� ~Z3[�c; c; �] exp[�c� + ��c+ J�]: (3.129)

De�nindo

S3 _=

Z
d4xfi�c( �

m2
p

+ 1)�c� 1
2
�(
�

m2
p

+ 1)�g (3.130)

percebemos que a função partição que descreve o setor fantasma é dada por

Z3[��; �; J ] =

Z
D�cDcD� exp[�S3 + �c� + ��c+ J�]: (3.131)

3.4 Um estudo no calibre no-mixing

Neste momento iremos aplicar o estudo da simetria BRST na condição de calibre no-mixing. Como
vimos a função de partição livre no calibre non-mixing (� = 1

2
) é dada por

Z(�) = Z0
R
DA

R
D �CDC exp[�S]

S =
R
�

d4xf1
2
A�P

(m2
p;�;�)

�� A� � i�c( �m2
p
+ 1)��cg

P
(m2

p;�;�)
�� = �( �

m2
p
+ 1)f����+ [1� 1

�
( �
m2
p
+ 1)2��1]@�@�)g:

(3.132)

Observa-se que o setor fantasma para o calibre no-mixing (� = 1
2
) é uma estrutura pseudo-

diferencial. Para contornar este problema

det[(
�

m2
p

+ 1)��]!
det[( �

m2
p
+ 1)�+

1
2�]

det[( �
m2
p
+ 1)

1
2 ]
!
det[( �

m2
p
+ 1)�+

1
2�]

det[( �
m2
p
+ 1)]

1
2

: (3.133)
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Neste caso

~Z(�) = ~Z0
R
DA

R
D�cDc

Z
D� exp[� ~S]

~S =
R
�

d4xf1
2
A�P

(m2
p;�;�)

�� A� � i�c( �m2
p
+ 1)�+

1
2�c+ 1

2
�( �

m2
p
+ 1)�g;

(3.134)

onde R
DA exp[�1

2
A�P

(m2
p;�;�)

�� A� ] = det[P
(m2

p;�;�)
�� ]�

1
2R

D�cDc exp[i�c( �
m2
p
+ 1)�+

1
2�c] = det[( �

m2
p
+ 1)�+

1
2�]Z

D� exp[�1
2
�( �

m2
p
+ 1)�] = det[( �

m2
p
+ 1)]�

1
2 :

(3.135)

Em seguida, demonstraremos que Z(�) e ~Z(�) descrevem a mesma física.

~Z(�) = ~Z0 det[P
(m2

p;�;�)
�� ]�

1
2 det[(

�

m2
p

+ 1)�+
1
2�] det[(

�

m2
p

+ 1)]�
1
2 (3.136)

= ~Z0 det[P
(m2

p;�;�)
�� ]�

1
2 det[(

�

m2
p

+ 1)��]

= Z(�); ~Z0 = Z0:

Inserindo fontes na função partição (3.134) tendo em vista o princípio de Schwinger para campos
a temperatura �nita

~Z(�) = Z0
R
DA

R
D�cDc exp[� ~S];

~S =
R
�

d4xf1
2
A�P

(m2
p;�;�)

�� A� � i�c( �m2
p
+ 1)�+

1
2�c+ 1

2
�( �

m2
p
+ 1)�+A�J� + �c� + ��c+ J�;

(3.137)

e variando com respeito a �

� ~Z =
� ~Z

��
�� (3.138)

Temos então que

� ~Z

��
= � ~Z0

Z
DA

Z
D�cDc

� ~S

��
exp[� ~S] (3.139)

= � ~Z0
Z
DA

Z
D�cDcf

R
�

d4x[
1

2
A�

�P
(m2

p;�;�)
��

��
A� � i�c

�( �
m2
p
+ 1)�+

1
2

��
�c]g exp[� ~S]
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e, conseqüentemente

� ~Z
��
= � ~Z0

R
�

d4xd4y�4(x� y)
R
DA

R
D�cDc[

�P
(m2p;�;�)
��

��
1
2
A�(x)A�(y)+

�i
�( �
m2p

+1)
�+1

2

��
��c(x)c(y)] exp[� ~S]:

(3.140)

Logo,

f�P
(m2

p;�;�)
��

��

1

2

�2

�J�(x)�J�(y)
� i

�( �
m2
p
+ 1)�

��
(
�

m2
p

+ 1)
1
2�

�2

��c(x)�c(y)
g ~Z = 0 � ~Z = 0: (3.141)

Escrevendo de outra maneira

1
2

�P
(m2p;�;�)
��

��
hA�(x)A�(y)i = i

�( �
m2p

+1)�

��
( �
m2
p
+ 1)

1
2� h�c(x)c(y)i

1
�
( �
m2
p
+ 1)��

1
2@�@� hA�(x)A�(y)i = i� h�c(x)c(y)i :

(3.142)

Portanto,

1

�
@� hA�(x)A�(y)i = i@� h�c(x)c(y)i � =

1

2
: (3.143)

Agora para encontrar a simetria rígida do problema (BRST) associada à identidade anterior é
su�ciente trabalhar o funcional gerador associado a lagrangiana (no-mixing)

Z[J ; ��; �; J ] =
R
DAD�cDc exp[i

R
d4xL � J�A� + ��c+ �c� + J�];

L = �1
2
A�
h
(��� � @�@�)(1 + �

m2
p
)
i
A� +

A�
�
(1+ �

m2p
)2�@�@�

�
A�

2�
� i�c(x)(1+ �

m2
p
)�c(x)+

+1
2
�( �

m2
p
+ 1)�:

(3.144)

Então, fazendo as seguintes transformações nos campos

A� ! A� + �A� (3.145)

c ! c+ �c

�c ! �c+ ��c

� ! �

onde as variações são dadas por

�A� = i�@�c(x) (3.146)

�c = 0

��c = �1
�
�@�A�

�� = 0
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e � é um parâmetro de natureza anticomutante independente do espaço-tempo.
Sendo assim, temos que a lagrangiana inicial se transforma da seguinte forma perante a transfor-

mação proposta,

�L =
A�
h
(1+ �

m2
p
)@�@�

i
�A�

�
� ��c(x)(1+ �

m2
p

)�c(x) (3.147)

=
i

�
@�[�A�(1+

�

m2
p

)�c(x)]

Portanto, a invariância é con�rmada, pois temos um termo de derivada total que não contribui para
a ação.
Por �m, impondo a simetria no funcional gerador Z encontramosZ

DAD�cDci�
Z
d4x[�iJ�@�c�

1

�
@�A��] exp[iSeff ] = 0: (3.148)

De outra maneira a equação funcional advinda da simetria BRST é dada por�
1

�
@�A�� + iJ�@�c

�
Z = 0: (3.149)

Aplicando �2

�J��
na equação anterior e tomando no �nal as fontes iguais a zero

1

�
@� hA�A�i= i@� h�cci : (3.150)

O interessante de se observar é que as identidades advindas da simetria BRST no calibre no-
mixing se mantém na forma de QED4. Como vemos a relação anterior relaciona o setor longitudinal
do propagador do fóton com o propagador do fantasma, condizendo com o fato de apenas o setor
transversal do propagador do fóton ser físico.

3.5 Representação de Integração Funcional e Médias no ensemble

Tendo em vista toda a discussão anterior, podemos dizer que a matriz densidade que descreve o
ensemble gran-canônico da GSDKP4 em equilíbrio termodinâmico em uma dinâmica covariante é
escrita de maneira explícita de�nindo a entropia de Gibbs

Sentropia _=


� ln[�̂gs(�)]

�
(3.151)

e formulando o problema a partir de um princípio de máxima entropia de tal forma que os vínculos
sejam satisfeitos

�[�
D
Î
E
+ �U

D
Ĥ
E
+ �N

D
N̂
E
+ �Q

D
Q̂
E
�


ln[�̂gs(�)]

�
] = 0 (3.152)

onde
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�̂gs(�) = exp[��(Ĥ� �eN̂ � �gQ̂)]

Ĥ = ĤT + Ĥg

ĤT =
R
d3~xfb��b�� � b�0@ib�i + �m2

p

2
b�0b�0 + b�k[@kb�0 � @l bF lk +

m2
p

2
b�k] + 1

4
bF kj bFkj + 1

2
(b�j � @j bA0)2+

+ 1
2m2

p
[@j@

j bA0 � @jb�j]2 + 1
2�
[b�0b�0 + @i bAi@j bAj]� 1

2�m2
p
@i@j bAj@i@k bAk � i

2
b� �i( !@ i

b ) +mb� b � eb� Âb +
+J� bA� + ��^ + ^

� �g

Ĥg =
R
d3~xfbDb��(@k@kb�c) bP+b�� bD + b�P (�@k@kbc) + i(bD bD + @kb�c@kbc)+

�im2
p
b�P bP+1

2
m2
pbp2 + 1

2m2
p
@kb�@kb�� 1

2
b�2 + ��bc+b�c� + jb�g:

iQ̂ =
R
d3~xfb�cb�+b��bc+b�P bD+bDPg

^
N =

R
d3~x

^
� �0

^
 :

(3.153)
A obtenção dos multiplicadores de lagrange seria dada comparando a equação obtida do processo

de maximização com a equação termodinâmica que de�ne o potencial grão-canônico 
;


 = hUi � T hSi � �e hNi � �g hQi : (3.154)

As equações de movimento quânticas em equilíbrio termodinâmico da GSDKP no calibre non-
mixing são dadas por

[�E�
~D
(e;�e)
� �m]

^
 gs = �

^
� 
gs
[
 
D
(�e;��e)

� �E� +m] = ��:

(setor escalar)

D
(e;�e)
� = @� � ie bAE� � �e��0:

(3.155)

P
(m2

p;�)
�� Âgs� = ie

^
� 
gs
�E�

^
 gs + J� (setor vetorial)

P
(m2

p;�)
�� = �( �

m2
p
+ 1)[(����+ (1� 1

�
)@�@�)]:

(3.156)

i(1 + �
m2
p
)�bcs = � �g = 0

�i(1 + �
m2
p
)�b�cs = �� �g = 0

(1 + �
m2
p
)b�gs(~x; �) = j(~x; �):

(setor fantasma) (3.157)
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O funcional gerador termodinâmico Z[J ; ��; �; ��; �; J ] é obtido como sendo solução das equações
funcionais extraídas das equações quânticas em equilíbrio termodinâmicoh

(�E� )ab
�!
@ �e
� �m�ab

i �ZGF
���b

= ie(�E� )ab
�2ZGF
�J����b

+ �ZGF (3.158)

�ZGF
��a

h
(�E� )ab

 �
@ ��e� +m�ab

i
= �ie(�E� )ab

�2ZGF
�J���b

+ ZGF �� (3.159)

P
(m2

p;�)
��

�ZGF
�J�

= ie(�E� )ab
�ZGF
��a���b

+ J�ZGF (3.160)

i(1 +
�

m2
p

)�
�ZGF
���

= �ZGF (3.161)

�i(1 + �

m2
p

)�
�ZGF
��

= ZGF�� (3.162)

(1 +
�

m2
p

)
�ZGF
�J

= JZGF : (3.163)

Neste caso

ZGF [J ; ��; �; ��; �; J ] =
R
DAD� D D�cDcD� exp[�SeffT ];

SeffT =
R
d4x[1

2
A�P

(m2
p;�)

�� A� � � [�E�
�!
D
(e;�e)
� �m] � i�c( �

m2
p
+ 1)�c+

+1
2
�( �

m2
p
+ 1)�+ J�A� + ��

^
 +

^
� � + ��c+ �c� + J�]:

(3.164)

Derivando de maneira adequada com relação as fontes as equações (3:158� 3:163) e tomando as
fontes nulas, encontramos um sistema de equações diferenciais relacionando diversas médias térmicas:

h
(�E� )ab

�!
@ �e
� �m�ab

i �ZGF
��c(~y; � y)���b(~x; �x)

�ie(�E� )ab
�2ZGF

�J�(~x; �)��c(~y; � y)���b(~x; �x)
= �ca�(~x�~y)�(�x�� y)

(3.165)

�ZGF
���c(~y; � y)��a(~x; �x)

h
(�E� )ab

 �
@ ��e� +m�ab

i
+ ie(�E� )ab

�2ZGF
�J���c(~y; � y)��b(~x; �x)

= �ca�(~x� ~y)�(�x � � y)

(3.166)

P
(m2

p;�)
��

�ZGF
�J�(~y; � y)�J�(~x; �x)

= ie(�E� )ab
�ZGF

�J�(~y; � y)���b(~x; �x)��a(~x; �x)
+ J� (3.167)

i(1 +
�

m2
p

)�
�ZGF

��(~y; � y)���(~x; �x)
= �(~x� ~y)�(�x � � y) (3.168)

�i(1 + �

m2
p

)�
�ZGF

���(~y; � y)��(~x; �x)
= �(~x� ~y)�(�x � � y) (3.169)
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(1 +
�

m2
p

)
�ZGF

�J(~y; � y)�J(~x; �x)
= �(~x� ~y)�(�x � � y): (3.170)

Observa-se que algumas destas médias térmicas

�ZGF
��c(~y;�y)���b(~x;�x)

=
D
T [b� c(~y; � y)b b(~x; �x)]E

�ZGF
�J�(~y;�y)�J�(~x;�x) =

D
T [Â�(~y; � y)Â�(~x; �x)]

E
�ZGF

��(~y;�y)���(~x;�x)
=


T [b�c(~y; � y)bc(~x; �x)]�

�ZGF
�J(~y;�y)�J(~x;�x)

=
D
T [�̂(~y; � y)�̂(~x; �x)]

E
(3.171)

denominadas propagadores térmicos. Assim sendo, primeiramente estudaremos o seguinte propa-
gador

D
T [b� c(~y; � y)b b(~x; �x)]E = Tr[�̂g(�)

b� c(~y; � y)b b(~x; �x)]
Tr[�̂g(�)]

: (3.172)

Para calcular o traço anterior escolhemos a seguinte base���E; ~P ;N;QE = j
i
Ĥ j
i = E

bPi j
i = Pi j
i

N̂ j
i = N j
i

Q̂ j
i = Q j
i

(3.173)

Tr[�̂g(�)
b� c(~y; � y)b b(~x; �x)] = Z d
 < 
j exp[��(Ĥ� �eN̂ � �gQ̂)]b� c(~y; � y)b b(~x; �x)j
 >=Z

d
exp[��(E � �eN � �gQ)] < 
j�̂�1g (� y)b� c(~y; 0)�̂g(� y)Z d
0 j
0 >< 
0j �̂�1g (�x)b b(~x; 0)�̂g(�x)j
 >

=

Z
d
d
0 exp[��(E � �eN � �gQ)]� expf�(�x � � y)[E � E 0 � �e(N �N 0)� �g(Q�Q0)]g

< 
jb� c(~y; 0) j
0 >< 
0j b b(~x; 0)j
 >
(3.174)

e lembrando-se que b~P é o gerador das translações espaciais obtemos
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Tr[�̂g(�)
b� c(~y; � y)b b(~x; �x)] = Z d
d
0 exp[��(E � �eN � �gQ)]

expf�(�x � � y)[E � E 0 � �e(N �N 0)� �g(Q�Q0)]g�
� < 
j exp[�i~y:b~P ]b� c(~0; 0) exp[�i~y:b~P ] j
0 >< 
0j exp[�i~x:b~P ]b b(~0; 0) exp[i~x:b~P ]j
 >

(3.175)

Tr[�̂g(�)
b� c(~y; � y)b b(~x; �x)] = Z d
d
0 exp[��(E � �eN � �gQ)]

expf�(�x � � y)[E � E 0 � �e(N �N 0)� �g(Q�Q0)]g�
� exp[i(~x� ~y):b~P ] < 
jb� c(~0; 0) j
0 >< 
0j b b(~0; 0)j
 > :

(3.176)

Logo, D
T [b� c(~y; � y)b b(~x; �x)]E _=Scb(~x� ~y; �x � � y):

Portanto, estendendo a análise anterior para os outros propagadores térmicos de�nimos de maneira
geral as seguintes quantidadesD

T [b� c(~y; � y)b b(~x; �x)]E _=Scb(~x� ~y; �x � � y)D
T [Â�(~y; � y)Â�(~x; �x)]

E
_=D��(~x� ~y; �x � � y)


T [b�c(~y; � y)bc(~x; �x)]� _=G(~x� ~y; �x � � y)D
T [�̂(~y; � y)�̂(~x; �x)]

E
_=F (~x� ~y; �x � � y)

(3.177)

onde devido as propriedades de ordenamentoD
T [b b(~x; �x)b� c(~y; � y)]E = Sbc(~y � ~x; � y � �x)D
T [Â�(~x; �x)Â�(~y; � y)]

E
= D��(~y � ~x; � y � �x)


T [bc(~x; �x)b�c(~y; � y)]� = �G(~y � ~x; � y � �x)D
T [�̂(~x; �x)�̂(~y; � y)]

E
= F (~y � ~x; � y � �x):

(3.178)

Agora segue-se a demonstração da periodicidade das médias térmicas. Essa propriedade das
funções de Green serem periódicas ou anti-periódicas serão úteis na extensão do intervalo (0; �)
para toda reta real, de�nindo as distribuições chamadas pentes de Dirac e sendo possível escrever
as funções de Green no espaço de Fourier em termos das frequências de Matsubara bosônica ou
fermiônica. Primeiramente,

Db b(~x; �)E = Tr[�̂g(�)
b b(~x;�)]

Tr[�̂g(�)]
=

Tr[�̂g(�)�̂
�1
g (�)b b(~x;�)�̂g(�)]
Tr[�̂g(�)]

=
Tr[�̂g(�)

b b(~x;�+�)]
Tr[�̂g(�)]

=
Db b(~x; � + �)

E
(3.179)
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Scb(~x� ~y; �) =
Tr[�̂g(�)

b� c(~y;0)b b(~x;�)]
Tr[�̂g(�)]

Tr[�̂g(�)
b� c(~y; 0)b b(~x; �)] = Tr[b b(~x; �)�̂g(�)b� c(~y; 0)] = Tr[�̂g(�)�̂

�1
g (�)

b b(~x; 0)�̂g(�)b� c(~y; �)] =
= Tr[�̂g(�)b b(~x; �)b� c(~y; �)]
Scb(~x� ~y; �) = Scb(~x� ~y; � � �):

(3.180)
De maneira análoga,D

Â�(~x; �)
E
=
D
Â�(~x; � � �)

E
; D��(~x� ~y; �) = D��(~x� ~y; � � �)Db�(~x; �)E = Db�(~x; � � �)E ; F (~x� ~y; �) = F (~x� ~y; � � �):

(3.181)

Portanto, para os campos  ; � ;A; � temos periodicidade. Por outro lado, fazeremos a mesma
análise para os campos fantasma c; �c

hĉ(~x; �)i = Tr[�̂g(�)ĉ(~x;�)]

Tr[�̂g(�)]
=

Tr[�̂g(�)�̂
�1
g (�)ĉ(~x;�)�̂g(�)]

Tr[�̂g(�)]
=

Tr[�̂g(�)ĉ
g(~x;�+�)]

Tr[�̂g(�)]
= exp[���g] hĉ(~x; � + �)i ;

(3.182)

G(~x� ~y; �) = Tr[�̂g(�)b�c(~y;0)bc(~x;�)]
Tr[�̂g(�)]

;

T r[�̂g(�)b�c(~y; 0)bc(~x; �)] = Tr[bc(~x; �)�̂g(�)b�c(~y; 0)�̂�1g (�)�̂g(�)] = Tr[bc(~x; �)b�cg(~y;��)�̂g(�)] =
= � exp[��g]Tr[�̂g(�)b�cg(~y;��)bc(~x; �)];
G(~x� ~y; �) = � exp[��g]G(~x� ~y; � + �);

(3.183)

G(~y � ~x;��) = Tr[�̂g(�)b�c(~x;��)bc(~y;0)]
Tr[�̂g(�)]

;

T r[�̂g(�)b�c(~x;��)bc(~y; 0)] = Tr[b�c(~x;��)�̂g(�)�̂�1g (�)bc(~y; 0)�̂g(�)] = Tr[b�c(~x;��)�̂g(�)bcg(~y; �)] =
= � exp[���g]Tr[�̂g(�)b�c(~x;��)bcg(~y; �)];
G(~y � ~x;��) = � exp[���g]G(~y � ~x; � + �):

(3.184)
Como sabemos das equações (3:168� 3:169)

i(1 + �
m2
p
)�G(~x� ~y; �x � � y) = �(~x� ~y)�(�x � � y);

i(1 + �
m2
p
)�G(~y � ~x; � y � �x) = �(~x� ~y)�(�x � � y);

G(~x� ~y; �x � � y) = G(~y � ~x; � y � �x):

(3.185)
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Portanto,

G(~x� ~y; � + �) = exp[2��g]G(~x� ~y; � + �) (3.186)

onde percebemos que o potencial químico fantasma deve satisfazer a seguinte equação

�g =
in�

�
(3.187)

hĉ(~x; �)i = exp[�in�] hĉ(~x; � + �)i
b�c(~x; �)� = exp[in�] 
b�c(~x; � + �)
�

n = 0; 2; 4; 6; ::: (peri�odico)

n = 1; 3; 5; ::: (anti� peri�odico):

(3.188)

3.6 As equações de Schwinger-Dyson-Fradkin

Neste momento estamos aptos a calcular as equações de SDF em equilíbrio termodinâmico. De
maneira semelhante ao caso quântico elas são geradas pelas seguintes equações abaixo�

(�E� )ab@
�e
� �m�ab

�
�ZGF

���b(~x;�x)
= ie(�E� )ab

�2ZGF
�J�(~x;�x)���b(~x;�x)

+ �a(~x; �x)ZGF

P
(m2

p;�)
��

�ZGF
�J�(~x;�x) = ie(�E� )ab

�2ZGF
��a(~x;�x)���b(~x;�x)

+ J� (~x; �x)ZGF :
(3.189)

De�nindo o gerador das médias térmicas conexas W

ZGF _= expW; (3.190)

�
(�E� )ab@

�e
� �m�ab

�
�W

���b(~x;�x)
= ie(�E� )ab

�2W
�J�(~x;�x)���b(~x;�x)

+ ie(�E� )ab
�W

�J�(~x;�x)
�W

���b(~x;�x)
+ �a(~x; �x)

P
(m2

p;�)
��

�W
�J�(~x;�x) = ie(�E� )ab

�2W
��a(~x;�x)���b(~x;�x)

+ ie(�E� )ab
�W

���b(~x;�x)
�W

��a(~x;�x)
+ J� (~x; �x):

(3.191)
Sendo assim, derivando funcionalmente de maneira conveniente as equações anteriores e tomando

as fontes nulas

�
(�E� )abD

�e;e
� �m�ab

�
�W

��s(~y;�y)���b(~x;�x)
= ie(�E� )ab

�2W
�J�(~x;�x)��s(~y;�y)���b(~x;�x)

+�as�(~x� ~y)�(�x � � y)

P
(m2

p;�)
��

�W
�J�(~y;�y)�J�(~x;�x) = ie(�E� )ab

�W
�J�(~y;�y)��a(~x;�x)���b(~x;�x)

+ ����(~x� ~y)�(�x � � y);

(3.192)

onde podemos de�nir algumas quantidades
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�W
��s(~y;�y)���b(~x;�x)

_=S(~x; ~y; �x; � y);

�W
�J�(~y;�y)�J�(~x;�x) _=D��(~x; ~y; �x; � y):

(3.193)

Agora de�nimos o operador de auto-energia � e tensor de polarização � por meio das seguintes
relações implícitas

ie(�E� )ab
�Sbs(~x;~y;�x;�y)
�J�(~x;�x) = �

Z
d4z�ar(~x; ~z; �x; � z)Srs(~z; ~y; � z; � y)

ie(�E� )ab
�Sba(~x;~x;�x;�x)

�J�(~y;�y) = �
Z
d4z���(~x; ~z; �x; � z)D��(~z; ~y; � z; � y):

(3.194)

Neste caso as equações (3.192) são escritas da seguinte forma

D�1�� (~x; ~y; �x; � y) =P
(m2

p;�)
�� ����(~x� ~y)�(�x � � y) + ���(~x; ~y; �x; � y);

S�1ab (~x; ~y; �x; � y) =
�
(�E� )acD

�e;e
� �m�ac

�
�ab�(~x� ~y)�(�x � � y) + �ab(~x; ~y; �x; � y):

(3.195)

Por outro lado observe que

�Sab(~x;~y;�x;�y)
�J�(~z;�z)

=
R
d4w �hA�(~w;�w)i

�J�(~z;�z)

�Sab(~x;~y;�x;�y)
�hA�(~w;�w)i =

R
d4w �hA�(~w;�w)i

�J�(~z;�z)

�fS�1ab (~x;~y;�x;�y)g
�1

�hA�(~w;�w)i =

= �
R
d4wD��(~w; ~z; �w; � z)

R
d4ud4vSac(~x; ~u; �x; �u) �S

�1
cd (~u;~v;�u;�v)

�hA�(~w;�w)i Sdb(~v; ~y; � v; � y)
(3.196)

onde de�nimos a função de vértice completa

ie �cd � (~u;~v; ~w; �u; � v; �w) =
�S�1cd (~u;~v; �u; � v)
� hA�(~w; �w)i

: (3.197)

A equação anterior pode ser escrita com a ajuda da equação completa do setor escalar

�S�1ab (~x; ~y; �x; � y)
� hA�(~w; �w)i

= �ie(�E� )ab�(~x� ~y)�(~z � ~y)�(�x � � y)�(� z � � y) +
��ab(~x; ~y; �x; � y)

� hA�(~w; �w)i
: (3.198)

Por �m utilizando as equações (3.196) e (3.197) em (3.194) identi�camos

�ab(~x; ~y; �x; � y) =e
2(�E� )ac

R
d4ud4vD��(~x; ~u; �x; �u)Scd(~x;~v; �x; � v) �db � (~v; ~y; ~u; � v; � y; �u);

���(~x; ~y; �x; � y) =e
2(�E� )ab

R
d4ud4vSbc(~x; ~u; �x; �u) �cd � (~u;~v; ~y; �u; � v; � y)Sda(~v; ~x; � v; �x):

(3.199)
Apesar de estar implícito na análise das equações completas em equilíbrio termodinâmico deveríamos
ter de�nido o gerador das funções de Green irredutíveis de�nido por uma transformada de Legendre,

� _=W �
Z
d4x[



� 
�
� + �� h i+ hA�i J� + �� hci+ h�ci � + J h�i]: (3.200)
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3.7 As Identidades de Takahashi-Fradkin

Iniciamos o capítulo relembrando o funcional gerador termodinâmico

ZGF [J ; ��; �; ��; �; J ] =
R
DAD� D D�cDcD� exp[�SeffT ]

SeffT =
R
d4x[1

4
F��F�� + 1

2m2
p
@�F��@�F�� � � [�E�

�!
D
(e;�e)
� �m] +

A�
�
(1+ �

m2p
)@�@�

�
A�

2�
+

�i�c( �
m2
p
+ 1)�c+ 1

2
�( �

m2
p
+ 1)�+ J�A� + �� + � � + ��c+ �c� + J�]:

(3.201)

Como sabemos no processo de quantização e construção do formalismo de campos em equilíbrio
termodinâmico perdemos a simetria de gauge. Neste caso para que a teoria de campos em equilíbrio
termodinâmico continue sendo uma teoria de gauge impomos esta simetria em (3.201).
A simetria de gauge é dada pelas seguintes transformações

A�(~x; �) �! A�(~x; �) + @��(~x; �)

 (~x; �) �! exp[�ie�(~x; �)] (~x; �)

� (~x; �) �! � (~x; �) exp[ie�(~x; �)]

(3.202)

Portanto, impomos que o funcional gerador (3.201) seja invariante pelas transformações (3.202)
para que tenhamos uma teoria de gauge

�ZGF
��

����
�=0

= 0 (3.203)

�ZGF
��

=
R
DAD� D D�cDcD�

n
�
R
d4x[1

�
A�(1+ �

m2
p
)@�@�

�A�
��
+ J� �A��� + ��

� 
��
+ �� 

��
�]
o
exp[�SeffT ];

1
�
(1+ �

m2
p
)�@�

�
�J�
+ @�J� + ie[��a

�
���a
� �a �

��a
]ZGF = 0:

(3.204)
Em termos das médias térmicas conexas ZGF = exp[W ] escrevemos a equação anterior da seguinte

forma

@�J�(~x; �x) = �
1

�
(1+

�

m2
p

)�@� hA�(~x; �x)i � ie[��(~x; �x) h (~x; �x)i �


� (~x; �x)

�
�(~x; �x)]: (3.205)

Dessa equação funcional decorre todas as identidades de Takahashi-Fradkin. A �m de encontrar-
mos uma das identidades, derivaremos funcionalmente à equação (3.205) com relação a hA�(~y; � y)i
e, posteriormente tomar as fontes nulas

@�
�J�(~x; �x)
� hA�(~y; � y)i

= �1
�
(1+

�

m2
p

)�@��(~x� ~y)�(�x � � y) (3.206)

onde observando que
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�J�(~x; �x)
� hA�(~y; � y)i

=

�
� hA�(~y; � y)i
�J�(~x; �x)

��1
= D�1(~x� ~y; �x � � y) (3.207)

concluímos,

@�D�1�� (~x� ~y; �x � � y) = �
1

�
(1+

�

m2
p

)�@�����(~x� ~y)�(�x � � y): (3.208)

Utilizando a primeira equação de (3.195) na equação (3.208) somos conduzidos ao seguinte resul-
tado

@����(~x; ~y; �x; � y)=0: (3.209)

3.8 As Identidades de Ward-Fradkin

Para encontrarmos a identidade de Ward primeiramente escreveremos a equação (3.205) em termos
das funções de Green irredutíveis

� =W �
Z
d4x[



� 
�
� + �� h i+ hA�i J� + �� hci+ h�ci � + J h�i]; (3.210)

@�
��

hA�(~x; �x)i
=
1

�
(1+

�

m2
p

)�@� hA�(~x; �x)i+ ie[
��

h (~x; �x)i
h (~x; �x)i �



� (~x; �x)

� ��

� (~x; �x)

� ]:
(3.211)

Derivando funcionalmente a expressão anterior com respeito a


� a(~y; � y)

�
e h b(~z; � z)i e tomando

as fontes nulas ao �nal encontramos

@�
�3�

h� a(~y;�y)ih b(~z;�z)ihA�(~x;�x)i = ie[ �2�

h� a(~y;�y)ih b(~x;�x)i�(~x� ~z)�(�x � � z)+

� �2�

h b(~z;�z)ih� a(~x;�x)i�(~x� ~y)�(�x � � y)]:
(3.212)

Pois bem, dos estudos anteriores é de nosso conhecimento que

�2�

� a(~y; � y)

�
h b(~z; � z)i

= S�1ab (~y � ~z; � y � � z); (3.213)

�3�

� a(~y; � y)

�
h b(~z; � z)i hA�(~x; �x)i

=
�S�1ab (~y; ~z; � y� z)
hA�(~x; �x)i

= ie��(~x; ~y; ~z; �x; � y� z): (3.214)

Logo

@���(~x; ~y; ~z; �x; � y� z) = S�1ab (~y�~x; � y� �x)�(~x�~z)�(�x� � z)�S�1ab (~x�~z; �x� � z)�(~x�~y)�(�x� � y):
(3.215)

A identidade anterior, conhecida como identidade de Ward, poderia ser obtida utilizando a simetria
BRST onde as transformações in�nitesimais nos campos

110



A� ! A� + �A�

 !  + � 

� ! � + �� 

c! c+ �c

�c! �c+ ��c

�! �;

(3.216)

seriam dadas por

�A� = �@�c

� = ie�c 

�� = �ie�c� 

�c = 0

��c = �1
�
�@�A�

�� = 0:

(3.217)

Neste caso impondo a simetria BRST na função de partição (3.201)

�BRSTZGF = �
Z
DAD� D D�cDcD��BRSTSeffT exp[�SeffT ] (3.218)

= 0;

observando que a medida de integração é invariante (Jacobiano é igual a identidade). Logo

�BRSTS
eff
T =

Z
d4x[J��A� + ��� + �� � + ���c+ ��c� + J��] (3.219)

= �

Z
d4x[J�@�c+ ie�� c� ie� �c� 1

�
@�A��]:

Portanto, escrevendo em termos da função de partição geradora das funções de Green conexas W e,
posteriormente, em termos da função geradora das funções de Green irredutíveis �, somos conduzidos
a equação funcionalZ

d4x[
��

� hAi�
@� hci � ie

��

� h i h i hci � ie
��

�


� 
� 
� � hci � 1

�
@� hAi�

��

� h�ci ] = 0: (3.220)
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Agora aplicando a derivada funcional

�3

�


� (~s; � s)

�
� h (~y; � y)i � hc(~z; � z)i

(3.221)

na equação anterior somos conduzidos a equação (3.212) a menos de termos de superfície.
Como podemos observar todas as identidades do capítulo 3, identidades de WT, podem ser exten-

didas para o caso de uma dinâmica em equilíbrio termodinâmico, indentidades de Ward-Takahashi-
Fradkin (WTF). O setor fantasma, apesar de não ser necessário no estudo em T=0 pois o determi-
nante que o de�ne pode desaparecer na normalização, desempenha um papel importante ao construir
o ensemble gran-canônico em uma dinâmica explícitamente covariante devido à carga fantasma con-
servada.
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4 Conclusões e perspectivas futuras

A dinâmica quântica covariante envolvendo a interação entre campos escalares (mésons) e campos
vetorias (fótons generalizados) foi estudada sistematicamente no contexto da GSDKP4 juntamente
com seu equilíbrio termodinâmico. No primeiro setor construímos o funcional gerador e no segundo
setor obtivemos a função de partição com suas respectivas consequências.
Primeiramente, ao construir a teoria quântica, na linguagem de integração funcional ou integrais

de caminho, foi necessária uma análise de vínculos seguindo a metodologia de Dirac e o procedimento
de Fadeev-Senjanovic para encontrarmos a amplitude de transição no calibre da radiação generalizado
(Coulomb)

Z = N
R
DA�D� D det[(1 +

~r2

m2
p
)~r2]�((1 + �

m2
p
)(~r: ~A))�

� exp[i
R
d4xf� (i��r� �m) � 1

4
F��(1 +

�
m2
p
)F ��g:

A conexão entre a escolha do calibre da radiação e sua correspondente escolha covariante, no pre-
sente caso no-mixing, foi obtida utilizando o método de Faddeev-Popov-DeWitte em que vimos o
surgimento de estruturas pseudo-diferenciais,

(1 +
�
m2
p

)
1

2 :

Acreditamos que para melhor compreensão entre a conexão entre uma dinâmica quântica descrita
pelos graus de liberdades físicos no calibre da radiação e sua correspondende dinâmica covariante
(Lorenz, no-mixing, Lorenz Generalizado) deveríamos incluir os fantasmas e a simetria BRST estu-
dando a teoria em um contexto geral no formalismo de Batalin-Fradkin-Vilkovisky (BFV) [84, 85, 86]

Z = N
R
D�kD�kD�

lDAl(D� D D�pDp)(D�Db)(D�cDcD �PDP ) exp[i
R
d4xf�k(@0Ak) + �l(@0�l)+

+(@0� )p+ �p(@0 ) + (@0�)b+ (@0c) �P + P (@0�c)�Hcg+ i
R
dy0f	; QBRSTg]:

No formalismo de BFV o método de Faddeev-Popov-DeWitte é elucidado e questões sobre atingibil-
idade dos calibres são discutidas de maneira clara.
Dando continuidade ao estudo de GSDKP4 com o funcional gerador Z covariante em mãos no

calibre no-mixing

Z =

Z
DA�D� D exp[i

R
d4xf� (i��r��m) �

1

4
F��(1+

�
m2
)F ��� 1

2�
@�A

�(1 +
�
m2
)@�A

�+J�A
�g];

obtivemos as equações completas de Schwinger-Dyson para o propagador do campo vetorial, propa-
gador do campo escalar e vértice onde foi possível observar a mesma estrutura fenomenológica entre
GSDKP4  !GQED4. Em particular, o campo de DKP é frequentemente utilizado para descrever
em física nuclear mésons, onde é possível dizer que temos uma estrutura algébrica mesônica, enquanto
o campo fermiônico obedece a álgebra de Cli¤ord


�
� + 
�
� = 2��� (álgebra de Cli¤ord, bilinear);

������ + ������ = ����� + ����� (álgebra de DKP, trilinear):
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Também, advindo do funcional gerador covariante encontramos as indentidades deWard-Takahashi
(WT) , as quais mantinham a simetria de calibre U(1) em nível quântico. Pois bem, existe ummétodo
que mantém a simetria de calibre explicitamente em todas as etapas de cálculo, conhecido como O
Método do Campo de Fundo [87, 88]. A idéia básica do método é escrever o campo de calibre na
ação efetiva como sendo B+A onde B e o campo de fundo com simetria de calibre e A é a variável
de integração na integral funcional

Z = N
R
DA�D� D exp[i

R
d4xf� (i��r� �m) +

�1
4
F��(1 +

�
m2
p
)F �� �

@�A�(1+
�
m2p

)@�A�

2�
g

F�� _=@�(A� +B�)� @�(A� +B�):

A técnica foi iniciada por DeWitt cujo objetivo era construir um teoria quântica da gravitação
manifestamente covariante. Seria interessante expandir nosso conhecimento ao implementar essa
abordagem do campo de fundo em nossos estudos sobre dinâmica covariante e simetria de calibre.
Seria também interessante, como perpectiva futura, introduzir no estudo de GSDKP4 as transfor-
mações de Landau, Khalatnikov e Fradkin [89] pois elas permitiriam analisar o comportamento dos
propagadores em diversas escolhas de calibre e justi�cariam o uso do calibre de Feynman (� = 1) no
propagador do fóton generalizado.
Por �m, como exemplo instrutivo em lidar com os fantasmas, poderíamos explorar o calibre que

t�Hooft e Veltman utilizaram, atingível pelas tranformações de Bell-Treimann, em Podolsky, em que
teríamos uma interação �ctícia entre os fantasmas e o campo de calibre [90]


(A) = (1 +
�
m2
p

)
1
2 (@�A

� + gA�A
�);

não podendo esconder os fantasmas na constante de normalização. Fenomenologicamente a escolha de
calibre de t�Hooft-Veltman tem como implicação vértices escalar-escalar-fóton, fantasmas-fantasmas-
fóton, interação tripla e quártica de fótons em termos do parâmetro �ctício g. Usualmente chama-se
QED4 no calibre de t�Hooft-Veltman de pré QCD4 devido à similaridade fenomenológica dos vértices
fóton!gluon, porém, como é observado no Apêndice (5.8), a simetria BRST garante que a física não
dependa do parâmetro �ctício g.
Seguindo a análise das correções radiativas, vimos a importância da simetria de calibre, asse-

guradas pelas identidades de WT. Como observamos, em geral ���(p) possui a seguinte estrutura
devido a covariância relativística e uma das identidades de Ward-Takahashi (k���� = 0),

���(p) = [����p2 + p�p� ]�(p):

Também percebemos a conexão entre as divergências no ultravioleta e a álgebra de DKP no método
de regularização dimensional onde a simetria de calibre é manifesta. A álgebra de DKP tem como
implicação que a primeira correção radiativa do vértice e a amplitude de 4 linhas externas fotônicas
não possuam divergência no ultravioleta, assegurando duas das identidades de WT,

1
e
��(p; p; k = 0) =

@S�1(p)
@p�

() (������ + ������ + ������)��f���� � ���g��f���� � ���g�� = 0

p������(p; p
0; k; k0) = 0() trf��(���� � ���)��(�
�� � �
�)��(���$ � ��$)��(���� � ��� )g�

�(����
���$��� + ::: perm) = 0:
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Ao �nal do estudo das correções radiativas, utilizando o método de regularização dimensional, encon-
tramos as seguintes divergências no ultravioleta (UV) e infravermelho (IV) associadas à auto-energia
do méson

�(p) = �finito(p) + �1(p) � = 1

�1(p) = �2
IV
1 (p)p̂+ [�1

UV
1 (p) + �1

IV
1 (p)];

o tensor de polarização do fóton

�(p) = �UV1 (p) + �finito(p)

e o vértice

��(p0; p) = ��finito(p
0; p) + ��1(p

0; p)

��1(p
0; p) = �IV

�
1 (p

0; p):

Uma análise importante sobre as divergências seria explorar a possibilidade de cancelar as divergên-
cias no infravermelho com a escolha do calibre de Fried-Yennie � = 3 em GSDKP4 [91].
Tendo em vista as divergências no (UV) e (IV), o programa de renormalização multiplicativo na

camada de massa é estudado onde os contra-termos �Ci são obtidos

�C3 = � �(p)jp2=0

�C0 = �C2 (Ward-Takahashi)

��C0 = �2 + p�
4
@�2
@p�

+
tr[��

@�1
@p�

]

8
(p̂ �! mfI)

5m�C1 = tr[�1] (p̂ �! mfI):

Nesse ponto da análise existe uma outra maneira de encontrar os contra-termos �C0 e �C1,

tr[��
@�̂

@p�
] = tr[����] = 8! �� [��

@�(p)

@p�
]�� = �����

��� = 4I; quando p̂! mf :

Uma abordagem importante ao utilizar técnicas não pertubativas seria estudar as representações
espectrais de Källén-Lehmann para os propagadores na descrição de Heisenberg extraindo o conceito
de renormalização da carga elétrica e da massa [92].
Um estudo fenomenológico das correções radiativas juntamente com os contra-termos foi necessário

devido a uma divergência na massa de Podolsky mp

�(p) = �3(p
2)p̂2 + �2(p

2)p̂+ �1(p
2)

�1(p
2) = � 8e2m2

p

3m(4�)2
(1� ����)1� + :::

Por �m, do contra-termo associado a polarização �C3 obtivemos de maneira fenomenológica o cor-
rer da constante de acoplamento (carga elétrica), concordando com o resultado obtido em GSQED4.
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O próximo passo associado ao programa de renormalização seria estudar as equações do grupo de
renormalização e o comportamento assintótico das funções de Green, conhecidas como equações
Callan-Symanzik [93].
Também poderíamos continuar o programa de estudo sistemático da eletrodinâmica GSQED4,

encontrando as amplitudes de transição e as respectivas secções de choque (espalhamento Möller,
Bhabha, Compton) juntamente com as correções radiativas no formalismo de redução da matriz S de
Lehmann, Symanzik and Zimmermann (LSZ) [94], tendo em vista toda estrutura de Green montada
ao longo do trabalho. Nesse ponto um caminho alternativo pode ser traçado utilizando a Teoria
de Pertubação Causal em GSDKP4 para estudar os processos no espalhamento, como vemos nos
trabalhos em SQED4 e GQED4 [95, 96].
Agora ao construir a função de partição da GSDKP4 dividimos o trabalho em dois setores.

Primeiramente, construímos a função de partição associada a escalares interagindo com campos
externos (o setor escalar com campos externos)

Z1[J; ��; �] =

Z
D� D exp[�S1 + �� + � �]

S1 = �
Z
d4x� (~x; �)[�E�

�!
D
(e;�e)
� �m] (~x; �)

e, posteriormente, como as correntes geram campos externos (o setor vetorial com fontes)

Z2[J ] =
Z
DA exp[�S2 + J�A�]

S2 =

Z
d4xf1

2
A�P

(m2
p;�)

�� A� � ieA�� �E� g:

Com a função de partição desses setores já poderíamos obter resultados físicos interessantes.
Como vimos ao estudar as equações do setor vetorial covariantes, utilizamos o método do campo

auxiliar de Nakanishi juntamente com o princípio de ação quântica de Schwinger

L̂N = 1
4
F̂��F̂�� + 1

2mp
@�F̂��@�F̂�� + 1

2
fB̂; G[Â]g+ �

2
B̂2 � ie bAE� ^� s�E� ^ s � J�AE�

Ŝ =
R
�

d4xL̂N ; �Ŝ = 0̂:

O fato de existir uma simetria residual no formalismo covariante conhecida como simetria BRST nos
levou a incluir os fantasmas via multiplicador de Lagrange no calibre no-mixing

L̂ = L̂N + �̂(
�

m2
p

+ 1)
1
2��̂;

construir a função de partição do setor fantasma
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Z3[��; �; J ] =

Z
D�cDcD� exp[�S3 + �c� + ��c+ J�]

S3 =

Z
d4xfi�c( �

m2
p
+ 1)�c� 1

2
�( �

m2
p
+ 1)�g

e estudar a conexão entre a simetria BRST e a escolha de calibre no-mixing. Vimos também como
complemento no Apêndice (5.9) que a função de partição não depende das escolhas de calibre covari-
antes (Lorenz, no-mixing, Lorenz generalizado) condizendo com o trabalho de Tuytin. A simetria
por trás da física não depender dessas escolhas de calibre covariantes é a simetria BRST.
Por �m com os estudos do setor escalar, vetorial e fantasma foi possível uni�car a matriz densidade

que descreve o ensemble gran-canônico da GSDKP4 em equilíbrio termodinâmico e obter a função
de partição de maneira explícita

ZGF [J ; ��; �; ��; �; J ] =
R
DAD� D D�cDcD� exp[�SeffT ];

SeffT =
R
d4x[1

2
A�P

(m2
p;�)

�� A� � � [�E�
�!
D
(e;�e)
� �m] � i�c( �

m2
p
+ 1)�c+

+1
2
�( �

m2
p
+ 1)�+ J�A� + ��

^
 +

^
� � + ��c+ �c� + J�]:

Com a função de partição covariante ZGF obtemos as equações de Schwinger-Dyson-Fradkin (SDF)
e as identidades de Ward-Takahashi-Fradkin (WTF) em equilíbrio termodinâmico.
A maioria das observações feitas anteriormente para o estudo da GSDKP4 podem ser estendidas

no contexto de temperatura �nita; Podemos estudar as correções radiativas, o programa de renor-
malização, as equações do grupo de renormalização, o formalismo de BFV, o método do campo de
fundo. Outro ponto importante que poderíamos explorar em GSDKP4 no euclidiano é a teoria de
pertubação modi�cada de Fradkin [97] para se obter informações não pertubativas associadas aos
propagadores que descrevem a matéria. Agora, como sabemos, a quantização do campo de Podol-
sky livre em equilíbrio termodinâmico nos levou a demonstrar que um gás de fótons de Podolsky
se comporta como sendo composto por 2 gases sem interação entre si: um gás de Maxwell e outro
gás de Proca com massa mp ambos livres em que a lei de Stefan-Boltzmann sofre correções devido
ao parâmetro de massa de Podolsky. Dando contínuidade, poderíamos explorar a física de plasmas
e estudar a blindagem de Debye em Podolsky onde a interação intermediada pelo campo de calibre
passa a ser de curto alcance e o campo de calibre acaba adquirindo uma massa de Debye [98].
Finalizaremos a tese com uma breve discussão física sobre em que circustâncias observariamos a

teoria de Podolsky e questões em aberto. Como sabemos QED4 é uma das teorias físicas mais pre-
cisas existentes, logo uma correção da mesma seria bem "pequena" e nos dias atuais essas correções
estariam escondida na incerteza experimental de qualquer fenômeno eletromagnético. Calculando à
razão giromagnética com a teoria de Podolsky (GQED4) ou mais ainda estudando o espalhamento
elétron-pósitron, perceberíamos uma cota inferior ao parâmetro de massa de Podolskymp e o aparec-
imento de um comprimento fundamental da ordem de 10�17 metros, ou seja, esse comprimento de
Podolsky estaria associado ao tamanho do elétron [16, 22]. Sendo assim, é válido pensar que os graus
de liberdade massivos da teoria de Podolsky só se libertariam a altas energias. Outro aspecto inter-
esssante seria o fato da teoria de Podolsky quebrar a simetria dual, aquela que levou Dirac a conceber
os monopólos magnéticos, neste caso temos uma riqueza fenomenológica ao analisar fenômenos físicos
no setor magnético. Seguindo o viez de matéria condensada e as idéias de Higgs [99], poderíamos
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nos perguntar sobre a existência de um mecânismo de quebra de simetria dual e geração de massa,
tendo em vista os graus de liberdade massivos em Podolsky. O fato de existir fenômenos na natureza
onde há o aparecimento de um comprimento fundamental como na blindagem de Debye nos daria
experança em explicar fenomenológicamente o aparecimento do parâmetro de Podolsky. Observando
que a dinâmica não afeta a massa de Podosky, poderiamos nos perguntar se existiria uma dinâmica e
consequentemente um dependência do parâmetro mp na escala energia. Agora voltando ao contexto
da tese, GSDKP4, descrevemos a interação eletromagnética entre mésons e fótons generalizados.
Implementando a interação forte e observando o raio do méson, da ordem de 0; 6 � 10�13 metros,
concluiríamos que os mésons existiriam nos núcleos dos átomos, manteriam os prótons e neutrons
ligados a la Yukawa e trocariam fótons generalizados, sempre com os graus de liberdades massivos
de Podolsky escondidos na incerteza experimental. Como vimos, para liberar os graus de liberdade
massivos de Podosky deveríamos estudar a teoria a altas energias. Neste caso, uma teoria de Yang-
Mills-Utiyama, em que os quarks que compõem os mésons trocariam não apenas gluons mas fótons
generalizados. Sendo assim, uma teoria de Podolsky em cromodinâmica quântica poderia apresentar
efeitos interessantes, tendo em vista a quebra de simetria dual presente e os monopólos magnéticos de
t�Hooft-Polyakov [100]. Questões Cosmológicas associada a dependência de mp perante referênciais
acelerados e a de�nição de um tempo de meia vida para um fóton generalizado seriam, acreditamos,
de grande interesse [14, 101].
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5 Apêndices

5.1 Quantização de sistemas com vínculos e formalismos covariantes.

O objetivo deste apêndice é estudar a dinâmica de sistemas com vínculos e o problema de quantização.
Sendo assim, faremos uma breve introdução histórica.
Como sabemos o estudo sobre a quantização de uma dinâmica clássica é atribuído a Dirac [102]

pois ele observou que uma dinâmica clássica descrita no espaço de fase pelas observáveis e o parêntese
de Poisson estaria associada a uma dinâmica quântica descrita no espaço de Hilbert pelos operadores
e o comutadornanti-comutador via princípio da correspondência,

f; gP ! �i[; ]�: (5.1)

Posteriormente, a existência de vínculos na dinâmica hamiltoniana levou Dirac a estender sua análise
mecânica do espaço de fase, de�nindo o parentese de Dirac e sua classi�cação de vínculos (primeira
classen segunda classe), podendo sempre fazer a conexão com a dinâmica quântica pelo princípio da
correspondência [103],

f; gD ! �i[; ]�: (5.2)

Este é o primeiro olhar obtido ao estudar a conexão entre a dinâmica clássica e a dinâmica quântica.
O segundo olhar se inicia novamente com um estudo de Dirac [104] sobre a conexão entre uma

dinâmica descrita no espaço de con�guração e sua consequente dinâmica quântica. Nesse estudo
vemos o surgimento de um objeto muito importante chamado amplitude de transição

Z =

Z
D� exp[iS]; (5.3)

onde D� é a medida de integração e S a ação.
Feynman utiliza a idéia de Dirac para formular sua maneira de descrever a mecânica quântica via

integrais de trajetória. Porém, elegantemente Schwinger infere que devido ao fato das equações na
descrição de Heinsenberg preservarem sua forma clássica, deve existir um princípio de ação quântica
[105, 106]. Portanto, a amplitude de transição ou funcional gerador é solução de uma equação
funcional advinda de uma dinâmica com fontes

[ _q � fq;H0 � qJgD]j'= �
i�J
Z[J ] = 0; (5.4)

sendo H0 a hamiltoniana inicial.
Dando continuidade, Faddeev explora propriedades da medida de integração D� para se estudar

conexões entre a dinâmica clássicanquântica de sistemas físicos com vínculos de primeira classe [107].
Posteriormente, Senjanovic estende as idéias de Faddeev [108] para vínculos de segunda classe. Por
�m Fradkin, Vilkovisky e Batalin nos dão uma visão geral do problema tendo em vista formalismos
covariantes e sua relação com a simetria BRST [109].
Para maiores detalhes sobre quantização de sistemas com vínculos ver [110, 111].

5.1.1 Dinâmica (clássicanquântica) de sistemas com vínculos

Um sistema dinâmico geral com vínculos é de�nido no espaço das variáveis canônicas qi; pi; i =
1; 2; :::n pela forma da Hamiltoniana H0(q

i; pi) juntamente com as equações de vínculos
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T�(q
i; pi) = 0; � = 1; 2; :::;m: (5.5)

Nesse caso, o problema da dinâmica clássica é encontrar um extremo da ação canônica na superfície
de vínculos


 =
R
dt (pi: _q

i �H0)jT� = 0

�
 = 0:
(5.6)

Agora procuraremos por uma transformação nas variáveis canônicas que conectem pontos na super-
fície de vínculos

qi ! qi + �F qi

pi ! pi + �Fpi

T�(q
i; pi)! T�(q

i + �F qi; pi + �Fpi) = 0;

(5.7)

sendo assim,

@T�
@qi

�F qi +
@T�
@pi

�Fpi = 0: (5.8)

Como ingrediente a mais vamos supor que estas transformações na superfície de vínculos não modi-
�quem a dinâmica do problema

�F
 = 0; (5.9)

�F
 =

Z
dt(�Fpi _q

i + pi�
F _qi � �FH0) (5.10)

=

Z
dt(�Fpi _q

i � _pi�
F qi � �FH0);

�FH0 = �Fpi: _q
i � _pi:�

F qi (5.11)

= �Fpi
@H0

@pi
+
@H0

@qi
�F qi:

Portanto, concluímos que o gerador destas transformações será dado por

�FH0 = fH0; T�gPF � �Fpi = fpi; T�gPF � �F qi = fqi; T�gPF �: (5.12)

Aplicando o resultado (5.12) na equação (5.8)

@T�
@qi
�F qi + @T�

@pi
�Fpi = fT�; T�gPF � = 0

fT�; T�gP = U

��T
:

(5.13)

Por outro lado, o fato dos vínculos não evoluírem no tempo, tem como implicação
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_T� = fT�; H0gP = 0

fH0; T�gP = V �
� T�:

(5.14)

A condição anterior denomina-se condição de consistência e nos diz que a estrutura de vínculos que
de�nem a superfície (variedade) no espaço de fase permanece a mesma, ou seja, não evolui no tempo.
Essa classe especial de vínculos é conhecida como vínculos de primeira classe (degenerados) e

podem ser de�nidos de maneira geral, da seguinte forma

fT�; T�gP _=U

��T


fH0; T�gP _=V �
� T�:

(5.15)

O problema de se encontrar um extremo da ação (5.6) pode ser reformulado, implementando os
vínculos via multiplicadores de Lagrange

S[q; p; �] _=
Z
dt(pi _q

i �H0 � ��T�): (5.16)

Ao impormos que a ação anterior seja invariante pela transformação

�FS = 0; (5.17)

�FS =

Z
dt[�Fpi _q

i + pi�
F _qi � �FH0 � �F��T� � ���FT�] (5.18)

=

Z
dt[(�Fpi) _q

i + pi(�
F _qi)� �FH0 � (�F��)T� � ��(�FT�)]

=

Z
dt[� _T�F � � fH0; T�gPF � � (�F��)T� � ��fT�; T�gPF � ]

=

Z
dt[T� _F

� � V �
� T�F

� � (�F��)T� � ��U

��T
F

� ]:

Logo,

(�F��) = _F � � V �
� F

� � ��U�
��F

� ; (5.19)

onde F � = F �(q; p; �; t).
Como vimos anteriormente, existe uma classe de escolhas que descrevem amesma física (dinâmica).

O gerador que conecta essas escolhas são os vínculos T�. Para quebrar a simetria e descrever a física
de maneira única, selecionamos um dos membros dessa classe, impondo condições adicionais tais que

��(qi; pi) = 0; � = 1; 2; :::;m

�F�� = f�� ; T�gF � 6= 0

detf�� ; T�gP 6= 0:

(5.20)
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Desse modo, a dinâmica física é descrita pela seguinte ação

S[q; p; �] _=
Z
dt(pi _q

i �H0 � ��T� � ����); (5.21)

onde �� são os multiplicadores de Lagrange adicionais e a dimensão do espaço físico é dada por
(2n� 2m). Podemos de�nir uma notação compacta

	� =

�
T�
��

�
; �� =

�
�� ��

�
; � = 1; 2; :::; 2m:

S[q; p; �] _=
R
dt(pi _q

i �H0 �	���):

(5.22)

Conseqüentemente, as equações de movimento são dadas pelo princípio da mínima ação

�S =
R
dt( _qi�pi � _pi�q

i � @H0
@qi

�qi � @H0
@pi

�pi � @	�

@qi
���q

i � @	�

@pi
���pi �	����);

_qi = @H0
@pi

+ @	�

@pi
��;

_pi = �@H0
@qi
� @	�

@qi
��;

	� = 0:

(5.23)

Pois bem, devido à condição de estabilidade

_	� =
@	�
@qi

_qi +
@	�
@pi

_pi (5.24)

=
@	�
@qi

�
@H0

@pi
+
@	�
@pi

��
�
+
@	�
@pi

�
�@H0

@qi
� @	�

@qi
��
�

= f	�; H0gP + f	�;	�gP ��;

�� = f	�; H0gPf	�;	�g�1P : (5.25)

Observa-se que após selecionamos um dos membros da classe de escolhas, nossa coleção de vínculos
passa a ser de segunda classe. Portanto, podemos de�nir o parentese de Dirac

_qi = @H0
@pi

+ @	�

@pi
�� = fqi; H0gP + fqi;	agPf	�;	�g�1P f	�; H0gP _=fqi; H0gD

_pi = �@H0
@qi
� @	�

@qi
�� _=fpi; H0gD:

(5.26)

De maneira geral

_qi = fqi; H0gD _pi = fpi; H0gD;

	�(q; p) = 0;

�� = f	�; H0gPf	�;	�g�1P :

(5.27)
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Por �m, é de nosso conhecimento que o espaço físico tem dimensão (2n � 2m). Poderíamos nos
perguntar se podemos encontrar (2n � 2m) parâmetros (q�; p�; � = 1; 2; :::; n �m) que descrevam a
superfície 	� = 0 e sejam ao mesmo tempo variáveis canônicas

fq�i ; q�jgP = 0 fp�i ; p�jgP = 0 fq�i ; p�jgP = �ij i; j = 1; 2; :::; n�m: (5.28)

Para deixar claro, analisaremos um caso abordado por Faddeev. Como sabemos

fT�; T�gP � 0

detf��; T�gP 6= 0:
(5.29)

Suponhamos que

f��;��gP � 0 (5.30)

onde podemos escolher variáveis canônicas P� e Q� no seguinte sentido

P� = �
�

fP�; P�gP � 0 fQ�; Q�gP � 0 fQ�; P�gP � ��� �; � = 1; 2; :::;m:
(5.31)

Complementando com as variáveis canônicas físicas, temos uma transformação canônica (q; p) !
(q�; p�;Q;P ) na superfície física,

f; gP q;p � f; gP q�;p�;Q;P : (5.32)

Sendo assim,

detfT�;��gP = detf @T�@Q�
g 6= 0) T� = T�(Q�);

P� = 0 Q� = Q�(q
�; p�):

(5.33)

Neste caso a dinâmica poderia ser formulada explícitamente

�
R
dt(pi _q

i �H0)
��
T�;��=0

= �
R
dt[p� _q� + P _Q�H(q�; p�;Q;P )+

+dG(q�;p�;Q;P ;t)
dt

] � �
R
dt[p� _q� �Hf�{sico(q

�; p�)];
(5.34)

no sentido das equações de movimento associadas às variáveis físicas serem dadas em termos das
equações de Hamilton

_q� =
@Hf�{sico(q

�; p�)

@p�
; _p� = �@Hf�{sico(q

�; p�)

@q�
: (5.35)

Observa-se que a equação (5.34) garante uma equivalência fraca entre as dinâmicas de um ponto
de vista clássico. Como vemos, podemos separar de maneira canônica (fracamente) o setor físico
(q�; p�) do não físico (Q;P ) de tal forma a termos uma dinâmica de Hamilton. A a�rmação anterior
nos assegurará encontrar uma conexão da dinâmica clássica com a dinâmica quântica e estudar a
equivalência entre as dinâmicas de um ponto de vista geral (clássiconquântico).
Para elucidar os fatos, a quantização canônica do setor físico é dada pelo princípio de Dirac da

correspondência f; g ! �i[; ]
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i
dq̂�

dt
= [q̂�; Ĥf�{sico]; i

dp̂�

dt
= [p̂�; Ĥf�{sico]; (5.36)

onde temos a mesma forma das equações de movimento clássicas no espaço de fase e quânticas na
descrição de Heisenberg. Tendo em vista o princípio da ação quântica de Schwinger '� = (q�; p�)
inseriremos as fontes J

� < q0�; t0 j q�; t >=< q0�; t0 j �S� j q�; t >= 0) �S�Z�[J ] = 0

[ _'� � f'�; Hf�{sico � '�J gP ]Z�[J ] = 0
(5.37)

e encontraremos como solução das equações de movimento quânticas o funcional gerador

Z�[J ] =
R
Dq�Dp� exp

�
i
R
dt[p� _q� �Hf�{sico(q

�; p�)� '�J ]
	

R
Dq� =

R
�
i;t
dq�i (t):

(5.38)

Por outro lado, poderíamos quantizar a teoria, utilizando o princípio da correspondência f; gD !
�i[; ]

idq̂
dt
= [q̂; Ĥ0] idp̂

dt
= [p̂�; Ĥ0];

[	̂a; Ĥ0] = 0 < 	̂a >= 0:

(5.39)

Formulando as equações anteriores em termos do princípio da ação quântica de Schwinger ' = (q; p),
inserimos as fontes Y

� < q0; t0 j q; t >=< q0; t0 j �S j q; t >= 0) �SZ[Y ] = 0
< 	̂a >= 0) 	aZ[Y ] = 0

[ _'� f';H0 � 'YgD]j'= �
i�Y

Z[Y ] = 0
	aj'= �

i�Y
Z[Y ]:

(5.40)

Percebemos, então, que a equivalência entre as dinâmicas quânticas ('� , ') será assegurada se
e somente se

Z� = Z: (5.41)

A seguir, demonstraremos a a�rmação anterior utilizando o método de Faddeev. De início, assumimos
o ansatz

Z =

Z
d� exp[iS]

d� _=DqDp detfT;�gP��(T )��(�) (medida)

S _=
R
dt(pi _q

i �H0):

(5.42)
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Fazendo a transformação canônica (q; p) ! (q�; p�;Q;P ) a medida de integração se transforma da
seguinte forma

d� = JDq�Dp�DQDP detf@T
@Q
g��(T )��(P ) (5.43)

= Dq�Dp�DPDQ��(P )��(Q�Q(q�; p�));

onde

J��(T )��(P ) = 1��(T )��(P );

�(T (Q)) = �(Q�Q(q�;p�))
detf @T

@Q
g :

(5.44)

Logo

Z =
R
Dq�Dp�DPDQ��(P )��(Q�Q(q�; p�)) exp[i

R
dt(p� _q� + P _Q�H(q�; p�;Q;P )+

+dG(q�;p�;Q;P ;t)
dt

)] =
R
Dq�Dp� exp[i

R
dt(p� _q� �Hf�{sico(q

�; p�))] = Z�:
(5.45)

Portanto,

Z[Y ] =
Z
DqDp detfT;�gP��(T )��(�) exp[i

Z
dt(pi _q

i �H0 � 'Y)] (5.46)

=

Z
DqDp detfT;�gPD�D� exp[i

Z
dt(pi _q

i �H0 � �T � ��� 'Y)]

é solução da equação funcional (5.40).
É de se esperar que a dinâmica quântica não dependa da escolha de calibre. Essa a�rmação é

garantida, demonstrando que Z não depende da escolha de calibre �(q; p). Para demonstrar isso
faremos uma transformação de calibre geral observando o conjunto de equações em (5.12)

qi ! q0i = qi + �F qi

pi ! p0i = pi + �Fpi

�Fpi = fpi; T�gPF � �F qi = fqi; T�gPF �:

(5.47)

Nesse caso �(q0; p0) �xa outro elemento da órbita (�brado) associada a (q; p)

��(q
0; p0) = �0�(q; p) = ��(q + �F q; p+ �Fp) (5.48)

= �� + f��; T�gPF � :

Da mesma forma,

T�(q
0; p0) = T� + fT�; T�gPF � (5.49)

= T� + U

��F

�T


= (�
� + U

��F

�)T
:
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Também temos que

detf�(q0; p0); T (q0; p0)gP = detf�0; T� + U

��F

�T
gP (5.50)

= det
�
(�
� + U


��F
�)f�0; T
gP

�
= detf�0; TgP det(I + UF ):

Logo,

Z
Dq0Dp0 =

Z
JDqDp

J = �
t
det

 
@q0

@q
@q0

@p
@p0

@q
@p0

@q

!
= �

t
det

 
I + @2T

@q@p
F @2T

@p@p
F

� @2T
@q@q

F I � @2T
@p@q

F

!
= �

t
det(I +M)

M =

 
@2T
@q@p

@2T
@p@p

� @2T
@q@q

� @2T
@p@q

!
F:

(5.51)

Conseqüentemente,

�
t
det(I +M) = �

t
exp fln[det(I +M)]g (5.52)

= exp
n
�
t
ln[det(I +M)]

o
= tr ln(I +M) ' trM = 0) J = 1.

Sendo assim, o conjunto de a�rmações anteriores nos conduzem ao resultado

Z� =

Z
Dq0Dp0 detf�(q0; p0); T (q0; p0)gP��(T (q0; p0))��(�(q0; p0)) exp[iS 0] (5.53)

=

Z
JDqDp [detf�0; TgP det(I + UF )]

�
�

�(T )

det(I + UF )

�
��(�0) exp[iS]

=

Z
DqDp detf�0; TgP��(T )��(�0) exp[i

Z
dt(pi _q

i �H0)] = Z�0 ;

demonstrando a indepêndencia de calibre.
O método de Faddeev nos serve de guia de pensamento de como construir uma dinâmica quântica

de sistemas com vínculos. A extensão da análise para sistemas de segunda classe foi obtida por
Senjanovic. Como sabemos a dinâmica de um sistema clássico de segunda classe é dada por

_q = fq;H0gD _p = fp;H0gD

	� = 0 � = 1; 2; :::; 2m:
(5.54)

A formulação quântica é atribuída às equações de Schwinger
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[ _q � fq;H0 � 'YgD]j'= �
i�Y

Z[Y ] = 0 [ _p� fp;H0 � 'YgD]j'= �
i�Y

Z[Y ] = 0

	�j'= �
i�Y

Z[Y ]:
(5.55)

Vamos a�rmar que a solução dessas equações seja o ansatz

Z[Y ] =
Z
DqDp[detf	�;	�gP ]

1
2��(	) exp[i

Z
dt(pi _q

i �H0 � 'Y)]: (5.56)

Logo

Z =

Z
DqDp[detf	�;	�gP ]

1
2��(	) exp[i

Z
dt(pi _q

i �H0)]: (5.57)

Agora o parêntese de Poisson dos vínculos

f	�;	�gP = Q�� (5.58)

é uma matrix anti-simétrica. Neste caso, o conhecimento de álgebra linear nos leva a a�rmar a
existência de uma matriz V tal que

V QV t = ~Q

~Q =

�
�

��

�
2m�2m

� =

0BBBB@
1

1
:

:
1

1CCCCA
det[V QV t] = detV detQ detV t = (detV )2 detQ = det ~Q = 1) detV = 1

[detf	�;	�g]
1
2
:

(5.59)

Desse modo,

~	� = V��	� ) f~	�; ~	�gP = V��Q��V�� = ~Q��: (5.60)

Portanto, inspirando-se no método de Faddeev, podemos escolher variáveis canônicas no seguinte
sentido

fP�; P�gP � 0 fQ�; Q�gP � 0 fQ�; P�gP � ��� �; � = 1; 2; :::;m

Q� = ~	� P� = ~	2m��+1

fq�i ; q�jgP = 0 fp�i ; p�jgP = 0 fq�i ; p�jgP = �ij i; j = 1; 2; :::; n�m:

(5.61)

Nesse caso,
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Z =

Z
DqDp[detf	�;	�gP ]

1
2��(	) exp[iS] (5.62)

=

Z
JDq�Dp�DQDP [detf	�;	�gP ]

1
2��(V �1 ~	) exp[iS�]

=

Z
Dq�Dp�DQDP [detf	�;	�gP ]

1
2 detV��(Q)��(P ) exp[iS�]

=

Z
Dq�Dp� exp[i

Z
dt(p� _q� �Hf�{sico(q

�; p�)] = Z�:

Observa-se que com o resultado anterior recuperamos (5.42)

	 =

�
T
�

�

detf	;	gP = det
�
fT; TgP fT;	gP
f�; TgP f�;�gP

�
� det

�
0 fT;	gP

f�; TgP f�;�gP

�
= [detfT;	g]2:

��(	) = ��(T )��(�)Z
DqDp[detf	;	gP ]

1
2��(	) exp[iS] =

Z
DqDp detfT;�gP��(T )��(�) exp[iS]:

(5.63)

Para �nalizar e complementar o estudo vamos estender nossos resultados para um sistema geral
que possua vínculos de primeira classe 	 e de segunda classe �

S[q; p; �; �] =
Z
dt(p _q �H0 � ���	�): (5.64)

Conseqüentemente, temos as equações de movimento

_q = @H0
@p
+ @�

@p
� + @	

@p
�

_p = �@H0
@q
� @�

@q
� � @	

@q
�

�;	 = 0:

(5.65)

Como os vínculos não devem evoluir no tempo (condição de estabilidade) vamos supor que estes
possuam o seguinte comportamento

_� =
@�

@q
_q +

@�

@p
_p (5.66)

= f�; H0 + �� +	�gP
� f	; H0 + ��gP ;
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�a � f�b; H0gPf�b;�ag�1P ; (5.67)

_	 =
@	

@q
_q +

@	

@p
_p (5.68)

= f	; H0 + �� +	�gP
� f	; H0 +	�gP ;

�� � f	�; H0gPf	�;	�g�1P : (5.69)

Neste caso à dinâmica associada a equação (5.65) pode ser formulada fracamente em termos dos
parênteses de Dirac

S[q; p; �] =
R
dt(p _q �H0 � ��)

� =

�
�
	

�
� =

�
� �

�
_q � fq;H0gD _p � fp;H0gD

� = 0:

(5.70)

Portanto, podemos formular a dinâmica quântica a la Schwinger

[ _q � fq;H0 � 'YgD]j'= �
i�Y

Z[Y ] = 0; [ _p� fp;H0 � 'YgD]j'= �
i�Y

Z[Y ] = 0;

�j'= �
i�Y

Z[Y ];
(5.71)

onde a solução dessas equações é a seguinte

Z[Y ] =
Z
DqDp[detf�;�gP ]

1
2��(�) exp[i

Z
dt(pi _q

i �H0 � 'Y)]: (5.72)

Agora
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� =

�
�
	

�
; 	 =

�
T
�

�
;

detf�;�g = det

0@ f�;�gP f�; TgP f�;�gP
fT;�gP fT; TgP fT;�gP
f�;�gP f�; TgP f�;�gP

1A � det
0@ f�;�gP 0 0

0 0 fT;�gP
0 f�; TgP f�;�gP

1A ;

detf�;�gP = detf�;�gP [detfT;	gP ]2;

��(	) = ��(�)��(T )��(�);Z
DqDp[detf	;	gP ]

1
2��(	) exp[iS] =

Z
DqDp[detf�;�gP ]

1
2 detfT;�g��(�)��(T )��(�) exp[iS]:

(5.73)
Sendo assim,

Z[Y ] =
Z
DqDp[detf�;�gP ]

1
2 detfT;�gP��(�)��(T )��(�) exp[iS]: (5.74)

A equação anterior só é verídica devido a seguinte propriedade advinda dos vínculos

f�;	�gP � 0;

f	; ��gP � 0:
(5.75)

A estratégia de trabalho para se abordar a dinâmica tanto clássica quanto quântica de um sistema
físico com vínculos pode ser sintetizada no diagrama abaixo:
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5.2 O princípio de Ação Quântica e o formalismo funcional

Ao descrever o movimento de uma partícula na natureza sem a ação de interações externas (livre)
sabemos que de maneira geral temos uma expressão relativística (Einstein) que relaciona sua energia
e o momento. Tendo em vista a covariância, sintetizamos essa expressão relativística em termos de
uma linguagem tensorial,

p�p
� = m2

p� = (E; ~p):
(5.76)

Por outro lado, a interpretação das quantidades físicas na descrição quântica da natureza via
princípio da correspondência de Schrödinger

E ! i@t

~p! �i~r
(5.77)

nos leva a uma cinemática ondulatória de Klein-Gordon-Fock

(�+m2)� = 0

� = @�@
�;

(5.78)

onde � é um campo escalar.
Com a equação de movimento anterior construímos o princípio da mínima ação de Hamilton em

termos de uma linguagem funcional

S =

Z
d4xL(�; @��)

L = 1
2
[@��@

���m2�2]:

(5.79)

O espaço descrito pelas coordenadas (�; @0�) é conhecido como espaço de con�gurações.

�S =

Z
d4x[@L

@�
��+ @L

@(@��)
�(@��)] = 0

@�[
@L

@(@��)
]� @L

@�
= 0) (�+m2)� = 0:

(5.80)

A linguagem funcional da mínima ação de Hamilton nos leva a observar a ligação entre simetrias
e quantidades conservadas (Emmy Noether). Para isso vamos aplicar translações espaço-temporais
(x� ! x� + �x�), impondo que a ação seja invariante

d4x0 = Jd4x; J = det[@x
0�

@x�
] = 1 + @��x

�d4x

�d4x = @��x
�d4x

�� = @���x
�

(5.81)
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�S =

Z
d4x[

@L
@�

��+
@L

@(@��)
�(@��)] +

Z
�d4xL (5.82)

=

Z
d4x@�[

@L
@(@��)

@��� ���L]�x�

= 0;

onde obtemos uma quantidade conservada conhecida como tensor de energia-momento

T �� =
@L

@(@��)
@��� ���L (5.83)

= @��@���
1

2
��� [@��@

���m2�2]:

Restringindo o caso anterior somente para translações temporais, temos a energia total do sistema
ou Hamiltoniana

H = 1

2
[@0�@0�+ @i�@i�+m2�2]: (5.84)

Portanto de�nindo o momento por

� _=
@L

@(@0�)
; (5.85)

temos que a Lagrangiana e a Hamiltoniana estão relacionadas por uma transformada de Legendre

H = �(@0�)� L. (5.86)

Dando continuidade, percebemos que o princípio da mínima ação pode ser escrito da seguinte
forma

S =

Z
d4x[�(@0�)�H(�; �)]

�S =

Z
d4xf��[@0�� @H

@�
]� [@0� � @H

@�
]��g:

(5.87)

Nesse caso, vemos que uma equação de segunda ordem pode ser transformada em duas de primeira
ordem

@0� =
@H
@�

@0� = �@H
@�
:

(5.88)

O espaço descrito pelas coordenadas (�; �) é conhecido como espaço de fase.
A evolução de uma quantidade física Q

Q =

Z
d3~xQ(�; �) (5.89)
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@0Q =

Z
d3~xd3~y[

@Q
@�

@0�+
@Q
@�

@0�] (5.90)

=

Z
d3~xd3~y[

@Q
@�

@H
@�
� @Q
@�

@H
@�
];

nos leva a de�nir o parêntese de Poisson

fQ;HgP =
Z
d3~y[

@Q
@�

@H
@�
� @Q
@�

@H
@�
]: (5.91)

Sendo assim, temos as equações de movimento fundamentais escritas em termos dos parênteses
de Poisson,

@0� = f�;HgP

@0� = f�;HgP :
(5.92)

A evolução de uma quantidade física é dada pela Hamiltoniana e o parêntese de Poisson.
Como todo fenômeno físico precisa de uma dinâmica, implementaremos a dinâmica na Hamilto-

niana

H ! Hcinem�atica +Hdinâmica

Hdinâmica = V (�):
(5.93)

A necessidade de implementar uma dinâmica é históricamente interessante. Newton a partir das leis
cinemática de Keppler e Galileu extrai uma dinâmica. Einstein, tendo primeiramente construído
uma cinemática relativística, estende para uma dinâmica em espaço-tempo curvos. Não obstante,
construímos o espaço dos estados de Hilbert a partir da cinemática relativística quântica, represen-
tações do Grupo de Poincaré e, posteriormente ao implementar a dinâmica perceberemos seus efeitos
nos processos quânticos pelas equações de Lippmann-Schwinger.
A necessidade de uma dinâmica de um sistema de várias partículas interagindo entre si nos leva a

quantizar o campo que descreve a matéria � via princípio da correspondência de Dirac f; g ! �i[; ]

i@0�̂ = [�̂; Ĥ];

i@0�̂ = [�̂; Ĥ];
(5.94)

onde as equações quânticas de campos estão na descrição de Heisenberg e o espaço de Hilbert de uma
partícula é estendido para o espaço de Fock de várias partículas. Observa-se que temos as seguintes
relações cinemáticas

[�̂; �̂] = 0; [�̂; �̂] = 0; [�̂; �̂] = �[�̂; �̂] = i�3(~x� ~y): (5.95)

O fato das equações quânticas preservarem sua forma clássica a valores médios nos leva a perguntar
sobre a existência de um princípio de ação variacional que seja quântico.
Para responder à pergunta anterior, sabemos que os estados evoluem no espaço de Hilbert da

seguinte forma
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i@0 j�i = Ĥ j�i : (5.96)

Supondo que exista um operador evolução

j�0; t0i = U(t0; t) j�; ti ; (5.97)

com determinadas propriedades, somos conduzidos ao resultado

i@0U(t
0; t) = ĤU(t0; t); (5.98)

onde para intervalos in�nitesimais (t0 = t+ dt) temos que

U(t0; t) = exp[iĤdt] (5.99)

' I + iĤdt:

A solução geral seria dada por

U(t0; t) = exp[

t0Z
t

iĤdt]: (5.100)

Pois bem, podemos estudar algumas propriedades da evolução e projeção de estados por meio do
seguinte objeto

h�0; t0 j�; ti ; (5.101)

denominado amplitude de transição. Observa-se que agora pela relação de completeza, a evolução
de um estado jfi e suas projeções são dadas por uma equação integral

h�0; t0 jfi =
Z
D� h�0; t0 j�; ti h�; t jfi : (5.102)

Aplicaremos variações nessa amplitude de transição

� h�0; t0 j�; ti ; (5.103)

sabendo que

@
@�
j�; ti = �i�̂ j�; ti

@
@t
j�; ti = �iĤ j�; ti :

(5.104)

Sendo assim

� h�0; t0 j�; ti = i h�0; t0j f
Z
d3~x[�̂(~x; t0)��̂(~x; t0)� �̂(~x; t)��̂(~x; t)] + Ĥ(t0)�t0 � Ĥ(t)�tg j�; ti : (5.105)

Agora, pensando em intervalos de tempo in�nitesimais
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�̂(~x; t+ dt) = �̂(~x; t) + d�̂(~x;t)
dt

dt = �̂(~x; t)� i[�̂; Ĥ]dt

Ĥ(t+ dt) = Ĥ(t) + @Ĥ
@t
dt;

(5.106)

somos conduzidos ao resultado

� h�0; t0 j�; ti = i h�0; t0j f
R
d3~x[�̂(~x; t0)��̂(~x; t0)� �̂(~x; t)��̂(~x; t)] + Ĥ(t0)�t0 � Ĥ(t)�tg j�; ti =

= i h�0; t0j
�R

d3~xf�̂(~x; t)[��̂(~x; t+ dt)� ��̂(~x; t)]g+ dt
R
d3~xi[�̂; Ĥ]��̂(~x; t)� Ĥ(t)�dt� dt@Ĥ

@t
�t
�
j�; ti =

= i h�0; t0j �
�R

d3~xf�̂(~x; t)[�̂(~x; t+ dt)� �̂(~x; t)]g � Ĥ(t)dt
�
j�; ti ;

(5.107)
desconsiderando termos de segunda ordem. Logo

� h�0; t0 j�; ti = i h�0; t0j �[dt
Z
d3~x[�̂@0�̂� Ĥ] j�; ti (5.108)

= i h�0; t0j �[dt
Z
d3~xL̂] j�; ti :

Estendendo o resultado anterior para um intervalos de tempo 4t = t0 � t

� h�0; t0 j�; ti = i h�0; t0j �[
Z
d4xL̂] j�; ti (5.109)

= h�0; t0j i�Ŝ j�; ti

onde Ŝ é uma ação quântica.
Como vemos, temos em (5.109) uma equação variational a valores de operadores. Utilizando

o método de Green, podemos encontrar uma equação geradora em termos de uma linguagem de
integração funcional

� h�0; t0 j�; ti = i�Sef h�0; t0 j�; ti (5.110)

e deste modo

�Z[J; &] = i�SefZ[J; &];

Sef = S + J�+ &�:
(5.111)

O conceito por trás da passagem anterior está implicitamente relacionado aos estados assintótica-
mentes livre e a de�nição da matriz S

Z = houtjU(1;�1) jini

S = U(1;�1):
(5.112)

A solução da equação (5.111) é dada em termos de uma transformada de Fourier funcional
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Z[J; &] =
R
D�D�Z[�; �] exp[iJ�] exp[i&�];

Z[�; �] = exp[iS] (solução),

S =
R
d4x[�(@0�)� 1

2
�2 � @i�@i��m2�2 � V (�)]:

(5.113)

Como a ação é quadrática nos momentos, podemos fazer a seguinte tranformação

�(@0�)� 1
2
�2 � 1

2
[@i�@i��m2�2]! �1

2
(� + @0�)

2 + 1
2
(@0�)

2 � 1
2
[@i�@i�+m2�2]� V (�) =

= �1
2
(� + @0�)

2 + 1
2

�
@��@

���m2�2
�
� V (�)

(5.114)
e nesse caso

Z[J ] = N
R
D� exp[iSef ]

Sef =
R
d4x[1

2
@��@

���m2�2 � V (�) + J�]

N =
R
D� exp[�i

R
d4x1

2
(� + @0�)

2]:

(5.115)

Portanto, escrevemos o princípio da ação quântica da seguinte forma

�
�Sef
��

�
=

Z
D�

�Sef
��

exp[iSef ] (5.116)

=
�Sef
��

����
�= �

i�J

Z[J ]:

A partir da equação anterior, podemos gerar as funções de Green da teoria com derivadas funcionais
adequadas.

5.3 Equações de Podosky

Agora exploraremos o setor eletromagnético de Podolsky. Anteriormente, havíamos encontrado as
equações de movimento associadas ao fato de partículas em movimento (fontes mesônicas) gerarem
campos eletromagnéticos

(1 + a2�)@�F �� = J�

J� = e� �� :
(5.117)

Por outro lado, qual seria a interação entre partículas mesônicas com campos eletromagnéticos?
Para responder à pergunta construimos uma ação que representa as equações de movimento rela-
tivística associada a interação de uma partícula com um campo eletromagnético externo na forma
covariante
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S = Slivre + Sint;

Slivre = �
R
mds;

Sint = �eA�dx�;

(5.118)

onde ds2 é o intervalo associado a medidas de distância no espaço de Minkowski. Conseqüentemente,
aplicando o princípio da mínima ação

�S = 0;

x� = x� + �x�;
(5.119)

juntamente com as identidades

�ds = 1p
dx�dx�

dx��dx� ! �Slivre =
R
md2x�

ds2
�x�ds

�(A�dx�) = �[@�A� � @�A�]dx�ds �x�ds! �Sint = e[@�A� � @�A�]dx�
ds
�x�ds;

(5.120)

encontramos a equação que representa a força de Lorentz na forma covariante

md2x�

ds2
= �eF �� dx�

ds

F �� _=[@�A� � @�A�]:
(5.121)

Mésons se movendo a velocidades newtonianas (v � 1) interagem com o campo eletromagnético da
seguinte forma

m
d2xi

dt2
= �eF i0 � eF ij dxj

dt
(5.122)

= eEi + e(~v � ~B)i (experimental)

onde, na aproximação, o tempo próprio passou a ser o tempo coordenado.
De�nimos os campos elétricos ~E e magnéticos ~B em termos do 4-potencial A� = (�; ~A) a partir

da equação anterior

~E _=� @ ~A
@t
� ~r�;

~B _=~r� ~A:

(5.123)

Observa-se que os campos elétricos e magnéticos de�nidos anteriormente são invariantes perante
a trasformação de calibre

� �! �� @t�
~A �! ~A+ ~r�; (5.124)

onde é necessário utilizar a identidade vetorial ~r� (~r�) = ~0: Os campos elétricos ~E e magnéticos ~B
são os campos que realmente têm conteúdo físico no sentido de representarem os verdadeiros graus
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de liberdade apresentados na natureza. Já o 4-potencial A� possui uma liberdade de escolha a qual
representamos pelas transformações de calibre. Podemos, por exemplo, �xar o calibre encontrando
os verdadeiros graus de liberdade do 4-potencial A� que descrevem a propagação de ondas eletro-
magnéticas no vácuo (radiação) e a posteriori utilizar essa escolha para descrever qualquer fenômeno
eletromagnético, pois, como havíamos dito, toda dinâmica do eletromagnetismo é dada em termos
dos campos ~E e ~B e estes não dependem da escolha de calibre.
A partir do conjunto de equações (5.123) encontramos

~r� ~E = �@ ~B
@t

~r: ~B = 0;
(5.125)

onde além de aplicar o rotacional e o divergente utilizamos as identidades vetoriais

~r� (~r�) = 0

~r:(~r� ~A) = 0:

(5.126)

Por outro lado, a equação (5.117) pode ser escrita em termos dos campos eletromagnéticos e das
componentes da 4-corrente J� = (�;~j)

(1 + a2�)~r: ~E = �;

(1 + a2�)~r� ~B = @ ~E
@t
+~j:

(5.127)

Portanto as equações clássicas de movimento de Podolsky na presença de fontes são dadas por

(1 + a2�)~r: ~E = �;

~r: ~B = 0;

~r� ~E = �@ ~B
@t
;

(1 + a2�)~r� ~B = @ ~E
@t
+~j:

(5.128)

Observa-se que a dinâmica é dada pelas equações que tem variações temporais dos campos.
Podemos encontrar facilmente uma equação de onda no vácuo (� = 0;~j = ~0) a partir do conjunto

de equações anterior

(1 + a2�)~r� (~r� ~E) = � @

@t
[(1 + a2�)~r� ~B] (5.129)

= �@
2 ~E

@t2
:

Pois bem, com a identidade vetorial

~r� (~r� ~E) = ~r(~r: ~E)� ~r2( ~E) (5.130)

concluímos que

(1 + a2~r2)� ~E = ~0: (5.131)
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Da mesma forma,

(1 + a2~r2)� ~B = ~0: (5.132)

Agora observa-se que � não participa da dinâmica, pois

~r� ~E = ~r� (�@
~A

@t
� ~r�); ~r� (~r�) = 0 (5.133)

Neste caso vamos escolher � = 0.
Por outro lado, o sistema de equações

(1 + a2�)@�F �� = (1 + a2�)�A� � @�[(1 + a2�)@�A�] = 0; (5.134)

implica numa solução para A0

(1 + a2�)�A0 � @0[(1 + a2�)@�A�]! (1 + a2�)~r2A0 = @i[(1 + a
2�)@0Ai]

A0 = 1

(1+a2�)~r2
@0(1 + a2�)(~r: ~A):

(5.135)

Inserindo A0 no restante das equações

(1+a2�)�Ai�@i[(1+a2�)(@0A0+@jAj)] = (1+a2�)�[Ai�@i
 

1

(1 + a2�)~r2
@0(1 + a2�)(~r: ~A)

!
]

(5.136)
concluímos que

(1 + a2�)� A0 i = 0

A0 i = Ai � @i
�

1

(1+a2�)~r2
@0(1 + a2�)(~r: ~A)

�
:

(5.137)

Como � não participa da dinâmica podemos escolher

A0 = � = 0) (1 + a2�)�Ai = 0 (5.138)

Portanto, temos a condição que �xa a liberdade que temos em descrever a interação eletromag-
nética com o 4-potencial

� = 0

(1 + a2�)(~r: ~A) = 0;
(5.139)

conhecida como condição de Coulomb generalizada. Para encontrar os graus de liberdade físicos
associados a equação (5.138) supomos uma solução do tipo

Ai = AiMawell + AiProca (5.140)
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�AiMawell = 0

(1 + a2�)AiProca = 0
(5.141)

onde devido a condição de Coulomb generalizada

(1 + a2�)(~r: ~AMawell) = 0: (5.142)

Como podemos ver o setor de Maxwell tem 3 equações de segunda ordem e um vínculo, logo dois
graus de liberdade. O setor de proca tem 3 equações de segunda ordem. Físicamente os graus
de liberdade físicos estão associados ao número de con�gurações (liberdade) que a energia pode se
propagar via equações de onda (segunda ordem). Em eletrodinâmica as con�gurações de propagação
da energia estão associadas às polarizações advindas da helicidade. No caso de Podolsky temos uma
soma de Maxwell+Proca, 2+3, g=5.
Se quisermos ser menos restritivos e mantermos uma certa liberdade, podemos escolher uma

condição explicitamente covariante partindo da equação (5.134)

(1 + a2�)�A� � @�[(1 + a2�)@�A�] = 0

(1 + a2�)@�A� = C (constante)

(1 + a2�)�A� = 0 (equação de onda).

(5.143)

Porém,

A� ! A� + @��

(1 + a2�)�� = 0:
(5.144)

Podemos somar qualquer função � que satisfaça a equação anterior e não há mudança na descrição
do problema físico. Nesse caso, a condição explícitamente covariante não �xa o calibre. A condição
explícitamente covariante é conhecida como condição de Lorenz generalizada. A análise geral de
como escrever as equações de Podolsky com fontes, em termos do 4-potencial e os verdadeiros graus
de liberdades físicos, está baseada no Teorema da decomposição de Helmholtz [112]. Para maiores
detalhes sobre o estudo clássico da eletrodinâmica de Podolsky ver [113].

5.4 A equação de DKP

Como sabemos, uma partícula relativística é descrita cinemáticamente pela equação de Einstein

E2 = p2 +m2: (5.145)

Tendo em vista o princípio da correspondência de Schrödinger

E = i @
@t

~p = �i~r;
(5.146)
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somos conduzidos à equação de Klein-Gordon-Fock (KGF)

(�+m2)� (~r; t) = 0: (5.147)

Vamos generalizar o procedimento de Dirac ao encontrar uma equação de onda relativística de
primeira ordem a partir de uma equação de segunda ordem (KGF) [38]. Seja uma função de onda
multicomponente �b (x), em que b = 1; 2; :::; n. A equação relativística para esta função de onda tem
a seguinte forma

� (@)� (x) = 0; (5.148)

em que � (@) é um operador matricial. A condição de Klein-Gordon-Fock exige que (5.148) satisfaça
a relação

d (@) � (@) =
�
�+m2

�
I; (5.149)

em que d (@) é um operador diferencial, tal que

d (@) = �+ ��@� + ���@�@� + ::: (5.150)

onde os coe�cientes �; �� ; ���; ::: são matrizes de dimensão n.
Uma equação relativística como um conjunto de equações diferenciais em primeira ordem é escrita

de maneira geral na forma
(i��@� �mI)� (x) = 0; (5.151)

em que �� são certas matrizes de dimensão n, I é a matriz identidade n � n e � (x) é uma matriz
coluna também de dimensão n. Sendo assim, consideraremos particularizações.

Primeiro caso: d (@) = �+ ��@�

Neste caso (5.149) é tal que

(�+ ��@�) (i�
�@� �mI) = �+m2 (5.152)

ou seja,
i���@� � (�I)m+ i����@�@� � (��I)m@� =

�
�+m2

�
(5.153)

i (���) @� � (�I)m+
i

2
(���� + ����) @�@� � (��I)m@� =

�
�+m2

�
: (5.154)

Para que essa igualdade seja verdadeira, as condições

i (���)� (��I)m = 0

i
2
(���� + ����) = ���

� (�I)m = m2I

(5.155)

devem ser obedecidas. Essas condições conduzem a

� = �mI

�� = �i��

���� + ���� = 2��� :

(5.156)
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Portanto, identi�cando os termos de (5.148) com as condições acima se obtém que

(i��@� �m)� (x) = 0 (5.157)

onde a função de onda multicomponente � (x) é reconhecida como o espinor  (x)

(i
�@� �m) (x) = 0; (5.158)

e na renomeação de � por 
 percebemos uma álgebra de Cli¤ord


�
� + 
�
� = 2��� : (5.159)

Segundo caso: d (@) = �+ ��@� + ���@�@�

De maneira análoga ao caso anterior a equação (5.149) agora se escreve como

(�+ ��@� + ���@�@�) (i�
�@� �mI) = �+m2 (5.160)

ou seja,
i (���) @� � (�I)m+ i

2
(���� + ����) @�@� � (��I)m@�+

+
X

(P ) (i�����) @�@�@� � (���I)m@�@� = (�+m2) ;
(5.161)

em que
X

(P ) indica a soma sobre todas as permutações possíveis entre �, � e � devido à simetria
de @�@�@�. Portanto, para que essa igualdade seja satisfeita as condições

i (���)� (��I)m = 0

� (�I)m = m2I

i
2
(���� + ����)� ���m = ���X
(P ) (i�����) = 0

(5.162)

devem ser obedecidas. Essas condições conduzem a

� = �mI

�� = �i��

��� = � 1
m

�
��� � 1

2
(���� + ����)

�
X

(P )
�
1
2
(������ + ������)� �����

�
= 0:

(5.163)

A última relação, tomadas todas as permutações possíveis, conduz à álgebra

������ + ������ = ����� + �����; (5.164)
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e, identi�cando os termos de (5.148) com as condições acima, determina-se o sistema de equações em
primeira ordem

i��@� �m = 0: (5.165)

As equações (5.165) e sua álgebra (5.164) são atribuídas a Du¢ n-Kemmer-Petiau (DKP).
É interessante determinar a álgebra de DKP partindo da ideia de Louis de Broglie ao combinar

2 léptons 1=2
 1=2 = 0� 1. Seja �� escrita como

�� =
1

2

�
�� + ���

�
; (5.166)

onde �� = 
� 
 1 e ��� = 1
 
�. Neste caso


 
 
 = (
 
 1)� (1
 
)

f��;��g = 2����
��; ���

�
= 0:

(5.167)

Logo escrevendo a soma ������ + ������ em termos dos � e ��

������ + ������ = 1
8

�
�� + ���

� �
�� + ���

� �
�� + ���

�
+ 1

8

�
�� + ���

� �
�� + ���

� �
�� + ���

�
=

= ��� 1
2

�
�� + ���

�
+ ��� 1

2

�
�� + ���

�
= ����� + �����;

(5.168)
encontramos a álgebra de DKP.

5.5 Os graus de liberdade físicos e sua conexão com os vínculos em
GSDKP4

A análise dessa secção se baseia na equivalência entre a dinâmica descrita no espaço de fase e a
dinâmica descrita no espaço de con�guração, advinda da análise de vínculos de Dirac, observando
que o número de equações multiplicado pela ordem das equações deva ser independente do espaço
que trabalhamos

espaço de con�guração()espaço de fase
(número de equações)�(ordem)=constante.

Primeiramente analizaremos o setor escalar (DKP). Como sabemos, o espaço de con�guração é
descrito por 10 equações de 1o ordem

espaço de con�guração
(DKP) 	; �	 10 equações (1o ordem).

Porém, ao construir o espaço de fase, temos 20 equações de primeira ordem

espaço de fase
� ;  ; �p; p 20 equações (1o ordem).

Logo para ter uma equivalência entre as dinâmicas devemos ter 10 vínculos
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�(1); ��(1) 10 vínculos.

Por outro lado sabemos que ao lidarmos com os graus de liberdade físicos via equações de KGF temos
2 equações de 2o ordem

espaço de con�guração (graus de liberdade físicos)
(KGF) �; �� 2 equações (2o ordem).

Portanto devemos ter 16 vínculos no setor escalar para que a equivalência entre as dinâmicas nos
graus de liberdade físicos seja mantida,

espaço de fase (físico)
� ;  ; �p; p 20 equações (1o ordem); �(1); ��(1); �(2); ��(2) 16 vínculos.

De maneira análoga sabemos que o setor vetorial (Podolsky) é descrito no espaço de con�guração
por 4 equações (4o ordem)

espaço de con�guração
(Podolsky) A� 4 equações (4o ordem)

Porém, ao construir o espaço de fase, temos 16 equações (1o ordem)

espaço de fase
A�;�� ; �

�;�� 16 equações (1o ordem).

Por outro lado, os graus de liberdade do setor vetorial são descrito por 5 equações de 2o ordem
(Maxwell+Proca)

espaço de con�guração (graus de liberdade físicos, Maxwell+Proca,2+3)
5 equações (2o ordem)

Neste caso, devemos ter 6 vínculos no setor vetorial para que a equivalência entre as dinâmicas nos
graus de liberdade físicos seja mantida

espaço de fase (físico)
A�;�� ; �

�;�� 16 equações (1o ordem); '1; '2; ~'2;�3;�2;�1 6 vínculos

Como podemos ver temos um método simples e intuitivo ao analisar a conexão entre os graus de
liberdade físicos e o aparecimento dos vínculos em teorias de calibre, no presente caso temos

graus de liberdade g

[setor escalar (DKP), g=2] [setor vetorial, Podolsky, g=2+3]

�(1); ��(1); �(2); ��(2); '1; '2; ~'2;�3;�2;�1 (22 vínculos).
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5.6 O método de Faddeev-Popov-DeWitt

A seguir discutiremos como o ansatz de Faddeev-Popov-DeWitt é abordado na literatura [114]. Para
isso seja o seguinte funcional gerador

Z[J�] =

Z
DA� exp[iS] (5.169)

Z[J�] =

Z
DA� exp[i

Z
d4xL] exp[�i

Z
d4xJ�A

�]

onde

L = �1
4
F��F

�� +
a2

2
@�F��@�F

�� (5.170)

F�� = @�A� � @�A�:

Esqueceremos a fonte na aplicação do método de Fadeev-Popov-DeWitt tendo em vista o con-
hecimento de teoria das fontes de Schwinger

Z =

Z
DA� exp[i

Z
d4xL]: (amplitude de transição) (5.171)

É de nosso conhecimento que a Lagrangiana acima não muda perante a seguinte transformação

A��(x) = A�(x) + @��(x): (5.172)

Neste caso reconhecemos que não devemos integrar sobre todas as con�gurações de campo, pois
temos o que se chama em física de invariancia de calibre. Uma maneira de �xar o calibre é impondo
uma equação para o campo A�, ou seja,


(A�) = f(x): (5.173)

Com o intuito de extrair o volume devido a invariância de calibre de�nimos

�[A�]

Z Y
x

d�(x)�[
(A��(x))� f(x)] = 1: (5.174)

A a�rmação acima implica em

��1[A�] =

Z Y
x

d�(x)�[
(A��(x))� f(x)]: (5.175)

Como vemos temos a seguinte invariância por translação funcional

��1[A�] = �
�1[A��]: (5.176)

Inserindo a identidade (5:174) em (5:169)
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Z =

Z
DA��[A�]

Z Y
x

d�(x)�[
(A��(x))� f(x)] exp[iS] (5.177)

=

Z Y
x

d�(x)

Z
DA��[A�]�[
(A

�
�(x))� f(x)] exp[iS]

= [

Z Y
x

d�(x)]

Z
DA��[A�]�[
(A�(x))� f(x)] exp[iS]:

Como a física não deve depender da escolha de f , concluímos que

Z = [

Z Y
x

d�(x)]

Z
DfL[f ]

Z
DA��[A�]�[
(A�(x))� f(x)] exp[iS] (5.178)

= [

Z Y
x

d�(x)]

Z
DA��[A�]L[
(A�(x))] exp[iS]:

Em seguida construiremos a demonstração da a�rmação anterior. Para isso, considera-se o
seguinte objeto matemático

Z1 =

Z
DA��[A�]�[
(A�(x))� f1(x)] exp[iS]: (5.179)

Inserindo a identidade

�[A�][

Z Y
x

d�(x)]�[
(A��(x))� f2(x)] = 1 (5.180)

na equação anterior concluímos que

Z1 = [

Z Y
x

d�(x)]

Z
DA��[A�]�[
(A�(x))� f1(x)]�[A�]�[
(A��(x))� f2(x)] exp[iS] (5.181)

Fazendo uma transformação inversa de calibre

A�(x)! A�
(�1)

� (x) (5.182)

e observando os invariantes perante essa transformação temos

Z1 = [

Z Y
x

d�(x)]

Z
DA��[A�]�[
(A

�(�1)

� (x))� f1(x)]�[A�]�[
(A�(x))� f2(x)] exp[iS]: (5.183)

Como

�[A�][

Z Y
x

d�(x)]�[
(A�
(�1)

� (x))� f2(x)] = 1; (5.184)
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podemos a�rmar que

Z1 =

Z
DA��[A�]�[
(A�(x))� f2(x)] exp[iS] = Z2: (5.185)

O fato de Z1 = Z2 nos permite assegurar que nossos cálculos não dependem da escolha de f .
Por �m,

��1[A�] =

Z Y
x

d�(x)�[
(A��(x))� f(x)] (5.186)

=

Z Y
x

dF�[
(A��(x))� f(x)]det(
��

�

)

= det(
��

�

)

����
F (A��(x))=f(x)

:

Desse modo,

�[A�] = det(
�
(A��(x))

��
)

����

(A��(x))=f(x)

: (5.187)

Usualmente escolhe-se

L[
(A�(x))] = expf�i [(1 + a
2�)@�A�]2

2�
g 
(A�(x)) = (1 + a2�)@�A�

(condição de Lorenz generalizada):

Sendo assim,

�[A�] = det(
�
(A��(x))

��
)

����
F (A��(x))=f(x)

= det[
�
(A��(x))

��(y)
]

����
�=0

= det[(1 + a2�)��4(x� y)]: (5.188)

Portanto, incluindo a fonte do campo eletromagnético, temos o seguinte funcional gerador

Z[J�] = [

Z Y
x

d�(x)] det[(1 + a2�)��4(x� y)]
Z
DA� exp[i

Z
d4x(�1

4
F��F

�� + (5.189)

� [(1 + a
2�)@�A�]2

2�
� J�A�)]; (5.190)

onde de�nimos uma constante de normalização

N = [

Z Y
x

d�(x)] det[(1 + a2�)��4(x� y)]: (5.191)
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Agora percebemos que o ansatz de Faddeev-Popov-DeWitt é a identidade

�[A�]

Z Y
x

d�(x)�[
(A��(x))� f(x)] = 1: (5.192)

É possível escolher outra condição de calibre alternativa a Lorenz generalizada

(1 + a2�)�A� � @�[(1 + a2�)@�A�] = 0

(1 + a2�) 12@�A� = C (constante)

(1 + a2�)�A� = 0 (equação de onda).

(5.193)

L[
(A�(x))] = expf�i
Z
d4x

[(1 + a2�) 12@�A�]2

2�
g 
(A�(x)) = (1 + a2�) 12@�A� (5.194)

(condição no-mixing):

Ao implementar esta condição de calibre alternativa (no-mixing) no método de Fadeev-Popov-
DeWitt temos que

det[(1 + a2�)
1

2��4(x� y)]
Z Y

x

d�(x)�[(1 + a2�)
1

2 @� A
� �] = 1: (5.195)

5.7 Multiplicadores de Lagrange e o setor fantasma à temperatura �nita

Para complementar a discussão do setor fantasma no calibre no-mixing encontraremos a equação

L̂g = ibc( �
m2
p

+ 1)�bc� 1
2
�̂(
�

m2
p

+ 1)�̂; (5.196)

via multiplicador de Lagrange. Como sabemos,

L̂N =
1

4
F̂��F̂�� +

1

2m2
p

@�F̂��@�F̂�� +
1

2
fB̂; G[Â]g+ �

2
B̂2 (5.197)

! 1

4
F̂��F̂�� +

1

2m2
p

@�F̂��@�F̂�� �
1

2�
@�Â�(

�

m2
p

+ 1)@�Â� :

Aplicando uma transformação de calibre

Â� ! Â� + @��̂

�L̂N = �1
�
@�Â�( �m2

p
+ 1)��̂� 1

2�
��̂( �

m2
p
+ 1)��̂

(5.198)

e, impondo a simetria
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�L̂N = 0̂;

( �
m2
p
+ 1)��̂ = 0̂:

(5.199)

A condição anterior pode ser implementada por meio de um multiplicador de Lagrange

L̂N =
1

4
F̂��F̂�� +

1

2m2
p

@�F̂��@�F̂�� �
1

2�
@�Â�(

�

m2
p

+ 1)@�Â� + �̂(
�

m2
p

+ 1)��̂: (5.200)

Observa-se que ainda temos que impor uma simetria residual pois

�̂! �̂+ �̂

�L̂N = �1
�
@�Â�( �m2

p
+ 1)��̂ � 1

�
��̂( �

m2
p
+ 1)��̂ + �̂( �

m2
p
+ 1)��̂

( �
m2
p
+ 1)�̂ = 0̂:

(5.201)

Portanto,

L̂N =
1

4
F̂��F̂�� +

1

2m2
p

@�F̂��@�F̂���
1

2�
@�Â�(

�

m2
p

+ 1)@�Â� + �̂(
�

m2
p

+ 1)��̂+ �̂(
�

m2
p

+ 1)�̂: (5.202)

Sendo assim, de�nindo a ação

ŜN =

Z
d4xL̂N (5.203)

e, aplicando o princípio da ação quântica de Schwinger, obtemos as equações

P
(m2

p;�)
�� Â� = 0̂

( �
m2
p
+ 1)��̂ = 0̂; ( �

m2
p
+ 1)� �̂ = 0̂

( �
m2
p
+ 1)�̂ = 0̂; ( �

m2
p
+ 1)�̂ = 0̂:

(5.204)

5.8 A simetria BRST em QED4 e os parâmetros �ctícios

Iniciamos o estudo propondo a seguinte extensão da condição de Lorenz


 = �@�A
�: (5.205)

Utilizando o método de Faddeev-Popov-DeWitt somos levados à expressão

Z =
R
DA� det[��] exp[iS];

L = �1
4
F��F

�� � [�@�A�]2

2�
;

(5.206)
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onde podemos escrever det[��] em termos dos campos fantasmas

det[��] =
Z
D�cDc exp[�i

Z
d4x��c�c]: (5.207)

Desse modo, a amplitude de transição (5.206) é escrita da seguinte forma

Z =
R
DA� expfi

Z
d4x[�1

4
F��F

�� � [�@�A�]2

2�
� ��c�c]g;

L = �1
4
F��F

�� � [�@�A�]2

2�
� ��c�c:

(5.208)

Agora, impondo que a amplitude de transição anterior seja independente do parâmetro �, somos
conduzidos ao seguinte resultado

�Z

�"
= h
Z
d4x[�

A�(@�@�)A
�

�
� �c�c]i: (5.209)

Localmente temos que,

�Z

�"

����
�=1

= 0 (5.210)

1

�
@� hA�A�i = @� h�cci : (5.211)

Como vemos a equação anterior, (5.209), é uma identidade que relaciona o setor longitudianal do
propagador do campo de calibre com os fantasmas. Essa identidade é advinda da simetria BRST
onde o funcional gerador é invariante perante a seguinte transformação dos campos

A� ! A� + �A� (5.212)

c ! c+ �c

�c ! �c+ ��c;

onde as variações são dadas por

�A� = �@�c (5.213)

�c = 0

��c = �1
�
��@�A

�

e � é um parâmetro de natureza anticomutante independente do espaço-tempo. Portanto, perante as
transformações nos campos de�nidas anteriormente, o funcional gerador se transforma da seguinte
forma

Z 0 = Z + �Z (5.214)

�Z =

Z
�d� exp[iSeff ] +

Z
d�i�Seff exp[iSeff ]
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em que

Seff = S +

Z
d4x[J�A

� + ��c+ �c�]

S _=

Z
d4x[�1

4
F��F

�� � [�@�A�]2

2�
� ��c�c]:

(5.215)

Primeiramente, trabalhando com a medida de integração,Z
DAD�cDc!

Z
DAD�cDc J (5.216)

J = det

24 1 �@��(x� y) 0
�1
�
��@��(x� y) 1 0

0 0 1

35 (5.217)

onde percebemos que o jacobiano é 1. Por outro lado,

�BRSTSeff =

Z
d4x[�J��A� + ���c+ ��c�] (5.218)

= �

Z
d4x[�J�@�c�

1

�
�@�A

��]:

Portanto, impondo a simetria no funcional gerador Z encontramosZ
DAD�cDci�

Z
d4x[�J�@�c�

1

�
�@�A

��] exp[iSeff ] = 0; (5.219)

dessa forma, temos uma equação do valor médio dos campos. De outra maneira a equação funcional
advinda da simetria BRST é dada por�

1

�
�@�A�� + J�@

�c

�
Z = 0: (5.220)

Aplicando �2

�J��
na equação anterior e tomando no �nal as fontes iguais a zero

1

�
�@� hA�A�i= @� h�cci : (5.221)

Logo, comparando as equações (5.209) e (5.221), a independência da amplitude de transição perante
o parâmetro � é assegurada pela simetria BRST.
Existe na literatura uma outra escolha covariante conhecida como escolha de t�Hooft-Veltman

[79, 90]


 = @�A
� + gA�A

� (5.222)

onde a atingibilidade é garantida pelas transformações de Bell-Treimann.
Neste caso a amplitude de transição é dada pelo método de Faddeev-Popov-DeWitt
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Z =
R
DA� det[�+ 2gA�@�] exp[iS];

L = �1
4
F��F

�� � [@�A�+gA�A�]2

2�
;

(5.223)

onde podemos escrever det[�+ 2gA�@�] em termos dos campos fantasmas

det[�+ 2gA�@�] =
Z
D�cDc expf�i

Z
d4x[�c(�+ 2gA�@�)c]g: (5.224)

Observa-se que nesta escolha temos uma interação �ctícia entre os fantasmas e o campo de calibre.
Pois bem, impondo que a amplitude de transição não dependa de g concluímos que

�Z

�g
=

�Z
d4x[�i [@�A

� + gA�A
�]A�A

�

�
� i�c(A�@�)c� i�c(A�@�)c]

�
(5.225)

=

�Z
d4x[�iA�f

[@�A
� + gA�A

� ]A�

�
+ �c@�cg � iA�f

[@�A
� + gA�A

�]A�

�
+ i�c@�c]

�
e sendo assim localmente,

�Z

�g

����
g=0

= 0; (5.226)

�Z
�g

���
g=0

=

�Z
d4x[1

�
A�(A�@�)A

� � �cA�@�c]
�
; (5.227)

1

�
@� hA�A�i � @� h�cci = 0: (5.228)

Observe que encontramos a simetria BRST quando o funcional gerador é invariante pelas seguintes
transformações transformação dos campos

A� ! A� + �A� (5.229)

c ! c+ �c

�c ! �c+ ��c;

onde as variações são dadas por

�A� = �@�c (5.230)

�c = 0

��c = �1
�
�(@� + gA�)A

�:

Portanto, perante as transformações nos campos de�nidas anteriormente, o funcional gerador se
transforma da seguinte forma
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Z 0 = Z + �Z (5.231)

�Z =

Z
�d� exp[iSeff ] +

Z
d�i�Seff exp[iSeff ]

em que

Seff = S +

Z
d4x[J�A

� + ��c+ �c�]

S _=

Z
d4x[�1

4
F��F

�� � [@�A�+gA�A�]2

2�
� �c(�+ 2gA�@�)c]:

(5.232)

Primeiramente, trabalhando com a medida de integração,Z
DAD�cDc!

Z
DAD�cDc J (5.233)

J = det

24 1 �@��(x� y) 0
�1
�
�(@� + gA�)�(x� y) 1 0

0 0 1

35 (5.234)

onde percebemos que o jacobiano é 1. Por outro lado,

�BRSTSeff =

Z
d4x[�J��A� + ���c+ ��c�] (5.235)

= �

Z
d4x[�J�@�c�

1

�
�(@� + gA�)A

��]

Portanto, impondo a simetria no funcional gerador Z encontramosZ
DAD�cDci�

Z
d4x[�J�@�c�

1

�
�(@� + gA�)@�A

�] exp[iSeff ] = 0; (5.236)

dessa forma, temos uma equação do valor médio dos campos. De outra maneira a equação funcional
advinda da simetria BRST é dada por�

1

�
�(@� + gA�)@�A

� + J�@
�c

�
Z = 0: (5.237)

Aplicando �2

�J��
na equação anterior e tomando no �nal as fontes iguais a zero

1

�
�(@� + gA�) hA�A�i= i@� h�cci : (5.238)

Logo, comparando as equações (5.225) e (5.238), a independência da amplitude de transição perante
o parâmetro g é assegurada pela simetria BRST.
Como vimos as diferentes escolhas covariantes e extensões da condição de Lorenz só são possíveis

devido a simetria BRST pois os parâmetros a mais envolvidos �; g não contribuem para a amplitude de
transição e, desse modo, nenhuma quantidade física dependerá desses parâmetros "�ctícios". Temos
assim um método de como inserir parâmetros �ctícios de tal forma que não contribuam para física.
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5.9 A simetria BRST em GQED4 a temperatura �nita

No presente momento calcularemos a função de partição utilizando o mínimo de etapas possíveis para
descrever fótons livres de Podolsky. Uma conseqüencia desse estudo será o fato da simetria BRST
dizer que a função de partição não depende da maneira covariante como �xamos o calibre, caso
particular de uma a�rmação geral atribuída a Tuytin que diz: A função de partição é independente
sob uma classe de escolhas de calibre, covariantes ou não, devido a simetria BRST [115].

5.9.1 Escolha covariante geral na �xação de calibre

Iniciamos o método propondo a seguinte densidade de Lagrangeana (Euclidiana) em equilíbrio ter-
modinâmico

L̂N = 1
4
F̂��F̂�� + 1

2m2
p
@�F̂��@�F̂�� + 1

2
fB̂; G[Â]g+ �

2
B̂2

F̂�� = @�Â� � @�Â�:
(5.239)

onde B̂ é conhecido como campo auxiliar de Nakanishi e G[Â] é operador de escolha de calibre.
Para encontrarmos as equações de movimento em equilíbrio termodinâmico, utilizamos o princípio

da ação quântica de Schwinger

Ŝ =
R
�

d4xL̂N : (5.240)

Ao aplicarmos as variações nos campos

Â� ! Â� + �Â�

B̂ ! B̂ + �B̂

(5.241)

e impormos �Ŝ = 0, encontramos as equações de movimento. Faremos a seguinte escolha geral de
�xação de calibre

G[Â] = ( �
m2
p

+ 1)�@�Â�: (5.242)

onde

� = 0 (Lorenz); � =
1

2
(No-mixing); � = 1 (Lorenz generalizado) (5.243)

Poderíamos pensar em � 2 [0; 1], uma classe de escolhas que �xa os graus de liberdade físicos?
Com as relações

1
4
F̂��F̂�� = �1

2
Â�(����+ @�@�)Â�

1
2m2

p
@�F̂��@�F̂�� = �1

2
Â�(����+ @�@�)

�
m2
p
Â�

�Ŝ =
R
�

d4x@L̂N
@Â �Â+

@L̂N
@B̂

�B̂;

(5.244)
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as equações de movimento serão dadas por

�( �
m2
p
+ 1)(����+ @�@�)Â� � ( �m2

p
+ 1)�@�B̂ = 0̂

B̂ = �1
�
( �
m2
p
+ 1)�@�Â� :

(5.245)

Logo,

�( �
m2
p

+ 1)f����+ [1�
1

�
(
�

m2
p

+ 1)2��1]@�@�)gÂ� = 0; (5.246)

onde de�nimos o operador diferencial de Podolsky

P
(m2

p;�;�)
�� = �( �

m2
p

+ 1)f����+ [1�
1

�
(
�

m2
p

+ 1)2��1]@�@�)g: (5.247)

Apesar de termos �xado o calibre, existe uma simetria residual na teoria. Esta pode ser observada
fazendo uma transformação de calibre na equação (5.239)

Â� ! Â� + @��̂

B̂ ! B̂

�L̂N = 1
2
fB̂; ( �

m2
p
+ 1)���̂g:

(5.248)

Neste caso para que tenhamos uma simetria

�L̂N = 0̂) (
�

m2
p

+ 1)���̂ = 0̂: (5.249)

Vamos implementar a condição anterior por meio de um multiplicador de Lagrange

L̂ = L̂N + �̂(
�

m2
p

+ 1)���̂: (5.250)

Podemos escrever a equação anterior em termos dos campos fantasmas

L̂ = L̂N + ib�c( �
m2
p

+ 1)��bc: (5.251)

5.9.2 A função de partição

A análise anterior nos conduz a de�nir a função de partição de maneira direta

Z(�) = Z0
R
DA

R
D�cDc exp[�S];

S =
R
�

d4xf1
2
A�P

(m2
p;�;�)

�� A� � i�c( �m2
p
+ 1)��cg:

(5.252)

De fato, lembrando-se da representação funcional dos determinantes, concluímos que
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Z(�) = Z0 det[P
(m2

p;�;�)
�� ]�

1
2 det[(

�

m2
p

+ 1)��]: (5.253)

Agora dado um operador diferencial M

M = A��� +B@�@�

det[M ] = A4 � A3B�:
(5.254)

No presente caso M = P
(m2

p;�;�)
��

A = �( �
m2
p
+ 1)�

B = �( �
m2
p
+ 1)[1� 1

�
( �
m2
p
+ 1)2��1]:

(5.255)

Sendo assim,

det[M ] = [(
�

m2
p

+ 1)�]4[
1

�
(
�

m2
p

+ 1)2��1] (5.256)

det[P
(m2

p;�;�)
�� ] = det[(

�

m2
p

+ 1)�]4 det[
1

�
(
�

m2
p

+ 1)2��1]: (5.257)

Portanto,

Z(�) = Z0 det[(
�

m2
p

+ 1)�]�2 det[
1

�
(
�

m2
p

+ 1)2��1]�
1
2 det[(

�

m2
p

+ 1)��] (5.258)

= Z0 det[m
2
p]
� 3
2 det[

1

�
]�

1
2 det[(� +m2

p)]
� 3
2 det[�]�1:

Concluímos então que a função de partição Z(�) não depende do parâmetro �ctício �, e dessa forma a
função de partição não depende da classe de escolhas propostas na equação (5.242). Neste caso, como
o objeto função partição esta intrinsecamente relacionado aos graus de liberdade físicos, essa classe
de escolhas não modi�ca os mesmos. No presente caso os graus de liberdade físicos (Maxwell+Proca,
g=2+3) são dados por

det[�]�1 (Maxwell) g=2

det[(� +m2
p)]
� 3
2 (Proca) g=3.

(5.259)

Agora vamos inserir fontes na função partição (5.252) tendo em vista o método de Schwinger para
campos à temperatura �nita

Z(�) = Z0
R
DA

R
D�cDc exp[�S];

S =
R
�

d4xf1
2
A�P

(m2
p;�;�)

�� A� � i�c( �m2
p
+ 1)��c+A�J� + �c� + ��c;

(5.260)
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e variar com respeito a �

�Z =
�Z

��
��: (5.261)

Neste caso,

�Z

��
= �Z0

Z
DA

Z
D�cDc

�S

��
exp[�S] (5.262)

= �Z0
Z
DA

Z
D�cDcf

R
�

d4x[
1

2
A�

�P
(m2

p;�;�)
��

��
A� � i�c

�( �
m2
p
+ 1)�

��
�c]g exp[�S]

e, conseqüentemente

�Z
��
= �Z0

R
�

d4xd4y�4(x� y)
R
DA

R
D�cDc[

�P
(m2p;�;�)
��

��
1
2
A�(x)A�(y)+

�i
�( �
m2p

+1)�

��
��c(x)c(y)] exp[�S]:

(5.263)

Portanto,

f�P
(m2

p;�;�)
��

��

1

2

�2

�J�(x)�J�(y)
� i

�( �
m2
p
+ 1)�

��
�

�2

��c(x)�c(y)
gZ = 0; �Z = 0: (5.264)

Escrevendo de outra maneira,

1
2

�P
(m2p;�;�)
��

��
hA�(x)A�(y)i = i

�( �
m2p

+1)�

��
� h�c(x)c(y)i ;

1
2�
[ �
��
( �
m2
p
+ 1)2�]@�@� hA�(x)A�(y)i = i[

�( �
m2p

+1)�

��
]� h�c(x)c(y)i ;

1
�
( �
m2
p
+ 1)�@�@� hA�(x)A�(y)i = i� h�c(x)c(y)i ;

(5.265)

onde foram utilizadas as identidades,

�
��
( �
m2
p
+ 1)2� = �

��
[( �
m2
p
+ 1)�]2 = 2( �

m2
p
+ 1)� �

��
( �
m2
p
+ 1)�

�x�

��
= � exp[� lnx]

��
= ln x exp[� lnx] = x� lnx

�
��
( �
m2
p
+ 1)� = ( �

m2
p
+ 1)� ln( �

m2
p
+ 1)

�
��
( �
m2
p
+ 1)2� = 2( �

m2
p
+ 1)�[( �

m2
p
+ 1)� ln( �

m2
p
+ 1)] = 2( �

m2
p
+ 1)2� ln( �

m2
p
+ 1):

(5.266)

Logo,

1

�
(
�

m2
p

+ 1)�@� hA�(x)A�(y)i = i@� h�c(x)c(y)i : (5.267)

A identidade anterior esta associada a uma simetria rígida do problema conhecida como simetria
BRST.
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5.9.3 A simetria BRST

Como já tivemos oportunidade de observar, mesmo após a inclusão do termo de �xação de calibre a
lagrangiana possui uma simetria residual e esta envolve os campos fantasmas.
Comecemos relembrando a lagrangiana

L = �1
2
A�
�
(��� � @�@�)(1 +

�

m2
p

)

�
A� +

A�
h
(1+ �

m2
p
)2�@�@�

i
A�

2�
� i�c(x)(1+ �

m2
p

)��c(x): (5.268)

Então fazeremos as seguintes transformações dos campos

A� ! A� + �A� (5.269)

c ! c+ �c

�c ! �c+ ��c;

onde as variações são dadas por

�A� = i�@�c(x) (5.270)

�c = 0

��c = �1
�
�(1+

�

m2
p

)�@�A�

e � é um parâmetro de natureza anticomutante independente do espaço-tempo.
Sendo assim, temos que a lagrangiana inicial se transforma da seguinte forma perante a transfor-

mação proposta,

�L =
A�
h
(1+ �

m2
p
)2�@�@�

i
�A�

�
� ��c(x)(1+ �

m2
p

)��c(x)� �c(x)(1+ �
m2
p

)���c(x) (5.271)

=
A�
h
(1+ �

m2
p
)2�@�@�

i
i�@�c(x)

�
+ i
1

�
�(1+

�

m2
p

)�@�A�(1+
�

m2
p

)��c(x)

= 0

Portanto a invariância é con�rmada já que um termo de derivada total é irrelevante para a ação.
O próximo passo é elevar a linguagem da simetria BRST para campos quânticos em equilíbrio

termodinâmico. Isto pode ser feito impondo a simetria no funcional gerador (função partição) Z
pois como vimos este gera todas as estruturas quânticas à temperatura �nita que precisamos para
calcular quantidades físicas. Sendo assim, começemos com o funcional gerador,

Z[J ; ��; �] =
R
DAD�cDc exp[i

R
d4xL � J�A� + ��c+ �c�];

L = �1
2
A�
h
(��� � @�@�)(1 + �

m2
p
)
i
A� +

A�
�
(1+ �

m2p
)2�@�@�

�
A�

2�
� i�c(x)(1+ �

m2
p
)��c(x);

(5.272)
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onde podemos de�nir uma ação efetiva

Seff =
R
d4x[�1

2
A�
h
(��� � @�@�)(1 + �

m2
p
)
i
A� +

A�
�
(1+ �

m2p
)2�@�@�

�
A�

2�
� i�c(x)(1+ �

m2
p
)��c(x)+

�J�A� + ��c+ �c�]:
(5.273)

Por simplicidade temos,

Z =

Z
d� exp[iSeff ]: (5.274)

Portanto, perante uma transformação nos campos, o funcional gerador se transforma da seguinte
forma

Z 0 = Z + �Z; (5.275)

�Z =

Z
�d� exp[iSeff ] +

Z
d�i�Seff exp[iSeff ]:

Analisaremos o caso onde as transformações dos campos de�nem a simetria BRST a qual estamos
interessados em suas implicações. Neste caso,

�A� = i�@�c (5.276)

�c = 0

��c = �1
�
�(1+

�

m2
p

)�@�A�:

Primeiramente, trabalhando com a medida de integração,Z
DAD�cDc!

Z
DAD�cDc J; (5.277)

J = det

24 1 i��@��(x� y) 0
�1
�
�(1+ �

m2
p
)�@��(x� y) 1 0

0 0 1

35 (5.278)

onde percebemos que o jacobiano é 1. Por outro lado,

�BRSTSeff =

Z
d4x[�J��A� + ���c+ ��c�] (5.279)

= �

Z
d4x[�iJ�@�c�

1

�
(1+

�

m2
p

)�@�A��]:

Portanto, impondo a simetria no funcional gerador Z encontramosZ
DAD�cDci�

Z
d4x[�iJ�@�c�

1

�
(1+

�

m2
p

)�@�A��] exp[iSeff ] = 0; (5.280)
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e dessa forma temos uma equação do valor médio dos campos,

[�iJ�@�c�
1

�
(1+

�

m2
p

)�@�A��] = 0: (5.281)

A equação funcional advinda da simetria BRST é dada por�
1

�
(1+

�

m2
p

)�@�A�� + iJ�@�c
�
Z = 0: (5.282)

Aplicando �2

�J��
na equação anterior e tomando no �nal as fontes iguais a zero

1

�
(1+

�

m2
p

)�@� hA�A�i= i@� h�cci : (5.283)

Portanto, concluímos que a não dependência da função partição perante o parâmetro � está
associada a simetria BRST, observando as equações (5.267) e (5.283). Esta a�rmação é um caso
particular do trabalho de Tuytin.

5.10 Observações matemáticas

Esta breve secção foi construída apenas para complementar algumas passagens e identidades matemáti-
cas utilizadas ao longo do texto envolvendo Jacobianos, integrais gaussianas, determinantes e pro-
priedades do traço de matrizes, problemas de auto-valores e auto-vetores ao diagonalizar uma matriz,
integrais e álgebra estendidas para dimensões quaisquer.
Sendo assim, para iniciar a discussão dada uma matriz por blocos Mn;n

Mn;n =

�
Am;m Bm;n�m
Cn�m;m Dm;m

�
; (5.284)

se D possui inversa podemos dizer utilizando matrizes triangulares que�
A B
C D

�
�
�
I 0
�D�1C I

�
=

�
A�BD�1C B
0 D

�
: (5.285)

Logo

detM = det(A�BD�1C) detD: (5.286)

A identidade anterior foi utilizada em análise de vínculos para escrever adequadamente a matriz de
vínculos V22;22 onde separavamos o setor escalar e o setor vetorial.
Dando continuidade é de nosso conhecimento a seguinte identidade

�(A +B) = �(A[ +
B

A
]) =

1

det[A]
�( +

B

A
): (5.287)

O pensamento guia de como se demonstra a identidade anterior é dado por
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�(Ax+B))
R
dx�(Ax+B) = 1

x = A�1uR
dx�(A[x+ B

A
]) =

R
du det[dx

du
]�(A[x+ B

A
])

J = det[dx
du
] = 1

det[A]
(Jacobiano)R

dx�(Ax+B) = 1
det[A]

R
du�(u+ B

A
):

(5.288)

Neste caso como aplicação, estendido para Teoria de Campos, temos o seguinte

�f(i��r� �m) + (i��r� +m)[1� (�0)2]Cg =
= 1

det[(i��r��m)]�( +
(i��r�+m)[1�(�0)2]C

(i��r��m) ):
(5.289)

Outra equação utilizada no texto é a seguinte

1

det[(i��r� �m)]
= �

Z
D� D exp[i

R
d4xf� (i��r� �m) g] (5.290)

onde � é uma contante. Para ter uma ideia de como se demonstra a equação (5.290), utilizaremos
novamente um pensamento guia com variáveis complexas �i (i = 1; 2; :::; N)R

d��d� exp[���A�]

� = U�; U�1AU = Adiagonal; U� = U�1R
d��d� exp[���A�] =

R
d��d� det[U�U ] exp[���A�]

det[U�U ] = 1R
d��d� exp[���Adiag�] =

R
d��d� exp[��i j�ij2] Adiag�i = �i�i:

(5.291)

Por outro lado, fazendo a mudança de variáveis � = x+ iyZ
d��d� =

Z
dxdy det

�
1 �i
1 i

�
= 2i

Z
dxdy: (5.292)

Logo,

Z
d��d� exp[��i j�ij2] = (2i)N

Z
�dxi exp[��i jxij2]

Z
�dyi exp[��i jyij2] (5.293)

=
(2�i)N

�1:�2:�3:::
=
(2�i)N

det[A]
;

e desse modo,
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Z
d��d� exp[���A�] = (2�i)N

det[A]
: (5.294)

Como caso partícular ao anterior, sendo �i (i = 1; 2; :::; N) variáveis reais

R
d� exp[�1

2
�TA�]

� = U�; U�1AU = Adiagonal U�1 = UT

R
d� exp[�1

2
�TA�] =

R
d� det[U ] exp[�1

2
�TAdiagonal�]

det[U ] = 1

R
d� exp[�1

2
�TAdiagonal�] =

R
�d�i exp[��i�2i ] =

q
2�

�1:�2:�3:::
= �

N
2

det[A]
1
2
; Adiaggonal�i = �i�i:

(5.295)
Portanto, Z

d� exp[�1
2
�TA�] =

(2�)
N
2

det[A]
1
2

: (5.296)

No caso de variáveis de grasmann �i (i = 1; 2; :::; N) no corpo dos complexos

R
d��d�exp[���A�]

� = U!; U�1AU = Adiagonal; U� = U�1R
d��d�exp[���A�] =

R
d!�d! det[U�U ] exp[�!�Adiagonal!]

det[U�U ] = 1R
d!�d! exp[�!�Adiagonal!] =

R
d!�d!�

i
(1� �i!�!) = �

i
�i = detA; Adiaggonal!i = �i!i

(5.297)

e, sendo assim Z
d��d�exp[���A�] = det[A]: (5.298)

Por �m, no caso de variáveis de grasmann �i (i = 1; 2; :::; N) no corpo dos reaisZ
d�exp[�1

2
�TA�] = det[A]

1
2 : (5.299)

Resumindo, temos as seguintes propriedades de integrais gaussianas e seus respectivos determi-
nantes
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R
d��d� exp[���A�] = (2�i)N

det[A]
(variáveis complexas),

R
d� exp[�1

2
�TA�] = (2�)

N
2

det[A]
1
2

(variáveis reais),

R
d��d�exp[���A�] = det[A] (variáveis de grasmann no corpo dos complexos),R
d�exp[�1

2
�TA�] = det[A]

1
2 (variáveis de grasmann no corpo dos reais).

(5.300)

Este conhecimento, estendido para in�nitos graus de liberdade em Teoria de Campos foi de grande
ajuda no estudo do calibre no-mixing e na contagem dos graus de liberdades onde contornamos o
surgimento de estruturas pseudo-diferenciais

det[A
1
2 ] = det[A]

1
2 = det[A]

det[A]
1
2
;

R
d��d�exp[���A 1

2�] =
R
d�exp[�1

2
�TA�]

(5.301)

e, neste caso, R
d�exp[�1

2
�TA�] = 1

(2�)
N
2

R
d��d�d� exp[���A�� 1

2
�TA�];

N = 2N �N (contagem dos graus de liberdade).

(5.302)

Dizemos que a variável escalar come os graus de liberdade da variável de grasmann no corpo dos
complexos equilibrando a equação anterior. O fato de necessitarmos de variáveis de Grasmann no
corpo dos complexos está associado à inclusão dos campos fantasmas juntamente com a simetria
BRST e a carga fantasma conservada.

Também foi de grande ajuda a seguinte identidade

det[G] = exp[tr lnG]: (5.303)

Apenas para justi�car a passagem anterior, podemos utilizar como guia de pensamento uma matriz
G com as seguintes propriedades

G~�i = �i~�i det[G� �I] = 0 ~�i = Wei ) (W�1GW )ei = �iei

det[W�1GW ] = det[G] = �
i
�i tr[W�1GW ] = tr[G]

(5.304)

então,
ln[detG] = ln[�

i
�i] = �

i
ln[�i] = tr lnG: (5.305)

As identidades (5.290) e (5.303) foram utilizadas no estudo da análise de vínculos e quantização
funcional em teorias covariantes.
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Agora, na análise das primeiras correções radiativas da GSDKP4, utilizando o método de regular-
ização dimensional foi necessário avaliar as integrais nos momentos por meio dos seguintes resultadosZ

ddk

(2�)d
1

[k2 � b2]� =
i(�1) d2
(4�)

d
2

�(�� d
2
)

�(�)[�b2]�� d
2

; (5.306)Z
ddk

(2�)d
k�k�

[k2 � b2]� =
i(�1) d2
2(4�)

d
2

����(�� 1� d
2
)

�(�)[�b2]��1� d
2

;Z
ddk

(2�)d
k�k�k�k�

[k2 � b2]� =
i(�1) d2
4(4�)

d
2

(������ + ������ + ������)�(�� 2� d
2
)

�(�)[�b2]��2� d
2

;

onde ������ = d e as propriedades da função gama, sendo dadas por

�(�n+ ") =
(�1)n
n!

[
1

"
+	1(n+ 1) +O(")]; (5.307)

onde
	1(n+ 1) = 1 +

1

2
+ :::+

1

n
� 
: (5.308)

e 
 é a constante de Euler-Mascheroni. Também foi de grande ajuda a seguinte expressão

z�(z) = �(z + 1); ��
"
2 ' 1� "

2
ln�: (5.309)

Como sabemos as matrizes � satisfazem a seguinte algebra trilinear

������ + ������ = ����� + �����:

Com propriedades úteis do traço

Tr
�
��1��2 :::��2n�1

�
= 0; (5.310)

Tr
�
��1��2 :::��2n

�
= ��1�2��3�4 :::��2n�1�2n + ��2�3��4�5 :::��2n�1 :

Podemos mostrar que
������ = �� ) ��p̂�� = p̂;

��p̂2�� = p2:
(5.311)

Observa-se que

���(�
����� + ������) = 2��

������ = �� ;
(5.312)

e também

tr[��������] = 5�
��

tr[��p̂2��] = tr[I]p2 = 5p2

��p̂2�� = p2

(5.313)
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Por �m, a extensão da álgebra de DKP para um espaço d-dimensional nos leva às seguintes
identidades algébricas

�������� = d; ������ + �����
� = (1 + d)��: (5.314)

A extensão da álgebra de DKP para um espaço d-dimensional é assegurada pela extensão da álgebra
de Cli¤ord pois

�� =
1

2

�
�� + ���

�
(5.315)

onde �� = 
� 
 1 e ��� = 1
 
�.
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