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Resumo

A procura pela solucao de alguns problemas relevantes, ou ainda, de equacoes, tém
sido uma fonte de inspiracao para ampliar os conjuntos numéricos. Quanto ao con-
junto dos niimeros complexos, um importante resultado ¢ que todo polindomio de grau
n > 1 e com coeficientes complexos tem n raizes complexas. De modo geral, o presente
trabalho tem o objetivo de contextualizar algumas aplicacoes das raizes da unidade na
matematica. Apresentamos sua aplicacdo em um caso particular do Teorema de Dirich-
let, na construcao de reticulados, cuja utilidade estd ligada a problemas de transmissao

de sinal, e na historia da resolucio do Ultimo Teorema de Fermat.



Abstract

The search for the solution of some relevant problems, or even of equations, has
been a source of inspiration to extend the numerical sets. As for the set of complex
numbers, an important result is that every polynomial of degree n > 1 and with com-
plex coefficients has n complex roots. In general, the present work aims to contextualize
some applications of the roots of unit in mathematics. We present its application in a
particular case of the Dirichlet Theorem, in the construction of lattices, whose utility
is linked to signal transmission problems, and in the history of the resolution of the

Fermat’s Last Theorem.



Lista de Figuras

2.1

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8

6.1
6.2
6.3

Diagrama. . . . . . . . . .

Representagao geométrica dos niimeros complexos 21, 22, 23 € 24.

Representacao geométrica da soma 21 + 2. . . . . . . . ...
Conjugado de um niimero complexo. . . . . . . . .. ... ... ...
Representacao geométrica da norma |z|. . . . . ... ...
Representagao geométricade z —zg. . . . . . . ..o
Representacao geométrica da desigualdade triangular. . . . . . . . . ..
Raizes quartasde 1. . . . . . . . . . . .. ... .

Raizes complexas cibicasde 1. . . . . . .. ... ... ... ... ...

Representacao de Z2. . . . . . . . . . . ...
Favodemel. . . . . . . . . . ..

Piramide de laranjas. . . . . . . . .. ..o



Sumario

1 Introducao

2 Preliminares

2.1 Congruéncia . . . . . . . ..o
2.1.1 Anéise Corpos . . . . . ...
2.1.2 Modulos . . . ..
2.1.3 Extensdao de Corpos. . . . . . . . . ..o

3 Os Numeros Complexos

3.1 Breve Historico . . . . . . . . . . . . .
3.2 Definicoes e Propriedades . . . . . . . ... 000
3.3 Raizes n-ésimas . . . . . . . . .

3.3.1 Raizesda Unidade . . .. ... ... ... ... ... ...
3.4 A Funcao Exponencial . . . ... ... ... ... 0.

4 Resolvendo Equagoes

4.1 Solugao por Radicais . . . . . . ... ...
4.1.1 Equagoes Lineares . . . . . . .. .. ... ... ...
4.1.2 Equagoes Quadraticas . . . . . . .. ...
4.1.3 Equagoes Cibicas . . . . . . . . . ..o
4.1.4 Equagoes Quarticas . . . . . . . . .. .. oo
4.1.5 Equagoesdegraun>5 . . . .. ...

5 Teorema de Dirichlet
5.1 Polindmios Ciclotdmicos . . . . . . . . . . . e

5.2 Caso Particular do Teorema de Dirichlet . . . . . . . . . .. ... ...

6 Raizes da Unidade e a Construcao de Reticulados
6.1 Reticulados . . . . . . . . ..

6.2 Reticulados via Corpos de Numeros . . . . . . . ... .. ... .....

12
12
17
20
21

24
24
25
33
35
39

42
42
42
43
44
47
49

51
51
93



7 Fatos Historicos Sobre o Ultimo Teorema de Fermat e a Raiz n-ésima

da Unidade 63
7.1 Apresentacao Geral . . . . . ... ... L o 63
7.2 Contribuicoes de Matematicos no Ultimo Teorema de Fermat . . . . . . 64

Referéncias 68



1 Introducao

A Historia da Matemética nos mostra que a procura pela solucao de alguns proble-
mas relevantes, ou ainda, de equagoes, tém sido uma fonte de inspiracao para ampliar
os conjuntos numéricos. No conjunto dos niimeros naturais N nao podemos resolver a
equacao x + 3 = 0, por exemplo. Ampliando esse conjunto para os nimeros inteiros 7Z,
a equacao anterior passa a ter solucao, pois —3 € Z.

A inclusao de nimeros negativos nao resolve completamente as solugoes de equa-
coOes, pois, ha equacdes sem solugao em Z, por exemplo, 5z + 3 = 0. Com isso, o
conjunto dos inteiros foi ampliado para o conjunto dos ntimeros racionais Q.

Com o objetivo de realizar a operacao de radiciagao, o conjunto dos nimeros ra-
cionais precisou ser ampliado para o conjunto dos numeros reais R. Desse modo,
ntimeros tais como v/2,v/3,v/2,V/5, - -, chamados de irracionais, foram incluidos no
sistema numérico, permitindo extrair raizes n-ésimas e resolver equacoes tais como
22 —-2=0,22-3=0,22-2=0,2> —5=0,-- -, antes sem solucdao em Q.

Com isso, foram obtidos os conjuntos numéricos N C Z C Q C R. Entretanto,
equacoes tais como 22 +1 = 0,22 +2 = 0,2 +  + 1 = 0 ndo possuem solucio no
conjunto dos niimeros reais, pois nao se pode extrair raizes quadradas de niimeros reais
negativos.

Isto serviu de motivacao para ampliar o conjunto dos niimeros reais a construcao de
um conjunto de nimeros em que é possivel extrair raizes quadradas de ntimeros reais
negativos.

Segundo [14], em 1545 Geronimo Cardano (Italia, 1501 - 1576), um dos mais des-

tacados matemaéticos do Renascimento, achou a resposta
a=5++y/—15 e f=5—+/—15,

para o problema de determinar dois ntimeros cuja soma vale 10 e cujo produto vale 40,
ou ainda, as raizes da equacdo do segundo grau % — 10z + 40 = 0. Na época as raizes
quadradas de ntmeros negativos eram consideradas inexistentes, logo essas solugoes
eram tidas como absurdas.

O notéavel é que se operarmos formalmente com essas raizes, como se tivessem as
propriedades aritméticas da adicao e da multiplicacao dos niimeros reais e convencio-

narmos (ue
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(v=15)" = —15,

podemos mostrar sem dificuldade que
a+ =10 e a.p =40.

O matemaético indiano Rafael Bombelli (1526 - 1572) comegou a estudar esses ni-
meros por volta de 1550, estabelecendo regras operatoérias, que muitos matematicos da
época desconfiavam admitindo-as como apenas artificio de calculo, sem uma existéncia
efetiva [14].

Ainda sem o termo especifico de “Algebra”, o fato de encontrar a solucdo de proble-
mas praticos por meio da determinacao de um ntimero incégnito foi de interesse geral
para todos os povos ha mais de 3500 anos. A Algebra, durante o seu desenvolvimento,
foi dividida como retdrica e sincopada. No primeiro momento a Algebra, com falta de
simbologia, se utilizava de regras aritméticas estereotipadas. Durante o processo de
transicio até a Algebra atual caracterizou-se a Algebra sincopada que apresentava o
uso de alguns simbolos especificos e abreviagoes.

O papiro de Moscou, que foi encontrado nessa mesma cidade (dai o nome), escrito
por volta de 1850 a.C., apresenta uma colecao de vinte e cinco problemas praticos e
o papiro Rhind, cujo nome remete numa homenagem ao antiquario escocés H. Rhind,
escrito por volta de 1650 a.C., consta de oitenta e cinco problemas na maioria prati-
cos e outros considerados recreativos. De forma geral, os egipcios nao estabeleceram
distincao entre problemas aritméticos, geométricos ou algébricos e praticamente desen-
volveram a matematica em funcao da possibilidade em aplicagoes no cotidiano.

Na regiao da Mesopotamia, que corresponde em sua maior parte no atual Iraque
e Kuwait, os babilonios usavam plaquetas de argila para registrar suas informacgoes.
Quatrocentas, das quinhentas mil ji encontradas, compoem-se de tabelas e listas de
problemas envolvendo principalmente o que é chamado hoje de Aritmética, Geometria,
Algebra e Matematica Financeira. Elas pertencem, em geral, ao perfodo em torno do
ano de 2000 a.C. [8].

As civilizagbes, que se desenvolveram na China ao longo dos rios Amarelo e Yang
- Tsé, tém um escasso registro favorecido pelo material de escrita ter sido de bambu
e da ocorréncia de queima de livros por ordem de um imperador. As duas principais
fontes de informagoes acerca da matemética chinesa sao: Zhoubi Suanjing e Jiuzhang
Suanshu. O primeiro com a obra A Aritmética Cldssica do Gnomon e os Caminhos
Circulares do Céu e, o segundo com As Nove Secoes da Arte da Matemdtica no qual
compoe-se de duzentos e quarenta e seis problemas praticos sobre agrimensura, porcen-
tagem e proporc¢ao, sociedade e regra de trés, volumes, regra de falsa posicao, sistemas
de equacoes lineares envolvendo operacoes com o que hoje chamariamos de matrizes
e o teorema de Pitagoras. Conforme [8], depois que a matematica grega comegou a
entrar em declinio, a matematica chinesa continuou a florescer, creditando-se a ela va-

rias contribuicoes que o ocidente s6 redescobriria séculos depois, como por exemplo o
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Teorema do Binémio, o Método de Horner para a determinacao numérica das raizes de
uma equacao algébrica e o Teorema Chinés dos Restos.

Euclides, em sua obra Os Elementos, datado de 300 a.C., e principalmente Diofanto
de Alexandria (provavelmente século IIT d.C.) foram os personagens de destaque da
matematica grega que desenvolveram trabalhos que se relacionam com as equagoes
algébricas.

A matematica indiana se desenvolveu na regiao que corresponde ao atual Paquis-
tao. Algumas das contribui¢coes abrangem o atual sistema numérico indo-arabico e a
introducao dos niimeros negativos para indicar débitos, com destaque a obra do mate-
maético e astronomo Brahmagupta (aproximadamente do ano 628 d.C.). Brahmagupta
levantou o questionamento da raiz quadrada de um ntimero negativo, mas descartou
a possibilidade de tal existéncia. As equacoes algébricas quadraticas também tém
seu destaque na India através dos trabalhos dos matematicos Aryabhata (476 d.C.),
Bhaskara I (século VI) e Bhaskara II (século XII). Segundo [8], os trabalhos imedia-
tamente posteriores a Bhaskara I, sobre o desenvolvimento das equacoes quadraticas,
estao relacionados & matemética arabe [8].

Na civilizacao arabe, inicialmente, reunia-se os intelectuais estrangeiros para tra-
balhar em seus centros culturais, ensinando, traduzindo obras classicas para o arabe e
contribuindo com sua propria producao cientifica. O influente algebrista al-Khwarizmi
foi o primeiro matemético arabe a escrever a resolucao de problemas no que hoje co-
nhecemos por reducao de termos semelhantes em membros opostos de uma mesma
equacdo. A atual palavra Algebra ¢ uma variante de al-jabr que aparece no titulo da
mais influente obra de al-Khwarizmi: Hisab al-jabr w’al Mugabalah (Ciéncia da Trans-
posicao e do Cancelamento, com base nas tradugdes usuais). Outro algebrista arabe
foi Omar Khayyam que, em sua obra Sobre as demonstracoes de problemas de al-jabr e
muqabala, trata de equagoes de primeiro e segundo graus, aritmética e geometricamente
da resolucao das equagodes cubicas [8].

A Europa, na Idade Média, tem o mateméatico mais talentoso Leonardo Pisa (1170
- 1250), também conhecido por Fibonacci, que em sua publicacdo Liber abaci (Livro
do &baco) desenvolve um tratamento sistematico das equagoes lineares e quadraticas
e resolugao de algumas equagoes ctbicas. Ele nao acreditava numa solugao algébrica
geral e as raizes negativas e imaginérias eram desprezadas [8|.

A Europa, no Renascimento, com o advento da imprensa (século XV), vivenciou
a facilidade na disseminagao do saber cientifico de um modo geral. Em relagao as
contribui¢bes & matematica, a area que mais se destacou foi a da Algebra cujo objetivo
era basicamente o estudo das equacoes, ou ainda, a busca pura e simples da quantidade
incognita das equacgoes. Neste periodo, os algebristas defrontaram com dois entraves:
a falta de uma simbologia adequada e uniforme e a falta de qualquer fundamentagao
dos sistemas numeéricos, até porque nao havia sido esclarecida a natureza dos niimeros

negativos, irracionais e complexos. Lucas Pacioli, em sua obra Summa de arithmetica,
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geometrica, proportioni et proportionalita (Suma de aritmética, geometria, proporgoes
e proporcionalidade), em 1494, reuniu, de maneira bem feita, varias fontes mas, sem
diferenca relevante da obra Liber abaci de Fibonacci. Na secdo que se refere a Algebra,
Pacioli trata da resolugao de equacoes lineares e quadraticas por meio de regras verbais
aplicadas a exemplos numéricos. Nessa época também aparecem Niccolo Fontana,
apelidado de Tartaglia, e Gerénimo Cardano no desenvolvimento da Formula (3.1),
que serd apresentada no Capitulo 3, para a resolucao de equagoes ctbicas da forma
3 +mx =n [§].

Nesse periodo a resolugao das equacoes cibicas e quarticas foi a mais importante
contribuicdo a Algebra desde o tempo dos babilénios, ainda mais por ter levantado
questoes como: Qual o papel das raizes quadradas de nimeros negativos? E como
lidar com elas? As equacoes de grau maior ou igual a cinco poderiam ser resolvidas
com 0s mesmos processos até entao conhecidos?

Nessa perspectiva, iniciamos nosso estudo apresentando, no Capitulo 2, uma breve
revisao de conceitos importantes na compreensao do presente trabalho; no Capitulo 3
tem-se uma abordagem da motivacao da construcao do conjunto dos nimeros comple-
x0s e introducao da raiz n-ésima da unidade; no Capitulo 4 a resolucao das equacoes
algébricas e sua contribuicao no estudo da raiz n-ésima da unidade; no Capitulo 5 uma
breve abordagem do Teorema de Dirichlet, cuja demonstracao foi adaptada por nos,
para contextualizar uma aplicagao da raiz n-ésima da unidade; no Capitulo 6 apresen-
tamos como reticulados podem ser construidos através de raizes n-ésimas da unidade e
por fim, no Capitulo 7, apresentamos o levantamento de algumas contribuicoes ja rea-
lizadas para a demonstracio do Ultimo Teorema de Fermat e uma consideracdo sobre

a raiz n-ésima da unidade nesse estudo.



2 Preliminares

Neste capitulo destacamos alguns conceitos que consideramos basicos para o enten-

dimento do trabalho. As principais referéncias utilizadas para o desenvolvimento deste
capitulo foram [8], [12] e [23].

2.1 Congruéncia

Apresentamos propriedades elementares sobre divisibilidade no conjunto dos intei-
ros, o importantissimo Algoritmo da Divisdo, assim como o conceito de congruéncia.
Estes possibilitarao o estudo de dois resultados importantes em nosso trabalho: o Pe-

queno Teorema de Fermat (Teorema (2.2)) e o Lema de Gauss (Teorema (2.5)).

Se a e b sao inteiros dizemos que a divide b (denotando por alb) se existir um tnico
inteiro ¢ tal que b = ac. A importancia da unicidade de ¢ se evidencia no exemplo a

seguir.

Exemplo 2.1. Mostremos que 0 nao divide um inteiro a qualquer. De fato, suponha-
mos por absurdo, 0|a, entdo existe um tnico ¢ tal que a = 0-c. Se a = 0, a igualdade
anterior é verificada para qualquer inteiro ¢, e isto contraria a unicidade de ¢. Caso

a # 0, a igualdade nao é verificada, ou seja, nao existe ¢, inteiro, satisfazendo a = 0- c.

Teorema 2.1 (Algoritmo da divisdo). Dados dois inteiros a e b, b > 0, existe um

unico par de inteiros q e r tais que
a=¢g¢b+r, com0<r<b (r=0<bla)
(q é chamado de quociente e r de resto da divisdo de a por b).

Defini¢ao 2.1. O mdzimo divisor comum de dois inteiros a e b (a ou b diferente

de zero), denotado por mdc(a,b), € o maior inteiro que divide a e b.

Defini¢ao 2.2. Um inteiro n (n > 1) possuindo somente dois divisores positivos, n e

1, € chamado primo. Sen > 1 nao € primo dizemos que n € composto.

13
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Podemos ainda ter o caso de dois ou mais inteiros possuirem apenas o 1 como divisor
comu, e nesse caso tais inteiros sao relativamente primos, ou ainda, primos entre
si.

O proximo exemplo serd usado na demonstragao do Teorema (2.2).

Exemplo 2.2. Mostremos que se p é primo vale mde((p — 1)!,p) = 1.

Consideremos os inteiros n;,n; € {1,2,--- ,p—1}, 1 <4,j <p—1. Logo, n; < p
assim como, n; < p. Pela hipotese segue mdc(n;,p) = 1 e mdc(n;,p) = 1, ou ainda,
ptn; epqfn;oqueimplica p { n;n;. Dai mde(n;n;,p) = 1. Considerando outro ny,
1 < ni < p—1, podemos pelos mesmos argumentos concluir que mdec(n;n;ng, p) = 1.
De maneira analoga, repetindo o raciocinio, concluimos que mdc(1.2.--+ .p—1,p) =1,
ou seja, mde((p — 1)1, p) = 1.

Definicao 2.3. Se a e b sao inteiros dizemos que a € congruente a b modulo m
(m > 0) se m|(a —b). Denotamos isto por a = b(mod m). Se m 1 (a — b) dizemos que

a € incongruente a b mddulo m e denotamos a # b(mod m).

Exemplo 2.3. 11 = 3(mod 2), pois 2|(11 — 3). Como 516 e 6 = 17 — 11, temos que
17 # 11(mod 5).

Proposicao 2.1 (23], p.32). Se a e b sdo inteiros, temos que a = b(mod n) se, e

somente se, existir um inteiro k tal que a = b+ km.

Demonstracao. Se a = b(mod m), entdo m|(a — b) o que implica na existéncia de um
inteiro £k tal que a—b = km, isto é, a = b+ km. A reciproca é trivial, pois da existéncia
de um k satisfazendo a = b + km, temos km = a — b, ou seja, que m|(a — b), isto &,
a = b(mod m). O

Definicao 2.4. Se h e k sao dois inteiros com h = k(mod m), dizemos que k € um

residuo de h modulo m.

Definicao 2.5. O conjunto dos inteiros ri,r9,--- , 1, é um sistema completo de

residuos modulo m se
1. r; # rj(mod m) para i # j,
2. para todo inteiro n existe um r; tal que n = r;(mod m).
Exemplo 2.4. {0,1,2,--- ,m — 1} é um sistema completo de residuos modulo m.

Definicao 2.6. Para p um primo impar e a um inteiro nao divisivel por p, definimos

o Simbolo de Legendre a por
p

a\ | 1, sex?=a(modp) possui solugdo
D —1, sex® = a(modp) nao possui solucao.
Quando x* = a (mod p) possui solugao, dizemos que a € um residuo quadrdtico

de p. Caso contrdrio, a nao € um residuo quadrdtico de p.
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Proposigao 2.2 (23], p.35). Se a,b, k e m sao inteiros com k > 0 e a = b(mod m),

entao a® = b*(mod m).
Demonstracao. O resultado segue, imediatamente, da identidade:
a? —bF = (a—b)(a" P+ d" 0+ a0 + L 4 a2 4 0.
O

Teorema 2.2 (Pequeno Teorema de Fermat, [23|, p.41). Seja p primo. Se p{a entio
a’~' = 1(mod p).

Demonstracao. Sabemos, pela Definicao 2.5, que o conjunto formado pelos p ntimeros
{0,1,2,...,p — 1} constitui um sistema completo de residuos modulo p. Isto significa
que qualquer conjunto contendo no maximo p elementos incongruentes modulo p pode
ser colocado em correspondéncia biunivoca com um subconjunto de {0,1,2,...,p — 1}.
Vamos agora, considerar os numeros a, 2a, 3a, ..., (p — 1)a. Da hipotese mdc(a,p) = 1,
e como nenhum destes nameros ia (1 < ¢ < p— 1) é divisivel por p, segue que nenhum
destes niimeros é congruente a zero modulo p.

Quaisquer dois deles sdo incongruentes modulo p, pois aj = ak(modp) implica
j = k(mod p) e, isto s6 é possivel se 7 = k, uma vez que ambos j e k sdo positivos
e menores do que p. Temos, portanto, um conjunto de p — 1 elementos incongruentes
modulo p e nao divisiveis por p. Logo, cada um deles é congruente a exatamente um
dentre os elementos 1,2,3,...,p — 1. Se multiplicarmos estas congruéncias, membro a

membro, teremos:
a(2a)(3a)...(p—1)a=1-2-3..(p — 1)(mod p)
ou seja, a?(p — 1)! = (p — 1)!(mod p). Mas, como mdc((p — 1)!,p) = 1, podemos
cancelar o fator (p — 1)! em ambos os lados, obtendo
a?~' = 1(mod p),
o que conclui a demonstracao. O
Teorema 2.3 (Wilson, [23], p.39). Se p ¢é primo, entio (p — 1)! = —1(mod p).

Demonstracao. O Teorema é verdadeiro para o caso p = 2, pois
2-1DI=1=1=—1(mod 2).

Vamos agora, supor p > 3. A congruéncia ax = 1(mod p) apresenta uma unica
solugdo para todo a no conjunto {1,2,3,--- ,p — 1} (ver [23], p.37) e, como, destes
elementos, somente 1 e p — 1 sao seus proprios inversos modulo p, podemos agrupar
os numeros 2,3,--- ,p — 2 em ’%3 pares cujo produto seja congruente a 1 modulo p.
Se multiplicarmos estas congruéncias, membro a membro, teremos 2.3.4.--- .(p—2) =

1(mod p). Multiplicando ambos os lados desta congruéncia por p — 1, obtemos

234.--- (p—2).(p—1) = (p—1)(mod p).
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Entao, (p — 1)! = —1(mod p) ja que p — 1 = —1(mod p). O

Teorema 2.4 (Critério de Euler, [23], p.98). Se p for um primo impar e a um inteiro

nao divisivel por p, entao:
<9> =a"T (mod p) .

Demonstracao. Vamos supor, primeiramente, que (9) =1, ou seja, que a congruéncia
p

2?2 = a(mod p) tem solugdo. Seja y uma solugdao. Do fato de mdc(a,p) = 1 e p|(y? —
a) concluimos que mdc(y,p) = 1. Logo, pelo Pequeno Teorema de Fermat, yP~! =
1(mod p) e, portanto,

(p—1) (p—1) 1

az =) =y

(7)1

Consideremos, agora, o caso (5) = —1. Ja vimos, na primeira parte, que se a for

= 1(mod p)

o que prova o Teorema para o caso

SRS

um residuo quadrético logo a7 = = 1(mod p). Pelo Teorema de Lagrange (ver em [23],

p. 93) a congruéncia f(x) = x 1= 0(mod p) possui no maximo _(p;l)

(-1
2

solucoes
incongruentes modulo p. Mas do fato de existirem residuos quadraticos, e de
termos a7 = 1(modp) para todo residuo quadratico, concluimos que todos eles sao
solugbes de f(x) = 0(modp). Isto nos garante que a congruéncia f(x) = 0(modp)
possui exatamente (Cadd] ) raizes e que, portanto, se a nao for residuo quadratico, isto é,

(2) = —1, entdo a 5 # 1(mod p). Mas, como

p
1= (" =) 1)
e
a’~t —1 = 0(modp), para mdc(p,a) = 1,
concluimos que a7 = = +1(modp).
Logo, caso (%) — 1 deveremos ter a7 = —1(modp), ou seja,
(%) =7 (mod p),
o que conclui a demonstracao. O]

Teorema 2.5 (Lema de Gauss, 23|, p.103). Sejam p um primo impar e a um inteiro

nao divisivel por p. Consideremos os menores residuos positivos dos inteiros

—1
a,2a,3a, ..., (pT> a. (2.1)

Se r for o nimero destes residuos que sao maiores do que &, entao,
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Demonstracao. Consideremos os menores residuos positivos de la,2a,3a, - - -, (p;l) a

modulo p. E claro que estes residuos sao todos menores do que p. Sejam aq, as, - - - , a

os resfduos que sao menores do que 5 e by, bo, b3, -+, b, 0s que sao maiores do que 5.
2 . 9. -1 N .
E claro que se multiplicarmos, membro a membro, todas as *5= congruéncias de onde

obtivemos os residuos a; e b; acima teremos:
-1 _
la-2a-3a----%5-a = ajay---asbiby---b.(mod p)

ou seja,

- -1
o'T (pT) = ajay - - - agbibs - - - b.(mod p). (2.2)
Como os ntimeros by, by, - - - , b, s30 maiores do que £ e menores do que p, os niimeros

D
ok

que 0s NUmeros ap, s, -+ ,as,p — by, p — ba, p — b3, -+ ,p — b, sao todos incongruentes

p—bi,p—by,p—bs,---,p— b, sao todos menores do que Desejamos mostrar

modulo p. Isto serd suficiente para mostrar que eles sao, a menos da ordem, os nlimeros
1,2,3,---, p%l, uma vez que r+s = ’%1. Se tivéssemos dois a;s ou dois b;s congruentes
modulo p, terfamos dois elementos do conjunto {1a, 2a, - - - | ;%1@} congruentes modulo
p o que é impossivel, pois mdc(a,p) = 1 e os nimeros 1,2, | 7%1 sao todos menores
que p. Nenhum a; pode ser congruente com p — b;, pois neste caso terfamos a; = —b
0 que, apos o cancelamento de a (a; e b; sdo, ambos, congruentes a mitltiplos de a),
em ambos os membros, nos daria uma congruéncia do tipo n = —m(mod p) com n e
m elementos do conjunto {1,2,--- | ’%1} o que é impossivel. Com isto, concluimos que
0s nimeros ai, s, -+ ,as, P — by, p — by, p — b3, -+ ,p — b, sdo, a menos de ordem, o0s
p—1

ntameros 1,2,3,---, 5=,

Portanto,
ajag---as(p—>b1)(p—0ba)(p—103)---(p—b,) = 1-2-3-~-’%1(m0dp)
ou seja,

ajag - - - as(—l)rblbgbg ce br =

I
—~
3
w||
—
~—
3
S
QU
3
S~—

isto é,
(—1)"ajas - - - asbibybs - - - b, = (pfl)!(mod D).
Utilizando-se a congruéncia 2.2 temos,

e, como, mdc ((”;1) ,p) = 1, obtemos,
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Agora, se utilizarmos o Critério de Euler, apés multiplicacao de ambos os membros

por (—1)" teremos,

(%) =% = (—=1)"(mod p) donde (%) =(=1)".

2.1.1 Anéis e Corpos

Os conceitos basicos de Anel e Corpo é de grande relevancia nos resultados de nosso
trabalho. Para isso, destacamos os importantes resultados: anéis dos inteiros modulo

n, anéis de polindbmios e o corpo dos niimeros complexos.

Definicao 2.7. Um anel ou anel comutativo (A,+,-) € um conjunto A com pelo
menos dois elementos, munido de uma operacio denotada por + (chamada adicdo) e
de uma opera¢ao denotada por - (chamada multiplicacdo) que satisfazem as proprieda-
des associativa, comutativa, ezisténcia do elemento neutro aditivo (denotado por 0) e
multiplicativo (denotado por 1), existéncia de elemento inverso com respeito a adi¢ao

e a distributiva relativamente & multiplicacdo. (Para detalhes consultar [12], p. 34).

Definicao 2.8. Um anel (A,+,-) é chamado dominio de integridade se ele nao

possui divisores de zero, isto €,

Va,ye A\ {0}, x-y #0.

Defini¢ao 2.9. Um dominio de integridade (K, +,-) é chamado corpo se ele satisfaz

a sequinte condigao:
VoeeK\{0},dyeKtal quex-y=1.

Exemplo 2.5. (Z,+,-) é um dominio e (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,-) sdo corpos, onde
+ e - representam as operacoes usuais de adicao e multiplicacao, respectivamente.

Definicao 2.10. Seja A um anel. Suponhamos que, para algum n > 0 e para qualquer
a € A, verifica-se a igualdade n.a = 0 (zero do anel). Entao existe um menor inteiro
estritamente positivo r tal que r.a = 0, qualquer que seja a € A. FEsse inteiro r €
chamado caracteristica do anel A. Se, ao contrdrio, o anel A possui pelo menos um
elemento tal que n.a # 0, qualquer que seja o inteiro estritamente positivo n, entao se

diz que a caracteristica do anel € 0.

Exemplo 2.6. Os anéis Z, Q, R e C tém caracteristica 0, pois se m # 0, entao m.1 = m
e, portanto, m.1 # 0.

Exemplo 2.7 (Anel dos inteiros modulo n). Seja n um inteiro positivo. Sobre Z,

definimos a relacao =, da maneira que segue: para a,b € Z,
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a=,b< a—>béum miltiplo de n.

Também podemos escrever a =, b como a = b(mod n).

E imediato verificar:

e a =, a (propriedade reflexiva);
e a=,b= b=, a (propriedade simétrica),
e a=,b b=, c= a=, c(propriedade transitiva).

Se a € Z, entao, por definicao, sua classe de equivaléncia médulo o inteiro n,
consiste no conjunto {b € Z;b =, a}, isto é, no subconjunto {a + kn; k € Z}; ela sera
denotada por a ou a + nZ.

Considerando Z,, = {0,1,--- ,n — 1} o conjunto das classes de equivaléncia modulo
n, definimos duas operacoes:

®: 2y XLy — Dy
(Z,9 — Tty
®:ly X1, — D,
(Z,y — Ty

As operacoes @ e ® estao bem definidas, isto é, os resultados nao dependem da
escolha das representacoes das classes de equivaléncia. De fato, se @ = o/ € Z, e
b=1U € Z, entio

a = da'(mod n) e b= b(mod n)
portanto, usando as propriedades de congruéncia:

a+b=d +b(modn)eab=d.l/(modn).

Consequentemente, a +b = o' +b e a.b = a’.b/. Além disso, como Z,, com as
operagoes @ e ©, satisfaz as propriedades da Definigao (2.7), segue que (Z,,®,®) é

um anel denominado o anel dos inteiros modulo n.

Exemplo 2.8 (Anéis de polindomios). Seja (A, +, ) um anel. Um polindmio numa
varidvel sobre A & uma sequéncia (ag, ay, ..., ay,, ...), onde a; € A para todo indice e
a; # 0 somente para um nimero finito de indices.

Seja A = {polindémios numa variavel sobre A}. No conjunto A, definimos as ope-
ragoes:

®:A XA — A
((CLQ,CLl,...),(bo,bl,...)) — (a0+b0,a1 +b1,)
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®:AxA — A
((ag,al,...),(bo,bl,...)) — (Co,Cl,...)

onde

co = apby

C1 = aobl + albo

Cn = aoby + arby_1 + agby_o + ... + an_1b1 + ayby

A com as operagoes @ e ® satisfaz as propriedades da Definicao (2.7). Portanto,
(A, ®,®) é um anel.

Para facilitar usaremos o simbolo x para designar o elemento (0, 1,0, --). Também
no lugar de (a;,0,0,---), vamos escrever a;. Finalmente, no lugar de escrever @ e ®,
vamos escrever + e -. Com essas convengoes, o elemento (ag, ay, - ,a,,0,---) é igual

a soma ag + a1 + ... + a,z™, onde a;z° designa a; - 2°. Logo,

A= {Zaixﬂn eNea; € A}.
i=0

Portanto (A, @, ®), que denotaremos por Alz|, é o anel de polindmios numa varidvel
sobre A.

Se p(x) = ap + a1z + ... + a,z"™ € Alx], com a, # 0, dizemos que n é o grau do
polindémio p(z), e nesse caso indicamos por dp(x) = n e, se ainda a, = 1, dizemos

que p(x) é um polindmio ménico.

Proposigao 2.3 (Algoritmo da divisdo, [12], p.66). Sejam (A, +,-) um anel comutativo
e com unidade e f(x), g(x) € Alz], com g(x) # 0 e com coeficiente dominante inversivel
em A, entao existem q(x),r(x) € Alx] tais que

f(z) = g(z)q(z) + r(z),
com Or(xz) < dg(z) ou r(x) = 0.
Exemplo 2.9. Vejamos como o algoritmo da divisao se comporta num exemplo par-

ticular. Considere o problema de dividir f(z) = z* — 222 4+ 52 + 7 por g(x) = 322 + 1
em Qlz].

zt —22% 45 +7 | 322 +1
T Ipe
—Ia® 45 47 | 327 -]
ERNY
T —l—%
Portanto, r(z) = 5z + & e ¢(x) = 322 — L.
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Definigao 2.11. Seja A um dominio de integridade. Dizemos que o polinémio nao
constante p(x) é irredutivel em Alx] (ou irredutivel sobre A) se é impossivel expressar

p(x) como um produto a(x)b(x) em Alx] cujos graus sao ambos maiores ou iguais a 1.

Exemplo 2.10. Veja que p(z) = 2? + 1 é irredutivel sobre R, pois se fosse possivel
escrever r2+1 = (ax+b)(cx +d) com ax+b e cx+d de grau 1 e com coeficientes reais,
entdo z? + 1 teria duas raizes, o que nao & o caso, pois as raizes de p(z) sao +i que nao

pertencem a R. Por outro lado, % +1 nao é irredutivel em C, pois 22 +1 = (z+1)(x—1).

2.1.2 Moébdulos

Abordamos aqui as definicoes de modulos e submodulos que serao necessarias no

contexto de reticulados, tema que sera apresentado no Capitulo 6.

Definicao 2.12. Seja A um anel com unidade. Diz-se que um conjunto ndao vazio M
¢ um mddulo & esquerda sobre A (ou um A-moédulo a esquerda), se M é um grupo
abeliano em relacao a uma operacao, que indicaremos por +, e estd definida uma les
de composi¢ao externa que a cada par (a,m) € A X M associa um elemento am € M
e tal que, para todos a,b € A e todos mi,my € M, verifica:

i)a(my +my) = amy + amy;

ii) (a + b)my = amy + bmy;

iii) (ab)my = a(bm,),

iv) Imy; = my.
Exemplo 2.11. Exemplos:
1. Todo espaco vetorial sobre um corpo K é¢ um K-médulo;

2. Todo grupo abeliano G' pode ser considerado como um moédulo sobre o anel Z,
dos nimeros inteiros, definindo o produto de um inteiro n por um elemento g € G
por:

- ng=g+---+g, (n vezes), se n >0
—ng=(=g)+---+(=g), (|In| vezes), se n <0
— 0.9 =0,

3. Todo anel pode ser considerado como um moédulo sobre si mesmo.

Definicao 2.13. Seja M um A-mddulo. Um subconjunto N C M nao vazio é um

A-submoédulo de M se, com as operacoes herdadas de M, também ¢ um A-maodulo.

Exemplo 2.12. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto S C V

é um submodulo, se e somente se, S é um subespaco de V.
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Exemplo 2.13. Seja G um grupo abeliano. Os Z-submodulos de G sao precisamente

0s seus subgrupos.

n
Um A-mo6dulo M é dito finitamente gerado se M = > Am,, para {mq,--- ,m,} C
i=1
M. Um conjunto de elementos my, -+ ,ms € M sao linearmente independentes (sobre

S

A) se a igualdade E a;m; = 0, com a; € A, implicar que a; = --- = a; = 0. Mas, se
J=1

além disso, mq, - ,m, formarem um sistema de geradores de M, entao eles formam

uma base de M. Um A-moédulo que possui uma base é chamado de um A-moédulo

livre, e 0 niimero de elementos da base é chamado de posto de M.

2.1.3 Extensao de Corpos

Apresentamos aqui uma breve abordagem sobre extensoes de corpos com algumas
defini¢oes e resultados que serao necessarios para um melhor entendimento da proxima

secao.

Definicao 2.14. Seja K C L wuma extensdo de corpos. A dimensdo do K-espacgo

vetorial L € chamada de grau da extensio e denotada por [L : K].

Seja F C L uma extensao de corpos. Seja K um corpo intermediario, F C K C
L, neste caso dizemos que temos uma torre de extensoes. Tanto F quanto K tém
uma estrutura de L-espago vetorial, mas podemos também considerar F como um
espaco vetorial tendo K como escalares. HA uma relacao entre os graus de todas estas

extensoes.

Teorema 2.6 (Multiplicatividade dos Graus). Sejam K C M C L corpos tais que
[L: K] < oo entao [L: M] < oo, [ M:K] <ooeL:K]=|L:MM:K].

Demonstragao. Como [L : K] < 0o entao existe uma base B de L sobre K. Extraindo
um subconjunto B’ de B tal que B’ ¢ linearmente independente sobre M temos que
B’ é uma base de L sobre M, e portanto [L : M] < co. Sendo M um sub espago de L
sobre K, temos que [M : K] < [L : M] < co. Suponha que [L: M]=me M:K]=n
e sejam {v; }{1<i<m} uma base de L sobre M e {w;}{1<j<n} uma base de M sobre K.

Mostraremos que {v;w;|1 <i<m,1 < j <n} éuma base de L sobre K.

m
De fato, se a € L, existem o; € K, i =1,--- ,m tais que a = ) o;v;. Por hipotese,
i=1

para todo ¢ existe 3;; € M tal que oy = ) f;w;.
j=1
Logo,

a = i ( nlﬁm‘wj> Vi = o= i anlﬁij(wjvi).

i j= i=1j=
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Portanto, {v,w;|1 <i <m,1 < j <n} gera L como K- espaco vetorial.
Vejamos, agora, que {v;w;|1 <i<m,1 < j <n} élinearmente independente.
De fato,

n

>~ Bij(wjvi) = 0= i (i 5@‘%) w; = 0.
j=1 \i=1

i=1j=1

NIE

Como {w;} é linearmente independente, temos que para j, 1 < j <n
m
E Bl'j’l}i =0.
i=1

Como {v;} é linearmente independente, temos que

ﬁij:O,, 1§2§m,1§j§n
Portanto, {v,w;|1 <i <m,1 < j <n} éuma base de L sobre K.

O

E sugestivo utilizar diagramas para representar extensoes de corpos. Assim, na
situacao do enunciado do Teorema 2.6 temos o diagrama abaixo, onde o grau de K C L

é m.mn.

Tt

[
B

Figura 2.1: Diagrama.

Fonte: print screen do software Geogebra.

Definicao 2.15. Sejam K C L corpos. Um elemento o € L é chamado de algébrico
sobre K se existe f(x) € K[z]\{0} tal que f(a) = 0. O polinémio moénico de menor grau
f(zx) tal que f(a) = 0 € chamado de polinémio minimal de a sobre K e o denotamos

por minga. Se a nao € algébrico sobre K, entdo « € dito ser transcendente sobre K.
Exemplo 2.14. Considere a =i € C e K = R. Temos:
a?=i’=—-1=a>-1=0.

Logo, f(z) =2* —1 € R[z] e f(i) = 0. Como f(z) & irredutivel sobre R, segue que

f(z) = ming (7).
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Definicao 2.16. Um corpo de nimeros K é uma extensao finita de Q.

Denote por N o subcorpo de C consistindo de todos os ntimeros algébricos e por
A o conjunto de todos os algébricos em N. Um corpo de mimeros algébricos, ou

simplesmente, corpo de nimeros é da forma
K=Q(ay, -+ ,0,) CC,comn €N, a; € N, 1 <i<n.

Definicao 2.17. Se K é um corpo de numeros algébricos, entdo KN A é chamado o

anel dos inteiros algébricos de K, denotado por Ok.
Temos que Ok ¢ um Z-modulo livre de posto [K : Q).

Definicao 2.18. Se Ok ¢ o anel dos inteiros de um corpo de nimeros K, uma base
para Ok sobre K, ou simplesmente uma Z-base para Ok, € chamada uma base integral

para Ok.

Exemplo 2.15. Se K = Q(i), entdo Ox = Z[i] e B = {1,i} é uma base integral para
Ok.

Teorema 2.7. [26] Se LD K D Q, [L: K] < oo, entdo existe § € L tal que L = K(0).

O elemento 0 € chamado elemento primaitivo.

Proposicao 2.4. [26] Seja K um corpo de nimeros tal que L = K(0), entdo [L : K] =
d(mingd).

Exemplo 2.16. Seja K = Q(v/2 + /5), entiio [K : Q] = 4, pois ming(v2 + v/5) =
2t — 14z + 9. De fato, se a = V2 + /5 entdo:

o’ = 24+2V2V5+5
o? = T+2V2V5
=7 = 22V5
ot —14a® +49 = 40
0 = o*—14a*+9

Logo, p(z) = 2* — 142 + 9 = ming(«).



3 Os Ntimeros Complexos

Iniciamos o capitulo com um breve histérico sobre o surgimento da unidade imagi-
naria 7 e posteriormente discutimos propriedades resultantes da definicao do conjunto
dos niimeros complexos C. As principais referéncias utilizadas para o desenvolvimento
deste capitulo foram [2], [4], [11], [14] e [20].

3.1 Breve Historico

Historicamente os nimeros complexos foram introduzidos no estudo da solucao
geral de uma equagao algébrica de grau dois com coeficientes reais [20]. Em meados
do século XII, viveu na India um dos maiores matematicos da época, conhecido como
Bhaskara. Em seu tratado mais conhecido, chamado Lilavati, encontra-se uma série
de estudos sobre equagoes lineares, quadraticas, progressoes aritméticas e geométricas,
entre outros assuntos matematicos. A formula que permite a resolucao de uma equacao
do segundo grau, az? + bz + ¢ = 0 (a # 0), foi batizada com o nome desse estudioso
(na pagina 170 de [14] é citado o matematico hindu Shidhara, do século X, pelo mérito

da formula resolvente da equagao de segundo grau) e é dada por:

_ —b=* Vb?% — 4dac

2a

xz

Obtemos, efetivamente, duas raizes quando o discriminante b*> — 4ac for positivo, e
apenas uma raiz se ele for nulo. Quando o discriminante é negativo a férmula acima
nao conduz a nenhuma raiz real.

Podemos resolver a equacdo do segundo grau, mesmo no caso em que b*> — 4ac <
0, se operarmos com o simbolo i = /—1 como se fosse um nimero. Ele deve ter
a propriedade de que 2 = —1 e operar ao lado dos ntimeros reais com as mesmas
propriedades destes niimeros. Somos assim levados a introduzir os nimeros complexos
como sendo os nimeros da forma a + bi.

Na verdade, a motivagao maior para a aceitacao dos ntimeros complexos ocorreu
no século XVI quando os matematicos descobriram a féormula geral de resolucao de

equacoes do terceiro grau.

25



Definicoes e Propriedades

26

Resolver algebricamente uma equagao de terceiro ou quarto grau pode ser consi-
derado um dos feitos mateméticos mais extraordinarios do século XVI. Existe uma
polémica em que Nicolo Fontana de Brescia (1499 - 1557), mais conhecido por Tarta-
glia, descobriu uma solucao algébrica para a equacgio cibica na forma 2° + pr — ¢ = 0,

na qual, mais tarde, Gerénimo Cardano (1501 - 1576) teria plagiado [11]. A solugao é:

éE—\/\/ (p/3)% + (¢/2) +Q/2—\/\/ (p/3)* + (¢/2)* — q/2. (3.1)
Para exemplificar a dificuldade na época consideremos z® = 15z + 4. Quando

aplicada em (3.1) tem-se o resultado:

=2+ =121 + /2 — /—121.

Cardano se referia as raizes quadradas de ntimeros negativos como “sofisticas” e

que seu resultado era “tao sutil quanto inatil”. Aparentemente, tratadas como uma
anomalia, as raizes quadradas de niimeros negativos foram denominadas pelos antigos
algebristas por casos irredutiveis das equagoes cubicas.

Deve-se a Leonhard Euler (1707 - 1783) a notagdo i para a unidade imaginaria,
v/—1. Outra contribuicdo que ¢ a de associar nimeros complexos a pares ordenados de
ntmeros reais foi registrada nos estudos de Caspar Wessel (1745 - 1818), Jean Robert
Argand (1768 - 1822) e Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) |11].

Pelo Teorema Fundamental da Algebra [18] segue um importante resultado envol-
vendo os nimeros complexos: todo polinomio de grau n > 1 e com coeficientes comple-
x0s tem n raizes complexas. Assim, no presente trabalho iniciamos nosso estudo pelo

conjunto dos nimeros complexos a fim de calcularmos as raizes n-ésima da unidade.

3.2 Definicoes e Propriedades

Os numeros z da forma a+ b: sao chamados de ntmeros complexos, onde a,b € R e
1 = y/—1, esta tltima denominada unidade imagindria. Denotaremos por C o conjunto
dos numeros complexos. Dados os niimeros complexos z; = a1 + byt € 29 = as + bot

definimos sua soma por
21+ 29 = (a1 + b1%) + (ag + bei) = (a1 + a2) + (b1 + be)i (3.2)
e seu produto por
21.29 = (a1 + b14).(ag + bai) = (a1.as — by.by) + (a1.by + az.by)i (3.3)

Exemplo 3.1. Consideremos os nimeros complexos: z; =2+ 4i,20 =5 —i,23 =10 ¢

Z4 = —%Z

Pela defini¢do de adigao (3.2) e multiplicacao (3.3) temos:

e 21 +2=02+4)+b—10)=(2+5)+ 4+ (-1))i =7+ 3i;
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o z3+ 24 = (10) + (—%z) = (10 + 07) + (0—%1‘) = (104+0) + (0+ (_%2» -

1
10 — ~i:
2"

o 21z =(2+40).(5—14) = (2.5 — 4.(=1)) + (2.(=1) + 4.5)i = 14 + 184,

o o = (5 ). (_%z> ~ (5—i) (0—%) _ <(5.0)—(—1). (_%» .
+ (5. (—%) + (—1).0) i = —% - gz

As operagoes (3.2) e (3.3) gozam das seguintes propriedades:

. 1) Comutatividade: Se z; e zo € C entdo 23 + 20 = 25 + 21 € 21.22 = 23.21;

. 2) Associatividade: Se z1, 20 € 23 € C entao (21 4+ 22) + 23 = 21 + (20 + 23) e
(21.22) 23 = Z1. (ZQ.Zg);
. 3) Distributividade: Se z1, 23 € z3 € C entao z1. (29 + 23) = 21.29 + 21.23;

4) Existéncia do zero: Existe um elemento 0 = 04 0i € C tal que 0 + z = z para
todo z € C;

5) Existéncia da unidade: Existe um elemento 1 =1+ 0i € C tal que 1.z = z para
todo z € C;

6) Existéncia do inverso aditivo: Dado z = a + bi € C existe um tnico w = (—a) +
(—b)i € C tal que z + w = 0. Notagdo: w = —z,

7) Existéncia do inverso multiplicativo: Dado z = a+bi € C, tal que a # 0 ou b # 0,

existe w = a (a® +b2) "' —b(a? + b?) " tal que z.w = 1. Notacdo: w = z"! = L

Dizemos entdao que C ¢ um corpo com as operagoes (3.2) e (3.3). Um fato que

devemos ter em mente é que o corpo dos reais esta naturalmente mergulhado em C e

para isto basta identificarmos um ntimero real z com o complexo x+0i. Tendo em vista

esta identificacao, diremos que R C C. Observe que se z =a+0i e Rew =b+0i € R

entao z + w e z.w estao em R. Portanto R é um subcorpo de C, isto é, as operagoes

(3.2) e (3.3) estendem as operagoes de soma e produto de ntimeros reais.

William Rowan Hamilton (1805 - 1865) durante o século XIX (um periodo de gran-

des contestacoes da algebra conhecido como a libertagdo da dlgebra) tratou os niimeros

complexos de forma elegante como um par ordenado de niimeros reais. Podemos iden-

tificar o conjunto dos niimeros complexos com o plano R? = {(z,y)/z,y € R} por meio

do isomorfismo

p:R? — C
(x,y) — x+uyi
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Assim, podemos definir a soma e o produto de complexos z; = (a1, b1) € 22 = (asg, ba),

respectivamente:

21+ 29 = (al, bl) + (GQ, bz) = (CL1 + as, b1 + bz) (34)

Z1.R9 = (al, b1>.<a2, bg) = (al.ag — bl.bg, al.bg + ag.bl) (35)

Podemos entao representar geometricamente o conjunto dos niimeros por um plano
(Figura 3.1).

As conhecidas regras do paralelogramo para a soma e subtracao de vetores se apli-

cam 1o caso de soma e subtra¢ao de ntumeros complexos (Figura 3.2).

23=-'}—.-;

Figura 3.1: Representacao geométrica dos nimeros complexos 21, 29, 23 € 24.

Fonte: print screen do software Geogebra.

by Lo Al

Figura 3.2: Representacao geométrica da soma z; + 2z5.

Fonte: print screen do software Geogebra.

Dado z = x + yi € C, definimos
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Re(z) = x (parte real de 2)

Im(z) =y (parte imaginaria de z).

Assim, para todo z € C temos z = Re(z) + Im(z)i.

Definimos o0 médulo, valor absoluto ou norma de um ntmero complexo z =
x + yi como sendo o ntimero nao negativo |z| = \/m (Figura 3.4). O complexo
conjugado de z = x + yi ¢ definido como sendo Z = = — yi (Figura 3.3).

a=—4—2

Y

Figura 3.3: Conjugado de um nimero complexo.

Fonte: print screen do software Geogebra.

Em termos do modulo e do conjugado, temos:
2z = (z+yi)(z —yi) = (2* + y?) + (—zy + yx)i = 2* +

isto &, 2z = |z]%.

O quociente z = j—; de dois ntmeros complexos z; e z3, 20 # 0, é definido pela
condicao z.z9 = 2.

Para calcular o quociente basta multiplicar o numerador e o denominador pelo

complexo conjugado do denominador.

Exemplo 3.2. Considere os niimeros complexos z; = —3+1i e zo = 1 —2i. Assim, L.
22
—3+i (=3449).(1+2) ((-3)1—-12)+((—-3).2+1.1)i —5—5i 1
— — = = —1—1.
1—2i (1 —24).(1 4 249) (1.1 = (=2).2) + (1.2 4+ (=2).1)i 5

Em geral, se 2y = 21 +y11 e 22 = X2 + Yt,

2 s wi@ iy + (Y% — T1y)i
== 2 2 )
29 29.29 5+ Y;

Para Vz,w € C, tem-se as seguintes propriedades:
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5) 27 =25, 2€ C- {0},

Z+z e—]m(’z):z—.z7

6.) Re(z) = 5;

7) |z +w)? = |z* + |w]* + 2Re (zw).

Figura 3.4: Representacdo geométrica da norma |z|.

Fonte: print screen do software Geogebra.

Consideremos agora um nimero complexo nao nulo z = z +iy. Se |z| é o compri-
mento do segmento de reta que liga 0 a z e 6 é o angulo que |z| faz com o eixo dos x

(0 < 0 < 27) (observe a figura (3.2)), podemos escrever

T T
COSQI—:—esenezL:i

Vaz+2 o 1A Vaz+? o 1A
e portanto
z = |z| cos @ +i|z| sen§ = |z|(cos 6 + isen ). (3.6)

A expressao (3.6) é chamada de representagao polar do nimero complexo z. O
ntmero # ¢ chamado de argumento de z e denotaremos por arg(z).
Podemos determinar 6 de maneira tinica exigindo, por exemplo, que 0 < 6 < 27 ou

que —m < 0 <.

Exemplo 3.3. Seja z, = 2 — 2i, entdo |z| = 22 e arg(z) = —% + 2nw (n =

0,1,2,---). Logo, wuma forma polar desse nimero complexo ¢ 2z

23 s () i ().
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Exemplo 3.4. Seja 2z, = —i, entdo |23] = 1 e arg(z) = —g +2nm (n=0,1,2,---).

. , s , T
Assim, uma forma polar desse complexo é zo = cos <—§) + 7 sen <—§)

Também podemos considerar algum ponto z; que ndo seja a origem (0,0). A re-
presentacao
z — zg = p(cos ¢ + isen @) (3.7)

, A . . ~ S
¢ a forma polar de z — zg, onde p = |z — zy| e ¢ é 0 angulo de inclinagao do vetor z — z.

Ay

Figura 3.5: Representacao geométrica de z — z.

Fonte: print screen do software Geogebra.
Para os ntimeros complexos
z1 =r1(cosby +isenfy) e zo = ry(cos by + i sen by)

segue a multiplicacao e divisao, respectivamente:

Z1%9 = T17’2[COS(¢91 + 62) + isen(@l + 82)] (38)
21 (A1 .
— = —|[cos(6y — 62) + isen(f; — 6s)] (3.9)
22 )

Além disso, z1 = 20 < 11 =1y e 0 = y(mod 27).

As igualdades seguem imediatamente considerando as relagdes conhecidas:
e cos(fy + 63) = cos by cos By — sen 6y sen Oy
e sen(f; + 0y) = sen 6y cos by + cos by sen by
e cos(f; — 0y) = cos By cos By + sen 0y sen Oy
e sen(f; — 0y) = sen 6y cos By — cos 6y sen by

A féormula de multiplicagao acima estende-se para um ntmero qualquer de fatores.
Sendo
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z; =rj(cosf; +isenb;), j=1,2,...,n
teremos
2129..2p = T179...rp[cos(01 + Oy + ... + 0,) + isen(f; + 605 + ... + 6,)].

A demonstracao segue por inducao. Em particular, quando todos os fatores sao

iguais e de médulo unitario, obtemos a chamada Fdrmula de De Moivre:

(cos@ +isend)™ = cosnb + isennd. (3.10)
Esta formula é valida também para expoentes negativos. De fato:

1 1
0 +isend) ™ = = = 6 —i 0
(cos§+isenf) (cos@ +isend)*  cosnb + isennd cos b T sennY,

isto é,
(cos@ +isen)™" = cos(—nb) + isen(—nb). (3.11)

Exemplo 3.5. Vamos calcular o valor de (144)?®. Como 1+ = v/2 (cos T +isenZ)

temos que (144)%% = (v/2) (cos (200%) + isen (200%)) = 2'%(cos(50)+i sen(507))

= 2100 pois 507 ¢ maltiplo de 27.

As seguintes propriedade se verificam de forma imediata:
1-) |z] > 0 e |z| = 0 se, e somente se, z = 0;
2-) |Re(2)| < |z] e [Im(2)| < |2,
3-) |zl = -2l

Desenvolvendo |2125]* = (2122)(Z122) = (2121)(2222) = |21|?|22|* segue a propriedade

4-) |z122] = |21]] 2]

Mostremos agora um resultado importante bem conhecido: a desigualdade do tri-

angulo, ou ainda a propriedade 5:
5—) ’21 + 22’ < ’Zl‘ + ’ZQ‘.

Sua representacao geométrica é traduzida por:a soma dos comprimentos de dois
lados de um tridngulo € maior ou igual ao comprimento do terceiro lado (Figura 3.6).

Para a demonstracao observemos que:
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<1
Figura 3.6: Representacao geométrica da desigualdade triangular.
Fonte: print screen do software Geogebra.
|Zl + 22‘2 = (Zl + 22)(271 + 272)
= 212_1 + ZQZ_Q + (212_2 + 2_122)
= |al?+|af + 2% + 212
== |Zl|2 + ’22|2 + 2R6(Zl,272)
S ’Zl|2+ ’22|2+2|R6(212_2>|
< a2 2022
= a1l + |2 + 2|21 |2
= (laa| + |2])*.
Dai, extraindo a raiz segue a desigualdade.
Observamos ainda que |21 — 29| = |21+ (—22)| < |21|+ | — 22|, € como | — 25| = |29],
concluimos outra desigualdade:
6-) |21 — 2| < |21] + |22
Uma terceira desigualdade conhecida é
7-) |z1] = |z2| < [z1 + 2.
Para isto basta observar que
|21 = [(21 + 22) — 22| < |21 + 22| + | 2] (3.12)

e entdo subtrair |z3| do primeiro e ultimo membros.

Por ultimo, uma quarta desigualdade:
8-) [lz1] = [22]| < [21 + 2.
Para a verificagdo basta tomar |z;| — |22| = a e do item (7) segue que

a < |z + 2] e —a < |z + 2o,
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e dai
la] < [z1 + 2],
ou seja,

21| = [22]] < |21 + 2.

3.3 Raizes n-ésimas

. . . . 1 ,
O problema de extrair a raiz n-ésima, z=, do nimero complexo z # 0 corresponde

a resolver a equacao:
wh = 2. (3.13)
Tomando

w = p(cos ¢ + isen @)

z =r(cosf +isend)
segue da formula de De Moivre (3.10) que
p"(cosng + isenng) = r(cosf + isend).
Consequentemente, da igualdade de nimeros complexos segue:
ptcosng =rcosf e p”senng = rsenb,
ou ainda,
pr=rend =0+ 2km,

onde £ ¢ um namero inteiro. Dai segue que p é a raiz n-ésima positiva de r e

(3.14)

4+ 2sen
n n

w:%:w(mg

Quando z = 0, a Equacao 3.14 tem apenas uma solucao: w = 0.

0+ 2km 9+2k7r>

Exemplo 3.6. Todo w € {—44,2v/3 + 2i, —2+/3 + 2i} ¢ uma raiz ciibica de 643.
De fato, temos (—44)® = (—4)3 - i3 = (—64) - (—i) = 64i. Para calcular o cubo dos

ntmeros 2v/3 + 2i e —2v/3 + 2i escrevemos primeiro sua forma polar:

2\/§+2i:4(cos%+isen§) e —2\/§+2i:4(cos%+isen%).
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Usando a formula de De Moivre (3.10), obtemos

(2V3+2i)® = 43 (cos T 4 isen E) =

om
(—2v3+2i)® = (cos——l—@se 7)

= 43 (cos (27T+ > + 7 sen (27T+ g))

™
_ 64( T ):64'.
COS2—|—ZSGIl2 1

Proposicao 3.1 ([14], p.37). Para cada nimero natural n, um nimero complexo z # 0

tem exatamente n raizes complexas n-ésimas, a saber,
2k = Y1 (cos (H22E) 4 isen (2272))  k =0,1,--- ,n—1,
onder =1z| >0 e =arg(z).

Demonstracao. Seja n > 2 um numero natural dado. Primeiramente, escrevemos z
na forma polar z = r(cosf + senf), em que r = |z| e § = arg(z). Vamos calcular as
raizes n-ésimas também na forma polar. Queremos determinar os nimeros complexos
w = p(cos ¢ + isen @) tais que z = w".

Como w" = p"(cos(neg) + isen(ng)), temos w” = z se, e somente se,

pr=r o p=3r, peR, p>0
ng=0+2rk, k€Z ¢ =42k e 7.

Portanto,
z) = Y7 (cos (H222) + jsen (£272)) onde A € Z.

Sejam A, € Z. Da igualdade de ntimeros complexos na forma polar temos que

0+2rA 6+2
=z, +n7r — +nﬂu:2ﬂs,paraalgums€Z
2rA 2
L—ﬂ:%rs,para algum s € Z
n n

[N

Dessa forma, s6 interessa o resto que A deixa na divisao por n. Para cada resto ha
uma raiz n-ésima de z.
Logo, para cada k = 0,1,--- ;n — 1 h& uma raiz complexa n-ésima de z, determi-

0+2mk
n

nada pelo argumento principal ¢ = , sendo as raizes complexas n-ésimas de z,

portanto, dadas por
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2k = {/r(cos ¢y, +isendy), onde ¢ = L2E | =0,1,- -1
m
Exemplo 3.7. Vamos determinar as raizes ciibicas de z = —8;.

3
5 -
como médulo o ntimero real p = &/r = v/8 = 2 e argumentos principais

Temos r =8 e 0 = arg(z) = Portanto, as raizes complexas ctbicas de z tém

¢k 9+?2)7rk + 27rk: e k — 07 17 2

Assim, as raizes ctbicas zg, 21 € 29 de z sao obtidas como segue:

¢0:g:>20:2(cos§+iseng) = 21,

1
¢1=%:>Z1=2(cos—+zsen7gr):2 —73—i§> = —V3—1,

1
¢2=11”:22—2(0051”—1—2%111%”):2(73—25) =3 —1i.

3.3.1 Raizes da Unidade

As raizes complexas n-ésimas de 1 sao chamadas raizes n-ésimas da unidade.

A tnica raiz 1-ésima da unidade é 1. Quando n > 2, temos
0 =arg(l)=0e ¢, =2E onde k=0,1,--- ,n—1,

e as raizes complexas n-ésimas da unidade sao os pontos

zk—cos2”k+zsen bek=0,1,---,n—1,

que dividem o circulo em n partes iguais, sendo zo = 1. Portanto, se n > 3, as raizes
n-ésimas da unidade sao vértices de um poligono regular n lados inscrito no circulo de
centro na origem e raio 1 em C, tendo um dos vértices no ponto 1. Esta interpretacao

geométrica das raizes n-ésimas da unidade é devida a FEuler.

Exemplo 3.8. As raizes quadradas da unidade sdao {1, —1} e as raizes quartas da

unidade sao {1,i, —1,—i}. Por outro lado, as raizes ciibicas da unidade sao {1, —% +
V3 1 V3

2 b3 2

Nas Figuras (3.7) e (3.8) apresentamos a representacao geométrica das raizes com-
plexas quartas e cibicas da unidade no circulo de raio 1, centrado na origem, respec-
tivamente.

Denotando (, = z; = cos 27” + 7 sen 27”, temos que

zp=cos ZE +isen2ZE = (F k=0,--- ,n— 1

Portanto, as n raizes complexas da unidade, denotadas por U, (C), sdo obtidas como

poténcias de (,, isto é,
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Figura 3.7: Raizes quartas de 1.

Fonte: print screen do software (Geogebra.

y A

Figura 3.8: Raizes complexas ciibicas de 1.

Fonte: print screen do software (Geogebra.

Un<c) = {Cna e 7Cgilv C':Ll = ]'}

Vimos na Proposi¢ao (3.1) que cada ntmero complexo nao nulo z tem n raizes
n-ésimas. Conhecendo uma das suas raizes n-ésimas, podemos determinar todas as

outras raizes n-ésimas através da proposicao que se segue.

Proposicao 3.2 ([14], p. 45). Seja z um nimero complezo nao nulo, w € C uma
raiz n-ésima de z e (, = cos 27” + 7 sen 27” Entao, as raizes n-ésimas de z sao w - (],

r=1,---.n.

Demonstracao. Observe que (w - ()" = w" - ()" = z-1" = z. Logo, w - (] ¢ raiz

n-ésima de z, para todor =1,--- ,n.
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Seja o € C uma raiz n-ésima de 2. Entdo, a" =z =w"el=a" w " = (a-w™ )"
Portanto, o - w™! é uma raiz n-ésima da unidade. Assim, existe r = 0,--- ,n — 1 tal
que a-w ! = (" isto &, a = w- (", para algum r =1,--- , n. O
Exemplo 3.9. Vamos determinar as raizes quartas de z = 16. Temos que (4 =

COS427I’ + Z'ser227r = 4.
Assim, como w = 2 é uma raiz quarta de 16, segue que as outras raizes sao:
20, =21, 203 =2-1*=-2, 20} =2-=-20,2(} =2-1=2.

Observamos anteriormente que as poténcias de expoentes 1,2, --- ,n de (,, = cos 27”4-

7 sen 27” fornecem todas as raizes n-ésimas da unidade. Temos, mais ainda,

{G|m e Z} = U,(C),.

De fato, dado m € Z, pela divisao de m por n, existem ¢, r € Z tais que m = nq—+r,
onde 0 <r <n—1. Assim,

Gl =G =) G =1 G =G
mostrando que (" € U,(C). A outra inclusdo é 6bvia.

Definicao 3.1. Uma raiz complexa n-ésima da unidade «, isto é, o € U,(C), € cha-

mada de uma raiz primitiva n-ésima da unidade se
Un(C) ={a™| m € Z}.

Isto é equivalente ao fato das poténcias de a determinarem todas as raizes n-ésimas

da unidade.
Exemplo 3.10. Temos que U(C) = {(s, (3} = {1, —1}. Observe que:
o {1 meZ}={l}e
o {(=D)"[meZ}={1,-1}=5(C)
Portanto, —1 é a tinica raiz primitiva quadrada da unidade.
Exemplo 3.11. ¢ e —i sao as tnicas raizes primitivas quartas da unidade, pois:
o i meZ}={1,i,i>=—1,i% = —i} = Uy(C);
o {—im|meZ}={1,—i (—i)*=—1,(—0) =i} = U)(C);
o {1"[meZ}={1} # Ui(C),
o {(—1)"|meZ}={1,—-1} # UyC).

Exemplo 3.12. Vamos determinar as raizes primitivas 6-ésimas da unidade.
Temos que Us(C) = {(6,¢2, -+, €2, ¢S = 1} sdo as raizes 6-ésimas da unidade, em

que Cé“:cos%—l—isen%,k:l,--- , 6.



Raizes n-ésimas 39

@lmey={6=5+%i@G=—3+%i¢=-1¢=-5-0i¢=
— ¥34,¢8 =1} = Us(C) e, portanto (s é raiz primitiva da unidade.

e {@mlm ey ={@ =5+ %0 (@) =5 - Fi(@) =1} # U(C) e,
portanto (? ndo ¢ raiz primitiva da unidade.

Continuando dessa forma concluimos que (§ é raiz primitiva da unidade, pois
{@)m m e Z} = {¢,---,(Q)° = 1} = Us(C). No entanto, ¢§ e ¢§ niao sio
raizes primitivas da unidade, pois {((3)™| m € Z} = {,()* = 1} # Us(C) e
{(G)™| m € Z} = {G, (G5)* = 1} # Us(C).

Uma caracterizagao das raizes primitivas segue do resultado:

Proposicao 3.3. Seja ¢, € C, n > 2, uma raiz n-ésima da unidade e k € Z. Assim,

¢* é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se, e somente se, mdc(k,n) = 1.

Demonstrac¢do. Seja (¥ uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Suponhamos que
mde(k,n) # 1, ou seja, mdc(k,n) = d, com d # 1 e d # n. Assim, existe v € N
tal que n = dz. Logo,

(C5) = (G5 = (¢ =1

que é um absurdo, tendo em vista que tomamos 1 < d < n e (, é uma raiz n-ésima
primitiva da unidade. Portanto, mdec(k,n) = 1. Por outro lado, se mde(k,n) = 1 e
se m € N ¢ tal que (¢*)™ = 1, ou ainda, ¢* = 1, implica n|km (n divide km). Por
hipotese mdc(k,n) = 1 resta que n|m. Dai concluimos ¢* ¢ uma raiz n-ésima primitiva
da unidade. O]

Em consequéncia, sendo n > 2, as raizes primitivas da unidade sao sempre em
niimero maior do que 1 e exatamente n — 1 se, n for niimero primo.

No exemplo (3.11) vimos que i e —i sdo raizes primitivas quartas da unidade.
De fato, mdc(1,4) = 1 = mdc(3,4). No exemplo (6.2), vimos que (5, (0 sdo raizes
primitivas 6-ésimas da unidade. De fato, mdc(1,6) = 1 = mdc(5,6).

Como consequéncia da Proposigdao (3.3) tem-se que o numero de raizes n-ésimas

primitivas da unidade é dado por:
o(n) =#{0 <m < n: mde(m,n) =1, m € Z},
onde ¢ : N — N é a funcao de Euler.

Proposicao 3.4 ([16], p.277). Sejam m e n ambos inteiros tais que mdc(m,n) = 1.
Temos que CF ¢, para 0 <k <m—1¢e0 <1 <n—1, mde(m,n) =1, é€ uma raiz
mn-ésima primitiva da unidade se, e somente se, (¥ ¢é uma raiz m-ésima primitiva da

unidade e ¢, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.
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Demonstracdo. Se (¥ nao é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, entao temos que
mde(k, m) = d > 1. Assim, (C¥¢L)"@ = ((¢5¢L)™)a = 14 = 1, o que é absurdo, pois
mn . k- . s . . o, . l -
v < mn. Reciprocamente, se (;, é uma raiz m-ésima primitiva da unidade e (;, é
uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo mdc(k, m) = mdc(l, n) = 1. Assim,
(ChEh)* =1 = ghocle = 1= (b = G710 = (i = G = (Ch) =

()71 = (Gu)" =171 <= (()" = 1 <= mna.

Como mdec(m, n) = 1 segue que m|a. De modo andlogo, n|a. Ainda, usando o fato de
que mdc(m, n) = 1 segue que mn|a. Assim temos que, (¢¥ )™ = (¢m)kn(¢n)im = 1.
Assim, mn é a menor poténcia tal que (¢¥¢L)™ = 1. Portanto ¢*(¢! é uma raiz

mmn-ésima primitiva da unidade. O

Seja (, uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Um corpo ciclotémico K é uma
extensao de Q gerada por (,, isto é, K = Q((,).

Os corpos ciclotomicos desempenham um papel importante na teoria de reticula-
dos, que veremos na Secao 6. Veremos que através dos corpos ciclotomicos podemos
construir reticulados no R".

A seguir apresentamos dois resultados importantes envolvendo corpos ciclotomi-
cos e que nao demonstraremos aqui, pelo fato de suas demonstracoes utilizarem pré-
requisitos que fogem dos objetivos deste trabalho. Faremos o uso desses resultados na

Secao 6.

Teorema 3.1. [16] Se (, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entao [Q((,) :

Q] = p(n).

Proposigao 3.5. [27] Os monomorfismos de Q((,) em C que fitam os elementos de
Q, sao dados por {o;,mdc(i,n) =1,i=1,...,n—1,0;(¢) = ('}.

3.4 A Funcao Exponencial

Nesta se¢ao, lembraremos de alguns conceitos estudados nos cursos de calculo: a
constante de Euler e, a funcdo exponencial e* e as funcoes trigonométricas seno e
cosseno. Os desenvolvimentos dessas funcoes em séries de poténcias, validos para todos

os valores reais da variavel z, correspondem a:

= z" 22 2
N SN 3.15
e ; il R s T (3.15)
> (_1)n$2n 72 4 26
= - =] - — 4 — — — 4 ... 3.16
cos nzzo 2n)! ST (3.16)
B o (_1)nx(2n+1) B 3 5 77

n=0
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Em particular, a constante de Fuler e que é um numero irracional compreendido
entre 2 e 3 (e = 2,71828...), se obtém de (3.15) com x = 1. Ou ainda,

=1 1 1
GZ;E:HHTFQJFW (3.18)

Outro resultado para se retomar é mais uma das contribui¢oes de Leonhard Euler
(1707 - 1783) nos varios ramos da matematica em que seu nome é citado. Se a formula
(3.15) fosse valida para z complexo, teriamos

Yy —
eV = 1+4iy+ o + a0 + Al + =] + ol = (3.19)
2 3 ;4 5 6 7
B oy oy Gyt oy Yy
= 1—|—Zy—§—25+ I +Z§—E—ﬁ“' (320)
onde y é real.
Organizando a equagao acima ainda teriamos
. 2 a4 6 . 3 5 7
V=1L W By - e -
ou ainda, de (3.16) e (3.17)
e = cosy + iseny. (3.21)

Estas consideragoes nao estabelecem a relacao (3.21) mas, servem como motivagao
para definirmos a funcao exponencial. A definicdo da funcdo exponencial complexa
no caso de um expoente qualquer z = x + yi deve manter a propriedade aditiva da

exponencial real: e"17*2 = ¢*1 . ¢*2 [2]. Com isso definimos:

Definicao 3.2. A fun¢do exponencial f : C — C, dada por f(z) = €*, para um

nimero complezo qualquer z = x + iy € definida por e = e**%W = ¢®(cosy + iseny).

A partir da definicao e das propriedades das funcoes reais senx, cosx e e* se veri-
ficam facilmente as propriedades para a exponencial complexa:

21 22 — pR1+22.
1_) e*le?2 = e?l 2,

4-) €* # 0 para todo z;
5_) |€Z| — eRe(z)7

6-) e* = 1 se, e somente se, z = 2kmi, k inteiro.
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0i

A forma polar de um niimero complexo z # 0 pode ser escrita como z = re” | r = |z|.

Nesta representacao, podemos usar propriedades da exponencial e obter facilmente que,

para quaisquer nimeros complexos z; = r1e?1? e zy = o€

011 021

o 2 -z = r1eMiryel? = piryefiie??t = pipye(@1102)t

° Z{L — (T€9i)n — rn<€9i)n _ rnenﬁi.

Diz-se que uma func¢do complexa f é periddica, de periodo w € C\ {0}, ou que
w € C\ {0} ¢ um periodo de f, se f(z) = f(z+w) para todos os pontos z do dominio
de f.

Pode-se observar que, ao contrario da funcao exponencial real, a funcao exponencial
complexa é periddica, com periodo complexo 27i. De fato, note que e2™ = cos 27 +

z+42mi z 27

isen2mw = 1 e, em vista que e = e”e’™ = €7, temos que f(z + 27i) = f(2). Em
decorréncia dessa periodicidade complexa, todos os valores possiveis de f(z) = e* sao

considerados em qualquer faixa horizontal de largura 27.



4 Resolvendo Equacoes

Equagao polinomial ou algébrica é toda equagdo da forma p(z) = 0, em que p(z)
é um polinoémio (Secao 2.7). As raizes do polinémio constituem o conjunto solugao da
equagao. Para as equagoes em que o grau ¢ 1 ou 2, o método de resolugao é simples
e pratico e nos casos em que o grau dos polinémios é 3 ou 4, existem expressoes para
a obtencdo da solucdo e sdo esses casos que serdo estudados no presente capitulo. E
curioso notar que a classificacao das equacoes pelo grau permeia os séculos XVI e
XVII. Um dos mateméticos da época que contribuiram por esta forma de classificacao
foi René Descartes (1596 - 1650) em sua tnica obra matemaética A geometria, de 1637,
mas usava o termo dimensao para o que atualmente chamamos de grau. As principais

referéncias utilizadas sao |9], [11] e [14].

4.1 Solucao por Radicais

Exibir as solugoes de uma equacao dada por meio de radicais significa encontrar es-
tas solugoes por meio da manipulacao de seus coeficientes através das quatro operacoes
aritméticas e da extracao de raizes.

Essa forma de exibir solugoes para uma equagao foi desenvolvida na Europa, entre
os séculos XVI e XIX. No ano de 1540, apds a resolugdo da equagao ciibica (Segao
3.1), o discipulo de Cardano, Ludovico Ferrari, obtém éxito na resolu¢ao de equagoes
quarticas. Outras resolucoes de quarticas também foram realizadas por outros métodos
pelos matematicos Francois Viéte (século XVI) e por Descartes (1637).

Mostraremos as solucoes das equacoes polinomiais de graus 1, 2, 3 e 4 por meio da
seguinte ideia central: trocar a equagao dada de grau n para uma equacgao equivalente,
de grau n — 1 e, caso soubermos resolver essa nova equagao, nosso problema estara
resolvido; caso contrario é necessario obter sucessivas reducoes dos graus, até onde for

Nnecessario.

4.1.1 Equacoes Lineares
Sejam a, b € C, com a # 0. Uma equagao linear geral é dada por:

ar+b=0 (4.1)

43
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Facilmente obtemos a solugao por radicais de (4.1) como sendo:

—b
r=—.
a

4.1.2 Equacoes Quadraticas

Sejam a, b € C, com a # 0. Uma equacao quadratica geral é da forma:

az® +br +c=0 (4.2)

A solucao por radicais é obtida efetuando as seguintes operacoes:

I.

I1.

I1I.

IV.

Dividindo por a ambos os lados da Equacao (4.2),

b
24—z =0 (4.3)
a a
Subtraindo © em ambos lados da Equacao (4.3),
a
b
'+ -z = < (4.4)
a a
b2
Somando (ﬂ) em ambos os lados da Equacao (4.4),
a
2 b N b? c b
r?+-z+-—=—+—
a 4a? a 4a?
ou ainda,
b\ B e
2) =2 ° 45
(x * Qa) 4a?  a (4:5)

Como C é um corpo, que contém o corpo dos niimeros reais R, onde se pode extrair

uma raiz quadrada de um numero real qualquer (inclusive negativo), podemos
2

calcular a raiz quadrada de 1z ¢ Logo da Proposicao (3.2), segue
a? a

12 a© 2 2Vi1a2 4
0 2l . 2l 9 212 . 272
e como (, = COST—H senT = —le (5 = cos T+Z senT = 1, escrevemos,
b b e
— =4 — — —. 4.6
T 2 4a? «a (4.6)

b
Subtraindo 25 oM ambos os lados da Equagao (4.6),
a
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apenas organizando a Equacao (4.7),

—b+ Vb —4dac
T = )
2a

—b+ VA

2a

e pondo A = b? — 4ac, concluimos x =

Exemplo 4.1. Quais as raizes da equagao x? + 2iz + (=2 — i) = 0?
Temos que A = (2i)? — 4(—2 — i) = 4 + 4.

Calculemos as raizes quadradas de 4 + 4¢. Consideremos
4 +4i = (a+bi)*>=a® —b* + 2abi, com a,b € R.

Pela igualdade acima temos que:

4=0a>-b=42=(a® - b*)? e 4 = 2ab = 47 = 4a*?,
ou ainda,
4% + 42 = 32 = a® + % + 2a%* = (a® + b*)?

Portanto, a? + b? = 1/32. Como também a? — b? = 4, somando e subtraindo essas

equacoes, obtemos, respectivamente,

2 _ V32+4 b2 _ V32-4
=g o=

a 2

Logo,

la| =1/ @ e |b] = ‘/%_4, ou seja,
la) = \/2V2+2 e |b] = \/2V2 - 2. (4.8)

Como 4 = 2ab, ou ainda, 2 = ab > 0, devemos escolher os niimeros reais a e b, com

a propriedade (4.8), de modo que o sinal do seu produto seja positivo.

As solugoes da equacao proposta sao, portanto,

onde VA = V/2v2 + 2 +i/2v2 — 2.

4.1.3 Equagoes Cubicas

Sejam a, b, ce d € C, com a # 0. Uma equagdo ctubica geral ¢ da forma:

ar’+br?+cr+d=0.
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Para facilitar nossos calculos vamos dividir toda equacao por a. Com isso, temos:
2 +br* +cr+d=0. (4.9)

Tomemos a mudanca de varidvel r =y — % Assim,

b\ > b\ 2 b
_ bly—= ——)+d = 0
(v=5) +0(o-5) +<(v-3)+
b2 B W2 b be
3 2b -7 2b— = e _ = d — 0
(y 7ty 27)+(y y3+9)+(yc 3)+
s, B . 2()3_bc+d .
Y \c73)Y% " \9r T3 -

Observe que, através dessa mudanca de variavel, ndo aparece a incognita com ex-

poente 2. Ainda, considerando ¢ — % =pe % — % + d = ¢, podemos, assumir, que
toda equacao ctbica é da forma:
v +py+q=0. (4.10)

Vamos agora, concentrar nossa atencao na resolugao da Equagao (4.10).
Sejam u e v duas novas indeterminadas. Facamos em (4.10) a mudanca de variaveis:

y = u + v. Obtemos, entao,

0= (u+v)+plu+tv)+q=w+v*+q) + (u+v)(p+3uv). (4.11)

Segue dai que cada soluc¢do (u,v) do sistema

{ u? + v = —q
u-v=—%
nos fornece uma solugéo (u,v) de (4.11) e, portanto, uma solucao da forma y = u + v

de (4.10).

Elevando ao cubo a segunda equacao do sistema acima, segue-se que se (u,v) é uma

solucao do sistema, entdo u® e v3 sdo solucoes da seguinte equacao do segundo grau:

3

2 p
—=—==0. 4.12
Prg-L (412

. , 2 3
Fixando uma das raizes quadradas de £ 4+ £ e denotando-a por 1/ % 4+ £ temos
4 T o7 4 T op

que as raizes de (4.12) sdo:
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Pela simetria do papel que desempenham u e v, podemos supor que u® = 2 e

’03 = Z9.

Escolhendo uma das raizes ctibicas de z; e denotando-a por /zi, segue-se que as
solucoes de u® = 2; sdo Va1, (371 e Cg\i‘/z_l, em que (3 = H“[ é uma das raizes
cubicas da unidade.

Agora, denotando por {/z; a raiz ctbica de 2y, tal que ¥z¥/z = —%, de modo

que a segunda equagao do sistema acima seja satisfeita, o referido sistema admite as
seguintes solucoes:

u = Y721, v = Yz
= C3€/Z_1; Vg = C;)?\‘"’/Z_m
=Gz, v3 = 7.

Finalmente, a equacdo cubica(4.10) possui como solugoes as chamadas formulas de
Cardano:

2 3 3
— = oy — 4 IR Y N S i B
Y1 =u + v = JYu+ Vv \/ sty Tttt \/ 5 o

3
_ _ 3 23/ _ ;4 q_ P q_ q_ p-
Yo = U + vg = GVu+ GGV Cs\/ 2+ 1 7 \/2 1 27
3

) 3
ys =uz +v3=GVu+GYv = C??\/_g"‘ qz _7 \/g qz %

Exemplo 4.2. Resolvamos a equacgao 2% — 3z — 1 = 0.

Esta equacao é desprovida do seu termo do segundo grau, logo as féormulas de
Cardano nos fornecem imediatamente as seguintes solugoes:

Observe que

/3 + % V3 = /G5, onde (3 =cos§ +isenZ,

que pode ser escolhida como sendo cos § + isen §.
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. 3/ . . .
Portanto, 1/ % — \/75 = \/@ deve ser obrigatoriamente escolhida como sendo cos §—
. . 3/ ~
isen g, pois devemos ter v/ Cg\/@ = —£ = 1. Temos, entdo, que

= |(cos— se cos — se = 2cos —
1 5 1 n 5 5 1 n 5
T

G (cong + ”) (i) -
= COS — se COS — sen — ) = 42C0S —
) 3 1 Hg 3 9 ] 119 9

C ( T 4 7r) +C_< ™ 4 7T) 9 5%
= COs — se COS — sen — | = 2cos —.
T3 3 9 Z 1 3 9 (3 11 9 9

Exemplo 4.3. Resolvamos a equacio 2° — 3z — 18 = 0.

Pelas formulas de Cardano, esta equagao possui as seguintes raizes:

T €/9+4¢5+\3/9—4\/3;
vy = —% (§/9+4J5+€/9—4\/5)+¥(§’/9+4¢5—6/9—4\/5>,
o —%(§/9+4\/5+§/9—4\/5>—$(€/9+4\/_—{’/9—4@).

A equagao tem portanto uma raiz real e duas raizes complexas (conjugadas). Por

inspecao, vé-se que 3 é raiz da equacao, dai extraimos a seguinte igualdade curiosa:
3= 19445+ V9 - 45

Exemplo 4.4. Resolvamos a equacao z° + 622 + 21z + 14 = 0.

Para eliminar o termo do segundo grau, efetuamos a substituicao x = y—2, obtendo

a equacao y° + 9y — 12 = 0, cujas raizes sdo:

yo= {’/6+\/@+ {’/6—\/@,
yo = CG3\/6+V63+ 26— V63,
Yys = ;3\3/6+\/@+<’336—\/@.

Portanto, as raizes da equagao original sao:

T1 =Y — 2, Ty =1y —20u T3 ="Yys— 2.

4.1.4 Equacoes Quarticas

Sejam a, b, ¢, d e e € C, com a # 0. Uma equacao quartica (ou biquadrada) geral
¢ da forma:

ar' + bz’ +cr’ +dr +e=0. (4.13)
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Para facilitar nossos calculos, sem perda de generalidade, dividimos (4.13) por a e
obtemos:
2t + az® 4+ bax® + cx + d = 0. (4.14)

Temos que z! + az® = —(bx? + cx + d). Completando o quadrado no primeiro

membro desta equacao e ajustando o segundo membro, temos:

;1Y L, 2
x—|—§af1: ={7° —b)a"—cx—d. (4.15)

Se o segundo membro desta equacao fosse um quadrado perfeito, a resolucao da
equacao recairia na resolucao de duas equagoes do segundo grau. O nosso objetivo
sera, agora, transformar o segundo membro de (4.15) em um quadrado perfeito, sem
destruir o quadrado perfeito do primeiro membro.

Somando a expressao y? + 2y(z? + saz) a ambos os membros de (4.15), obtemos

Kx2 + %a:p) - y] 2 = (Qy + iaQ - b) 2%+ (ya — c)x + (y* — d). (4.16)

Vamos agora determinar os valores de y que transformarao o segundo membro de
(4.16) em um quadrado perfeito. Para que isto ocorra, devemos ter o discriminante do

segundo membro de (4.16), como trindémio do segundo grau em z, nulo. Ou seja,

1
(ya —c)* — 4 <2y + Za2 — b) (y* —d) = 0. (4.17)
Dai, segue-se que
8y* — 4by® + (2ca — 8d)y + (4db — da* — ¢*) = 0. (4.18)

Escolhendo y como sendo uma das raizes da Equacao (4.18), a Equacao (4.16) nos

fornece

K:ﬂ + %a:c) + y} 2 = (az + B)?, (4.19)

com « e [ convenientes. Esta equacao se resolve mediante a resolugao das duas seguin-

tes equacoes do segundo grau:
(22 + taz) +y = (ax + B) e (2? + az) + y = —(az + B).

Como a Equacao (4.14) é equivalente & Equagao (4.19), temos que a resolucao de
uma equacao do quarto grau pode ser reduzida a resolucao de equagoes de graus dois

e trés.

Exemplo 4.5. Resolvamos a equacao z* — 223 — 22 — 22 — 2 = 0.

Determinemos y satisfazendo a Equagao (4.18), que, no nosso caso, toma a forma
213 + 132 4+ 6y + 3 = 0. E facil verificar que y = —% é solucao desta equacao. Para este
valor de y, a Equagao (4.16) passa a ser
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(1:2—x—%)2:x2+3x+%:(x—ir%)Z.

Obtemos, assim, as seguintes equacoes do segundo grau:

2,1 _ 3 2 _ 1 _ 3
T T—5=T+5ex rT—35= (x+2),

cujas raizes sao as raizes da equacao proposta. Assim, a equagao proposta possui raizes:

1++3,1—+/3,iou —i.

4.1.5 Equacgoes de graun > 5

Resolvidas as equacoes polinomiais, com coeficientes complexos, até o grau quarto,
uma pergunta natural que se coloca ¢ se as equacoes de grau maior do que 4 possuem
sempre raizes complexas e, em tal caso, se ha formulas algébricas para expressa-las em
funcao dos coeficientes da equacao.

A primeira pergunta é respondida afirmativamente pelo Teorema Fundamental da
Algebra que abordaremos adiante. A segunda pergunta foi respondida pela negativa
pelo matematico noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829), em um artigo publicado em
1829, para as equacgoes gerais de graus maiores ou iguais do que cinco.

No entanto, algumas equacoes admitem férmulas resolventes algébricas em termos
dos seus coeficientes. Coube ao jovem matematico francés Evariste Galois (1811-1832)
caracterizar tais equacoes, através de um estudo conhecido hoje como Teoria de Galois.

A insolubilidade da equacao geral de grau n > 5 é provada nos cursos de algebra
sobre a teoria dos corpos, podendo ser encontrada em [10]. Parte deles é dedicada as
extensoes algébricas de corpos, culminando com o chamado Teorema Fundamental da

Teoria de Galois.

Teorema 4.1 (Teorema Fundamental da Algebra, [20], p.199). Todo polinémio com-

plexo nao constante possut pelo menos uma raiz.

Através do Teorema Fundamental da Algebra podemos provar um importante re-
sultado que é dado na proxima proposicao. Para a demonstracao deste serd necessario

o Teorema do Resto, a saber:

Teorema 4.2 (Teorema do Resto, [18]). Seja p(z) € Clz] com dp > 1, e seja o € C.
1. Eziste q(z) € Clz] e r € C tal que p(z) = (v — a)q(z) + r,
2. A constante r satisfaz v = p(«).

Proposigao 4.1. ([20]) Seja p(z) € Clz] com Op =n > 1. Entdo existe oy, - , o, €
C e0#ae€C, tal que,

p(x) =alr —aq). - (2 — ay). (4.20)
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Demonstracao. Usemos inducao sobre n. Para o caso n = 1 é imediato. Se n > 1,
sabemos do Teorema Fundamental da Algebra (4.1), que p(x) tem ao menos uma raiz

em C, chamemos tal de a,. Pelo Teorema do Resto, existe ¢(x) € C|x] tal que
p(x) = (x — an)q(x). (4.21)
(Notemos que 7 = p(ay,) = 0). Entao, d¢g = n — 1, assim por indugao,
q(z) =alx —ay). - (T — ap_1) (4.22)

para alguns nimeros complexos a,aq, -+, 1. Substituindo (4.21) em (4.22), e o
passo de inducao esta completo.

Segue imediatamente que os complexos a; sao os tnicos zeros de p(z).

Os zeros o, nao precisam ser distintos. Agrupando aqueles que sdo iguais, reescre-

vemos (4.20) como,

p(z) = alx — By)™. - (x— )™
onde j3; sao distintos, e m; sdo inteiros maiores do que, ou iguais a 1, e ainda, m; +

-+ 4 my = n. Chamamos m; de multiplicidade do zero 5, de p(z). O

Em particular, provamos que todo polindémio complexo de grau n tem precisamente

n raizes complexas, contadas a partir da multiplicidade.



5 Teorema de Dirichlet

A partir do conceito de calculo da raiz da unidade discutido no Capitulo 2, to-
maremos K = Q((,), onde (, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. O objetivo
agora sera apresentar uma conexao entre raizes da unidade e um caso particular do
Teorema de Dirichlet para progressoes aritméticas. Para isso, apresentamos conceitos
e propriedades de polindémios ciclotomicos. As principais referéncias usadas para o
desenvolvimento deste capitulo foram [1], [5], [12], [22] e [23].

5.1 Polindomios Ciclotémicos

A teoria de polinomios nos permite apresentar algumas das propriedades elemen-
tares de uma classe muito importante de polinémios, conhecidos como ciclotémicos.
Como subproduto do estudo que aqui faremos, mostraremos que os polinémios cicloto-

micos sao exatamente os polinémios minimais das raizes complexas da unidade.

Definicao 5.1. Seja (,, uma raiz n-ésima primitiva da unidade. O polinémio ¢, () =
n

I (x — (%) é chamado de n-éstmo polinémio ciclotémico.
=1, mde(jn)=1

Lema 5.1 ([19], p. 196). Se n é um inteiro positivo, entdo ™ — 1 = [] ¢a(x).

din
Demonstragdo. Sendo f(x) = 2™ —1, temos que as raizes de f(x) sao 1,(,, ¢, -+, ("L
Logo 2" — 1 = (x — 1)(x — ¢,). -+ .(z — ¢ 1). Analisando os periodos de cada raiz
de f(z), e escrevendo todas as raizes de mesmo periodo como um polinémio da forma
¢d = H ($ - Cn)? segue que at—1= H ¢d($)
periodo de ¢,=d dn
]
Como consequéncia do Lema (5.1) temos que
" —1
On(T) = ————- 5.1
T o) o1
dn,d<n
22 —1 2 »—-1 23-1
ssim, ¢ (z) = x — 1, ¢o(x) o0 = =x+1, ¢3(2) ) p

rt—1 (22 — 1) (z* + 1)

_ - )
-~ oi(x)ga(r)  (z—1)(z+1)
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22+ +1, ¢yu(x) =224 1. Quando n = p, onde p é
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um nimero primo, segue que

-1 z2P-1
¢p<x)_ ¢1(l’) - m—l

que é chamado de p-ésimo polinémio ciclotémico.

=24+ L (5.2)

Quando n = p”, onde r é um nimero inteiro maior que 1 e p é um nimero primo,

de acordo com o Lema (5.1), temos que

a7 — 1= ¢1(2)p(x)Pp2 () - - - Ppr1 () Ppr () €
2?1 = 1 (2) () D () - - - pprr ().

|
Logo, ¢pr(z) = 1

é chamado de p"-ésimo polinémio ciclotémico.

r—1

= =P =20 P 1L Este polinomio

Exemplo 5.1. Considere o polinomio f(z) = 2% — 1. Temos que as raizes de f(z)

530 CG) Cg» Cgaggv Cgv Cg Deste ITlOdO, Cﬁa Cga Cga Cg e Cg tem periodo 67 37 2a 3eb

respectivamente. De fato, efetuando os célculos vemos que ¢ = 1,(¢2)® = 1,((3)* =

L, (G)* =1e (¢5)° = L. Assim, ¢1(z) = (v = () = (z = 1), da(x) = (z = (), ¢s(x) =
(z — @)z — ), d6(x) = (x — (6)(z — ¢¢). Como os divisores de 6 sao 1, 2, 3, 6,

temos que 2% — 1 = %gbd(x), ou seja, 2% — 1 = ¢1(x)po(z)d3(x)pg(z) = (x — 1) (x — ¢2)

(z = @)z = G)(z — o)z — ).

Proposicao 5.1 ([19], p. 197). Para cada n € N, seja

Pn(2) = Il (z—G),

1<k<n, mde(k,n)=1

27

onde (, = e . Entdo: ¢,(0) =1 paran > 1.

Demonstracao. Por indugao sobre n € N, temos primeiramente

22 — 1= ¢1(x)¢2(z) = (z — 1)¢2(2),
de modo que ¢y(x) =z + 1 e ¢2(0) = 1. Seja agora n > 1 e suponha, por hipotese de

indugao, que ¢,,(0) = 1 para todo inteiro 2 < m < n. Entao, se g(z) = [] ¢a(x),
1<d<n,d|n

dai
9(0)=(-1) JI ¢au(0)=-1,

1<d<n,d|n
Pelo Lema (5.1), segue " — 1 = ¢, (x)g(z). Dai

como desejado. O

Observe que o corpo das raizes de ™ — 1 sobre Q é dado por Q((,), onde ¢, é uma

raiz n-ésima primitiva da unidade.



Caso Particular do Teorema de Dirichlet

54

Teorema 5.1 ([16], p. 204). Se (, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entao

[Q(¢) - Q) = o(n).

Demonstra¢ao. Seja f(x) polindmio moénico, irredutivel e de menor grau de ¢, sobre Q.
Logo 2" —1 = f(x)h(x), com h(z) € Q[z]. Pelo Lema de Gauss segue que f(z), h(z) €
Z[z]. Seja p um numero primo tal que p ¥ n. Assim, (¥ é raiz n-ésima primitiva da
unidade. Logo (¢P)" — 1 = f(C?)h(C?), ou seja, 0 = f(CP)h(CP). Assim, se (P nao for
raiz de f(z), entdo (P é raiz de h(x), e portanto (, é raiz de h(z?). Portanto, pelo
modo como tomamos f(x), segue que, f(z)|h(aP), ou seja, h(aP) = f(x)g(x), com
g(x) € Z|x] pelo lema de Gauss.

Como consequéncia do pequeno Teorema de Fermat (2.2), temos que a? = a(mod p)
e dai h(zP) = h(z)?(modp). Assim, f(x)g(x) = h(z)?(modp), e portanto h(z)? =
f(@)g(z)(mod p). Logo, h(C,)P = 0, pois ¢, ¢ raiz de f(z). E recursivamente chegamos
que h(¢,) = 0. Portanto f e h tem uma raiz em comum. Assim z" — 1 = f(x)h(z),

n—1

e portanto 2" — 1 tem raizes multiplas. Logo nx = 0 e assim, para qualquer o €

n=1 = 0. Como a caracteristica de Z, & p segue que p|n, o que contradiz o fato de

Ly, N1
termos  suposto que p " n. Portanto (P é raiz de f(x)
V' ptnemdep, n) =1 Logo d(f(x)) > 0(¢,(x)), pois toda raiz de ¢,(z) é raiz

de f(x), e como f(x)|p,(x), segue que I(p,(x)) > O(f(x)). Portanto, I(f(x)) =

O(Pn(x)) = @(n). O
Observacao 5.1. Existe um tnico polindmio minimal f(x) tal que f(¢,) = 0. Pelo
Teorema (5.1) temos que O(f(z)) = d(pn(z)), e que ¢,((,) = 0. Assim, f(z) = ¢, ()

e, portanto ¢, (z) é irredutivel.

Teorema 5.2. ([17]) O anel dos inteiros de K = Q((,) ¢ Ox = Z[G)] e
{1, ¢, - ,C?f(n)_l} ¢ uma base integral de Ok.

A demonstragao do Teorema 5.2 divide-se nos casos em que n é primo, n nao é
uma poténcia de primo e n nao é primo e nem uma poténcia de primo. Devido a sua

complexidade optamos por omiti-la.

5.2 Caso Particular do Teorema de Dirichlet

Nesta secao apresentamos um caso particular do Teorema de Dirichlet para pro-
gressoes aritméticas, cuja demonstragao apresentada em [20] foi adaptada por nos.
Lembremos que uma progressao aritmética é um tipo de sequéncia numérica onde cada
termo (elemento) é determinado pela soma do seu antecessor por uma constante (ra-

780).

Agora, a funcao de Euler, definida no Capitulo 3, pode também ser considerada

comao:
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sendo (Z,)* o sistema completo de invertiveis médulo n, ou ainda, (Z,)* =

{b1,02,- - by}, onde mdc(b;,n) = 1, para todo i, e b; = bj(mod n) implica i = j.

Definicao 5.2. Dado a € (Z,)*, definimos a ordem de a, denotada por ord a, como

o menor inteiro t > 0 tal que @' =1 em Z,.

Definicao 5.3. Se a,n € Z, com mdc(a,n) = 1, definimos a ordem de a médulo n,

denotado por ord,a, como a ordem de a € (Z,)*.

Se ord,a = p(n), dizemos que a ¢é raiz primitiva modulo n. Por exemplo, 2 é raiz
primitiva médulo 5, pois 2! = 2,22 = 4,23 = 8,24 = 16 que ¢é a primeira poténcia de 2
congruente a 1 moédulo 5 e 4 = ¢(5).

Teorema 5.3 (Dirichlet - caso particular, [19], p. 200). Se n > 1 é um inteiro entdo

a progressao aritmética 1,1+ n, 1+ 2n,--- contém infinitos nimeros primos.

Demonstracao. Sejam pq,--- ,pr primos quaisquer e ¢, o n-ésimo polinémio cicloto-
mico. Como ¢,, € monico, podemos escolher um inteiro y tal que ¢, (ynp; - - - px) > 1.
De fato,

o) = I @-¢

1<k<n;ymdc(k,n)=1

= (@=¢) - (z—¢")

— 2 () 1 (5.3)

Agora, fazendo a = ynp; - - - pr temos, médulo ynp; - - - pr, que
6u(@) = 64(0) = 1 (mod a).
Dali,
al(pp(a) — 1) = ¢p(a) =1 =qga = ¢p(a) =qa+1=ynp;---prqg + 1,

onde q € Z.

Se p for um fator primo de ¢, (a), isto &, ¢,(a) = pf, temos que

ynpy - prq + 1 = pf,
fez.

Dai7p 7£ P15 Dk pOiS S€p = p;, para algumi = 17 e 7k7 teremos ynpy - - - p- - - prq+

1 = pf, o que implicaria no absurdo: p(ynp;---prq) + 1 = pf. Resulta ainda que
mdc(p, n) =1, pois mde(p,n) = d # 1, entao d|p e d|n implica
p:dllen:dl27 ll,l2€Z7
ydlopy -+ prq + 1 =dly e d(ydlapy - prq) + 1 = dly,
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que é absurdo.
Se provarmos que p = 1(mod n) seguird que p é um primo em nossa Progressao
aritmética, diferente de py,--- ,pr. De fato, jA vimos que p # pi, -+ ,pr € se p =

1(mod n), entdo
nlp—1)=p—1l=hn=p=hn+1, h €Z,

ou seja, p ¢ um dos termos da progressao aritmética: 1,1 +n,1+2n+---
Para o que falta, note que mdc(p, a) = 1.

Com efeito, temos

mde(p,n) =1
p# P Pr
a=ynpy---prq+ 1.

Dai, se mdc(p,y) = d # 1, entdo, d|p e d|y, ou ainda, p = l1d e y = lod. Logo,
ladnpl - prq + 1 = l1df, ou ainda, d(ladnpl---prq) + 1 = d(l1f) o que é absurdo.
Logo, mdc(p,y) = 1, ou seja, mdc(p,a) = 1.

Como mdc(p, a) = 1, podemos considerar t := ord,(a), isto é, ¢t &€ o menor inteiro tal
que a' = 1(mod p). Como p|¢,(a) (pois p é um fator primo de ¢,(a)) e ¢,(a)|(a™ —1)
(pois 2" — 1 =[] ¢alz) =dn(x) ] &i(z) implica ¢, (z)|(z™ — 1) em Z[z]), vem

0<d|n 0<d|n;d<n
que

a" —1=ko,(a).

Como p|on(a), segue que a™ — 1 = kpl = 0(mod p), ou ainda, a™ = 1(mod p) e, dai,
t = ordy,(a) e, portanto, t|n (t < n).

Se mostrarmos que t = n teremos, das propriedades da ordem e de a?~! = 1(mod p)
(Pequeno Teorema de Fermat), que n|(p — 1) ou, o que é o mesmo que, p = 1(mod n).

Se ¢ € {a,a + p}, segue de a' = 1(mod p) que

e c=a=c =1(mod p)

e c=a+p=(a+p)=da = 1(mod p).

Portanto, em qualquer um dos casos ¢! = 1(mod p).
Suponha, por contradicao, que t < n. O Lema 5.1, juntamente com o fato de que
t|n, nos da
" —=1= ]I dalc) =¢ulc) TI  dalc)=¢ulc)h(c) IT dualc)

0<d|n 0<djn, d<n 0<dlt
= dn(c)h(c)(c" — 1),
onde h € Z[z] é algum polindmio apropriado. Mas, como ¢ = a ou ¢ = a + p, segue
que a = a(mod p) e a + p = a(mod p). Dai, segue que ¢ = a(mod p), ¢ € {a,a + p}.
Assim, ¢, (c) = ¢,(a) = 0(mod p) = plon(c) = ¢n(c) = kip. Como ¢ = 1(mod p),
segue que p|(ct — 1), isto &, ¢* — 1 = kop. Dali,
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¢ — 1= Gu(A(e)(c — 1) = kiph(e)kap = kiksh(c)p? = 0(mod p?).

Por outro lado, como

n—1
. . n
(a+p)—1 = a"—1+zajp”‘]< )
=1 J
= a"—1+nap" '+ +na""p.

Se c =a+pe, como ¢ — 1 = 0(mod p*), entdo (a+p)” — 1 = 0(mod p*). Se c = a,
entao a” — 1 = 0(mod p?), pois ¢* — 1 = 0(mod p?).

Logo,
(a+p)"—1=a"—1+4-+na"'p = 0=na" 'p(mod p*)

= p’lna"'p
= na""'p=kp?
= na" '=kp
= plna™?
= pln ou pla™ .

Se pla™! = plaa”? = pla"? = plaa" P = pla" P = - = plaa® = pla® =

plaa = pla, que é absurdo, pois mdec(p,a) = 1.
Logo, p|n, o que é absurdo, pois mdc(p,n) = 1. Portanto, p = 1(mod n). ]

Os nimeros primos ostentam uma longa histéria, desde a Grécia antiga até o pre-
sente. O Teorema Fundamental da Aritmética diz que os nimeros primos sao tijolos de
construcao a partir dos quais os outros inteiros sao formados multiplicativamente. Por
conseguinte, os nimeros primos foram muito estudados e se fizeram esforcos considera-
veis no sentido de determinar a natureza de sua distribuicao na sequéncia dos inteiros
positivos. Um dos principais resultados obtidos na antiguidade foi a prova da infinitude
dos primos pelo matematico alemao Lejeune-Dirichlet (Peter Gustav Lejeune Dirichlet

(1805-1859)) ao conseguir mostrar que toda progressao aritmética
a,a+d,a+2d,a+3d,---

contém infinitos niimeros primos, com a e d primos entre si.

Como a demonstracao desse resultado exige instrumentos complicados da analise
focamos num caso especial deste teorema: quando o termo inicial da progressao for
igual a 1. O nome de Dirichlet surge ainda em muitos outros contextos em matematica

pura e aplicada [4].



6 Raizes da Unidade e a Construcao
de Reticulados

Além da aplicagao de raiz da unidade num caso particular do Teorema de Dirichlet,
as raizes da unidade possuem varias outras aplicagoes. Uma delas é a que apresentamos
neste capitulo.

Através da associacao de uma raiz da unidade com um corpo, isto é, um corpo
ciclotémico, é possivel construir reticulados.

Uma maneira econdmica, em namero de palavras, de definirmos um reticulado é:
como um subgrupo aditivo e discreto do R™. Os pontos de um reticulado posicionam-
se de maneira bastante regular e simétrica no espaco. Uma boa parte da pesquisa de
reticulados é impulsionada pela busca por uma resposta da seguinte pergunta: qual
a maneira de dispormos esferas de mesmo raio em R", sem sobreposicao, de modo a
cobrir a maior parte possivel do espaco? A solucao no plano e no espaco tridimensional
¢ bastante intuitiva: a maneira com que as abelhas fazem as suas colmeias provém a
maior eficiéncia no plano, enquanto em R3 o reticulado conhecido como ciibico de face
centrada (ou “pilha de laranjas”) nos diz onde devem estar posicionados os centros das
esferas de modo a minimizar os espacos vazios. Para dimensoes maiores, o problema
torna-se significativamente mais complexo.

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos da teoria de reticulados e um método
para a gerd-lo no R™. A vantagem de obter reticulados por este método é que podemos

identificar os pontos do reticulado no R™ como os elementos de um corpo de niimeros.

6.1 Reticulados

Além das utilizacoes mais comuns da sua estrutura, como o empacotamento de
compras na feira ou a fabricacao de colmeias por abelhas, reticulados sao importantes

por desempenharem um papel significativo na Teoria da Informacao.

Definicao 6.1. Sejam {vy, vy, ..., v} vetores linearmente independentes do R™ (logo,
m < n). O conjunto de pontos N = {x = > \vi, A\j € Z} ¢ chamado reticulado de

i=1
dimensao m e {vy, vy, ...,y } € chamado de base do reticulado.

58
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Definicao 6.2. O paralelepipedo formado pelos pontos 6yvy + -4+ 0v,, 0<0;, <1 €

chamado um paralelepipedo fundamental ou regiao fundamental do reticulado.

Exemplo 6.1. A = Z? ¢ um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0) e eo = (0,1)

com regiao fundamental descrita na figura abaixo.

. L] ® L] [ L] . L] .
. . ® . [ . . . .
] L] ® L] [ L] ® L] .
. . ® L e J [ . .
|
|
* * & & L3 L) L
e
. . ® . [ . [ . .
] L] ® L] [ L] ® L] .
. . ® . [ . [ . .
L] L] [} L] g L] [} L] L]

Figura 6.1: Representacio de Z2.

Fonte: print screen do software Geogebra.

Definigao 6.3. Seja {vy, ..., v} uma base de um reticulado A. Se v; = (vi1, ..., Vin),
V11 V12 e VUin
. ) V21 V22 ... Ugp . .
para i =1,--- ,m, a malriz M = € chamada uma matriz
Umi Um2 ... Umn

geradora para o reticulado. A matriz G = MM é chamada uma matriz de Gram

para o reticulado, onde t denota a transposicao.
Assim, os pontos do reticulado sdo formados por A = {x = AM|\ € Z™}.

Definicao 6.4. O determinante do reticulado A é definido como sendo o deter-

minante da matriz geradora G, isto €, det(A\) = det(G).

Um reticulado é dito ter posto maximo se m = n, e neste caso M é uma matriz
quadrada. Assim, det(A) = (det(M))>2.

E importante observar que o mesmo reticulado pode ser representado de diferentes
maneiras e como uma consequéncia, dado uma matriz de Gram (ou geradora), nao é
facil determinar qual é o reticulado correspondente. Invariantes tais como a dimen-
sao e o determinante poderao ajudar, mas um dos cuidados que temos que ter é que
tendo o mesmo determinante nao é suficiente para garantir que dois reticulados se-
jam equivalentes, isto é, que um deles pode ser obtido do outro por rotacao ou por

translagao.
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Defini¢ao 6.5. a) Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empaco-
tamento no R, € uma distribuicao de esferas de mesmo raio no R™ de forma
que a interseccao de quaisquer duas esferas tenha no mdrimo um ponto. Pode-se
descrever um empacotamento indicando apenas o conjunto dos centros das esferas

e 0 raro.

b) Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos

centros das esferas formam um reticulado A de R™.

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos que a densidade

de empacotamento de A é igual a

A(A) = Volume da regido coberta pelas esferas  Vol(B(p))  Vol(B(1))p"
B Volume da regiao fundamental ~ Vol(A)  Vol(A)

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado no R™ é encontrar
um empacotamento com maior densidade. A seguir, daremos exemplos em dimensoes
1,2 e 3. Para maiores detalhes, consultar [6].

Em dimensao um, temos que os pontos de coordenadas inteiras da reta formam um
Z-reticulado cuja a densidade de empacotamento é a melhor possivel, dada por A = 1.
Neste caso, as “esferas” sao intervalos da reta.

Para dimensao dois o reticulado hexagonal A, (favo de mel) é o de maior densidade,

dada por A = \/% ~ 0,9069. O empacotamento deste reticulado com base g =
{(1,0), (-1, ﬁ)} ¢ dado por

2

Em dimenséo o reticulado conhecido como fecc (face centered cubic) é o empacota-

mento com maior densidade (piramides de laranjas), sendo essa A = = ~ 0, 7405.

=l

6.2 Reticulados via Corpos de Nimeros

Nesta secao veremos que a definicao de mergulho candnico estabelece uma corres-
pondéncia um a um entre os elementos do corpo de niimeros algébrico de grau n e

os vetores do espago euclidiano n-dimensional. Uma de suas aplicagoes é a geragao
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Figura 6.2: Favo de mel.

Fonte: google imagens.

Figura 6.3: Piramide de laranjas.

Fonte: google imagens.

de reticulados no R"”, onde os principais parametros podem ser obtidos via teoria dos
nimeros algébricos, através de propriedades herdadas de K.

Sejam K um corpo de niimeros e n seu grau. Temos que existem n monomorfismos
distintos ¢; : K — C, uma vez que o polindémio minimal de um elemento primitivo
de K sobre Q tem somente n raizes em C. Se 0;(K) C R diz-se que o; é real, caso
contrario, o; ¢ dito imaginario. Quando todos os monomorfismos sao reais diz-se que
K é um corpo totalmente real e quando os monomorfismos sao todos imaginarios
diz-se que K é um corpo totalmente complexo.

Se @ : C — C ¢é a conjugacao complexa, entao para todo j = 1,...,n, temos que
o o 0 = 0y, para algum 1 < k < n, e que @ o 0; = 0, se, e somente se, Uj(K) C R.
Desta forma, temos que os monomorfismos imaginarios aparecem aos pares, isto é,
se 0; ¢ imagindrio, existe k tal que @ o o; = 0y,. Assim, usando r; para denotar o

numero de monomorfismos reais e ro 0 nimero de pares de monomorfismos imaginarios,

podemos reordenar os monomorfismos oq,--- ,0,, de modo que oy,---,0,, sejam os
monomorfismos reais e que 0,41, - , O, 121, S€jJam 0s monomorfismos imaginarios com
Orytroti = O O Op 4 para i = 1,--- ,r9. Notemos que n = r; + 2r,.

Assim, usando r; para denotar o ntmero de indices, tal que 0;(K) C R, podemos
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ordenar os monomorfismos o1, ..., o, de tal modo que o4,...,0,, sejam os monomor-
fismos reais e que 0y, 4,1 = O 44, Para j = 1,...,ry. Entao n —r; é um nimero par,
assim podemos escrever r1+2r, = n. Dali, para cada x € K, temos que o homomorfismo
ok : K — R™ x R?2 definido por

O-K(x) - (O-1<I)7 <oy Oy (SL’), RG(O'”_H(I)), Im(UT1+1(x))= s 7R€(UT1+T2 (SL’)),
]m(UT1+7’2<x>>>7

onde as notacoes Re(z) e Im(z) representam as partes real e imaginaria do nimero

complexo z, respectivamente, ¢ chamado mergulho canénico de K em R™ x R?2,

Exemplo 6.2. Considere o ciclotomico K = Q((5), onde (5 = e e {01,09,03,04} 0
grupo dos Q-monomorfismos de K em C. Como K é um corpo totalmente complexo,
temos que ;1 = 0 e ro = 2. Pela Proposicao 3.5 os quatro monomorfismos sao dados

por

01($5), 02(Cs) = 3, 03(G5) = €2, 04(C5) = G5

Se x=a+ b+ cCZ+dE + el €K, com a,b,c,d,e € Q, temos
ox(z) = (Re(o1(x)), Im(01(x)), Re(o2(x)), Im(o2(x))).

Os proximos resultados, cujas demonstragoes podem ser econtradas em [24], nos

dizem como obter um reticulado no R".

Teorema 6.1. Sejam {wy, - ,w,} uma base integral de K, Ok o anel dos inteiros de K
e ok : K — C o mergulho canénico. Os n vetores vi = ox(w;) € R", i =1,--- n sao
linearmente independentes e definem um reticulado em R™, denominado reticulado
algébrico de posto mdzimo, A = ox(Ok).

Proposicao 6.1. Seja K um corpo de nimeros de grau n e B um Z-submaodulo livre

de K de posto n. Se (x;)1<i<n € uma Z-base de B, entdo ox(B) € um reticulado em R™.

Concluimos assim, que o ingrediente chave para a construcao de reticulados algé-
bricos tem sido a existéncia de uma Z-base livre em K. Como Ok e seus ideais sdo
Z-modulos livres de posto n, podemos mergulhi-los em R™ para obter um reticulado
algébrico.

A matriz geradora M de um reticulado algébrico, isto é, de um reticulado construido

usando o mergulho canodnico de K, é dada por

Ul(wl) Url(wl) Re(aerl(wl)) Im(UnJer(wl))

o(wn) o0 o (wn) Re(opyi(wn)) <o Im(0r 4, (wn))

onde {wy, -+ ,w,} é aqui uma base de Ok.
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Exemplo 6.3. Seja K = Q((3). Uma base integral de K ¢ {1,(3} e Ox = Z[(3]. Pelo
Teorema (6.1), A = ox(Ok) é um reticulado no R?. Os dois mergulhos sao a1((3) = (3

e 09((3) = (2. Neste caso, 1 = 0 e ro = 1, assim, a matriz geradora do reticulado é

Re(o1(1))  Im(o1(1)) 1 0
Re(o1(¢3)) Im(o1(Gs)) —5 7
E possivel verificar que com essa estrutura algébrica obtém-se o reticulado hexa-

gonal A = Ay, com base {(1,0), (—3, \/73)} Para maiores detalhes consultar [6]. Este

reticulado pode ser representado graficamente da seguinte forma:

Tabela 6.1: Reticulado A = A,.



7 Fatos Historicos Sobre o Ultimo

Teorema de Fermat e a Raiz n-ésima
da Unidade

Neste Capitulo abordamos fatos historicos relacionados ao Ultimo Teorema de Fer-
mat e como a raiz n-ésima se inseriu neste contexto. As principais referéncias utilizadas

nesse capitulo foram [4], [11] e [25].

7.1 Apresentacao Geral

Pierre De Fermat (16017-1665) ¢ considerado o maior matemaético francés do século
XVII. A sua maior contribuicdo, na qual toma relevancia neste trabalho, é a fundacao
da moderna teoria dos nimeros. Em uma traducao latina do livro Aritmética de
Diofanto, feita por Bachet de Méziriac em 1621, Fermat anotava suas contribuicoes
em forma de notas e enunciados nas margens do préprio exemplar e muitos desses
teoremas posteriormente mostrariam-se verdadeiros. Essas anotagoes se incorporaram
numa nova impressao da edicao de Aritmética publicada por um dos filhos de Fermat,
Clément - Samuel.

A anotagao de Fermat encontrada ao lado do Problema 8 do Livro IT corresponde
ao famoso Ultimo teorema de Fermat (UTF): “Dado um nimero quadrado, dividi-lo
em dois quadrados”, e na nota marginal completava sua conjectura, “Dividir um cubo
em dois cubos, uma quarta poténcia ou, em geral uma poténcia qualquer em duas
poténcias da mesma denominagao acima da segunda é impossivel, e eu seguramente
encontrei uma prova admirdvel desse fato, mas a margem é demasiado estreita para
conté-1a”.

E desconhecido tal demonstracdo por Fermat, mas é fato que muitos dos mais
brilhantes matematicos se empenharam na resolucao do problema.

Dentre os grandes matematicos ao longo dos tempos que tentaram solucionar o pro-
blema podemos citar: Euler, Dirichlet (1828), Legendre (1830), Gabriel Lamé (1839),

Sophie Germain, Kummer e mais recentemente, Wagstaff (1980). Um fato interessante
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¢ que Kummer, em 1847, ao tentar demonstrar o teorema, criou o método dos divisores
complexos, a que chamou nimeros complexos ideais, contribuindo para o desenvolvi-
mento da teoria dos nimeros.

O ultimo teorema de Fermat destaca-se ainda por ser o problema matemético com
maior nimero de demonstracoes incorretas publicadas. Apenas em 1995 o UTF foi
resolvido corretamente pelo matematico britanico Andrew Wiles (1953 -).

O desenvolvimento de uma conejctura pelos dois matematicos Yutaka Taniyama e
Goro Shimura nao tinha como objetivo solucionar o UTF, mas foi a primeira contri-
bui¢do (mesmo que ndo intencional) para a resolugdo do teorema. A conjectura feita
pelos dois matematicos diz que para cada equacgao eliptica ha uma forma modular cor-
respondente; a relevancia dessa conjectura reside no fato de que se a mesma estiver
correta ela poderia ser aplicada ao Ultimo Teorema de Fermat provando a sua vera-
cidade. Ou seja, para provar se o Ultimo Teorema de Fermat era ou ndo verdadeiro,

deveria se provar primeiro a conjectura Taniyama-Shimura, e foi exatamente isso que

Andrew Wiles fez.

7.2 Contribuicoes de Matematicos no Ultimo Teo-

rema de Fermat

Quem fez o primeiro avanco em direcdo a prova do Ultimo Teorema de Fermat, foi
Leonard Euler, com sua memoria e intuicao incriveis.

Ao deparar-se com o Ultimo Teorema de Fermat, Euler imaginou se nio poderia
provar que uma das equacgoes nao tinha solucao e entao extrapolar o resultado para
todas as infinitas equacoes restantes. Inicialmente, Euler provou o caso por contradicao
para n = 3. Durante seus estudos, Euler teve que incorporar os nimeros imaginarios,
0 que acrescentaria uma nova dimensao a matemética naqueles tempos. Entretanto,
todas as tentativas de Euler de fazer seu argumento valer para outros valores de n
terminaram em fracasso.

Sophie Germain adotou uma nova estratégia: a partir de um tipo especial de nimero
primo p, de modo que 2p 4+ 1 também fosse primo, desenvolveu um argumento que
provavelmente nao existem solucoes para x" 4 y" = 2" para valores de n iguais a
esses primos de Germain. Assim a lista de Germain incluia, por exemplo, o 5 porque
11 = 2.5+ 1 também ¢ primo, mas nao incluia 13, porque 27 = 2 -13 + 1 nao é
primo. Em 1825, com Gustav Lejeune-Dirichlet e Adrien-Marie Legendre o método de
Germain teve o primeiro sucesso na prova que o caso n = 5 nao tinha solucao.

Quatorze anos depois, Gabriel Lamé fez alguns acréscimos engenhosos ao método de
Germain e conseguiu a demonstracao para o nimero primo n = 7. Em marco de 1847,
tanto Gabriel Lamé como Augustin Louis Cauchy anunciaram que estavam prestes a

publicar a demonstracdo completa para o Ultimo Teorema de Fermat.
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Em sua suposta demonstracao, Lamé utilizou uma fatoragao no espago dos ntimeros
complexos sem provar que a fatoracdo em irredutiveis nesse espaco é unica. Apesar
disso, a ideia de fatoragao feita por Lamé é a mesma utilizada na demonstracao de
Ernst Kummer para os chamados primos regulares. Lamé introduziu, em sua fatoracao,
raizes complexas da unidade, iniciando a analise do corpo Q((,,) que apresenta, de certa
forma, a incorporagao ao corpo dos racionais do elemento (,, que é uma raiz da unidade
dependendo de n, sem perder as propriedades de corpo de Q.

Antes que Lamé e Cauchy publicassem a demonstracao tao esperada, Ernest Kum-
mer percebeu que as demonstracoes de ambos dependiam do uso de propriedade dos
numeros conhecida como fatoracao tnica, verdadeira dentro dos reais, porém trabalha-
vam dentro dos imaginarios.

E embora a fatoragao tnica seja verdadeira para os niimeros reais, ela pode se tornar
falsa quando introduzimos os niimeros imaginarios. Por exemplo, se nos restringirmos
aos nimeros reais, entao o nimero 12 pode ser fatorado apenas como 2-2-3. Contudo,
se permitirmos a entrada de niimeros imaginarios nesta demonstracao, entao 12 pode

ser fatorizado do seguinte modo:
12=(1++-11)- (1 — v/—11).

Aqui (14 +/—11) é um namero complexo, uma combinagao de um niimero real com
um nimero imaginario. E embora o processo de multiplicacao seja mais complicado
do que para os nimeros comuns, a existéncia dos nimeros complexos leva a modos
adicionais de se fatorar 12. Outro modo é (2 +/—8) - (2 — v/—8). Nao existe mais
fatoracao tnica e sim uma escolha de fatoracoes.

Para resolver essa questao Kummer criou o conceito de nimeros ideais. Assim, se o
dominio a ser trabalhado nao apresentasse a unicidade da fatoracao de seus elementos,
entao existiriam ndmeros, os nimeros ideais, que quando “adicionados” ao conjunto, o
tornariam um dominio fatorial. Foi com essa teoria de nimeros ideais que Kummer,
cerca de trés anos apés o antincio da “prova” de Lamé, provou o Ultimo Teorema de
Fermat para expoentes n que atendessem a uma condi¢ao especial, que sao os chamados
primos regulares. A prova de Kummer era o maior avanco realizado na busca pela
solucdo do Ultimo Teorema de Fermat até a demonstracio completa, finalizada por
Wiles.

O tratamento do UTF por Kummer considera que se existirem inteiros a, b, c € Z
que é solucao de 2" 4+ y™ = z" para um determinado n, e p for um irredutivel impar

que divide n, entao, escrevendo n = pm, tem-se que
(@™)P + (b)) = a™ + 0" = " = ("),

e assim, a equagao tera solucao inteira para o expoente p. Logo, se demonstrasse que a
equacgao nao tem solucao para todo irredutivel impar p, entao x™ + y™ = 2" s6 poderia

ter solucao quando n fosse uma poténcia de 2. Mas, adicionalmente, se soubesse que a



Contribuicées de Matematicos no Ultimo Teorema de Fermat

67

equacgao nao tem solucao para n = 4 poderia concluir também que a equagao nao tem
solucao para n = 2", para todo r > 2.
Para lidar com essa equacao, os matematicos pensaram em usar a seguinte decom-
posicao
n

[1(z+Gy) = 2",

=1

onde (,, = cos (27”) +sen (%’r) ¢ uma raiz primitiva n-ésima da unidade, conforme vimos
no Capitulo 3. Essa decomposi¢ao ocorre em Z[(,| que é o anel dos inteiros de Z em
Q(¢n). Usando essa fatoracdo e assumindo que Z[(,] é um anel de fatoragao unica,
onde n = p é um primo regular impar, Kummer demonstrou o UTF.

Para provar o UTF Andrew Wiles decide se isolar por sete anos até apresentar
uma solucao ao problema, levou dezoito meses estudando os elementos matematicos
que foram usados, ou que derivam das equacoes elipticas e das formas modulares. Ele
abandonou todos os trabalhos que nao fossem relevantes para a demonstracio do Ultimo
Teorema de Fermat, inclusive deixou de participar de conferéncias. Neste periodo Wiles
resolveu trabalhar em completo isolamento e segredo na sua demonstragao, a tnica
pessoa que sabia de seu segredo era sua esposa.

Para demonstrar O Ultimo Teorema de Fermat, Wiles tinha que provar a conjec-
tura de Taniyama-Shimura, onde cada equagao eliptica teria que ser relacionada com
uma forma modular. Wiles utiliza os trabalhos de Evarist Galois para demonstrar a
conjectura, sendo uma brilhante demonstracao.

Depois de seis anos de isolamento Wiles partilhara seu segredo com Katz, quando
o mesmo o ajudou a analisar sua demonstragao, num curso sobre curvas elipticas que
Wiles ministrou na Universidade de Princeton. Neste periodo do curso, Katz assistia
as aulas para ver se tinha algum erro. Segundo Katz, nada precisava ser alterado e
Wiles poderia publicar sua demonstracao.

Depois de sete anos de estudo, Wiles tinha completado a demonstracao da conjec-
tura de Taniyama-Shimura, e como consequéncia, a demonstracio do Ultimo Teorema
de Fermat e entao poderia anunciar o mesmo.

Em maio de 1993 Wiles acreditava que estava provado o teorema, entao no final
do més de junho em uma conferéncia na cidade de Cambridge (sua terra natal), no
Instituto Isaac Newton, ele anunciou sua demonstracao. Nesta conferéncia, Wiles reali-
zou varias palestras até terminar sua demonstracao, quando Wiles concluiu sua tltima
palestra, sua demonstracao tinha que ser submetida a um exame de avaliacao, onde
foram distribuidas partes da demonstracao para que os matematicos avaliassem.

Na parte que Katz tinha para analisar ocorreu um erro, entao ele comunicou Wiles,
mas em segredo do resto da comissao, para que Wiles a corrigisse. Ele tinha que corrigir
o erro antes que a comunidade percebesse. Seis meses passados, Wiles ainda nao
tinha conseguido corrigir o erro, mas continuou persistindo. E disse a comunidade que

precisava de mais tempo para aprontar seus manuscritos. Como o tempo ia passando,
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Peter Sarnak sugeriu que Wiles conseguisse um auxiliar, entao pensou em Richard
Taylor um dos avaliadores e ex-aluno.

Wiles e Taylor dedicaram quatorze meses de trabalho, apos Wiles ter anunciado
a demonstracao, para corrigir o erro e entao a demonstragao estava pronta. Wiles
presenteou o aniversario de sua esposa com a prova do Ultimo Teorema de Fermat,
pois foi ela a tnica que sabia de seu maior sonho. Andrew Wiles levou oito anos de

total estudo para demonstrar o Ultimo Teorema de Fermat, publicado em 1995.
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