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Resumo

Neste trabalho sao abordados alguns aspectos da teoria de dualidade. Ele pode
ser dividido em trés partes principais. Na primeira demonstramos o teorema de
Dualidade de Poincaré para variedades (sem bordo) orientaveis. Para tanto, fez-se
necessario o uso do limite direto e cohomologia com suporte compacto. Na segunda
definimos grupos de dualidade, em particular, grupo de dualidade de Poincaré,
apresentamos alguns resultados e observagoes sobre a relacao existente entre tais
grupos e os grupos fundamentais de variedades asféricas fechadas, que ¢é ainda
um problema em aberto. Finalmente, alguns resultados envolvendo invariantes
cohomoldégicos “ends” e grupos de dualidade sao apresentados.

Palavras-chave: Dualidade de Poincaré, cohomologia com suporte compacto,
grupos de dualidade, (co)homologia com coeficientes locais, variedades asféricas,
invariantes cohomologicos “ends”.



Abstract

In this work we consider some aspects of duality theory. It can be divided
in three principal parts. In the first we prove the Poincaré Duality theorem for
orientable manifolds (without boundary). For that, it is necessary the use of the
direct limit and cohomology with compact supports. In the second part we define
duality groups, in particular, Poincaré duality groups, we introduce some results and
observations about the relationship between such groups and fundamental groups
of aspherical closed manifolds, that still is an open problem. Finally, some results
envolving the cohomological invariant “ends” and duality groups are presented.

Keywords: Poincaré Duality, cohomology with compact supports, duality groups,
(co)homology with local coefficients, aspherical manifolds, cohomological invariant
“ends”.
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Introducao

Seja X uma variedade m- dimensional. Neste trabalho, a menos que se
especifique o contrario, variedade n- dimensional significarda sempre variedade sem

bordo, isto é, um espaco de Hausdorff tal que todo ponto tem uma vizinhaca aberta

que ¢ homeomorfa ao disco aberto n-dimensional U™ := {(xy,...,z,) € R™; |z] < 1}
do R".
(*) “Se X € fechada (isto €, compacta e sem bordo) orientdvel de dimensdo n,

entdo o k-ésimo grupo de cohomologia de X € isomorfo ao (n — k)-ésimo grupo de
homologia de X (com coeficientes em Z), para todo k”.

Este resultado, um dos mais antigos da Topologia Algébrica, é conhecido como
teorema de dualidade de Poincaré para variedades fechadas orientdveis ([19],
Teorema 3.30; [12] Teorema 3.26 ou [44], Teorema 6.18). Uma dualidade similar,
envolvendo “cohomologia com suporte compacto”, é valida para X variedade
orientdvel “nao necessariamente compacta” ([19], Teorema 3.35; [17], Teorema 26.6
ou [28], Teorema 1X.4.1). Existe também um teorema de dualidade de Poincaré
para X variedade fechada ndo orientdvel com coeficientes em Z (vide [12], Teorema
5.7) e ainda uma forma forte de dualidade de Poincaré para uma variedade fechada
X, ndo necessariamente orientdvel envolvendo coeficientes em um Z(G) - mddulo
M qualquer, onde G = m(X), o grupo fundamental de X ([12], Cap.5, p.102; [13],
V, §1, p. 135)). Nestes casos, a homologia e cohomologia com “coeficientes locais”
sao usadas:

() “Se X € uma variedade conexa fechada e M é um Z(m(X))-mddulo entdo
HY (X, M) = H,_,(X,Q®z M) onde as homologias e cohomologias sio tomadas

com coeficientes locais e € indica o modulo de orientagao.”

Existem ainda outros resultados sobre dualidade, para variedades com bordo, mas

que nao terao interesse neste trabalho.

Por outro lado, ha também uma teoria de dualidade para grupos que esta

fortemente relacionada com a teoria de dualidade para variedades. Grupos de
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dualidade foram inicialmente investigados por Johnson e Wall [22] e Bieri [5]. Um
grupo de dualidade de Poincaré (sobre Z) é um grupo cujas homologia e cohomologia
satisfazem relacoes de dualidades andlogas as de homologia e cohomologia para
variedades fechadas (orientaveis ou nao). Grupos de dualidade mais gerais tém
sido definidos quando o “médulo de orientacio Z” (com a G - agao trivial ou nao)
é substituido por um ZG - médulo C' (chamado médulo dualizante) que, visto
como grupo abeliano, nao é necessariamente isomorfo a Z (o grupo ciclico infinito).
Grupo de dualidade de Poincaré (sobre Z) é entao um caso especial desse conceito
mais geral, ou seja, é um grupo de dualidade em que o médulo dualizante C' = Z
(visto como grupo abeliano). Nesse caso, G é um grupo de dualidade de Poincaré
orientavel se G atua trivialmente sobre C, e ndo orientdvel, caso contrario. Pode-se
definir também grupos de dualidade sobre R, onde R é um anel comutativo com
unidade. Ha ainda uma extensao do conceito de grupo de dualidade para pares
de dualidade (G,{S;,i = 1,...,m}), onde G é um grupo e S; sdo subgrupos de G,
cujas (co)homologias relativas satisfazem relagoes de dualidades similares as de
variedades compactas “com bordo” ([8]). Tais objetos, grupos e pares de dualidade,

estao bastante relacionados com a teoria de invariantes cohomoldgicos, “ends”.

Este trabalho tem como objetivo abordar alguns aspectos da teoria de dualidade
para variedades e grupos. Destacamos:
(1) O teorema de dualidade de Poincaré para variedades orientdveis, nao
necessariamente compactas (Teorema 2.2.1), cuja prova é dada por um argumento
indutivo usando sequéncia de Mayer-Vietoris. A inducao requer uma versao
da dualidade de Poincaré para subconjuntos abertos da variedade, que nao sao
compactos, por isso usa-se a cohomologia com suporte compacto, definida em termos
de limite direto. O teorema de dualidade para variedades fechadas orientaves (*) é
entao obtido desse mais geral.
(2) Um breve estudo de grupos de dualidade, em particular grupos de dualidade
de Poincaré, e alguns resultados e observagoes sobre a relacao existente entre esses
grupos e os grupos fundamentais de variedades asféricas fechadas. De fato tem-se:
(**%) “O grupo fundamental de uma n-variedade asférica fechada (orientdvel ou
nao) € um grupo de dualidade de Poincaré n-dimensional”, (Teorema 4.1.2).
Para este resultado é importante a interpretacao topolégica da (co)homologia de
grupos com coeficientes em um ZG-modulo M dada por meio de coeficientes locais,
e o teorema de dualidade de Poincaré para variedades fechadas - versao forte dado
em (**¥). E interessante ressaltar que o teorema de dualidade de Poincaré dado em

***)

(**), 1til na prova de ( , ¢ mencionado em varios trabalhos (por exemplo em [10],

VIII, §8, p.211; [13], V, §1, p.136; [12], 5, §2, p.102), no entanto ndo encontramos

na literatura uma prova (com as notagoes/linguagem usadas aqui). Em [41], (1943)
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a dualidade de Poincaré com coeficientes locais é tratada (vide p.622), porém com
uma notagao diferente; em [45], (p.214) é apresentada uma prova de um resultado
similar de dualidade, mas para X complexo de Poincaré conexo.

(3) O invariante cohomoldgico E(G, S), onde G ¢ um grupo e S é um subgrupo de G
de indice infinito, e alguns resultados envolvendo este invariante e outros invariantes

cohomoldgicos “ends” e grupos de dualidade.

O trabalho estd dividido em quatro capitulos. A seguir relatamos resumidamente

os objetos de estudos de cada um deles.

No Capitulo 1, apresentamos alguns pré-requisitos da teoria de (co)homologia
singular de um espago X, tanto no caso absoluto como no caso relativo, (que
sao fundamentais para o desenvolvimento do trabalho) tais como a definigdo de
homologia e cohomologia singular (absoluta e relativa) de um espago X com
coeficientes em um anel R comutativo com unidade, e mais geralmente com
coeficientes em um R-médulo M; moédulos de homologia reduzida; homomorfismos
induzidos em (co)homologia; o teorema dos coeficientes universais; o teorema de
excisao, a sequéncia exata longa em cohomologia, a sequéncia de Mayer-Vietoris
para (co)homologia absoluta e relativa; e a definigao de produto cap (para espagos)
absoluto e relativo, que é importante para o teorema da dualidade de Poincaré,
o que exigiu bastante dedicacao. Finalizamos com um estudo sobre orientacao de

variedades.

No Capitulo 2 provamos o teorema de dualidade de Poincaré para variedade

orientavel (compacta ou nao), a saber (Teorema 2.2.1):

“Seja X uma variedade n-dimensional orientdvel e R um anel comutativo com
unidade fizado. Entio Dx : HY(X; R) — H,_,(X; R) € um isomorfismo para todo
q, onde Dx € o homomorfismo definido no limite direto lim HY(X, X — K; R) =
HY(X;R), induzido do produto cap ax —~ : HI(X,X —}; R) — H,_4(X;R);
Y — ag —~ @, sendo ax € H,(X,X — K, R) a unica classe de homologia tal que
jE(ak) = a, (gerador de HI(X, X — {z}; R), para todo x € K”.

Obtemos, como caso particular, o teorema (*) de dualidade para variedades fechadas
orientaveis. O método da prova para a dualidade de Poincaré foi primeiramente
escrito por J. Milnor em 1964 (conforme mencionado em [29]). Para tanto usamos
cohomologia com suporte compacto, que foi definida em termos de limite direto.
Assim, inicialmente, definimos limite direto e apresentamos alguns resultados tais
como a existéncia de um limite direto, que o limite direto de uma soma direta
é a soma direta dos limites e que a sequéncia limite de uma sequéncia exata é
uma sequéncia exata. A seguir definimos a cohomologia de um espaco X com

suporte compacto e, finalizando, provamos o teorema de dualidade de Poincaré
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para variedades orientdveis, inicialmente mencionado, cuja prova foi dividida em

cinco casos.

No Capitulo 3, cujo objetivo é um estudo de grupos de dualidade, apresentamos
inicialmente alguns pré-requisitos basicos como resolugoes projetivas e livres, e
modulos (co)induzidos, 1teis para definirmos (co)homologia de grupos absoluta.
Apresentamos alguns exemplos e resultados como o Lema de Shapiro, que
relaciona a (co)homologia de um grupo com a (co)homologia de seus subgrupos.
Interpretamos topologicamente a (co)homologia absoluta de grupos, ou seja,
relacionamos a (co)homologia de um grupo G com a (co)homologia do complexo
de Eilenberg-MacLane K(G,1). Nessa ocasiao definimos (co)homologia com
coeficientes locais (para espacos) e apresentamos alguns resultados relacionados,
visto que a interpretacao da (co)homologia de grupos com coeficientes em um
ZG-médulo M é dada em termos da (co)homologia com coeficientes locais. A seguir
algumas condicoes de finitude foram tratadas; definimos dimensao cohomoldgica e
homoldgica de um grupo G, (sobre R, R = 7Z ou Z,), denotadas respectivamente por
cdrG e hdrG, resolugoes de tipo finito, grupos de tipo F'P,, F'P e F'L, culminando
com a defini¢ao de grupos de dualidade n- dimensional (sobre R), também referidos
como D"-grupos (sobre R), e em particular grupos de dualidade de Poincaré n-

dimensional, referidos como PD"-grupos (sobre R), e alguns resultados.

O Capitulo 4, o ultimo do trabalho, esta dividido em duas partes. Na primeira
exploramos um pouco a relagao entre as duas teorias de dualidade, para grupos e
variedades, mais precisamente, a relagao entre grupos de dualidade de Poincaré e o
grupo fundamental de variedades asféricas fechadas. Uma n-variedade é asférica se é
conexa por caminhos e os grupos de homotopia m;(X) sdo nulos para i > 2. Dentre
os resultados apresentados destacamos o dado em (***) que usa dentre outras
ferramentas, a interpretagao topoldgica da (co)homologia de grupos com coeficientes
em Z(m (X))- médulos e a dualidade de Poincaré na versao geral. Um grupo G que
é o grupo fundamental de uma n-variedade asférica fechada, ou seja, que satisfaz
as hipdteses em (***) é referido, as vezes, como G D"- grupo. Em particular, GD?-
grupos sao chamados também de grupos superficies. A seguir provamos a reciproca
de (***) para n = 0 e 1, e apresentamos algumas observagoes sobre os conceitos e
técnicas envolvidas na prova da reciproca no caso n = 2. A prova deste caso segue
de dois teoremas. O primeiro diz que “Se G é um PD?*-grupo sobre Z com nimero
de Betti 51(G) > 0, entao G € um grupo superficie” ([14], Teorema 1), e o segundo,
que “Se G é um PD?*- grupo entio o mimero de Betti 3,(G) > 07 ([15], Teorema
1). A prova do primeiro teorema usa as teorias de cohomologia relativa de grupos,

de pares de dualidade e de decomposicao de grupos, além de resultados que nao
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foram abordados neste trabalho. Algumas observagoes sobre o caso n = 3 e sobre

trabalhos recentes nessa direcao sao também apresentadas.

Na segunda parte do capitulo, apresentamos o invariante cohomoldgico E(G, .5),
que é um caso particular de E(G,S, M) onde G é um grupo, S uma familia nao
vazia de subgrupos de (G, nao necessariamente distintos, de indice infinito em G e M
um ZoG-mddulo, e alguns resultados relacionados com dualidade. E(G, S) é obtido
quando tomamos a familia unitaria, isto é, S = {S} com S subgrupo de G e M =
Z5(G/S) ([1]). Tal invariante é de certo modo uma extensao do end classico e(G)
para um grupo G. Assim, inicialmente introduzimos a defini¢ao de e(G), o nimero
de ends do grupo G, apresentando, em termos de e(G), uma condigdo necessaria
para um grupo G ser de dualidade de Poincaré de dimensao n > 1. A seguir
definimos E(G, S) e provamos um teorema (envolvendo E(G,S)) no caso em que
G e S satisfazem certas condigoes de dualidade. Finalizamos apresentando algumas

observagoes envolvendo a teoria de dualidade e outros invariantes cohomoldgicos.
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CAPITULO

(Co)homologia singular e Orientagao para
Variedades

Neste capitulo apresentamos alguns resultados da teoria de (co)homologia
singular no caso absoluto e relativo, e de espacos de recobrimento que serao de
fundamental importancia para o desenvolvimento dos capitulos posteriores. Além
disso definimos o produto cap e apresentamos o importante conceito de orientacao
para variedades. Para “orientar” uma variedade precisamos escolher um gerador a,
do médulo H,, (X, X —{z}, R) assim alguns resultados relacionados com tal gerador
tais como o Lema da Continuacao (Lema 1.2.2), o Lema da Coeréncia (Lema 1.2.3)
e o Lema do Localmente constante (Lema 1.2.4) sdo necessarios. A menos que se
especifique o contrario, nesse capitulo e no seguinte R indicard um anel comutativo

com unidade.

1.1 Pré-requisitos Topoldgicos

Nesta segao, recordamos alguns conceitos e resultados da teoria de (co)homologia singular.
Mais detalhes podem ser encontrados em ([19], Capitulo 2). Para os tépicos de dlgebra
homoldgica como sequéncias exatas, produto tensorial, Tor e Ext, que serao admitidos,
uma referéncia é [21] ou [33] (para anéis nao necessariamente comutativos). Além disso,
apresentamos o conceito de produto cap (para espagos) e alguns resultados da teoria de espagos

de recobrimento.



1 (Co)homologia singular e Orientagao para Variedades

1.1.1  (Co)homologia Singular de um Espago

Definigcao 1.1.1 Seja A C R™. Denominamos fecho convexo de A ao menor subconjunto
convezo que contém A (que € a intersecgdao de todos os subconjuntos converos de R™ que contém
A). Recordemos que um subconjunto B de R™ é convexo quando todo segmento de reta ligando

dots pontos de B estd contido em B.

Defini¢ao 1.1.2 Um n-simplexo s € o fecho convexo de uma cole¢cao de (n+1) pontos

{vo, ..., v} no R"™, onde vy — vy, ...,v, — vy formam um conjunto linearmente independente.
Os elementos vy, ..., v, sao chamados de vértices de s.
Definicao 1.1.3 (n-simplexo padrao) Seja s um n-simplexo de vértices {vy,...,v,} em R".

Se aos vértices de s tem sido dada uwma orientacdo especifica entdo s € dito um simplexo
ordenado. Vamos denotar por A" o n-simplexo de R™ com wvértices vy = (1,0,...,0),

vy =(0,1,...,0),...,v,=(0,...,0,1), entdo A™ é chamado n-simplexo padrao com ordem

natural. Note que A™ = {(to,...,t,) € R"™; Zti =1 e t; >0}.
i=0
Definicao 1.1.4 Seja X um espaco topologico. Um n-stmplexo singular em X é uma funcao

continua o : A" — X.

Definicao 1.1.5 Seja R um anel comutativo com unidade, definimos C,,(X; R) como sendo o
R-modulo livre na qual a base B € o conjunto de todos os n-simplexos singulares em X, isto €,
B ={o: A" — X;0 é um n-simplexo singular}. Um elemento de C,(X; R) é chamado de
n-cadeta singular de X e tem a forma an‘Uz‘ paran; € R eo;: A" — X.

Observacao 1.1.1 Alguns autores como por exemplo [17],(Capitulo 9, p.44) denotam o R-

mddulo livre gerado pelos n-simplexos singulares por S,(X, R) ou simplesmente S, (X).

Definicao 1.1.6 O operador bordo 0 : C,,(X; R) — C,,—1(X; R) ¢é definido nos geradores

por:
n

On(0) = Z(—l)i(ﬂ (V0,01 5++4,T7 -0 ]

i=0
e estendido por linearidade, onde o simbolo ~ sobre v; indica que este vértice foi retirado
da sequéncia v, ...,v,. Nesta igualdade estamos considerando a identificacdo canodnica de

[V0, -+, Uiy« .y 0] com A", preservando a ordem dos vértices, € Ol 5i...0n € considerado

n]

como uma aplicagio A" — X isto é, um (n — 1)-simplezo singular.

Lema 1.1.1 (/19/, Lema 2.1, p.105) A aplicagdo composicao

Co(X:R) 2% €Ly (X3 R) 22 O o(X R)



1.1 Pré-requisitos Topolégicos

€ nula.

Definicao 1.1.7 (Ciclos e Bordos) Um elemento ¢ € C,(X; R) é um n-ciclo se d(c) =0 e um
elemento d € C,,(X; R) € um n-bordo se existe e € Cp,11(X; R) tal que d = 0(e). Denotamos
Zn(X;R) = Kerd,, = {c € C,,(X; R); ¢ é um n-ciclo} e B,(X; R) = Im0,41 = {d € C,(X; R);

d é um n-bordo}.

Definicao 1.1.8 (Mddulos de Homologia Singular) Considere o complexo de cadeias
. — Co(X; R) 25 (X R) -2 Cy(X; R) — 0.

O n-ésimo mdodulo de homologia singular de X com coeficientes em R é definido por

Kerd,  Z,(X;R)
Imdp1  Bu(X;R)

Hn(X3 R) =

Um elemento de H,(X; R) € da forma [c] = ¢ + B,(X; R) onde ¢ € Z,(X; R), ou seja, ¢ é um
n-ciclo. Em outras palavras, ¢ = Z n;o; tal que 0(c) =Y n;0(0;) = 0. Quando R =7, o anel

dos inteiros, € usual denotar H,(X;Z) simplesmente por H,(X).

Exemplo 1.1.1 Se X ¢é um ponto, entio H,(X,R) = 0 para todo n > 0 e Ho(X; R) = R.
Isto seque do fato que, neste caso, existe um unico n-simplexo singular o, para cada n. Logo
R = C,(X; R) (gerado por c,) e d(oy) =Y (—1)'0n1 = O o(—1))op_1 € 0 sen € impar e

¢ igual a 0,1 sen € par, n # 0. Assim temos o complexo de cadeia,
=~ 0 o 0
.—R—R—R-—R—0

com aplicacoes bordos sendo, alternadamente, isomorfismos e a aplica¢ao nula, exceto no ultimo

R, de onde obtém-se a afirmacao inicial.

)

Defini¢ao 1.1.9 (Mdédulo de homologia reduzida) Considere a aplicagao “aumenta¢ao’

e: Co(X; R) — R definida por (> n;o;) = > n; e o complexo de cadeias singular aumentado
 — Cy(X; R) 2 Cy(X; R) 25 Co(X;R) = R — 0

onde € o 01 = 0. Os mddulos de homologia deste complexo, denotado por ﬁn(X;R) sa0
chamados de moédulos de homologia reduzida de X. Definindo ZO(X; R) = Kere, obtemos,
Bo(X;R) C Zy(X; R) visto que 08y =0, e 0 médulo de homologia reduzida 0-dimensional de
X € dado por

Obviamente H,(X; R) ~ H,(X: R) paran > 0.

3
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Vamos obter agora a relacio entre os grupos Ho(X; R) e Hy(X; R). Primeiramente, notemos
que Zo(X; R) é um subgrupo de Zo(X: R) = Co(X; R), e Hy(X; R) é um subgrupo de Hy(X; R).
Denotemos por € : Hy(X: R) — Hy(X; R) o homomorfismo inclusao. Como ¢ o 8; = 0, segue
que (By(X; R)) = 0, assim a aplicagdo aumentagao induz um homomorfismo €, : Hy(X; R) —
R.

Proposicao 1.1.1 A seguinte sequéncia de modulos e homomorfismos 0 — fIO(X;R) N
Ho(X;R) == R — 0 ¢ exata. Assim podemos identificar ﬁg(X;R) com o Kernel de €, e
temos que Ho(X: R) = Ho(X;R) ® R.

Demonstracao: Considere o complexo de cadeias abaixo
 — Co(X; R) -2 (X R) 25 Oy(X; R) — 0,

Defina ¢ : Cy(X; R) — R a aplicagdo aumentacao para Cy(X; R). Como ¢ é sobrejetor, temos

pelo teorema do isomorfismo que

Co(X; R)
20T~ p
Kere
Por outro lado,
Kerdy Co(X;R) = Zo(X:R) Kere
Hy(X;R) = = Hy(X;R) = = .
0< ’ ) [m@l [m@l € 0< ' ) Im('?l Im@l
Entao podemos considerar a seguinte sequéncia exata
Co(X; R)
0 Kere i C()(X; R) P Im@l
— —_— —— — ———— — (),
Imo, Imo, Kere
]m@l
ou ainda
Kere ; Co(X;R) », Co(X;R)
0— —_— " — —— — (),

Imo, Imo, Kere

onde 7 é a inclusao e p é a projecao. Portanto, a sequéncia acima é
0 — Ho(X;R) - Hy(X;R) =5 R — 0
e é exata. Dal segue que Ho(X; R) = Im& @ Ime, = Kere, @ Ime, e assim

Ho(X;R) = Hy(X;R) ® R.
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Proposicao 1.1.2 (/19/, Proposicio 2.6, p.109) Se X € wum espa¢o nao vazio

€
o~

{Xo : a € A} sio as componentes conexas por caminhos de X, entdo Hp(X;R)

P Hi(Xa: R).

aEA

Proposicao 1.1.3 ([19], Proposi¢io 2.7, p.109) Se X é um espago nao vazio conexo por

caminhos entio ¢, : Hy(X; R) — R é um isomorfismo e Hy(X;R) 0.

Corolario 1.1.1 (/19], Proposicio 2.8, p.110; [29], Exemplo 2.1, p.15) Se X é um ponto entdo

H,.(X;R) =0 para todo n.
Demonstracao: Segue da proposicao anterior e do Exemplo 1.1.1. |

Homomorfismo Induzido em Homologia

Sejam X, Y espacos topologicos e f: X — Y uma funcao continua. Queremos definir
um homomorfismo induzido por f, em homologia, f. : H,(X; R) — H,(Y; R). Primeiramente
definimos um homomorfismo f; entre os médulos de n-cadeias C,,(X;R) e C,(Y; R). Como
Cn(X; R) e Cp(Y; R) sao R-mddulos livres bastard definir a aplicagdo na base de C,(X; R) e

estender por linearidade.

Definicao 1.1.10 Sejam X e Y espacos topologicos e f : X — Y, aplicagao continua,
definimos fy : Cp,(X; R) — C,(Y; R) nos geradores da sequinte maneira:

o€ Cy(X;R)— fy(o)(=foo: A" —Y)

A extensao natural por linearidade para C,(X; R) € dada por

Ji <Z nﬂz’) = ;nifﬁ(m) = ;m(f °0;).

As aplicagoes fy : Cpi(X; R) — Co(Y; R), n > 0 satisfazem f;00 = 0o fy. Assim temos que

o sequinte diagrama é comutativo.

On,

Jfﬁ tfﬁ e

o
e o (YiR) 2 00 (Vi R) -2 O (VI R) ——
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O fato que as aplicagoes f; : C,,(X; R) — C,(Y; R) satisfazem fy00 = do f; é também
expressado por dizer que as aplicacoes f; definem uma aplicacao de cadeias do complexo de
cadeia singular de X no complexo de Y. A relacao f; 00 = 0o f; implica que fy leva ciclo
em ciclo pois se d(a) = 0 entao 9(fy(«)) = f;(0(a)) = 0. Também, f; leva bordo em bordo
pois f;(0(B)) = O(f:(5)). Assim f induz um homomorfismo f, : H,(X;R) — H,(Y;R),
0] = 0+ Bu(X, ) — [([o]) = £(0) + Bu(Y, R).

Proposicao 1.1.4 (/19], Proposi¢io 2.9, p.111) Uma aplicagcdo de cadeias entre complexos

induz homomorfismos entre os modulos de homologia dos dois complexos.

Recordemos que duas aplicagoes continuas entre espagos topoldgicos ¢, ¥ : X — W, sao
homotdpicas se existe uma fungao continua F': X x I — W, tal que F(x,0) = p(z) e F(x,1) =
(x), para todo x € X, e dois espagos topolégico X e Y tem o “mesmo tipo de homotopia”
(e denotamos X ~ Y') se existem aplicagoes continuas f : X — Y e g : Y — X tais que
fog é homotépica a aplicacao identidade ¢dy e gof é homotdpica a idx. Nesse caso f e g sao
chamadas equivaléncias de homotopia. Em geral usamos também a notagao f ~ g para indicar
que duas aplicagoes sao homotopicas.

A homologia singular é invariante por homotopia, mais precisamente, temos:

Teorema 1.1.1 (/19/, Coroldrio 2.11, p.111) Se f : X — Y € uma equivaléncia de homotopia
(em particular um homeomorfismo) entao f.: H,(X; R) — H,(Y; R) é um isomorfismo para

todo n.

R, se n=0 ~

Corolario 1.1.2 Se X € contrdctil entao H,(X; R) = e H,(X;R) =0 para
0, se n>1

todo n.
O resultado seguinte nos da uma importante relacao entre os médulos de homologia de um

espago X, um subespago A e o espaco quociente X /A, quando A é um retrato por deformacao
em X (lembramos que A é um retrato por deformagao de X se existe r : X — A continua tal

que 7 04 é homotépica a id4 e i o r é homotdpica a idxy onde i : A — X é a incluséo).

Teorema 1.1.2 ([19], Teorema 2.13, p.114) Se X € um espago e A é um subespaco fechado
nao vazio que ¢ um retrato por deformacao de alguma vizinhanca em X, entdo existe uma

sequéncia exata
. — Hy(A;R) - Ho (X3 R) 25 Hy(X/A;R) -5 Hy 1(A; R) == ...
ondei:A— X € ainclusio e j: X — X/A € a aplicagdo quociente.

Em particular, tomando X = D" e A = S ! onde D" = {(x1,2s,....,2,) € R"; 23 + ... +
22 < 1} é o disco n-dimensional e S"~! = 9D™; usando que D™ é contréctil, o resultado anterior

e o fato que X/A tem mesmo tipo de homotopia que S™, obtemos:
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Corolério 1.1.3 (/19], Coroldrio 2.14, p.114) Hi(S™; R) = { R, sei=n

0, caso contrario.
Definicao 1.1.11 Sejam A e B subespacos topologicos de um espaco X. Dizemos que o
par {A, B} € excisivo se a aplicacao de cadeia C,(A;R) + C(B;R) — C,(A U B;R)
(induzido pela inclusdo) induz isomorfismos na homologia, onde C,,(A; R)+C,(B; R) é o menor
submddulo de C,(AU B; R) contendo Cy,(A; R) e C,(B; R).

Proposicao 1.1.5 (/19/, Proposicio 2.1, p.119) Sejam A e B subconjuntos de um espago
topoldgico X tais que X = int(A) Uint(B). Entio {A, B} € um par excisivo em X = AU B.

Se A e B sao subconjuntos de um espago X tais que X= int(A) U int(B), isto é, X ¢é a
reuniao dos interiores desses subconjuntos, ha uma interessante sequéncia exata que relaciona
a homologia de A, B, AN B e X, conhecida como sequéncia de Mayer- Vietoris ([19] Cap. 2,
§2.2, p. 149 ; [29], Teorema I11.5.1, p. 59). A prova usa a proposi¢ao anterior.

Teorema 1.1.3 (Sequéncia de Mayer - Vietoris) Sejam A e B subconjuntos de um espago
topoldgico X tais que X = int(A) U int(B). Entdo € possivel definir um homomorfismo
conectante A\ : H,(X; R) — H,_1(AN B; R), para todo n, de modo que a sequinte sequéncia é

exata:
. — Hy(ANB; R) %5 H,(A: R)®H,(B; R) 5 H,(X;R) 2 Hy 1 (ANB; R) ... — Hy(X;R) — 0

onde ¢.(x) = (ix(2), ju(z)), x € Hy(AN B; R), e Y. (u,v) = ki(u) — l.(v), para u € H,(A; R),

v € H,(B; R), com i, Ju, k, L as induzidas das inclusoes naturais.

Podemos estender o conceito de homologia por considerar homologia com coeficientes em

um R-moédulo M qualquer, onde R é um anel comutativo com unidade.

Defini¢ao 1.1.12 (Homologia com coeficientes em um R-mddulo M) ([12], Definigao 1.1.7,
p. 130) Sejam X um espaco topoldgico e M um R-mddulo (R anel comutativo com unidade).
A homologia do complexo de cadeias C.(X; R) @g M € chamada de homologia de X com
coeficientes no R-mddulo M e é denotada por H.(X; M).

Observacao 1.1.2 (i) Se R € um anel (comutativo com unidade), podemos falar na homologia
de X com coeficiente no anel R e com coeficientes no R-mddulo R, mas H.(X;R) =
H,.(C.(X;R)) = H,(Ci(X; R) ®r R), visto que C,(X; R) =2 C\(X; R) ®g R.

(i) Dado um grupo abeliano G podemos considerar G' como um Z-mddulo (de modo natural),
assim a homologia de um espaco X com coeficientes em um grupo abeliano G é a homologia do
complexo de cadeias C.(X) ®z G. Em particular, podemos considerar R como um anel e como
um grupo abeliano (Z-mddulo). Porém, H.(X;R) = H.(C.(X; R)) = H.(C.(X) ®z R), visto
que Co(X; R) =2 Cu(X) @z R, ([17], p.256) onde C.(X) = C(X;Z).
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Cohomologia Singular

Seja X um espago topoldgico, considere os R-mdédulos C,(X;R) definidos como
anteriormente, isto é, o R-médulo livre gerado pelos simplexos singulares (C,(X;R) =
(0 : A" — X; o é um n-simplexo singular)). Para cada n, considere Hom(C,(X; R); R) =

{¢ : C,(X; R) — R; ¢ é um homomorfismo} que vamos denotar por C"(X; R).

Defini¢ao 1.1.13 O operador cobordo ¢ : C"(X; R) — C" " (X; R) é o dual 9* de 0, mais

precisamente, para uma cocadeia ¢ € C™(X; R), temos que o cobordo d(p) € a composi¢do
Coi1(X:R) -5 Co(X:R) & R.

Isto significa que para um (n + 1)-simplexo singular o : A" — X temos

n+1

(8"(@))(0) = D> (=120 fvpsttroms):

=0

Proposigao 1.1.6 A composi¢io C"1(X; R) i C"(X;R) 2% C""Y(X,R) ¢ a aplicagio

nula.
Demonstracao: Segue diretamente do Lema 1.1.1. |

Definigao 1.1.14 Um elemento de C™(X;R) é chamado uma n-cocadeia singular, os
elementos de Kerd™ sao chamados de n-cociclos e os de Imd™ sao denominados n-cobordos.

O complezxo (C"(X; R),0™) € denominado complexo de cocadeias singular de X.

Defini¢ao 1.1.15 (Mddulos de Cohomologia Singular) O n-ésimo mdédulo de cohomologia
singular de X ¢ definido por

n Keri®

Notemos que o modulo de cohomologia singular de X é a homologia do complexo de cocadeias
C*(X; R). Como para homologia, é usual denotar H™(X;7Z) por H"(X).

Homomorfismo Induzido em Cohomologia

Sejam X, Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma aplicacao continua. Para cada n,

considere
f*:C™(Y;R) — C™(X;R),
@ — fHp) ==po fi

Pode-se verificar que as aplicacoes f* satisfazem do f* = ffod. Dessa forma o seguinte diagrama

é comutativo.
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e oy ) T eny Ry e iR e
K |7 I

57’7,

o —— O"HX;R)—— C"(X;R) C""Y(X;R)—— ...

Assim, f induz um homomorfismo em cohomologia, f*: H"(Y; R) — H"(X; R), que associa
[o] = ¢+ Imd"~t € H*(Y; R) a [f*(¢)] = [*() + Imd"~" € H'(X; R).

Proposicao 1.1.7 Uma aplicacao entre dois complexos induz homomorfismos entre os modulos

de cohomologia dos complezos.

Teorema 1.1.4 (/19], p.201) Se X e Y tem o mesmo tipo de homotopia (em particular sao
espagos homeomorfos) entio H*(X; R) = H*(Y; R).

Teorema 1.1.5 (Sequéncia de Mayer - Vietoris)([19], p.203) Sejam A e B subconjuntos de

um espago topologico X tais que X = int(A) Uint(B). Entdo a segquinte sequéncia € exata:
.. — H"(X;R) S H"(A;R)® H(B;R) "> H"(ANB;R) — H""(X;R) — ...

onde ¢*(x) = (i*(z),j*(z)), x € H'(X;R), e v*(u,v) = k*(u) — I*(v), para u € H"(A; R),

v € H"(B; R), com i*,j*, k*,1* as induzidas das restri¢oes naturais.

Como para homologia, podemos considerar a cohomologia para coeficientes em um R-mddulo

M (R anel comutativo com unidade).

Defini¢ao 1.1.16 (/12] I. §1.4, p. 14) Sejam X um espago topoldgico e M um R-mddulo
qualquer (R anel comutativo com unidade). A homologia do complezo Homgr(Cy(X; R), M) é

chamada cohomologia de X com coeficientes no R-mddulo M e é denotada por H*(X; M).

Observacao 1.1.3 Similarmente, se G é um grupo abeliano podemos considerar G como um
Z-mddulo (de modo natural), assim a cohomologia de um espagco X com coeficientes no grupo
G € a homologia do complexo de cocadeias Homz(Cy(X),G). Em particular, se R € um anel
(comutativo com unidade), podemos considerar a cohomologia de X com coeficientes no anel
R e com coeficientes no Z-médulo R, mas isto nao acarreta problemas visto que C*(X; R) =
Hompg(Cy(X; R),R) = Homz(Ci«(X), R) ([12], Exercicio 9, p.14).

1.1.2  (Co)homologia Singular Relativa

Dados um espago X e um subespago A C X, seja C,(X,A; R) o mdédulo quociente
Cn(X;R)/CL(A; R). Assim cadeias em A sdo triviais em C),(X, A; R). Como a aplica¢ao bordo
0:Ch(X;R) — C,_1(X; R) leva C,(A; R) — C,,_1(A; R), 0 induz uma aplica¢ao bordo

9



1 (Co)homologia singular e Orientagao para Variedades

0:C0n(X,A;R) — C,_1(X, A; R)
0+ Cp(A;R) — 0(0) + Cm1(A; R)

Deixando n variar, temos uma sequéncia de aplicagoes bordos
. — Ch(X, A, R) N n-1(X, A R) — ...

Ainda, 9,,00,41 = 0, de modo que {C,(X, A; R), d,} forma um complexo de cadeias (relativas).

Defini¢ao 1.1.17 (Ciclos e Bordos Relativos) Um n-ciclo relativo é uma n-cadeia o €
Co(X; R) tal que 0(a) € C,_1(A; R) e um n-bordo relativo ¢ um elemento de C,(X; R) do
tipo o« = O(B) + v para algum B € Cpy1(X;R) ey € Cp(A; R).

Definicao 1.1.18 O n-ésitmo mddulo de homologia relativa de X mddulo A ¢ definido

por

Kerd,
H.(X,A;R) = T
n—1

Quando R =7, € usual denotar H,(X, A;7Z) por H,(X, A).

Sequéncia Exata Longa em Homologia (do par (X, A))

Sejam X um espaco e A um subespaco de X. Para cada n considere a sequéncia exata

curta de R-médulos livres
0 — Cu(A; R) 5 Cu(X; R) 25 Cu(X, A;R) — 0,

onde 74 é a aplicacao induzida da inclusao de A em X e j; é a projecao canonica. Dessa forma,

temos a sequencia exata de complexos
(#) 0 — (ColA; B)nert = (Cal(X; R))nent 5 (Cu(X, 4; R) et — 0.

Teorema 1.1.6 Se X € um espaco e A um subespaco de X entdo a sequéncia exata de

complexos (x) induz uma sequéncia exata longa em homologia
. — Hy(A;R) - H\(X; R) 25 Ho(X, A R) -2 H,_1(A;R) = H,_1(X;R) — ...

Demonstragao: ([19], p.115 e Teorema 2.16, p.117). n

Observagao 1.1.4 A aplicagiao bordo 0 : H,(X,A; R) — H,_1(A; R) tem uma descri¢ao
muito simples: Se uma classe [a] € H,(X, A; R) € representada por um ciclo relativo «, entdo
Jd([a]) € a classe do ciclo Oa em H,_1(A; R).

10
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A sequéncia exata longa do par nos mostra que os médulos H,(X, A; R) medem de certo
modo a “diferenga” entre os médulos H,(X; R) e H,(A; R). Em particular, se H, (X, A; R) =0
para todo n, a exatidao implica que a inclusdo i : A — X induz isomorfismos H,(A; R) =
H,(X; R) para todo n.

Observacao 1.1.5 FExiste uma sequéncia exata longa completamente andloga, a dada no

Teorema 1.1.6, para mddulos de homologia reduzida de um par (X, A) com A # 0 e tem-se,

para todo n, que H,(X, A; R) = H,(X, A; R), quando A # 0 ([19], p.118).

R, se i1=mn, .
Exemplo 1.1.2 H;(D",0D™; R) = . Em particular H;(D",0D") =
0, caso contrario
Z, se 1=n, . . . .
.. De fato, considere a sequéncia exata longa (de homologia reduzida)
0, caso contrario

para o par (D™, 0D™) (onde por simplicidade vamos omitir o anel coeficiente R),

... — HydD") > H(D") 2% Hy(D",0D") % H, ((dD") > H, 4(D") — ...

— Hy(D",0D") % Hy(0D™) — Ho(D™) — Hy(D",dD™) — 0.
Sabemos que H;(D™) = 0 para todo i (Coroldrio 1.1.2), pois D" é contrdctil. Agora dD"™ = 5",

assim obtemos que ]:jo(D", 0D™) =0 e, para i > 0, a sequéncia exata

0 — H;(D",dD") — H;_1(5"') — 0,

o que implica que ﬁ[,-(D”,(?D”) = ﬁi_l(S”_l), para i > 0. Pela Observagao 1.1.5, obtemos
H;(D™,dD"™) = H;(D™,dD") e entdo pelo Coroldrio 1.1.3 temos

R ) =
HZ(Dn7aDn> ~ { , S€ 1 n

0, caso contrario.

Il
Il

Exemplo 1.1.3 Similarmente temos que H;(R",R" — {z}; R) H;_1(R" — {z}; R)

R, se i=n

0, caso contrario.

Exemplo 1.1.4 Se g € X entio H,(X,xo) = Hu(X, {z0}) = H,(X), para todo n. Isto seque
aplicando a sequéncia exata longa dos grupos de homologia reduzida ao par (X, xg), considerando

que H,(zo) = 0 para todo n.

Homomorfismos Induzidos em Homologia Relativa

Sejam X, Y espacos topoldgicos, A um subespago de X e B um subespaco de Y.
Existem homomorfismos induzidos para a homologia relativa assim como no caso absoluto.
Uma aplicagdo f : X — Y com f(A) C B, ou mais resumidamente, f : (X, A) — (Y, B),

11
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induz homomorfismos (que por abuso também vamos denotar por f; como no caso absoluto)
fi 0 CuX A R) — Cu(Y, B R); 0 + Co(A;R) — fy(o) + Cu(B;R) = foo + Cu(B;R)
(com ¢ : A" — X, n-simplexo singular) pois a aplicagdo de cadeia (no caso absoluto)
fi : Co(X5 R) — Co(Y; R) leva C,(A; R) em C,(B; R), de modo que obtemos uma aplicagao

bem definida no quociente
fﬁ : Cn(XaA; R) - Cn(}/a B; R)

A relagao fjo0 = Jo f; vale para cadeias relativas uma vez que vale para cadeias absolutas. Pela
Proposicao 1.1.4, temos entdao homomorfismos induzidos f, : H,(X, A; R) — H,(Y, B; R).

Defini¢ao 1.1.19 Duas aplicagées f,qg : (X, A) — (Y, B), isto € tais que f,g: X — Y e
f(A) € B, g(A) C B, sao homotdpicas (como aplicagoes de pares) se eziste uma aplica¢do
continua (de pares) F: (I x X, I x A) — (Y, B) tal que F(0,z) = f(z) e F(1,z) = g(z) para
todo x € X, onde I =0, 1].

Proposicao 1.1.8 (/19/, Proposi¢ao 2.19, p.118) Se duas aplicagéoes f,g : (X, A) — (Y, B)

sao aplicagoes homotdpicas de pares (X, A) — (Y, B) entao
fe=9«: H (X, A;R) — H,(Y,B; R).

Teorema 1.1.7 (Excisao)([19], Teorema 2.20, p.119) Dados subespagos Z C A C X tal que
o fecho de Z estd contido no interior de A, entao a inclusio (X — Z, A —Z) — (X, A) induz

1somorfismos

Ho(X — Z,A— Z:R) — H,(X,A; R)

para todo n. FEquivalentemente, para subespacos A, B C X cuja reunidgo dos interiores cobrem
X, a inclusio (B, ANB) — (X =int(A)Uint(B), A) induz isomorfismos H,(B, ANB; R) —
H,(X, A R).

Corolario 1.1.4 Seja X um espacgo topoldgico. Se U C X € um aberto nao vazio e x um ponto
qualquer de U entao
Hy(U,U —A{z}; R) = Hy(X, X — {z}; R).

Em particular, se X = R™, entao

R, | =

H{U,U —{}; R) = Hy(R™, R" — {}; F) = { e

0, caso contrario.
Demonstracao: Tome Z = X — U (o complementar de U em X) e A = X — {z}. Entao
X—-7Z=U,A—-7Z=U—{z} e claramente fecho(Z)= fecho(X —U) = X —U C int (A), visto
que U e X —{x} sdo abertos em X. Dai o resultado segue usando o teorema anterior (excisao),

e o Exemplo 1.1.3 para o caso em que X = R™. |
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1.1 Pré-requisitos Topolégicos

Corolario 1.1.5 Considere o anel R = Z. Se o0s subconjuntos abertos nao vazios U C R™ e

V C R™ sao homeomorfos, entao m=n.

Demonstragao: Para z € U temos pelo resultado anterior, que

Z, se k=m
Hy(U,U — {z}) 2 H,(R™,R™ — {z}) = o
0, caso contrario.

Analogamente, para y € V' obtemos

Hk<v,v—{y}>%{ Lo h=m

0, caso contrario.

Seja h : U — V um homeomorfismo. Entao A induz isomorfismos
Hy(U, U —A{x}) — He(V,V —{h(x)})

para todo k. Assim devemos ter m = n. |

Vamos introduzir agora uma sequéncia exata conhecida como a sequéncia de Mayer-Vietoris

relativa em homologia.

Teorema 1.1.8 (/29], p.187) Sejam A e B subconjuntos de um espago topoldgico X tais que

X =int(A) Uint(B). Entdo a sequinte sequéncia € exata
— H\(X,ANB;R) 25 H,(X, A;R) & Ho(X, B; R) 5 H,(X,AUB;R) —> ...

(que por abuso também vamos denotar por ¢. e b, como no caso absoluto) onde ¢.(r) =
(1:(2), jx(x)) € Yu(u,v) = ki(u) — l(v), para x € Hy(X, AN B;R), u € Hy (X, A R) ev €

H, (X, B;R) com iy, j«, ks, i as induzidas das inclusées naturais.

Observacao 1.1.6 (/19], Proposi¢iao 2.21, p.119) Na verdade, a sequéncia exata do teorema

anterior vale mais geralmente quando o par {A, B} € excisivo (Defini¢ao 1.1.11).

Do mesmo modo que definimos homologia absoluta com coeficientes em um R- médulo,

define-se a homologia relativa do par (X, A) com coeficientes em um R-médulo M.
Definicao 1.1.20 Sejam X um espago topoldgico, A um subconjunto de X e M um R-mddulo
(R anel comutativo com unidade). A homologia de C.(X, A, R) @g M é chamada homologia

relativa do par (X, A) com coeficientes em um R-mddulo M e denotada por H*(X, A; M).

Cohomologia Singular Relativa

13



1 (Co)homologia singular e Orientagao para Variedades

Consideremos os complexos de cadeia (C,(A; R),0), (Ch(X; R),0), (Cn(X, A; R),0) dados
anteriormente. A partir de C),(X, A; R) obtemos um complexo de cocadeias de R-mddulos livres
C™(X,A; R) = Hom(C,(X, A; R), R) com o operador cobordo ¢ assim definido

=n

3" O™(X, A; R) — C"Y(X, A; R)

fr—10"(f)=fo0

~ <n—1 . . ’1: . . .
A relaggo 0 o 9§ = 0 também ¢ vélida na cohomologia relativa. Dessa maneira

{C*(X,A;R),d } forma um complexo de cocadeias (relativas).

Definicao 1.1.21 O n-ésitmo mddulo de cohomologia relativa de X modulo A € dado
por —
Kerd"

—<n—1"

Imo
Quando R = Z, vamos denotar H"(X, A;7Z) por H"(X, A).

H"(X, A; R) =

Sequéncia Exata Longa em Cohomologia (do par (X,A))

Sejam X um espaco e A um subespaco de X. Para cada n considere a sequéncia exata curta

de R-modulos livres

it

0 — O"(X, A; R) 25 0"(X; R) -5 C™(A: R) — 0

onde j*(¢) = @ o jy, com p € C"(X,A;R) e jy a projegao candnica, e i*(1)) = 9 o iy, com

1 € C"(X; R) e iy a inclusdo. Dessa forma, obtemos a sequéncia exata de complexos
" .
(4) 0 — (C™(X, A5 R))uers 2 (C™(X: B))uers — (C(4; R))nen — 0

Teorema 1.1.9 (/19/, p.200) Se X é um espaco e A é um subespago de X, entdo a sequéncia

exata de complexos (%) induz uma sequéncia exata longa em cohomologia

-k

. — H"(X,A;R) 25 H"(X;R) - H"(A;R) - H"" (X, A;R) — ...

Homomorfismos Induzidos em Cohomologia Relativa

Sejam X, Y espagos topologicos, A um subespago de X e B um subespaco de Y.
Como no caso absoluto, existem homomorfismos induzidos para a cohomologia relativa. Uma
aplicagdo f : X — Y com f(A) C B, ou mais resumidamente, f : (X, A) — (Y, B), induz
homomorfismos f* : C"(Y, B; R) — C™(X, A; R); que associa um elemento ¢ € C"(Y, B; R) =
Hom(C,(Y, B; R), R) o elemento f*(p) := ¢ o fy, onde f; : Co(X, A;R) — C,(Y,B; R), f* =

14



1.1 Pré-requisitos Topolégicos

Hom(fy,idR). Assim pela Proposicao 1.1.7 temos homomorfismos induzidos em cohomologia,
f*:H"(Y,B;R) — H"(X, A; R).

Proposicao 1.1.9 (/19], III. p.201 ou [29], p.156) Se duas aplicagées f,q: (X, A) — (Y, B)
sao homotopicas de pares (X, A) — (Y, B) entio f* =g*: H*(Y,B; R) — H"(X, A; R).

Teorema 1.1.10 (Ezcisdo)([19], p.201) Para subespacos Z C A C X com o fecho de Z
contido no interior de A, a inclusio i : (X — Z, A — Z) — (X, A) induz isomorfismos
i*: H"(X,A; R) — H™(X — Z,A— Z; R) para todo n.

H&4 uma versao da sequéncia de Mayer-Vietoris para cohomologia relativa. Tal sequéncia

serd util na prova da dualidade de Poincaré, no Capitulo 2.
Teorema 1.1.11 (/29/, p.187 e Observagao 1.1.6) Sejam A e B subconjuntos de um espago
topolégico X tais que X = int(A) Uint(B). Entao a sequinte sequéncia é exata:

. — H"(X,AUB;R) %> H"(X,A; R) & H"(X,B; R) > H"(X,ANB;R) — ...
onde ¢*(z) = (i*(x),5j%(x)), x € H(X,AU B;R), e ¥*(u,v) = k*(u) — I*(v), para u €
H"(X,A;R), ve H"(X, B; R), com t*,j*, k*,I* as induzidas das restri¢oes naturais.

Assim como definimos cohomologia com coeficientes em um R-moédulo M, definiremos agora

a cohomologia relativa do par (X, A) com coeficiente em um R-médulo M.

Defini¢ao 1.1.22 A cohomologia de Hompg(C.(X,A;R),M) €é chamada cohomologia

relativa do par (X, A) com coeficientes em um R-mddulo M.

1.1.3 Teorema dos coeficientes universais

Apresentamos agora uma interessante relacao entre a (co)homologia com coeficientes em
um anel R comutativo com unidade (visto como Z-médulo/ grupo abeliano) com as homologias
com coeficientes em Z (vide [19], p.196 e 204; [17], p.169 e 256).

Teorema 1.1.12 (/17], Teorema 29.12, p.256 ou [19], Teor.3A.3, p.264) Existem sequéncias

exatas naturais
0 — H,(X)®R— H,(X;R) — Tor(H,_1(X),R) — 0

para todo n e todo R, e estas sequéncias cindem.

Corolario 1.1.6 Para cada par de espagos (X, A) existem sequéncias exatas cindidas
0— H(X,A)® R — H,(X,A;R) — Tor(H,-1(X,A),R) — 0

para todo n, e estas sequéncias sao naturais em relagdao as aplicagoes (X, A) — (Y, B).

15



1 (Co)homologia singular e Orientagao para Variedades

Corolario 1.1.7 ([19], Coroldrio 3A.6(a), p.266) Temos que H,(X;Q) ~ H,(X;Z) ® Q e
assim, quando H,(X;Z) € finitamente gerado, a dimensio de H,(X;Q), como um espago

vetorial sobre Q, € igual ao rank (ou posto) do grupo abeliano H,(X;Z).

Teorema 1.1.13 (/19], Teorema 3.2, p.195 e p.201; [17], 253.28, p.189) Existem sequéncias

exatas naturais
0 — Ext(H, 1(X),R) — H"(X;R) - Hom(H,(X),R) — 0

e estas sequéncias cindem. Mais geralmente, se (X, A) € um par entdo existe uma sequéncia

exata curta que cinde:
0 — Ext(H, 1(X,A),R) — H"(X,A; R) — Hom(H,(X,A), R) — 0.

Observagao 1.1.7 O homomorfismo « dado na sequéncia acima é assim definido: [] €
H"(X, A;R) w— o[$]) € Hom(Hn(X,A),R) tal que o([¢])([0]) = ¢(o) onde [§] €
H"(X,A; R) € representado pelo cociclo v € Hom(Ch(X,A;R),R) e [0] € H,(X;R) €
representado por um ciclo o € Cp,(X; R).

Observacao 1.1.8 (/19], p.196 e p.267) Os teoremas anteriores valem se substituirmos R
por um grupo abeliano (Z-mddulo) arbitrdrio. Ainda, considerando R um dominio de ideais
principais (PID) temos resultados similares aos apresentados anteriormente, que relacionam
a n-ésima homologia e a n-ésima cohomologia de X com coeficientes em um R-mddulo M
qualquer, com as (n — 1) e n-ésimas homologias de X com coeficientes em R. Para isso temos
que ezigir que R seja um PID pois neste caso submddulos de um R-mddulo livre sao livres, ([34]
Proposicao A.4.4, p.124), similarmente ao que ocorre com 7 visto que subgrupos de grupos

abelianos livres sao livres.

Exemplo 1.1.5
R, se g=n

0, se q+#n.

Ainda, H*(R™,R" — {2}, R) % Hom/(H,(R",R" — {2}); R) = R. Isso seque diretamente do

resultado anterior e do Fxemplo 1.1.5.

HYR", R" — {z}; k) = {

1.1.4 Produto cap absoluto e relativo

Definicao 1.1.23 (/19/, p.239) Para um espaco arbitrario X e um anel de coeficientes R,

definimos um produto cap R-bilinear
~ : CL(X;R) x CY(X;R) — Cy_ (X R)
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1.1 Pré-requisitos Topolégicos

para k > 1 por considerar, (nos geradores)

7~ @ = (0w,...00) O fvr,...n]
para o AF — X e p € CY(X; R).

Entendendo melhor essa aplicacao:

Temos que o : A¥ — X ou seja o : [vg,..., v, ..., 0] — X. Dessa forma,
AL
O-|['U01'“7,Ul} : A X

o que implica que 0|y, v € Ci(X;R). Como ¢ : Ci(X;R) — R jd que p € C'(X;R) =
Hom(Ci(X; R), R), entao ¢(0|[,...y]) € R € assim ¢(0|jy,...,)) € uma constante. Um elemento
de Cj_(X;R) é uma soma finita Y, a;0; onde o; : A*¥! — X e aq; € R, mas podemos
ver olpy,,..v) como um elemento de Cj_;(X,R) por identificar AR =y, oo v]. (Mais
precisamente, o : [Up,..., U] — X onde estamos considerando vy = vy, ...,V = V).
Assim temos |, v, : AFl — X o que implica que Oliy,on] € Cr—i(X; R). Denotando

a; = 90(0-“1)0,..‘71)1]) temos que
o~ = ai-U’[w,...,uk] S Ck,l(X; R),

Proposigao 1.1.10 9(c —~ ¢) = (=1)Y0(c) ~ ¢ — 0o —~ §(¢)), onde 0 € Cr(X;R) e ¢ €
CY(X;R).

k
Demonstragao: Pela Definigao 1.1.6 temos que 0(c) = Z(—l)iahvo ..... 5on] € Crm1(XG R).

i=0
Como d(a) € Cy_1(X, R) e p € C'(X; R) temos que considerar, para obter (o) —~ ¢,

~ :Cp_1(X;R) x CHX; R) — Cy_1(X: R).

Ainda, 9(0) = o|powr,in] — o, + -« + (=1 0|, 5. Assim 9(o0) —~ ¢ =
O oon,in] = P = Olwosron] — @+ -+ (=1)*0 |1 0n,..5:] — - Mas:

L [ I ] (o PR ) Ko [P

® 0{uo,01,06] ™ P = (O (wo,01,00411)-O ot 1,0 08]

° 0|[v0,v1,...,m,...,vk] @ = 90(0|[vo,vl,...,@,vl+1})-0|[le,...,vk]

o 0-|[U07’U17---»6l+17---7'0k] @Y= QO(U|[vo,vl,---vvz])‘0|[vzﬁz+1,---,vk}
b U|[Uo,vl7---,Uz+17---75j,---7vk} — ¢ = 90(0-|[Uomu---ﬂ]ﬂ)'O-|[vz7vz+1 ----- Ujyens V)"

b 0-|[U07'U17~--ﬂ7k] Y= 90<0|[vo,vl7~--7vz])'0|[vzw-ﬁk]‘
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Portanto,
l k
8(0') Y= Z(—l)ch(ahyo ----- ﬁi,---,vl+1]>‘0|[Uz+1,---7’Uk} + Z (_1)190(0-“@0 ----- vz])‘ahvz ----- Di,eoey Uk *
i=0 i=1+1
I+1
Agora §(p) = Z(—l)’gp(cﬂ[vo,.,,@y,”’vm]) € C""(X; R) (Definicdo 1.1.13). Como o € Cy(X; R)
i=0

temos que considerar
~ 1 Cp(X; R) x C"HX; R) — Ci_q11)(X; R).

Temos que

o~ 8e) =0 ~ @(@e,.ma]) =0 ™ (Ol posr,via]) T F (=)o ~ (0o, i111])-
Mas

¢0 ™ @(U‘[ﬁo,..~,vl+1]) = 90(0|[ﬁo,..-,vl+1])'0|[vz+1,~~-,vk}

¢ 0 ™ 90(0-|[v0,517-~-7vz+1}) = 4:0(0-|[v0,51,-~7vz+1})'0-

(V14155 Vk]

®¢0 ™ @(U‘[voy---,ﬁzvvzﬂ]) = 90(0-|[vo,---ﬁzﬂ)lﬂ])‘U|[Uz+1,---ﬂik}

¢ 0 ™ @(J‘[vo,mﬁwﬂ) = 90(0-|[vo,m,@zﬂ])'a’[vlﬂw,vk}'

I+1
Portanto, g™ 5(90) = Z(_l)z(p((ﬂ[vo,...,@-,...,vl“})'O-l[vg+17...,vk]-

i=0
Dessa forma,

k
8(0-> =0 5«0) = Z <_1)ZSO(O-|[U07...,vl])’g|[vh...ﬁ)\i,...,vk} - (_1)l+190<0-|[vo,...7ﬁl+1})'0|[v1+1,...,vk]‘
i=1+1

Podemos escrever —(—1)"*o(0 |y, 50011)-Oliorro = (=100l fwo,.)-Olwionesn o] 18 que

—(=1)"* = —(=1)Y(=1)* = (=1)". Portanto,
k
(8(0) ~ @) = (6~ 8(9) = D (= 1) (0 tvp,00)-T 10110

i=l

Por outro lado, temos que

g ™~ Q= 90(0-|[vo,...,vl})~0-|[vl,...,vk} S Ck—l(X7 R)
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Tomando 1) = o —~ @ entao 1 : A*~' — X. Pela aplicacao bordo, denotando por conveniéncia

AU = [wy, . .. wy_y], temos

k—1
w‘[ﬁo ~~~~~ wr—1] T ¢‘[wo,@1 ~~~~~ wpy] T oo (_1) w’[wo ,,,,, Wr—1]-
Considerando wy = V49, . . ., Wk—1 = Viy(k—1) = Vi teremos que

k

Agora, (=1)/(0(0) ~ ¢ — 0 ~3(9)) = Y (=1 0(0lvg,...00) O lfors 5]

1=l

Assim, d(oc ~ p) = (=1)Y(9(c) ~ o — 0 —~ d(p)). m

Da proposicao anterior segue que o produto cap de um ciclo o e um cociclo ¢ é um
ciclo (pois d(c —~ ¢) = 0). Ainda, se d(c) = 0 entdo d(c —~ ¢) = £(c —~ d(¢)), de modo
que o produto cap de um ciclo e um cobordo é um bordo. E se §(¢) = 0 entao d(c —~ ¢) =
+(9(0) ~ ), de modo que o produto cap de um bordo e um cociclo ¢ um bordo. Isto induz

um produto cap em homologia
Hy(X;R) x H'(X; R) — Hyi(X; R), (([0], [¢]) = [0~ ¢])
que é R-linear em cada variavel.

Observagao 1.1.9 Notemos que quando k = 1, temos —~ : Cyp(X; R)xC*(X; R) — Co(X; R)
e o —~ ¢ = p(0).0|n,, para todo o € Ci(X; R) e ¢ € C*(X; R).

Pode-se verificar que o produto cap assume as formas relativas:
Hy(X,A;R) x H(X;R) — H,_ (X, A; R),

Hy(X, A; R) x H(X, A; R) — Hy_(X; R).
Por exemplo, para o segundo caso observe que o produto cap Ci(X;R) x CY(X;R) —
Cr_1(X; R) restrito a Ci(A; R)x CY(X, A; R) se anula, assim existe um produto cap bem definido

-----

1.1.10 também vale para o caso relativo podemos entao passar para os modulos de homologia

e cohomologia.
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1 (Co)homologia singular e Orientagao para Variedades

Observacao 1.1.10 (/19], p. 240) O produto cap satisfaz uma propriedade de naturalidade
que descrevemos a sequir. Dada uma aplicacao f : X — Y, as aplicacoes induzidas em

homologia e cohomologia se relacionam de acordo com o diagrama abaizo:
Hy(X; R)X H(X; R)—— H;_(X; R)
E [ f.
Hy(Y;R)* H'(Y; R— H,y(Y;R)
Mais precisamente, se a € Hy(X; R) e p € H(Y; R), entdo

que € obtida por substituir f(o) por o na definigio do produto cap:
f(O') Q= gp(f(o-|[1)07---,Ul]))'f(0-|['Ulv---vvk])‘

1.1.5 Espacgos de Recobrimento

Nesta subsecao faremos um breve estudo sobre a teoria de espacos de recobrimento, que
serd util em varios contextos, como por exemplo, orientagao para variedades (1.2), Interpretacao
Topoldgica da (co)homologia (3.1.1), Coeficientes Locais (3.1.2) e no Capitulo 4. No que segue

X indicard um espaco conexo e localmente conexo por caminhos (logo conexo por caminhos).

Definicao 1.1.24 Um espagco de recobrimento de X (ou mais simplesmente um
recobrimento de X) é um par ()Af,p), onde X ¢é um espaco topologico conexo e localmente
conexo por caminhos e p : X — X ¢ uma aplicacao continua, satisfazendo a sequinte
condicao: Cada ponto x de X possui uma vizinhanca aberta conexa por caminhos U tal que cada
componente conexa por caminhos U de p Y (U) € aplicada por p homeomorficamente sobre U,
isto €, (p|g - U—Uéum homeomorfismo). A vizinhan¢a U € chamada vizinhanga elementar
ou vizinhanca admissivel e a aplicacao p é chamada projecao de recobrimento. O espaco X €

chamado espaco base.

Exemplo 1.1.6 Se X ¢é um espaco conezo e localmente conexo por caminhos entao a aplica¢ao
identidade idx : X — X € uma proje¢ao de recobrimento, isto €, (X,idx) € um espaco de

recobrimento de X .

Exemplo 1.1.7 Consideremos R e S' espacos com a topologia usual. Seja p : R — S?
a aplicagio definida por p(t) = (cos(27t),sen(2wt)) = e*™ t € R. Entio (R,p) é um

recobrimento de S*.

Exemplo 1.1.8 (R?,p) onde p é a aplicagdo p : R? — T? = S x S definida por p(ti,ts) =

(e2™itr e¥mit2) ¢ ym recobrimento de T?.
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Exemplo 1.1.9 Mais geralmente, se ()Af,p) € um espaco de recobrimento de X e ()A},q) € um
espaco de recobrimento de 'Y entao ()? X ?,po = pXxq),onde a aplicagGo py = p X q : XxY —

X XY é dada por po(z,y) = (p(Z),q(y)), € um espaco de recobrimento de X x Y.

Proposicao 1.1.11 (/28], Teorema 4.1, p.154}) Seja ()N(,p) um espago de recobrimento de X
e sejam T € X e rg € X pontos tais que p(To) = xo. Entdo o homomorfismo induzido
Py Wn()?, To) — (X, o) € um isomorfismo para n > 2 e um monomorfismo para n =1 de

modo que (X, %) = pﬁ(m(f(, To)) C m (X, xp).

Definicao 1.1.25 Se ()?,p) ¢ um espaco de recobrimento de X, o numero cardinal comum dos
conjuntos p~(x),x € X, é chamado de nimero de folhas do recobrimento. Dizemos que
o recobrimento € de n- folhas se |[p~'(x)| = n (isto é, o nimero de elementos de p~'(x) é n) e,
de infinitas folhas se o conjunto p~*(x) for infinito. O conjunto p~'(z) é chamado de fibra de
(X,p) no ponto z € X.

Definicao 1.1.26 Seja ()N(,p) um recobrimento de X. Um homeomorfismo ¢ : X — X éuma
transformacao de recobrimento (ou uma deck transformation) se po g = p. Notemos
que o congunto de todas as transformagoes de recobrimento (denotado por A()z,p)) € um grupo

em rela¢do a composicao.

Nas duas proposigoes seguintes usamos o conceito de agao de grupos, agao transitiva, agao

livre que recordamos a seguir:

Definicao 1.1.27 Sejam G um grupo denotado multiplicativamente com elemento neutro 1 e
E um conjunto nao vazio. Uma a¢do (a esquerda) de G sobre E (ou uma G-ag¢do sobre
E) é uma fungao:

pw:GxE—F

Not.
(9,7) — plg,xz) = g

satisfazendo: (i) 1.x = x, para todo x € E;

(i) (g1.92).x = q1.(g2.x), para todo g1, g2 € G e para todo x € E.

Neste caso dizemos também que G opera ou atua sobre F, ou ainda que £ é um conjunto

munido de uma G-agao.

Observagao 1.1.11 (1) FEquivalentemente, uma G-ac¢ao (a esquerda) sobre E € um
homomorfismo
p: G — Bij(E)

g+ 1(g) = pgi py(z) == g.,
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1 (Co)homologia singular e Orientagao para Variedades

onde Bij(FE) é o grupo das bijecoes de E em E. Neste caso, dizemos também que E € um
G-conjunto. Note que se E é um grupo entao pn: G — Aut(E), o conjunto dos automorfismos
de E. Se E € um espago topoldgico, exige-se em geral que a aplicagcdo p, : B — E seja
continua para todo g € G (ao invés de homomorfismo). E assim, p: G — Homeo(E).

(2) Analogamente, define-se G-a¢ao a direita sobre E. Pode-se verificar que a partir de uma
G-acao a esquerda sobre E& obtemos uma G-ac¢ao a direita sobre E da sequinte forma: x * g :=
gt

Definicao 1.1.28 Seja E um conjunto nao vazio munido de uma G-a¢ao. Dizemos que G
atua transitivamente em E ou que E é um G-espag¢o homogéneo, se para todo x,y € F,

existe g € G tal que g.x = y.

Defini¢ao 1.1.29 (i) Dizemos que a a¢do de G em um conjunto nao vazio E € livre
ou que opera livremente se tivermos a sequinte condicao: g.x = x, para algum x € E se, e
somente se, g = 1. Assim E é chamado G-conjunto livre.

(i) Dizemos que a G-ag@o sobre E é trivial se para todo x € E e todo g € G, g.x = .

Logo E ¢é chamado G-conjunto trivial.

Definicao 1.1.30 Sejaz € E. A G-6rbita de z, denotada por G(x), € o sequinte subconjunto
de E: G(z) :={g.x; g € G}. Dado x € E, G, := {g € G; g.x = x} € um subgrupo de G,

denominado subgrupo de isotropia de G em .

Observacgao 1.1.12 (1) Se G atua transitivamente em E entio G(x) = FE, para qualquer
x € E e se G atua livremente em E entao G, = {1}, para todo x € E.
(2) Similarmente define-se G-agao transitiva, livre, espago de orbita e subgrupo de isotropia

quando a G-acao € a direita.

Proposicao 1.1.12 (/28],V.5.2) O grupo A(X,p) atua livremente sobre X , isto €, 9.7 = 7 se,

e somente se, g = 1.

Definicao 1.1.31 Um recobrimento ()?,p) de X ¢é chamado de recobrimento universal de

X sem(X,7) =1, isto €, se X € simplesmente conezo.

Proposicio 1.1.13 (/28], p.162) Sejam (X,p) um recobrimento de X, x € X e ¥ € p~(x).
Entao

(a) p~H(x) € um 7 (X, x)-espago homogéneo

(b) O subgrupo de isotropia correspondendo a T € p~*(z) € precisamente o subgrupo ps(m ()N(, 7))
de m (X, x).

(¢) O nimero de folhas do recobrimento (X ,p) € o indice do subgrupo pﬂ(m()?, z)) em m (X, x).
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Defini¢io 1.1.32 (Recobrimento Regular) Sejam (X, p) recobrimento de X e 7 € p~'(x),x €
X. Se o subgrupo py(m (X,7)) € normal em 7,(X, z) dizemos que X ¢ um recobrimento reqular
de X.

Exemplo 1.1.10 Todo recobrimento universal (X, p) ¢ regular pois o subgrupo pe(m (X,7)) =

1 € obviamente normal em 7, (X,x), para todos v € X e T € p~!(x).

Proposigao 1.1.14 (/28], p.163) Se (X, p) € um recobrimento reqular de X entdo
A(X,p) = m(X, z) /py(mi (X, 7))

para todo x € X e todo T € p~!(x).

Corolario 1.1.8 (28], Coroldrio 7.5, p.163) Seja (X,p) um recobrimento universal de X.
Entio A(X,p) ~ m(X,z) e a cardinalidade de 7 (X,z) ¢ iqual ao nimero de folhas do

recobrimento ()? . D).

Proposicao 1.1.15 (/28/, Lema 8.1, p.164) Seja ()z,p) um espaco de recobrimento de X.
O grupo A()?,p) opera transitivamente sobre p~'(z), © € X se, e somente se, ()?,p) é um

recobrimento reqular de X .

Definicao 1.1.33 Sejam X um espaco e G um grupo de automorfismos de X. Dizemos que a
acio de G em X (dada por g.x := g(x)) é propriamente descontinua se para todo ponto
x € X, existe uma vizinhanga U de x tal que g.U (U = 0 para todo g € G, g # e (elemento
neutro de G).

Proposicao 1.1.16 (/28], p.165) Seja ()N(,p) um espaco de recobrimento de X. Se x € X,
entao a fibra p~*(x) € um subconjunto discreto de X, isto é, todos os pontos de p~Y(z) sao

1solados.

Proposicao 1.1.17 (/28], p.165) Se ()A(i,p) ¢ um recobrimento reqular, entdo a acdo de A()Z',p)

em X € propriamente descontinua.

Observagao 1.1.13 Se X ¢é um recobrimento universal de X entdo pelo Coroldrio 1.1.8,
A()?,p) >~ m(X,x) e assim podemos ver X como um G = m(X)-espago e ainda esta ac¢ao

¢ livre e propriamente descontinua por Proposicao 1.1.12 e proposi¢cao anterior.

Proposicao 1.1.18 (/28], Proposi¢ao 8.2, p.165) Sejam X um espago conexo e localmente
conexo por caminhos e G um grupo de homeomorfismos de X. Considere p : X — X/G,
r — p(z) = G(z) (a drbita de x), a projecao natural de X no espago quociente X/G.
Se a G-agao é propriamente descontinua entao (X,p) € um recobrimento reqular de X/G e
G = A(X,p).
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1 (Co)homologia singular e Orientagao para Variedades

Teorema 1.1.14 (/28], Teorema 10.2, p.175) Seja X um espago topoldgico conezo, localmente
conexo por caminhos e semi-localmente-simplesmente conexo entao X possui recobrimento

universal.

1.2 Orientacao para Variedades

Em toda esta secao X denotara uma variedade n-dimensional. Tal secao tem como principal
objetivo estudar o conceito de orientacao em variedades primeiramente num sentido local, isto é,
em um ponto x € X escolhendo um gerador para o médulo H, (X, X —{z}) = H,(X, X—{z}, R)
e depois estendida a um conceito global, onde a orientacao ¢ dada por uma classe de equivaléncia
do sistema de R-orientagdes. Quando conveniente omitiremos o anel coeficiente R (comutativo

com unidade) na notac¢ao dos médulos de (co)homologia. As referéncias mais usadas foram [17]

e [19].

Definicao 1.2.1 ([19], p.231) Sejan € N*. Uma variedade n-dimensional X ¢é um espago
de Hausdorff tal que em cada ponto, existe uma vizinhanca aberta em X homeomorfa ao disco
aberto n-dimensional U™ do R", onde U™ = {(xy,...,2,) € R"|z| < 1}. Chamamos uma

variedade 2-dimensional de superficie. Uma variedade é fechada se é compacta e sem bordo.

Exemplo 1.2.1 1) R" é uma variedade n-dimensional.

2) A n-esfera S™ = {z € R""}; |x| = 1} € uma variedade n-dimensional.

3) Se X € uma variedade n-dimensional entao qualquer A C X, A aberto, é também uma
variedade n-dimensional.

4) Se X ¢é uma variedade m-dimensional e Y é uma variedade n-dimensional entio X XY é

uma variedade (n + m)-dimensional.

Exemplo 1.2.2 Sdo exemplos de superficies: o toro T? = S' x S, a esfera S* = {(x,y) €
R?; 22+ y* = 1} e a garrafa de Klein (que pode ser definida a partir de um quadrado com os

lados convenientemente identificados como na figura 1.3)

Figura 1.1: Toro
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Figura 1.2: Esfera

o
- .

Figura 1.3: Garrafa de Klein

E interessante observar que a Garrafa de Klein é a soma conexa de dois planos projetivos
([28], Exemplo 4.3, p.9). De fato temos:

Teorema 1.2.1 (/28], 1.5.1)(Teorema de Classificagao das Superficies Compactas) Qualquer
superficie conexa e compacta é homeomorfa a esfera S* ou a uma soma conexa de toros, ou a

uma soma conexa de planos projetivos.
O resultado seguinte sera til na definicao de orientagao de variedades.

Lema 1.2.1 ([17], Lema 22.1, p.157) Dada uma variedade n-dimensional X, e U um aberto
de X homeomorfo a uma bola unitiria com x € U C X, entio H;(X,X — {z}; R) =
R | =
H(UU ~ {2} R) = H(R' R — {2} Ry 0 0
0, caso contrario.
Demonstracao: O primeiro isomorfismo segue do fato que a aplicagao induzida da inclusao
(U, U — {z}) — (X, X — {z}) é um isomorfismo pelo Teorema de excisao (considerando
Z=U°CA=X—{z} C X). O segundo isomorfismo segue do Exemplo 1.1.3, visto que U é

homeomorfo ao R". n
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Observacao 1.2.1 Consideremos o caso especialn =2 e R = 7. Entao existem dois possiveis
elementos de Hy(X, X — {z}) = H,(U — {z}) = H(S') = Z que podem gerar este grupo
ciclico infinito (ou Z-mdédulo), a saber, aqueles representados por lagos que ddo uma Unica
volta em torno do ponto x, em diregoes opostas. Fscolher um destes geradores corresponde,

intuitivamente a “escolher uma orientacao em torno do ponto x”.

Definigao 1.2.2 (/17], p.158) Uma R-orientacgdo local de X em um ponto x € X € um
gerador (escolhido) do R-mddulo H, (X, X — {z}; R) = R (que por conveniéncia denotaremos
simplesmente por H,(X, X — {x})) onde um gerador de R é um elemento u tal que R.u = R.
Como R tem unidade isto € equivalente a dizer que u € invertivel.

Quando R = 7 existem duas possibilidades para u que correspondem a 1 e a —1. Quando

R = Zy temos uma tnica possibilidade para u que corresponde a 1.

Para estabelecer a nogao de uma orientagao global (em uma variedade X'), nossa intuicao
nos diz que devemos escolher orientacoes locais de X em cada ponto, de modo que estas
orientacoes locais sejam “compativeis” ou que se “colem”. Isto pode nao necessariamente ser
possivel. Entretanto nés podemos sempre obter “orientacoes compativeis” em uma vizinhanca

de um dado ponto x. Isto é o que nos mostra os lemas seguintes.

Lema 1.2.2 (Lema da Continuagdo)([17], Lema 22.2, p.158) Dado um elemento o, €
H, (X, X —{z}) = R existe uma vizinhang¢a aberta U de x e um elemento oy € H,(X, X —U)
tal que o, = jY(ay) onde 3V : Hy (X, X —U) — H,(X,X —{z}) é 0 homomorfismo canénico

induzido pela inclusao.

Demonstragao: Seja a um n-ciclo relativo representando «,. Entao o suporte |0a| de da é um
subespago compacto de X, contido em X — {z} (recordemos que o suporte de um n-simplexo
singular o é a imagem Imo = o(A")). Assim U = X — |da| é uma vizinhanga aberta de x.

Tomemos oy € H, (X, X—U), a classe de homologia de a relativaa X —U, assim j¥(ay) = a,. =

O lema anterior nos diz que podemos obter elementos o, € H, (X, X —{y}) para y préximo
de z que estao relacionados com «, por tomar o, = jg(ozU) onde oy ¢ tal que jY(ay) = ay.
Nos consideramos esses elementos y € U como “compativeis” ou “correspondentes” porque eles
vém de um mesmo elemento oy € H, (X, X — U). Chamamos «y uma “continuacao” de a, em
U.

Lema 1.2.3 (Lema da Coeréncia) ([17], Lema 22.3, p.158) Se o, gera H, (X, X —{z}) entao
U e ay podem ser escolhidos de modo que o, gera H, (X, X —{y}) para todo y € U.

Isto segue de um resultado mais forte:
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Lema 1.2.4 (Lema do Localmente constante)([17], Lema 22.4, p.158) Toda vizinhan¢a W de x
contém uma vizinhanga U de x tal que para todoy € U, j¥ : Hy(X, X —U) — H,(X, X —{y})

¢ um isomorfismo. (Assim o, tem uma Unica continuagao em U).

Demonstracao: Seja V' uma vizinhanca coordenada de x, contida em W (V' homeomorfo a
R™, portanto contractil) e seja U C V um aberto menor correspondente a uma bola aberta de

R", de raio < 1. Temos entao, o diagrama comutativo, para cada y € U:

1

Hy(X, X — U)y=H,(V,V —U) —— H,_,(V —U)
Ho(X, X = {y})~—— Ho(V,V = {y}) ——H, 1 (V — {y})

onde os isomorfismos horizontais na esquerda sao obtidos do Teorema de Excisdo (Teorema
1.1.7) (para Z =X —V,A=X —-UeparaZ =X —V, A= X — {y}) e os na direita vem do
homomorfismo conectante e do fato que V' é contractil.

Ainda, como a inclusdo i : V — U — V — {y} é uma equivaléncia de homotopia, i,
e jy sao também isomorfismos e, entao, jg é um isomorfismo para cada y € U. Para o
Lema da Coeréncia, note que se a, ¢ um gerador de H,(X,X — {z}) do isomorfismo ;¥ :
H, (X, X -U) — H,(X,X — {z}) = R segue que o elemento ay € H,(X,X — U) tal que
jY(ay) = a, (dado pelo Lema da Continuagao) é um gerador de H,(X, X —U) como R-mddulo.

Dal, ayy = ij(aU) ¢ um gerador de H, (X, X — {y}) visto que jg sa0 isomorfismos. n

Defini¢ao 1.2.3 Dado um subespaco U C X, um elemento ay € H, (X, X —U) tal que jg(aU)
gera H, (X, X —{y}) para caday € U serd chamado uma R-orientacao local de X ao longo
de U.

Notagao: Sejam V' C U subespagos de X, e (X, X—U) SN (X, X—V) aaplicagdo. Denotamos
U

o homomorfismo induzido por H,(X,X — U) v, H,(X,X — V). Note que, se ay é uma

R-orientacido ao longo de U, entao j¥(ay) é uma R-orientagdo ao longo de V, uma vez que

j;/(jg(aU)) = jg(ozU) para cada y € V.

Definicao 1.2.4 ([17], p.160)(R-orientagcio global de X) Seja X wma n-variedade, n > 1.
Suponhamos dados:

(i) Uma familia de subespagos abertos U; que cobrem X.

(ii) Para cada i, uma R-orientagdo local o; € H,(X, X — U;) de X ao longo de Uj.
Chamamos isto um sistema de R-orientacoes se wvale a sequinte condigao de
compatibilidade: Para qualquer x € X, se x € U; N Uj;, entao

(iii) j¥ (i) = " (o) em Ho(X, X = {z}).

Neste caso uma R-orientacdo local € definida sem ambiguidade em cada ponto x por
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(iv) o, = iV (w), © € U;.

Dado outro sistema de R-orientacoes (Vi, Bx), dizemos que ele define a mesma R-orientacao
se:

(v) oy = By para todo x € X.

Entao, uma R-orientacao global de X €, por defini¢cdo, uma classe de equivaléncia de sistemas
de R-orientagoes, a relagdo de equivaléncia sendo dada em (v).

Dizemos que X ¢é R-orientdvel (respectivamente, orientdvel) se existe um sistema de R-

orientacgoes (respectivamente, um sistema de Z-orientagoes) para X.

Observacao 1.2.2 (/19], p.234) Podemos dizer também que uma orienta¢io de uma n-
variedade X € uma fun¢ao x —— o, que a cada x € X associa uma orientacao local o,
isto €, um gerador o, € H, (X, X — {x}) que satisfaz uma condi¢ao de “compatibilidade local”

como a descrita anteriormente.

Observacao 1.2.3 Quando X ¢é uma variedade diferencidvel, o conceito de orientagao para
variedades no sentido da Topologia Diferencial, é equivalente ao conceito de orientacao dado
na definicao anterior. Uma interessante abordagem dessa relagao é dada em [32]. Um estudo

de variedades diferencidveis orientdveis € dado em ([25], Capitulo 6).

Exemplo 1.2.3 X = S™ € R-orientdvel pois para todo v € S™, H,(S") — H,(S™, 5™ — {z})
¢ um isomorfismo visto que S™ — {x} é contrdctil. Tomando o recobrimento de X consistindo
de um unico conjunto U = X e a R-orienta¢io (local) ao longo de U = X dada por ax = «,
onde o um gerador de H,(S™) = R, oblemos uma R-orienta¢ao para S™. As orientagoes locais

serao definidas por o, := jf(&x) para todo y € X.

Proposicao 1.2.1 (/17], Proposi¢io 22.7, p.161) (i) Uma subvariedade aberta V de uma
variedade R-orientdvel X € R-orientdvel.

(ii) X € R-orientdvel se e somente se as suas componentes coneras o sGo.

Exemplo 1.2.4 X = R" é R-orientdvel visto que R™ é homeomorfo a S™ menos um ponto,

que € um subconjunto aberto de S™ e S™ ¢ orientdvel (Exemplo 1.2.3).

Proposicao 1.2.2 ([17], Proposi¢ao 22.8, p.161) Seja X wma variedade conexa. Entdo duas

R-orientagoes de X que coincidem em um ponto sao iguais.

Corolario 1.2.1 ([17], Coroldrio 22.9, p.161) Uma wvariedade orientdvel conexa tem

exatamente duas orientacoes distintas.

Proposicao 1.2.3 Toda variedade tem uma unica Zso-orientacao.
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Demonstragao: Para cada =z, «, deve ser o 1nico elemento nao nulo de
H,(X, X —{2};Z3) = Z,. Pelo Lema da continuagao, podemos escolher uma vizinhanga aberta

U, de x em que a, tem uma unica continuacao. Claramente estas continuagoes sao compativeis.

Observagao 1.2.4 (/17], Observagdao 22.13, p.162 ou [19], p.285) Na verdade pode-se mostrar
que se X € orientavel, entao X é R-orientdvel para todo anel de coeficientes R (comutativo com

unidade). Isto seque do teorema dos coeficientes universais.

Teorema 1.2.2 ([17], Teorema 22.14, p.162; [19], Proposi¢cao 3.25, p.234) Seja X uma
variedade conexa nao orientdvel. Entao existe um recobrimento duplo conexo ()N(,p) de X

tal que X ¢ orientdvel.

Demonstragao: Nos deteremos aqui apenas em exibir o espaco de recobrimento. Tome
X ={a,: = € X e a, é uma orientacao local de X, isto ¢, um gerador de H,, (X, X —{z}) = Z}.
A aplicagdo o, —— =z define claramente uma sobrejecao X — X. Temos que dar uma
topologia a X , de modo a tornar essa aplicagao uma projecao de espago de recobrimento.
Dada uma bola aberta B C R™ C X, de raio finito e um gerador ap € H,(X,X — B), seja
Ulag) ={a, € X:z € Be jB(ap) = a,} onde jB : H,(X,X —B) — H,(X, X —{z}). Entio
U(ap) forma uma base para uma topologia em X e com essa topologia a aplicagao X —X :
a, — x é um espaco de recobrimento duplo. A variedade X ser4 orientdvel pois cada «, € X
tem uma orientacao local canonica dada pelo elemento a, € Hn()z , X — {a,}) que corresponde

a oy via os isomorfismos
Ho(X, X —{a,}) ~ Hy(U(ag),U(ap) — {a.}) ~ H,(B, B — {z})

e por construcao estas orientagoes locais satisfazem a condicao de “compatibilidade” necessaria

para definir uma orientagao global. |

Exemplo 1.2.5 Considere X = P?> = S?/ ~ = {[z]; © € S?} onde [z] = {—x,z} o plano
projetivo. Temos que X nao € orientdvel mas possui o recobrimento duplo orientavel conexo

(52,p); p(x) = [z].

Proposicao 1.2.4 Seja X uma n-variedade. Se X é simplesmente conezxa, ou mais geralmente

se w1 (X, ) nao tem subgrupo de indice dois entao X ¢é orientdvel.

Demonstracao: Suponhamos X nao orientdavel, entao pelo teorema anterior existe um
recobrimento duplo ()~( ,p) de X tal que X 6 conexo e orientdvel. Como o nimero de folhas
do recobrimento conexo (X,p) de X é igual ao indice do subgrupo pﬁ(m()? ,x)) em (X, x)
(Proposi¢ao 1.1.13) segue que pﬁ(m()?,ff)) ¢ um subgrupo de 7 (X, z) de indice dois, o que

contradiz a hipdtese. Portanto X é orientavel. |
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Observacao 1.2.5 E claro que quando X € orientavel, X também tem um recobrimento duplo
X orientdvel (tome X = X x{1YU{1} x X), (/25], Exemplo 14, p.196) porém esse recobrimento
nao € conexo. De fato, podemos também de forma similar construir, quando X € uma variedade
conexa orientdvel, o recobrimento X de X dado na demonstracao do teorema anterior, mas
neste caso X também ndo serd conezo pois “X € uma variedade conexa, orientdvel se e somente

se o recobrimento duplo X tem duas componentes ([19], Proposi¢io 3.25, p.234)".

A orientabilidade de uma variedade fechada é refletida na estrutura de sua homologia,

de acordo com o seguinte resultado.

Teorema 1.2.3 ([19], Teorema 3.26, p.236) Seja uma variedade n-dimensional X coneza e
fechada. Entao:

(1) Se X € R-orientdvel, a aplicagio jX : H,(X) — H, (X, X — {z}) = R ¢ um isomorfismo
para todo * € X, e existe um elemento ax € H,(X) tal que jX(ax) = g, onde a, é um
gerador de H,(X, X — {z}) (orientacao local em x).

(i) Se X nao é R-orientdvel, a aplicacio H,(X) — H,(X,X — {z}) = R € injetiva com
imagem {r € R; 2r =0} para todo x € X.

(71) Hi(X) =0 para i > n.

Corolario 1.2.2 ([19], p.236) Se X ¢é uma n-variedade orientdvel entao H,(X,Z) =7Z. Se X

¢ nao orientdvel entao H,(X,Z) = 0.

Defini¢ao 1.2.5 Um elemento ax de H,(X) cuja imagem em H, (X, X — {z}) é um gerador

para todo x é chamado uma classe fundamental para X com coeficientes em R.

Pelo teorema anterior, uma classe fundamental existe se X é fechada e R-orientéavel.
(Tome z € X, o, € Hp(X, X — {x}) um gerador (a R-orientagao local em x da R-orientagao
inicialmente fixada), ax € H,(X) tal que jX (ax) = ag. Logo ax é gerador. Dai, oy, := j;* (ax)
é um gerador de H, (X, X — {y}) visto que j;( ¢ um isomorfismo, e serd compativel com a
R-orientagao escolhida). Se X ¢é uma variedade n-dimensional orientavel nao fechada, seria
interessante se existisse também uma classe fundamental ay € H,(X) tal que para qualquer
r € X, jX(ax) = a,. Mas isto pode nao ser verdade se X nao é compacta ([29], p.202 e

Proposigao 6.1, p.62). Porém o seguinte resultado é verdadeiro:

Teorema 1.2.4 Seja X uma variedade n-dimensional R-orientdvel. Entdo para cada conjunto
compacto K C X existe uma tnica classe de homologia ayx € H,(X, X — K) tal que j5 () =

a, para cada x € K.

O resultado anterior, é importante na definicao do isomorfismo de dualidade de Poincaré.

A demonstracao desse resultado bem como do Teorema 1.2.3 é consequéncia de um resultado
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técnico mais geral dado em [19] para variedades quaisquer, nao necessariamente orientavel
(vide Lema 3.27, p.236). Em [17] ele é obtido como consequéncia da Observagao 22.21, p.164
e Teorema 22.24, p.166. Uma prova do Teorema 1.2.4 para o caso em que R = 7Z é dada em
[29](IX, Teorema 2.1, p.202).

Corolario 1.2.3 (/19], Coroldrio 3.28, p.238) Se uma n-variedade X € conexa e fechada, o

subgrupo de tor¢ao de H,_1(X,Z) ¢é trivial se X € orientdvel e Zs se X é ndo orientdvel.
Com relagao a homologia de variedades nao compactas temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.2.5 ([19/, Proposicao 3.29, p.239) Se uma n-variedade X € conera e nao
compacta, entdo H;(X) =0 para i > n.
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CAPITULO

2

Cohomologia com suporte compacto e dualidade

de Poincaré

O objetivo deste capitulo é provar um dos resultados mais antigos da topologia
algébrica, o famoso teorema de Dualidade de Poincaré, que no nosso caso serd mostrado para
variedades R-orientaveis compactas ou nao, ou seja, se X é uma variedade R-orientavel
de dimensao n, entdao existe um isomorfismo entre a k-ésima homologia e a (n — k)-ésima
cohomologia de X, para todo k. O método da prova para a dualidade de Poincaré foi
primeiramente escrito por J. Milnor em 1964 (como mencionado em [29]). Para tanto usaremos

a cohomologia com suporte compacto que por sua vez é definida em termos de limites diretos.

2.1 Cohomologia com suporte compacto

Para o Teorema de dualidade de Poincaré para variedades (bem como outros Teoremas
de dualidade), os médulos de (co)homologia que aparecem néo sao, em geral, os médulos de
(co)homologia singular mas outros obtidos desses por “passar o limite”. FEsse processo que
envolve limite é puramente algébrico e é titil em outros contextos. Apresentamos a seguir um
estudo desse tépico. A referéncia usada é ([17], Capitulo 25, p.208). Em ([19], p.243) isso é

também abordado.

2.1.1 Limite Direto

Definicao 2.1.1 (Conjunto Direto) Um conjunto direto é um conjunto I com uma rela¢ao
de ordem parcial i < i’ definida para certos pares de elementos de I, tal que para quaisquer

i,i" € I, existe um i" € I tal que i <i" ed <i".

Exemplo 2.1.1 Sejam X um espaco topologico, e I = {K C X; K € compacto}. Defina
K < L por significar que K C L. Entao para quaisquer K, L em I, o conjunto K U L cumpre
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2 Cohomologia com suporte compacto e dualidade de Poincaré

a condi¢ao de conjunto direto pois K C KUL e LC KUL, assim K < KULeL<KUL .

Assim I é um congunto direto com a relagio <.

Exemplo 2.1.2 Seja I o conjunto dos inteiros ndo nulos e defina i < i se, e somente se, il
(i divide i'). Entao para quaisquer i,i’ o minimo multiplo comum satisfaz a condigdo para que

I seja conjunto direto pois se d = mmc(i,i') entao ild e i'|d. Assimi <d ei <d.

Definigao 2.1.2 Suponhamos que (M;)icr € uma familia de R-mddulos, indexados pelo

conjunto direto I, e que para i < i tenhamos um homomorfismo
Qbi’,i : ]\4z — Mz”

tal que ¢ yopy i = Qi sei < i <i" e p;; =idp,. Um tal conjunto (composto de uma familia
de mddulos e homomorfismos indezados no conjunto direto I) é chamado sistema direto de

mddulos e serd denotado por (M;, i ;)ier ou simplesmente por (M;, i ;).

A partir desse sistema direto de médulos podemos definir um médulo, denominado limite direto,

denotado por lim M;, da seguinte forma:

’

Definicao 2.1.3 Um limite direto (ou limite indutivo) de um sistema direto (M;, ¢y ;) €
um modulo M junto com uma familia de homomorfismos ¢; : M; — M indexados por I tais
que ¢y opy; = ¢; se i <1 etal que esta colegcdo é universal com relagio a sequinte propriedade
(de diagrama universal): Para qualquer mddulo N e qualquer familia de homomorfismos 1;
M; — N satisfazendo )y o ¢y ; = 1y, se i <1, existe um unico homomorfismo ¢ : M — N
tal que 1b; = o ¢; (x) para todo i.

Notagao: Quando for conveniente, denotaremos o limite direto de um sistema direto

(M;, ¢ir i)ier POr (M, ¢;)icr ou simplesmente por M.

Proposicao 2.1.1 Quaisquer dois limites diretos M, N de um mesmo sistema direto sao

1somorifos.

Demonstracao: Suponhamos que (M, ¢;) e (N, ;) sejam limites diretos de um mesmo sistema
direto (M;, ¢ii)ier. Como M ¢é limite direto, por defini¢do, temos que para o médulo N e a

familia de homomorfismos ; : M; — N satisfazendo ¢y o ¢ ; = 1; se ¢ < 7', existe um unico
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2.1 Cohomologia com suporte compacto

homomorfismo 1) : M — N tal que 9; = 1 o ¢; ('), isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

@Z;\ /1/%
M;

Agora como N é um limite direto, para o médulo M e a familia de homomorfismos ¢; : M; —

M existe um unico homomorfismo ¢’ : N — M tal que ¢; = 9’ o 9b; ("), isto é, o seguinte

N

diagrama ¢é comutativo:

Novamente, usando que (N,);) é um limite direto de (M;, ¢;) e considerando o médulo N
e a familia ¢; : M; — N, segue que existe um unico homomorfismo [ : N — N tal que
i =loh; (xx). Como idy satisfaz 1; = idy o 1);, segue que | = idy, onde idy é a aplicacao
identidade.

N_L | N

S A

Mas (o)) o), =1 o (¢ o wz) w gbl @/},, pela unicidade do homomorfismo (%) temos
Yo’ =idy. Analogamente, 1)’ 0¥ = idy,.
De ¢ o9/ = idy obtemos que ? é um monomorfismo, e de v’ o ¢ = idy; segue que ¥ é um

epimorfismo. Nessas condigoes, ¥ é um isomorfismo. |

Segue da proposicao anterior que existe um unico limite direto a menos de isomorfismo.
Assim podemos falar sobre “o” limite direto M de um sistema direto (M;, ¢ ;) que denotaremos
por lim M;. O tnico homomorfismo v (existente para cada N e familia ¢; : M; — N) também

serd denotado por lim ;.

Proposicao 2.1.2 O limite direto sempre existe, isto €, dado um sistema direto (M;, i ;),

existe (M, ¢;) que € um limite direto desse sistema.

Demonstragao: Seja M a soma direta de todos os M;, com ¢; : M; — M™ o monomorfismo
que leva cada x; € M; no vetor cuja i-ésima componente é x; e as outras componentes sao zero.

Isto é,
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2 Cohomologia com suporte compacto e dualidade de Poincaré

oF « My — M*T

, , T; se 1=
[ + xi = J
J— ¢; (2:)(9) { 0 so idj
Agora seja H o submddulo gerado por todos os elementos (¢} o ¢ ;) () — ¢7 (z;) para todos
os pares i < ¢’ e todo x; € M;. Sejam M = MT/H o médulo quociente de M™* por H,

m: MT — M o homomorfismo quociente, isto é,
7MY — M=M"/H

r—xz+ H

e ¢; :=mo ¢ . Entdo (M, ¢;) é um limite direto pois satisfaz as condigoes exigidas para tal. m

Observagao 2.1.1 (i) Da definigio de ¢; podemos considerd-la como sendo a inclusdo
natural. Neste caso, H = (¢pi(x;) — x;, para i < i e x; € M;) o mddulo gerado pelos
elementos ¢y ;(z;) — x;, e pela Proposicao 2.1.2, M = M*/{(¢yi(x;) — x;), com a familia de
homomorfismos ¢; : x; — x; + H, € um limite direto.

(i) Podemos falar em sistema direto de uma familia {G;}icr de grupos abelianos por considerar

cada G; como um Z-mddulo.

Proposicao 2.1.3 Se (M;, ¢ir;) € um sistema direto e (M, ¢;) é o limite direto desse sistema
entao M = U¢1(Mz)

Demonstragao: Seja M’ := U@(Mi), queremos mostrar que M’ = M onde (M, ¢;) é um

limite direto. Considere v¢; : M; — M';  x; — ¢;(x;). Ou seja, 1; é o homomorfismo ¢;
agora considerado em M’. Entao o par (M’ ;) é também um limite direto de (M;, (¢i;)).
Sejam ¢ : M — M' e ¢ : M’ — M os tnicos homomorfismos obtidos da propriedade de
diagrama universal. Entao, como visto na Proposicao 2.1.1, ¢ e @ serao isomorfismos, com
¢ = (¢)7!, e uma vez que a inclusio satisfaz a propriedade de diagrama universal temos que
M =M.

Notemos que M’ é de fato um mdédulo pois se y = ¢;(x;) e z = ¢y (x;y) sdo dois elementos de
M’, pela condicao do conjunto direto temos que para i,i" € I, existe k € I tal que i < k e
i' < k. Dal y = ¢i(1;) = ¢p(dni(xi)) e 2 = ¢uw(xir) = Qr(dr.(xir)) sdo elementos de ¢ (My) e
consequentemente, y + z € ¢(My) C M’. Além disso todas as demais condic¢oes da defini¢ao

de médulo sao satisfeitas. n
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2.1 Cohomologia com suporte compacto

Corolario 2.1.1 Suponha que M; sao todos submddulos de algum mddulo, e que i' < i significa
que M; € um submodulo de M;, com ¢y ; a inclusao. Entao como limite direto, lim M;, podemos

tomar a uniao M = U M; (que é um submddulo pela condigcao de conjunto direto), com ¢; a

T
inclusao.

Observacgao 2.1.2 Seja (M;, ¢ir;) um sistema direto. Se o conjunto direto I desse sistema

tem um elemento mdzximo m, tal que © < m para todo 1 € I entao o homomorfismo
Om : M, — lim M;
—_—
€ um isomorfismo.

Lema 2.1.1 (Aditividade) Seja (M;, ¢y ;) um sistema direto e suponhamos que para cada i
temos uma decomposi¢cao em soma direta M; = N; ® P;, tal que para i < i, o homomorfismo
¢ se decompoe da sequinte forma: ¢y ; = Yy i+ pir; (onde Yy ; : Ny — Ny e py ;2 P, — Py).
Sejam (N,v¢;) = liglNi (e homomorfismo ¥y ), (P, p;) = liLnPZ- (e homomorfismo py;), de

modo que temos homomorfismos induzidos ¢ : N — M, p: P — M tais que ¢ o ¢¥; = ¢;|n,,
pop; =¢i|p. Entio (Y ®p): N® P — M é um isomorfismo. Assim temos que o limite da

soma € a soma dos limites.

Demonstracao: Observe que a existéncia do homomorfismo ¢ : N — M tal que ¢ov); = ¢;|n;,
segue da defini¢do de N = lim N, considerando o médulo M = lim M; e a familia ¢;|y, : N; —
M. Similarmente para p : ]? — M. Em vista da Proposicao 27.3 e do fato que I é conjunto
direto, um elemento a € N @ P é da forma a = (¢;(vy;), pi(2;)) para algum i, e y; € N;, z; € P;.
Assim

(Wadp): NoP— M

(Vi(Yi), pi(2i) — (L(Wi(wi)), p(pi(2i))) = ¢

Agora dado = € M, pela Proposicao 2.1.3 existe i € [ e x; € M; tal que x = ¢;(z;). Como
M; = N; ® P, entao x; = y; + z; onde y; € N; e z; € P;, defina

N (i) + @il (2) = Gy + 2:)

0: M — NP

v 0(x) = (Vi(yi), pi(2))

Entao: e 6 é homomorfismo pois se © = ¢;(y; + z;) e t = ¢;(y. + 2}), aqui podemos tomar um
mesmo indice para x e t pois I ¢ conjunto direto, entao

# 0(x+1) = 0(diyi + 21) + iy + 21) = 0(0i((ys + vi) + (2 + 2))) = (Wilyi +97), pilzi + 27)) =
(Wi(ys) + ¢i(wi), pi(z) + i) = (ilwi), piz:)) + (ilwi), pi(z))) = O(x) + 0(t), e

* O(ax) = 0(a(gi(y: + 21)) = 0(di(ay + az)) = (Yilay:), pilaz)) = (avi(y), api(z)) =
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2 Cohomologia com suporte compacto e dualidade de Poincaré

a(iys, pizi) = ab().

e () é o homomorfismo inverso de ¢ & p.

De fato, 0 o (v @ p)(Wi(yi), pi(2:)) = 0(di(yi + 2)) = 0(¢i(w:)) = (Yilwi), pi2i)) e
(V@ p)ob(x) =& p)(Wi(y:), pi(2:) = ¢iyi + 21) = di(xi) = .

Nessas condigoes, (¢ @ p) é um isomorfismo. n
Proposicao 2.1.4 Se ¢;(z;) =0, eziste um i com i <7 tal que ¢y ;(z;) = 0.

Demonstragao: Pela construcao do limite direto na demonstracao da Proposicao 2.1.2 temos
que ¢; = mo ¢ onde ¢ : M; — M*T, MT a soma direta de todos os médulos M,
m:M" — M= MT%/H onde H ¢ o submédulo gerado por todos os elementos ¢ o ¢y ;(z;) —
&7 (z;) para todos os pares i < 7’ e todo z; € M;. Por hipétese, temos que ¢;(z;) = 0 assim
o7 (x;) € H e entao ¢ (x;) é uma soma finita de elementos ¢}, o dpr k(yar k) — &F (Y 1) com
Uik € My, (k < K'). Pela definigao de ¢;, analisando as coordenadas de ¢; (x;) e considerando
$p = ¢y ¢ ¢ = ¢, temos que

(1) Ty = Z ¢i,k(yi,k) - Z Yk i
k=i

k'=i

Enquanto que para h # ¢

(2) 0= Z Onr(Ynk) — Z Yk b
k'=h k=

Escolha um indice i’ tal que k' < 4’ para todo k’ que ocorre. Aplicando ¢, ; na equagao (1) e

¢ na equagao (2), que é ndo vazia, obtemos
(1/) ¢zzxz Z¢z zo¢zk yzk Z¢zzyk"

(2 = > binobniluns) — Y brn(yrn

h,k,h#i h,h#i
Denotando em (2') h por k' no primeiro somatério que aparece na expressdao e h por k no
segundo, e observando que o tnico valor que h nao assume em (2) é 0 i e esse é 0 que aparece

em (1), obtemos, somando (1) e (2')

gbz K xz - Z ¢z’ k' © Qbk;’ (yk’ ) ¢i’,k(yk’,k)

todo(k' k)

que ¢ zero pela defini¢ao de sistema direto. |

s

Defini¢ao 2.1.4 Um subconjunto J C I é chamado final (algumas vezes “cofinal”) se J é
um conjunto direto com a ordem induzida de I e se para qualquer i € I, existe um 5 € J tal

que v < 7.
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2.1 Cohomologia com suporte compacto

Sejam (M;, ¢;)ier um sistema direto e J C I, J final. Considere (1/;);c; juntamente com
a familia de homomorfismos ¢/, ; : M; — M onde ¢, ; = ¢y ;. Entao (Mj, ¢, ;) forma um
sistema direto. Pela Proposicao 2.1.2, o limite direto existe. Seja entao (M, ¢) o limite direto,
ou seja, M’ = li_n} Mj junto com a familia ¢ : M; — M’. Pela propriedade universal para
o médulo M e a familia de homomorfismos ¢; : M; — M existe um unico homomorfismo
A M = liLnMj — M = liLnMi tal que A o ¢ = ¢; para todo j.

Lema 2.1.2 X : M’ =lim M; — M = lim M; € um isomorfismo.

Demonstragao: e )\ é injetiva. Seja 2’ € M’ tal que A(2') = 0. Sendo (M’,¢}) um limite

direto, pela Proposicao 2.1.3, temos que M’ = U ¢ (Mj), entao &’ = ¢(x;) para algum z; € M,
J

e ¢j(z;) = (Ao ¢)(x;) = M) = 0. Pela Proposiciao 2.1.4, existe i’ € I com j < ¢’ tal que
¢i j(z;) = 0. Como J é final, existe j* € J com ¢’ < j'. Dessa forma j < i’ < j’, pela definigao
de sistema direto temos ¢jr j = ¢ i1 0Py 5, assim ¢y j(z;) = 0. Como j < j" entdo ¢ 0, ; = ¢,
mas QZS;-/J- = ¢j’,j e entdo x’' = qb;(lfj) = (¢;/ o ¢j’,j)(mj) = ¢;(¢j’,j(xj)) = ¢;(0) =0.

e )\ é sobrejetiva. Dado x € M, pela Proposicao 2.1.3, temos que M = Ugbi(]\/[i), e entao

r = ¢;(x;), para algum z; € M;. Visto que J é final, existe j € J tal que i < j. Entao
xr = ¢j(x;) onde x; = ¢;,(x;) (pois como ¢ < j pela definicio de limite direto, ¢; o ¢;; = ¢;).
Como Ao ¢} = ¢; entao A(¢(r;)) = (Ao ¢))(z;) = ¢;(z;) = = n

Agora consideraremos a compatibilidade dos limites diretos (indutivos) com sequéncias
exatas. Suponhamos que temos trés sistemas diretos sobre o mesmo conjunto direto I. Suponha

ainda que temos homomorfismos

Ai

(%) M7 2% M 25 My

(2

tais que a sequéncia é exata e que para i < i’ o diagrama

i ’
M . Mz P Mz**

)

* ¢ ., kok
i i il i i i

* i Pi! ok
M2 M P M

é comutativo. Passando ao limite temos homomorfismos
£ A P o
(xx) M*—> M — M

tal que Ao ¢f = ¢; 0 \;, po @; = ¢f* o p;, para todo i. Notemos que A é assim definida: dado
r* € M* existe pela Proposigao 2.1.3, 27 € M} tal que 2* = ¢f(z]), onde xf € M}, definimos
entdo A(z*) = ¢;(\;(2])). Claramente X o ¢f = ¢; o \;. Para p a defini¢do é similar.
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2 Cohomologia com suporte compacto e dualidade de Poincaré

Lema 2.1.3 A sequéncia limite € exata.

Demonstracgao: Dado z* € M*, escolha zf € M} tal que z* = ¢;(z}). Entao
(po X)) = (poX)(dj(z7)) = po(Aogi)(x}) = po(dio)(z]) = (podi)o(a]) =
(¢* 0 p;) o Ni(xF) = 0 pois como (x) é exata temos que p; o A; = 0. Logo, Im A C Ker p.

Agora seja x € M tal que p(x) = 0. Pela Proposicao 2.1.3, x = ¢;(x;) para algum z; € M,.
Assim p(¢;(x;)) = 0, e dai, (¢ o p;)(x;) = 0 visto que po ¢; = ¢;* o pi. Pela Proposicao
2.1.4 existe ¢’ com ¢’ < i tal que 0 = ¢, o pi(x;) comutatividade (pir © ¢y ;)(x;). Pela exatidao no
nivel ¢/, existe =}, € M} tal que ¢y ;(z;) = Av(2z)) (pois ¢pi(x;) € Kerpy = ImAy). Assim,
(Ao @) (xh) = (v o Nir)(zh) = Pu(@wi(x;)) = ¢i(x;) = x. Portanto, Kerp C ImA. Nessas

condicoes, a sequéncia limite é exata. |

Coroldrio 2.1.2 Se cada X\; é um monomorfismo (respectivamente, se cada p; € um

epimorfismo) entao A € um monomorfismo (respectivamente, p € um epimorfismo).

Definicao 2.1.5 (Limites Iterados) Sejam I um conjunto direto, (M;, ¢y ;) um sistema direto e
(M, ¢;) um limite direto. Suponhamos que J € um outro conjunto direto e que para cada j € J
estd associado um subconjunto direto I; C I tal que se j < j' temos I; C I;. Suponhamos

também que I = UIJ" Para cada j, podemos formar My = lim M;,i € I; associado aos

j
homomorfismos ¢y ; para i < i em I;, que vamos denotar também por ¢y ;. Se j < j', existe

um homomorfismo ¢y ; : M7 — M definido como seque: Dado x € M}, escolha i € I; e
r; € M; tal que x = ¢} (x;), onde ¢f : My — M é o homomorfismo canonico (dado pelo limite
direto). Assim, se i <1, 4,1 € I;, entdo ¢} o ¢y, = ¢F. Escolha i € Iy tal que i < i'. Tome
Yy () = @5 (@ii(ws)). Dessa forma, (MF,vj ;) 5es forma um sistema direto. Assim existe
o limite (M*,9%) onde 5 : Mf — M* e M* = linMj* tal que vy oy = se j < j.

Chamamos M* de limite iterado.

Notemos que pela propriedade universal para o limite direto (M *,%*-) e o modulo M

com a familia de homomorfismos

i My = or(M;) — M =[] &i(M;);

i€l iel

y— fily) =y

satisfazem f; o) ; = f; se j < j', existe um dnico homomorfismo w : M* — M tal que
[ = wo ¢ Também, considerando a propriedade de diagrama universal para o limite direto
- ¥ ¥j
(M, ¢;) e o médulo M* com homomorfismos 6; dados pela composicao M; i, M; — M*
onde j € tal que i € I; (que existe visto que I = U 1)
J
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2.1 Cohomologia com suporte compacto

M_0 . M*

M;

existe um unico homomorfismo 6 : M — M™* tal que 6; = 0 o ¢;.

Proposicao 2.1.5 ([/17], Exercicio 25.16, p.214) Os homomorfismos w : M* — M e

0: M — M* sao isomorfismos inversos.

Demonstracao: Notemos que os homomorfismos idy; e w o 6 satisfazem a propriedade de
diagrama universal para o limite direto (M, ¢;) e o médulo M. Logo pela unicidade wof = idy,.

Similarmente, para idy+ e 6 o w e o limite direto (M*, %) n

Exemplo 2.1.3 Considere I = N* e (M;, ¢y ;) um sistema direto com limite direto M. Sejam
J=Nel; ={1,2,...,j},j € J. Entio M} = linMi,i € I, e o limite iterado nesse caso é
M* = Elen} M} = liin(liin M;) e a proposi¢ao anterior nos diz que M* = }é%l M; =M.

Proposicao 2.1.6 Considere I um conjunto direto, (M;, ¢y ;) um sistema direto e (M, ¢;)
o limite direto associado. Seja H C I um subconjunto direto, (Pp,p ) um sistema direto
de mddulos e (P,y,) o limite direto. Se existem homomorfismos vy, : P, — M), (para cada
h € H) que sao compativeis com os homomorfismos ¢pr € Ypr p, isto €, sao tais que o diagrama

€ comutativo

p, —" M,
wh',hl ¢h’,hl
Py—" o My

para todos h < h', h,h' € H entao passando ao limite direto existe um unico homomorfismo

~v: P =1im P, — M tal que vy o ¥, = ¢p © Yn, para todo h € H.

P
¢h y
JRRLIN VAN i

Ainda, se v, sao isomorfismos e H = I entdo v serd isomorfismo.

Demonstragao: Considere os homomorfismos ny, := ¢, oy, : P, — M definidos para todo
h € H. Temos que 0y, = ¢p 0P oYn = N oYy, para h < b’ em H. Logo, pela propriedade do

diagrama universal para P = lim P, existe um tnico homomorfismo v : P — M nas condicoes
—
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2 Cohomologia com suporte compacto e dualidade de Poincaré

desejadas. Para a tltima parte observe que de maneira similar, usando v, ! obtemos um tnico
homomorfismo 7 : M — P. Como ambos M e P sao limites diretos, usando a propriedade de
diagrama universal concluimos que v o~ = idy; e 7oy = idp, e assim vy é isomorfismo tendo 7

como inverso. ]
O resultado seguinte sera utilizado na demonstracao da Dualidade de Poincaré.

Seja (X4, € I) um conjunto direto onde av < [ significa que X, C Xj3, e X, s@o
espagos topoldgicos. Considere os médulos H;(X,; R) e os homomorfismos ¢g, : H;(Xu; R) —
H;(X3; R) induzidos da inclusao. Entdo (H;(Xa; R), ¢3.) forma um sistema direto. Seja (M =
lim H;(X,; R), ¢o) o limite direto onde ¢, : H;(X,; R) — M. Pela propriedade universal, temos
q—u)e para qualquer médulo H;(X; R) e a familia de homomorfismos j, : H;(X4; R) — H;(X; R)
existe um tnico homomorfismo 1 : M — H;(X; R) tal que 1o ¢, = jo. Sob certas hip6teses 7

serd um isomorfismo:

Proposicao 2.1.7 ([19], p.244) Se um espaco X € a unido de um sistema direto de
subespacos X, com a propriedade que cada conjunto compacto em X estd contido em algum
Xo, o € I, entdo a aplicagdo natural n : im Hy(X,; R) — H,(X; R) € um isomorfismo para
todo p e R. -

Demonstracao: Para ver que a aplicagdo 1 é sobrejetora, seja [u] € H,(X; R) representado

pelo ciclo u € Cp(X; R). Assim u = ry0q + ... + ripoy, onde o; : AP — X sdo p-simplexos
k

singulares. Como AP é compacto, para cada i, Im(o;) é um compacto em X. Como U Im(o;)
i=1
é compacto, esse conjunto estd contido em X, para algum «. Assim podemos supor cada

o« AP — X, e ver u como um elemento em C,(X,;R), que vamos denotar por u. E
temos j,([u]) = [u]. Dal, existe ¢o([u]) € lim H,(X,; R) tal que n(¢n([T])) = @, (pois pela
propriedade do diagrama universal n o ¢, = jj). Logo n é sobrejetora. Vejamos a injetividade,
ou seja analisemos o nicleo deste homomorfismo: seja v € lim H,(X,; R) tal que n(v) = 0. Pela
Proposigao 2.1.3, v = ¢,([7]), paraalgum a € I e [y] € Hp(;a; R) um ciclo em X, representado
por . Agora n(v) = 0 implica j,([7]) = n(da([7])) = n(v) = 0. Assim  é um bordo em X,
isto é, v = d(u), u € Cp—1(X; R). Da condi¢ao de compactividade segue que v ¢ um bordo em
algum X O X, e assim jga([7]) = 0 € Hy(Xp; R) e daf v = ¢a([7]) = ¢3(jsa([7])) = 0. m

2.1.2  Cohomologia com suporte compacto

Apresentamos aqui a definigdo de cohomologia (singular) com suporte compacto de um

espago em termos de limite direto. ([17], p.215 ou [19], p.244).

Seja X um espaco topolégico. O conjunto dos subconjuntos compactos K C X forma um

conjunto direto com a relacdo de ordem dada pela inclusao (isto é, K < L se K C L), visto
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2.1 Cohomologia com suporte compacto

que a reuniao de dois compactos é um compacto. Para cada compacto K C X associemos o
modulo de cohomologia H(X, X — K; R), com ¢ e o anel de coeficientes R fixados, e para cada

inclusao K C L de conjuntos compactos associemos o homomorfismo natural
Jrx st HI(X, X — K;R) — HY(X,X - L; R)
induzido da aplicacao
Jjor :CUX, X —K;R) — CYX,X — L;R)

g—JjLk(9) =9
onde g(o + Cy(X — L; R)) := g(o + Cy(X — K; R)), 0 € Cy(X; R), que esta bem definida uma
vez que K C L implica que X — L C X — K e assim Cy(X — L; R) C Cy(X — K; R). Logo
(HY(X,X — K; R), j} i) forma um sistema direto indexado pelos subconjuntos compactos de
X.

Definigao 2.1.6 O limite direto do sistema direto (HY(X,X — K, R),jj ) € chamado o
g-€stmo modulo de cohomologia com suporte compacto de X e ¢é denotado por
HY(X;R). Assim

HI(X;R) = lim H'(X,X - K;R),

Kcomp.

com homomorfismos j3 : HY(X,X — K;R) — HI(X;R), onde K wvaria sobre todos 0s

conjuntos compactos de X.

Proposicao 2.1.8 Se X € compacto, entao HI(X; R) = HI(X; R).

Demonstracao: Se X é compacto entao existe um tinico compacto maximal K; C X, a saber
K, = X. Pela Observacao 2.1.2 temos que

HI(X:R) =limHY(X,X — K:R) 2 HY(X, X — K1; R) = H/(X; R)

pois K7 = X. Assim, HY(X; R) = HY(X; R). ]
R, se g=n

Exemplo 2.1.4 H!(R™; R) & _
0, caso contrario.

Com efeito, denote por By, a bola fechada em R™ com centro na origem e raio k. A sequéncia
de bolas fechadas By, Bo, ... € cofinal no conjunto direto de todos os subconjuntos compactos
de R™, pois todo subconjunto compacto do R™ é limitado e portanto estd contido em By para

algum k. Sendo assim, pelo Lema 2.1.2, temos que
A lim HY(R™, R" — By; R) — lim HY(R",R" — K; R)
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2 Cohomologia com suporte compacto e dualidade de Poincaré

¢ um isomorfismo. Logo HI(R™; R) = lim HY(R",R" — By; R). Para cada By, bola fechada de

centro na origem e raio k, considere a aplicagao inclusao
i (R",R" = By) — (R*,R" — {0}).
Obtemos o homomorfismo induzido em cohomologia relativa
Jir s HY(R" R" — {0}; R) — HY(R",R" — By; R).

Além disso, ji € um isomorfismo. De fato, a inclusio i : (R" — By) — (R — {0}) € uma

equivaléncia de homotopia pois existe h : (R"—{0}) — (R™— By), que associa a cada elemento

nao nulo v € (R™—{0}), h(v) = (||U|| +k

o]
h induz isomorfismos h* : HY(R" — {0}; R) — HY(R™ — By; R), para todo q. Considere o

sequinte diagrama comutativo

).v tal que hoi ~ idgn_p, eioh ~ idgn_goy. Assim

e HTY(R™; R} HY(R" — By; R}~HY(R",R" — By; R)— HY(R"; R)— HYR" — By; R)— - - -

v ; = e

. —HTY(R™: Ry~H*Y(R" — {0}; R) — HY(R",R" — {0}; R) ~HI(R"; R)— HY(R" — {0}: R) —» - -

onde a linha superior € a sequéncia exata longa em cohomologia do par (R", R™ — By) e a linha
inferior € a sequéncia exata longa em cohomologia do par (R",R™—{0}). Como R™ € contrdctil,
entio HY(R"; R) = 0, para todo q # 0 e claramente 0 = HY(R"; R) — HY(R";R) = 0 ¢

isomorfismo. Como h* é isomorfismo, seque do Lema dos Cinco ([19], p.129), ji é isomorfismo.

R =
Pelo Exemplo 1.1.5 HY(R",R" — {0}; R) = R ) ¥ HIYR",R" — By; R) =
0, se ¢g#n
R, se g=n
HIR"R"—{0}; R) = . Logo,
0, se q#n

R pu—
Hg(Rna R) = lim Hq(RnJR” — By; R) ~ , Se g=n
o 07 se q # n.

Observacao 2.1.3 FEste exemplo mostra que a cohomologia com suporte compacto nao é
inwvariante por tipo de homotopia e de fato isto estd relacionado com a dificuldade com aplicacoes
induzidas pois nem sempre uma aplicagao entre espacos induz uma aplicacao entre cohomologia
com suporte compacto. Pois, R" L {zo} (mesmo tipo de homotopia, com f : R" — {xq}
equivaléncia de homotopia), se existisse as aplicagoes induzidas e a cohomologia com suporte

compacto fosse invariante por homotopia teriamos que f* : Hi({zo}; R) — HI(R"; R) seria
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um isomorfismo. Agora como {xo} € compacto teriamos pela Proposi¢ao 2.1.8 que

R, se ¢q=0

0, caso contrario,

Hi({xzo}; R) = Hi({xo}; R) = {

Por outro lado, tomando no exemplo anterior o caso particular ¢ =n = 1 obtemos H!(R; R) &
R. Assim obteriamos uma contradi¢io: 0 = H!({zo}; R) = H'(R; R) = R.

Um tipo de aplicacao que induz aplicagoes em cohomologia com suporte compacto sao as

“préprias”.

Definicao 2.1.7 Uma aplicagao f : X — Y € propria se para qualquer compacto L C Y,

temos que f~Y(L) é compacto em X.

Exemplo 2.1.5 Se f : X — Y ¢é um homeomorfismo entre duas variedades X e Y entao f
¢ propria. Assim f induz um homomorfismo

HI(f): H(Y; R) — H!(X; R)

c

para todo q, que serd um isomorfismo.

Proposicao 2.1.9 Se f : X — Y € uma aplicacdo propria entre variedades entao f induz

um homomorfismo na cohomologia com suporte compacto.

Demonstracao: Seja f : X — Y uma aplicacao propria. Entao para cada compacto K C Y,
K = f~YL) é um compacto em X e f aplica X — f~'(L) em Y — L. Assim f induz um
homomorfismo f; : HY(Y,Y — L; R) — HJ(X; R) dado pela composta

f* S
HYY,Y — L;R) =5 HY(X,X — K:R) 2 HY(XR)

e tais homomorfismos satisfazem fj o f ;, = f}, se L C L'. Considerando a propriedade
de diagrama universal para o limite direto HZ(Y; R) com o médulo N = HI(X;R) e os
homomorfismos f;, existe um tnico homomorfismo induzido (em cohomologia com suporte
compacto)

HI(f): H(Y; R) — H!(X; R)

c

tal que HY(f) o j3 = ff, isto é, o diagrama comuta
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Coroléario 2.1.3 Se X ¢ uma variedade compacta (logo fechada de acordo com a definigdo de
variedade apresentada) e f: X — Y € uma aplicagao continua entdo f induz homomorfismo
na cohomologia com suporte compacto. Em particular se Y € uma variedade e X CY € uma

subvariedade compacta entdao a inclusao € propria.

Observacgao 2.1.4 A aplicagdo constante i : R™ — {zo} ndo € prépria pois i *({zo}) = R"

que nao € compacto.

No resultado seguinte exibimos um homomorfismo canénico em cohomologia com suporte

compacto. Tal homomorfismo sera utilizado na prova do teorema de dualidade.

Lema 2.1.4 Para todo subconjunto aberto U de uma variedade X podemos definir um
homomorfismo canonico
7:HYU;R) — HI(X;R).

Demonstracao: Para cada subconjunto compacto K de U existe, pelo Teorema de Excisao,

um isomorfismo

HYX,X — K;R) — HYU,U — K:R).

Denotemos por py o inverso deste isomorfismo. Tais homomorfismos (para K compactos de U)
sao compativeis com os homomorfismos induzidos das inclusoes, isto é, se K C K’, o quadrado
(I) abaixo é comutativo:
HY(U,U - K;R) — + HY(X,X — K:R) it
k
lji/,k jlt’,k:l \Hg(X; R)
HYU,U — K'; R)—"

HY(X,X — K';R) /j},

Assim passando ao limite (isto é, considerando as aplicagdes compostas) 7, = ji o pi :
HY U, U — K;R) — HI(X;R) e a propriedade do diagrama universal para HI(U;R) =

lim HY(U,U — K; R) existe um tnico homomorfismo
7: HY(U;R) — H!(X;R)
satisfazendo 7 o j; = 73, para todo K compacto de U. |

Observagao 2.1.5 (1) O homomorfismo T (em cohomologia com suporte compacto) dado no
lema anterior nao é induzido pela inclusio (U, U — K) — (X, X — K) wvisto que ele estd na
direcao contraria. Tal homomorfismo também nao é em geral um isomorfismo pois nem todo
subconjunto compacto de X estd contido em U. Assim K wvariar sobre todos os compactos
de U nao implica em K variar sobre todos os compactos de X. O que temos é HI(U; R) =
liLan(X,X — K;R), K CU, K compacto.
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2.1 Cohomologia com suporte compacto

(2) Se U =X entio T é o homomorfismo identidade.
(3) SeU CV C X, eUeVsao abertos de X, entao HI(U; R) — HJ(V'; R) estd definido e é

comutativo o diagrama

HY(U; R) HY(V;R)

HY(X: R)

Existe uma sequéncia de Mayer-Vietoris para a cohomologia com suporte compacto.

Proposicao 2.1.10 (Sequéncia de Mayer-Vietoris) Sejam U e V' subconjuntos de um espago
topolégico X tais que X = int(U)Uint(V). Entdo existe uma sequéncia exata na cohomologia

com suporte compacto dada por
. — HI(UNV;R) — HYU;R)® H(V;R) — HY(X;R) — H"™ (UNV;R) —

Demonstragao: Para construir esta sequéncia, considere K C U e L C V conjuntos
compactos, entdo pelo Teorema 1.1.11 para a tripla (X, X — K, X — L) (visto que (X — K) U
(X — L) =X — KN L) obtemos a seguinte sequéncia exata de Mayer-Vietoris relativa:

. — HY(X,X—KNL;R) — HY(X,X—K; R)®H(X,X—L;R) — HYX,X—KUL; R) —>

Agora do Teorema de Excisao temos os seguintes isomorfismos obtidos da inclusao
(X —Z,A—7) — (X, A) para Z e A especificados abaixo:
e HI( X, X —KNL;R)~H(UNV,UNV — KNL;R).
(para Z=X-UNVeA=X-KnNL)
e HI(X,X — K;R)~ HI(U,U — K; R).
(para Z =X -UeA=X—-K)
e HY(X,X — L;R) ~ H(V,V — L; R).
(para Z =X -VeA=X—-1L).
De onde obtemos a sequéncia exata
— HIUNV,UNV - KnLR) — HIUU - K;R)® H(V,;V — L;R) —
— HI(X, X -KUL;R) —
Agora, note que como K varia sobre todos os subconjuntos compactos de U e L sobre os
subconjuntos compactos de V', K N L varia sobre todos os compactos de U NV e K U L varia
sobre todos os compactos de X = U U V. Dal passando para o limite direto sobre todos os
pares (K, L) obtemos que a sequéncia
. — ImHUNV,UNV — KN L;R) — lim[HY(U,U — K;R) ® HI(V,V — L;R)] —
— liin }?}(X,X —KUL;R) — ... que é exata (vide Lema 2.1.3). Usando que o limite
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2 Cohomologia com suporte compacto e dualidade de Poincaré

de soma direta é a soma dos limites (Lema 2.1.1) e a definigdo de cohomologia com suporte

compacto obtém-se a sequéncia exata para suporte compacto mencionada. |

2.2 O Teorema da Dualidade de Poincaré

Seja X uma variedade n-dimensional possivelmente nao compacta, R-orientavel. Pelo
Teorema 1.2.4 existe uma tnica classe de homologia ax € H,(X,X — K;R) para cada
subconjunto compacto K de X (restringindo a uma dada orientacdo em X em cada ponto
de K, isto ¢, jX(ax) = ay, para todo z € K, a, gerador de H, (X, X — {z}; R) de acordo com

a R-orientacao). Assim o produto cap (relativo) com ay define um homomorfismo
ag ~:HI(X,X - K;R) — H,_,(X;R)

gpb—>0¢K/‘\gp

Notemos que se K e L sao subconjuntos compactos com K C L entao pela unicidade das
classes jj g (ax) = ar, onde jj  : HI(X, X — K; R) — HY(X, X — L; R) é o homomorfismo
induzido pela inclusao.

Ainda, pela naturalidade do produto cap, o homomorfismo ax —~ definido para diferentes
conjuntos compactos K é compativel com o limite direto no seguinte sentido: Se K e L sao

compactos e K C L, entao o seguinte diagrama é comutativo:

HY(X,X — K;R)-225% H9(X,X — L, R)

e\, o

H,_o(X:R)

ou seja, ax —~ ¢ = ar, ~ ji k(p), para todo p € HI(X, X — K; R).

Consideremos N = H,,_,(X;R) e os homomorfismos ax —~ : Mg — N onde My =
H9(X, X —K; R). Tomando o limite direto H(X; R) = lim HY(X, X — K; R) e homomorfismos
dados na definigao de limite direto jj, : H9(X, X — K; R)—)—> H!(X; R), segue da propriedade

universal do (limite direto) que temos um homomorfismo bem definido
(*) Dx:H}X;R) — H,_,(X;R)

tal que Dx o jj, = ax — , para todo compacto K, isto é, o seguinte diagrama é comutativo
, HI(X; R)
Ik
Dx

Mg

N = H,_,(X;R)

E esse homomorfismo Dx que nos dara o isomorfismo da dualidade de Poincaré para a

variedade X. Para a prova do teorema de dualidade, usaremos o seguinte lema:
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Lema 2.2.1 ([19], Lema 3.36, p.246) Se X € a unido de conjuntos abertos U e V', entao o

sequinte diagrama da sequéncia de Mayer-Vietoris é comutativo a menos de sinal:
- —~HIUNV;R) -~ HYU;R) ® HI(V;R) ~ H{(X;R) — HIM'(UNV;R) —--
Dynv Dy & =Dy Dx Dynv

oo Hy f(UNV:R) = Hy o(U; R) & Hy_y(Vi R) — Hy_y(X; R)— Hyq 1f(UNVR) —- -

Teorema 2.2.1 (Dualidade de Poincaré) Seja X uma variedade n-dimensional orientdvel e R

um anel coeficiente fizado. Entdo o homomorfismo dado anteriormente em ()
Dx : H(X;R) — H,_((X;R)

¢ um isomorfismo para todo q.

Demonstracao: A prova da dualidade de Poincaré serd por um argumento indutivo,
usando sequéncia de Mayer-Vietoris. A inducao requer uma versao da dualidade de Poincaré
para subconjuntos abertos de X, que nao sao necessariamente compactos, por essa razao é que

se usa a cohomologia com suporte compacto.

Caso 1: Suponhamos que X = U UV, onde U e V sao subconjuntos abertos de X e que a
dualidade de Poincaré vale para U, V e UNV (aqui estamos supondo que a orientac¢ao para U é
a restrigao da orientagao de X a U, e similarmente para V e U NV'). Vamos mostrar que nesse
caso a dualidade também ocorre para X = U U V. Pela Proposicao 2.1.10, temos a seguinte

sequéncia de Mayer-Vietoris para cohomologia com suporte compacto
. — H{UNV;R) — HIU;R)® H{(V; R) — HI(X; R) — ...

Pelo Lema 2.2.1 temos que o seguinte diagrama
- —HYUNV;R) — HI(U;R) & HI(V; R) — HI(X;R) — HI UNV;R) —---
Dynv Dy & —Dy Dx Dynv
—H, (UNV;R)—~ H,_(U;R)® H,,_((V;R) - H,_o(X;R)—~ H,_ 1«(UNV;R) — -

¢ comutativo a menos de sinal onde a linha superior do diagrama é a sequéncia de Mayer-Vietoris
da Proposicao 2.1.10, a linha inferior é a sequéncia de Mayer-Vietoris usual e as aplicagoes
verticais sao homomorfismos de dualidade de Poincaré Dy, Dy e Dyny que por hipdtese sao

isomorfismos. Logo, pelo Lema dos Cinco ([19], p.129), segue que Dx é um isomorfismo.

Caso 2: Se X = U Uj; onde Uy C Uy C ... sao abertos de X, e o Teorema de dualidade
j=1
de Poincaré vale para cada Uj, isto é, Dy, : H!(Uj; R) — H,_4(U;; R) ¢ isomorfismo, entao
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Dx : H(X; R) — H,_,(X; R) também é um isomorfismo. Com efeito, considere o conjunto
direto I = {K C X; K compacto de X} com a rela¢ao de inclusdo, o sistema direto (Mg =
HY(X, X — K;R), jig)e (H(X;R) = lim Mg, jg) o limite direto associado. Vejamos

Kel
primelramente que

(1) HIX;R) = lim H(Uj; R)

jEN*

Note que, para cada j € N*, podemos considerar (vide Lema 2.1.4 e Observagao 2.1.5)

(2) HIU; R)= lim HY(X,X — K;R)

KC Uj

Considere J = {1,2,3,...} = N* e para cada j € J, associe o subconjunto direto [; = {K
compacto; K C U;}. Entao U; C I; I; C Iy, se j < j,el = UUj pois todo compacto

j
K C X estd contido em U; para algum j (visto que K é coberto por um nimero finito de

Ujs e tais conjuntos estdo totalmente ordenados pela inclusiao). Considerando o limite iterado

(Proposicao 2.1.5) e (2), obtemos ent@o o isomorfismo desejado

(3) HI(X;R)=lim lim HY(X, X — K; R) = lim HY(U}; R)

jeJ KeU; jeJ

Ainda, do fato que todo compacto estda contido em U; para algum j obtemos também (vide

Proposigao 2.1.7) um isomorfismo
(4) lim H, 4(Uj; R) — Hyo(X; R)
Finalmente, da hipdtese, temos os isomorfismos
Dy, : H{(Uj; R) — H,—o(Uj; R)

para todo 7. Usando a comutatividade do diagrama

HY(Uj; R)—2%—+ H, (U R)
L
Dy,
HiY(Uj; R) J H,_,(Uj;R)

onde 7j ; é o homomorfismo canénico como no Lema 2.1.4 e 7, ¢ a aplicacao induzida da inclusao
(tal comutatividade é obtida da defini¢ao dos homomorfismos DU]_,) e a naturalidade do produto
cap) obtemos, por passar o limite (vide Proposi¢ao 2.1.6) visto que HY(X; R) e H,_4(X; R)
sao também limites diretos (dados em (3) e (4), respectivamente), que Dx : HI(X;R) —

H,_,(X;R) também é um isomorfismo.
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Caso 3: Seja X = R". Como R" é contréctil temos que H, ,(R";R) = 0 se, n # q e
H,_(R" R) = R se, n = q. Pelo Exemplo 2.1.4

R, se g=n

HY(R"™ R) =lim HY(R",R" — By; R) =
— 0, se q#n,

onde By denota a bola fechada de centro na origem e raio k, k > 1. Assim temos que

Dx

0=HIR"R)— H, (R R)=0

é obviamente isomorfismo quando n # ¢. Resta mostrar que Dx : HY(R™; R) — Hy(R"; R) é

um isomorfismo. Mostremos primeiramente que
D: H"(R",R" — B;R) — Ho(R™;R), p— ap ~ ¢

onde ap € H,(R",R" — B; R) é um isomorfismo, para toda bola fechada B. Como R"™ é conexo
por caminhos, pela Proposigao 1.1.3, temos que ¢, : Hy(R™; R) — R é um isomorfismo. Como
H,1(R"R"—B;R) =0e H,(R",R" — B; R) ¢ isomorfo a R (com gerador o), obtemos (vide

Teorema 1.1.13 e Exemplo 1.1.5) isomorfismos
H"R",R" — B; R) = Hom(H,(R",R" — B), R) = R, onde v — o(¢); a(y)(0) = (o),

com ¢ € H"'(R",R" — B;R) e 0 € H,(R",R" — B) em particular no gerador a(¢)(ap) =
Y(ap) (por abuso nao estamos fazendo distingao entre um elemento da (co)homologia e seu
representante) e ¢ : Hom(H,(R",R" — B), R) — R é o isomorfismo natural h —— ((h) =

h(ap). Ainda o diagrama

H™(R",R" — B; R»2 . Hy(R"; R)

Hom(H,(R",R" — B),R) —& R
é comutativo (pois (. 0 D)(¢) = e.(ap —~ @) ObeL 19 e«(plap).ag) = plag) e (Coa)(y) =

C(alp)) = alp)(ap) = p(ap)). De onde segue que D = ;! o ( o @ também ¢ isomorfismo.

Passando ao limite direto obtemos Dy : HI(R™; R) — Hy(R™; R) é um isomorfismo.

Caso 4: Dy é um isomorfismo se X é um aberto do R™. De fato, se X é convexo, entao
X ¢é homeomorfo ao R" e assim Dx ¢é isomorfismo pelo Caso 3. Se X nao é necessariamente
convexo, entao usamos o fato que a topologia do R™ tem uma base enumeravel consistindo

de bolas abertas n-dimensionais. Assim X é uma reuniao enumeravel de bolas abertas, isto
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2 Cohomologia com suporte compacto e dualidade de Poincaré

é, X = U B;. Agora seja U, = U B;. Afirmamos que a dualidade de Poincaré vale para
i>1 i<m
- m>1
todo U,,. Com efeito, tome U, = B; U...U B;. Note que Uy nao é necessariamente convexo,
mas é a reuniao de k conjuntos abertos convexos. O mesmo ocorre para U, N By. Assim, por
inducao sobre o nimero de abertos convexos podemos supor que Dy, , Dy, np, sao isomorfismos.
Ainda, como Dp, ., ¢ isomorfismo (pois By ¢ homeomorfo a R"), obtemos do Caso 1, que
Dy,., = Dy,uB,,, ¢ isomorfismo. Assim Dy, ¢é isomorfismo para todo m > 1. Temos entao
X =U;, onde Uy C Uy C ... e Dy, isomorfismo para todo i. Pelo Caso 2, segue que Dy é

um isomorfismo.

Caso Geral: A dualidade de Poincaré é valida para uma n-variedade arbitraria orientavel X.
Considere Y = {U C X; U é aberto e Dy é um isomorfismo}. Entdao U é uma familia nao
vazia (pois existe U C X tal que U é homeomorfo a R"™) parcialmente ordenada pela inclusao.
Seja {Uy, }ier uma subcolegao totamente ordenada, isto é, Uy, C Uy, C .... Entao |JU,, ¢ uma

cota superior para {U A1_} e, pelo Caso 2, a dualidade vale para U U,,. Pelo Lema de Zorn U

tem um elemento maximal V' tal que Dy é um isomorfismo. Sé V' # X, escolha um ponto
r € X —V e uma vizinhanca aberta B de x homeomorfa ao R". Pelo Caso 3, temos que
Dpg é um isomorfismo e pelo Caso 4, Dy~p ¢ um isomorfismo pois V' N B é homeomorfo a um
aberto do R"”. Como também Dy, é um isomorfismo, entao pelo Caso 1, segue que Dy g é um
isomorfismo. Obtemos entao uma contradicao pois V' ; VUB eV éum aberto maximal na

qual Dy é isomorfismo. Assim V = X e Dy é um isomorfismo, como desejado. |

Corolario 2.2.1 Seja uma variedade n-dimensional X fechada e R-orientavel, com classe

fundamental ax € H,(X; R). Entao o homomorfismo
Dx: H(X;R) — H,_,(X; R)
p—oax m g
¢ um isomorfismo para todo q.

Demonstragao: Segue do resultado anterior e Proposicao 2.1.8. |

Coroldrio 2.2.2 Se X € uma n-variedade fechada com classe fundamental ax € H,(X;Zs)
entao
Dx : HI(X;Zy) — H,—y(X;Zs)

Y ——ax @
¢ um isomorfismo, para todo q.

Demonstracao: Segue do fato que toda variedade é Zs-orientavel. |
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2.2 O Teorema da Dualidade de Poincaré

Observacao 2.2.1 FExiste uma versao da Dualidade de Poincaré para variedades fechadas nao
orientdveis. De fato, hd uma dualidade de Poincaré para variedades fechadas X (orientdveis

ou nao) com cohomologia num Z(mw(X))-mddulo M qualquer, que usa “coeficientes locais”. Tal
dualidade serd tratada no Capitulo 4.
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CAPITULO

3

Cohomologia de Grupos e Grupos de Dualidade

Existe um conceito de dualidade para grupos e para pares de grupos que esta fortemente
relacionado com o conceito de dualidade para variedades/CW-complexos. O objetivo principal
deste capitulo é abordar o conceito de dualidade para grupos. Para tanto definimos inicialmente
homologia e cohomologia de grupos e apresentamos uma interpretagao topolégica desses grupos
via espacos Eilenberg-Maclane, onde a homologia e cohomologia sao tomadas com coeficientes
locais. Esta interpretagao sera importante no capitulo seguinte quando relacionamos dualidade
de Poincaré para grupos e variedades fechadas. Certas condicoes de finitude, incluindo dimensao
homoldgica e cohomolégica de um grupo, o conceito de grupo de dualidade e alguns resultados

relacionados sdo em seguida apresentados. As referéncias principais para esse capitulo sao [6] e
[10].

3.1 (Co)homologia de Grupos

Nesta se¢ao veremos inicialmente alguns pré-requisitos bésicos da teoria de (co)homologia
de grupos tais como (co)invariantes e médulos (co)induzidos. A seguir definimos (co)homologia
de grupos, apresentamos alguns exemplos e o Lema de Shapiro. Finalizamos com uma
interpretagao topoldgica para a (co)homologia que é importante para a relacao entre dualidade
de grupos e variedades/CW-complexos.  Enfatizamos porém que alguns dos resultados

(mencionados aqui) estdo apresentados com mais detalhes em [36] do que em [10].

Definicao 3.1.1 Seja G um grupo que vamos denotar multiplicativamente e R um anel
comutativo com unidade. O anel grupo RG ¢ um anel associado ao grupo G. Aditivamente
RG € o grupo livre abeliano gerado por G, ou seja, 0s elementos sao combinagoes lineares finitas

dos elementos do grupo G

migr+ ... +mpgr, m; € R,g; € G.
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3 Cohomologia de Grupos e Grupos de Dualidade

A multiplicagao em RG € dada pela lei distributiva e pela multiplicacao em G:

O migi)-(O_nihy) = > (min)(gih;), mi, n; € R, gi,h; €G.

/[:7j

E usual denotar tanto o elemento neutro de G como o elemento unidade 1g.1 do anel RG por
1.

Observacao 3.1.1 O anel RG ¢é comutativo somente quando G € comutativo. Em geral

consideraremos RG (o anel grupo de G sobre R), para R =7 ou Zs.

Observagao 3.1.2 Para qualquer grupo G podemos definir o homomorfismo de anéis
e: RG — R tal que £(g) = 1 para todo g € G e estender por linearidade. Este homomorfismo
é denominado aplicacdo aumentacao. Note que € é sobrejetor. O nicleo de € é chamado ideal
aumentacao de RG, o qual denota-se por I ou IG. Pode-se mostrar que se S € um conjunto de

geradores para G, entdo os elementos s—1 (s € S) geram I como um ZG-mddulo (a esquerda).

No estudo de (co)homologia de grupos os coeficientes serao considerados sobre RG-médulos
M. Obter um RG-médulo depende essencialmente de dar uma G-agao a M como mostra o

resultado seguinte (para o conceito de G-agao vide Defini¢ao 1.1.27).

Proposicao 3.1.1 Seja G um grupo e M um conjunto nao vazio. Entao, M é um RG-mddulo
(a esquerda) se, e somente se, M € um R-mddulo (a esquerda) munido de uma ag¢do (a

esquerda) de G sobre o grupo aditivo (M, +).

Demonstragao: Se M ¢é um RG-modulo, entao M é um R-moédulo, considerando: rm :=
(rl)m e a G-agao dada por g.m := (1grg)m. Reciprocamente, se M é um R-médulo e existe

uma acao de G sobre M, entao podemos dar a M uma estrutura de RG-modulo da seguinte

forma: (> ryg)m :=> r,(g.m). ]

Corolario 3.1.1 M ¢ um ZG-mddulo se, e somente se, M ¢ um grupo abeliano munido de

uma G-agao.

Coroldrio 3.1.2 M ¢ um ZsG-mddulo, se e somente se, M € um Za-mddulo (equivalente-

mente, grupo abeliano em que todo elemento tem ordem 2) munido de uma G-agao.

Observacgao 3.1.3 (i) Podemos sempre ver R como um RG- médulo por considerar a G- a¢ao
trivial.
(i) Todo RG-mddulo a esquerda M pode ser visto como um RG- mddulo a direita por considerar

rg=gtx, v €M, ge G (e vice-versa).

56



3.1 (Co)homologia de Grupos

Considerando X um G-conjunto e RX o R-mddulo livre gerado pelos elementos de X,

podemos estender a agao de G sobre X a uma acao de G sobre RX da seguinte maneira:

g(z LX) = er(g.:p),
com g€ G, r, € Rex e X. Assim temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.2 ([10], 1.3, Proposicio 3.1, p.13) Sejam X um G-conjunto livre e E um
conjunto de representantes para as G-orbitas em X. Entio RX € um RG-maodulo livre com
base E.

Demonstracao: Seja £ = {x),\ € A} um conjunto de representantes para as G-6rbitas em

X. Entao X = U G(z)) e assim RX = R U G(zy) | = @ R(G(zy)) sendo que a tltima
T\EE TNEE T \EE
igualdade é verdadeira ([10], p.13). Agora, como a G-agao é livre temos, para cada x,, que a

aplicacao
f)\ G — G(J/’)\)
g — falg) = g-xx
¢ uma bijegao. Dai, R(G(x))) = RG. Logo, RX = @ (RG) g, - ]

TN\EE

Corolario 3.1.3 Se S é um subgrupo de G entao RG é um RS-mddulo livre com base num
conjunto E de representantes para as S-orbitas em G (que sao as classes laterais a esquerda de

S em G), isto €, RG = @g(RS).

geE

Demonstracao: Temos que G é um S-conjunto com a acao dada pela multiplicacao dos
elementos de S por elementos de G (isto é, s.g := sg) e esta agao é livre pois (s.g = g < s =1).

Portanto, o resultado segue da proposi¢ao anterior. |

Definicao 3.1.2 Sejam R um anel com unidade 1 e M um R-mddulo. Uma resolugcao de

M sobre R, ou uma R-resolugao de M, é uma sequéncia exata de R-mdodulos:
02 01 €
— ="K —F—M-—0

onde € : Fy — M € chamada aplicacdo aumentacdao. Se cada F; é R-mddulo livre (projetivo),

dizemos que a resolugdo € livre (projetiva). E usual denotar uma tal resolucao pore : FF' — M.

Observagao 3.1.4 (a) Se considerarmos o complezo de cadeia ndo negativo F = (F}, 0;)i>o,
podemos ver ¢ : F —— M como uma aplicacao de cadeias, onde M € identificado com o

complexo de cadeia tal que Co = M e C; = F;, se 1 >0 ou C; =0, set < 0.
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3 Cohomologia de Grupos e Grupos de Dualidade

(b) Quando existir n tal que F; = 0, para i > n, dizemos que a resolu¢ao tem comprimento

finito (no mdzimo n). Neste caso, escrevemos simplesmente
0O—F, —...— Fp— M —0

Lema 3.1.1 (/21], Proposi¢io 1.1, p.124) Dado um R-mddulo M, sempre podemos construir

uma resolugdo livre (portanto, projetiva) de M sobre R.

Demonstracao: Como todo R-médulo M é o quociente de um R-médulo livre ([21], 1.4.6),
temos M = Fy/Ap, onde Fy é R-livre. Seja € : Fy — Fy/Ay a projegao canodnica tal que
e(xg) = To = w9 + Ap. Como Kere é submddulo de Fp, temos que Kere também é R-mddulo,
assim Kere = Fj/A;, onde F; é R-livre. Consideremos, agora, 0y : F; — Fj/A; a projecao

canonica tal que 0)(zg) = T;. Procedendo sucessivamente, deste modo, teremos a sequéncia
02 0 e
— = F — Fy— M —0

com Kere = Im0; e Kerd, = Im0;,1, para i > 1. Logo, essa sequéncia é exata e, portanto,

uma R-resolucao livre de M. |

Em geral, como ja mencionado, trabalharemos com médulos sobre R = RG, para R = Z
ou Zs. Um modulo sobre RG é também referido as vezes como RG-modulo ou simplesmente

G-modulo.

Exemplo 3.1.1 Seja G = (t) ~Z, o grupo ciclico infinito gerado por t. Entio 0 — RG 2,
RG -+ R — 0 ¢é uma resolugdo livre de R sobre RG onde 0 é a multiplicacdo por (t — 1) e

€ € a aplicagao aumentagao.

Exemplo 3.1.2 Seja G = (t) ~ Z, (n € N*), o grupo ciclico finito de ordem n gerado por t.

Entao a sequéncia

—RGY R R S RGELVRG S R—0

¢ uma resolucao livre de R sobre RG onde € ¢ a aplicagao aumentacao, et —1 e N denotam

respectivamente, a multiplica¢io port —1 e 1+t + ... +t""! (para detalhes ver [36]).

Lema 3.1.2 ([10], Ezercicio 2, p.30; [36], Lema 1.5.4, p.19) Se F é uma resolugdo projetiva
de R sobre RG, e S € um subgrupo de G, entao F' também € uma resolugcao projetiva de R
sobre RS.

Demonstragao: Seja ... — F, — ... — F; — F; — R — 0 uma resolucao projetiva

de R sobre RG. Como cada F), é um RG-médulo projetivo, por ([10], I, Proposigao 8.2, p.27),
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3.1 (Co)homologia de Grupos

F,, ¢ um somando direto de um RG-moddulo livre. Deste modo,

F, ® Qn = D(RG).

el

Agora, pelo Corolario 3.1.3, temos que RG é RS-médulo livre, assim RG = EB(RS)j. Portanto,

jed
EF,eQ, = @(RS)M e, novamente por ([10], I, Proposicao 8.2, p.27), temos que F, é um
1,3
RS-médulo projetivo. Logo, F' é uma resolugao projetiva de R sobre RS. ]

Proposicao 3.1.3 (/36], Proposicao 1.5.5, p.20) Se ¢ : F — Z ¢ uma resolucao livre
(projetiva) de Z sobre ZG entio € : F' = F Qg Loy — 7 Qg Loy ~ Zo € uma resolugdo
livre (projetiva) de Zs sobre ZsG.

Proposicao 3.1.4 (Unicidade de Resolugoes) ([10], I, Teorema 7.5, p. 24; [36], Proposicao
1.5.6, p.21) See : F — R ec : F' — R sdo resolugoes projetivas de R sobre RG entdo
existe uma aplicagdo de cadeias T : F' — F' preservando aumentagao (isto é, €' ot =€), unica

a menos de homotopia e T € uma equivaléncia de homotopia.
Sejam G um grupo e M um RG-médulo (& esquerda).
Definig¢ao 3.1.3 (i) O grupo de coinvariantes de M, denotado por M, é dado por:
Mg=M/{gm—-m; g€ Gemée M)

onde (gm—m ; g€ G e m € M) € o submddulo de M gerado pelos elementos g.m —m, com
geGemelM.
(7i) O grupo de invariantes de M, denotado por MY, é dado por:

MC% ={m € M; gm =m,Vg € G}.

Proposicao 3.1.5 ([10], p. 55, [36], Proposicoes 1.2.3, 1.2.6, p.5-06)

(i) Se R visto como RG-mddulo trivial (a direita) entdo R®pgg M ~ Mg como grupos (e como
RG-mddulos triviais).

(i) <M®RN)G = M®RGN'

(1ii) M @pe N =~ NQpo M.

Proposicao 3.1.6 Hompg(R, M) = M, onde R é um RG-mddulo com a G-agdo trivial.

Demonstragao: Definindo ¢ : Hompg(R, M) — MY por ¢(f) := f(1), temos que ¢ é um

isomorfismo. n
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3 Cohomologia de Grupos e Grupos de Dualidade

Restricao e (co)extensao de escalares- Médulos Coinduzidos
A referéncia deste paragrado é ([10], III. §3 e 5)

Consideremos A; e Ay anéis e k : A, — Ay um homomofismo de anéis.

(1) Se M é um As-mddulo (a esquerda) sempre podemos ver M como um Aj;-mdédulo (a

esquerda) definindo em M a Aj-agdo: Ay x M — M, (a3, m) — aym := k(ay).m

Obtemos, desta forma, um funtor da categoria dos As-mddulos (a esquerda) para a categoria
dos A;-médulos (& esquerda) denominado restri¢io de escalares (via k). Neste caso M é
denotado por ResjﬁM :

(2) Agora, se M é um A;-médulo (& esquerda). Através do homomorfismo k : A} — As,
podemos obter a partir de M, dois Ay-médulo (a esquerda): Ay @4, M e Homa,(Ay, M) da
forma a seguir:

e O Ay-médulo Ay ®4, M

Usando a restrigao de escalares vamos ver A, como um A;-médulo (a direita).
AQ X Al — A2

((11, ag) — a2.01 — a2k<a1).

Assim podemos considerar o produto tensorial Ay ®4, M. A aplicagao
Ay X (Ag X4, M) — A, ®a, M

(az,ay @ m) — as(ay @ m) = asa, @ m

estd bem definida e é uma As-multiplicagao. Logo, A ®4, M é um Ay-mddulo obtido de M

por extensdo de escalares de A; para Ay (via k).

e O Ay-médulo Homy, (As, M)

Por restri¢ao de escalares podemos ver Ay como um A;-médulo (a esquerda)
Al X AQ — AQ

(a1,a2) — aj.as = k(ay).aq

e assim faz sentido considerar Hom 4, (Ag, M). Para que Hom, (As, M) se torne um Ay-médulo

temos que definir uma As-multiplicacao. Definimos entao
A2 X HOmAl (AQ, M) — HOmAl (A2, M)

(ag, f) — aa.f; (az.f)(ay) == f(aga))
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3.1 (Co)homologia de Grupos

Pode-se mostrar que esta aplicacao estd bem definida e é uma As-multiplicacao. Assim,
Homa, (Ag, M) é um As-médulo denominado As-médulo obtido de M por coextensao de

escalares de A; para Ay (via k).

Definigao 3.1.4 (Mddulos (Co)lInduzidos) Sejam G um grupo e S wum subgrupo de G.
Definimos para cada RS-maodulo M :
e O RG-mddulo obtido de M por extensdo de escalares que é denotado por Ind$M (e chamado
de indugdo), isto é,

Ind$M = RG ®@ps M

onde a G-ag¢ao € dada por
G x Ind§M — Ind§M

(9.9 @m) — g.(¢ @m) = g¢’ @®m

e O RG-mddulo obtido de M por coextensdo de escalares que é denotado por CoindGM

(chamado de coindug¢do), ou seja,

Coind$ M = Homps(RG, M)
onde a G-ag¢ao € dada por

G x Coind§ M — CoindS M

(9, f) —9-f:(9.5)(g") = f(d'9)

Proposicao 3.1.7 ([10], IIL.5, Proposi¢io 5.9, p.70) Se [G : S] < oo, entdo IndSM =~
Coind% M.

Proposicao 3.1.8 (/10/, Ex. 2, p. 71; [16], Lema 1.3.10, p.16) Se M é um RS-mddulo e N
¢ um RG-maodulo, entdo existe um RG-isomorfismo

N @pe IndS M ~ Ind§(Res$N @prg M),

onde N @ra [ndgM ¢ visto como RG-mddulo com a G-acao diagonal e ResgN ®prs M € visto

como RS-mddulo com a S-acgao diagonal.

Proposicao 3.1.9 (/10/, Ex. 4, p. 71; [16], Lema 1.3.11, p.17) Sejam G um grupo e S um
subgrupo de G, com |G : S| = oo. Entao, para qualquer RS-mddulo M,

(Ind$M)“ = 0.

Definicao 3.1.5 ((Co)homologia de Grupos) Sejam € : F' — R uma resolugdo projetiva de R
sobre RG e M um RG-mddulo (a esquerda). Consideremos os complexos de cadeia e cocadeia,

respectivamente,
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3 Cohomologia de Grupos e Grupos de Dualidade

F®RGM:,,,—>F2®RGM§>F1®R0ME>FO®R(;M—>O,

Hompe(F, M) : 0 — Hompa(Fo, M) -2 Hompe(Fi, M) = Hompe(Fs, M) — ..

*

com o operador bordo dado por 0, := 0, ® id e operador cobordo dado por §"(f) := f 0 Ons1,
para todo f € Hompgg(F,, M). Os n-ésimos grupos de homologia e cohomologia de G

(sobre R) com coeficientes em M sdo, para todo n € 7, definidos, respectivamente, por:

Ko
H, (G5 M) 1= Hy(F @pa M) = —20n
Im8n+1
Ker™
H (G M) o= H"(Home(F, M) = 7w

Proposicao 3.1.10 (/10], I11.1, p.57; [36], Proposicio 2.1.4, p.24) Se M é um RG-mddulo
entao

(i) Ho(G; M) ~ Mg;
(i) HO(G; M) ~ MC.

Demonstragao: (i) Consideremos a resolugao projetiva de R sobre RG:
e Fy— - — Fy = R — 0.
Aplicando o funtor — ® g M, obtemos o complexo

s FopeM 2% F@pe M —» R®peM — 0
13,
0

Por ([33], Teorema 2.10) temos que tal funtor é exato & direita assim Im 0; = Kerz e € é

sobrejetora. Logo,
Ker 50 Fg RRra M Prop.3.1.5(1)

Hy(G: M) = —— = ~R M ~ Mg,
o(G; M) Im Ker 2 Qra G

Portanto, Hy(G; M) ~ M.

(ii) Aplicando o funtor funtor Hompgg(—, M), obtemos o complexo

0 — Hompgg(R, M) N Hompea(Fy, M) AR Hompgg(F1, M) —

Ts-1
0
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3.1 (Co)homologia de Grupos

Agora, como, por ([33], Teorema 2.9) tal funtor é exato & esquerda, temos que Im & = Ker §°
e € é injetora. Assim,
Ker 50 Prop.3.1.6

HY(G: M) = 7 = Ker 8 = Im & o Hompa(R. M) =" M€,

Logo, H(G; M) ~ M€, ]

Exemplo 3.1.3 Sejam G = {1} ¢ M um RG-mddulo. Temos que RG = R e (0 — R ——
R — 0 € uma resolucao projetiva de R sobre RG. Aplicando o funtor — @r M obtemos

0 — R®r M — 0 e dai este complexo se reduz 0 — M — 0. Logo,

M, se i=0
0, se +>1.

Hi({1}; M) = {

Agora aplicando o funtor Homg(—, M), obtemos o complezo 0 — Homp(R, M) — 0. Mas,
Hompg(R, M) = M (via o isomorfismo f — f(1g)) e dai este complexo se reduz a 0 — M —
0. Logo,

M,
0, se 1>1.

se 1=0

H'({1}; M) = {

Os dois exemplos seguintes estao apresentados em detalhes em [36].

Exemplo 3.1.4 Sejam G = (t) ~ 7Z e M um RG-mddulo. Entdo

Mg, se i =0 M€, se i=0
Hi(G; M) ~<{ MS, se i=1 e HY(G;M)~< Mg, se i=1
0, se ©1>2 0, se ©2>2.

Exemplo 3.1.5 Sejam M um RG-mddulo e G um grupo ciclico infinito de ordem n com

gerador t. Entao pelo Exemplo 3.1.2 a sequéncia
— RG-S RGEL RG-S . — RGEL RG-SR —0

¢ uma resolucao livre de R sobre RG onde € € a aplicagao aumentagao, t — 1 e N denotam

respectivamente, a multiplicacdo port —1 el +t+...+t" 1. Daf

(M, sei=0
Ker(t—1) M¢ L
= Se 1 e ’me(l’f’

Im N NM’

Ker N Ker N .,
= Se 1 € par.
Imt—1)  (t—1)M’ b
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3 Cohomologia de Grupos e Grupos de Dualidade

[ M©, se i =0
Ker N Ker N

= Se 1 e impar
Im(t—1) (t—1)M’ b

HY(G; M) =
Ker(t—1) _ M€ sei ¢ par
Im N NM’ '

\

Em particular, para o caso M = Z (com G-ag¢ao trivial), temos que t — 1 é a fungao
nula, pois (t —1).m = t.m —m = 0, para todo m € M, e N € a multiplicagdo por n, pois
A+t+...+t"Hm=m+tm+...+t""om =nm. Assim Ker(t —1) =7, Im(t — 1) =
0= KerN e ImN = nZ. Deste modo,

Z, se 1=0 Z, se 1=0
H{(G;Z)~{ Z,, se i é impar e H'(GZ)~ 0, se i é impar
0, se 1 é par Ly, S€ 1 € par.

Vimos que se S é um subgrupo de um grupo G e M ¢é um RS-médulo, Ind§M e
Coind$ M sio RG-médulos. Considerando tais RG-mdédulos, temos o seguinte resultado que

relaciona a (co)homologia do grupo G com a de seu subgrupo S.

Proposicao 3.1.11 (Lema de Shapiro)([10], III.6, Prop. 6.2, p. 73; [36], Prop. 2.3.1, p.33)
Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RS-mddulo. Entao sao isomorfos:

(a) Ho(S; M) ~ H.(G; Ind§M);

(b) H*(S; M) ~ H*(G; Coind$ M).

Coroléario 3.1.4 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G, com [G : S] < oo. Entao
H*(S; RS) = H*(G; RG).

Demonstragao: Pelo Lema de Shapiro e pela Proposicao 3.1.7 temos H*(S;RS) =
H*(G; Coind$RS) = H*(G; Ind$RS) = H*(G; RG ®gs RS) = H*(G; RG).

Proposicao 3.1.12 (/10], III, Proposicio 6.1, p.71) Seja 0 — M’ oML M — o
uma sequéncia exata de RG-modulos. Temos:
(i) Para todo n € 7, existe uma aplica¢ao natural 0, : H,(G; M") — H,,_1(G; M), tal que a

sequéncia:

s H (G M) 2 (G M) 2 Ho(G M) S Hy(Gs M) Hy (G MY — 0

¢ exata, onde as aplicacoes (¢')n e (¢")n sdo as induzidas em homologia, isto €, (¢'), :
H,(G; M) — H,(G; M) e similarmente (¢"), : H,(G; M) — H,(G; M").
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(1) Para todo inteiro n, existe uma aplica¢io natural 6" : H"(G; M") — H""Y(G; M), tal

que a sequéncia:
/\0 /10 1
0 — HG; M) Y0 mo(G ) Y moas My 2 vy G MYy L BN G M) —

¢ exata, onde as aplicacoes (P )" e (¢")" sao as induzidas em cohomologia, isto €, (¢')
H" (G, M"Y — H"(G; M) e (¢")*: H*(G; M) — H"(G; M").

3.1.1 Interpretacao Topoldgica da (Co)homologia de grupos com coef. em Z

O objetivo desta secao é apresentar uma interpretacao topoldgica para a cohomologia de
grupos com coeficientes no ZG-médulo trivial Z. O espago associado serd um C'W-complexo

especial.

Definicao 3.1.6 Dado um espa¢o X de Hausdorff, dizemos que X admite uma estrutura
de CW -complexo se existir uma sequéncia ascendente de fechados X° C X' C X?... que
satisfaz as sequintes condicoes:

(1) X° tem a topologia discreta;

(11) Para cada n > 0, X™ é obtido de X" ' por adjungio de n-células (caso erista), isto
é, X™ — X" € uma uniao disjunta de subconjuntos abertos (em X™) e¥, X € A, (chamados
n-células abertas) onde cada €y € “colada” a X"~ por meio de uma aplicagio chamada aplicagio
caracteristica. Isto significa que para cada X\ existe uma aplicacdo continua fy : Un — el
tal que fn aplica U™ homeomorficamente sobre €% e fr(U™ — U") C X"7', onde U" :=
{x e R"; ||z|| < 1}. Além disso, A C X" € fechado se, e somente se, AN X""! e fi1(A) sdio
fechados para todo A € A;

@@X:UX%
n=0
(iv) O espago X e os subespagos X" tém a topologia fraca, isto €, um subconjunto A de X (ou

de X™) € fechado se, e somente se, ANe™ € fechado para todos as n-células e”,n =0,1,2,....

O subconjunto X" (da definicao anterior) é chamado n-esqueleto. Os pontos de X
sao chamados vértices ou 0-células. Um CTW-complexo é dito finito se sua cole¢ao de células
é finita e infinito, caso contrario. Se X = X" para algum inteiro n (onde X" necessariamente
foi obtido por adjuncao de pelo menos 1 n-célula) dizemos que o CWW-complexo tem dimensao
finita n. Um subconjunto A de C'W-complexo é chamado subcomplexo se A é uma uniao de

células de X e para toda célula e”, e C A implicar em e C A.

Exemplo 3.1.6 Seja X =R. Podemos dar a R uma estrutura natural de CW -complexo onde

as 0-células e 1-células sao dadas, respectivamente, por e = {n} e el =ln,n + 1] com n € Z.
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Exemplo 3.1.7 Seja X = S™ (n-esfera). Uma estrutura de CW -complexo sobre S™ pode ser

dada por uma 0-célula € e uma n-célula e™.

Exemplo 3.1.8 Consideremos X = \/ S}, o bouquet de circulos indezado por um conjunto

AEA
A. Podemos dar a X uma estrutura de CW -complexo 1-dimensional com uma unica 0-célula e

uma 1-célula para cada elemento de A, ou seja, X =€’ U (U ey).

AEA
Exemplo 3.1.9 Podemos dar a T? (toro) uma estrutura de C'W -complexo 2-dimensional com

uma 0-célula, duas 1-células e uma 2-célula.

Observacao 3.1.5 E também usual denotar uma n-célula por " ou simplesmente por o

quando a dimensao estiver clara no contexto.

Definicao 3.1.7 Um G-complexo ¢ um CW -complexo X munido de uma acdo de G em X
que permuta as células (isto €, se A representa o conjunto das células de X entao g.A = A,
para todo g € G). Quando a a¢ao de G em X permuta livremente as células dizemos que X €

um G-complexo livre.

Observacao 3.1.6 E importante notar que, pelo fato da acao de G em X induzir um

homomorfismo dado por

p:G — Homeo(X)
g = g X=X

tal que p,(x) = g - x, temos que, se o € uma célula de X, entao g - o também € uma célula de
X cuja dimensdo € a mesma de o (ou seja, pgy preserva dimensdao).

Seja X um G-complexo. Podemos formar o complexo de cadeias Ci(X; R), onde C,,(X; R)
é o R-mddulo livre gerado pelas n-células de X.

A agio de G em X induz uma a¢ao em C.(X; R) da sequinte forma:
g-(ao1+ ...+ a,0,)  =a19-01+ ...+ ang - op.

Assim, C.(X; R) torna-se um complezo de cadeias de RG-mddulos.
Definimos a aplicagio ¢ : Co(X;R) — R por e(c”) = 1, nas 0-células 0° de X, e a
estendemos por linearidade.

Temos que € é uma aplicacao de RG-mddulos, pois, g - o° também é 0-célula.

Proposicao 3.1.13 Se X € um G-complezo livre contrdctil entao o complexo de cadeia celular

aumentado de X :
C— Co(X; R) 25 C1 (X R) -2 Oy(X;R) =5 R — 0
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¢ uma resolugao livre de R sobre RG.

Demonstracao: Seja X,, = {o € X ; ¢ é uma n-célula} C X. Temos que C,,(X; R) = RX,,.
Agora, como X,, C X e X um G-complexo livre, temos que X,, é um G-conjunto livre. Logo,
pela Proposicao 3.1.2, C,,(X; R) é um RG-médulo livre com base F, onde FE é um conjunto de
representantes para as G-orbitas em X,,. Além disso, sendo X contractil, temos que X tem o

mesmo tipo de homotopia de um ponto, e deste modo

R, se n=0

0, caso contrario.

H,(X;R) ~ H,({z0}; R) ~ {

Mas H,(X; R) = Kerd,/Im0,1, segue que Kerd, = Im0,,1, para n > 0. Resta mostrar,
que Kere = Imd,. Pelo teorema do homomorfismo, Cy(X; R)/Kere ~ Ime = R. Por outro
lado, Co(X; R)/Imdy = Ho(X;R) ~ R. Assim, Cy(X;R)/Kere ~ Cy(X;R)/Im0d; e como

Im0o; C Kere temos que Kere = Im0;. Logo, a sequéncia
s Co(X:R) 25 0 (X R) 2T S Cy(XGR) 5 R0
é exata e portanto uma resolucao livre de R sobre RG. |

K(G,1)-complexos

Sejam X um C'W-complexo e X5 X, um recobrimento de X. Por ([35], 111.6.9.2), temos
que X também é um C'W-complexo (as n-células o de X sdo as componentes conexas de p~ (o),
onde o é uma n-célula de X, e p|z: 0 — o é um homeomorfismo).

O grupo G das transformacoes de recobrimento atua livremente em X permutando suas
células (Proposigao 1.1.12). Assim, X é um G-complexo.

Se X ¢é contractil, o complexo celular aumentado de X é uma RG-resolugao livre de R e
Cn()? ,R) é um RG-médulo livre com um elemento bésico para cada érbita de célula em X
(Proposicao 3.1.13).

Se o recobrimento é regular, temos que G atua transitivamente em p~'(c), ou seja,
G(o) = p~ (o), para todo & € p~!(o) (Proposi¢ao 1.1.15 e Observagiao 1.1.12). Logo cada
célula em X nos fornece uma 6rbita de células de mesma dimensio em X. Se, além disso, o
recobrimento é contréactil, temos que C, ()N( ; R) é um RG-mdédulo livre com um elemento béasico

para cada célula de X.

Serda definido a seguir um CW-complexo que satisfaz todas as condicoes citadas

anteriormente. Daqui em diante, 71 (X, ) serd denotado simplesmente por 7 (X).
Definicao 3.1.8 (/10], 1.4, p.15) Dizemos que X é um complexo de Filenberg-Maclane
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do tipo (G,1) (ou um K(G,1)-complexo) se X é um CW -complezo satisfazendo as sequintes
condicoes:

(i) X € conezo;

(i) m(X) ~ G,

(#ii) o recobrimento universal X de X € contrdctil.

Observagao 3.1.7 A condigdo (iii) acima pode ser substituida por

(737) H;(X) =0, para todo i > 2, ou
(#i”) m(X) = 0, para todo i > 2.

Observacao 3.1.8 Dado um grupo G é sempre possivel construir um complexo de Filenberg-
Maclane K(G,1) ([/10], VIII, Teorema 7.1, p.205). Uma construgao detalhada de tal espago é
apresentada em ([30], Capitulo 3, §2).

Exemplo 3.1.10 Sejam G = (o) ~Z e X = S*. Temos que X é um K (G, 1)-complexo, pois é
um CW -complezo conexo, com m(X) = G e o recobrimento universal de X € X=R (Exemplo

1.1.7), que € contrdctil.

Exemplo 3.1.11 Sejam G = Z @& ... ® Z (grupo abeliano livre de posto n) e X = T" =
St x ... x S (o toro n-dimensional). Temos que X é um CW -complexo conexo, m(X) = G

e o recobrimento universal de X é X = R" (Ezemplo 1.1.9), que é contractil. Logo, X € um
K(G,1)-complezo.

Exemplo 3.1.12 Sejam G = F(S) (grupo livre gerado por um conjunto S) e X = \/SS1

ses
(bouquet de circulos indexados por um conjunto S). Temos que X € um CW -complexo conexo

de dimensao 1 (Exemplo 3.1.8), com exatamente um vértice e uma 1-célula para cada elemento
de S e, m(X) = G (/[28], IV, Exemplo 3.4, p.125). Além disso, X € conexo e, se X 6o

. . ayd . ~ . > P ,
recobrimento universal de X, temos que X tem dimensao 1 (pois X — X é homeomorfismo

local). Assim, H;(X) =0 para i > 2. Portanto, X é um K(G,1)-complezo.
Lema 3.1.3 Se X ¢ um G-complexo livre compacto, entao G € finito.

Demonstracao: Como X é um G-complexo livre, segue por ([10], p. 17) que a agdo de G
em X é propriamente descontinua. Pela Proposigao 1.1.18 temos que (X, p) é um recobrimento

regular de X/G, onde X /G é o espago das orbitas de X, a aplicacdo p é definida por

p: X — X/G
r = T

e (G atua livremente em X como o grupo das transformacgoes de recobrimento.
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Agora, dado Ty € X/G, temos

p (@) = {xeX;px)=To}
= {reX; reG(x)}.

Como a acao de G em X é livre, p~1(Ty) estd em correspondéncia 1-1 com G. Pois,

Observ.1.1.12
~o

p (@) = Glzo) 2 G/G,y = G/{1} =G.

Além disso, a fibra p~1(7To) ¢ discreta e fechada (Proposigao 1.1.16). Suponhamos que
p~Y(To) seja infinita. Como X é compacto, pela propriedade de Bolzano-Weierstrass, tal fibra
possui um ponto de acumulagao, o que é um absurdo, pois p~(Zy) é discreta. Deste modo,

p~1(Ty) é finita e, portanto, G é finito. n

g
Exemplo 3.1.13 Sejam G = <a1, coyag, by, .,bg,H[ai,bi] = 1>, com g um inteiro maior
i=1

ou igual a 1. Temos que G € o grupo com geradores ai,...,a4,01,...,by, € tnica relagao
g

H[ai,bi} =1, onde [a;, b;] = a;iba;'b;'. Além disso, G ¢ infinito. Temos ainda que G € o
=1
grupo fundamental da superficie orientada X de genus g (a soma conexa de g toros) ([28],

IV.5, Exemplo 5.3, p.131). Afirmamos que X é um K(G,1)-complexo. De fato, seja X5 x
o recobrimento universal de X. Como G € infinito, temos, pelo Lema 3.1.3, que X ndo é
compacto, assim, X éuma superficie nao compacta e conexa e portanto X = R2 que € contractil.

Logo X é um K (G, 1)-complexo.

Proposicao 3.1.14 Se X ¢é um K(G,1)-complexo, entio o complezo de cadeia celular

aumentado do recobrimento universal X de X :
- — Cy(X;R) 5 C1(X;R) -2 Co(X;R) = R — 0
¢ uma resolugao livre de R sobre RG.

Demonstragao: Como X é um K(G,1), entdo X é um G-complexo livre contractil
(Observacao 1.1.13). Logo, pela Proposigao 3.1.13, temos que o complexo acima (de cadeia

celular aumentado do recobrimento universal) é uma resolugao livre de R sobre RG. n

Exemplo 3.1.14 (/10], 1.4, Exemplo 4.3, p.16) Sejam G = F(S), o grupo livre gerado por

um conjunto S e X = \/ S! (bouquet de circulos indezados em S). Como X é um K(G,1)-

ses
complexo e o recobrimento universal de X ¢ um complexo 1-dimensional, obtemos a sequinte
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resolucao livre

Como um ponto base em X tome um vértice xo, isto entdo representa a unica G-orbita de
vértices de X e dai gera o ZG-mddulo C’o()?). Como base para Cl()?) tome, para cada s €
S, uma 1-célula orientada ey de X que € projetada sobre s, (no sentido positivo). Assim
Cl()?) ~ @ZGY) . Substituindo e, por g.es para um g € G conveniente, nés podemos supor
que o vértice inicial de e, € o ponto base xy, o ponto final de ey serd entao sxry de modo que

J(es) = sxg — xg = (s — 1)xg. Nos obtemos entao a resolucao livre de Z sobre ZG
0— 2G% L 726G =7 —0
onde ZG) ¢ o ZG-mddulo livre com base (e,)ses, O(es) = s —1, e (g) = 1 para todo g € G.

Para obter a interpretagao topolégica de H*(G) = H*(G;Z) e H.(G) = H.(G;Z)

precisamos ainda do seguinte resultado:

Proposicao 3.1.15 Sejam X um G-complexo livre e Y o complexo de orbitas X/G. Entao
C.(YV) = Cu(X)g=Cr(X)/{9g-a—a; g€ G,a e C(X)).

Demonstracao: Consideremos a projecao canonica

p: X = X/Gx—p(x)=Gx) ={g -z g€ G}
Entre os complexos de cadeias, temos a aplicacao induzida

Py Cu(X) — Cu(X/G); 0 aioi = ) aiG(0oy)

onde o; sao n-células de X. Agora, seja

v:Cu(X) = Co(X)eg=Ch(X)/A; a—a=a+ A
onde A= (g-a—a; g€ G,acC,(X)). Definimos

1 Cn(X)g = Cul(X/G); @ p(@) = o(X aioy) = pyla) = 3 aiG(oy).
e ¢ esta bem definida. De fato, A C Ker py4, pois, se 0; ¢ uma n-célula e g € G, temos
pu(g -0 — 031) = pu(g - 01) — puloi) = G(g - 0i) — G(o) = 0.

Entdao, 2 € A = = = Y (¢ —0y), o € Cp(X) = . = ), (gizjaé — Zja§>:

> (gi-0h —ab) . Assim, py(x) = py <Z”(gz ol — a})) = 0. Deste modo,
7 = @ = (1 — ) € A C Ker py = pp(on) = pylas) = o) = (@),
E f4cil ver que @ é homomorfismo de grupos. Além disso,
e ¢ ¢ sobrejetora. Pois, para todo z,
=Y a;G(0;) € Co(X/Q), existey = a;0; € C,(X)¢ tal que p(y) = z.
e ¢ ¢ injetora. De fato:
o> a0) =0= 3 a;G(0y) =0=>a; =0= > a0, =0= 3 a;0; = 0.

Portanto, ¢ é isomorfismo. ]
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Proposicao 3.1.16 (/10], II.4, Proposicio 4.1, p.86) Se G € um grupo e X é um K(G,1)-
complexo, entao
(1) H.(G) ~ H.(X); (1) H*(G) ~ H*(X).

Demonstragao: Como X é um K(G, 1), pela Proposigao 3.1.14, temos que o complexo celular
aumentado do recobrimento universal X de X ¢ : C’*()N( ) — Z é uma resolugao livre de Z sobre
ZG. Assim podemos usar tal resolucao para obter H,(X). Além disso, X é um G-complexo
livre (vide Observacao 1.1.13) e o complexo de érbitas ¢ dado por X /G. Por ([28], p.165), X é
homeomorfo a X /G.

~ Prop.3.1.5(ii¢ ~. Prop.3.1.5(7 ~
(i) Como C,(X) ®zc Z PR g ®za Ci(X) P10 Ci(X)g segue que

Pela Proposicio 3.1.15, temos que Cy(X)g ~ Ci(X) e por ([29], Teorema 4.2, p.85),
H.(C.(X)) ~ H,(X). Logo, H(G) ~ H.(C.(X)g) ~ H.(C.(X)) =~ H.(X).

(ii) Similarmente ao caso de homologia podemos considerar a resolu¢do acima para calcular
H*(G). Assim H*(G) ~ H*(Homya(C.(X),Z)). Agora, H*(X) ~ H*(X/G) (pois X ~
X/@). Mas, H*(X/G) ~ H*(Homz(C,(X/G),Z)). Assim ¢ suficiente mostrarmos que
Homze(C,(X),Z) ~ Homgz(C,(X/G),7Z). Temos que

Prop.3.1.15 ~ Prop.3.1.5(1)

C(X/G) ST C(X)e = L@ Cu(X)

Dai, Homz(C,(X/G),Z) ~ Homz(Z ®z¢ Co(X),Z) ~ Homza(C.(X),Z).
Logo, H*(X) ~ H*(G). m

Exemplo 3.1.15 Consideremos o bouquet de circulos X = \/Ssl Temos que X € um

ses
K(F(9),1), onde F(S) € o grupo livre gerado pelo conjunto S. Assim, pela proposi¢cao anterior

7, se 1 =20
Hi(X)=H,(F(S) = { Pz sci=1

ses

0, caso contrario.

De fato, isso é obtido a partir da resolu¢ao dada no Exemplo 3.1.14.

Exemplo 3.1.16 Seja X a soma conexa de g toros, g > 1. Pelo Exemplo 3.1.13, X ¢ um
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9
K(G,1), onde G = <a1, oy by, g | ais bi] = 1>. Portanto, pela proposi¢ao anterior
i=1
Z, se 1 =20
H;(X)=H;(G) = L®...9L (% vfzes), sei=1
Z, se i =2
0, se 1> 3.

3.1.2  Caso Geral - (Co)homologia com Coeficientes Locais

Existe ([10], III.1, p.59) uma interpretagao topoldgica para H,.(G; M) e H*(G; M) onde
M é um ZG-médulo qualquer (em particular para M = Z visto como ZG-médulo “nao”
trivial) similar & apresentada para H,(G) e H*(G) (Proposicao 3.1.16). No entanto, os grupos
H.(X;M)e H*(X; M) tem que ser interpretados como grupos de homologia e cohomologia com
“coeficientes locais” se GG atua nao trivialmente sobre M. Para obter tal interpretacao alguns
conceitos e resultados sao necessarios, dentre eles o conceito de homologia e cohomologia com

coeficientes locais.

(Co)homologia com Coeficientes Locais

As referéncias utilizadas aqui sao [12] (vide Capitulo 5) e [27] (VIL, §11).

Observacgao 3.1.9 (/12], Capitulo 5, §1, p.96) Seja M um grupo abeliano. Sabemos que
M € um ZG-modulo se e somente se existe uma G-a¢ao sobre M, ou equivalentemente um
homomorfismo p : G — Aut(M) (dado por g — p(g); p(g)(m) = g.m) (Observagao 1.1.11).
E usual chamar p ou M de uma representacio de G. A G-agao sobre M ser trivial equivale a
p ser o homomorfismo trivial.

Se 0 ZG-mddulo M ¢ especificado por uma representacio p : G — Aut(M) e desejamos
enfatizar esta representacao colocamos em M um indice p, isto €, usamos a notagao M,.

Temos que Aut(Z) = {idz; n — —n} Mot {1, —1}. Se Z tem uma estrutura de ZG-mddulo
nao trivial entdo o homomorfismo associado p : G — Aut(Z) = Zs é sobrejetor. Dai, pelo
teorema do homomorfismo G/Kerp = Zy. Assim se G atua nao trivialmente sobre Z entio G

tem um subgrupo (normal) de indice 2.

Observagao 3.1.10 Seja X um espaco conexo e localmente conexo por caminhos com ponto
base, que admite recobrimento universal. Sejam G = m(X) e p : X — X o recobrimento
universal de X, com a G-agdo usual que identifica G = mw(X) com o grupo A(X,p) das
transformagées de recobrimento (Defini¢io 1.1.27). Entio o complezo de cadeia singular C,(X)
do recobrimento universal de X (com coeficientes inteiros) é um ZG-mddulo a direita. A agdo

a direita de g € m(X) = A(X,p) sobre um simplexo singular o : AF — X ¢ dada pela

72



3.1 (Co)homologia de Grupos

identificacio de w1 (X) com o grupo das transformagées de recobrimento A(X,p) = {¢ : X —
)?; @ € um homeomorfismo e poy = p} (dados xy ponto base em X, Ty ponto base em )?, com
p(To) = xo (fizados) e [a] € m(X), existe um unico levantamento & de ov com ponto inicial T
e um tnico elemento ¢ € A(X,p) tal que p(To) = a(1). Associamos a [o] o homeomorfismo o,
ou ainda identificamos [a] = ¢). Entdo o complezo singular C,(X) do recobrimento universal
(com coeficientes inteiros) é um Z(m (X))-modulo a direita; a a¢ao de g = o] € m(X) em um
simplexo singular o : A¥ — X éo simplexo singular o.g definido como a composi¢ao de o e
da transformagio g = ¢ : X — X. Esta se estende de m(X) para Z(m1 (X)) por linearidade.
Note que podemos transformar C, ()?) em um Z(m1(X))-mddulo a esquerda pelo procedimento

padrdao: g.z = z.g~ .
Podemos agora introduzir a definicao de homologia com coeficientes locais.

Definicao 3.1.9 (/12], Definicio 5.3 e 5.4, p.96; [27], IV, §11, p.136) Sejam X um espago
que admite recobrimento universal e C\.(X) um ZG-médulo & direita onde G = m(X). Dado
um Z(m (X))-médulo M, formamos o produto tensorial Cy.(X; M) = C*()?)®Z(W1(X))M. FEste é
o complexo de cadeias cuja homologia é chamada homologia de X com coeficientes locais
em M, que vamos denotar por H,(X; M).

Agora dado um Z(m(X))-mddulo a esquerda M, formamos o complezo de co-
cadeias C*(X; M) = Homz(m(x))(C*()N(),M) o conjunto dos homomorfismos de grupos
f: C(X) — M que satisfazem f(rz) = rf(z) para todo r € Z(m (X)) e z € C.(X). A
cohomologia deste complexo € chamada a cohomologia de X com coeficientes locais em
M, denotada por H (X; M).

Observagao 3.1.11 Enfatizamos que no Capitulo 1 definimos a homologia e cohomologia de
X com coeficientes em um R-mddulo M, com R anel comutativo mas o anel R = ZG, usado
na defini¢cao anterior, em geral nao é comutativo. Se M é um ZG-mdodulo, podemos ver M
como um Z-mddulo e considerar H.(X; M) e H*(X; M) como definidos no Capitulo 1. No
entanto esta definicao nao leva em conta a G-a¢do. Na (co)homologia com coeficientes locais

esta G-ag¢ao € considerada.
Proposicao 3.1.17 (/12], 5.1, p.99) Se M é um ZG-mddulo trivial entdo
H,(X; M) = Hi(X; M)

H*(X; M) = H*(X; M)

onde Hy(X; M) e H¥(X; M) indicam, respectivamente, a homologia e cohomologia usual de
X com coeficientes no Z-médulo (grupo abeliano) M e Hy(X; M), H*(X; M) a homologia e

cohomologia de X com coeficientes locais no ZG-mdodulo trivial M.
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Demonstracao: Denotemos por M, o conjunto M com a estrutura de ZG-moédulo

trivial. O resultado segue essencialmente do fato que C.(X) ®zqg M, = C(X) ®z M e
Homza(C,(X), M,) = Homz(C.(X), M). Mais detalhes ver ([12], 5.2, p.99). n

Proposicao 3.1.18 ([12], 5.2, p.99) Considere o mdédulo ZG visto como ZG-mddulo com
a G-a¢ao dada pela multiplicagao usual (g.x = gz, para todo g,x € G). Vamos denotar a
representacao associada a ZG por p. Entao:

(1) H,(X;ZG,) = Hy(X; Z) (homologia usual de X );

(11) H (X; (ZG @z M);) = H,(X; M) (homologia usual com coeficientes no grupo abeliano M)

se M é um ZG-mdédulo trivial e p corresponde a G-a¢ao g.(r @m) = g.x & g.m p trivial g.x@m.

(1) H*(X;(Z@),) = H*(X:7Z) (a cohomologia de X com suporte compacto).
Finalmente, apresentamos a interpretacao topologica.
Teorema 3.1.1 Seja G um grupo e M um ZG-médulo. Se X é um K(G,1)-complexo entdo
Hy(G; M) = Hy(X; M)
H*(G; M) = H*(X; M)
onde a homologia e cohomologia do espaco X sao com coeficientes locais.

Demonstracao: Seja X o espaco de recobrimento universal de X e considere o complexo de
cadeia singular C,,(X) de X. Vimos que G = m(X) opera (4 direita) sobre C,(X) (Observacao
3.1.10). Ainda G = m;(X) opera propriamente descontinuamente sobre X (Observacio 1.1.13).
Dai por ([27], IV, Lema 11.2, p.135) C, ()?) ¢ um complexo de ZG-mébdulos livres. Como X é

contractil, de forma similar a prova da Proposi¢ao 3.1.14, segue que

s Oy(X) B (X)) B Cp(X) — Z— 0

¢ uma resolucao livre (projetiva) de Z sobre ZG. Logo, considerando essa resolucdo, temos,

pela defini¢ao de (co)homologia de grupos e de (co)homologia com coeficientes locais, que
Hy/(G; M) = Hy(C.(X) @26 M) = Hy(X; M)
H*(G; M) = H*(Homye(C.(X), M)) = H¥(X; M). n
Corolario 3.1.5 Se M ¢é um ZG-mddulo trivial entao
Hiy(Gy M) = Hy(X; M)
H*(G; M) = H*(X; M)
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onde Hp(X; M) e H*(X; M) indicam, respectivamente, a homologia e cohomologia usual de X

com coeficientes no Z-modulo M.
Demonstracgao: Segue do teorema anterior e da Proposicao 3.1.17. |

Exemplo 3.1.17 Seja G = (t) = 7Z o grupo ciclico infinito. Vimos no Exemplo 3.1.4 que:

M se k=0
H¥(G; M) =S Mg, se k=1
0, se k>2

e no Exemplo 3.1.10 que X = S' é um K(G,1). Assim, se M é um ZG-mddulo qualquer entao

M se k=0
H(SY, M)~ H*(G; M) =2 Mg, se k=1
0, se k=>2.
Em particular, se M é ZG-mddulo trivial
M, se k=0
H*(SY M) = HY(G;M)={ M, se k=1
0, se k>2
e considerando M = R com a G-agao trivial, temos:
R, se k=0
H(SY R) = H*(SY,)R) =2 H*(G;R)={ R, se k=1
0, se k=>2.

Note que se tomamos M = 7Z com G-ag¢ao nao trivial entao a homologia com coeficientes locais

0, se k=0
H(SY,7) =S Z,, se k=1
0, se k>2
pois se a acao € nao-trivial existe go € G tal que go.m = —m para todo m € 7Z. Dai 76 = {m €

Z; gm=mNgeGY""=" {0} eZg=Z/(gm —m,g € G m€EL)=7/(—2m,m € L) =
7.)27 = .

3.2 Condigoes de finitude - Dimensao (co)homoldgica

Nesta se¢ao veremos algumas definigoes tais como de dimensao (co)homolégica de um grupo,

resolugoes de tipo finito, grupos de tipo F'P,, F'P e F L, conceitos esses que estao intimamente
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relacionados com de dualidade de grupos.

Definicao 3.2.1 A dimensdo homoldgica de G sobre R (R = Z ou Z,), denotada por
hdrG, € definida por

hdrG = sup{n : H,(G; M) # 0, para algum RG — médduloM }.

Se nao existir tal inteiro, consideramos hdrG = oo. Analogamente, definimos a dimensao

cohomoldgica de G sobre R, denotada por cdrG,
cdrG = sup{n : H"(G; M) # 0 para algum RG — médulo M}

e cdrG = 0o quando nao existe tal inteiro n.

Observacao 3.2.1 E claro que se R admite wma resolucdo projetiva sobre RG, de

comprimento finito, isto €, uma resolu¢ao do tipo abaizo, onde P, =0 se m >n
0O—PFP,—...— Ph— R—0

entao, cdrG < n e hdrG < n.

Proposicao 3.2.1 Se cdrG < o0, entao

cdrG = sup{k : H*(G; F) # 0, para algum RG-mddulo livre F}.

Demonstragao: Seja n = cdgG. Entao, por definigao, H"(G; M) # 0 para algum RG-mdédulo
M e H™"(G;M) = 0 para m > n. Como todo médulo é quociente de um médulo livre,

M ~ F/F’, onde F' ¢é livre. Assim temos a sequéncia exata curta:
0—F —F—M-—0

Aplicando a sequéncia exata longa de cohomologia (Proposicao 3.1.12), obtemos a sequéncia
0— H°G;F') — H°(G;F) — H'(G; M) — ...

— HMG; F') — H'(G; F) — H'(G: M) — 0

Como o funtor H"(G; —) é exato a direita e por hipdtese H"(G; M) # 0, para algum M, segue
que H"(G; F) # 0, para algum mdédulo livre F' aplicado sobre M, isto é, tal que M = F/F".
Do fato que {k : H*(G; F) # 0, para algum RG -médulo livre F} C {k: H*(G; M) # 0, para
algum RG - médulo M}, obtemos resultado desejado. |
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Exemplo 3.2.1 Seja G ~ Z um grupo ciclico infinito. Pela Proposicao 3.1.10 e Exemplo 3.1.4
temos que H(G; M) = M, HY(G; M) = Mg e H{(G; M) = 0 para i > 2. Assim, cdzG < 1.
Como HY(G;Z) = Z, seque que cdzG = 1.

Exemplo 3.2.2 Se G € o grupo finito de ordem n, entao cdy;G = oo. De fato, pelo Exemplo
3.1.5, temos que
Z, se 1=0
HY(G;7Z) ~ 0, se 1 impar
L, se€ 1 par,i > 2.

Logo, cdzG = .

Definicao 3.2.2 Seja G um grupo. Dizemos que G tem R-torg¢ao se existe um elemento g
em G cuja ordem, denotada por o(g), € finita e nao invertivel em R (isto é, o(g) é um inteiro
n > 0 tal que n.1g nao € invertivel em R). Caso contrdrio dizemos que G € um grupo livre
de R-torg¢ao ou sem R-torcao. Um grupo sem Z- torcao é denominado, simplesmente, de um

grupo livre de torgao.

Observagao 3.2.2 (/6], Proposi¢ao 4.12, p.63) cdrG = 0 se, e somente se, G € finito sem
R-torcao.

Exemplo 3.2.3 cd;G = 0 se, e somente se, G € o grupo trivial. De fato, seja G = {1}. Temos
que
MC% se i=0

HY(G; M) ~
( ) { 0, se i #0

Agora, como H°(G;7Z) ~ 7% = 7 (pois a G-agdo é trivial) temos que cdzG = 0. Por outro
lado, suponhamos cdzG = 0. Deste modo, pela Observacao 3.2.2, G € finito e sem Z-tor¢ao.

Mas o grupo trivial € o unico grupo finito que nao tem Z-tor¢ao. Portanto, G € o grupo trivial.

Exemplo 3.2.4 Se G é um grupo livre entdo cdzG = 1. Para ver isso observe que do Exemplo
3.1.1 e Observacio 3.2.1 seque que cdzG < 1. Por outro lado, cdzG # 0, visto que G €
infinito. Logo cdzG = 1. A reciproca, isto é, se cdyG =1 entao G € um grupo livre, € também

verdadeira (ver [39] e [40]).

Exemplo 3.2.5 Seja G o grupo fundamental de X, onde X ¢ uma superficie conexa fechada
(diferente da esfera S* e do plano projetivo P?). Entdo, cdzG = 2. Com efeito, como no
Exemplo 3.1.13, temos que X €é um K(G,1)-complexo 2-dimensional, (pois o recobrimento
universal é X = R2 que ¢ contrdctil) e assim 0 — Cy(X) — C1(X) — Co(X) — Z — 0
¢ uma resolugao livre de 7 sobre ZG (por Proposicio 3.1.14) e portanto cdzG < 2. Pela
Proposicao 3.1.16, temos que H?(G;Zy) = H*(X;Zy) que é nao nulo. Isto seque do fato que
toda superficie é Zq-orientdvel, logo Ho(X;Zo) = Zy (por Teorema 1.2.3 (i)) e do teorema dos

coeficientes universais. Logo, cdzG = 2.
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Proposicao 3.2.2 Seja S um subgrupo de G. Entao cdpS < c¢dgpG. Se cdrG < 00 e [G: S] <

oo a tgualdade é valida.

Demonstragao: Suponhamos cdgS = n. Entao, por definigao, existe M tal que H"(S; M) # 0
e H*(S; M) = 0 para k > n. Mas, 0 # H"(S; M) Shagiro H"(G; Coind$ M). Deste modo,
H™(G; Coind$ M) # 0, ou seja, existe N = Coind$ M tal que H"(G; N) # 0. Assim, cdgG > n.
Portanto, cdrS < cdrGG. Se cdrS = oo entao é maior que n para todo n e por raciocinio
similar chegamos que cdgG > n para todo n. Assim neste caso a desigualdade também é valida
(cdrG > cdRS).

Consideremos agora, as hipdteses cdgG < oo e [G : S] < oco. Suponhamos cdgG = n. Pela
Proposigao 3.2.1, existe um RG-médulo livre F, com H"(G; F') # 0. Seja F/ um RS-mdédulo

livre de mesmo posto que F'. Assim, podemos escrever

F=ERG); e F =PRS);

jed jed

Temos entao:
Ind$F' = RGRps F' = RG@RS(@ RS); = @(RG@RSRS)j ~ @(RG)]- = F. Deste modo,

jeJ jed jed
H™(G; F) = H™(G: IndSF’) ~ H™(G;CoindSF") """ H™(S; F"). Visto que H"(G; F) # 0,
temos H™(S; F') # 0. Logo, existe F’ tal que H"(S; F') # 0. Assim cdrS > n = cdgG, isto é,
cdrG < cdgrS. Portanto, cdrG = cdgS. |

Corolario 3.2.1 Se cdzG < oo, entao G € livre de tor¢ao.

Demonstragao: Suponhamos que G nao seja livre de tor¢cao. Desta forma, G contém um
subgrupo S ciclico finito nao trivial pois se G nao é livre de torcao, existe g € G tal que
o(g) = k. Seja S = (g) ~ Zj. Pelo Exemplo 3.2.2, temos que, cdzG = 00, 0 que nos d4 uma

contradicao. Portanto, G é livre de torcao. |

Observacao 3.2.3 A proposicao anterior nao garante a iqualdade cdrS = cdgrG quando S ¢é
um subgrupo de G tal que [G : S] < 00 e cdrG = 0. Eo que acontece por exemplo para G = 7o
e S = {1}. Pois temos que [G : S] = 2 < 00, cdgG = 00 mas cdrS = 0 que € diferente de
CdRG.

Proposicao 3.2.3 (/10/, VIII, Proposi¢io 2.6, p.187) Para qualquer grupo G, eziste uma

resolugao livre de 7. sobre ZG de comprimento igual a cdzG.

Definicao 3.2.3 (/10/, VIII.4, p.193; [6], L1, p. 6) Seja M um R-mddulo (R anel
comutativo). Uma resolug¢ao (Py) ou uma resolugdo parcial P, — ... — Py — M — 0
de M ¢ de tipo finito se cada P; € finitamente gerado. Um mddulo M € de tipo FP, (n > 0)
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se possui uma resolucdo projetiva parcial de tipo finito: P, — ... — Py — M — 0. Se M
possui uma resolucao de tipo finito, isto é com P; finitamente gerado para todo i, dizemos que
M é€ de tipo FP,,.

Proposicao 3.2.4 ([10], VIII, Proposi¢ao 4.5, p.195) As sequintes condigoes sao equivalentes
para um modulo M :

(i) M admite uma resolugdo livre de tipo finito;

(ii) M admite uma resolugdo projetiva de tipo finito;

(ii) M € de tipo F'P,, para todo inteiro n > 0.

Definigao 3.2.4 (/6/, 1.2, p. 19; [10], VIIL.5, p.197) Um grupo G € de tipo FP, sobre R
(R, anel comutativo com unidade, 0 < n < 00) se o RG-mddulo trivial R € de tipo F'P, como
um RG-mdodulo. Se G € de tipo F'P, sobre Z entao dizemos apenas que G € de tipo F'P,. Note
que se G € de tipo F'P,, entao G € de tipo F P, sobre qualquer anel R (em particular sobre Zs).

Exemplo 3.2.6 Todo grupo G € de tipo F Py, pois RG — R — 0 é uma resolucdo parcial

de R sobre RG de comprimento zero com R finitamente gerado como RG maodulo.

Proposicao 3.2.5 Um grupo G € finitamente gerado se e somente se G € de tipo F P (sobre
7).

Demonstracao: Suponhamos G finitamente gerado, G = (s1, ..., s,). Dal o ideal aumentagcao

= kere, € : ZG — Z, também é finitamente gerado pois I é gerado por {(s1—1),...,(s,—1)}.
Assim [ = F/Q) com F = @ ZG. Através da sequéncia exata de ZG-moédulos:

=1
O—>]L>ZGL>Z—>O

podemos construir uma outra sequéncia exata de ZG-mddulos:

@ZGLJL&ZGLZ_w)

i=1

onde p : FF — [ é a projegao canénica. Como Im(i o p) = Kere, tomando P, = @ZG e
i=1
Py = Z(G, obtemos a resolugao parcial finita de comprimento 1 de médulos finitamente gerados
de Z sobre ZG: .
Pzc 26 =7 — 0.

i=1

Para a reciproca ver [6] (I, Proposi¢ao 2.1, p.19). n
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Proposicao 3.2.6 (/6], Proposicao 2.2, p.20) Se G € finitamente presentado, entio G € de
tipo F'Ps.

A reciproca da proposi¢ao anterior é falsa, um contra-exemplo foi dado em [4].

Definicao 3.2.5 (/10], VIIL.6, p. 199) Uma resolucao projetiva € dita finita se é de
tipo finito e de comprimento finito. Um grupo G é de tipo FP sobre R se R (visto como
RG-mdédulo trivial) admite uma resolugao projetiva finita ¢ : P — R sobre RG, isto €,
existe uma resolugcao € : 0 — P, — ... — Py — R — 0 de comprimento finito, com cada P;

finitamente gerado como RG-mddulo. Se R admite uma resolugdo livre finita sobre RG dizemos
que G € de tipo FL.

Exemplo 3.2.7 Todo grupo G ~ F(K), o grupo livre com k geradores, k > 1, é de tipo F'P
(ou mesmo F'L) pois
0—2ZGW» L 76 =57 —0

¢ uma resolugao livre de Z sobre ZG de comprimento 1 (vide FEzemplo 3.1.14) e os médulos

envolvidos ZG e ZG™) sdo finitamente gerados como ZG-mddulos.

Proposicao 3.2.7 ([10], VIII, Proposi¢cao 6.1, p. 199) Um grupo G € de tipo F'P se, e somente
se, cdrG < 00 e G € de tipo FP,.

3.3 Grupos de Dualidade - produto cap para grupos

Nesta secao veremos o importante conceito de grupos de dualidade, isto é, grupos
que satisfazem certos isomorfismos em homologia e cohomologia. Um caso especial desse
conceito é o de grupo de dualidade de Poincaré, cujas homologia e cohomologia satisfazem
relagoes de dualidades andlogas as de homologia e cohomologia para variedades fechadas
(orientadas ou nao). Consideramos R = 7Z ou Z,. Iniclamos com a defini¢ao do
produto “cap” para grupos. A seguir definimos grupo de dualidade e apresentamos alguns
exemplos e resultados relacionados. Veremos por exemplo que os grupos de dualidade sao
determinados pelo “mdédulo dualizante” C' e a “dimensao n” que aparecem na definicao de um

grupo de dualidade.

Definicao 3.3.1 (/6/, 111.9.4, p.146 ou [10] V.3, p.112) Sejam G um grupo e M, N dois
RG-mddulos. Considere o RG-médulo M @g N com a G-agao diagonal (g(m®@n) = gm@ gn).

Queremos definir um “produto”
—~—:H. . (GiM)® H(G,N) — H{(G; M ®r N),

para todo r,s € Z. Seja P — R wuma resolugcdo projetiva de R (visto como RG- mddulo

trivial), entio P @r P — R € também uma resolug¢ao projetiva de R ([10f, V. 1.2, p.
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107). Usando as resolugoes P ®p P, P e as defini¢oes de homologia e cohomologia de grupos,
podemos considerar H,s(G; M) = H,s((P®, P) ®re M); H'(G; N) = H"(Hompa(P,N)) e
Hy(G;M @ N) = Hy(P ®re (M ©r N)).

Para 2= (p®q)®a € (PR P)®ra M e f € Homgra(P, N), definimos

2~ f=lpoqg®ad ~f:=q2(@® f(p) € PRra (M ®rN).

Tal produto € denominado produto cap de z e f. As mesmas notacao e terminologia sao usadas
para o produto induzido H,,(G; M) ® H"(G; N) — Hy(G; M ®g N).

Que “~” induz uma aplicagao bem definida em homologia/cohomologia segue do fato que
Az~ f) = (=) (9z ~ f) +2 ~ 8,

onde 0 denota o operador bordo nos complexos de cadeias P Qg (M @z N) e P®g (M @z N),
e ¢ denota o cobordo no complexo de cocadeias Hompa (P, N) ([6], III. 9.4, p. 146).

Observagao 3.3.1 Alguns autores, como [10], definem o produto cap iniciando com a
cohomologia: — ~ — : H'(G;N) ® H,s(G; M) — Hy(G; M ®g N). Aqui estamos sendo

coerentes com o produto cap definido para espacos.

Definicao 3.3.2 : (/8] Definicio 1.1, p. 105; [6], II1.9.2, Teorema 9.5, p. 138 e 148) Um
grupo G € um grupo de dualidade de dimensdo n sobre R (ou simplesmente um D"-grupo
sobre R) se existir um RG- mddulo a direita C, e uma “classe fundamental” e € H,(G;C) tal

@, ”
(&

que o produto cap com induz um isomorfismo (natural):

e~ —:H¥G; M) — H, 1(G;Cor M) ()

para todo k € 7 e todo RG-maodulo M, com G atuando diagonalmente no produto tensorial.
O RG-modulo a direita C' € chamado modulo dualizante de G. Se C ~ R entao G €
chamado grupo de dualidade de Poincaré de dimensao n sobre R (ou um PD™-grupo sobre
R). Além disso se a a¢ao de G em R € trivial dizemos que G € orientdvel. Caso contrdario

dizemos que G é nao orientdvel. Note que um grupo G de dualidade de Poincaré orientdvel

é tal que H*(G; M) = H,,_1(G; M), para todo ZG-mddulo M.

Observacao 3.3.2 Todo grupo de dualidade de Poincaré sobre Zo € orientdvel, pois a unica

G-agao em Zs € a trivial. Assim, PD™-grupos sobre Zy sao sempre orientdveis.

Observacgao 3.3.3 Brown em [10] (VIII, §10) trabalha apenas com grupo de dualidade sobre
Z. Um tratamento envolvendo grupo de dualidade sobre R € dado em [6] (III, §9). Nesse

trabalho o autor diz que um grupo é de dualidade se existem isomorfismos como em (A) mas
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nao ezige que seja dado pelo produto cap. No entanto € provado em sequida ([6], Teorema 9.5,

p.148) que se G € de dualidade entdo o isomorfismo € dado pelo produto cap.

Proposicao 3.3.1 Se G é um D"™-grupo sobre Z com mddulo dualizante C' entao G é um
D™-grupo sobre Zo com mddulo dualizante C' = C®yZy. Em particular, se G € um PD™— grupo

sobre Z entao G € um PD"™-grupo sobre Zs.

Demonstracao: Por hipétese G ¢ um D"-grupo sobre Z com moédulo dualizante C'. Seja M

um Z,;G-mébdulo. Temos:
C®zM~C®z(M®z, L) ~C Qg (Zy @z, M) ~ (C Qg Zy) @z, M = C' @z, M
e este isomorfismo preserva G-agao. Logo, obtemos o isomorfismo natural:
H*(G; M) ~ H, (G;C ®z M) ~ H,_(G;C’' @z, M).

|
O resultado anterior nos mostra que a classe de grupos de dualidade sobre Z, é mais
ampla do que a de grupos de dualidade sobre Z. Mostremos agora que se G ¢ um D"-grupo

sobre R entao o modulo dualizante C' e o inteiro n sao determinados a partir de G.

Proposicao 3.3.2 Se G ¢ um grupo de dualidade de dimensao n sobre R com mddulo

dualizante C' entao:

(i) C #0;
(1)) C ~ H"(G; RG);
(11i) n = cdg(G).

Demonstracao: (i) Tomando £ = 0 e M = R no isomorfismo de dualidade segue que
H(G; R) ~ H,(G;C). Agora, H(G;R) ~ RY = R (pois R é visto como RG-médulo com a
G-agao trivial). Assim H,(G;C) ~ R # 0. Portanto, C' # 0.

(ii) Usando k =n e M = RG no isomorfismo de dualidade, obtemos

Prop3.1.10 Prop3.1.5(7)
~Y

H"(G;RG) ~ Hy(G;C 9x RG) =" (C@r RG) "~"" R @pe (C © RG)

Prop3.1.5(4i1)
~Y

~ (C@RRG)(XJRgRZC@R(RG@RgR)ZC®RREC.

(iii) Por (i) e (ii), temos que H"(G; RG) # 0. Logo, n < ¢drG. Por outro lado, temos que
H*(G; M) ~ H, (G;C ®r M) =0se k> n (pois n — k <0). Dai, cdgG < n. n

Observagao 3.3.4 ([6], 9.2, p.139) Se G é um D"-grupo, H’(G;ZG) = 0 se j < n.
Corolario 3.3.1 Todo grupo de dualidade sobre Z € livre de torcao.
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Demonstracao: Segue do Corolério 3.2.1 visto que cdzG = n < oo. |

Proposicao 3.3.3 (/6], 111.9.2, Teorema 9.2, p.140) Todo grupo de dualidade sobre R é de
tipo FP sobre R.

Como todo grupo de tipo F'P (sobre R) é finitamente gerado, visto que é F'P, para todo n,
e assim F'P; (vide Proposigao 3.2.7 e Proposicao 3.2.5), obtemos entdo como consequéncia da

proposicao anterior o seguinte resultado.
Corolario 3.3.2 Todo grupo de dualidade é finitamente gerado.

Observacao 3.3.5 Seque da proposicao anterior que para definirmos grupos de dualidade,
podemos nos restringir a categoria dos grupos de tipo F'P. As sequintes condigoes sao
equivalentes para um grupo de tipo FP ([10], VIII.10, Teorema 10.1, p.220):

(1) Existem um inteiro n e um ZG-mddulo C tais que H'(G; M) ~ H,,_;(G; C ®z M) para todos
0s Z.G-mddulos M e todo inteiro i € Z.

(i) Ezistem isomorfismos naturais H(G;—) ~ H, ;(G;C ®z —), onde n = cdzG e C =
H"(G;ZG), para todo inteiro i € Z.

(111) Existe um inteiro n tal que H'(G;ZG) = 0, para todo i #n e H"(G;ZG) € livre de torgao
(como grupo abeliano).

(iv) Eziste um inteiro n tal que H(G;ZG @z A) = 0, para todo i # n e todos grupos abelianos
A.

Dessa maneira, se G € um grupo de tipo F'P e queremos mostrar que G é um grupo de dualidade

(sobre Z), basta mostrarmos que uma das condi¢do acima € verdadeira.

Proposicao 3.3.4 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Se G € um PD"™-grupo orientdvel

e [G:S] < oo entio S € também um PD™-grupo orientdvel.
Demonstracao: Sendo G um PD"-grupo (orientavel), temos entao que
HY(G: M) = H, 1 (G; M),

para todo k € Z e todo ZG-mbdulo M. Dal,

1*(S; M) "2 HYNG; CoindS M) M 1, (G CoindS M) TR
P (G TndS M) T H W (S: M.
Portanto, S é um PD"-grupo. |

Mais geralmente temos:
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Proposicao 3.3.5 ([6], II1.9.6, Teorema 9.9, p. 157) Sejam G um grupo sem R-torcio e S
um subgrupo de G de indice finito. Entao, G é um grupo de dualidade sobre R se, e somente
se, S € um grupo de dualidade. Mais ainda, se G e S sao grupos de dualidade, entao eles tém
0 mesmo mddulo dualizante. (Mais precisamente, se C € o mddulo dualizante para G, entdo
o médulo dualizante para S é isomorfo ao mddulo ResSC, obtido pela restrigio da agio de G

para S).

Exemplo 3.3.1 O grupo ciclico infinito G ~ Z é um PD'-grupo (sobre Z e 7).
De fato, seja M um ZG-mdodulo, pelo Exemplo 3.1.4

Prop.3.1.10
~Y

HY(G; M) =" M = H\(G; M),

Prop.3.1.10

HY (G M)=Mg = Hy(G;M),
H"(G;M)=0=Hy_,(G;M),¥Y n>2.
Portanto, G é um PD"'-grupo (orientdvel).

Exemplo 3.3.2 Se G ~ F(K) o grupo livre com k geradores, k > 1, entio G é um D'-grupo,
e nao € um PD'-grupo, se k > 1. De fato, jd vimos que G é de tipo FP sobre Z (Exemplo
3.2.7) e que cdzG =1 (Observagao 3.2.1). Vamos mostrar que a condi¢do (iv) da Observagdo
8.8.5 é verdadeira, isto é, que H(G;ZG @z A) = 0 para todo grupo abeliano A e i # 1. Com

efeito, para todo grupo abeliano A, temos

Prop.3.1.10

HO(G7ZG X7z A) = HO(G,Ind{Gl}A) 5 (Ind?l} )G Prop:.?).l.9 0

e H(G;ZG @z A) =0, para i > 1 (pois cdzG = 1). Logo, G é um D-grupo. Mostremos agora
que o grupo livre G = F(K) com k geradores, k > 1, nao é PD'-grupo. Temos (vide Exemplo
3.1.15) que Ho(G) = 7Z e H\(G) = Z*. De onde obtemos também (da sequéncia de coeficiente
universal para cohomologia de grupo, [10], III, Ex. 3, p.60) que H(G) = Z*. Suponhamos por
absurdo que G seja um PD'-grupo, isto é C ~7Z. Se a G-agao for trivial (equivalentemente,
G for PD*-grupo orientdvel) obtemos que Hy(G; C) = Hy(G;Z) ~ Z. Mas, por dualidade ZF ~
HY(GQ) ~ Hy(G;C), Logo, Z ~ ZF, o que é um absurdo, pois k > 1. Suponhamos agora C ~ 7,
com a G-a¢ao nao trivial. Entao Hy(G;C) ~Ce~7Z [{gn—m; n€Zeg e Q) ~7L/27 ~ L.
Por outro lado, usando dualidade, temos que Z* ~ H'(G) ~ Hy(G; C), o que nos dd novamente

uma contradicao. Assim G nao é um PD'-grupo sobre Z, para k > 1, como afirmado.

Exemplo 3.3.3 Se G ~ Z, (o grupo ciclico finito de ordem r > 2) entdo, G nao é um grupo
de dualidade de Poincaré (sobre Z). De fato, se G fosse um PD™-grupo, para algum n entdo

cdz G = n (por Proposi¢ao 3.3.2) mas isso € um absurdo, visto que cdzG = oo (Exemplo 3.2.2).

A proposicao a seguir caracteriza os grupos de dualidade em dimensoes baixas:
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Proposicao 3.3.6 (/6/, II11.9.8, Proposi¢io 9.17, p.165)

(i) G é um grupo de dualidade de dimensao 0 sobre R se, e somente se, G € finito sem R-tor¢do
(ou seja, a ordem de G € finita e invertivel em R);

(i) G € um grupo de dualidade de dimensao 1 sobre R se, e somente se, G € finitamente gerado

e sua dimensao cohomoldgica, cdrG, € igual a 1.

Exemplo 3.3.4 (a) O grupo trivial {1} € o unico D°-grupo sobre Z. De fato, se G é um
D°-grupo, entao, pela proposicio anterior, n= o(G) € finita e invertivel em Z. Logo, n = 1.
Portanto, G ¢ trivial.

(b) Todo grupo finito de ordem n impar é um D°-grupo sobre Zs pois, neste caso, n.1 € invertivel

em Zs.
Exemplo 3.3.5 O grupo triviell G = {1} é o 4nico PD°-grupo (que ¢é obviamente
orientdvel ji que a G-agao € trivial). E claro que G = {1} é um PD-grupo. Por outro

lado se G é um PD°-grupo entao G é um D°-grupo e pelo Exemplo 3.3.4, G = {1}.

Proposicao 3.3.7 ([6], p.17}) Seja G um PD"-grupo.
(i) Se G é orientdvel entao H,(G;Z) =Z e H"(G;Z) = Z.
(ii) Se G € ndo orientdvel entio H,(G;Z) =0 ¢ H"(G;Z) = Zs

Demonstragao: (i) Usando a dualidade, temos, H,(G;Z) = H°(G;Z) = Z% = 7 pois a acio
é trivial. Também H"(G;Z) = Hy(G;Z) = Zg = Z.

(ii) Se G é nao orientavel, H"(G;Z) = Hy(G;Z) = Zg = Z/{gm—m,m € Z) = Z/{(—2.m;m €
LY 2 Z7)27 =27y e H,(G;Z) 2 H'(G;Z) 2 7¢ = 0. n

Observacgao 3.3.6 Para PD?*-grupo G, pode-se mostrar ([6], p.174) que se G € orientdvel

Z, se k=0
entao: Hy(G;Z) = § 729, se k=1 (com g>1).
Z, se k=2
Zo, se k=0
Se G € nao orientivel Hy(G;Z) = 8 79 ® Ly, se k=
0, se k=2.

No estudo da relacao entre PD2-grupos e grupos fundamentais de variedades fechadas,
apresentado no capitulo seguinte, o “niimero de Betti” e “caracteristica de Euler” de um grupo
desempenham um papel importante. Finalizamos esta secao apresentando esses conceitos

(adequados ao nosso interesse) e dois resultados. Para um tratamento sobre caracteristica
de Euler ver [10], (Capitulo IX, §5).
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3 Cohomologia de Grupos e Grupos de Dualidade

Definicao 3.3.3 Seja G um grupo. O g-ésimo niumero de Betti 3, do grupo G ¢é definido
por
B4(G) = rankH,(G; Z) = dimg(Q ®z H,(G;Z)),

onde Q indica o corpo dos niumeros racionais.
Note que o niimero de Betti s6 é interessante quando H,(G;Z) é finitamente gerado.

Definicao 3.3.4 ([10], IX, p.245) Seja G um grupo tal que H;(G;7Z) € finitamente gerado para

todo 1 e finito para i suficientemente grande. A caracteristica de Fuler de G ¢ definida por

X(G) =) _(~1)'Bi(G).
Observemos que se G é um PD"-grupo entao os nimeros de Betti de GG e caracteristica de

Euler estao definidos.

Proposicao 3.3.8 ([10], 6.2, p.230 e 247; Teorema IX.6.3, p.248; [6], p.179) Seja G um grupo
de tipo FP.

(1) Se... — Py — P, — Py — Z — 0 € uma resolugdo projetiva finita de 7 sobre Z
entio x(G) = Z(—l)irank:(Z ®zc P);

(2) Se S € um ;ubgrupo de G de indice finito em G entdo x(S) =[G : S]. x(G).

Lema 3.3.1 Se G ¢ um PD?-grupo nao orientdvel, entdo G contém um PD?-grupo G,

orientdvel como subgrupo, de indice 2, e temos 1(G) > 0 se e somente se 1(G1) > 0.

Demonstragao: Primeiro observamos que se G é um PD?-grupo nao orientdvel, entdo a acao
de G sobre o modulo dualizante 2 = Z é nao trivial e pela Observacao 3.1.9, G contém um
subgrupo G orientével de indice 2 que serd também um PD?-grupo visto que G é livre de
torgao (Coroldrio 3.3.1). Mostremos que [31(G) > 0 se e somente se 31(G1) > 0. Temos por
Observacao 3.3.6 que x(G1) = fo(G1) — £1(G1) + G2(G1) = 2 — £1(G1), onde (1(G1) =29 > 2
(pois G é orientavel) e, x(G) = (o(G) — B1(G) + F2(G) = 1= (1(G) onde (1(G) = g > 1 (visto
que G é nao orientavel). Assim £1(G) > 0= x(G) < 0= x(G1) =[G : G1].x(G) = 2.x(G) <
0=2—03(G1) <0= F(G)) > 2> 0. Similarmente, 4,(G1) > 0 = x(G1) < 0= 2.x(G) =
X(G1) 0= x(G) <0= £(G)>1>0. ]
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CAPITULO

4

Dualidade de Poincaré e Invariantes

Cohomolodgicos

Este capitulo estd dividido em duas partes. Na primeira exploramos um pouco a relagao
entre as duas teorias de dualidade, para grupos e espagos, mais precisamente, a relacao entre
grupos de dualidade de Poincaré (sobre Z) e a teoria de variedades asféricas como veremos:
“O grupo fundamental de uma n-variedade asférica fechada (orientdvel ou nao) é um grupo
de dualidade de Poincaré n-dimensional”. A reciproca desse fato é um problema em aberto.
Para n < 2 a reciproca ja foi provada ([13], [14], [15]) e para n = 3 alguns resultados nessa
direcao também foram obtidos. Neste capitulo inicialmente apresentamos a prova da primeira
afirmacao; da reciproca para os casos n = 0 e 1; a idéia da prova da reciproca no cason = 2, e
algumas observagoes sobre alguns trabalhos e resultados recentes para n > 3.

Na segunda parte do capitulo, apresentamos o invariante cohomolégico “end” E(G, S) e alguns
resultados no caso em que G e S satisfazem certas propriedades de dualidade. E(G,S) é um caso
particular de um invariante mais geral E(G,S; M) (que foi definido em [2]) onde G é um grupo,
S é uma familia nao vazia de subgrupos de G (nao necessariamente distintos) de indice infinito
em G e M é um ZyG-médulo. Mais precisamente, E(G, S) := 1+ dimZQKer(reng2(G/S)) onde
resg s ¢ H(G322(G/S)) — H'(S;Z2(G/S)) ([2]). Outros invariantes cohomoldgicos,
dentre eles o end classico, e algumas das relacoes existentes entre eles e dualidade sao também

abordados.

4.1 Variedades asféricas

Definicao 4.1.1 ([13], V, p.185) Uma variedade X € asférica se é conexa por caminhos e
0s grupos de homotopia m;(X) = 0, para todo i > 2.

Observagao 4.1.1 (1) Toda variedade compacta é homotopicamente equivalente a um CW -
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complezo ([19], Corolario A. p.529). Logo se X € uma variedade asférica fechada entio X tem
o mesmo tipo de homotopia que um K(G,1)-complexo, onde G = m(X).
(2) Uma variedade conexa por caminhos é asférica se o espago de recobrimento universal de X

€ contrdctil.

Exemplo 4.1.1 T2, o toro 2-dimensional, é uma variedade asférica pois R* é um espaco de
recobrimento de T? (Ezemplo 1.1.8) e pela Proposi¢io 1.1.11, m,(T?) = 7,(R?) = 0 se n > 2

visto que R? € contrdctil.

Exemplo 4.1.2 A esfera S™, n > 2, nao é uma variedade asférica pois m,(S™) ~ 7.
Consequentemente o espaco projetivo n-dimensional P", n > 2, também ndo ¢ uma

variedade asférica ji que S™ € um recobrimento de P™ e, pela Proposi¢io 1.1.11, m,(P") =
m(S™) #0, comn > 1.

Para provarmos o resultado apresentado no inicio do capitulo, relacionando grupos de
dualidade de Poincaré com variedades asféricas, necessitamos de uma extensao do resultado
sobre dualidade de Poincaré para variedades fechadas dado no Capitulo 2, para variedades
orientdveis (Corolario 2.2.1, p.50). No que segue estamos nos baseando em [13] (V, §1, p.136) e
[10] (VIII, §8, p.210). Sejam X uma variedade compacta conexa, X o espaco de recobrimento
universal de X ¢ G = m(X). Como X é simplesmente conexo, X ¢ orientével (Proposi¢ao
1.2.4). Denote por 2 seu “médulo de orientagao”, isto é, {2 é um grupo ciclico infinito (Q = Z
como grupo) com a G = m;(X)-agao dada pela representacao ¥ : G — {+1} = Aut(Z),
definida por €%(g) = 1 se g € m(X) = A(X,p) (o grupo das transformacdes de recobrimento)
preserva a orientagao de Xe e%(g) = —1 se g inverte a orientacio de X. Assim 0 é trivial se, e
somente se, X ¢é orientavel. Considere () ®z M visto como ZG-moédulo com a G-agao diagonal
g9.(x ®@m) =e%g)(z) ® g.m.

Temos entao, o seguinte resultado que estende o isomorfismo de dualidade dado no Capitulo
2 (Corolario 2.2.1) para variedades fechadas nao necessariamente orientaveis e com coeficientes

em um Z(m(X))-médulo M qualquer.

Teorema 4.1.1 (Dualidade) Se X € uma variedade conexa fechada e M ¢é um Z(m (X))-
mddulo entdo H*(X; M) = H, (X;Q®z M) onde as homologias e cohomologias sdo tomadas

com coeficientes locais.

Observacgao 4.1.2 Este resultado é mencionado em vdrios trabalhos (por exemplo em [10],
VIII, §8, p.211; [153], V, §1, p.136; [12], 5, §2, p.102). No entanto nao encontramos uma
referéncia que apresenta a prova deste resultado (com as notagoes usadas aqui ). Em [}1],
(1943), a dualidade de Poincaré com coeficientes locais é tratada (vide p.622) porém com uma
notagdao bastante diferente. Em [45], (p.214) é apresentada uma prova de um resultado similar

de dualidade para X complexo de Poincaré conexo.
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Observacao 4.1.3 Seja X uma variedade asférica conexa compacta n-dimensional orientdvel
e considere o mddulo Z com a G-agdo trivial. Como X € asférica, X é um K(G,1)-espago,

assim podemos tomar X na interpretacdo topoldgica de (co)homologia de grupos. Entdo
Cor.3.1.5 Not.

Not. Cor. 3.1.5 Teo.2.2.1
HYG) = H¥G;z) = HNX;Z) = H, (X;Z) = H, (GZ) = H,(G).
Se X € nao orientdvel, entdo seja o modulo de orientacao €2 do recobrimento X Q=2

como grupo) com a G-a¢ao ndao trivial. Dai considerando o ZG-mddulo trivial Z temos
Not Cor.3.1.5 Prop.3.1.17 Teo.4.1.1 Prop.3.1.17
HYG) " ENGz) E T HNXGZ) 2 HA(XZ) ¥ Hl(XiQepZ) =
Cor.3.1.5
H, +(X;Q®,2Z) = H, ;(G;Q®zZ) onde Q) Ry Z € isomorfo a Z como grupo abeliano

mas nao como ZG-mddulo.

Dados uma variedade asférica compacta n-dimensional X e G = m(X), a observagao
anterior exibe isomorfismos entre H*(G;Z) e H, 1(G;Q ®z Z) quando Z é visto como um
ZG-médulo trivial. Para concluir que G é um grupo de dualidade de Poincaré temos que

considerar ZG-moédulos M quaisquer como coeficientes (Teorema 4.1.1):

Teorema 4.1.2 (/13], Teorema V.1.1, p. 135) Se G € o grupo fundamental de uma n-variedade
asférica fechada entao G é um PD™-grupo sobre Z, isto é, existe um ZG-moddulo €2 cujo
grupo abeliano € ciclico infinito, e para cada ZG-mdodulo M e inteiro i, existe um isomorfismo
H'(G; M) = H, ;(G;Q®z M), onde G atua diagonalmente em Q2 @z M.

Demonstracao: Seja M um ZG-moédulo. Como X é uma n-variedade asférica, temos pelo
Teorema 3.1.1 uma interpretacao topoldgica para os grupos de homologia e cohomologia de
GG com coeficientes em M cujas homologias e cohomologias de espacos sao consideradas com

coeficientes locais:

Hi (G5 M) = Hy(Cu(X) ®zc M) = Hp(X; M)
H*(G; M) = H*(Homze(C(X), M)) = H*(X; M)

onde X ¢ o recobrimento universal de X, G = m(X) 2 A(X,p) (o grupo das transformacoes
de recobrimento) atua em X com quociente X e C,(X) é o complexo de cadeia singular de X.

Como X tem exatamente duas Z-orientagoes (visto que X é Z-orientdvel pois €
simplesmente conexo), existe 2 “moddulo de orientagdo” com a G = m(X) - acdo dada
pela representacao € : G — {1} = Aut(Z) definida por €°(g) = +1 se g preserva as
orientacoes de Xe €%(g) = —1 se g inverte as orientagoes de X. Considere Q ® M visto como
ZG-médulo com a G-acao diagonal, g(x ® m) = £%(g)(z) ® g.m. Pelo teorema de dualidade
de Poincaré (com coeficientes locais) para variedades compactas (dado anteriormente) existem
isomorfismos H'(X; M) = H,,_;(X;Q ®z M) dado pelo produto cap, para todo i. Daf existem
isomorfismos naturais H*(G; M) = H(X; M) = H,_(X;Q®z M) = H,_;(G;Q ®z M) para

todo i, como desejado. n
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Exemplo 4.1.3 Se G ~7"=7Z&---®Z entao G é um PD"™-grupo pois Z" = w1 (T™) e T" €
uma variedade asférica.

Exemplo 4.1.4 Toda superficie fechada F, diferente da esfera S* e do plano projeto P? €
asférica e assim, G = w1 (F) é um PD?* — grupo sobre Z. Logo, pelo Teorema de Classificacdo

de Superficies (Teorema 1.2.1) sio exemplos de PD*-grupos

Gn - <a'17 s 7anab1a s 7bn; H[aubl] = ]->7

Figura 4.1: Caso n=2

e H, = {(a1,...,ay;a%.a5...a2 = 1), o grupo fundamental da soma conexa de n-planos
projetivos.

Figura 4.2: Caso n=2

Definicao 4.1.2 ([/13], V, p.136) Os grupos satisfazendo as hipdteses do Teorema 4.1.2 sao
chamados grupos de dualidade geométricos de dimensao n ou simplesmente, GD"-

grupos. Neste caso, se o ZG-maédulo Q0 tem G-acdo trivial, dizemos que G € orientavel.
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4.2 PD"™-grupos e GD"™-grupos

O teorema anterior nos diz que GD"-grupos sao PD"-grupos. Os GD?*-grupos siao também

chamados de grupos superficie.

Exemplo 4.1.5 O tnico GD -grupo é o grupo trivial pois a tnica 0-variedade conexa por
caminhos é X = {xo}. De modo que se n = 0 entio X = X =R" ¢ G = m(X) € o grupo

trivial.

Exemplo 4.1.6 A tnica 1-variedade fechada conexa por caminhos é X = S (o circulo S*)
que € asférica visto que X=R (Ezemplo 1.1.7). Assim o tinico GD-grupo é o grupo ciclico

nfinito.

4.2  PD"grupos e GD"-grupos

Sabemos pelo Teorema 4.1.2 que todo GD" -grupo é um PD™ -grupo. Um questao interessante
é: Quais PD™ grupos sao GD™ grupos? Este é um problema em aberto (para n > 2) e tem

sido objeto de estudos recentes.

e Casos n = 0, 1: Para esses casos temos:

Proposicao 4.2.1 Seja G um grupo. Entao:

i é um -grupo se, e somente se, G € um -grupo (de fato neste caso G é o grupo
) G é um PD° ¢ G ¢ um GD° de fat t G é
trivial).

(1) G é um PD'-grupo se, e somente se, G é um GD-grupo (e G 2 Z).

Demonstragao: (i) Segue do fato que o grupo trivial é o tnico PD°-grupo e o tnico
G D°-grupo (Exemplo 3.3.5 e Exemplo 4.1.5).

(ii) Vimos no Exemplo 4.1.6 que Z é o tinico G D'-grupo. Mas Z é também o tinico PD'-grupo.
Pois se G é um PD!-grupo entao G é um D'-grupo e pela Proposicao 3.3.2, cdrG = 1. Logo,
G é livre nao trivial (Exemplo 3.2.4). Pelo Exemplo 3.3.2 temos que G tem apenas um gerador.
Portanto G = Z. |

e Caso n = 2: A equivaléncia entre P D?-grupos e G D?-grupos (ou grupos superficies) também

ja foi mostrada, mais precisamente temos:
Teorema 4.2.1 G é um PD?-grupo sobre Z se, e somente se, G é um grupo superficie.

Demonstracgao: J4 vimos no Teorema 4.1.2 que grupos superficies sao PD?-grupos. Agora a
reciproca segue essencialmente dos dois resultados seguintes:
(I) Se G é um PD?-grupo sobre Z com ntimero de Betti 3;(G) > 0, entao G é um grupo

superficie (a prova deste resultado foi dada por Eckmann e Miiller em 1980, [14], Teorema 1).
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(IT) Se G é um PD?* grupo entdo o nimero de Betti 51(G) > 0 (este resultado que fecha o
caso n = 2, foi apresentado posteriormente por Eckmann e Linnel em 1983, [15], Teorema 1).
Nao apresentamos aqui as provas destes resultados. A prova de (I) envolve conceitos como
“decomposigao de grupos” e “pares” de dualidade (consequentemente (co)homologia relativa), e
resultados profundos dentre eles o “Teorema de decomposicao para pares de grupos” que nao
foram tratados neste trabalho. Apresentamos apenas algumas observacoes sobre os conceitos e
técnicas envolvidos nas provas. Vamos separar essas observagoes/consideragoes em duas partes.

1. Consideragoes relativas a prova de (I):

Para um esboco das técnicas principais da prova de (I) inicialmente mencionamos o que
significa um “grupo se decompor sobre um subgrupo” e a idéia do que seja um “PD"™-par”.
e Um grupo G se decompoe sobre um subgrupo L se G é um produto livre amalgamado
G = Gy %, Go com Gy # G5 # L ou G é uma HNN-extensdo Gy*1 ¢ (para mais detalhes ver
(6], 1.2.4, p.25, 1.2.5, p.30, 1.2, p.20).
e Um par (G;S5,...,5,) onde G é um grupo e § = {S1,...,5,} é uma familia finita de
subgrupos de G é um PD"-par (sobre Z) se existem isomorfismos de dualidade entre a
cohomologia de G e a homologia “relativa” de (G, S), anéloga as dadas para grupos de dualidade
([8], Definicao 4.1, p.299). PD?-pares (G,S) sdo obtidos por tomar G' o grupo fundamental
de uma superficie fechada com m + 1 discos removidos (m > 0, e m > 1 se a superficie é a
esfera)([14], p.512). PD?-pares obtidos desta forma sao chamados de geométricos.
e A prova do resultado (I) serd consequéncia do seguinte resultado para PD?-pares:
(1.a) ([14], Teorema 2, p.512) Todos os PD*-pares sio geométricos.

A idéia da prova deste fato é primeiro listar todos os tipos de PD?-pares geométricos (via

geradores e relagoes). Em seguida dado um P D?-par (G, S) usando indugao sobre rank(G) (ou
posto de G) e o “ Teorema de decomposi¢ao para pares de grupos” conclui-se que G é um dos
tipos listados e assim é geométrico. A prova de (I) segue entdo por mostrar que
(1.b) ([14], §3, p.513) Se G € um PD?*-grupo com (31(G) > 0 entio G se decompdoe sobre um
subgrupo finitamente gerado L.
(1.c) ([14], Teorema 1’, p.513) Se G é um PD*-grupo que se decompée sobre um subgrupo
finitamente gerado L entao podemos obter uma decomposicao de G sobre um subgrupo C, onde
C € o grupo ciclico infinito, G = Gy *¢ G ou G = Gi*cyp. Ainda (G1,C) e (Go,C) serdo
PD?-pares se G = Gy x¢ Gy, e (G1,C,p~'Cp) serd um PD?*-par no sequndo caso. Por (1.a)
tais pares serao geométricos e consequentemente GG serd um grupo superficie.

2. Consideragoes relativas a prova de (II):

Inicialmente observamos que é suficiente mostrar que os PD?-grupos orientdveis possuem o
primeiro nimero de Betti maior que zero. Isto segue do fato que pelo Lema 3.3.1, se G é nao
orientavel, G possui um PD?-subgrupo G orientavel de indice dois em G, que sera P D?-grupo.
Ainda (;(G) > 0 implica £1(G) > 0.

Considerando entao G um PD?-grupo (sobre Z) orientdvel, pela Proposicao 3.2.3 podemos
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construir uma resolucao livre (projetiva) de Z sobre ZG de comprimento igual a cdzG = 2
(Proposicao 3.3.2). Ainda, como G ¢é finitamente gerado (Corolario 3.3.2) podemos obter uma

resolucao projetiva de Z sobre ZG do tipo

0— P —7ZG" —7ZG —7Z—0 (x)

d
onde ZG¢ = @ZG e G = (s1,...,54), gerado por d elementos (d > 1). Uma vez que
1

HY(G;ZG) = ;Il(G;ZG) = 0 e H*G;ZG) = Z com G-agao trivial para todo PD?*-grupo

orientavel, obtemos da sequéncia (x), aplicando o funtor Homgs(—,ZG), uma sequéncia exata
0— ZG - 2G* 25 P* 57 — 0 (%)

onde P* = Homyq(P,ZG) é projetivo finitamente gerado. Seja IG o kernel de € (o ideal
aumentacgao) e L o kernel de . Aplicando o Lema de Schanuel ([10], VIII, Lema 4.2) as
sequencias exatas

0— IG—7ZG —7Z—0, e

0— L— P17 —0,

obtemos que P* @ IG = ZG @ L. Temos claramente uma aplicacdo sobrejetora ZG? -

Im(p) = Ker(y) = L e daf obtemos uma sobrejecao de ZG4! = ZG ® ZGY — ZG @ L
(w= (v,u) — (v,p(u)) € ZG® L = P*® IG) e logo uma sobrejecao ZG4 — P*. com niicleo
K nao nulo (visto que K = 0 implicaria P* & IG = ZG4 = P*). Daf o nticleo K é um
ZG-mobdulo projetivo finitamente gerado com rank(Z ®z¢ K) # 0 ([15], Proposicao 3, p.112).
Consequentemente rank(Z ®zq P*) < d e usando entao a Proposigao 3.3.8, obtemos que
X(G) =1—d+rank(Z ®zc P*) < 1.

Por outro lado, temos que x(G) = Go(G) — B1(G) + f2(G) = 2 — B1(G) pois By(G) = f2(G) = 1
visto que G ¢ orientavel (Proposi¢ao 3.3.7). Dai x(G) =2 — 4,(G) < 1, e assim, £1(G) > 0. =

e Caso n maior ou igual a 3: A reciproca do Teorema 4.1.2, (para n > 3) é um problema
em aberto (nao encontramos na literatura) e resultados recentes relacionados tem sido obtidos.

Em [13], p.136, o autor menciona que o que ocorre para n > 3 nao é
conhecido.

Em [6], (p.170) o autor apresenta o conceito de “complezo de dualidade” e o seguinte
resultado ([6], Proposicao 9.18, p.170): “Um complexo de Eilenberg-Maclane K(G,1) é um
complexo de dualidade se e somente se G é um grupo de dualidade finitamente presentado”.
Assim, dado um PD"-grupo G, n > 3, (logo G # {1}) se G é finitamente presentado
segue do resultado anterior que existe um K(G,1)-complexo Y que é de dualidade. Se

Y for homotopicamente equivalente a uma variedade fechada asférica obteremos que G é
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um GD"-grupo. Logo, para concluir que todo PD™-grupo finitamente presentado (n > 3)
é um GD"-grupo é suficiente mostrar que todo complexo de Poincaré (ndo simplesmente
conexo) é homotopicamente equivalente a uma variedade fechada. Como mencionado em
6], todos os exemplos conhecidos de complexos de Poincaré que nao sao homotopicamente
equivalentes a variedades fechadas sdo os simplesmente conexos (dai G = m(Y) é
trivial), logo é compreensivel que de fato todo grupo de dualidade de Poincaré (finitamente
presentado) é o grupo fundamental de uma variedade fechada ([6], p.171).

Em [42] foi provado a implicacao, para n = 3, quando G é solivel: “Seja G' um PD3-grupo
solivel. Entao G € o grupo fundamental de uma variedade asférica” ([42], Proposigao 1).

Uma nova contribuigdo para o caso n = 3 foi apresentada recentemente em [9], (2005).
Enfatizamos que nesse trabalho a autora (p.332) cita: “ A questdo se todo PD?-complezo
asférico € homotopicamente equivalente a uma 3-variedade permanece em aberto”.

Complexos de Poincaré 3-dimensional foram também estudados em [43] e [46]. Ressaltamos
ainda que [42] cita que h4 alguma razao para esperar que o caso n > 5 seja verdadeiro e refere

por exemplo [18] para uma diregdo nesse sentido.

4.3 Invariantes Cohomoldgicos

O estudo de grupos e pares de dualidade esta intimamente relacionado com a teoria de ends
de grupos e pares de grupos. A definicao de niimero de ends de um grupo G qualquer, foi dada
por Specker. Nesta secao vamos introduzir a definicao e alguns resultados sobre end de um
grupo G. Além disso, veremos o invariante cohomoldgico “end” E(G, S) e alguns resultados no
caso em que G e S satisfazem certas propriedades de dualidade. Tal invariante é de certo modo

uma extensao do end classico e(G), definido para um grupo GG, como veremos.

4.3.1 O end cléssico de um grupo

Sejam G um grupo e considere o ZyG-médulo PG = {A; A C G}. Aqui (PG, +) é visto
como um grupo abeliano (em que todo elemento tem ordem 2), com a operagao adigao dada
pela “diferenca simétrica”, isto é, A + B := (A N B) U (AN BY), para todo A,B € PG ¢ a
G-acao usual dada por:

G x PG — PG
(9,A) — g.A:={g.a; a € A}
Considere ainda os seguintes Z,G-submddulos de PG:
FG ={A € PG; A é finito} e QG = {A € PG;Yg € G, A+ gA € FG}.
Observacao 4.3.1 Denotaremos um elemento A+ FG (de PG/FG ou QG/FG) por A.

Definigao 4.3.1 Dado um grupo G, o nimero de ends de G, denotado por e(G), € definido
por e(G) = dimg,(QG/FG)
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Lema 4.3.1 Considerando G um grupo temos:
(i) Se G € infinito, entio O e G sio elementos distintos em QG/FG e portanto e(G) > 1.

(ii) G € finito, se e somente se, e(G) = 0.

Demonstracao: (i) Dado um grupo G, temos que G € QG, pois para todo g € G temos
que G+ 9gG =G+ G = (GNGYU(G°NG) =0 € FG. Logo, G € QG/FG. Agora,
como G é infinito temos que G ¢ FG e assim G # (), ou seja, Zy = {#,G} € QG/FG. Logo
e(G) = dimg,(QG/FG) > dimg,Zs = 1.

(ii) Consideremos G' um grupo finito. Logo, temos que PG = F'G é finito, ou seja, QG = FG.
Assim, temos e(G) = dimgz,(QG/FG) = 0. Reciprocamente, suponhamos e(G) = 0 e G infinito.

Logo, por (i) terfamos que e(G) > 1, que contraria a hipétese. Portanto, G é finito. n

Podemos também interpretar e(G) em termos de cohomologia de grupos. Note que PG/FG

é claramente um ZyG-médulo com a G-acdo induzida g.A = g.A e temos:
Lema 4.3.2 ¢(G) = dimy, H(G; PG/FG)

Demonstracao: Inicialmente notemos que o grupo dos invariantes de (PG/FG), denotado
(PG/FG)Y é QG/FG. De fato: (PG/FG)® = {A € PG/FG ; gA = A, Vg € G} =
{A € PG/FG ; gA = AVg € G} = {A € PG/FG ; gA+ FG = A+ FG;Vg € G} =
{Ac PG/FG ; A+g.Ac FG,Vg € G} =QG/FG. Portanto,

G Prop.3.1.10

e(G) = dimg,(PG/FQ) dimz, H(G; PG/FG). =

Proposicao 4.3.1 (/11], Proposi¢cio 3.1.5) Se G € um grupo abeliano nao enumerdvel entao

e(G) =1.

Lema 4.3.3 ([34/, Lema 2.2.2, p.58) Seja G um grupo e ZoG = Homg,(Z:G,Zy) =
C’oind?l}ZQ, ento p : LeG — PG; ¢ — Ay; Ay = {9 € G; é(g71) = 1} € um isomorfismo e
induz isomorfismo de ZoG | ZsG e PG/FG, consequentemente, e(G) = dimgz, H*(G; ZsG | ZyG).

Proposigao 4.3.2 Se G € infinito, entio e(G) = 1 + dimz, H (G;ZyQG).
Demonstracao: Consideremos a seguinte sequéncia exata curta
0— ZQG L ZQG L ZQG/ZQG —0

de ZyG-médulos. Logo, temos induzida uma sequéncia exata longa em cohomologia (Proposicao

3.1.12)

0 — HYG;ZyG) — H°(G;7oG) — HY(G; 7G| 7yG) — HY(G;ZyG) — HY(G;Z:G) — ...
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Agora, pelo Lema 4.3.3, temos um ZyG-isomorfismo PG = Z,G = Homgy,(ZoG,Zs) =

C’oz’ndﬁ}Zg. Assim, temos

hapiro

s
H"(G; PG) = H"(G; C’omd{Gl}ZQ) = H"({1};Zy) = {

Lo, se n=20

0, caso contrario.

Portanto, H°(G;Z.G) = Zy e HYG;ZyG) = 0. Além disso, H°(G;Z.G) =
H°(G; FQG) Propd1.10 (FG)¢. Agora como G é infinito temos que (FG)Y = {0}. De fato,
suponhamos que A € (FG)“ e A # (). Entao A € FG e para todo g € G, tem-se A = gA, isto
¢, para todo g € G, temos que a; = g.a; com a;,a; € A. Logo g = az-.a]Tl e portanto G C A.A7L,
o que implica G ser finito, o que contradiz a hipStese. Logo, A = (). Assim a sequéncia exata

se reduz a:
0 — Zy — HYG; 722G | ZyG) — H'(G;Z:G) — 0 — ...

Portanto, dimg, HY(G;ZyG/Z>G) = 1 + dimH'(G;Z>G). Logo, pelo Lema 4.3.3 temos que
e(G) = dimy, H(G; Z3G | 75G) = 1 + dimg, H(G; Z>G). -

Corolério 4.3.1 Se G € um grupo nao enumerdvel, entao dimz, H'(G;Z,G) = 0.

Demonstragao: Como G é nao enumerével, segue da Proposi¢ao 4.3.1 que e(G) = 1. Logo,

pela proposigao anterior temos dimgz, H'(G; Z,G) = 0. n
Proposicao 4.3.3 Se S € um subgrupo de um grupo G tal que [G : S| < oo, entdo e(G) = e(S).

Demonstracao: Se G é um grupo finito, entdo S também é finito. Assim, pelo Lema 4.3.1
temos que e(G) = 0 e e(S) = 0, ou seja, e(G) = e(S). Agora, se G ¢ infinito, temos pela
Proposicao 4.3.2 que e¢(G) = 1 + dimg, H (G;Z,G). Além disso, S também ¢ infinito (pois
|G : S] < o0) e portanto, e(S) = 1+ dimz, H'(S; ZS). Ainda temos que se [G : S] < oo entao
H*(S;Z5S) = H*(G;ZyG) (Coroldrio 3.1.4). Dessa maneira, e(S) = 1 + dimg, H'(S;Z,S) =
1+ dimgz, H (G; ZyG) = e(G). Portanto, e(G) = e(S). n

Teorema 4.3.1 Se G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensaon > 1 entdo e(G) = 1.

Demonstragao: Pela Proposigao 4.3.2 temos que e(G) = 1 + dimg,H'(G;Z,G). Mas
Shapiro

Assim, e(G) = 1. ]

Exemplo 4.3.1 Se G = m(F), onde F ¢ uma superficie fechada, F # S? ¢ F # P?, entdo
e(m(F)) =1 uma vez que G é um PD?*-grupo.

Exemplo 4.3.2 Se S =nZ @ mZ , entao e(S) =1 pois S é um subgrupo de G = Z D7 e, da
Proposicao 4.3.3 (visto que [G : S| = n.m < o) e exemplo anterior, seque que e(S) = e(G) =
e(m (T?%) = 1.
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Observagao 4.3.2 Pode ocorrer de um grupo G ter e(G) =1 e nao ser um grupo de dualidade
de Poincaré. Por exemplo, temos e(R) = 1 pois R é um grupo abeliano ndo enumerdvel
(Proposicao 4.3.1), mas R nao é grupo de dualidade de Poincaré pois todo grupo de dualidade

de Poincaré é finitamente gerado (Coroldrio 3.3.2).

4.3.2 O Invariante F(G,S)

Definiremos nesta se¢do o invariante E(G,S) que é um caso particular de um invariante
mais geral E(G,S; M) (que foi definido em [2]) e apresentamos alguns resultados relacionados

com dualidade.

Definigao 4.3.2 Sejam (G,S) um par grupo, com S = {S;,i € I} uma familia de subgmpos
de G (nao necessariamente distintos), e M um ZoG-mddulo. Suponhamos [G : S;] =
para todo i € I. Definimos E(G,S; M) = 1+ dimKer(res§,,), onde res§,, : H'(G; M) —

HHl(SZ-;M) ¢ a aplicagdo restricao. O invariante E(G,S) é entdo um caso particular de
il

E(G,8; M) por tomar S = {S} e M = Zy(G/S) ou seja E(G,S) = E(G,{S};Z5(G/S)) =1+
dimZ2K6T(rengQ(G/S)) onde 7"63%;,22((;/5) : HY(G;Z9(G/S)) — H'(S;Z2(G/S)) € a aplicagao

restricao.
Temos que F(G,S) é uma generalizacao do end cléssico e(G), para G grupo infinito.
Proposicao 4.3.4 Se G € um grupo infinito entao E(G,{1}) = e(Q).

Demonstragdo: Tomando S = {1} temos que resf), : H'(G;Z:G) — H'({1};2:G) =
0. Logo Ker(res?l}) = HYG;ZyG) e assim E(G,{1}) = 1 + dimZQKer(res{Gl}) =1+
dimz, H (G;Z,G) = e(G) se G ¢ infinito. n

Sob certas hipéteses obtemos um resultado para par (G, S) que estende de certo modo o

resultado apresentado na Proposicao 4.3.2, para um grupo G.

Proposicao 4.3.5 (/27], XI, Proposi¢cio 10.2 e (10.6), p.354) Sejam G um grupo, S um
subgrupo normal de G e M um RG-mddulo, onde R = Z ou Z,. Se resSM HYG; M) —
H'(S; M) ¢ a aplicagio restrigao, entao Ker(resg ) = H'(G/S; M?).

Proposicao 4.3.6 (/24]) Sejam G um grupo e S um subgrupo de G, com |G : S] = co. Entao,
(i) Se resﬁZQ(G/S) . HY(G;Zy(G)S)) — H'Y(S;Z9(G/8S)) for trivial, entio E(G,S) = 1+
dimgz, HY(G; Zy(G/S));

(i1) Se S € normal em G, entio E(G,S) =1+ dimz, H(G/S;Z2(G/S)) = e(G/S) se (G/S)

¢ infinito.
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Demonstracao: (i) Se rengZ(G/S) = 0, temos Ker(resgz2(G/S)) = HY(G,Zy(G/9)) e, assim
E(G,S) = 1+dimz,Ker(resgy, qs) = 1+ dimz, H'(G, Z5(G/S)).

(i) Se S ¢é normal em G, segue da proposicao anterior que K er(rengQ(G /S)) =
HY(G/S;Zy(G/S)%). Mas para gS € Zy(G/S), temos sgS = ¢S, para todo s € S pois,
sendo S normal em G, g~'sg € S, para todo s € S. Assim, sa = «, para todo «a € Zy(G/S)
e todo s € S. Logo, Zy(G/S)® = Zy(G/S) e, temos E(G,S) =1+ dimZQKer(rengQ(G/S)) =
1+ dimgz, H' (G/S;Z5(G/S)). ]

Exemplo 4.3.3 Sejam G = S & H, onde S, H sao subgrupos de G e H = 7. Temos que S é
normal em G e, assim, pela proposicao anterior, E(G,S) = 1 + dimz, H*(G/S;Z>(G/S)).
Agora, temos que G/S = H e, deste modo, Zy(G/S) = ZoH. Logo, E(G,S) = 1+
dimg, H' (H;ZyH). Como H € um grupo de dualidade de Poincaré de dimensao 1 (Ezemplo

Shapiro
8.8.1), temos que H'(H;ZoH) = Hy(H; Indfl}Zg) ~ Ho({1};Zs) = Zy. Portanto,
E(G,S) =1+ dimgZs =1+1=2.

Exemplo 4.3.4 Segue, do exemplo anterior, que E(Z", 2" ) =2 ¢ E(Z® Zy,, L) = 2, onde

Ly € 0 grupo ciclico finito de ordem m.

Vamos agora estudar o invariante F(G,S) no caso em que G e S satisfazem certas
propriedades de dualidade. Usaremos os isomorfismos de dualidade para computar E(G,S) em

alguns casos especiais.

Teorema 4.3.2 Sejam G um D"-grupo com modulo dualizante C' e S um subgrupo de G.
Entao,

(i) Se S é um D"t subgrupo de G com mddulo dualizante Res$C (em particular, se G e S
sao grupos de dualidade de Poincaré sobre Zs), entao E(G,S) < 2.

(i) Se hdrS <n—2, entao E(G,S) = 1.

Demonstracao: Como cdpS < cdrG, temos que, em (i) e (i), [G : S] = oo (pois se
(G : S] < 0o como cdrG < oo, pela Proposicao 3.2.2 terfamos cdrS = cdrG) logo, podemos
definir F(G, S). Usando que G é um D"™-grupo com mdédulo dualizante C, e o lema de Shapiro,
temos
G:D™—grupo Prop.3.1.8
HY(G;7Z+(G/8S)) ~ H, 1(G;C ®7Zy(G)S)) ~ H, 1(G;C ® Ind§Zy) =
Hy (G IndS(ResC © Zo)) "2 H,_\(S; Res$C @ Zy).
(i) Por hipétese, S é um D" l-subgrupo de G com médulo dualizante Res$C assim temos:
HY(G:Zo(G/S)) = Hy1(S; ResSC @ Zo) """ ¥ HO(S, Zy) ~ 7.

Logo, dimKer(resﬁZQ(G/s)) < 1. Portanto, E(G,S)=1+ dimKer(rengQ(G/s)) < 2.
(ii) Agora, se hdrS < n —2, temos que H'(G;Zy(G/S)) =~ H,1(S; IndS((Res§C) ® Zy)) = 0.

Logo, Ker(res§) = 0 e, portanto, E(G,S) =1+ dimKer(resgiZQ(G/S)) =1. u
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Exemplo 4.3.5 E(Z",Z"') <2,se n>2, e E(Z"/Z")=1 se n—2>r>1.
De fato, pelo Exemplo 4.1.3, temos que Z™ e Z"' sao PD"-grupo e PD" '-grupo sobre Zs,
respectivamente. Pelo teorema anterior parte (i), temos que E(Z",Z"') < 2. Agora, temos

hd 7" < n—2, e como vimos acima, Z" é um PD"-grupo. Portanto, pelo Teorema 4.3.2 parte

(ii), E(Z",77) = 1.

Exemplo 4.3.6 Se G = 7;(KB) = {a,b,a?b®> = 1) ¢ H = (a) entao E(G,H) < 2.

De fato, pelo Exemplo 4.1.4, temos que G é um PD?*-grupo e pelo Exemplo 3.3.1, H é um PD*-
grupo entao pelo teorema anterior parte (1), E(G, H) < 2. Pode-se verificar que E(Z™,Z""') =
E(m(KB),H) = 2.

Exemplo 4.3.7 Seja G = m(X), onde X =Y x S, com Y a superficie orientada de genus
2. Entio G = m(X) = H x K, onde H = (a1,by,as,bo; (a1bia; '07) (agbeay '3 ') = 1) e
K = (t) 2 Z. Consideremos S = {(ajay'), como X ¢ contrdctil, assim X € asférica, logo
pelo Teorema 4.1.2 G é um PD?-grupo, H é um PD?-subgrupo e K,S sio PD!-subgrupos.
Portanto, pelo teorema anterior, E(G,K) = E(G,S) =1, E(G,H) <2 e E(H,S) <2.

Observagao 4.3.3 Em [25] os autores definiram um invariante algébrico para um par (G, S)
onde G é um grupo e S € um subgrupo de G (denotado pore(G,S)) e provaram alguns resultados
envolvendo dualidade e tal invariante ([23], §4). Por defini¢ao

PG )

g(G, S) = dimZQ (@

onde FsG = {A C G;A C S.F para algum subconjunto finito F' de G }. As seguintes
propriedades sao vdlidas:

e ¢(G,{1}) = e(G)

e ¢(G,S) =0 se e somente se [G: S] < 00

e ¢(G,S)=1+dimHY(G, FsQG).

Dentre os resultados envolvendo dualidade apresentados pelos autores, destacamos:

e Seja G um PD"™-grupo e S € um subgrupo de tipo FP. Entao cdpS < n — 2 precisamente se
e(G,S) =1 ([23], Coroldrio 4.2, p.205).

o Seja G um PD"-grupo e S um D" '-subgrupo. FEntao ¢(G,S) = oo ou S é um PD"'-
subgrupo e, nesse caso €(G,S) =2 ([23], Coroldrio 4.5, p.205).

o Seja G um PD3-grupo livre de tor¢do e S um subgrupo de tipo FP. Entdio ¢(G,S) =2 se e
somente se S é um PD?*-grupo ([23], Proposicao 4.4(2), p.206).

Observacgao 4.3.4 FExiste uma extensao natural do conceito de grupo de dualidade para
“par (G,S) de dualidade” ([8], p.277).  Grosseiramente falando um par (G,S) € de
dualidade se as “homologias e cohomologias relativas de grupos” satisfazem relagoes de dualidade

similares as existentes para homologia e cohomologia absoluta quando um grupo € de dualidade.
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4 Dualidade de Poincaré e Invariantes Cohomoldgicos

Em ([1]) foi provado o sequinte fato que de certa forma generaliza, para par de dualidade, o
Teorema 4.5.1:

o Se (G,S) é um par de dualidade entao FE(G,S) = 1 ou equivalentemente,
dimZ2K€r(res§ZQ(G/s)) =0 (/1], Proposicao 2.10, p.11).

Outros resultados relacionados com pares de dualidade e os invariantes e(G), €(G,S) ou
E(G,S; M) tem sido obtidos. Por exemplo, relacionados com E (G, S; M) citamos ([3], Teorema
3.5) e ([2], Teorema 1).
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