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Resumo

O objetivo deste trabalho é analisar um método localmente unidimensional

(LOD), apresentado por Chawla & Al­Zanaidi [4], para integração no tempo
da equação de difusão em um espaço bidimensional, baseado na fórmula trape­

zoidal estendida (ETF), resultando em um método de terceira ordem no tem­

po e incondicionalmente estável. Extensões desse método para as equações

de convecção­difusão e reação­difusão não linear são também apresentadas.

Além disso, propomos, uma linearização deste método para as equações de

reação­difusão não lineares.

Palavras­chave: equação de difusão, fórmula trapezoidal estendida, estabili­

dade, equação de reação­difusão não linear, equações diferenciais parciais.
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Abstract

The main purpose of this work is to analyse the locally one­dimensional

(LOD) time integration method of the diffusion equation in two spatial di­
mensions presented by Chawla & Al­Zanaidi [4]. This scheme is based on
the extended trapezoidal formula (ETF). The resulting LOD­ETF scheme is

third order in time and inconditionally stable. We also present extensions of

this method for nonlinear reaction­diffusion equations and for the convection­

diffusion equations in two spatial dimensions. À linearization of this method
for the nonlinear reaction­diffusion equation is proposed in this work.

Keywords: diffusion equation, extended trapezoidal formula, stability, non­

linear reaction­difusion equations, partial differential equations.
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Introdução

Podemos descrever matematicamente fenômenos físicos através de equações

que envolvem derivadas parciais da função incógnita. Isto ocorre porque as en­

tidades físicas envolvidas são funções que dependem, geralmente, de mais de
uma variável.

As equações diferenciais parciais constituem uma ferramenta bastante im­

portante da matemática, pois são usadas para modelar problemas significa­

tivos. Podemos citar, por exemplo, problemas advindos das engenharias e
ciências naturais.

Uma vez estabelecidas as equações que descrevem matematicamente o ob­

Jetivo de estudo, o passo seguinte é resolvê­las. Desejamos, então, estabelecer

soluções através de expressões analíticas, de preferência envolvendo poucos

cálculos na sua avaliação. Infelizmente nem sempre isto ocorre, pois nem o

atual estágio de desenvolvimento da matemática, nem as técnicas disponíveis

nos permitem atingir esse objetivo. Devemos então, optar por simplificações

no equacionamento, ou utilizar métodos numéricos para calcular uma aproxi­

mação para a solução. Os métodos numéricos dividem­se em: explícitos, méto­

dos onde a solução aproximada pode ser obtida explicitamente a partir da

equação que o descreve, e implícitos, os quais requerem a solução de um sis­

tema, uma vez que a solução aproximada descrita pela equação não é explícita.

Os métodos estendidos são obtidos pelo acoplamento de métodos lineares

de passo múltiplo e, apesar de serem implícitos de passo um, utilizam infor­
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Introdução

mações nos pontos imediatamente posteriores ao ponto de integração.

Dentre os métodos numéricos voltados para resolução de equações diferen­

ciais parciais, mais especificamente, equação de difusão, reação­difusão e convec­

ção­difusão, encontra­se o método trapezoidal estendido localmente unidimen­

sional, baseado na fórmula trapezoidal estendida, que é de terceira ordem,

L­estável e incondicionalmente estável. Os conceitos de estabilidade absoluta,

A­estabilidade e L­estabilidade são apresentados no capítulo 1.

Em [9] I. B. Jacques propôs uma fórmula trapezoidal estendida para inte­
grar Problemas de Valores Iniciais que consiste em dada a EDO

y'=f(x,4), y(to)=Y,

a solução discreta deste problema é obtida pelo par de equações:

h NR

Yn+1 = Un + 72 (So + 8 Ín+1 = Ín+2)

Nosso objetivo principal é aplicar a fórmula trapezoidal estendida para

obter solução das equações

ede difusão:

(E=)dt Nox dy)
e convecção­difusão:

du E,Ot 1 TT
PV o?

Or 2 7 ) 'FEET
ereação­difusão:

Era +Ou (Se Puv ): p(u), (v, a e cº são constantes).ox? o
Para isto estas equações devem ser reescritas na seguinte forma:

—=Uu = Vrum e gt = VUyy,2
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Introdução

1

a + eymuz =VUxzz PC a + CU, = VUyy,
1 1

a = vu +p(u) e aU = vu, + p(u)
O passo seguinte é aplicar a fórmula trapezoidal estendida para cada par de

equação. Por exemplo, para o primeiro par agimos da seguinte forma: integra­

se as equações 3u; = vu, no intervalo (tr,tn, 1) e iu, = vu,, no intervalo
(tr,+21) tn+1). O mesmo raciocínio é utilizado para as demais equações.

No caso da equação de reação­difusão não linear, apresentamos ainda uma

linearização que consiste em avaliarmos a função p(u) no tempo t, e não nos

tempos t,,11 € tn+1, OU seja,
1

a linearização apresentatada acima diminui substancialmente o tempo de pro­

cessamento, sem um aumento significativo do erro. À título de comparação,

o método de Crank­Nicolson, também na forma localmente unidimensional, é

apresentado.

Uma vez que a fórmula trapezoidal estendida não é L­estável como mostra­

do por Agarwl & Usmani [1], isso incentivou Jacques [9] a investigar a precisão
e estabilidade dos métodos trapezoidais estendidos, mostrando que os coefi­

cientes podem ser escolhidos, de modo que se obtenha um método L­estável.

O presente trabalho encontra­se dividido em 5 capítulos. No capítulo 1

apresentamos alguns conceitos básicos relacionados aos problemas de valor

inicial, juntamente com a fórmula trapezoidal estendida a qual é A­estável,

mas não L­estável e, por fim, tratamos de uma família de métodos estendi­

dos, família esta que possui um método não apenas A­estável mas também

L­estável.

Novamente no capítulo 2 apresentamos conceitos básicos que muito nos

auxiliarão no decorrer deste trabalho. Feito isso fizemos um breve estudo

sobre métodos numéricos para equações diferenciais parciais parabólicas em

duas dimensões, tais como: método explícito, de direções alternadas implícito

FVY
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17



Introdução 12

(ADI), localmente unidimensionais e a fórmula trapezoidal estendida local­

mente unidimensional (ETF­LOD).

No capítulo 3, apresentamos o método (ETF­LOD) para as equações de

reação­difusão não lineares, o qual conduz à resolução de sistemas não linear­

es. Para contornarmos este problema propomos uma linearização, com isso,

passamos a trabalhar com um sistema linear, sem que haja um aumento sig­
nificativo do erro.

No capítulo 4 são apresentados os resultados numéricos obtidos da imple­

mentação dos métodos envolvidos, utilizando a linguagem Fortran 77 [10] para
a equação de reação­difusão não linear e, para as demais equações implemen­

tamos o método em linguagem CO, no sistema operacional linux. Os gráficos
foram elaborados utilizando o software "Mathematica 4.0",

Na sequência, no capítulo 5, apresentamos a conclusão.
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Capítulo 1

Fórmula Trapezoidal Estendida

Neste capítulo apresentamos, inicialmente, a fórmula trapezoidal clássica,

que sabemos ser A­estável e, na seqilência tratamos da fórmula trapezoidal

estendida (ETF) proposta por Agarwal & Usmani [1]. Por fim, uma família de
fórmulas trapezoidais estendidas (ETFs) é apresentada, proposta por Jacques

[9] e dentro desta família destacamos um método L­estável.

1.1 Conceitos Preliminares

O cálculo numérico de integrais utiliza a aproximação da função a ser in­

tegrada f(x) por um polinômio de um dado grau, dentro de um certo intervalo

de integração. O método mais simples consiste na aproximação da função f(x),

por uma reta dentro desse intervalo.

Nas fórmulas aqui tratadas, consideramos pontos de integração igualmente

espaçados, o número real h é chamado de passo e a malha de passo h associada

a ro é o conjunto de pontos:

Tn =X Etnh, n=1,2,..

As aproximações para f(x) são calculadas nos pontos desta malha.

13
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Fórmula Trapezoidal Estendida 14

A fórmula trapezoidal que corresponde à aproximação da função a ser

integrada por um polinômio de grau m = 1 é apresentada a seguir. Antes,

porém, faremos uma breve descrição da fórmula de interpolação de Lagrange

e o erro cometido quando usamos esta fórmula. Por fim, integramos o erro da

fórmula de Lagrange obtendo, assim, o erro da regra do trapézio.

Sejam o, X1,:**, Tm números reais, e fo, f1,­­*, fm valores de uma função

associada. Trataremos agora do problema de encontrar um polinômio p(r)

que interpole a função f(x) nos pontos To, T1,:**, Tm, Ou seja, encontrar um

polinômio p(x) tal que:

Pítn)=fn, n=0,...,m.

Um polinômio que satisfaz a condição acima é dado por:

= Ss fnln(),
n=0

onde lx(x) = fas a w(r) = (xt — ro)(r = 11): (ft Tm).
Teorema 1.1. Seja [a,b] um intervalo dado e finito e xo, x, Tm M +

1 pontos distintos de [a,bl. Suponha que f seja uma função com derivadas

contínuas da ordem de pelo menos m+1. Então, para todo x E [la,bl, 14
€ E [a,b], tal que:

FÁEICI)fla) = Ln(f 19)= CTAw(D),

=X F(zx)lk(x),(Fórmula de Lagrange para o polinômio interpolador).
k=0

À demonstração do teorema acima pode ser encontrada em [6].

Nosso problema é calcular numericamente,

f f(xr)dr
usando os valores da função em pontos equidistantes e tomando xº = a.

Graficamente temos:
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Fórmula Trapezoidal Estendida

Xo x e... Xn

Figura 1.1: Aprorimação da integral pela regra do trapézio

Sabemos que a área do trapézio

Figura 1.2: Área do trapézio

é Aq = ED,
Utilizando a expressão anterior temos que:

= no +++ fna + 3)
O método utilizado para aproximar a integral acima é conhecido como regra

trapezoidal (ou regra do trapézio). Do Teorema 1.1 temos que o erro de trun­
camento local da regra trapezoidal em cada intervalo [tn­1,Tn), n = 1,...,m
é:

en=T(h)= |" far=­ "" FE), 7, (rd,
tn— n—1

2

E(x) E [tn=1, Tn).

Usando o teorema do valor médio para integrais, cuja demonstração pode

ser encontrada em [12], temos:

n=­3/6) femme a)da, E E lenva,
n—i
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Fórmula Trapezoidal Estendida

e tomando x = xn—,1 + ht, temos:
1

en="2/"6) [ (hentt=Dhdt= 256).
Assim, temos que a regra do trapézio é um método numérico de ordem 3

para a aproximação de integrais.

A seguir, utilizamos a regra do trapézio para resolver a equação diferencial
ordinária:

y'=f(r,4), (1.1)

que é chamada equação diferencial de primeira ordem. Nesta equação, f é uma

função real dada de duas variáveis reais r e y, e y é uma função incógnita da

variável independente x. Resolver a equação (1.1) corresponde a determinar

uma função y = y(x), diferenciável, com x E [a,b] tal que y'(x) = f(x, y(x)).

Qualquer função que satisfaça essa propriedade é uma solução da equação

diferencial (1.1). Por exemplo, a função y(r) = Ce” é, para qualquer valor
da constante C, uma solução da equação diferencial y' = y. Assim, a equação

diferencial de primeira ordem y' = y possui um número infinito de soluções.

Contudo, podemos selecionar uma solução particular, se junto com a equação

diferencial for dado o valor da solução y(rx) em um ponto, por exemplo, y(ro) =

Yo (chamada condição inicial). Se, para a equação diferencial y' = y é dado

que y(0) = 1, então obtemos C = 1 e assim a solução de y' = y é y(x) = e”.

À equação diferencial juntamente com a condição inicial constitui um pro­

blema de valor inicial (p.v.i), isto é:

y'=f(r,y), yíto)=y a<r<b. (1.2)

Como nem todos os problemas possuem uma única ou mesmo alguma

solução, o teorema que se segue nos fornece condições suficientes sobre f(x,y)

que garantem a existência e unicidade da solução, sempre que para tais proble­

mas as hipóteses do teorema sejam satisfeitas.

Usaremos como medida de distância entre dois pontos no espaço de dimen­

são m, a norma do máximo, ou seja dados u = (un, ..., um) ev=(u1,..,v2) a

distância entre eles é dada por:
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Fórmula Trapezoidal Estendida

llu — ul) = max fu, — vs.
Teorema 1.2. Seja f(x,y) uma função, onde f : Rx RR" —y R,y=

(Y1, Um), definida e contínua para todo (x,y) na região D, para a <x <),

—oo <uy<co, i=l...,m, onde a,b são constantes fintitas e suponha que

exista uma constante L tal que:

WS(£,y)— f(x,45)1| < Lily= 4, (1.3)

para todo (x,y), (x,y*) E D. Então, para qualquer yo E IR”, existe uma única

solução y(x) para o p.v.i. (1.2), onde y(x) é contínua e diferenciável para todo

(x,y) E D.

A condição (1.3) é conhecida como condição de Lipschitz e a constante L,
como constante de Lipschitz.

A demonstração desse teorema para o caso m = 1 pode ser encontrada em

[7].
Voltando à equação diferencial de primeira ordem do p.v.i. (1.2), integran­

do de rn até rn41x, obtemos:

f“vea=|" see
n n

Integrando o lado esquerdo da equação acima, exatamente, obtemos:

van) = (en) = [ sie,va)Ao,
n

para quaisquer dois pontos r, e rn4+x em [a,b]. Fazendo k = 1,

van) =v8) = / seulo)as,
n

e, em seguida utilizamos a regra do trapézio para calcular a integral na ex­

pressão acima desde que a mesma esteja sendo avaliada entre dois pontos

consecutivos. Fazendo isso, segue que:

ven) = ven) + 2a ven) + Sena, vem).
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Fórmula Trapezoidal Estendida 18

Substituindo na expressão acima y (Tn), Y(Tn+1), (Tn, Y(Dn)) € S(En+1) Y(Dn+1))
POT Yn, Ynt+1, Ín E Ína1, respectivamente, obtemos:

h
Un+1 = Un + 2 + Ína1),

que é um método de passo 1 chamado método do trapézio (ou regra trape­
zoidal).

Assim, a regra trapezoidal para a integração do p.v.i. (1.2) poder ser
escrita como:

h

onde os pontos rr são definidos por st, = a+nh, n=0,1,2,.., ey, é uma

aproximação para y(rn), onde y(x) é a solução do p.v.i. (1.2). O valor yn4i
pode ser obtido diretamente, de forma não linear, pela solução da equação não

linear (1.4), ou pode ser estimado por um outro método, como o método de

Euler, dada por:

Un+1 =Mn+t+ hf(tn, Un),

e então, o valor estimado pode ser melhorado pelo esquema:

h
— :Yn+1 = UYn + 3 1/ (Tn) + F(fn+1 Yn+1)), J= 0, 1, e.

A seguir, apresentamos algumas definições que serão utilizadas no decorrer
deste trabalho.

Definição 1.1. Denominamos método linear de passo múltiplo, ou linear de

passo k, todo método numérico para a discretização do p.v.i (1.2) dado pela
seguinte equação de diferenças:

k k

> Ajun+j=h Y Bi f(Tn+js Un+i),
j=0 j=0

onde a; e À; são constantes reais sujeitas às condições,

ax=1, laol+|&ojÃ£O.
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Fórmula Trapezoidal Estendida 19

Se Dr £ O chamamos o método linear de passo k de implícito, caso contrário

(Ox = O), dizemos que o método é explícito.

Definição 1.2. O erro global no ponto xr, é definido por:

en = y(Tn) — Uns

onde y(xtn) denota a solução exata do p.v.i. eyn a solução aproximada obtida

pelo método.

Definição 1.3. Um método numérico é convergente se, o erro global er con­

verge para zero quando n tende para infinito de maneira que, o ponto xr, per­

maneça fixo.

Definição 1.4. Definimos como erro de truncamento local, o erro cometido

ao substituirmos a solução exata na equação de diferenças.

A seguir, definimos os conceitos de A­estabilidade e L­estabilidade estes

conceitos podem ser encontrados em Lambert [11]. Para isso vamos considerar
a equação teste:

yYy=M, AMET e Re(M<O, (1.5)

cuja solução y(x) = Ke" tende a zero quando rx tende para infinito e, K é
uma constante arbitrária.

Aplicando a forma geral do método linear de passo k da definição (1.1)
para k = 1, na equação acima, vamos obter uma equação de diferenças da
forma:

1 1

Ss XjiUn+j h > Bif(En+j, Un+j)
j=0 j=0

==> OoUn + XN1Yn+1 hBof (tn, Un) + hi f(En+o, Unt1)
hBodyn + hOAyYn+1
uloyn + uô1Uno

(E = =) yoa — nb ?
R(U)yn,
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Fórmula Trapezoidal Estendida

onde 1 = hi e R(u) = (2202) é a função estabilidade do método.ar—unb1

A solução geral de (1.6) é da forma:

yn = (R(4))Y"Yo

e claramente y, — O com n — co se, e somente se,

[R(4)| <A,

e o método é dito absolutamente estável para os valores de u que satisfazem a

desigualdade acima.

Definição 1.5. Denominamos a região Ra do plano complexo, definida por

Ra =(unET|R(n)) <1), de região de estabilidade absoluta do método.

Definição 1.6. Um método é A­estável se Ra 2 fu| Re(u) < O).

A A­estabilidade garante que, para qualquer h > O escolhido, a solução

numérica de (1.5) não crescerá indefinidamente com o aumento de n.
Entretanto, quando Re(u) — —oo, a exigência de que a solução numérica

não cresça em magnitude pode não ser suficiente e uma nova condição deve

ser imposta.

Se considerarmos, por exemplo, a aplicação da Regra Trapezoidal,

h
YIn+1 = Un = a Um + fntal,

à equação teste (1.5), obtemos

1+ 3h
UYUng+l = Un.

Como a regra trapezoidal é A­estável (ver Lambert [11]), ya —> O quando
n — oco, para todo valor positivo de h. Contudo,

Una | E ­ ESSES FUn — À 1— hRe(A) + ih?|A2]
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e, se |[Re(A)| >> O e h não é pequeno, então |yn+1/Yn| estará próximo de ­+1.
De fato, quando Re(A) — —oo, o lado direito da equação acima tende para

1. Assim, |yn| decairá para zero rapidamente quando n — oo. Ao contrário,

o método yn+1 — Yyn = hfni1 (método de Euler Implícito) fornecerá

ema | T | 1 :

Un 1­hA| |1—2hRe(X)+h2|A]?

Neste caso, o lado direito da equação acima tende a zero com Re(A) — —oo,

e podemos esperar um rápido decaimento de |yn| mesmo para valores de h

moderadamente grandes. Temos a seguinte definição:

Definição 1.7. Um método é L­estável se for A­estável e além disso, |R(y)| —

0, quando Re(u) — —oo.

Definição 1.8. O operador diferença £ associado ao método linear de passo

múltiplo é definido por:

k

dlz(x) : 1) = 3 lajes + jh) — hB2(2 +jh)),
onde z(x) é uma função arbitrária, continuamente diferenciável em [a, bl.

Expandindo z(x + jh) e 2'(x + jh) em série de Taylor em torno do ponto
r temos:

(Ghy?31 2x) eeez(x + jh) = z(x) + jhzZ'(x) +

ih)? ih)s22 +jM) = 2(2) + jhz'(0) + LO) + CR O() +:

O resultado apresentado a seguir será utilizado no capítulo 2.

Tomando Dz(x) = z'(x), D?z(x) = 2"(x),Di z(x) = zO(x)..., segue que:

zír+jh) = z(x)+jhDz(x)+ GD D27(0) + GPã
Diz(1)+­

(1+jaD+ DE, q.)(GD? (Ah)
2! 3!

==> 2(x + jh) = exp((jh)D)z(x) = e!"Pz(x).
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Voltando ao cálculo de £[z(x) : h], substituindo z(x+jh) e z(r+jh) por suas

expansões em série de Taylor apresentadas anteriormente, temos:

Llz(x): hJ) = of)+ jhz'(x)+
Dae)+jhz"(x

Pk

o; = jB;)hz"W+>($5
=0

Coz(x)+ Cihz'(x) + Cah?2"(x) + Cah z2O (x) + O(R)),

onde,

kCo= o, o = >(ja;­Bj), Ca =X "(ºa;­j8;), Cs
j=0 j=0

Definição 1.9. O método linear de passo múltiplo e o operador diferença as­

sociado £ tem ordem p, se Co= Ci =" =C,=0 e Cy, ÉO. A constante

Cp+1 é chamada constante de erro.

Definição 1.10. O erro de truncamento local (ETL) em xn+x de um método
linear de passo múltiplo é definido por:

k

Tr4e = £ly(xn) : 1) = 2 loiv(zn + jh) — hBy'(xn + jh)),
onde, y(x) é a solução exata do p.v.i.

ar2 3 4 5 6 7 unesp 13 14

aj — o) hz) + O(h).

15 16 17



Fórmula Trapezoidal Estendida 23

Se o método tem ordem p, então temos que Tn4s = Cori h? ly (x,) +
O(h?*+º), ou seja, Tn, = O(h?*!),

Mostramos abaixo que a regra trapezoidal

h
UYn+1 = Un + a Um + Ífnt1l, (1.8)

é A­estável, mas não é L­estável. Aplicando (1.8) na equação teste (1.5), temos:

Do, + ana tomando un=hoA,UYUn+1 = Yn + 2
[A

Un+1 = Yn + 2" + gun
Daí,

y [1+5] yn+1 = Tm Un[15]
Logo,

[1+5)
15)

Verifiquemos que a regra trapezoidal é A­estável, mostrando que a função

R(u) =

Rí(u), satisfaz |R(n4)| < 1 para Re(nu) <O. Considerando 4 = pe”,

IR(4)|? R(u)R()

G + S) G + pãe=)1— pe? ) N1— paeúo
1+ (e + eo) 4 É
eoTe Té

ides(9)) + £
— p(cos(6)) + &v

D'

Daí segue que, D — N = —2p(cos(90)) = —2Re(u) > 0. Como D > 0, temos:

=]1­ O — —
D pD?º pn

portanto,
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Assim, a regra trapezoidal é A­estável.
Para ser L­estável o método deve satisfazer:

lim |R(p)|=0.
Re(p)——oco

como 1u E TC, u=a+bi,a,beR, daí

lim
Re(n)——oo

[1414]IE
portanto, a regra trapezoidal não é L­estável.

1.2 Propriedades

A seguir, apresentamos algumas propriedades envolvendo autovalores que serão

utilizadas no estudo da estabilidade de alguns métodos numéricos apresentados

no Capítulo 2.

Propriedade 1.2.1. Seja:

uma matriz quadrada de ordem N, ondea, b e c podem ser constantes reais

ou complexas. Os autovalores de B, denotados por Às, são

As = a + 2(Vbckcos (TZ 1) , s=1..N.
A demonstração desta propriedade pode ser encontrada em [14].
Suponha que uma matriz quadrada A de ordem N tenha como autovalores

as constantes a;, i = 1,....N.

Propriedade 1.2.2. A transposta de A tem os mesmos autovalores que A.
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Propriedade 1.2.3. A matriz kA tem como autovalores ka.

Propriedade 1.2.4. A matriz AP, tem como autovalores 0º, p inteiro e posi­
tivo.

Propriedade 1.2.5. Se A possui inversa, A“! tem como autovalores 2.

Propriedade 1.2.6. Se f(x) é um polinômio em x, À uma matriz quadrada,

então f(A) representa a matriz obtida substituindo x* por A* (e xº por 1) no
polinômio f. Se À é um autovalor de A, então f(A) é autovalor de f(A).

Na próxima seção descrevemos a fórmula trapezoidal estendida para o p.v.i.

(1.2) e fazemos um estudo da estabilidade da mesma.

1.3 Fórmula Trapezoidal Estendida

Abordamos, nesta seção, a fórmula trapezoidal estendida para a solução

do p.v.i. (1.2) proposta por Agarwal & Usmani [1], que a definiram através do
acoplamento de dois métodos lineares de passo múltiplo:

Un+1 = Un + hlao f(Tn, Un) + a f(Tn+1) UYnt+1) + 2 f(Tn+2, Ín+2)), (1.9)

onde,

Ín+2 = Boyn+Qiyn+1 +h[6af (En, Un) +Oaf (Eni, Un+1)l, n=0,1,2,.. (1.10)

Para construir um método de terceira ordem, esses autores escolheram os

coeficientes da fórmula (1.9), considerando­a como método de passo múltiplo,
com erro de truncamento local da ordem de hº. Se designarmos o erro por

Tr+1(h) e a solução exata do p.v.i. (1.2) em rr por Y,, temos a seguinte
discretização da equação (1.2):

Yu = Yn + hlagf(tn, Ya) + 4 f(Tn+a, Yn+1) + Aa f(Tni2, Yn42)] + Tn+1(h).

(1.11)
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Desenvolvendo em série de Taylor as funções Yn+1, Yn41 = /(tn+1,Yn+11) €

Yo = f(rnt2, Yn+2), temos:

hó
5!

h? hô hº
—

1 "+ mo (4) (5)Yan = Ya + YAN+NO + EO +
hº hô hº hó

oaY = o Y; + a hY!' + “177a+aar hao +OoTE + ERA +.
e

4h? pô ” hºa2Y/,2 =a2Y7 + a2hY] +a—Y, +a*=— YO + 6 (56)p2? 6 2 24a

Substituindo as expressões acima na equação (1.11), temos:

hn? nº hº hó
Y,+Y!+Fora tzaro +ar EO += Ya +hlaof(en, Ya) +(oa Yo +oahY

hº
4!

pô+oAN +aazYO + aiYoae+++)+ (02Y7+ a22hY73+AgT1ºYO +a— YO +a 5)

Logo,

1 1 1(1 —aq­au>—­ aa)hY] + (à —aQu>—­ 20) hReYI + "— 2º —" ny!1 1 4

24 6 3 120 24 3

Como queremos que o método tenha ordem 3, os coeficientes de h, h? e hº
devem ser nulos. Daí segue o seguinte sistema linear:

l1­a;&­aMw­a=0

=> 202 = 0

—sm —­ 2092 = 0,

que possui uma única solução, dada por:

a
2 1

= = q =— 9 = ——,[ 12º 1 3 2 12

Substituindo esses valores nos termos hº e hó, obtemos a expressão do erro

de truncamento local 7r+1(h), da fórmula linear de passo múltiplo (1.9):
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— É 13hTani(h) == YO + = Y65 hô). :

Considerando a fórmula (1.10) como um método linear de passo múltiplo,

com erro de truncamento local 1,+1(h) de ordem hº, obtemos:

Yn4+2= BoYn + Aa Ya: +RIf (Tn, Yu) + Oaf(En+a1, Yn+1)| + Tn+1(h), (1.13)
n=0,1,2,...

Através do desenvolvimento em série de Taylor das funções Y,+;, para

i=1,2eXY/,,, obtemos:

AY=AY, + A Ylh+aBy +EEEym + izxo + Dizro +
2 4Yn+2= Ya +2hY, + yo,o.EsYO + =

BaY!,,=Ba3Y! + B3hY! + Paqm + bsxo + bso + bszo +.
YO +:

Substituindo em (1.13), temos:
8hº +20

+92 + 8NAMo 9)YO 4.21 A
2=— y() 1TE+= BY, +(AY+AY'h

+31 + BaVB,No + 52YO +42ONES + T+1(h),
logo,

(1— 8 = B)Yn + (2—­ A — Ba — Ba)hYZ + É — 3 — 6) heY!
4 1 1 2 1 1+ G ­ ço ­ 0) PY + É ­ 220 ­ os) RYO

15 120

Novamente, tratando a equação (1.10) como um método de ordem 3, os

+ (É ­ AB ­ 2º) YO + O(h) = Ta41(h) =O.
coeficientes de hº, h, hº e hô devem ser nulos, ou seja:

1­&­8=0

2—­ff 03=0
2—­30h­BAs=0
ash 30;=0.
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Este sistema linear tem uma única solução:

fo=5, fh=­4, fo=2, fa=A4

Substituindo estes valores nos termos das potências de hº e hº, obtemos o

erro de truncamento local 1,41(h) da fórmula (1.10):
hº 2hTn+1(h) = ref + Ts) + O(R). (1.14)

A seguir, tomemos

In+2 = Boyn + Qayn+1 + hl62f (En, Um) — Caf(En+1) Un+1)) (1.15)

e a discretização da equação (1.11) como sendo um método de passo um,
definida por:

Yny1 =Y,+ hlaof (Tn, Y) + a f(tn+1, Yn4+1) + 2 f(Tnt2, Ínt2)] + Tn+1(h)
(1.16)

Para obtermos a expressão do erro de truncamento local Trn4+1(h), da fór­

mula estendida, tomamos a diferença entre (1.11) e (1.16) e então:

Tn+1(h) = Trv1(h) + hfoalf(tni2, Yn+2) — f(Xnt2, Ín2)]).

De (1.13) e (1.15), temos:

Yn+2 = Únia + Tn+1(h),

e, pelo desenvolvimento em série de Taylor de f(Tn+2, Yn+2) na variável y, na

vizinhança do ponto (tn+2,n+2) e usando a equação acima obtemos:
R fo) R ­f(rn+2, Yn+2) = S(Tn+2, Ínt2) + dy (tTnt2, nt+2) (Yn+o = Ín+2)

2

ae ento, In+2)(Yn+o = Ínt2)º?
R

O
R RS(Tn+2, Ína2) + au (anta, In+2)(Yn+2 — Unao)

OP
aa) (Etna, In+2)(Tn+1)?
f(tn+2, ÍIn2) + ETSÁSIAEA Ín+2)(Ynto = Ínt2) + O(h?)

R fo RÍírn+2, nto) + df Enra, In+a)Tn+1(h) + O(hé). (1.17)
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Logo podemos escrever Tr41 em função de Tr41 € Tn+1 como

fo) RTrn+1(h) = Tn+1(h) + hlogta+(h)Z7 ftnra, Únt2)] + O(R?), (1.18)

expandindo, em série de Taylor, & f(Tn+2, Ún+2) nas vizinhanças do ponto
(Tn, Úni2), obtemos:

fo .
O

.

PR
du (Entra Ínr2) = auf (an n+2) + 2haõs

e substituindo na equação (1.18), temos:

f(Tn, Ínt2) + O(h?),

2Tasa(h) = Tas (h)­+hoagraas (M)IS P(2n Insa)­2lvgenS (Em fns2)­O(NL+O(?).
(1.19)

Utilizando (1.12) e (1.14) e sabendo que 2 = —, temos a seguinte ex­
pressão para o erro de truncamento local:

4 5Ta+1(h) = ho + ua (5S(£n, n42))YO + 131) + O(hÔ). (1.20)24 * 360 Oy

Desprezando o erro de truncamento local, temos um método de passo um

de terceira ordem dado por:

Un+1 = UYn +A+8fn41 — Íniol, (1.21)

com Ín+2 = f(tni2,Úni2) €

n+2 = Sn — n+1 + hPL2fa +Afotil, (1.22)

que foi denominado, por Agarwal & Usmani [1], de Fórmula Trapezoidal Es­
tendida (ETF), o qual é um método de ordem 3, como pode ser observado em

(1.20).

1.3.1. Análise da Estabilidade

Para investigar a estabilidade da ETF, consideramos novamente a equação

teste (1.5). Aplicando à esta equação o método proposto definido por (1.21) e
(1.22), temos:

hA
,Yn+1 = Un T Ta Sum + Syn+1 = Únial (1.23)
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Ínt+2 = SYn — 4Un41 + hA[29m + 4unta)­

Substituindo (1.24) em (1.23), obtemos:
hA

Un+1 = Yn + Ta bm + 8yn+1 — [54m — 4yn+1 + RAY + 4ym4o)]),

+ Shd + 8h 5hA + 4hA 2hº Nº 4h? x?
= Un —— o Ta Un+1 TT Ta Un Ta n+1 — nO nYy 2 Yy TD Un+1 TP y 12 Un+1 DP Y 12 Un+1

2
nu
o) (1.25)

2

Iml1=S) + mala

Ina (1 — D­ Yn(1—= =)
ES)

>= Un1= ynR(U), (1.26)

= Un1=

onde 1 = Ah. Mostraremos que a fórmula trapezoidal estendida é A­estável,

verificando que a função racional R(u) satisfaz |R(nu))| < 1 para Re(u) < O.

Considerando u = pe“, (Re(u) = pcos(0)), temos:

|[R(u)f?= R(u)R(n) =

­ 1— gre” 1— ap?e?o
.

1— pet + ãp29210 1— pel + 2 p2en2o

1— p(e? + emo) + 7.+ ei? + 3) — 1p3(e­i0 + eo) + do
­

1 — 30º cos(20) + 25 pº ­N
1 — 2pcos(6) + pº(1 + É cos(20)) — ipi cos(0) +3p? —D'

para obtermos a expressão acima utilizamos as seguintes relações:

| z ET => cos(z) = e+ ez))­cos(2a) = 2 cos*(a
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Notamos que N, D > 0, pois são resultantes do produto de um número

complexo pelo seu conjugado. Fazendo a diferença entre o denominador e o

numerador da função da estabilidade R(1) temos:

D—N=­2pcos(0) + pº(1+ cos(29)) — o cos(9) + :12º=

= —2Re(n) + 2[Re(u)]º — so? Re(u) + o;
Daí segue que D — N > O, uma vez que Re(u) < O. Assim, temos que:

D—N
>0O

D ?

o que implica na seguinte desigualdade:

N
A 1Do”

Portanto,

|R(uI=/F<1, com Re(u)=pcos(0)<O.
Logo, o método é A­estável. Para ser L­estável deve satisfazer a pro­

priedade adicional:

lim |R(p)|=0.regim RO)!
Como u E Cu=a+bi,a,beE lh, daí segue que:

AM | | Astar)lim ­

—Re(n)>—oco (1 —u+ CS a——oo (1 — (a + bi) + (a+9i)

— (a? — b? + 2abi))
| (1— (o2 >) + êabi+ (a2—20h) = lim + (bi + 28h)=

(a? =D)+ ça |E)+ (bi + E)
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Daí,
:

1

lim |R(p)|=2320.Re(n)——oo

Ássim, o método possui a propriedade de ser A­estável, mas não é L­estável.

Descrevemos, na próxima seção, uma família de métodos estendidos. Será

feito um estudo da estabilidade dessa família de modo a se obter um método

L­estável.

14 Uma Família de Métodos Estendidos

Como vimos na seção anterior, a fórmula trapezoidal estendida não é L­

estável. Isso incentivou Jacques [9] a investigar a precisão e estabilidade dos

métodos na forma geral (1.9) e (1.10), mostrando que os coeficientes a; e Bj,
podem ser escolhidos de forma a construir um método que não é apenas ÀA­

estável, mas também Lr­estável.

Inicialmente, analisamos a ordem de convergência do método na forma

geral (1.9) e (1.10). Tomando a equação (1.9) com erro de truncamento local

de ordem k + 1, denotado por Tr4+1(h), e a solução exata do p.v.i. (1.2) no
ponto rr, dada por Y,, temos:

Ya+1 = Ya + hlaof(tn, Ya) + cn f(fn+1) Yn+1) + af (Tni2) Yn+2)] + Trn1(h),
(1.28)

onde [77 41(h)] < M,h"*+!, para alguma constante positiva M,.
De modo análogo, se a equação (1.10) tem erro de truncamento local

Tn+1(h) de ordem &, então:

Yn+2 = BoYn + OiYn+1 + hl62f (Tn, Yn) + Pas (Tn+1, Yn+1)] + Tn+1(h), (1.29)

onde |ra+1(h)| < M2h", para alguma constante positiva M,.
Suponnhamos que f é uma função contínua satisfazendo a condição de

Lipschitz com constante de Lipschitz L. Podemos, então, subtrair (1.28) de
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(1.9), para deduzir que:

(Yani — Unt1) =(Y,­ Un) + hlao(Ff(tn, Y.) = f(tn, Un))

+Hoa1(f(En+1, Yn+1)= S (Eng) Unti))+o2(flgnia, Yn+2)—S(Tng2, Ín+2))+ tn+1(A).

=> Ya = nal S Ya — nm) + Pllaol|f (En, Ya) — f(En, yn)|
+HenLF En+i Ya+1) = S (Ena, n+i | +Hlo2|| f(En+2, Yn+2)—S (Xn+2) Int+o)||+ ltna1(P)|­
Utilizando a condição de Lipschitz, segue que

Ya+1 — Yn+al < [Ya — ynl + hllao||LO — un)|

FloIL (n+1 — Yn+í)| + la Lo — Únco)|] + ltn+1(h)]
=> en) < en + hL(laç|len + Ja lens1 + laglênia) + MRE. (1.30)

De modo análogo, subtraindo (1.10) de (1.29) podemos concluir que:

ên+o < |Bolen + |Aalent1 + RL(|Oalen + |Balen+1) + Mah", (1.31)

e=|6­ul e ê=| 6 ­ú.

Utilizando a desigualdade (1.31) podemos reescrever (1.30) da seguinte
forma:

en+1i < ent hL(laçlen + a len+1 + lazsl(lOolen + |O1len+1 + hL(|Bolen

|B3len+1) + Mah") + Mh"P! = en(hL(lao| + JasBol + 1) + hºLº as6a])

en+t1 (hL(loi| + JazA|)+ hºLº a263|) + RLM2h"ag]+ Mh+.

en+1(1— (RL(la| + Jas6|) + RD? 0203))) <

< en(hL(leo] + [a26ol) + hºLº az] + 1) + (LMa|/a2| + M)RFP!

=> enui É
(1— (hL(Jan| + [az6|) + h2Lº 0263)
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Então:
1+B T

<<] —— ——­ns (EE) + o
B = Lh(lao| + Jasfo]) + RºLº|B2c12|,

C = hL(lan| + Jaz&|) + RPE 6300],
T = (LM2|as]+ M)REP

e h é escolhido suficientemente pequeno para assegurar que CO < 1.

Sabemos que eo = O, pois yo é a condição inicial dada. AÀ desigualdade

(1.32) pode, portanto, ser resolvida recursivamente para obtermos um limitante
superior para en, para qualquer n, como segue:

1

er< TZ

< (LBV, TZA CENTON DABIS EM

2 (1+B e + T 2((1+B * 1+BBE lT=C/ºTIZC"VNI­C 1­C

2 (1+B R T 2((1+B o 1+B *,1+BSEA CESTA ACSE DST CEE O CENTG) 12C€ 1­C

1+B T 1+ BY" (14 BY T
< < — =—— ... ————ams (EE) aro <((1S) +(2) + " (=):

Da equação acima notamos que,

1+ BY" (14+ BY"

é uma progressão geométrica (P.G.) de razão q = +& cujo termo inicial a;= 1.
Somando os primeiros termos dessa P.G. (Ss, => ag=aE), temos:
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Logo,

e 1+BVYT À 1­ C T
HST C B+CJ)NI­C

T 1+B n+lsense ((1) +)
T 14+ BNP!

= << —— =— — . .

A relação apresentada abaixo pode ser encontrada em [11], (página 58),

(1+t) <erp(t), VteR.

B+C B+C
< Lia1+ 1­6 <em(2=s)

B+CN" B+C
<

:

Utilizando a relação acima em (1.33), temos:

Como B + C contém um fator de h, o termo entre colchetes é limitado

quando h — O, com x, fixo. Finalmente, notamos que T contém um fator de

ht! e o termo B + C tem um fator de h, podemos deduzir que o erro global,

en = O(h!t). Desta forma, mostramos que o método é convergente de ordem
k, quando supomos erros de truncamento local da ordem de (k + 1) e k para

(1.9) e (1.10), respectivamente.

No erro de truncamento local do método estendido (1.19), rn+1 é multipli­
cado por h. Portanto basta que o passo de Jn+2 tenha erro de ordem hº para

que o erro de truncamento local seja da ordem de hº.

Utilizando um processo análogo ao considerado para a fórmula trapezoidal

estendida e tomando a fórmula principal (1.9) como um método linear de passo
múltiplo, com erro de truncamento local tn4+1(h) da ordem de hº, obtemos:
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Fórmula Trapezoidal Estendida

ta1(h) = Kyo + DB p5y6 1 O(h5).
247" 360

Os cálculos utilizados para se obter os valores acima, podem ser encontrados

na página 23 deste trabalho.

Consideremos, agora, a fórmula intermediária (1.10) como um método
de passo múltiplo com erro de truncamento t,4+1(h) da ordem hô, o que nos
fornecerá o seguinte sistema:

1­6­A=0

2— BB P3=O0.
2—3&­P3=0

O qual é formado pelas três primeiras equações do sistema apresentado na

página 25 e tem como solução geral:

1 1 1 3

Aa=l1­&, fa =72707, =2M4+>
Com esses valores, obtemos uma família de métodos convergentes de ter­

ceira ordem que dependem de um parâmetro dado (6,1), dada por,

h ­

Un+1 = Un + ab + 8 fnta = Ínto] (1.34)

com Ínio = Sí(tnt2, Íint2) e

In+2 = Doyn + (1— Bo)un1 + 28 — 1)fa+ (So + 3) fui]. (1.35)

1.4.1. Análise da Estabilidade

Nesta seção construimos, a partir da família de métodos estendidos apre­

sentada na seção anterior, um método que é L­estável.
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Fórmula Trapezoidal Estendida 37

Veremos agora para que valores de (1 a família de métodos, dada por (1.34)
e (1.35) satisfaz a condição limgre(u)=­0o |R(4)| = O. Aplicando à equação teste
definida por (1.5), obtemos:

hi
RUYn+1 = Un + Ta bém + Syn+1 — nao) (1.36)

Substituindo (1.37) em (1.36) obtemos:

UYn+1 = R(u)yn,

com 1 = Ah, e a função de estabilidade, R(u) é:

Ru) = EH,
1+ 21Ão),, + (Aos) 2

Vamos supor que o fator de 1º no numerador seja nulo, isto é

1­8
21

0.

Daí, Bo = 1.

Assim, substituindo (A em (1.38) obtemos a função de estabilidade

RM) = EEah
1 3n+at

e fazendo Re(u) — —oo, temos que R(u) — O, o que nos fornece

lim |R(u)|=O.
Re(n)—>­—oo

Verifiquemos agora que o método é A­estável. Seja 1u = pe“? então:

IR(u)|? = R(u)R(R) =

­
(1+ 3 peº)(1+ 3pe)

(1— à pe? + 2 pºeto)(1 — 2 pel + 2pre­2o)
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Ê

1+ fpcos(0) + &
1 — âpcos(0) + $p? + E cos(20) — 2p? cos(0) + &

Fazendo a diferença

1 1D—N=­2pcos(9) + 20 (1 + cos(29)) — So cos(9) + 360
onde D — N > 0, sendo Re(u) = pcos(9) < O.

Logo, 252 > 0 => XZ <1. Assim, |[R(u)| = /E< 1, ou seja, obtemosa A­
estabilidade do método. Como esse método é A­estável e limne(n)—>­0o |R(1)| =
O, temos que ele é L­estável.

Portanto, tomando À, = 1 temos um método de terceira ordem que é

L­estável, dado por:

h .

Un+1 = Un + nb +8Sfn+1 — Ín+2] (1.39)

Ínio = Un + 2hfnaa. (1.40)
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Capítulo 2

Métodos Numéricos para

Equações Diferenciais Parciais

Parabólicas

Mostramos, neste capítulo, alguns exemplos de equações envolvendo deriva­

das parciais. Nas próximas seções introduzimos os seguintes métodos: explíci­

to, de direções alternadas implícitos e localmente unidimensional. Finalizamos

com um método numérico implícito localmente unidimensional para resolução

das equações de difusão e convecção­difusão em duas dimensões.

2.1. Conceitos Preliminares

Seja u uma função, u : 2 — IR, onde O € IR”. À derivada parcial de u em

relação à variável r, que é a primeira variável, poderá ser denotada por

Ou
E ur OU ÔxuU,

e a derivada total de u com relação à r será denotada

39
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du

dx

De maneira análoga, as derivadas parciais de segunda ordem em relação

às variáveis r e/ou y poderão ser denotadas por:
Ou 2 ºu
Ox? , Uxrx, Ou, dydx ou Uxy­

A seguir, daremos algumas definições envolvendo equações diferenciais par­

ciais (EDPs).

Definição 2.1. Uma equação diferencial parcial é uma equação que envolve

uma função incógnita de duas ou mais variáveis e suas derivadas. Logo,

uma equação diferencial parcial de nº variáveis independentes, x1,..., Tn, é uma

equação na forma:

=0CCC CAF(x1 20

Definição 2.2. ÀA ordem de uma equação diferencial parcial é dada pela mais

alta ordem da derivada que ocorre na equação.

Definição 2.3. Uma equação diferencial parcial é dita linear se for de primeiro

grau em u e em todas as suas derivadas parciais que ocorrem na equação. Caso

contrário, dizemos que a equação é não­linear.

Uma equação linear de primeira ordem é uma expressão na forma:

2 cia) o +b(r)uUut+ec(r)=O,
onde r = (r1,..., tn) e pelo menos um dos coeficientes a; é não­nulo.

Logo, uma equação linear de segunda ordem é uma equação dada por:
n Pu iá ou2 l8) aaa; * >bia)5 + ela)u + d(z) =.

1,j=1

Com pelo menos um dos a;, não nulo.
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Definição 2.4. À parcela da equação que apresenta derivada de ordem mais al­

ta recebe o nome de parte principal. Dessa forma, a parte principal da equação

a e:
à Pu
2 UE) ada,

iOLxji,j=1

A seguir, vamos classificar as EDPs de segunda ordem em três grandes

grupos.

2.1.1. Classificação das EDPs de Segunda Ordem

Dentre as equações não­lineares, as que tem parte principal linear são

chamadas semi­lineares. Assim, uma equação diferencial parcial semi­linear

de segunda ordem é dada por:
á õºu Ou Ou

1j=1

Representamos as equações diferenciais parcias de segunda ordem semi­

lineares da seguinte forma:

a(x, y)urzz + 2b(x, y)uzy + c(X, y)uy, = f(X,Y,U/UZ,)Uy), (2.1)

com funções a(r,y), b(r,y) ec(r,y), tais que,

a +b+cÃAo,

onde u(r,y) é a função incógnita.

A EDP (2.1) pode ser classificada, segundo [8], da seguinte forma:

e elítica em um ponto (9, yo), se bº (ro, yo) — a(xo, yo)c(to, yo) < O;

e parabólica em um ponto (xo, yo), se bº (xo,Yo) — a(to, yo)c(to, yo) = O;

e hiperbólica em um ponto (9, yo), se bº (xo, Yo) — alto, yo)e(To, yo) > O.

A classificação das EDPs em três grandes grupos tem grande importância

nas aplicações, na análise teórica do problema e na elaboração de algoritmos

numéricos, que devem ser convenientes para cada grupo.
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2.1.2 Condições de Contorno e Iniciais

Em 1902, o matemático Hadamard introduziu o conceito de problema bem

posto [5]. Um problema bem posto é aquele que apresenta exatamente uma
solução (existência e unicidade), a qual varia continuamente com os dados

(estabilidade). Este conceito, fornece uma indicação da adaptação do modelo
matemático ao sistema real que se pretende estudar.

Uma importante diferença entre as equações diferenciais ordinárias (EDOs)
e as EDPs é a informação necessária para garantir a unicidade de solução. No

caso de EDOs obtemos unicidade impondo condições iniciais, isto é, fixando

os valores da solução e de suas derivadas até certa ordem, em um determinado

ponto, chamadas condições de valores iniciais. Já no caso de EDPs, como

temos mais de uma variável dependente, é natural fixar uma das variáveis e

impor o valor da solução e de suas derivadas parciais em relação à variável fixa

como função das outras variáveis.

Generalizando o conceito de condições iniciais, impondo o valor da solução

e suas derivadas ao longo de uma curva inicial (se n = 2) ou superfície inicial (se
n = 3), o problema correspondente pode ser chamado de problema de Cauchy
ou de valor inicial. Podemos, também, obter unicidade no caso de intervalos

finitos, impondo condições nos extremos dos intervalos, as chamadas condições
de contorno.

No caso de EDPs procuramos soluções definidas em um aberto OQ € IR"; é

natural substituir os extremos do intervalo (n = 1) pela fronteira da região 9)

(99). Quando impomos condições sobre o valor da solução e de suas derivadas

na fronteira da região, temos um problema de valores de contorno ou, simples­

mente, problema de contorno.

A seguir exibiremos alguns exemplos de EDP's.
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2.1.3 Exemplos de EDPs

O primeiro exemplo, trata­se da equação de Poisson, que se refere a fenô­

menos que não dependem do tempo.

Defini­se o operador V em IR” da seguinte forma:

v=(> 2)Ox Ox,

o o
am Pet Ox2'

Utilizaremos o símbolo À para denotar laplaciano, isto é,

o o

TABSTAA

é o laplaciano em IR”.

Equação de Poisson

Considere a equação diferencial definida numa região R do plano, dada

por:

Uxe + Up = Sf(r1,)), (tjy) ERC KR. (2.2)

Observando a representação geral, temos: a = c= l eb= 0. Portan­

to, (2.2) é uma equação elítica chamada equação do potencial ou equação de

Poisson. Se f(x,y) = O é comum chamá­la de equação de Laplace.

As notações usuais para equação de Poisson são:

Au= f(x,y) ou Vu= f(x,y).

Para definir um problema bem posto para (2.2), devemos impor condições
para u(r,y) no contorno da região R.

O próximo exemplo, refere­se à equação do calor não­homogênea que está
associada a fenômenos de difusão e transmissão do calor em sólidos.
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Equação do Calor

Seja 1 = (c,d) um intervalo na reta e a(r,t) > O. Considere a equação
diferencial em u(zx,t)

a(r,t)uza= mM =Sf(t,t), rEIlICR e t>O. (2.3)

Nos problemas de evolução uma das variáveis é o tempo, por isso, por

conveniência, trocamos a variável y por t. Esta última variável merece um

tratamento especial, pois temos na variável tempo um problema de valor ini­

cial e na variável (ou variáveis) espacial (espaciais), um problema de valor de
contorno.

Como aí(r,y) > 0, b=c= 0, aequação (2.3) é do tipo parabólica, chamada
equação do calor (ou da difusão). À equação do calor para sistemas bi e
tridimensionais nas variáveis espaciais é dada por:

ui — a(uzz + Um) = f(x,y,t), a(t,y,1)>0, (t,y)ERCMKR, t>O,

Ut Aa(Upr+Uny+UZz) = f(x, Y, z,t), a(r, y,z, t) > 0, (x, Y, z) EVC R e

Como último exemplo apresentamos a equação da onda, que está associada

à propagação de ondas.

Equação da Onda

Seja a(x,t) > O e seja o intervalo na reta ! = (c,d). Tomemos o seguinte
problema de evolução:

a(x,t)uzz — ug = f(x7,t), r E Tet>O0. (2.4)

Como aír,y) > 0, b= 0 ec=­1 temos, então, pela classificação apre­
sentada na seção 2.1.1, que se trata de uma equação hiperbólica. Como já

dissemos anteriormente, esta equação é chamada equação da onda, pois de­

screve o fenômeno da propagação de ondas. No caso de uma variável espacial,
a solução u(x,t) representaria a posição de uma partícula da corda vibrante
no instante £.
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Para os casos bi e tridimensionais, na variável espacial, a equação da onda
assume as formas:

uu — a(usz + Un) = Sf(t,y,t), a(t,y,1)>0, (ty)EMR, t>O,

Un ­a(uza +UZYy+UZZ)=Sf(t,y,2,t), olt,y,2,1)>0 (ty2)EMR, t>O.

Nas equações hiperbólicas, a função incógnita aparece sob duas derivadas

com relação à variável tempo. Para que elas sejam um problema bem­posto

são necessárias duas condições iniciais, u(r, 0) e us(x,0). Dessa maneira, são

necessárias condições de contorno nas variáveis espaciais, que podem envolver

a função incógnita u e suas derivadas e condições iniciais.

Às equações de Poisson, do Calor e da Onda são exemplos clássicos que

representam cada uma das três categorias descritas anteriormente.

Na seção que se segue tratamos alguns métodos numéricos associados às

equações diferenciais parabólicas, as quais são o objetivo de estudo deste tra­

balho.

2.2 Equações Parabólicas em Duas Dimensões

Nesta seção, faremos um breve estudo envolvendo métodos numéricos para

equações diferenciais parciais parabólicas em duas dimensões. Este estudo

nos auxiliará na dedução de alguns métodos explícitos e implícitos que serão

apresentados posteriormente.

Dada equação:

Us = ayuza +aguÇ&, (=Lu), u=ult,y,t); àq=a(t,y,t), a2=a(t,y,t),
(2.5)

chamamos de malha espacial o conjunto M de pontos:
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+ ó 1 , N 1 '
peTq>erqTTIoATAATAOMETTETTO

1 ' ' ' ' ' ,

x

Figura 2.1: Malha de Discretização

Expandindo u(x, y, tn+1) = ulr,y, tn + k) em série de Taylor em torno de

(x,y, tn), temos:
k? k?

ulz,y, tn+1)= ulz,y, tn) + kusla,y, tn) + Zrue(Z,Y tn) + ruelz,y,ta)+3!

(2.6)
Como u; = Lu e L independe de t, temos:

PUm = (Lu): = Lu; = LLu= Lu, logo =— LPu.
Usando esse resultado em (2.6), temos:

ulx,y,ta1) = ult,y,tn)+ kLu(x,y,tn)
Kk? k?
al uz, y,tn)+arulx,y, tn) ++

2( + kL + 1 +=o—Lº + ) ulr,y,tn) = exp(kL)u(r,y,tn).3!

(27)

ulr,y,tn+1) = exp(kL)u(x,y, tn). (2.8)

Esta igualdade será utilizada para dedução dos métodos apresentados a

seguir.

Para um inteiro positivo N, consideremos a malha espacial retangular

(tiYj, Ti=idr, yj=jAy, 1,j=0,...N+1,com incremento Ar =

vã, Ay=hetl=nAt n=1,2,3..., At>O.
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2.2.1 Método Explícito

Utilizando a teoria apresentada na seção anterior, vamos deduzir um méto­

do explícito [13]. Seja:

Lu=ung +UW, = (Di +Di)u, aq=a=Ll, Diu =uz,Dyu = uy.

A equação (2.8) torna­se então u(x,y,tn+1) = exp(kD?) exp(kD2)u(x, y, tn).
A seguir, vamos relacionar os operadores D, e Da2, com os operadores de

diferenças centradas d7 f(x,y) = f(x + &,y) — f(r — n,y) = ES f(x,y) —
Ez?fiz,9) eó,f(z,1) = f(a,y+2)­f(s,y­'2) = EÀ f(a,1) ­E7 É f(a,1).

Utilizando a notação apresentada anteriormente e o fato de E””z(r) =
z(x + jh) = erp((jh)D)z(x) = e”Pz(x). Temos que E? = e"P e assim:

dó = E3h— ph

co (2k)1x2E+1senh (x) = 2) oaÇK +1)'
k=0

utilizando a equação acima temos que:

7 co (2h)! GN ZH2senh (E) 2 (Dm (2)G) )
k=0

5) +21L(5) 4511 NV,245 4 367 (2

Daí, segue que:

(2senn! (3)) ­ ARe+1) OBM)
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1/6)? 3/65

(Lrd)ES (LEILA26 26/23 402º 4024 362º

(Torta)4 124 23040 4
11

POSTS...12º To

Assim, tomando D = Di, ó=ó,e depois D=D,; e ó=dó,, temos:

1 1 12 2 2 — sô...Di= 7a ( 1202 + 9gºe )
1 1 12 2 4 6Disp (8 nto).

Substituindo as expressões anteriores na equação

ulz,yY, tn+1) = exp (kDI) exp (ED23)u(T,y, tn),

obtemos:

1 1 1 1ule,y, tra) = exp (0 (62 68 + 568)) exo (0 (682508 + 558
Expandindo em Série de Taylor, temos:

1 1
2 TA, t 56 llexp (0 (s 1203 + 00 %e ))

1 1 o? 1 1 ?

=1 Ao... — [5­4 —çsô... e.+o(s 122 Tggoe ti Po [eo oeT gg +
onde, o = e hi = ha. Logo,

1 1 1 1ulr,y,tn+1) = É + 0602 + 2º (s — e) oi + h + 087 + 2º (s — o) o+ ulxr,y, tn).
(2.11)

Calculando o produto entre as duas séries e em seguida considerando somente

os termos de primeira ordem em o obtemos:

Em = [1+ 0(62 +62)] ut, + O(kº + kh?),u (2.12)
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(notação:uf, = ul, yum, tn)), que é o método explícito padrão envolvendo 5
pontos no nível t = nk. Outro método simples é dado truncando­se a equação

(2.11) nos termos de primeira ordem em o, ou seja,

uni! = (1+ 052)(1+ 0ó7)Ur, + O(kº + kh). (2.13)

2.2.2 Métodos de Direções Alternadas Implícitos (ADI)

A discretização de uma equação parabólica em duas dimensões por um

método implícito leva à necessidade de solução de sistemas lineares. À dis­

cretização implícita, por exemplo, equivalente a (2.12) é:

n+l mn 2 2 n+luz =u?,+o(82+6óg)uzo,

OU Seja,

(1— o(63 + dÉ))urF! = u?,. (2.14)

Métodos ADI são métodos de 2­passos [13], onde em cada passo uma das
variáveis é tratada implicitamente.

Da equação (2.8) temos:

2172 kina, na bra, na
u(x,y, tn+1) = exp(k(DI+D2))u(z,y, tn) = exp(5(Di+D3)+>(Di+D3))u(,y,t )
Logo,

k kexp (­ (Di + Da) ulx,y,tn+1) = exp É (Di + Da) ulzr,y,tn). (215)
k k k k==> exp (5º) exp (32) ulx,y,tn+1) = exp (52%) exp (52) ulx,yY, tn),

cuja expansão e truncamento da série fornece a equação:

1 1 1 1G — 208) G — 08) uti! = É + 2082) G + 208) ut; + O(k? + R?k).
(2.16)
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Esta é uma modificação do método de Crank­Nicolson em 2 dimensões que

é dado por:

1 1G — 3907 — 308) ut! = É + 208? + 0%) Ut; + O(kK A+ kRO). (217)
Para obter (2.16) de (2.17) foi adicionado do lado esquerdo da equação (2.17)

252,,n+1 252 e.2920 uz; e gózóruz, do lado direito.
A equação (2.16) pode ser implementada de uma forma mais conveniente

computacionalmente, introduzindo­se um passo intermediário para decompô­la

em duas equações. Para isso tomamos:

1 1

X = 20982) Y = 297 (2.18)

Considerando que os operadores (1+ X), (1— X), (1 +Y) e (1—Y) admitem

inversa, segue da equação (2.16) que

(1+X) (1­X)1—­Y)ut = (1+ Y)uZ,

= (=X) '(+X) (=X Y)u = (1 X)1(1+Y)UZ,
—

+us 3
(2.19)

1ut =(1­X) '(1+Y)U&,93

1= (1I­X)uit =(1+Y),i,)

Por outro lado segue da equação (2.19) que

n+3
i,j1+X)1­X)1­Y)uH! = (1­X)u

n+à
CR Ss= (1­X)1­ YU! = (1+X)1—X)uij

Usando o fato dos operadores (1 + X) e (1— X) comutarem temos

n+3
2,(1­X)1­Y)uH = (1­X)(14+ X)uij

=> (1 Y)urHP! (1+ X)u*HE,1,j
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Assim, a decomposição da equação (2.16) é dada por:

É — 2008) ul"HE =(1 + 208) .«ut;, (2.22)

É — 3068) ue7H ==( + 2082) ut, (2.23)

No método ADI descrito pelas equações (2.22) e (2.23), no primeiro passo a
variável y é tratada explicitamente e a variável rx implicitamente, porém no

segundo passo os papéis se invertem.

2.2.3 Método Localmente Unidimensional

Vamos ilustrar os métodos localmente unidimensionais (LOD) [13] resol­
vendo a equação:

Ut = Uzz + Unyy,

que pode ser escrita como o par de equações:

1 1

UT Um e JUS Up. (2.24)

À idéia é portanto, aproximar a solução de um problema em duas dimen­

sões, resolvendo­se dois problemas unidimensionais que localmente represen­

tam o problema original. As discretizações mais simples dessas equações são:

62
FAL

TTTa Uijo

2SsutET)ij ,

que podem ser escritas na forma compacta:

à nutiz(1+08W4; e um= (1408),
Substituindo­se uz;+3 temos:

uz!= (14+ 062)(1+ 0ó2)U?,;ij
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Obtemos assim a equação (2.13), que aproxima a solução com erro de truca­
mento O(k? + kh?).

À seguir apresentamos um exemplo de um método LOD, o método de

CN­LOD para o par de equações (2.24) o qual toma a forma:

SuTH + 62uPxi x;
2h?

2ut 2ut?e ógu1,1) + dui,)
”

2h? '

que pode ser reescrito como:

(1­2) ui"ri =(1+2262)uz, (2.26)

(1­ 02) umnH —=: +º22) um, (2.27)

Utilizando a notação apresentada em (2.18) e a equação (2.26) temos:

ut = (12 X2)9(14 Xº)W
Substituindo Us *? na equação (2.27), obtemos:

(1—­Yº)uH= (14+Yº)(1— Xº)(14 Xº)U7;
== (1— X)1—Y)uT =(1— X)(14Y)(1—Xº)70(1+Xº)UZ,.

Como (1— X) e (1+ Y) comutam temos

(1­X)1—­ Y)url'= (14+Y)(1— X)(1— XX) (1+X)UZ;
=> (1 ­ X)1 = Y)ut'= (14+ Y)(14+ X)uz;
=> (1I­X)1­Y)UP=(1+X)1+Y)u8; — (228)

Assim, notamos que o método ADI descrito pelas equações (2.22) e (2.23) e o
método LOD descrito por (2.26) e (2.27) são equivalentes.

Na próxima seção tratamos da fórmula trapezoidal estendida aplicada à

equação de difusão.
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2.3 Equação de Difusão em Duas Dimensões

Será descrito, nesta seção, um método de integração no tempo localmente

unidimensional para a equação de difusão em duas dimensões, baseado na

fórmula trapezoidal estendida, com condições de fronteira de Dirichlet e Neu­

mann.

Consideremos, então, a equação de difusão em duas dimensões:

dt Nor ) O<r<l, O<y<ll, t>0, (uv constante),
(2.29)

com condição inicial:

ulr,y,0) = f(x,y), O<xs<l, 0O<y<lL,,

e condições de fronteira de Dirichlet:

u(0,y,t) = go(1,t), ullz,Y,t)=n(y,t),

ulr,0,t) = fo(x,t), ult,l,t)=f(r,t), t>O.

A idéia do método é reescrever a equação (2.29) na forma de duas EDP's,

que representam o problema original em uma dimensão (espacial):

Ut Ut

= VUxr, Ps = VUuyy,2

e, então, aplicar a fórmula trapezoidal estendida no intervalo (tn, t+1 ) para a
primeira equação e no intervalo (t,, 2 tn+1) para a segunda equação.

Como já vimos, um método estendido L­estável associado ao p.v.i., Y =

f(x,y), y(a)=n,é dado por:

Ína2 =yn + 2hfn+1

Ín+2 = F(tn+2,Ín+2),
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h .

Un+1 = Un + 5, + 8 Ína1 = Ín+2).
Tomando o passo igual a &, temos:

ÍInt1 = n+ hifas:

fai = f(tnr1ân+),
h a

Yn+3 = Un + 740/» + SSn+1 — Íuil

2.3.1. Fórmula Trapezoidal Estendida Localmente Unidi­

mensional (ETF­LOD)

Da discretização da derivada espacial em u; = 2uvu,,, pela fórmula de

diferença centrada, para j = 1,..., N, obtemos:

O 27
:Ui) = —[ug (8) — 2u;zj3(8) +uia(D), i=1.,N. (2.31)ot A

Fixando j e fazendo i = 1,..., N temos:

forns(O) = luas) — 201 500) + vog(0)),
ta(0) = luag(6) — 2u2,3(8) + 113(O),ot

fo) 2DetNcLg(O) = esa luna(0) — 2un1 (8) + uma j(O),
O 2

apuns(t) = Ae UNtLi() — 2un j(t) + un­1,3(8)).
Tomando

ui j(t)

uzj(t)

un­1,3(t)

un j(t)
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obtemos,

u1,3(t)

u2,;(t)

un­1,3(t) o

un,j(t) uUn+1,3(t)
“

—

ºj

u2j(t) — 2ui(1) + uoj(L)
uz(8) — 2ua (8) + umj(t)

un i(t) — 2un=1,3(8) + un—oj()

un+1,3(8) — 2uny j(1) + un—=1,3(t)

OU Seja,
O 2v

:apl) = a (a;(8) — Ju()), j=l.,N, (2.32)

(onde a;(t) é um vetor de N­componentes contendo informações das condições
de fronteira), com a condição inicial:

uj(0) = (f(t1,Y3),­. + Sen yj)).

Aplicando a fórmula trapezoidal estendida para integração no tempo em (2.32),

no intervalo (tn,tr+12) temos:

)

27 n+1 1

n+1 n+l
uz — 2r2du; *? +2rça; *?

Tr=

n+3
a At ( n n+ã nt)u do (SFM +8FMH — F

At 2W
hn n

2W (ni n+17 1a (ass (E 745) sau (e = su)
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= (art! " se) ) ;
ou seja,

1 r 1 rzd 3ur? =u"+ D (5a7 + 8a, ? — art) — ET) (su + Bu? — ar) . (2.34)

Substituindo (2.33) em (2.34), obtemos:

x n
n+i +1l

j 5 — (507 +8a; *?—a, )u
j

ra
12

n+à
j

n n
n+i n+3(su7 +8u; ? — (ut —2r7Ju; * +2rza; )) :

2 1º(1+ 372) + TJ) ) u
E)

3 12 6

1= (1 — 37!) uz + Sra? +

onde ! denota a matriz identidade. Na equação (2.35), para cada j = 1,..., N,

devemos resolver um sistema linear pentadiagonal.

Novamente, discretizando a derivada espacial em u; = 2uu,, pela fórmula

de diferença centrada para 1 = 1,...,N, obtemos:

fo 2U

Seja
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Dessa forma, (2.36) pode ser reescrita na forma matricial como:
O 2

ae = aa(0 = Jul), i=L.,, (2.37)

(o vetor b;(t) traz informações das condições de fronteira), com a condição
inicial:

vi(0) = (f(xuy1),..., fltuyn))Í.

Agora, aplicando a (ETF) para integração no intervalo (t,, 1 tn+1), temos:
n n+3 Atdr vt: 2rJurt! 4 2r,brt, (71 =” ) ; (2.38)i Av?

n+1  ,0t+3 , Ty (g1n+3 n+1  pn+i 1 ( n+3 n+1. QR+Hôvi =yu, ?+ T (56; + 8b b; Su; * +8uU vi; ) :
(2.39)

Substituindo (2.38) em (2.39) para 1 = 1, ..., NV, obtemos:

2 1
n(1 + 374) + serao) vm

1 n+3 5 nd 1 n+3= (1 in) uia En + Erin ­ ryby ?.12 7 6 127
(2.40)

Ás equações:

2 1

Tx
5 (41 +rz2dJ)

1
nn 5 n= (1 — A uz + 757%; +

2 1(1 + 3740 + str) vt =
—

1 n+3 5 nd) Ty n+1. 1 n+ô= (1 sr) v; *º + Ta" + 6 (41 +r,J)b, 197:
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descrevem o método ETF­LOD.

Do método descrito acima temos a seguinte relação:

Unjal = [u1,u2, .., Un] = [U1,v2,.. UN)
O método calcula os vetores coluna u; para o nível t, +12 em (2.35), a seguir

calcula os vetores linha vz no nível tn11 em (2.40).
Da mesma maneira que o método trapezoidal estendido é de terceira ordem

na variável tempo, é claro que o método dado por (2.35) e (2.40) do nível tr a
tn41 É de terceira ordem no tempo.

Para estudarmos a estabilidade de alguns métodos numéricos envolvidos

neste trabalho, aplicamos o método ETF­LOD às equações de difusão e convec­

ção­difusão com condições de contorno homogêneas e obtemos um sistema da
forma:

1n+3 n n+1 n+3us = Qui, vit =Qu, ?,

onde Q é uma matriz quadrada pentadiagonal de ordem N.

Definições alternativas às apresentadas anteriormente, para o conceito de

estabilidade, são apresentadas a seguir.

Definição 2.5. O método numérico é estável se os autovalores de Q são em

módulo menores ou iguais a um, ou seja,

[AQ < 1.

Definição 2.6. Um método será incondicionalmente estável quando a desigual­

dade anterior for satisfeita para qualquer tamanho de passo. Caso contrário,
o método será condicionalmente estável.

Análise da Estabilidade

Analisamos, nesta seção, a estabilidade do método ETF­LOD. Antes, porém,

introduzimos algumas notações que serão usadas posteriormente:
2 1 1

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp 11 12 13 14 15 16 17



Equações Diferenciais Parciais Parabólicas em Duas Dimensões 59

A, e B, são definidos de modo análogo. Então, para condições de fronteira

homogêneas, o método (ETF­LOD) descrito por (2.35) e (2.40), é dado por:

AQU”+3 = BU" (2.41)

AQUTH! = B,U"+HE (2.42)

Assim, U"+3 = Az! BU”, substituindo U"t?2 em (2.42) temos:

AQU"+H! = B(Az' BU") = U"H! = A! B(A' BU?) = QU”,

Q =(A'B,)(A'Bx).
A matriz J tem N autovalores distintos e positivos dados por A; = 4sen?5)

s=1,...,N. Para um autovalor À de J associado ao autovetor 09, utilizando as

propriedades apresendadas na página 21 e tomando 07 = Arz, temos:

(AZ' B)O

———= | O.( +02+ —
Logo, o autovalor nu, de Az!B, é dado por:

1­3
= 2 172'1+ 30x + 207

Tx
Hx

É fácil verificar que |uz| < 1. De modo análogo, para um autovalor nu, de
AT'By, ly] < 1. Assim, se 4» denota um autovalor de Q, 1 = uz, e deste
modo lu < 1. Segue da definição 2.6 que o método ETF­LOD é incodicional­
mente estável.
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Método ETF­LOD para Condições de Fronteira de Neumann

Há várias possibilidade nas quais as condições de fronteira de Neumann

podem ser especificadas. Para ilustrar a extensão do método ETF­LOD con­

sideramos condições de contorno de Neumann dadas como a seguir:

fo) fó)
200,4, t) = aju(0,y,t) — ba, aula, t) = —azu(la,y,t) + ba, (2.44)

onde a, aa, b, e bz são constantes não­negativas. Para este caso é útil redefinir

a malha na direção x, com x; = (1 — 1)Ar, 1 = 1,...,N, onde Ar = aa
Primeiro consideramos a discretização da fronteira ao longo da linha x; = O.

Introduzindo uma linha fictícia r = r1o e substituindo a derivada da primeira

equação em (2.44), pela aproximação de diferença centrada, temos:

a luas (0) — upj(t)] = am j(t) — br.
Desta equação segue que, un;(t) = —2Arxaju,j(t) + 2Axb, + uo;(t).

Da discretização de u; = 2ur,, realizada anteriormente, segue que:

O 2U

api (t) = Ae Mir) — 2j(t) + uz s()).
Tomando à = 1, temos:

ro 2U

auni() = a lues(t) — 201 j(t) + uoj(0)).
Substituindo up ;(t) na equação acima

ro) 2aii (t) = <— [u2j(t) — 2u1 j(t) — 2Axanuj3(t)+ 2Axb1 + u2j(1)]t Ar
2a lua (0) — 2(1+ Ara )ug ; + 2Arhb]. (2.45)

De maneira análoga, para a condição de contorno em x = l7., obtemos:

fo 2Fun (t) = a l2uN=1,(0) = 2(1 + Arxas)un,;j + 2Arxba]. (2.46)
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Agora, seja

21+ Ar) —2

0

fo 2U
:

Aplicando a fórmula trapezoidal estendida para integração no tempo em

(2.47), no intervalo (tn,tr. 1), obtemos:
1ant) =u.—­ 2raMu;*? + 2r,.e

1 Tr n+ºo 1uz"? =u.—­ o M 5uz + Bu; ? ­ at + ro.
Substituindo [7 na equação acima, para j = 1,..., N, segue que

1n+3z n+1 n+tui = uu­ TEM [5u7 + 8ur*? — (u? — 2raMu;*? + 2r20)) + r.e
2

Tz M? n+3 r2O us; + 2&­Mc+rie12
21 TMu? + v Mc +reo.

n Tx n Tz n+dºuz — 4 Mu; +68 Mu; 2 +2
T Tx

2
Tz+

ur

Ássim,

2 1 n+º 1 1(71 + 372 M + atra) uz”? = (1 — 37) uz +Tz (1+ enem) C.3 6

(2.48)
Aqui, novamente, notamos que a primeira equação do método ETF­LOD para

a equação de difusão com condições de fronteira de Neumann, nos leva a re­

solver sistemas lineares pentadiagonais, essa mesma propriedade se verifica

para a segunda equação do método como pode ser observado a seguir.

De modo análogo para as condições de Neumann, na variável y temos:

Oau(0) = djuír,0,t) — fa, au l,,t) = —dau(x,l,,t) + fa, (2.49)
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onde di, da, f1 e fa são constantes não negativas.
Com o mesmo raciocínio utilizado anteriormente temos:

e finalmente

2 = —NVongd ­(1 + 374 M + str) vi) = (1 — A UV; 4 Ty (1 +A 9.
(2.50)

As equações (2.48) e (2.50) descrevem o método ETF­LOD com condições
de fronteira de Neumann.

Análide da Estabilidade

Para mostrar a estabilidade do método descrito por (2.48) e (2.50), primeiro
notamos que os autovalores da matriz M (denotados por 6) são não negativos,
pelo teorema de Gerschgorin [14]. Com condições de fronteira homogêneas
podemos reescrever as equações que descrevem o método da seguinte maneira:

(2.51)

(2.52)

­ 2 2 1 ­ 1Ay = (1+ In + go"), B=(1­373 6

Substituindo U"*+3 de (2.51) em (2.52) temos:

Es
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O autovalor n, de Az!B, de acordo com as propriedades das páginas 21 e 22
é dado por:

2 1— Sr2No
1+ Eram + E (ron)?

como r.n7, > O, logo |n.| < 1. Por outro lado, utilizando o mesmo raciocínio

Tx

temos In,| < 1. Então, se 7 = nx11,, temos |n| < 1.

Assim o metodo descrito pelas equações (2.48) e (2.50) é incondicional­
mente estável.

À seguir, aplicamos o método de Crank­Nicolson localmente unidimension­

al à equação de difusão (2.29).

2.3.2 Método de Crank­Nicolson Localmente Unidimen­

sional (CN­LOD)

Reescrevemos a equação (2.29) na forma de duas EDPs, que representam

o problema original em uma dimensão (espacial):
Us Us

2 = VUrr, ”. = VUyys
O método de Crank­Nicolson é um dos métodos mais utilizados na reso­

lução de equações parabólicas. Usamos a fórmula centrada para aproximar a

derivada em relação a variável t£ e a derivada em relação a r será aproximada

pela média das discretizações da segunda derivada (usando a fórmula centrada)

nos níveis de tempo t, e £,+21 Assim, o método de Crank­Nicolson para
3 = Vuz,, é dado por:

n+3
1,1) (t)—­u

n+i +11 n+i
n(6) |) sun — 2; (O) + up;(t)LEO) — 2UL(8)+ u? 1 ;(1)

ãt 2Arx? 2Axº?
it)

At n+i n+t ++TAZ (ut) —2Uu;; (1) + Up (L) + usa jd) — 2u7; + ut (O)
Tr. n+1 n+l n+i

n7 (ur = 2U; j (1) + U;71i(t) + Ui (É) = 2U7;(t) + ut 3) .
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Então,

Fixando j e variando 1 =1,...,

n+i Tx
Ur, j (6)+

n+3 Tx n+3uz j* (+ (—u3”5 (t)+2

n+i Tx

Up j(0) + o

1nt+3

Ten2 (741,3 (8) — 2U

E (ur (0 + 2730)
+1uz; *(t)

n++ n+3 n+iUrl) (t) + 2U; *(t) — uz)

N, temos:

nã
n+3

— 2Uu. j

n+3(RT(O) + 28(0)=ua5(O))
r

=uviji(t) + 7 (uv ;(t) = 2UN­1 (1) + UN­aj(t))

—uUpga j(É)+2uUN,;
VW (ut 3(É) = 2UN j(t) + UNI) (t)) :

Utilizando as condições de fronteira (2.30), podemos escrever as equações aci­
ma na forma matricial:

1 n+º 11 n Tr, n n+3

Com raciocínio análogo para a equação * = vu,,, temos que:

Pia(8) — 2uPT(t) + u n+à n+31 n+iur!1()vi) 2u;; * (8)+ ÀUz je (É)1 (urso
—

Ai
==

2
2

Logo,

n+i
ij

n+3

Na forma matricial temos:

1
Te(1+ ar)+

cem 1 2 3 4 5 6

(+

2Ay? 2Ay?

ho ­ au9.so).
1 n+i n+2=( — ar) vt a ACAM +att!).
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Ássim, as equações abaixo descrevem o método de Crank­Nicolson­LOD.

1 n+º 1 Tr,/n, n+d(1+ 27) ut? = (1 — 27) uz + 7 (a; + az»).
1 1 n+i Tr. n+i n

À seguir, apresentamos a ETF­LOD para a equação de convecção­difusão.

2.4 Equação de Convecção­Difusão em Duas Di­

mensões

Será tratado, nesta seção, um método de integração no tempo localmente

unidimensional para a equação de convecção­difusão em duas dimensões, basea­

do na fórmula trapezoidal estendida, com condições de fronteira de Dirichlet e
Neumann.

Consideremos a equação de convecção­difusão em duas dimensões espaci­

ou Ou Ou (ES PuE + 27, =y ) ; (c1c,v constantes) (2.53)3 1 dx a
com condição inicial:

ulr,y,0) = f(rt,y), O<zr<l, 0<y<bk, (2.54)

e condições de fronteira de Dirichlet:

ulr,l.,t)=fi(x1,t), t>O.

Para um inteiro positivo N, consideremos a malha espacial retangular

(Ti,Yj), isto é Tt; =1AT, y;=jAy, parai,j=0,...N +1,com incrementos

Ar =, Ay =x eth=nAt, para n=1,2,3,..., At>O.
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Reescrevendo a equação (2.53) na forma de duas EDPs que representam a
equação original localmente em uma dimensão, temos:

—=Uujt + eyuz = VUgzx, at + CU, = VUyy.2

2.4.1 Fórmula Trapezoidal Estendida Localmente Unidi­

mensional (ETF­LOD)

Discretizando as derivadas espaciais em u; +2c1uz = 2vuzz, pelas fórmulas

de diferenças centradas para j = 1,...,N, obtemos:

C1 21ro)
Ui (E) + Azot

Fixando ;j e fazendo à = 1,..., NV, temos:

2vSist) + luaa(0) — uns(0] = slas(0) = 2u(0) + uog(9),
ta (0) + UEO —ujs(1)) = ls (0) — 2Uu3j(t) + um j(8)),

" 27
AP

ro) Cc 2Fun (t) + a +15 (8) — up­1j3(9)] = RE [un+1,3(1) = 2un j(8) + un­1,3(2)).
aguaa(0 + E luo3(0) = unas (] = a to 3(O) — 21300 + un­ag(O),

uo,j(t)
0

PV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”* 11 12 13 14

[41 3) uinai(D] = Ae Mi (0) 2 MO) +UuZiÃO), del.N.

15 16 17



Equações Diferenciais Parciais Parabólicas em Duas Dimensões

ui j(t) uo,j(t)

uzj(t)

un­1,3(t)

uni(t)

uo,j(t)
0 U2j (1)

— 27 .

= Aa

un+1,3(8) un, j(t)

Na forma matricial temos:

ro) 27 C1 .apuitt) = qa (a5(t) — Juç(t)) + — (b(t) — Bus(t)) j=1,.,N, (255)
com condição inicial:

uj(0) = (f(x1;),­­., fEnYi))".

Aplicando a fórmula trapezoidal estendida para integração no tempo da equação

(2.55) no intervalo (tn,tr,+1), temos:

tl o= ua Ater"
27

Ou seja,

1 1 1 1
an+l mn n+3 n+3 n+3 n+3
a; =u;—­2rf,Ju; * +2r7,0; ? — puBu; * +pib; *?, (2.56)

At 24, n O
nn nIX BE (a; — Juz) + (97 ­ Bo)

e IE) + E (E e))J J JAz
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27 n an C n sn— bs (az! — Jart) + A (ont! — Bart!) | |
Substituindo (2.56) em (2.57) temos:
n+i n At 2 £ n n

2 n+l nE.(as —J É — 2raJuz;? + 2r20; — PaBu; +2
n+i n+3Pet) + as (67º ­B («3 ” araJuz*?

2770;nã PzBu;a) + pabr*à |
nn nn

o
n no EO8 n+i um Ss, + n+i

11 an! 1 2 no ” n+2tTo't nn. JU, == ? ” Ja; ?12729 + 2 ui radio +?6*
T79'Tr JB ; : TrPzJb; : Sr 2bIH1arePeTBuz ? + 37eo 24º +1 n+l
7aPeTaBJu; +

1
—p. B 7

1 no271 B — —oaB'u; * + —p2Bb;1202122 .Pz +«
7 7 n

É n+2 n+dJia­ E)
— 2ra Ju;E 4+2ral

­B(w­
5),

n+3 n+3

n+3 n+à— PaBu;

2raJu;+à

(2.58)

e então,

É + : (r.J+EB) + : (ra) + es) ut = E ­ : (ra) + 2) u
+ > (ra? + Eb) + 7[41 + (ra + EB))| (reaa + Ep)2 3

1 n+l 1
— = Zp,brt!),12 (rss FP?
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Tomando C, = r,J+ &B e c; =rz2a; + Eeb;, temos:
2 1 n+i 1

5, 1 n+32 1AA [471 US A n+l :+ w4+ | + Cx ]e To (2.59)
Novamente, da discretização das derivadas espaciais em us +2c1u, = 2QUYy,

pelas fórmulas de diferenças centradas para 1 = 1,..., N, obtemos:
217

Ar

O eaii (O) + [Mig (0) = os (O) =
(2.60)

Sejam
uo,j (2)

0

0 0

Un+1 (1) —un+1,3(8)
Usando as condições de fronteira podemos escrever a equação (2.60) como:

fo 2U Cogil) = a (dO — Ju(o))+
Aplicando a fórmula trapezoidal estendida para integração de (2.61) no inter­

(ei(t)= Bu()), i=1,",N. (2.61)

valo (t,+11 tn+1) temos:
3

T+ 1dr tato 20H apt (2.62)

n+3 1 1 n+3vm! 2 QE o EAETAM + 8urt! — gr] (2.63)
1 n+1 n+3+Isl5fT+ Surto fi,

cat p P:

Substituindo (2.62) em (2.63) para 1 = 1,...N, obtemos:

+ 3º» + os Vi Ho — E — ão Vj ?
9 .n+4 1
nf + E! + Cf 1 n+3
+

ff. (2.64)
12
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As equações (2.59) e (2.64) descrevem o método (ETF­LOD) para as
equações de convecção­difusão e, para resolvê­las devemos solucionar sistemas

lineares pentadiagonais.

Análise da Estabilidade

Para condições de fronteira homogêneas, podemos reescrever as equações

(2.59) e (2.64), da seguinte forma:
2 1 11 + 2CO,+=2C2| UM = |1­ 20, U”, (2.65)3 6 3

2 1 1É + 3Cy + e UH = É — zo UP, (2.66)

das equações acima temos que:
—1

n+t — 2 1 2 — 1 n

= MINQU”

2 11,17 1 1
= |I4+2 =C? —= n+3z11+36 +30] É 30 |U

­ na+lM] A NQUTA+H,
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Substituindo U”"*3 da equação (2.67) na equação (2.68), temos:

O,O0.U”,

onde O, = M2*'N,, O,= MJ] N,.
Pela propriedade 1.2.1 os autovalores de C, são dados por:

= —r 2 Par 4 PE ST
As(Cz) ara ta Tz a TZ + a cos (E)

2 fr + ED (E ­r2)6cos (E) ) 27x < Px:
Utilizando as propriedades da página 21, temos que os autovalores da matriz

Oz, são dados por:

32:(Cx)(05)= EX,(O) + 6 (N(Ca))º'
escrevendo A.(Cz) =x + y/(—1), A:(O0,)= YE, 1 > O. Logo,

IDEN|?

Ássim,

|DEN|º — [NUM]?
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2 2)! + E + Se E —| + É

Como x > O, temos:

2INUM)| <12. 2 > 2 > 2 LnoadiaiánaEMDEN] = INUMP > 0 = |DEN] > [NUM]? = ne É
Portanto, os autovalores da matriz O, são menores que 1 em módulo, ou

seja, |A:(Ox)| < 1. Seguindo os mesmos passos para os autovalores da matriz

O,, temos que |4:(0,)] < 1, logo, JAs(Ox)As(O,)] < 1. Assim, o método
ETF­LOD para a equação de convecção­difusão é incondicionalmente estável.

Método ETF­LOD para Condições de Fronteira de Neumann

Aplicamos agora, o método ETF­LOD com a mesma condição inicial (2.54)

mas, com condições de contorno de Neumann na variável xr, dadas por (2.44).
Bus; ,Como Ti = (U1,; = Ui­1,5), para i = 1 temos:

1

DA es) — uoj(] = au j(8) — ba
==> uo,j (1) = —2Arxau, j (1) + 2Arxb, + u2 j(t).

Da discretização de u; + 2cjyuz = 2UUZZ, para j=1,..., N temos:

ro) Cc Avae ia (E) tos [uia (0) = ua 5 (O) = Ae Mini (8) ­2ui 3) Fui 38),
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Para + = 1,

o C1 2v

gunlt) + oluzs(t) — uojs(t] = a uas(t) — 2u1;(t) + uoj(t)),
e substituindo (2.71) na equação acima, temos:

fo) fe

21

fo) Cc 2U

Ot Ar

De modo análogo, para a segunda equação de (2.44), obtemos:

N"

ZAZ UNHAS (t) — un­1,3(8)] = agua j(t) + ba
==> Uun+1,ji(t) = —2Aragun j(t) + 2Axb, + Un­1,j(). (2.73)

Para à = N, podemos reescrever (2.72) da seguinte forma:

fo) 2Iruna(t) + lins = un15(0] =Ot 2 lun+1,3(8) — 2uy3(t) + uv=13(8)].Arx

Substituindo (2.73) na equação acima, temos:

O CcapuNi(t) + 1 2Azagzun j(t) + 2Axb, + un­1,3(1) — un­1,ji(8)) =
27

= AZ 2ArauN (Lt) + 2Axb. + un­1,3(8) — 2un (1) + un­1j3()),
fo) 2=> aguna lt) + [2Ar(aguo j(1)+bo) = sl Bupy=1,j­2(14+Ara29)uN j()­+2A xD].Ot

Sejam

Ar
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Fixando j e variando 1 = 1,2,..., N, obtemos da equação (1.24) um con­
junto de equações que pode ser reescrito na forma matricial, obtemos:

do = na le = Mus(t)] + — [e — Pus(6)].
Aplicando na equação acima a ETF­LOD para integração no tempo no inter­

valo (tn, tn11), obtemos:
an+l n n+3 n+3 ­Ur" =u;>­2rMu; * +2rf,e­ PxPu; * + pxl (2.74)

27 mn 1,

Substituindo (2.74) na equação acima, obtemos:

o
— n

8 n+1740º (e — Pu?) + 79" (e — Mu; ?
n+i 1 1 n+lPurt?) — 2": fe — M (u7 — 2raMu;"? + 2r.e — paPuz? + Pê) )

Pz n+2 nal24 fe — P («7 — 2ra Mu”? + 2r.e — paPuz'? + paê) ) :
2 1 1 1 1 1 n+2I+Tr,M+=2p,P+=2r2Mº + rp MP+<—prPM+—pºPº| ur?| Poe tg0t Tora + gteba MO Epa Poço |U;

1 1 1 1 1M—­ A uz +TZe+ 3020 + araMc + 797=PaME + 137=P=Pe

Podemos reescrever a equação acima, da seguinte forma:

+ 2 (2rM+pP)+2(rM+2o,P Tuts
1 1 1 1 1 1= É 3 (rem — 3eeP)| UjtgTePo (Mc + Pe)+Zre (6c + raMe)­5Pz (6e+ 30ePe) :

(2.76)

PV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



Equações Diferenciais Parciais Parabólicas em Duas Dimensões 75

Utilizando o mesmo raciocínio e a condição de fronteira dada por (2.49) e
tomando

2Ayda 1 2Ayfi

—1 0 1 O

—1 O 1 2

temos a segunda equação que descreve o método, dada por:

1/ 2 1 NºE= (2r,M + p,P) + à (nr +30) vmH!
1 n+4 11 oFE 3 (nO ­30P)| UV; ES 27vPy (M3ã + Pg)

1
NS

E

+ (69 +r,Mg)— ses (69 + 30/P9) : (2.77)

Assim, as equações (2.76) e (2.77) descrevem o método ETF­LOD para a

equação de convecção­difusão (2.53), com condições de fronteira de Neumann.

Cada uma destas equações envolve a solução de sistemas lineares pentadiago­
nais.

2.4.2 Método de Crank­Nicolson Localmente Unidimen­

sional (CN­LOD)

Descrevemos agora o método de CN­LOD para a equação de convecção­

difusão. Utilizando o mesmo raciocínio feito para a equação de difusão, ou

seja, reescrevendo a equação (2.53) na forma de duas EDPs, que representam
o problema original em uma dimensão:

a + CU, = VUyy.
Aplicando o método de Crank­Nicolson à equação

a" + Ceyuz = VUzg,

2" = VUzz — Cy Ux,
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temos:

Buiê+SBa, (deu+ duul,
28x? '1 2x2xAr

Tz n+3 n+3 n++tAm aUU FU — 2UP; TU
Px n+à n+3a Vitis O Ui +HUago

.. Tx 7H n+à Pz n+à n+iij +(suUs;2 + QU; UP) +(ug; UI)
e. 4

p= u+5(Hum; QUI; A+ UFLA) + TT (is —Ul;)
Fixando j, variando 1 = 1,..., N e usando as condições de fronteira, temos:

n+3 n+ià n+3à Px us? e:ug? Fu jugo) + (uz? tuo)+
Um + E NET 12U1,; + U0,j) += —Ugj)1 1 j j 3nt . (Cuz) j +23 uz? ) ANA, + ue?)

T+; — UI TU) + T(UZ; 03),

utà Px n+3UN25) + ;A Cox? FUN)
Lj Ttda 2U5 tun2,3) + Ea (UNS —UN—25),ud n+a 14UnN—1 +TT42UN + UNOdi)

r p— n x n n n T n n= UNj+ 3 (HFuNia;o 2UN; TUNA) + (UNI; UNI)2 4

Usando as condições de fronteira e reescrevendo as equações acima na

forma matricial, temos:

(1+=ENS:EB) us"+3 =(1­2 EB) ++(Z+E) (ar+a5).
(2.78)
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Com um raciocínio análago para a equação & + cuz = Vuzz, Obtemos:2 ,

Tuga plo o (po Tg map) a (Tra ON (gd a que(1+2J+%B)y (1 2) “B) (+) (4 +).
(2.79)

As equações (2.78) e (2.79) descrevem o método de Crank­Nicolson­LOD
para a equação de convecção­difusão.

O objetivo principal de nosso trabalho é o estudo do método ETF­LOD. O

desenvolvimento do método CN­LOD foi exposto neste capítulo e também no

próximo apenas a título de curiosidade, uma vez que o mesmo será utilizado

para efeito de comparação nos resultados numéricos que serão apresentados no

capítulo 4.
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Capítulo 3

Equações de Reaçao­Difusão

Nao­Lineares

Neste capítulo, apresentamos o método ETF­LOD para a equação de

reação­difusão não linear. Ao aplicamos este método, nos deparamos com sis­

temas de equações não lineares. Como o custo computacional para resolução

desses sistemas é relativamente alto, propomos neste trabalho uma lineariza­

ção do método, linearização esta que diminui substancialmente o tempo de

processamento sem um aumento significativo do erro.

3.1. Fórmula Trapezoidal Estendida Localmente

Unidimensional (ETF­LOD)

A seguir, estendemos o método ETF­LOD para equações de reação­difusão

não lineares, dada por:

oedu E PuE+ Se) + p(u), (3.1)

com condição inicial:
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uír,y,0) = f(1,y), O0<r<ll, 0<y<k,

e condições de fronteira de Dirichlet:

u(0,y,t) = go(y,t), ullz,y,t)=n(y,t),

u(r,0,t) = fo(r,t), uílt,l,t)=f(xn,t), t>O.

Podemos reescrever a equação (3.1) como duas EDPs, que representam o
problema original em uma dimensão, da seguinte forma:

u u= Usa + p(u) e = VU +P )
Discretizando a derivada espacial em u; = 2uuz, + 2p(u) pela fórmula de

diferença centrada, para j = 1,..., N, obtemos:

O 2v
.aus () = Aa (ira 3 (t) — 2Uuij(t) + ui (0) + 2p(uj;(1)), i=1.,N,

paraj fixo e variando 1 = 1,2,..., N, temos:

Tu g(0) = alias() — 2u1 j(t) + upji(1)] + 2p(u1 j(1)),
Emot?) b) = a luaç(t) — 2u23(0) + 1500] + 2p(uaç(0)),

e uni; = a slunj(0) — 2uN—13(t) + unv­23(4)] + 2p(un=1,3(8)),Ot

ro) 21

unit) = Ae UNTIL) — 2un j3(t) + uv—1,3(8)] + 2p(unj(t)),
tomando

P(uj(t)) = [P(u 3(8), ­.., P(un3(8)))”,
então,

uj(0) = slaj(0) = Jus(D) + 20(45(O), jeLN (3)

Agora aplicando a fórmula trapezoidal estendida para integração no tempo de

(3.3) no intervalo (tn, t,,+13), temos:
n+l 1 1ant! = ut 2rçJu;? +2rçaz? +2Atp(u;*?) (3.4)
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Método ETF­LOD para Equações de Reação­Difusão N­L

1n+3
u, ? — FTA n+i n+l; su — SJ 5 + 8uz" — T+755% +8a; *arU+ (35)

A lsp(u7) + 8p(u;+)— práTH).
Substituindo (3.4) no termo linear de (3.5) e variando para j =1,..., N, obte­
mos:

1
n=? — SJ sus + Bu”o (u — 2r7 Ju;t3 + 2ra"3 + 2Atp(uENE

+TEl5a7 + Sar? — art) + SS sp(uz) + sotuz* É) — p(az
então

— [Al +ríJJa;n+à3 3" 6+ ErJ+ tres um = É Àra ut + rea? +=
(3.6)

At
)I

Te n+1 22 n At n+3 — SEntgn+l— ar + 2 Atp(uz) + o [AI +raJ]lp(u; ?) 1a Pas ).12

Novamente discretizando a derivada espacial em u; = 2uu,, + 2p(u) pela fór­
mula centrada e tomando

P(ui(t)) = [pus (8), ­., P(u,N (8),
obtemos:

fo) 27
:ETA) = age o) — Ju;(t)) + 2p(vi(t)), i=1.,N. (3.7)

Aplicando a fórmula trapezoidal estendida para integração no tempo de (3.7)

no intervalo (t,+17 tn+1), temos:
3FA = vt — 2r,Jurt! 4 orbr! + 2Atp(vur*!) (3.8)

n+t TT 1 .n+3 T. à àvt = to EJB + sur or] + ash + sort br 1+ (3.9)
+ lbp(or*d) + sp(er*1)— plot),
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Substituindo (3.8) no termo linear de (3.9) obtemos para 1 = 1,..., N,

2 1
n

1 n+t f n+3[+ 374) + tro | vt! = |! — re v; * + 7a"ubi ?
Ty nt.  Tyupntã, 5 n+i+ [41 +ryJ] bi Ta + 122 tp(v;

At .n+3­ Ta Po: ) (3.10)

At
+ A+ role)

O par de equações (3.6) e (3.10) descrevem o método ETF­LOD para a equação

de reação­difusão (3.1). Os sistemas não lineares que aparecem em cada passo
podem ser resolvidos pelo método de Newton.

Método ETF­LOD para Condições de Fronteira de Neumann

Tratamos agora da equação (3.1) com condições de fronteira de Neumann
dadas por (2.44) e com a condição inicial (3.2). Das condições de contorno

temos que:
1

PN 2,3(1) — uaj(1)] = au j(8) — ba,

Segue da discretização de u; = 2uuzz + 2p(u), para i = 1,...N, que:

O 2u

as(1) = Ae Mi() —= 2uU; j(t) + ARC) + 2p(u; ;(£)), 1= 1, e...

para 1 = 1, temos:

o 2U

aus lt) = qa Mas(t) — 2u1 j(t) + uoj(t)) + 2p(u1,;(L)),
Substituindo (3.11) na equação acima, temos:

9 2JEUI(d) = a luas (0) — 281,58) — 2Aaum 3(8) + 2Axbi + uzs(8)] + 2p(u13 (0)
O 27

Utilizando o mesmo raciocínio para a segunda equação de (2.44), obtemos:

1

DA N+Li(t) — un—1,3(8)] = —agun j(t) + ba
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==> un+1.j(t) = —2Axazgun ;j(t) + 2Axb, + Un­1,j3(2). (3.14)

Tomando 1 = N, podemos escrever (3.12) da seguinte forma:
O 2v

apuns(t) = Aa UNI (1) — 2un 3(8) + un­1,3(8)] + 2p(un3(1)),
substituindo (3.14) na equação acima temos:
O 2v

apuni(t) = — [­2Arxazunj(t)+H2Axba+un­1,3(8)­2un,j3 (8) +un=1,3()+2P(Un j3(1)),Atx

fo) 2U

Na forma matricial podemos escrever (3.12) como:
Ae UN1,5= 2(1 + Axas)unj3(1)+ 2Axb2a] + 2p(un j(1)).

O 2u

DEU ee Mus] + 2p(u;).
Aplicando na equação acima, a ETF­LOD para integração no tempo no inter­

valo (tn,tn+ 1 ), obtemos:
Am n n+3at = ul — 2r,Mu;fã, 2r2.c+2Atp(u; ?) (3.15)

ur + At 2U
n ntax Ta BE7 (e Mus) + 2p(05) |

xa (e Mut) + 2p(uo)
is (e Mart!) + apt) | ;

substituindo (3.15) na equação acima, temos:

.n+º 5 5ja = u+ DIE: (c — Mu?) + 72 âtp(u;)
8 1EA — ns n+3TE: (e Mu; )+—Atp(u; ?)
3 le —M uz — 2raMut*? + 2r,0+ 2Atp(uE)

I

2 1E + =r,M + ramo ur =]! — are ut3

+l+zeelón(up) + sp(ur*) — plug] + EamMpluis"))
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De modo análogo para as condições de Neumann dadas por (2.49), temos:

2 2 laÉ +ZrM + eram vm!
São)

No teatrovm!) + anil. (3.18)
As equações (3.17) e (3.18) descrevem o método ETF­LOD para equação de

reação difusão (3.1), com condições de fronteira de Neumann. Novamente nos
deparamos com o aparecimento sistemas não lineares.

3.2 Método de Crank­Nicolson Localmente Uni­

dimensional (CN­LOD)

Apresentamos nesta seção o método de CN­LOD para a equação de reação­

difusão não linear. Novamente reescrevendo a equação (3.1) na forma de duas
EDPs,

U U= VUss + p(u), e = VU + p(U),
que representa o problema original em uma dimensão. Aplicando o método de

Crank­Nicolson à equação * = vu,z, + p(u), temos:

n+2 n 2nº? 2,/01 [Ui us o, [SO+ ós + p(uis)ES 2A? .

14 j PT

Tx / n+3 um n+3 ut
ut:2 4

S2uMF, 52)2(uOo
n+3 ve: n+àUzpig + 2U;,2(— cu)

n+iuzESA 2U7; + uz,)+Atp(uij
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fixando j e variando à = 1,..., NV, temos:

Ho D+) n+3
—

n+3—uz”; +JUMj TU) =U )
r

+ E +uZ;—2U7,+up;)+Atp(u,;a |
Tz

2

n+3 TxUjo ET9(
n++uti 4 Eõ (uz, n+3n+3 n+i

*A+2UZIU autos 2(+uzj —2UZ ; + 47 j) + Atp(uzj )

ut T. n+i T n+iUNI GT27uti ouNta1j UnN­=23)= UN— 13 To (FuN 2UN + UN 2,3) +Alp(uy15)
n+l n+i n+i+ o n+ r

n n n n+Uni to (­UNI j+T2UN; —ubãó) = ut + (Hub 28 +ub 1 ;)+Ato(uxtd).
Utilizando as condições de fronteira podemos reescrever as equações acima na

forma matricial:

(1+EI)ER=(1­=2)) += (a? +a*) + Ato(ut), (319)
Seguindo o mesmo raciocínio para a equação % = vu,, + p(u), obtemos:

(1+2)yn+1 =(1­ BI)n+3 Ty+ (67º + 69!) + Atp(vz!). (3.20)2

As equações (3.19) e (3.20) descrevem o método de Crank­Nicolson­LOD
para a equação de reação­difusão não linear.

3.3 Fórmula Trapezoidal Estendida Localmente

Unidimensional Linearizada (ETF­LOD­L)

Vimos anteriormente que o método ETF­LOD aplicado à equação de reação

difusão, nos obriga a resolver sistemas não lineares. Para tentar contornar es­

sa situação, apresentamos a seguir um processo para linearização do método.

Com essa linearização a solução aproximada da equação é dada resolvendo­se

sistemas lineares, o que representa uma diminuição considerável no tempo de

processamento, sem aumentar muito a taxa do erro, como poderá ser observado

no capítulo 4.
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Método ETF­LOD para Equações de Reação­Difusão N­L

À idéia é substituir a equação:

CA CA CEA TOAde “Vor ag) "Pr"

por duas equações que representam o problema original em uma dimensão

(espacial), avaliando p(u) no tempo tr,

Ut Ut

2” Uza + P(uU) & e 7” Uny + p(u) x

Discretizando a derivada espacial em % = uzz+p(u)| pela fórmula de diferen­
tn

ça centrada, para j = 1,­­­, N, obtemos:

Suig(tnr vaSel s) — 2Uuij(t) + uz (1) + 2p(uis(tn)), i=1,.,N.
Paraj fixo ei =1,2,...,N, temos:

o)uag(0) = e luas (O) — 2u4,5(0) + vog(0] + 2n(va3(t)),
É ag(8) = Ss lug (8) — 2u25(8) + u1i(0] + 2p(uas(tn)),Ot Az

O 2U

aus13(1) = Ae UN (t) — 2JUn—1,j3(t) + un­25(8)] + 2p(un—1,3(tn)),
ro 2

gun) = q[un+1,3(8) — 2up3(1) + un1,3(8)] + 2p(uni(tn)),
e utilizando as condições de fronteira de Dirichlet, as equações acima podem

ser escritas na forma matricial:

SUg(0) = E (0;(0) — Juj(t)) + 2p(u(h)), jelL.,N. (321)

Aplicando agora a ETF no intervalo(tn, tr,+1), temos:
1 n+2at=2raJuz”? + 2rça, ? + 2Atp(u;)

1ut == JO + 8)"E ag]+ [507 + 8a”Poa, (323)J j
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Método ETF­LOD para Equações de Reação­Difusão N­L

nesTa BP(u3) + Sp(uz) — p(uz)).Substituindo (3.22) em 323, e variando para j = 1,..., N, obtemos:
n+à

Ui n — n n+i
n

n+3 n+3
n

+TE 507 +8a7/? — art] + Bbp(u) + 8p(uz)— p(uz)).
Logo,

2 1 n+2 1I+ 372) + tre ut É — are ui + Brasa+ — [41 +rçJla;n+3

Te* *” At=Dart!+ Atp(u?) + — re Jp(u7). (3.24)

Novamente discretizando a derivada espacial em ui; = 2uu,, + 2p(u)|:., pela

fórmula centrada, obtemos:

Tu) ­ aa (00 — Jul) + 2p(ui(ta)), i=1.,N. (3.25)

Aplicando a fórmula trapezoidal estendida para integração no tempo de (3.25)

no intervalo (t,,1+) tn+1), temos:
3di E =" o or Jur! + arbt! + 2Atp(v?) (3.26)

n à n n n 3vm! — Qto ZEJS ESTES DEori +2159; ti pgontl pttilA (3.27)t t

At+ SPP) + Sp(v?) — p(e?)).
Substituindo (3.26) em (3.27) para i = 1,..., N, obtemos:

2 1 1 n n+ 377+ (ro)Ju 1 ­ are!AESA VasAAa [41 + ryJ] br!3 3 12
(3.28)

At
[41 + ryJ] p(vr) — = p(vi).Tr + Sam(onm , É ­12 * 6

Logo,

2 1 1 nE + 374 + sor vt! = É — aroti 4 ="ryb; ta Oe AI + ryJ) br!
AtEr Jp(v).TVA)p(vr) + —12*
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Método ETF­LOD para Equações de Reação­Difusão N­L

Logo, o método linearizado é descrito pelas equações:

+ 372J + (rd) | uj = É 3”ra ui + 1972 + 2o ( +raJla;
Te n nm,

dt

75; + Atp(us) + reJp(u) (3.29)

e

2 1 1 TP Em n

Ty pHp At12 ; *+ Atp(v)+ Etr Jp(v). (3.30)
6

As equações acima também poderiam ser obtidas substituindo na equação

(3.6)p(7) eoptar”) por p(ut). Na equação (3.10) substituimos plus),
pur?!) e plur**) por p(vP).

Método ETF­LOD­Linearizado para Condições de Fronteira de Neu­

mann

Tratamos agora da equação (3.1) com condições de Neumann dadas por

(2.44) e com a condição inicial (3.2). Das condições de contorno temos que:
1

AZZa [42,3 (t) — uoj(1)] = aqua j(8) — ba,

Segue da discretização de u; = 2vuzz + 2p(u)|i,, para à = 1,...N, que

fo) 2v
:

pus (t) = e iris) — 2Uij(t) + ua) + 2p(uis(tn)), t=1,..,N,
(3.32)

para 1 = 1, temos:

fo) 2U

au(O) = oa luas(t) — 2u13(t) + uoj(t)] + 2p(u13 (tn), (3.33)

Substituindo (3.31) na equação acima, temos:

fo) 2au (t) = alves (t) —= 2Ui j(t) = 2Aaju; j(t) + 2Arb, +U2j (t)] + 2p(u:;j (tn)
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Método ETF­LOD para Equações de Reação­Difusão N­L

fo 2vU

==> Es (1) = AE LU; — 2(1 + Arxa)u,j + 2Arb;] + 2p(u, j(tn)).
Utilizando o mesmo raciocínio para a segunda equação de (2.44), obtemos:

1

EN [un+1,3(1) — un­1,53()] = —agun j(t) + ba
==> Uun+1,3 (É) = —2ATaAJUNj (t) + 2Axb, + un­1,ji(8). (3.34)

Tomando à = N, podemos escrever (3.32), da seguinte forma:
O 2v

apuni(t) = a UN+1 (8) — 2upy 36) + un=13()] + 2p(un3(tn)),
substituindo (3.34) na equação acima, temos:
o 2U

a Ni (t) = AL[­2Aragun; (t)+2Axbot+un­1j (t)—2un; (t)+un1; (0) +20(un; (tn),
fo) 2v

==> ETA (t) = ae LUN­=1 = 2(1 + Axas)un; (t) + 2Arba] + 2P(unj (tn)).
Na forma matricial podemos escrever (3.32), como:

fo) 2U

IPee Mu] + 2p(uj(tn)).
Aplicando na equação acima, a ETF­LOD para integração no tempo no inter­

valo (tn, tn+ 1 ), obtemos:
n+ºart=ut— 2raMu;*? + 2r,e + 2Atp(u?) (3.35)

21
n nDB BE (c— Mu?) +29(0) )

(ão (ce Matt!) + 2p(uis) ) ,
substituindo (3.35) na equação acima, temos:
n+3 n 9 n

5
njo uz +: (c— Mu?) + 22tp(u;)

8 ny 8
nE (e —­ Muz?) — T3Ate(us)

1
n n+3

n
1

nE [e — M for — 2raMu;, * +2rço+ 2Atp(uz) | + 2Ato(u;).
(3.37)
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Método ETF­LOD para Equações de Reaçao­Difusao N­L

então,

É + sra M + eram ut = É ­ are us
At n n nTo Pu) + 8p(u”) = p(u, !
Tx n Tx n Tx 1 2v AtMp(us) +  AtMp(us) ­oº + eraMe.

2 1 2772], 7+3 :
n=> [1 + Sra + Srêmelos = 1­3 uz

z ze.
1+ Atp(uD)+ EAMp(S) + e + zriMe. (3.38)

De modo análogo, para as condições de Neumann dadas por (2.49), temos:

É + ar + eram vt! = É ­ à| AE:
Atp(vr) + ZAMp(vr)E g+ 12Mg.' 6 ill? TG

(3.39)

As equações (3.38) e (3.39) descrevem o método ETF­LOD­L (Linearizado)
para equação de reação difusão (3.1), com condições de fronteira de Neumann.

Observamos que as equações (3.38) e (3.39) podem ser obtidas substituindo­

se diretamente na equação (3.17) plus») e pras!
n+1 n+3(3.18) substituimos pí(v; 2), p(vr*!) e p(v; Tê) por p(vz?).

por p(u?) e na equaçãoJ

3.4 Método de Crank­Nicolson Localmente Uni­

dimensional Linearizado (CN­LOD­L)

Seguindo os mesmos passos da seção 3.1.1, calculando p(u) no tempo tn,

obtemos as duas equações que descrevem o método:

(+ E)Uu=(1­Zs)u+E(o+a)+ambms, (340)

(1+2I)us=(1­2) + (+) +amo). (34)
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Capítulo 4

Resultados Numéricos

Vamos agora avaliar o desempenho do método ETF­LOD para as equações

de difusão, reação­difusão e convecção­difusão. Consideramos para isso alguns

problemas testes e para todos os casos apresentados a seguir utilizamos N = 19

el, =1,=1. Os métodos utilizados para cada equação estão descritos a seguir.

Equação de Difusão (2.29)

o ETF­LOD com condições de contorno de Dirichlet:
2 1 n+1t

3 3 J

n+1lTzd;
1 n 5 n [A n+i 1= É —­ ae! Ui + 75720; + " [Al +ríJla; *— EE

2 1É +ZryJ + str vv! =
12 Yi

o CN­LOD com condições de contorno de Dirichlet:

1 1 nal­ [EE va ro + EI +rJEO
Tx n+i Tx n Tx n n+à(1+ZJI) ? = (1­2) + (a; +a; ?)

(T+) = (1­2) a Rei).
90
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Resultados Numéricos

Equação de Reação­Difusão (3.1)

o ETF­LOD com condições de contorno de Dirichlet:

n+2 7 lo nomes [7 1 101,5+ 272) + AESA) | uj * = E are uz + 7372 +c A +raJ]a;n+3

fz n n+1 At qoEar 4 Satp(ur()+ Zareript) ­ Sela).
e

2 1 1 n[1 + Sn + so] a = |! 7e) o rota+ e [AI + rg 6
At an+3
—

nm fa) npia atol?+ Êurenão(Ut)— por»).12'o CN­LOD com condições de contorno de Dirichlet:
[1+Zo] uti = [1­ Zi) + Elas +at2]+ Atp(u?**)

[1+ Bu]ur= [12 Zu] a a Br +e + tola").
o ETF­LOD­L com condições de contorno de Dirichlet:

2 1 2 n+i 1 n 5 n& 372) + EU) | uj; * = É ­ are uz + 272% +
rtn 2 PA+E (41 + rsjast— Ear+ zAtp(us) + POSp(as)12º

rbd+ 374) + str | UA + —=| — are 3 +—1Ty
n+3 At+= [41 + ryJ] MP — E ANNE + Atp(v?) + — Tu p(v;).

o CN­LOD­L com condições de contorno de Dirichlet:

Tz n+3 Ts n Tx n n+à n[1+ EI] ut = 1 Zi ur + Tor +07] + Atp(os)

[1 +] ur = [1 Bu] o + Br + um + atol.
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Equação de Convecção­Difusão (2.53)

o ETF­LOD com condições de contorno de Dirichlet:

12|1+30. +? n+i 1

5 n 1 n+3 1 n+1

2 1 2 n+1 " n+i

5 3 pu 1 us

o CN­LOD com condições de contorno de Dirichlet:

Te 7, sie — | n = =| ni Qua[1+ T+ Teu =[1­ 21 SBJu+[2+SS] far+a*)

T for r fo) n+1 é» O n+àANA =2B = [1­2J­2B) nt [= = prt o pet+ih[1+39+3 “é 277 aba rio + +o

4.1 Implementação dos Métodos

Os métodos envolvidos neste trabalho foram implementados utilizando a

linguagem Fortran 77 [10] para a equação de reação­difusão não linear e, os

métodos para as demais equações foram implementados na linguagem CO, exe­

cutando no sistema linux. Os gráficos foram feitos no software "Mathematica

4.0", executando em windows 98.

4.2 Problemas Considerados

A seguir apresentamos três problemas considerados neste trabalho para
avaliação dos resultados numéricos.
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Resultados Numéricos

4.2.1. Problema 1

Consideremos a equação de difusão:
du Pu Du
ot om tam

com a condição inicial:
u(r,y,0) = sen(nx)sen(2ny),

O<ry<l, t>O,

com condições de fronteira de Dirichlet:
uíl0,y,t)=0, ull,y,t)=ODO,

uír,0,8)=0, ulr,1,t)=O.
5Ptsen(nx)sen(2ny).À solução exata desta equação é dada por: u(r,y,t) = e”

Resolvemos o problema 1, com At = 0.01. Uma tabela com o erro máximo
absoluto no cálculo da solução obtida pelo método ETF­LOD é apresentada
abaixo:

ETF­LOD |CN­LOD | + |ETF­LOD |CN­LOD
1.21) |0.6| 3911) | 18C6)
1.22) lo7| 10(12) | 22(7)
1.33) [081 72(14) | 4108)
1.54) |09| 92015) | 25C8)
1.6(­5) | 1 | 1315) | 20(8)

Tabela 1: Erro Máximo

Abaixo uma tabela mostrando a solução exata e as soluções aproximadas nos

pontos u(0.5,0.025,t), t = 0.01,0.02,..., 0.1, para os métodos considerados.

t |EXATA |ETF­LOD |CN­LOD | t |EXATA |ETF­LOD |CN­LOD
0.1| 7.203) | ­18(02) | 1100) [06/14C13) | 3901) | 18C6)
0.2] 5.265) | 334 | 12(2) 107/9916) | ­3.3(C13) | ­1.9(7)
0.3| 3.7(7) | ­6.6(6) | ­1.3(3) | O8 18) | 6.0C14) | 2.968)7.1

0.4| 2.679) | 11) | 15(4) 09/5120) | 6.315) | 4209)
0.5 | 1.911) | ­2.0(9) | ­1605) | 1 | 37622) | 9.0C16) | 6.3(9)

Tabela 1.1:
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Resultados Numéricos 94

O gráfico abaixo mostra aproximações para r = 3 para o tempo t = 0.2.

Figura 4.1: Problema 1

Observamos que o método de CN produz oscilações na solução calculada, o que

não ocorre com o método ETF­LOD e que ainda apresenta melhores aproxi­

mações para a solução exata.

4.2.2 Problema 2

Consideremos a equação de reação­difusão não linear:

du 1 (& Tu 2T==­|[—+<— 1— 0o< <l, t>O0OErescA Nora e) TUA), TYSoS '

Com condição inicial dada por: u(x,4,0) = mmun D= =; e com condições
de fronteira de Dirichlet:

1

ut) = oaTAAD
1 1

TI epa! ulx,1,t) =uír,0,t) = = TISETA:

A solução exata é: u(x,y,t) = wanna:
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Resultados Numéricos 95

No cálculo da solução do problema 2, usamos At = 4. À seguir uma

tabela é apresentada, na qual apresentamos novamente o erro máximo absolu­

to.

Abaixo apresentamos uma tabela com os valores da solução exata e aproxi­

ETF­LOD­L ETF­LOD CN­LOD­L CN­LOD

2.7(­1) 2.6(­1) 4.9(­1) 2.5(­1)

5.8(­2) 5.6(­2) 7.0(­1) 3.5(­1)

5.0(­2) 8.1(­3) 7.61) 3.5C1)

4.0(­3) 1.0(­3) 7.71) 3.4(­1)

2.2(­2) 4.4(­4) 7.7C1) 3.2(1)

7.6(­3) 3.9(­4) 7.8(­1) 3.101)
8.2(­3) 2.8(­4) 7.8(­1) 2.9(­1)

5.8(­3) 3.0(­4) 7.8(­1) 2.8(­1)

2.3(­3) 3.2(­4) 7.9(­1) 2.71)

3.4(­3) 3.4(­4) 7.9(­1) 2.6(1)

Tabela 2: Erro Máximo

madas nos pontos u(0.15,0.15,£), t = 4,8, ..., 40.

t EXATA ETF­LOD­L ETF­LOD CN­LOD­L CN­LOD

4 7.18(­1 9.28(­1) 9.51(­1) 4.46(­1) 6.15(­1)
8 9.49(­1 1.00 9.99(­1) 5.141) 7.59(­1)
12 9.28(­1 1.02 5.45(­1) 8.35(­1)
16 1.00 9.99(­1) 5.66(­1) 8.84(­1)
20 9.99(­1 9.88(­1)

C­

9.99(­1)

(­

(­9.99(­1) 5.79(­1) 9.18(­1)
24

)

)

)

9.99(­1)

)

)9.99(­1 9.96(­1) 9.99(­1) 5.88(­1) 9.41(­1)
28 9.99(­1) 1.00(­1) 9.99(­1) 5.94(­1) 9.58(­1)
32 9.99(­1) 1.00(­1) 9.99(­1) 5.98(­1) 9.70(­1)
36 9.99(­1) 9.98(­1) 9.99(­1) 6.00(­1) 9.78(­1)
40 9.99(­1) 9.98(­3) 9.99(­1) 6.01(­1) 9.80(­1)

4 5

Tabela 2.1
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Resultados Numéricos 96

Os gráficos a seguir mostram aproximações para 1 = ê para o tempo
t = 16, para os método descritos na tabela acima.

ETF ­ LOD

Figura 4.2: Problema 2

Figura 4.3: Problema 2
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Resultados Numéricos

Figura 4.4: Problema 2

Figura 4.5: Problema 2
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Resultados Numéricos

Observamos que no primeiro gráfico (figura:4.2) o método ETF­LOD­L
aproxima a solução exata de maneira bastante satisfatória quando comparado o

método ETF­LOD, haja vista que linearizamos o método. No segundo gráfico
(figura:4.3) o método CN­LOD apresenta uma melhor aproximação para a

solução exata que o CN­LOD­L. No terceiro gráfico (figura:4.4), notamos que o
método ETF­LOD­L quando comparado como o CN­LOD­L mostra­se melhor,

uma vez que o método CN­LOD­L produz oscilações na solução calculada. O

mesmo comportamento ocorre quando comparamos os método ETF­LOD e

CN­LOD, pois o método ETF­LOD aproxima melhor a solução calculada da
exata e o método de CN­LOD produz oscilações.

4.2.3 Problema 3

Consideremos a equação de convecção­difusão:

ou ; ( a.) (Se du?Sayrz/Z42Z) 22/22, 1, t>Oot 2 dx "By Sã gue): O<Tty<l t>02

Com condição inicial dada por:

u(x,y,0) = erp(—50(x +y)º), S=1+200t,

com condições de fronteira de Dirichlet:

1 —B50(y — t)º 1 —50(1+y— +)?u(O,y,t) = TE,(2) , uy, t)= WE ( ( = ) )
u(z,0,t) = <zexp (PE) , ulz,1,8) == expoFE ”)/S Ss? Sº

A solução exata é:
/S

1
ulx,y,t) = —=erp/S o­— ”)
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No cálculo da solução do problema 3, usamos At = 0.2. À seguir uma

tabela é apresentada:

t |ETF­LOD |CN­LOD | t |ETF­LOD |CN­LOD
02| 5703) | 25CD) [12] 2406) | 272)
04| 55(4) | 9902) 14] 17606) | 282)
06) 6965) | 6402) |16| 13(6) | 28(2)
0.8) 1005) | 3762) 118) 1006) | 28C(2)
1.0) 33(6) | 26(2) [22] 8307) | 2702)

Tabela 3: Erro Máximo

Na tabela abaixo são apresentadas as soluções exatas e aproximadas nos pontos

u(0.5,0.5,t) , t=0.2,04,...,2.0.

t |EXATA |ETF­LOD |CN­LOD | t ETF­LOD

0.2 | 7.15C1) | 6.661) | 3.77(2) | 1.2 6.38(­2)

0.4 | 8.891) | 8.89(­1) | 6.60(­2) | 1.4 5.79(­2)

0.6 | 8.501) | 8.50(1) | 7.23(2) | 1.6 5.27(­2)

0.8 | 7.781) | 7.78C1) | 7172) | 1.8 4.81(­2)

1.0 | 7.051) | 7.051) | 6.80(­2) | 2.0 4.40(­2)

Tabela 3
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Resultados Numéricos 100

O gráfico abaixo mostra aproximações para x = &$ para o tempo

Figura 4.6: Problema 3

Áqui notamos que o método ETF produz melhores aproximações que o método

CN, aproximando­se bastante da solução exata.
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Capítulo 5

Conclusão

Neste trabalho inicialmente apresentamos uma classe de métodos esten­

didos, tendo como objetivo principal, contornar a barreira imposta pela A­

estabilidade sobre os métodos lineares de passo múltiplo. Apresentamos então

um método estendido, de passo 1 e ordem três, dado pelo acoplamento de

dois método lineares de passo múltiplo, o qual foi denominado por Usmani

e Agarwl [1] de regra trapezoidal estendida. Diminuindo a ordem do erro de
truncamento local da equação (1.10), podemos encontrar uma família de méto­
dos estendidos de terceira ordem com um parâmetro livre, que é escolhido de

forma a se obter um método L­estável.

Em seguida uma aplicação da ETF para as equações diferenciais parciais

de difusão, convecção­difusão e reação difusão, proposta em [4] é apresentada.
Mostramos que os métodos obtidos desta aplicação para as equações de difusão

e convecção­difusão são incondicionalmente estáveis, o que nos permite utilizar

passos relativamente grandes.

Ao aplicarmos o método ETF­LOD para a equação de reação­difusão não

linear, devemos resolver sistemas não lineares, como estes sistemas não são de

fáceis manuseio, propomos uma linearização do método, obtendo, dessa forma,

sistemas lineares. Essa linearização se mostrou bastante eficiente uma vez que o
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método obtido produz uma boa aproximação da solução exata, mesmo quando

comparado com o método ETF­LOD, como pode ser observado pelo gráfico do

problema 2 (figura 4.2) e além disso diminui o esforço computacional.

Na comparação dos resultados obtitos, com a ETF­LOD e o CN­LOD, com

os valores da solução exata, notamos que o método ETF­LOD produziu aproxi­

mações bastante satisfatórias e melhores que as apresentadas pelo método CN­

LOD para a solução do problema.
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