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Resumo

O objetivo deste trabalho ¢ analisar um método localmente unidimensional
(LOD), apresentado por Chawla & Al-Zanaidi [4], para integracao no tempo
da equacao de difusao em um espaco bidimensional, baseado na féormula trape-
zoidal estendida (ETF), resultando em um método de terceira ordem no tem-
po e incondicionalmente estavel. Extensoes desse método para as equagoes
de convecgao-difusao e reagao-difusao nao linear sao também apresentadas.
Além disso, propomos, uma linearizagao deste método para as equagoes de

reacao-difusao nao lineares.

Palavras-chave: equacgao de difusao, férmula trapezoidal estendida, estabili-

dade, equacao de reagao-difusao nao linear, equagoes diferenciais parciais.
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Abstract

The main purpose of this work is to analyse the locally one-dimensional
(LOD) time integration method of the diffusion equation in two spatial di-
mensions presented by Chawla & Al-Zanaidi [4]. This scheme is based on
the extended trapezoidal formula (ETF). The resulting LOD-ETF scheme is
third order in time and inconditionally stable. We also present extensions of
this method for nonlinear reaction-diffusion equations and for the convection-
diffusion equations in two spatial dimensions. A linearization of this method

for the nonlinear reaction-diffusion equation is proposed in this work.

Keywords: diffusion equation, extended trapezoidal formula, stability, non-

linear reaction-difusion equations, partial differential equations.
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Introducao

Podemos descrever matematicamente fenémenos fisicos através de equacoes
que envolvem derivadas parciais da func¢ao incoégnita. Isto ocorre porque as en-
tidades fisicas envolvidas sao fungoes que dependem, geralmente, de mais de
uma variavel.

As equacoes diferenciais parciais constituem uma ferramenta bastante im-
portante da matemadtica, pois sdo usadas para modelar problemas significa-
tivos. Podemos citar, por exemplo, problemas advindos das engenharias e
ciéncias naturais.

Uma vez estabelecidas as equagoes que descrevem matematicamente o ob-
jetivo de estudo, o passo seguinte é resolvé-las. Desejamos, entao, estabelecer
solucoes através de expressoes analiticas, de preferéncia envolvendo poucos
calculos na sua avaliagao. Infelizmente nem sempre isto ocorre, pois nem o
atual estagio de desenvolvimento da matemaética, nem as técnicas disponiveis
nos permitem atingir esse objetivo. Devemos entdo, optar por simplificagoes
no equacionamento, ou utilizar métodos numéricos para calcular uma aproxi-
magao para a solucao. Os métodos numéricos dividem-se em: explicitos, méto-
dos onde a solugao aproximada pode ser obtida explicitamente a partir da
equacao que o descreve, e implicitos, os quais requerem a solugdo de um sis-
tema, uma vez que a solucao aproximada descrita pela equagao nao é explicita.

Os métodos estendidos sao obtidos pelo acoplamento de métodos lineares

de passo miltiplo e, apesar de serem implicitos de passo um, utilizam infor-
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Introducao

macoes nos pontos imediatamente posteriores ao ponto de integragao.

Dentre os métodos numéricos voltados para resolucao de equagoes diferen-
clais parciais, mais especificamente, equacao de difusio, reacao-difusao e convec-
cao-difusao, encontra-se o método trapezoidal estendido localmente unidimen-
sional, baseado na formula trapezoidal estendida, que é de terceira ordem,
L-estavel e incondicionalmente estavel. Os conceitos de estabilidade absoluta,
A-estabilidade e L-estabilidade sao apresentados no capitulo 1.

Em [9] I. B. Jacques propos uma formula trapezoidal estendida para inte-

grar Problemas de Valores Iniciais que consiste em dada a EDO
Y = f(z,y), y(xo) = o,
a solugao discreta deste problema ¢é obtida pelo par de equagoes:

h -
Yn+1 = Yn + E(Gfu P 8fu+l - fu+2}

:"}n+2 =Yn+ 2hfn+l-

Nosso objetivo principal é aplicar a féormula trapezoidal estendida para
obter solucao das equagoes

ede difusio:
ou (Jzu i (')211)
TRt e sy
ot dz?  Oy?
e conveccao-difusao:

ou ou du (5215 5211)

5 Tagtag SViga Tt e

ercacao-difusao:

@ _, (')211 0*u
ot ox? d 2

)+p(u) (v, ¢ e ¢ sao constantes).

Para isto estas equagoes devem ser reescritas na seguinte forma:

1

=Ut = VUzr (4] =Up = VU,
2 2 i

A".LYAY

2 3 4 5 6 7 unespw 12 13 14

1.5

16

17



Introducao

1
—Q-'u;_ + iUy = VUyye € 5"* + ColUly = Vlyy,

1
St = Vitag + p(u) e —uy = vuy, + p(u)

2
O passo seguinte ¢ aplicar a formula trapezoidal estendida para cada par de
equagao. Por exemplo, para o primeiro par agimos da seguinte forma: integra-
se as equagdes LU, = Vg, 1o intervalo (t,,t, +%) e 3u; = Vuy, no intervalo
(2> tns 1). O mesmo raciocinio ¢ utilizado para as demais equagoes.
No caso da equacao de reagao-difusao nao linear, apresentamos ainda uma
lineariza¢ao que consiste em avaliarmos a fun¢do p(w) no tempo t,, e ndo nos

tempos £, ;1 € tny1, OU S€ja,

1 1
511,_ = Vg, + p(u)];, € §u¢ = Vg, + p(u)lt,.,

a lineariza¢ao apresentatada acima diminui substancialmente o tempo de pro-
cessamento, sem um aumento significativo do erro. A titulo de comparacao,
o método de Crank-Nicolson, também na forma localmente unidimensional, é
apresentado.

Uma vez que a formula trapezoidal estendida nao é L-estével como mostra-
do por Agarwl & Usmani [1], isso incentivou Jacques [9] a investigar a precisao
¢ estabilidade dos métodos trapezoidais estendidos, mostrando que os coefi-
cientes podem ser escolhidos, de modo que se obtenha um método L-estavel.

O presente trabalho encontra-se dividido em 5 capitulos. No capitulo 1
apresentamos alguns conceitos bésicos relacionados aos problemas de valor
inicial, juntamente com a féormula trapezoidal estendida a qual é A-estavel,
mas nao L-estavel e, por fim, tratamos de uma familia de métodos estendi-
dos, familia esta que possui um método nao apenas A-estivel mas também
L-estavel.

Novamente no capitulo 2 apresentamos conceitos basicos que muito nos
auxiliarao no decorrer deste trabalho. Feito isso fizemos um breve estudo
sobre métodos numéricos para equacgoes diferenciais parciais parabolicas em

duas dimensoes, tais como: método explicito, de diregoes alternadas implicito
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Introducao 12

(ADI), localmente unidimensionais e a formula trapezoidal estendida local-
mente unidimensional (ETF-LOD).

No capitulo 3, apresentamos o método (ETF-LOD) para as equagoes de
reagao-difusao nao lineares, o qual conduz a resolu¢ao de sistemas nao linear-
es. Para contornarmos este problema propomos uma linearizag¢ao, com isso,
passamos a trabalhar com um sistema linear, sem que haja um aumento sig-
nificativo do erro.

No capitulo 4 sao apresentados os resultados numeéricos obtidos da imple-
mentagao dos métodos envolvidos, utilizando a linguagem Fortran 77 [10] para

a equacao de reacao-difusao nao linear e, para as demais equagoes implemen-

tamos o método em linguagem C, no sistema operacional linux. Os graficos

foram elaborados utilizando o software "Mathematica 4.0".

Na seqiiéncia, no capitulo 5, apresentamos a concluséo.
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Capitulo 1

Formula Trapezoidal Estendida

Neste capitulo apresentamos, inicialmente, a férmula trapezoidal classica,
que sabemos ser A-estavel e, na seqiiéncia tratamos da férmula trapezoidal
estendida (ETF) proposta por Agarwal & Usmani [1]. Por fim, uma familia de
formulas trapezoidais estendidas (ETFs) é apresentada, proposta por Jacques

[9] e dentro desta familia destacamos um método L-estavel.

1.1 Conceitos Preliminares

O céalculo numérico de integrais utiliza a aproximacgao da funcao a ser in-
tegrada f(z) por um polinémio de um dado grau, dentro de um certo intervalo
de integracao. O método mais simples consiste na aproximacao da fungao f(z),
por uma reta dentro desse intervalo.

Nas formulas aqui tratadas, consideramos pontos de integracao igualmente

espagados, o niimero real h ¢ chamado de passo e a malha de passo h associada

a xy é o conjunto de pontos:
Tpn=T9xnh, n=12,..

As aproximacoes para f(z) sdo calculadas nos pontos desta malha.

13




Foéormula Trapezoidal Estendida 14

A férmula trapezoidal que corresponde a aproximacao da funcao a ser
integrada por um polindémio de grau m = 1 é apresentada a seguir. Antes,
porém, faremos uma breve descricao da formula de interpolagao de Lagrange
¢ o erro cometido quando usamos esta formula. Por fim, integramos o erro da
formula de Lagrange obtendo, assim, o erro da regra do trapézio.

Sejam zg, xy, - -, Ty, nimeros reais, e fo, f1, -, fin valores de uma funcao
associada. Trataremos agora do problema de encontrar um polindomio p(z)
que interpole a func¢ao f(z) nos pontos o, 1, - -, Tm, OU Seja, encontrar um

polinémio p(x) tal que:
plBs) = for H=0,000

Um polindomio que satisfaz a condi¢do acima ¢ dado por:

m

plz) = Z fala(z),

n=0

onde Ii(z) = —28__ 2w (z) = (z — z0)(z — z1) - (= ).

(z—zy)w'(zk)

Teorema 1.1. Seja [a,b] um intervalo dado e finito e xo,z1,"+,Tm, m +
1 pontos distintos de [a,b]. Suponha que [ seja uma fung¢io com derivadas
continuas da ordem de pelo menos m + 1. Entdo, para todo z € [a,b], 3
€ € [a,b], tal que:

™)

= —=w(x),

(m+1)!
onde

m

Lol [ 1 2)= Zf(-?fk){k(-'n)‘ (Formula de Lagrange para o polinémio interpolador ).

k=0

A demonstracao do teorema acima pode ser encontrada em [6].

Nosso problema é calcular numericamente,

[ s

usando os valores da func¢ao em pontos equidistantes e tomando o = a.

Graficamente temos:
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Formula Trapezoidal Estendida

x[} XI o )in

Figura 1.1: Aprozimagao da integral pela regra do trapézio

Sabemos que a area do trapézio

Figura 1.2: Area do trapézio

: B+b)}
& Ap = (B1bh

2
Utilizando a expressao anterior temos que:

' ava! 2 m—1 m
/f(.-r)d;z:’:‘“T(h_)zh(fn;fl)+*’(f2+f)+m+h(f 2+f ) _

1 1
= .}L(§fn + fi+-o+ far + §fm).

O método utilizado para aproximar a integral acima é conhecido como regra
trapezoidal (ou regra do trapézio). Do Teorema 1.1 temos que o erro de trun-
camento local da regra trapezoidal em cada intervalo [z,-1,z,), n = 1,....,m
é:

en =T(h) — " (x)dr = — @{m - ZTp-1)(T — zn)dz,

Y -1 Tn-1

36 B e
Usando o teorema do valor médio para integrais, cuja demonstragao pode

ser encontrada em [12], temos:

In

1
En = _§f”(£u) / (:E = '?:11—1)(3: == :I:u)d:j:: En S [3:11—11:511 )




Formula Trapezoidal Estendida

e tomando x = x,,_; + hi, temos:

; 1 1 .
En = _%f”@n)/ (ht)h(t — 1)hdt = E}’"ifn(‘frl)'

0

Assim, temos que a regra do trapézio ¢ um método numérico de ordem 3
para a aproximacao de integrais.

A seguir, utilizamos a regra do trapézio para resolver a equagao diferencial
ordindria:

y = f(z,y), (1.1)
que é chamada equagao diferencial de primeira ordem. Nesta equacgao, f é uma
funcao real dada de duas variaveis reais = e y, e y ¢ uma fungao incognita da
variavel independente z. Resolver a equagao (1.1) corresponde a determinar
uma funcio y = y(z), diferencidvel, com z € [a,b] tal que ¥'(z) = f(z,y(z)).

Qualquer fungao que satisfaca essa propriedade ¢ uma solucao da equagao
diferencial (1.1). Por exemplo, a funcdo y(z) = Ce” é, para qualquer valor
da constante C, uma solugao da equacao diferencial ¢y’ = y. Assim, a equacio
diferencial de primeira ordem ¢y’ = y possui um nimero infinito de solugoes.
Contudo, podemos selecionar uma soluc¢ao particular, se junto com a equagao
diferencial for dado o valor da solugdo y(x) em um ponto, por exemplo, y(zp) =
yo (chamada condicao inicial). Se, para a equacao diferencial ¥’ = y é dado
que y(0) = 1, entao obtemos C' = 1 e assim a solugao de y' =y é y(x) = e”.

A equacao diferencial juntamente com a condigao inicial constitui um pro-

blema de valor inicial (p.v.i), isto é:

¥ = f(z,y), y(@o)=y0, a<z<bh (1.2)

Como nem todos os problemas possuem uma tnica ou mesmo alguma
solugao, o teorema que se segue nos fornece condigoes suficientes sobre f(z,y)
que garantem a existéncia e unicidade da solugao, sempre que para tais proble-
mas as hipoteses do teorema sejam satisfeitas.

Usaremos como medida de distancia entre dois pontos no espaco de dimen-
$a0 m, a norma do maximo, ou seja dados u = (U, ..., um) ¢ v = (v1,...,02) a

distancia entre eles é dada por:
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Foéormula Trapezoidal Estendida

[|lu—v|| = 121:.-2%:; [ug — vl

Teorema 1.2. Seja f(z,y) uma fungao, onde f : R x R™ — R™, y =
(Y1s .., Ym), definida e continua para todo (x,y) na regiao D, para a < x < b,
—00 < y; < 00, 1=1,...,m, onde a,b sao constantes finitas e suponha que

extsta uma constante L tal que:

| f(z,y) = f(z,y")l| < Llly = y*l, (L.3)

m

para todo (z,y), (x,y*) € D. Entao, para qualquer yo € IR™, eziste uma inica
solugao y(x) para o p.v.i. (1.2), onde y(x) € continua e diferencidvel para todo

(x,y) € D.

A condicao (1.3) é conhecida como condigao de Lipschitz e a constante L,
como constante de Lipschitz.

A demonstracao desse teorema para o caso m = 1 pode ser encontrada em

Voltando a equagao diferencial de primeira ordem do p.v.i. (1.2), integran-
do de z, até x,., obtemos:

/:"H- Y (z)de = /JI“H f(z,y(z))dz.

" vidn

Integrando o lado esquerdo da equagao acima, exatamente, obtemos:

'.U("Bn+k) - y(mn) = j o f(;],‘,y(i‘))dI,

“n

para quaisquer dois pontos z, € T+ em [a,b]. Fazendo k =1,

) = vlan) = [ Sl

‘n

e, em seguida utilizamos a regra do trapézio para calcular a integral na ex-
pressao acima desde que a mesma esteja sendo avaliada entre dois pontos

consecutivos. Fazendo isso, segue que:

/
Y(Tnt1) = y(Ta) + é[f(:cm Y(@n)) + f(@nt1, Y(@n+1)))-
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Férmula Trapezoidal Estendida 18

Substituindo na expressao acima y(z,,), ¥(zn+1)s f(Zn, y(z0)) € f(Tns1, Y(Tns1))

POT Yny Yn+1s fn € [us1, respectivamente, obtemos:

h
Yn41l = Yn + E[fn + fn+1]a

que ¢ um método de passo 1 chamado método do trapézio (ou regra trape-
zoidal).

Assim, a regra trapezoidal para a integragao do p.v.i. (1.2) poder ser
escrita como:

h
E[I(J:n'? n) T f(-?:u+l:yu+l)]s (14)

onde os pontos x, sao definidos por z, =a+nh, n=20,1,2,..., ¢ y, ¢ uma

Yn+1 = Yn +

aproximagao para y(z,), onde y(z) é a solugdo do p.v.i. (1.2). O valor y,4
pode ser obtido diretamente, de forma nao linear, pela solugao da equagao nao
linear (1.4), ou pode ser estimado por um outro método, como o método de

Euler, dada por:

;}u+l =Yn t+ hf(-f?u yn}:

e entao, o valor estimado pode ser melhorado pelo esquema:

Yn+l = Yn + [f I'n + f n+1:37u+1)]; j=01,..

A seguir, apresentamos algumas defini¢oes que serao utilizadas no decorrer

deste trabalho.

Definigao 1.1. Denominamos método linear de passo maiiltiplo, ou linear de
passo k, todo método numérico para a discretizagdo do p.v.i (1.2) dado pela

sequinte equagao de diferencas:

Z Al = h Z ‘(3jf(£n+j- yu+j)s

3=0 3=0

onde a; e 3; sao constantes reais sujeitas as condigoes,

ar =1, |ao| + |Bo] #0.

A".LYAY
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Foéormula Trapezoidal Estendida 19

Se Or # 0 chamamos o método linear de passo k de implicito, caso contrdrio

(Or = 0), dizemos que o método € explicito.

Definigao 1.2. O erro global no ponto z,, é definido por:
€n = y(Iri) = Un,

onde y(z,) denota a solugao exata do p.v.i. ey, a solugao aprorimada obtida

pelo método.

Definicao 1.3. Um método numérico é convergente se, o erro global e,, con-
verge para zero quando n tende para infinito de maneira que, o ponto x, per-

manega fixo.

Definicao 1.4. De¢finimos como erro de truncamento local, o erro cometido

ao substituirmos a solucdo exata na equacdo de diferencas.

A seguir, definimos os conceitos de A-estabilidade e L-estabilidade estes
conceitos podem ser encontrados em Lambert [11]. Para isso vamos considerar
a equagao teste:

Y=y, AeC e Re(M) <0, (l.;))
cuja solucao y(z) = Ke* tende a zero quando = tende para infinito e, K ¢é
uma constante arbitraria.

Aplicando a forma geral do método linear de passo k da defini¢cao (1.1)
para k = 1, na equacao acima, vamos obter uma equacao de diferencas da

forma:

1 1
Z n',jyn-+j = h Z ﬁjf(l'ﬂ+j$ yn+j)

=0 j=0
= QoYn + Q1Yn41 hlﬁnf(.'ﬂu, yn} = hﬁlf(mu+la yn+l)

h.ﬁﬂ/\yn + h’ﬁl /\yn+ 1

»u.‘g(l Yn + :“'[{jl Un+1

13y — ey
e e 1 mn
ay — ,11.1{51 Y

R(1)yn,
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Foérmula Trapezoidal Estendida

onde t = hX e R(i) = ({ﬁi}}%‘l—') ¢ a funcao estabilidade do método.

A solugao geral de (1.6) é da forma:
yn = {R(1)}"yo

e claramente y, — 0 com n — oo se, e somente se,
|R(p)| < 1,

¢ 0 método é dito absolutamente estavel para os valores de u que satisfazem a

desigualdade acima.

Definigao 1.5. Denominamos a regiao R4 do plano complexo, definida por

Ris={pe€ C|R(p)| < 1}, de regiao de estabilidade absoluta do método.

Defini¢ao 1.6. Um método é A-estdvel se Ry 2 {u| Re(p) < 0}.

A A-estabilidade garante que, para qualquer h > 0 escolhido, a solucao
numérica de (1.5) nao crescera indefinidamente com o aumento de n.

Entretanto, quando Re(p) — —o0, a exigéncia de que a solu¢ao numérica
nao cres¢a em magnitude pode nao ser suficiente e uma nova condi¢ao deve
ser imposta.

Se considerarmos, por exemplo, a aplicacao da Regra Trapezoidal,

h
Yn+1 — Yn = ;1fu + fn+1]|

a equacao teste (1.5), obtemos
1+ %h/\
Ynt1 = myu.
Como a regra trapezoidal ¢ A-estavel (ver Lambert [11]), y» — 0 quando

n — o0, para todo valor positivo de h. Contudo,

’ Yn+1
Un

1+ % _ [L+hRe(N) + Th2A)? 3
1= hRe(N) + 1n2 N2

hA
L=y
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Foérmula Trapezoidal Estendida 21

e, se |[Re(A)| >> 0 e h nao é pequeno, entao |Yn+1/yn| estard proximo de +1.
De fato, quando Re(\) — —o0, 0 lado direito da equa¢do acima tende para
1. Assim, |y,| decairad para zero rapidamente quando n — oco. Ao contrario,

0 método Yni1 — Yn = hfny1 (método de Euler Implicito) fornecera

1

Yn+1 1 1 2
un | |T=hX| |1=2hRe()) + 2]

Neste caso, o lado direito da equacdo acima tende a zero com Re(\) — —oo0,
e podemos esperar um rapido decaimento de |y,| mesmo para valores de h

moderadamente grandes. Temos a seguinte definigao:

Definic¢ao 1.7. Um método é L-estdvel se for A-estdvel e além disso, |R(p)| —

0, quando Re(y) — —o0.

Definicao 1.8. O operador diferenca £ associado ao método linear de passo
mailtiplo € definido por:

x
Llz(z) : h] = Z[ﬂ'jz(:ﬂ + jh) — hB;Z (xz + jh)],

j=0

onde z(x) € uma fungdo arbitrdria, continuamente diferencidvel em [a,b).

Expandindo z(z + jh) e 2’(z + jh) em série de Taylor em torno do ponto

T temos:

ih)2
2(z + jh) = z(z) + jh'(z) + (J;I) 2'(z) +

L h)3

O resultado apresentado a seguir serd utilizado no capitulo 2.

Tomando Dz(z) = 2'(z), D?z(z) = 2"(z), D32(z) = 2% (z)..., segue que:

Gh®

(@)

2'(z + jh) = 2'(z) + jh2"(z) + 2 (z)+ ..

z(x+jh) = z2(z)+ jhDz(z) + (J;) D?*z(z) + (J;) D32(x) +

(14 3D+U;) +(J§!) + -+ )z(z)

= z(x + jh) = exp((jh)D)z(z) =

A"AY.“’
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Foéormula Trapezoidal Estendida 22

Voltando ao cilculo de £]z(x) : h], substituindo z(z+ jh) e 2'(z + jh) por suas
expansoes em série de Taylor apresentadas anteriormente, temos:

k
gz)sh] = Z(tj[ )+ 7h' (z) +

3=0

hzlﬁj[z'(n:)+jh::"(:r)+ ‘. 2%(x (J;) 2(z) + -]

J:[}

GRY @) 4.

-2

Z[n ) + h(joy — B;)2 (z) + (% Xj —Jd,?) h?z"(z)

; 2
Z(} a; — jB;)h* 2" (x) + Z (d' - %ﬁj) h22®) 4 O(h%).

=0 §=0

Coz(x) + C1h2'(z) + Coh%2" (z) + C3h32®) (z) + O(hY),

onde,

k k

k
Co = Z(I'J"Cs = Z(}ﬂ; -bB;), Z (FPa;—3B5),
=0

j=0 j=0

Definicao 1.9. O método linear de passo miiltiplo e o operador diferenca as-
sociado £ tem ordem p, se Co = C, =---=C, =0 e Cpyy #0. A constante

Ch41 € chamada constante de erro.

Definigao 1.10. O erro de truncamento local (ETL) em x4y de um método

linear de passo muiltiplo ¢ definido por:

k
Tovi = Elylzg) o h) = Z[(r,-y(;r,l + jh) = hBiy' (zn + jh)),

§=0

onde, y(x) € a solugao exata do p.v.i.

A"AYA"
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Férmula Trapezoidal Estendida 23

Se 0 método tem ordem p, entdo temos que Tpix = Cpr APy (z,) +
O(h?*?), ou seja, T4k = O(RPH).

Mostramos abaixo que a regra trapezoidal

h
yn—i—] = yn + §[fu + fn-i—l]s (1'8)

é A-estavel, mas nao ¢ L-estavel. Aplicando (1.8) na equagdo teste (1.5), temos:

h h
L—y,l + %y,m, tomando p = hA,

Yn+1 = Yn + )

H H
=Yn + Eyn+l-

1, =Y, +
Un+1 n 2

Dai,
[1+5] L]

y71+1 - [ L] ?l

Logo,
1+ 5]
[1—£]

Verifiquemos que a regra trapezoidal ¢ A-estével, mostrando que a funcao

R(p) =

R(), satisfaz |R(u)| < 1 para Re(u) < 0. Considerando p = pe'?,

|R(p)|? R(1)R(R)
(1 +p3 J‘”) (l+p' ““9)
1— pze? 1- pzc‘“’"

1+ 8(e® + %) 4 &
(310 + e—tf?) + 8..

1 + p(cos(0)) + ";—

1 — p(cos(9)) + "Lj

N

7k

Dai segue que, D — N = —2p(cos(0)) = —2Re(p) > 0. Como D > 0, temos:

P e s 2 1
Fo D D -

|R(1)| = \/ﬁ <1, com Re(p)<0.

portanto,

A"AVA"
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Fé6rmula Trapezoidal Estendida

Assim, a regra trapezoidal é A-estavel.

Para ser L-estavel o método deve satisfazer:

lim |R(p)| =0.

Re(p)——o0

como i € C, p=a+ bi, a,b € R, dai

1+ ] ] 4 fet¥h)
2| = lim -
Re(p)— 1=

] a——00|] — L_l“-f'bi -

lim ‘
—00
2

portanto, a regra trapezoidal nao ¢ L-estavel.

1.2 Propriedades

A seguir, apresentamos algumas propriedades envolvendo autovalores que serao
utilizadas no estudo da estabilidade de alguns métodos numéricos apresentados

no Capitulo 2.

Propriedade 1.2.1. Seja:

( a b

c a b

c a b

e a)

uma matriz quadrada de ordem N, onde a, b e ¢ podem ser constantes reais

ou complexas. Os autovalores de B, denotados por As, sao

A.=a+ 2{&}(‘08 ( il ) Qi e TN

N+1
A demonstracio desta propriedade pode ser encontrada em [14].
Suponha que uma matriz quadrada A de ordem N tenha como autovalores

as constantes a;, 2 = 1,...N.

Propriedade 1.2.2. A transposta de A tem os mesmos autovalores que A.

AVA
AVAYAY

2 3 4 5 6 7 unespm 11 12 13 14 15 16

17



Formula Trapezoidal Estendida

Propriedade 1.2.3. A matriz kA tem como autovalores ka;.

Propriedade 1.2.4. A matriz AP, tem como autovalores of , p inteiro e posi-

tivo.
Propriedade 1.2.5. Se A possui inversa, A~! tem como autovalores ﬂl

Propriedade 1.2.6. Se f(x) ¢ um polindmio em x, A uma matriz quadrada,
entio f(A) representa a matriz obtida substituindo =* por A* (e z° por I) no

polinomio f. Se X é um autovalor de A, entao f(A) € autovalor de f(A).

Na proxima se¢ao descrevemos a formula trapezoidal estendida para o p.v.i.

(1.2) e fazemos um estudo da estabilidade da mesma.

1.3 Foérmula Trapezoidal Estendida

Abordamos, nesta se¢ao, a formula trapezoidal estendida para a solucao
do p.v.i. (1.2) proposta por Agarwal & Usmani [1], que a definiram através do

acoplamento de dois métodos lineares de passo multiplo:

Ynt1 = Yn + hlao f(@n, Yn) + 1 f(@nt1, Ynt1) + o f (Tng2, Tnta)], (1.9)

onde,
}f}n-i—’.z = ."jﬂyn'kﬁlyrﬁl +h’[ﬁ.2f( ‘s yn)+ﬁ3f(mﬂ+1 ' yn—i-l)]: n= 0! 1: 2! (110)

Para construir um método de terceira ordem, esses autores escolheram os
coeficientes da formula (1.9), considerando-a como método de passo miltiplo,
com erro de truncamento local da ordem de h'. Se designarmos o erro por
To+1(h) e a solugdo exata do p.vi. (1.2) em =z, por Y,, temos a seguinte

discretizagao da equagao (1.2):

}fn+l = Y;x + :’L[(Ynf(ﬂfm }/n) + a'lf(33n+l y }/u+l) + Q')f(mn-l-?: K1+2)] - ?:1+1(h)-
(L.11)
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Férmula Trapezoidal Estendida 26

Desenvolvendo em série de Taylor as fungoes Y41, Y, = f(Zn41, Yat1) €

’r:+‘.! = j(-! n+2 }n+2) temos:

ht h®

(&) 5 (B) 4 ...
4Y Q!Y:I T
!-
4!

}/‘u+1 = y + }ﬂ + —Y” }/m 4

h®

h ;
e,
tougr e+

L= a1Y, + a Y, + n,—Y”’ My Ly N L

T A Y(’)

y , 4h?_ 8h, l(ih‘1
azY, o = a2Y, + ap2hY, + a: ;TY 5 Y(‘) 257 Y

Substituindo as expressoes acima na equacao (1.11), temos:

h? P b I
}/'=+}/;:+%Yr:!+é_l}/::! +3K:(J)+%KEJ}+' - = Yothlaof(zn, Vo) +HarY, FouhYy

h3 J'
LT Y, + m} l Y((’} +) + (@Y, + a22hY)]

J 4!
4h? 8h3 lﬁh

+ay— 5 Y, +a -T}’“ a7 Y( + )] + tasr (R).

h?
+ay a}’,:” + «a Y,f ) 4y
Logo,

1 y 1 :
(1 —ag—a; —ax)hY, + (5 -y — 20(-2) h,zY,f + (E — —(11 — 2&2) h"’}’;:"

1 1 4 1 1 2 . .
+ (— — -y — 7(12) h'lY,i{'”+ (— - —ay — -—02) :'L“‘Y,fs)—{—()(hf’)— wii(h) =0,

24 6 3 120 24 3
Como queremos que o método tenha ordem 3, os coeficientes de h, h* e h?
devem ser nulos. Daf segue o seguinte sistema linear:
l—ag—a; —as=0
—a; —2a, =0
1

—say — 209 =0,

que possui uma unica solugao, dada por:

1
g = — =

2
3’ 12°

]
tp = —2 ] =

Substituindo esses valores nos termos h* e h°, obtemos a expressao do erro

de truncamento local 7,1 (h), da formula linear de passo multiplo (1.9):

A'A"A"
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Formula Trapezoidal Estendida

h 13h5
Tona(h) = 5V + 2= ¥ + O(hS). (112)

Considerando a formula (1.10) como um método linear de passo miltiplo,

com erro de truncamento local 7, (h) de ordem h?, obtemos:

‘nt2 = PoYn + B1Yas1 + h[Bof (zn, Y2) + Ba f(Zn41, Y::+l)] + Tnt1(h), (1.13)
=) 1D

Atraveés do desenvolvimento em série de Taylor das funcoes Y4, para
1=1,2eY,,,, obtemos:

BiYas1 = BiYa + BiYih+ fr— vwﬁﬂﬁf+ﬁ¥KW+m”Y”

h? h? / 2} .

fn+’ }/u +2h Y! + 4_}/;; 8h Ym ]'G_Ly(i) + J_Ly()) -
n 31 n 4! n 51 n

By’ h? h? h h®

1= BaY, + BshY,! + m2ym+m'LW+3¥x,+5”xW+

Substituindo em (1.13), temos:

)’:,+2]1Y’+%Y” SJL:Y::H %Yn“ 32“ Y(°)+ = BoYn+(B1Yn+61Y, h

h? h®
+ﬁ2W#ﬁuﬂT ﬂgm”+3”m*+ )+ h{Baf (2, Ya) + (BY,,

h? h® It h®
+BshY” + m-ﬁﬁ+hyﬁ”+%un +&”Ym )] + Taga (R),

logo,

1 :
(1 - _Hn . 331)}':-; + (2 = ﬁ] - f)’g - .‘(jii}h'}/: —+ (2 - 51(31 - ﬁj) !Lz}/;f

4 1 1 4 2 1 1
B — 2B ) R+ (2 — =B — 2B ) hY®
=+ (3 501 — 3! 3) Y, + (.3 24ﬁ1 6”) Y,

4 5 6
+(F—Eﬁh——ﬁaxp+om)-mdm=a
Novamente, tratando a equacao (1.10) como um método de ordem 3, os
coeficientes de h°, h, h? e h® devem ser nulos, ou seja:

1-— ﬁ() s ,I’j| =0

2— -Hl = Hz = }'33 =0
2— .ldl = I."ri;j - U
fdf =

1'33 = 0.

1
2

A"AY.“’
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Férmula Trapezoidal Estendida

Este sistema linear tem uma tnica solu¢ao:
.ﬁl] = 5\ ;U] = _4! ){52 = 21 .‘33 = 4.

Substituindo estes valores nos termos das poténcias de h* e h®, obtemos o

erro de truncamento local 7,4, (h) da formula (1.10):

Ry 208 s 6 :
Tuy1(h) = —G——)n + EY,* +O(:’£ ) (1.14)

A seguir, tomemos
lf:"n+2 = .‘30?}11 3 .Hlyu+l i+ h[_."))gf(l'm yn) = {33)((3:1:-{—11 yn-HJ] (11:1)
e a discretizagao da equacdo (1.11) como sendo um método de passo um,

definida por:

"u+l — Y'u + h-[i."l(gf(.l.'“, Yn) + (1']f(-7:n+l 3 Y;;+l) + QZI(I‘R+‘2| !}n+‘2)] + ’Tu—i—l(h)
(1.16)
Para obtermos a expressao do erro de truncamento local T;,41(h), da for-

mula estendida, tomamos a diferenca entre (1.11) e (1.16) e entao:
Tous1(h) = Tug1(R) + h{oo[f(Tus2, Yas2) — f(Tn2: Tns2)]}-
De (1.13) e (1.15), temos:
Ynt+2 = Yn+2 + Tat1(h),

e, pelo desenvolvimento em série de Taylor de f(z,.49, Yni2) na variavel y, na

vizinhanca do ponto (z,42, Uns+2) € usando a equagao acima obtemos:

R 0 . "
.f(:1:1:+2| }/:1-}-'2) = f(-'?:n+31 ?}n+2) + U_i}f(l.u-!—?s 'fJu+2)(Y;r+2 . yﬂ'i-?)

a2
Wf(xn-i-?: E}u+2)(}/n+‘2 - ﬁn+2)z

i 0 ) ,
f(‘.t‘.“+'-?‘ yn+'.?) e (-)_Uf(-r!l-i—?a yn+2)(y;z+2 - yn+2)
v '2 *
0__U2f(3-'11+21 ?}?l+2)(Tn+] )2

4 J ; ;
f(:f:n+2s yn+2) + U_Uf(:f:n+2: yn+‘2)(}/‘u+2 - yn+‘2) e O(hg)

2 0 ; K
f(:f:n+2: yn+2) T a_uf(-'nn-{-Z‘ yﬂ+2)’rn+l(h) + ()(h‘s) (11 l")
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Férmula Trapezoidal Estendida

Logo podemos escrever T;,,; em funcao de 7,41 € Tpy1 COMO
0 4
Tout1(h) = Tna(h) + h[(rgrﬁl(h)a—yf(xuﬂ,y,,+2)] + O(hY), (1.18)

expandindo, em série de Taylor, % f(Zn42, Yns2) nas vizinhangas do ponto
(2, Uni2), Obtemos:
42

(} (j I(Im ?}?I+‘2) + O(h-‘z),

d 0
—f Tn+2, Yns2) = Tny Yn 21
c')yj( +25 Jn+2) dyf( Un+2) + 2h5——
e substituindo na equacao (1.18), temos:
92

J
tru+l(h-J - 'I:t+1(h)+hn'27-n+1(h}['?d_;f( ‘T Jn+‘7)+2h’d a

(1.19)
Utilizando (1.12) e (1.14) e sabendo que a; = —15, temos a seguinte ex-
pressao para o erro de truncamento local:

h LSO h®

Tht1(h
(k) = 57%a" + 355

(—Mi}f(rn Jn2)) YD + 13Y(’)) + O(h®). (1.20)

Desprezando o erro de truncamento local, temos um método de passo um

de terceira ordem dado por:

Yntl = Yn t+ %[5fn + 8 fns1 = fura)s (1.21)
com fria = f(Tnsa, Jnta) €

Un+2 = SYn — dYn+1 + h[2fn + 4 fnta], (1.22)

que foi denominado, por Agarwal & Usmani [1], de Férmula Trapezoidal Es-
tendida (ETF), o qual é um método de ordem 3, como pode ser observado em
(1.20).

1.3.1 Analise da Estabilidade

Para investigar a estabilidade da ETF, consideramos novamente a equagao
teste (1.5). Aplicando a esta equagao o método proposto definido por (1.21) e

(1.22), temos:

h
Yn+1 = Yn + E[5yn + 8yu+l = ',f}n+2] (123)

A"AY.“’
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Férmula Trapezoidal Estendida

:"}n+2 = 5?):; - 4y;rz+l + h)‘[zyn = 4yu+l]-

Substituindo (1.24) em (1.23), obtemos:

hA
Yn+1 = Un + ﬁ[syn + 8yn+1 . [5?;’11 - 4yn+l + h)"(gT n + 4yn+l)]]s

1 5hA 2 ShA ShA i 4hA 2h%)\? 4h2)\?

Yn + ——"ln = Yn = m—Tin 7" Yn - T — Un

Y 2 Y 12 n+1 12 Y 12 Yn+1 12 Y 12 Yn+1
1? u? s

?}n(l - 6 ) o Un+l(!"5 = ?) (1'23)

Entao

/2
3
vn(1 —54°)

(1-p+4)

= Yn4l1 = ?InR(H)n (126)

P

Unp1(l — i+ = : 5

= UYn+1 =

onde g = Ah. Mostraremos que a formula trapezoidal estendida é A-estével,
verificando que a fungdo racional R(u) satisfaz |R(u)| < 1 para Re(u) < 0.

Considerando p = pe'?, (Re(p) = pcos(f)), temos:

|R(w)|* = R(u)R(R) =

B 1— _’020210 j l{p?c—?zﬂ
TN peid + 3{,2(,2:'0 1 — pe—i + 3,028‘2’5” -

2 " o
_ P20 —2i8 1 4
- L—fg (e + &) g _

1 — p(ei® + e~i0) + .t;j(czw + €20 4 3) — %p;a(e—w + eif) + %}94

3 1 - 2p?cos 23)'}'359 -
" 1—2pcos(6) + p*(1 + £ cos(20)) — 2p® cos(6) + 50 D’

para obtermos a expressao acima utilizamos as seguintes relacoes:

{z€®=>cos( 2) =

%(Pw’ +(,—zz)
cos(2a) = 2 cos*(a) —

A"AYA"
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Foérmula Trapezoidal Estendida 31

Notamos que N, D > 0, pois sao resultantes do produto de um nimero
complexo pelo seu conjugado. Fazendo a diferenga entre o denominador ¢ o

numerador da func¢ao da estabilidade R(u) temos:

; 2 1
D — N = —2pcos(8) + p*(1 + cos(26)) — 5,{)3 cos(f) + ﬁpd -

5 D 1
= —2Re(u) + 2[Re(p)]?* — gszc(p) + 1—2;,04,

Dai segue que D — N > 0, uma vez que Re(u) < 0. Assim, temos que:

D-N
D >0,

o que implica na seguinte desigualdade:
)
D 1

Portanto,

’\.’
|R(p)| =14/ 15 <1, com Re(u)=pcos(f) <D0.

Logo, o método ¢ A-estiavel. DPara ser L-estével deve satisfazer a pro-

priedade adicional:

lim  |[R(p)| = 0.

Re(p)——o0
Como p1 € G o= a+ bi, a,b € IR, dai segue que:

: ' . (1 - 2(a+bi)?)
~ lim —| = lim ; | =
Relplmee + )| = | (1 — (a+ bi) + L)

lim (1 —3(a*— 8+ Zabl) lim (1 - §(a® = b?)) + Zabi

a——00 (1 _ ((1 i b?) + (az—h‘;+2abill) T (1 —a+ u?;.‘;').) + (b? + 2"%]

(55 — g (a® = b?)) + gab)]
a a2—bh2 2abi

a*((5 — &+ 57) + (bi + w)l‘

(1.27)
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Féormula Trapezoidal Estendida

Dai,
lim |R(p)| = % # 0.

Re(p)——o0
Assim, o método possui a propriedade de ser A-estavel, mas nao é L-estavel.
Descrevemos, na préoxima se¢iao, uma familia de métodos estendidos. Serd
feito um estudo da estabilidade dessa familia de modo a se obter um método

L-estavel.

1.4 Uma Familia de Métodos Estendidos

Como vimos na secao anterior, a formula trapezoidal estendida nao ¢ L-
estavel. Isso incentivou Jacques [9] a investigar a precisao e estabilidade dos
métodos na forma geral (1.9) e (1.10), mostrando que os coeficientes a; e f3;,
podem ser escolhidos de forma a construir um método que nao é apenas A-
estavel, mas também L-estéavel.

Inicialmente, analisamos a ordem de convergéncia do método na forma
geral (1.9) e (1.10). Tomando a equacdo (1.9) com erro de truncamento local
de ordem k + 1, denotado por 7,4,(h), e a solugao exata do p.v.i. (1.2) no

ponto x, dada por Y, temos:

Yit1 = Yo + hlagf(zn, Vo) + a1 f (@i, Yatr) + a2 f (Tag2, Yato)] + Taga (h),
(1.28)
onde |7;,41(h)| € M;h¥*1) para alguma constante positiva M;.
De modo anélogo, se a equagdo (1.10) tem erro de truncamento local

Ta+1(h) de ordem K, entao:
}/’n+2 - ;'3"}’;' <+ .HI Y;H—l + !’-'[.fi2f(mm y:n) + !'..¥3f(:r;n+1: l/11—+—1)] + Tn+1 (h): (129)

onde |1,41(h)| < Myh*, para alguma constante positiva M.
Suponnhamos que f é uma fungao continua satisfazendo a condigao de

Lipschitz com constante de Lipschitz L. Podemos, entdo, subtrair (1.28) de
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Formula Trapezoidal Estendida

(1.9), para deduzir que:
(}/;:+1 o yn-i-l) = (Yn - yn) T f't[(l‘n(f(:f:,” yn) - f(:nrzs?fri))

+(‘1(f(-f:n+] H }/!1+1)_f("rn+ls :f}y¢+1))+(l'2(f(l'n+2. y;l-f-'.'!)_f(-rn-i-ih ?}H+’.’.))]+t‘n+] (h)

- |Yn+l o yn+1| < |yn = :Un| + fl“(ran(Im Y;i) = f(zm yn)|

+|“1 | |f(:f:n+1 y }/n-i-l )"'f(?rn+] y Un+1 )‘+I“2”f(l'n+2: }/r1+2)_f($n+2s :f}n+2) ”+“'n+l (h)l

Utilizando a condigao de Lipschitz, segue que
|}fn+l = '.Uu+|| < Dfu = yr:| e h[iﬂ'[}”L(Kl = 'Uu)l

+|(1'] ||L(}/H+] T yn+l)| i ](}52||L(K1+2 = :‘l}n»i-').)” = Itn-i—l(h”
= en41 < e, + hL(|aglen + |y |ens1 + |ao|éniz) + MihF*L. (1.30)
De modo anélogo, subtraindo (1.10) de (1.29) podemos concluir que:
éns2 < |Bolen + |Bilens1 + hL(|Balen + |Bslent1) + Mah*, (1.31)
onde
ei=Yi—u| e é&=[Y;-gl
Utilizando a desigualdade (1.31) podemos reescrever (1.30) da seguinte
forma:
Cn+l = €p + hL”n'Ul(?n + ial|cn+1 + |0'2|(|.3I]E€u =+ |)61Ieu+] o hL(I.ﬁ‘2|en
|Bslens1) + Mah*)) + Mp*! = en(hL(|ao| + |a2Bo] + 1) + h®L?|aos|)

ens+1(RL(|ay| + |aaB1]) + h2L3|aafs|) + hLMaoh*|ag| + MyhF+E,

en+1(1 = (RL(Ja1] + |a2B]) + "12L2|“'2.53|)) <

< en(hL(|ao| + |a2Bo]) + h2L?|aBa| + 1) 4 (LMa|ag| + M;)R*H

(LMs|ag| + M)A 4 (1 + (RL(|ag| + |a2Bo|) + h2L?|a2Bs]))en
(I = (RL(Jau| + |a2f]) + h2L?|aaf33])) '

= €n+1 <

AVA
AVAYAY

2 3 4 5 6 7 unespm 11 12 13 14 15 16

17



Formula Trapezoidal Estendida

Entao:

1+ B
“n L i -1 L
‘“-(Lmr‘ =

onde
B = Lh(|ao| + |a260|) + h2L?|Ba0rz],
C = hL(|oy| + |aaB]) + h2L?| B3],
T = (LMa|as| + M;)h*+!

e h é escolhido suficientemente pequeno para assegurar que C' < 1.
Sabemos que eg = 0, pois yy é a condi¢do inicial dada. A desigualdade
(1.32) pode, portanto, ser resolvida recursivamente para obtermos um limitante

superior para e,, para qualquer n, como segue:

{u< ﬂ !+ T — T
b= NI ¥ I=@ 1-0C

A g <1+B+1 T
AT \1=-0C 1=0
" T . f{1+B 2+1+B+1
LAY g oL
e R T G A T 1-C
e T .[(1xB 3+ B "*+1+B
g N e T 1= i

T 1+ B\"
< il
1-0—((1—0) +(

Da equacgao acima notamos que,

14-B “+ 1By o
1—C l_c “I2 = In+ls

¢ uma progressao geométrica (P.G.) de razao q¢ = HB - cujo termo inicial a; = 1.

Somando os primeiros termos dessa P.G. (Su = Z P = alﬂ—), temos:

q—1

-G () 1) (339):
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Foérmula Trapezoidal Estendida

Logo,

| < 1+B 71+]_1 1_-0 T
&R S A T—0 B0/ 1 =0
T 1+B n+1
= et S ((1-0) ‘1)

T 1+B n+1
2 o _— — : :
= Cp41 < B-+—C ((1+ 1_0) 1) (l 33)

A relagao apresentada abaixo pode ser encontrada em [11], (pagina 58),

(1+t) <exp(t), Vte R.

Assim

1+B+C<y B4C
=G = B\T=0y"

1+B+C"<,n. B+C
l—C? s exrpln l—C i

Utilizando a relagao acima em (1.33), temos:

T (n(B+O)\ _
en < B+ C [(..Lp(—l_c ) 1}

Como B + C contém um fator de h, o termo entre colchetes ¢ limitado

quando h — 0, com z,, fixo. Finalmente, notamos que 7" contém um fator de
h¥*1 e o termo B + C tem um fator de h, podemos deduzir que o erro global,
e, = O(h¥). Desta forma, mostramos que o método é convergente de ordem
k, quando supomos erros de truncamento local da ordem de (k + 1) e k para
(1.9) e (1.10), respectivamente.

No erro de truncamento local do método estendido (1.19), 7,41 é multipli-
cado por h. Portanto basta que o passo de 7,42 tenha erro de ordem h® para
que o erro de truncamento local seja da ordem de h*.

Utilizando um processo analogo ao considerado para a férmula trapezoidal
estendida e tomando a formula principal (1.9) como um método linear de passo

multiplo, com erro de truncamento local ¢,;(h) da ordem de h*, obtemos:
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Foéormula Trapezoidal Estendida

) 2 1
Re="T=y L= 3 o ===y

12

h 13 . roin .
2!—;11’,}‘” + mh")’,}“) + O(h®).

tns1(h) =
Os calculos utilizados para se obter os valores acima, podem ser encontrados
na pagina 23 deste trabalho.

Consideremos, agora, a formula intermediaria (1.10) como um método
de passo muiltiplo com erro de truncamento 7,41(h) da ordem h3, o que nos
fornecera o seguinte sistema:

1-8y—-51 =0
2—01=pP2—33=0.
2-31B1—-F=0
O qual ¢é formado pelas trés primeiras equagoes do sistema apresentado na

pagina 25 e tem como solucao geral:

: . ; 1: 1 ; 1 3
Bi=1-0, p2= Eﬁn 3 Bs = 5}30 + 7

Com esses valores, obtemos uma familia de métodos convergentes de ter-

ceira ordem que dependem de um parametro dado (f,), dada por,

h p
Yn+l = Yn + ﬁ[‘gfn + 8fn+l == fn+2] (13“1)

com fn+2 = f(-’l:n+2: :f}n-l-'i) e

. _ h - "
Yn+2 = .d[}yn + (1 e .d{!)yn+l =t 5[({3(] i l)fn +: (.1[30 + *—)')fn+‘l]' (130)

1.4.1 Analise da Estabilidade

Nesta se¢ao construimos, a partir da familia de métodos estendidos apre-

sentada na se¢ao anterior, um método que é L-estavel.
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Foérmula Trapezoidal Estendida 37

Veremos agora para que valores de /3, a familia de métodos, dada por (1.34)
e (135) satisfaz a condicao lilll;,»_(:“,)_,_oo |R(;L)| = 0. Aplicando a equacao teste

definida por (1.5), obtemos:

hA .
Yn+1 = Yn + E[Syn + 8:")'n+1 - yn+2] (136)

. | hA
Ynt2 = ﬂl!yu + (1 - fjll)yn+l 1 ?[(.ﬁﬂ - 1)% + (;80 + g)yn+1]> (137)

Substituindo (1.37) em (1.36) obtemos:
Ynt1 = R(H)?}n-.

com p = Ah, ¢ a funcao de estabilidade, R(u) é:

R(p) = '
1 3 (—71;3[1)“ = ()(3{:‘]2:@“’2

Vamos supor que o fator de p? no numerador seja nulo, isto é
| / 3

]. e 1;30 _

51 0.

Dai, If)){) =1

Assim, substituindo g, em (1.38) obtemos a fungao de estabilidade

1+%;L

R(g) = ——F———,
(1) 1_&},54_%’“2

e fazendo Re(p) — —o0, temos que R(p) — 0, o que nos fornece

lim |R(p)| =0.

Re(p)——oo

Verifiquemos agora que o método é A-estavel. Seja i = pe'? entéo:

|R(1)|* = R(n)R(R) =

(14 30€)(1 + 3pe=?)
1- %p(.’m + §p2e0)(1 - %pe'm + gpe29)
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Foérmula Trapezoidal Estendida

1+ Zpcos(f) + £ N

9

1 - _'”“)“(9) + 3% + %u)h@ﬁ) — %p" cos(8) + {;—[') D’

Fazendo a diferenca

| 2, !
D — N = —2pcos(f) + éﬂz(l + cos(20)) — 5p.s cos(f) + %p

onde D — N > 0, sendo er(;,:) = pcos(f) < 0.

Logo, 258 > 0 = o < L. Assim, |R(p)| = % < 1, ou seja, obtemos a A-
ost.ablh(ladc do método. Como esse método é A-estavel e limpe()——oo |[R(12)| =
0, temos que ele ¢ L-estavel.

Portanto, tomando 3, = 1 temos um método de terceira ordem que é

L-estavel, dado por:

h .
Ynt1 = Yn + E[SIH + 8fnt1 — fn+2] (1.39)

:";'u+'.3 = Yn + 2‘i?-fu+l- (140)
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Capitulo 2

Métodos Numeéricos para

Equacoes Diferenciais Parciais

Parabodlicas

Mostramos, neste capitulo, alguns exemplos de equagoes envolvendo deriva-
das parciais. Nas proximas secoes introduzimos os seguintes métodos: explici-
to, de direcoes alternadas implicitos e localmente unidimensional. Finalizamos
com um método numérico implicito localmente unidimensional para resolugao

das equacoes de difusdo e conveccao-difusao em duas dimensoes.

2.1 Conceitos Preliminares

Seja v uma funcao, u : 2 — IR, onde 2 C IR". A derivada parcial de u em

relacdo a variavel x, que é a primeira variavel, podera ser denotada por

du

2" w, ou Jpu,

e a derivada total de u com relacao i x serd denotada
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Equacgoes Diferenciais Parciais Parabélicas em Duas Dimensoes 40

du
dz’
De maneira andloga, as derivadas parciais de segunda ordem em relacao
as variaveis = e/ou y poderao ser denotadas por:

0*u 2 d*u
-‘d';_-'ﬂ' Urz, ()xll, ou  Ugy-.

Oyozx
A seguir, daremos algumas defini¢oes envolvendo equagoes diferenciais par-

ciais (EDPs).

Definigao 2.1. Uma equagao diferencial parcial é uma equagao que envolve
uma funcao incignita de duas ou mais varidveis e suas derivadas. Logo,
uma equagao diferencial parcial de n varidveis independentes, x, ..., x,, € uma

equagao na forma:

=0

y Ly Uy

F( du ou 0*u u d%u )
I e AT e —
oz, 7 Oz, Oz} oz’ 7 Oxyxe’

Definigao 2.2. A ordem de uma equagao diferencial parcial é dada pela mais

alta ordem da derivada que ocorre na equagao.

Definicao 2.3. Uma equagao diferencial parcial € dita linear se for de primeiro
grau em u ¢ em todas as suas derivadas parciais que ocorrem na equag¢ao. Caso

contrdrio, dizemos que a equagao € nao-linear.

Uma equagao linear de primeira ordem é uma expressao na forma:

n

Za( )g—lﬂ—b{ Ju+ c(z) =0,

onde r = (zy,...,x,) e pelo menos um dos coeficientes a; é nao-nulo.
Logo, uma equagao linear de scgunda ordem ¢ uma equagao dada por:
T
8 u Z
Z b;( c(z)u+d(z) =
2. %P 5o 85, T 2 + c(z)u + d(z)
t.]-—-l J=1

Com pelo menos um dos a;, nao nulo.

A"AY.“’
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Equacgoes Diferenciais Parciais Parabélicas em Duas Dimensdes 41

Definicao 2.4. A parcela da equagao que apresenta derivada de ordem mais al-
ta recebe o nome de parte principal. Dessa forma, a parte principal da equagao

aé:

Z ai;(2 dr d'rj

1,7=1

A seguir, vamos classificar as EDPs de segunda ordem em trés grandes

Zrupos.

2.1.1 Classificagao das EDPs de Segunda Ordem

Dentre as equacoes nao-lineares, as que tem parte principal linear sao
chamadas semi-lineares. Assim, uma equagao diferencial parcial semi-linear

de segunda ordem ¢é dada por:

> 0u Bu ou
Z aij( )d; 0% f( c’)J:,l)

1,7=1

Representamos as equagoes diferenciais parcias de segunda ordem semi-

lineares da seguinte forma:
a(z, Y)uze + 26(x, )y + c(, Y)uy, = f(x,y, u, uz, uy), (2.1)
com funcoes a(z,y), b(x,y) e c(z,y), tais que,
a® +b* +c® #0,

onde u(zx,y) é a fun¢io incognita.

A EDP (2.1) pode ser classificada, segundo [8], da seguinte forma:
e clitica em um ponto (o, %), se b*(xo, vo) — alxo, yo)c(To, vo) < 0;
e parabélica em um ponto (g, yo), se b*(xo, yo) — a(xo, Yo)c(Zo, o) = 0;
e hiperbolica em um ponto (zg, yo), se b*(xo, yo) — a(zo, yo)c(xo,y0) > 0.

A classificagao das EDPs em trés grandes grupos tem grande importancia
nas aplicacoes, na andlise teorica do problema e na elaboracio de algoritmos

numéricos, que devem ser convenientes para cada grupo.

A"AY.“’

2 3 4 5 6 7 unesp il 13 14

1:5

16

17



Equacgoes Diferenciais Parciais Parabélicas em Duas Dimensoes 42

2.1.2 Condicoes de Contorno e Iniciais

Em 1902, o matematico Hadamard introduziu o conceito de problema bem
posto [5]. Um problema bem posto ¢ aquele que apresenta exatamente uma
solugao (existéncia e unicidade), a qual varia continuamente com os dados
(estabilidade). Este conceito, fornece uma indicagio da adaptagdo do modelo
matematico ao sistema real que se pretende estudar.

Uma importante diferenca entre as equacoes diferenciais ordinarias (EDOs)
e as EDDPs ¢ a informagao necessaria para garantir a unicidade de solu¢ao. No
caso de EDOs obtemos unicidade impondo condi¢oes iniciais, isto ¢, fixando
os valores da solucao e de suas derivadas até certa ordem, em um determinado
ponto, chamadas condi¢oes de valores iniciais. J4 no caso de EDPs, como
temos mais de uma variavel dependente, é natural fixar uma das varidveis e
impor o valor da solugao e de suas derivadas parciais em relacao a variavel fixa
como funcao das outras variaveis.

Generalizando o conceito de condigoes iniciais, impondo o valor da solugido
e suas derivadas ao longo de uma curva inicial (se n = 2) ou superficie inicial (se
n = 3), o problema correspondente pode ser chamado de problema de Cauchy
ou de valor inicial. Podemos, também, obter unicidade no caso de intervalos
finitos, impondo condigoes nos extremos dos intervalos, as chamadas condigoes
de contorno.

No caso de EDPs procuramos solucoes definidas em um aberto Q C IR"™; é
natural substituir os extremos do intervalo (n = 1) pela fronteira da regiao 2
(092). Quando impomos condicoes sobre o valor da solugao e de suas derivadas
na fronteira da regiao, temos um problema de valores de contorno ou, simples-
mente, problema de contorno.

A seguir exibiremos alguns exemplos de EDDs.
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Equagoes Diferenciais Parciais Parabélicas em Duas Dimensoes 43

2.1.3 Exemplos de EDPs

O primeiro exemplo, trata-se da equagao de Poisson, que se refere a feno-
menos que nao dependem do tempo.

Defini-se o operador V em IR" da seguinte forma:

Utilizaremos o simbolo A para denotar laplaciano, isto é,

9? d?
=—+ 4 —
ox3 ox?

A

¢ o laplaciano em IR".

Equacao de Poisson

Considere a equagao diferencial definida numa regiao R do plano, dada
por:

Upr + Uy = [(2,y), (z,y) € R C R (2.2)

Observando a representacao geral, temos: @ = ¢ = 1 e b = 0. Portan-
to, (2.2) é uma equacao elitica chamada equagao do potencial ou equagao de
Poisson. Se f(x,y) =0 é comum chama-la de equagado de Laplace.

As notagoes usuais para equacgao de Poisson sao:
Au = f(z,y) ou Vu = f(x,y).

Para definir um problema bem posto para (2.2), devemos impor condi¢oes
para u(z,y) no contorno da regiao R.
O préximo exemplo, refere-se & equagao do calor nao-homogénea que esta

associada a fenomenos de difusao e transmissao do calor em solidos.
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Equacoes Diferenciais Parciais Paraboélicas em Duas Dimensoes 44

Equacao do Calor

Seja I = (c,d) um intervalo na reta e a(z,t) > 0. Considere a equacio

diferencial em u(z,t)
a(z, e —ue = f(z,t), z€ICR ¢ t>0. (2.3)

Nos problemas de evolu¢do uma das varidveis é o tempo, por isso, por
conveniéncia, trocamos a variavel y por t. Esta ultima variavel merece um
tratamento especial, pois temos na variavel tempo um problema de valor ini-
cial e na variavel (ou variaveis) espacial (espaciais), um problema de valor de
contorno.

Como a(z,y) > 0,b = c = 0, a equagio (2.3) & do tipo parabolica, chamada
equagdo do calor (ou da difusao). A equagao do calor para sistemas bi e

tridimensionais nas varidveis espaciais ¢ dada por:

U — a(Uez +uyy) = f(z,9,t), a(z,y,t)>0, (z,y) e RCR? t>0,

w—a(Ugz+Huyytus.) = f(z,y,2,t), a(z,y,2,t) >0, (z,9,2)€EVCR® e

Como ultimo exemplo apresentamos a equagao da onda, que esta associada

A propagacao de ondas.

Equacao da Onda

Seja a(z,t) > 0 e seja o intervalo na reta I = (c,d). Tomemos o seguinte

problema de evolugao:
a(z, )z —uy = f(z,t), x € Tet > 0. (2.4)

Como a(z,y) > 0, b = 0 e ¢ = —1 temos, entdo, pela classificacio apre-
sentada na secao 2.1.1, que se trata de uma equagio hiperbolica. Como ja
dissemos anteriormente, esta equacao é chamada equagdo da onda, pois de-
screve o fenomeno da propagacio de ondas. No caso de uma varidvel espacial,
a solugao u(x,t) representaria a posicao de uma particula da corda vibrante

no instante ¢.
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Para os casos bi e tridimensionais, na variavel espacial, a equac¢ao da onda

assume as formas:
e — a(Ugr + uyy) = f(z,4,1), a(z,y,t) >0, (z,y)€ R* t>0,

U — Uz +Uyy+uz;) = f(2,9,2,1), alz,y,2,t) >0 (x,9,2)€ R®, t>0.

Nas equagoes hiperbélicas, a fungao incégnita aparece sob duas derivadas
com relagao a variavel tempo. Para que elas sejam um problema bem-posto
sao necessarias duas condicoes iniciais, u(x,0) e w,(z,0). Dessa maneira, sao
necessarias condigoes de contorno nas variaveis espaciais, que podem envolver
a funcao incognita u e suas derivadas e condigoes iniciais.

As equacgoes de Poisson, do Calor e da Onda sdo exemplos classicos que
representam cada uma das trés categorias descritas anteriormente.

Na secao que se segue tratamos alguns métodos numéricos associados as
equacoes diferenciais parabdlicas, as quais sao o objetivo de estudo deste tra-

balho.

2.2 Equacgoes Parabdlicas em Duas Dimensoes

Nesta se¢ao, faremos um breve estudo envolvendo métodos numéricos para
equagoes diferenciais parciais parabolicas em duas dimensoes. Este estudo
nos auxiliard na deducao de alguns métodos explicitos e implicitos que serdo
apresentados posteriormente.

Dada equacao:

Uy = Qg Uzztaglyy (= Lu), u=u(z,y,t), a =alz,yt), a =az,y,t),

(2.5)

chamamos de malha espacial o conjunto M de pontos:

M = {(z,y)|lx =lhy, y=mhy l,m€Z}, hy,hy>0.
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Equagoes Diferenciais Parciais Parabélicas em Duas DimensGes

x

Figura 2.1: Malha de Discretizagio

Expandindo u(z,y, t,y1) = u(z,y,t, + k) em série de Taylor em torno de

(z,y,1,), temos:
k2 k:;
w(x, Y, tay1) = u(z,y, tn) + kuy(z, y, tn) + E‘Ugt(.’l’?, Yy tn) + aum{:r:‘ Yybn) + -+

Como u; = Lu e L independe de ¢, temos:

ug = (Lu); = Luy = LLu = L*u, logo

Usando esse resultado em (2.6), temos:

w(z, Yy, thy1) u(z,y,t,) + kLu(z,y,t,)
;\_.2 g k:! 5
EL u(x,y,t,) + EL w(z,y,ty) + -
-
(f + kL + 2—‘L3 + 3—L*’ + - ) u(z,y,t,) = exp(kL)u(z,y, t,).

(2.7)

Assim,

w(, Y, tngr) = exp(kL)u(z, y,t,). (2.8)

Esta igualdade serd utilizada para dedugao dos métodos apresentados a
seguir.

Para um inteiro positivo N, consideremos a malha espacial retangular
(i, y;), =z =iz, y; =jAy, 4,j=0,...N+1, com incremento Az =

\—f;r—l Ay = Td_:—] etl,=nAt, n=1,23,..., At>0.
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2.2.1 Meétodo Explicito

Utilizando a teoria apresentada na se¢ao anterior, vamos deduzir um méto-
do explicito [13]. Seja:

g ;
Lu =ty +tyy = (D} + D3)u, ay=az=1, Dyu=u, Dyu=u,.

A equagio (2.8) torna-se entdo u(z,y, tys1) = exp(kD?) exp(kD2)u(z,y, t,).
A seguir, vamos relacionar os operadores D; ¢ Dy, com os operadores de

diferengas centradas 6, f(z,y) = f(z + &,y) — f(z — &,y) = L".;_‘L f(z,y) -

Er? f(z,5) €6,/ (5,9) = [(0,y+%2)~ [(0,y—2) = BF f(z,9)~Ey * (z,9).
Utilizando a notagao apresentada anteriormente e o fato de Ei"z(z) =

2(z + jh) = exp((jh)D)z(z) = e"P2(x). Temos que E" = e"P e assim:

; 1
§=Eih _ E-ih — e3hD _ o-3hD _ 2senh (-éh.D)

) 1

3 = senh (§!z.D)

senh™! (é) — hD
2 2

2senh ™! (g) = hD.

Como

. = , k) 12+
senh™ (z) = Z(_l);"-z?k(k!)zmk 1)

k=0

utilizando a equagao acima temos que:

N é = %k (2k)!
2senh (2) Z(Z( 1);\22:\-(;0!)2(2;;4_1

k=0

Dai, segue que:

o (€)= (£ s

k=0
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il(é_l(é)ﬂi(ﬁ
2. 6\2 40 \ 2
(5 G i)

26 26/ 23

J(E_19 256 &
1 122 23040 4

. 1 1

2__4 6 _

0= 150 togd

Assim, tomando D = Dy, 6 = 4, e depois D = D; ¢ § = §,, temos

2 2__4 _6__
D? = (5 01+ o508 )

S 1
o, LA WY TIY
m(y 2% g% )

Substituindo as expressoes anteriores na equagao

u(x,y,the1) = €xXp (kDf)exp (R'Dg)u(:c,i vbn)

obtemos:

w(x, Y, ths1) = exp ( (5; - ILQ(SJ, + %5(' o )) exp (0 (53 . =8 + —56 )) u(z, Yy, tn).

129 90V
Expandindo em Série de Taylor, temos:

1
D, s- — — —_— 6 —;
exp ( (( 2 0 9[](5 ))

=1l+0 :52—i5 +ié"-- +— 52—ié —55 2+---
i 12°% " g ° 2

9(]’

onde, o = 75 ¢ hy = hy. Logo,

| LY . 1 1\ .
ul( T ¥, tig1 ) = [1 + 002 + 3 (a — 6) 63 4. } [1 + 053 - 50 (cr — —) 53: + .- ] T, 1T ):

6
(2.11)
Calculando o produto entre as duas séries e em seguida considerando somente

os termos de primeira ordem em o obtemos:

n+1

ut = [1 4 0(82 + 62)] wl,n + O(K? + kh2), (2.12)

em 1 2 3 4 5 6 7 llf](?fi‘)‘"’
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(notacao:uy',, = u(xy, Ym,ts)), que é o método explicito padrao envolvendo 5
pontos no nivel ¢t = nk. Outro método simples ¢ dado truncando-se a equacao

(2.11) nos termos de primeira ordem em o, ou seja,

uptt = (14 067)(1 + 062)u,, + O(K* + kh®). (2.13)

2.2.2 Métodos de Diregoes Alternadas Implicitos (ADI)

A discretizagao de uma equagao parabélica em duas dimensoes por um
método implicito leva a necessidade de solucao de sistemas lineares. A dis-

cretizagao implicita, por exemplo, equivalente a (2.12) é:

n+l _ on 2 2 n+1
u; =u;+o (67 + f‘)'y) Ui

ou seja,
(1 —o(82+ 55))1%‘? = uj;. (2.14)
Métodos ADI sao métodos de 2-passos [13], onde em cada passo uma das
variaveis é tratada implicitamente.

Da equacao (2.8) temos:

e k, . k. ;
w(z, Yy, tay1) = exp(k(D3+D3))u(z, y, t,) = exp(;j(Df—l—DgH—g(Df%—Dg))u(m,1 )
Logo,

ko 5 k ;
exp (—5 (D} + D-E)) w(Z,Y, tut1) = exp (5 (D} + Dé)) w(z,y,tn). (2.15)

k. k. k k.
= exp (—;Df) exp (—Eﬂj) 4l 1 b)) = exp (ng) exp (—Q-Dé) ulz; ;%)

cuja expansao e truncamento da série fornece a equagao:

I LR | O 1 | L 2 :
(1 - ;jorﬁi) (l - Ear’ij) u:’:;l = (1 + -2~o'5.j) (1 + 505;) ul; + O(k* + h?k).
(2.16)
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Esta ¢ uma modificagao do método de Crank-Nicolson em 2 dimensoes que
¢ dado por:

1 « 1 9 n 1 ! 1 y n
(1 - amij - Em?;) uit= (1 + 5055_2 + 5055) ul; + O(K® + kh?). (2.17)

Para obter (2.16) de (2.17) foi adicionado do lado esquerdo da equagao (2.17)
25262ul ! e 262622, do lado direito.
A equacao (2.16) pode ser implementada de uma forma mais conveniente
computacionalmente, introduzindo-se um passo intermediario para decompo-la
em duas equacgoes. PPara isso tomamos:

Y= 1052

590, (2.18)

Considerando que os operadores (1+ X), (1—X), (1+Y) e (1 -Y) admitem

inversa, segue da equagao (2.16) que

1+ X) ' 1-X) 1 -V = (14 V)]

= (1-X)'0+X)'1-X)1-Y)uH = u—Y)(1+Y)

v ?J‘
n+
uué

(2.19)

assim

uipt =1 =-X) 1+ V)l

i.J

n+2
1J

= (1-X)y;*=01+Y)u;

Por outro lado segue da equagao (2.19) que

u+xﬁu—xm—ymﬂ-u—XV%

n+%
1,]

= (1-X)1-Y)u}f' = 1+X)(1-X)u

Usando o fato dos operadores (1 + X) e (1 — X) comutarem temos

(1-X)(1 - Y)u! u-xx+xﬁ“

4

= (1-Y)uf' = (1+ X)u“"'ﬁ.

A"AYA"
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Assim, a decomposicao da equagao (2.16) é dada por:
l l (52 ; u+:;'; _ 1 1 52 n 2 2()
— 500 ) i = + 590 ) Wi (2.22)

l Lo\ Ml
(l - 505;) "u:jl = (1 + 505§) ui;". (2.23)
No método ADI descrito pelas equacoes (2.22) e (2.23), no primeiro passo a

variavel y é tratada explicitamente e a varidvel x implicitamente, porém no

segundo passo os papéis se invertem.

2.2.3 Meétodo Localmente Unidimensional

Vamos ilustrar os métodos localmente unidimensionais (LOD) [13] resol-
vendo a equagao:

Uy = Uz + Uyy,

que pode ser escrita como o par de equagoes:

1
—Up = Ugg, € U = Uy (2.24)

2 2

A idéia ¢ portanto, aproximar a solugao de um problema em duas dimen-
soes, resolvendo-se dois problemas unidimensionais que localmente represen-
tam o problema original. As discretizagoes mais simples dessas equagoes sao:

1
n+s o
u; ;2 — Ul 2
Bg — ) _Osn
. 1 b TR
& h2

1
n+l n+sz 2
1 U;; — Uy, 53}, u+%

B E ~p2ta
2
que podem ser escritas na forma compacta:

1
n+3

U; 5

c2 1 2 n+i
=(1+00)uy; e wf'=(Q1+06)y;".
v . n+i
Substituindo-se u; ; * temos:

= (14 ms:fa}(l + ms-‘j:)“;j'

1,7

AVA
AVAYAY
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Obtemos assim a equacao (2.13), que aproxima a solu¢do com erro de truca-
mento O(k? + kh?).

A seguir apresentamos um exemplo de um método LOD, o método de
CN-LOD para o par de equagoes (2.24) o qual toma a forma:

(Vu 3 + 82un,

T, T,

N 2h?

2 n+l 2
¥ ouii + dyu”

2h2 '

(1 % 5ﬁ) ul, (2.26)

(1—555) wtt = (1+ 252) ultE (2.27)

Utilizando a notagao apresentada em (2.18) e a equagdo (2.26) temos:

n+i .
up? = (1-X3)"1(1 + X3)u™,

1]

o +3 -
Substituindo u:j ‘ na equacao (2.27), obtemos:

(1= Y2l = (14 Y2)(1 - X3~ (1 + X2

= (1= X)L = V)ulf' = (1= X)L+ Y31 = X371+ X2,

L2v)

Como (1 - X) e (1+Y) comutam temos
(1= X)(1 = V)t = 1+ Y)(1 = X)(1 = X)7'(1+ X)uly
= (1-X)(1-Y)ul' = (1+Y)(1 + X)ul
= (1-X)1-YV)u =1 +X)Q+Y)ud;  (2:28)

Entao,

(1-582) (1-38) ug = (1+382) (1+35) s

Assim, notamos que o método ADI descrito pelas equagoes (2.22) e (2.23) e o

método LOD descrito por (2.26) e (2.27) sao equivalentes.
Na proxima secao tratamos da formula trapezoidal estendida aplicada a

equacao de difusao.

A"AYA"
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2.3 Equacgao de Difusao em Duas Dimensoes

Sera descrito, nesta se¢ao, um método de integra¢ao no tempo localmente
unidimensional para a equagao de difusio em duas dimensoes, baseado na
formula trapezoidal estendida, com condigoes de fronteira de Dirichlet e Neu-
mann.

Consideremos, entao, a equacao de difusdo em duas dimensoées:

du (021.‘. 0*u

7 Yl gs TR
at oz?  oy?

) , O<z<l;, O<y<l, t>0, (v constante),

(2.29)

com condi¢ao inicial:
w(w,y,0) = f(z,y), 0<a<l, 0<Ly<l,

e condigoes de fronteira de Dirichlet:

U([}. ?;"-f) = .qn(y?"}‘ ”(E.r:' f}»f) = (]l ('!)'J')‘
e 0t = falz ) Glebyt) = filg ), >0

A idéia do método é reescrever a equagao (2.29) na forma de duas EDPs,

que representam o problema original em uma dimensao (espacial):

Uy Uy
= Vlgz, E = Vlyy,

2
e, entao, aplicar a formula trapezoidal estendida no intervalo (¢, ¢, 1 ) para a

primeira equagao e no intervalo ({,, +%,£n+;) para a segunda equacao.

!

Como ja vimos, um método estendido L-estavel associado ao p.v.i., iy =

flz,y), wy(a) =n, édado por:
ﬂn+2 =Yn+ 2h’fﬂ+l

fn+;! == f('fn+‘23 ?}n+‘).)-

AVA
AVAYAY
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h -
Yn+1 = Un + E[sfrl =+ 8fn+1 = fn+2]-

Tomando o passo igual a 5, temos:
Ynt1 = Yn + fpys

fn+l — f(£11+17?}11+l)1

h .
—[5fn + 8f"+% = fn+1)-

yi’l‘l’.-lz' = yll + 24

2.3.1 Foérmula Trapezoidal Estendida Localmente Unidi-
mensional (ETF-LOD)

Da discretizacao da derivada espacial em u, = 2vu,,, pela formula de

diferenca centrada, para 7 = 1,..., N, obtemos:

d 2v . ;
E';[i,j(") _— @['f££+1.j(i.) —_ 2”5._}('{') + 'U;'_I_Ji(fa)}, 1= 1, ey J'\'r. (2-31)

Fixando j e fazendo i = 1, ..., N temos:

0 2v
Eﬂ.;lihj(ﬂ) = m[“‘z'j(i) — 2”1.3.(!{) + u(},j(fr)]

d 2u

5“2_}'({) = E[?I:;J(ﬁ) = 21.{2.}'(1‘-) + 'iL]_j(f-)]

Jd 2u

a“':\'—l.j(r') = FIHN'J‘(I{) — 2?.{_.'\!_1._];({,) + T.-‘,‘.'\.'_-z,j(f,)]
d v

afh\'.;(ff) = m[?h\rﬁ._;(t) — 2un,j(t) + un-1,5(t)]-

Tomando

( uy5(t) \

uz,i(t)

UN- 1.;‘({-)

\ H,\f‘j(f) )
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obtemos,

[ uy (2) \ : uy,(t)

'I.',z_j'(t) “2.3’(5)

'ELN_.I‘_‘,'(?.) 0 ’H-,\-'_l.j(f)

\ 't-’,,.\"j(f-) UN+1,5 (f) TLN_J-(t)

;

g T
aj : uj

?L'g‘j({) = 2'!1,1‘3'(1) + TL(]J(I’:)
'ii;;_lj((.) - 23{£.Q‘j(f.) + TLl_j(f-}

un,j(t) — 2un-1,;(t) + un—2,;(t)
\ u'\+l_,a( ) ZEL\.J(!)'FQEL‘.'\.'_;_“-"({,) )

ou seja,
d 2v 2
5 —u;(t) = =] (a;(t) — Ju(t)), j=1,..,N, (2.32)

(onde a;(t) ¢ um vetor de N-componentes contendo informacdes das condicdes

de fronteira), com a condi¢ao inicial:

ui(0) = (f(z1,95),-- -, f(i”N:yj))t-

Aplicando a férmula trapezoidal estendida para integragio no tempo em (2.32),

no intervalo (tn,t, 1), temos:
= AT
uj + At (‘j; (a;+% - Ju;-w%))
—2r, J’u *3 + 2rza; it
onde 7,

, n+i _ At £ n+d n+1
u; ? ¥ XIQ(JF +8F""2 — F )

2x 12 Az?

At 2 2
uj (SA; (a}-’“ — Ju' ) —l—8—br

A"AVA"
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2u

n+l _ gantl
v (n Ju] ))

ou seja,

"_;J nt+i a
- ?1—2 (Su}’ + 81aj+‘ u“"’l) . (2.34)

n+i Tz n+i
; Z iy T : g Y
u; °=uj+ 7 oaj + 80,} i

2

Substituindo (2.33) em (2.34), obtemos:

I.i+'.;'
J

n n nti
= u; + 12 (Saj +8a; * —a; )

J n ‘1‘ T l
i (ou” + 81:, = 2-:‘;,,Juj+* + 2':‘1aj+2)) :

Entao,

(! + %rwf + %('F'J,J)Q) u}&% =

r

= (I - %-;'J_.J) uj + —2; 2@} + -6- = (41 +r2J) a; nti

(2.35)

onde I denota a matriz identidade. Na equagdo (2.35), paracada j = 1,..., N,
devemos resolver um sistema linear pentadiagonal.
Novamente, discretizando a derivada espacial em wu, = 2vu,, pela formula

de diferenca centrada para i = 1,..., N, obtemos:

0 2v :
auf_j(f-) = A—yz(ui'j-H(i) — 2'“-,"}'((-) + Itf.j_l(fa)], 1= 1, vy N. (236)

Seja

( wa) ) [ wiolt)

u; 2(t) 0

u; N-1(t)

oy

A"AVA"
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Dessa forma, (2.36) pode ser reescrita na forma matricial como:

-—-1'(1) AU (bi(t) = Jui(t)), i=1,..,N, (2.37)

(o vetor b;(t) traz informagdes das condigoes de fronteira), com a condigao
inicial:

vi(0) = (f(zi, 1), -- -, f(@i,un))"
Agora, aplicando a (ETF) para integragao no intervalo (¢ 1o tn+1), temos:

Au+f-; 1r1+.i . +1 1 . VAf
O S=a ¢ = OrgJult 2 b, (= 22 (2.38)

" n n+3 ") J n+d 43
= +2 + 1 ( b, h + 8ot — :'J+2) — % (51Ji+2 + 8yt —'U;Jr‘) y
(2.39)
Substituindo (2.38) em (2.39) para i = 1,..., IV, obtemos:

2 1 y
(r +3md + a(r'yJ)z) iy

1 n+ n++ T z 1 n+d
— (I = S""y‘]) T 12 ‘v!i = EI (41 +1yJ) bi!—H = Eryb:' %

(2.40)

As equacoes:
2 1 nti
(I + 5'."1-J 4 -é('r‘.IJ)z) uj+2 =

s 5 n+2 1
uj +12: o0 e, 5 (4[—4-? J)a; 5754

2 1 z i
(1+ ) + 5y f)Z) ot =

D nti L n 1 ﬂ+%
'1—2?';‘,&; 2 + _Gi (4[ + ?‘yu‘r) bt = - E?‘ybl
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descrevem o método ETF-LOD.
Do método descrito acima temos a seguinte relacao:

'”;'ti=1 = [ug, ua, ..., un] = ['Uf‘,-ug.,‘..‘n;‘;].

O método calcula os vetores coluna u; para o nivel ¢, 1 em (2.35), a seguir
calcula os vetores linha v no nivel ¢,+; em (2.40).

Da mesma maneira que o método trapezoidal estendido é de terceira ordem
na variavel tempo, é claro que o método dado por (2.35) e (2.40) do nivel ¢, a

lny1 € de terceira ordem no tempo.

Para estudarmos a estabilidade de alguns métodos numéricos envolvidos
neste trabalho, aplicamos o método ETF-LOD as equagoes de difusao e convec-
cao-difusao com condigoes de contorno homogéneas e obtemos um sistema da

forma:
n+ %
J

- n+d
=Qu?, W =Qu 3,

u

onde () ¢ uma matriz quadrada pentadiagonal de ordem N.
Definicoes alternativas as apresentadas anteriormente, para o conceito de

estabilidade, sao apresentadas a seguir.

Defini¢ao 2.5. O método numérico é estdvel se os autovalores de Q siao em

maodulo menores ou iguais a um, ou seja,
IMQ)| < 1.

Definigao 2.6. Um método serd incondicionalmente estdvel quando a desigual-
dade anterior for satisfeita para qualquer tamanho de passo. Caso contrdrio,

o método serd condicionalmente estdvel.

Analise da Estabilidade

Analisamos, nesta sec¢do, a estabilidade do método ETF-LOD. Antes, porém,

introduzimos algumas notagoes que serao usadas posteriormente:

2 1 4 1
Um = [ul,us,...,uy], Az=I+ §?'IJ 4 6(“'])-’ B, =1- g-rm.],
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A, e B, sao definidos de modo analogo. Entao, para condicoes de fronteira

homogéneas, o método (ETF-LOD) descrito por (2.35) e (2.40), é dado por:

A U™ = B,U™ (2.41)

AU = B,U™ (2.42)

Assim, U"*3 = A;'B,U", substituindo U™3 em (2.42) temos:
AHU?H—I - By(A;IB:U”) — U"+] e A;lBy(A;lBIU”) — QU",

Q= (AJIBJ;)(A;IBI)-

s7)

A matriz J tem N autovalores distintos e positivos dados por Ay = 4361?.22Juﬁ—

s =1,...,N. Para um autovalor A de J associado ao autovetor 6, utilizando as

propriedades apresendadas na pagina 21 e tomando o, = Ar,, temos:

(A;'B.)0

Logo, o autovalor p, de A;'B, é dado por:
1 — %ox

by = ——s——7—.
S T e )

E facil verificar que |p.| < 1. De modo analogo, para um autovalor u, de
AZ'By, |py| < 1. Assim, se g denota um autovalor de Q, 1 = pgpy, e deste
modo || < 1. Segue da definicao 2.6 que o método ETF-LOD é incodicional-

mente estavel.
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Método ETF-LOD para Condigoes de Fronteira de Neumann

Ha varias possibilidade nas quais as condigoes de fronteira de Neumann
podem ser especificadas. Para ilustrar a extensao do método ETF-LOD con-
sideramos condi¢oes de contorno de Neumann dadas como a seguir:

d 0

mu((), y, 1) = ayu(0,y,t) — by, au(lm y,t) = —agu(ly,y,t) + by, (2.44)
onde ay, as, by e by sd0 constantes nao-negativas. Para este caso ¢ util redefinir
a malha na dire¢do z, com z; = (i — 1)Az, i = 1,...,N, onde Az = f{—l
Primeiro consideramos a discretizagao da fronteira ao longo da linha z; = 0.

Introduzindo uma linha ficticia = = z; e substituindo a derivada da primeira

equacao em (2.44), pela aproximacao de diferenca centrada, temos:

1
E[iéz.j(t) = 'H.n,j(f.)] = alur‘j(l) o bl-

Desta equagao segue que, ug;(t) = —2Azayuy j(t) + 2Azby + ug ().
Da discretizagao de u, = 2u,,, realizada anteriormente, segue que:
g -2
aTiiJ'(" A D) [”:+l u; j(t) + ui—l.j(t)]-

Tomando ¢ = 1, temos:

1o,
(_)—!'H.LJ-(!) A o) ’“JJ 2'(:‘,1 J( ) o Tt{]_j(f)]‘

Substituindo g ;(£) na equagao acima

5 o
&-ul.j(i.) = AUZIILQJ t) — 2uy;(t) — 2Aza u j(t) + 2Axb; + ug (1))

2
= [‘21{_)_ j 2(1 + A:I:al)ul‘j + 2&1‘{)1] (245)

De maneira andloga, para a condigao de contorno em z = [, obtemos:

d 21

(_—)?1.'._.\'.3(!.) s )[2u\ 1, (1) = 2(1 + Azaz)un; + 2Azb,). (2.46)
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Agora, seja

( 2(1 + Az)a; -2 ( 2Axh, \
—1 2 ~1 0

-1 2 | 0
-2 2(1+ Az)az \ 2Azb,

isto é:
d 2u
e —u;(t) = 2A —{c

Aplicando a férmula trapezoidal estendida para integragdo no tempo em

- Mu,(t)}, ji=1,..,N. (2.47)

(2.47), no intervalo (t,,t 4 1), obtemos:

N n+i
u’;ﬂ(f) =uj —2r:Mu; * + 2r,c

1
n+s3

Ty n+i ~
— " _EAS[E,T " 2 _ ontl
u; = 12)11[01.53 + 8u; 437" + 7zc.

~n+1

Substituindo u;" na equagao acima, para j = 1,..., N, segue que

1 +1
w, 't = uj — —M[ou” +8u T2 (0 u? — 2r, Mu; oy 2ryc)] +rpe

J
2

ot SROL ;Mz fid +212Mc+1xc

n —4121’1{13’” SEI'J'U,

ul — éMuj; + 2?;14“}”3 + Eﬂuﬁ*u}”’ﬁ + ExMc + 7zC.

2

Assim,

(1 + %?';ﬂ-f - é(? M)z) o g (1 - é?-xﬁ-{) ul 41y (I + %?-Iﬁ-f) ¢

(2.48)
Aqui, novamente, notamos que a primeira equa¢ao do método ETF-LOD para
a equagao de difusao com condigées de fronteira de Neumann, nos leva a re-
solver sistemas lineares pentadiagonais, essa mesma propriedade se verifica
para a segunda equacao do método como pode ser observado a seguir.
De modo anélogo para as condigoes de Neumann, na variavel y temos:
0

0
—u(z,0,t) = dyu(z,0,t) — fi, e

d!} ’u(:,C, iy’ t) = _d2u( u: ) A f'z, (249)
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onde dy, ds, fi e f, sao constantes nao negativas.
Com o mesmo raciocinio utilizado anteriormente temos:

( 2(1+ Ay)d, -2 \
-1 2

4 3 sl 0
\ -2 2(1+ Ay)d; | \ 28yf2 )

e finalmente

2 = 1 1 -\ ntd 1
(I + E?'yﬂf + G(?yfh') ) () = (1 - 5?'1,,1"1{) v + 1y (f + Gryﬂf)
(2.50)

As equacoes (2.48) e (2.50) descrevem o método ETF-LOD com condicoes

de fronteira de Neumann.

Analide da Estabilidade

Para mostrar a estabilidade do método descrito por (2.48) e (2.50), primeiro
notamos que os autovalores da matriz M (denotados por &) sao nao negativos,
pelo teorema de Gerschgorin [14]. Com condigoes de fronteira homogéneas

podemos reescrever as equagoes que descrevem o método da seguinte maneira:
" - BN e Lot
AUV T = B U = S = AZB.U" @ (2.51)

A Un+1 - B Un+ — Un+1 s A IB Un-i—-

onde

i 2 1 1
A; (f+ 3’z M + G(?J_.M’)z) , Bp= (I—E? ﬂu’)

2 = 1 e — 1 -
Ay = (I + Efylnur = 6(?.”‘&{)2) i By = (1]r - 5?‘:”1‘14') 5

Substituindo U™*2 de (2.51) em (2.52) temos:

Uu+l — A

B,A_'B.U".

A"AYA"
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O autovalor 7, de A;'B, de acordo com as propriedades das paginas 21 e 22
¢ dado por:
_ 1-— %?’:TL—.
14 32;?'-:.?',& + %(?',_:-';I)Q’
como 7,17, > 0, logo |n.| < 1. Por outro lado, utilizando o mesmo raciocinio

Nz

temos |1,| < 1. Entdo, se n = n,7,, temos || < 1.

Assim o metodo descrito pelas equagoes (2.48) e (2.50) é incondicional-
mente estavel.

A seguir, aplicamos o método de Crank-Nicolson localmente unidimension-

al & equacao de difusao (2.29).

2.3.2 Método de Crank-Nicolson Localmente Unidimen-
sional (CN-LOD)

Reescrevemos a equagao (2.29) na forma de duas EDPs, que representam
o problema original em uma dimensao (espacial):

Uy Uy
o = Vg, - = Vlyy,
2 2 vy

O método de Crank-Nicolson ¢ um dos métodos mais utilizados na reso-
lucao de equagoes parabolicas. Usamos a formula centrada para aproximar a
derivada em relagao a variavel ¢ e a derivada em relagao a = serd aproximada
pela média das discretizagoes da segunda derivada (usando a férmula centrada)
nos niveis de tempo t, e ¢, +4- Assim, o método de Crank-Nicolson para
¥ = Vg, ¢ dado por:

1 1 1
n+3 n+3 n+

- '“:;I._-j(") R '”-i+1.j(") — 2u, (t) + “‘:‘—1".’}' (t)+“::l+1,j(") - 2”?.3‘(‘) + “?—1,}(5)
' 2Ax? 2Az? ’

n+s n+31 n n n
A2 Uiprg(t) = 255 % (8) + ;255 (8) + iy () — 2ui; + ""fz'—l,j(f'))
1

L I T
= g Ui (8) = 2uy 5 2 (8) + w5 (8) + w5 (1) — “‘%’J(t)+“f'1-i(t))'

At ( n+%
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Entao,
=~ o + 2 0 - )
= u;(t) + ?.2 (uH,J(() — 2ug;(t) + ui U(i’)) .
Fixando j e variando i = 1, ..., N, temos:

“+_ Tz n+3 3 ; ?H—% T +l 1 Tz n
Uy ; (f)+-—2~( Uy ;* (t) + 2uy ;% () — u(;J (f)) = ul,(t)+= . (uh () = 2u7 (1) + uf,(t))

n+3 Tz u+1 n+i n = T i % n
”z: (()-i—?( uy ;i () + 2u Ly j 2(t) — tlji(t)) = u?’,j(t)+? (?530( ) — 2ul (f ) + uj j(1’))

n+= Tz n+ 4 1 n+s
u\t“(!)+—(—u:: (t )+2nj\+‘ (1) ”N+’3 )

2
=uy_;(t) + Ef (”\J( ) = 2u}y_; () + '”-T{'-;a,j(f-))

+5 n+;
r.f,:fﬂj( ) + 2uv t) —uy_ 1;("))

Tz n ]
= uf{.v.j(i.) - 5 (“N+1,j( ) — 2u}y J( ) + u\_I‘j(t)) A

Utilizando as condicoes de fronteira (2.30), podemos escrever as equagoes aci-

ma na forma matricial;:
1 +3 I +3
(1 + E-rrJ 'u,? = 1- 5?'.;.] u; T 5 (a + an 5
Com raciocinio analogo para a equacao % = vu,,, temos que:
2 vy |

1_;+l i,j— i,j+1

% 2Ay2 2/_\1

:;.-1

70 o) o -2 o vt irho -mete vifho

Logo,

n+i T
a0 + 5 (—ulth (O + 20 0) - 1)

1+4 T. T 23 5
= u;;z (t) + Ej (': :;] (t) — 211.:!;‘! (t) + 11.:;-_‘1(1'.)) )

Na forma matricial temos:

1 n " n+i
( ’UJ) ”“=(f—§w) ot 2t ),

A"AYA"
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Assim, as equagoes abaixo descrevem o método de Crank-Nicolson-LOD.

1 n+i 1 " n+i
(I - 5:‘,.]) uj+*’ = (f - E'J'IJ) u; + %{a}’ + aj+‘*).

1 1 n+i r n+3 n
(I 55 5""3,“]) U:'Iﬂ = (1 iy 57‘:;*]) v; 2 i ?y(vi & i U‘J'H}‘

A seguir, apresentamos a ETI-LOD para a equagao de convec¢ao-difusao.

2.4 Equacao de Conveccao-Difusao em Duas Di-

mensoes

Sera tratado, nesta se¢ao, um método de integragao no tempo localmente
unidimensional para a equacao de convecgao-difusao em duas dimensoes, basea-
do na féormula trapezoidal estendida, com condicées de fronteira de Dirichlet e
Neumann.

Consideremos a equacao de convecgao-difusao em duas dimensoes espaci-

ais:

Ju _ 0*u % 0*u
oy T \ox2 T oy?

) , (c1,c0,v constantes)  (2.53)
com condicao inicial:

w(z,y,0) = f(z,y), 0<z<l, 0<y<l,

e condic¢oes de fronteira de Dirichlet:

w(0,9,t) = go(y,1),  ulle,y,t) = 91(y,1),
u(z,0,t) = folz, 1), ulz,lst)=filz,t), t>0.

Para um inteiro positivo N, consideremos a malha espacial retangular
(%:,y;5), isto é x; = 1Az, y; =jAy, parai,j=0,...N + 1, com incrementos

Az = Tfﬁ Ay = Tfj‘r— et, =ndAl,paran=1,2,3,..., At>0.
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Reescrevendo a equagao (2.53) na forma de duas EDPs que representam a

equagao original localmente em uma dimensao, temos:

1

51.{3 + C1Uy = VUyy, Eut + Cally = Viyy.

2.4.1 Foérmula Trapezoidal Estendida Localmente Unidi-
mensional (ETF-LOD)

Discretizando as derivadas espaciais em w; +2¢iu, = 2vu,,, pelas formulas

de diferencas centradas para j = 1,..., N, obtemos:

0 c 2v ) .
-(;)?uf.j(£)+A—;['uﬁl.j(f.)—ui_l.j(t)] = m[u,-HJ-(t)—?u,;‘j(t}+tq_1,j(t)], 1= ]., ‘..,f\u

I'ixando j e fazendo i = 1,..., N, temos:

d c 2u
a“u(i) & A_;:[“?""U’} — u,;(t)] = m[“z;‘(ﬂ = 2uy,5(t) + uo (1)),
d c 2v

aug‘j(t) + Eﬁ[u;;.j(t) = '{‘.-‘,]‘j (f)] = m[u&j(t) == 2152___:;(?(,) +- 'Ul_j(tj],

0 ¢ 2v
a?!,‘.\'_iJ(f,) + A—;['{LNJ (i) - ?L_.l\r_;g,j(f.)] = m[u‘r\r‘j(ﬁ) o QTLN_I‘J' (1‘,) + ‘ILN_g,j(tJ],

d C 2v

v (1) + [ (1) = un-15(8)] = m[“f\fﬂ,j(t) — 2up,;(t) + un_1,;(t)].
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\

( “1.;(-‘-) \

us,;(t)

UN—

1i(t)

/ Uy, j (f) \

0

0

\ un+1(t) )

Na forma matricial temos:

E‘“J (t)

ot = Ar?

2u

com condi¢ao inicial:

“‘J(U) = (f(_’]'.’] ’ U‘j)~ R | f(‘?:Nl fjj))t

-1 []/

( 1.{1,3'(?':) \

’U-z.j(f-)

un-1,(t)

( 'ILLJ'("[.-) \

us,;(t)

un-1(1)

\ un,;(1) )

(a;(t) — Ju;(t)) + %(r;j(z) — Buj(t)) j=1,..,N, (2.55)

Aplicando a férmula trapezoidal estendida para integragao no tempo da equagao

(2.55) no intervalo (¢, tnyd

J

ou seja,

?LJ

~ 1141

” 1
.“?_e+! = ?L}E+A£Flt+2

o 2v
“'j -+ A'{ (ﬁ

onde, p, = 98t

Agora,

n+%

u i

Ax

At

n

1 1 1 1
- a. 1..0F3 o TR n+3 n+3
=uj —2rpJu; * +2rpa; * — pyBu; * + pb

w.: +

iTox12 |’

2]‘1‘ n+i
2 {A:r:'-? (”j '

4 5 6

1
- Bu}th)) )

(u;-' — Ju}‘) + % (b}‘ _ Bu;‘)}

1
n+=
T "‘)}

7 Unesp Y1112 13

, (2.56)

14 15 1o
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2 :
foee {A":z (a}:.{-i - Jﬁ}x-ﬁ—l) + i (h}l-{—l s Bﬂ}l-i-l) }] .

Substituindo (2.56) em (2.57) temos:

Lj

e entao,

n+1
1 2

At
2x12

s 18 _V @ ' +”&;(bu+" Bu”+ )}

= “n+

l T
](n —2r, J’u 2+2:xa i ,oxBu +

c n+i
) + Z—l; (ff-’“ - B (u}‘ — fZi*‘m)'t.-:jJr‘a
l 7 mn
2'!',(1;4-2 — pzBu; 3 + {sz +4 ))}]

5 T T 1
= Tl (aj' - Juj’) pr (b’ Bu}‘)

n+i n+i 8 n+ u+
a; * — Ju, "‘)+24pr (b.- — Bu; )

1 n+ n+i
s Jut — = 2 2 2 2
+ —12? Ui g IJ o+ = 5 IJ

1 n+ 1 n+ ].
repsJBu; 2 2Pz Jb; -
Tg eP=! Bl Tt pTape Yl

2B2 “+.; EB n+2
24,0 u; +24 - b

,nJC (b ! Bu}‘)

1
b!_l-i—l + _pIBur_l

1 ]- n
Ep,r B]u *3 pr?'xBa-""

uj + i—é;x (a}‘ - J'u.}*) + — 2

8 i n+i n+i 8 n+z n+i
T (aj ? = Ju, 2) + 22P= (bj * — Bu; ‘)
1

5= (a”“ J( uj —
) - 17
P 24”

]
n l Y
2?'J,.(LJ-+"" - pIBu + 4 ,04r 3 ))

nt+d 3

1
2r, J’u 2-+-2:r'ra’-l+"’ pJ.Bu

- 2r, Ju

(2.58)

[I+§(-:;J+%B)+é( =] + B)} "*2—[1—%(rxJ+’)2—xB))J u

5
T 1
1
T

(o350 ()] 7+

1
n+l _ 71+1
(.’TU,J p_,b
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Tomando C, = r.J + & B e ¢; = r;a; + £b;, temos:

[I + EC‘I + é(f] u;&% = [I - lCI] u

5
a1
+ =+ <[4+ Cyc; gHt (259
155 [ lej P -G (2:59)
Novamente, da discretizacao das derivadas espaciais em u;+2c 1, = 2vuy,,
pelas férmulas de diferencas centradas para i = 1,..., N, obtemos:

2u

%;u,;(f)+%[ui,j+1(£)—u;,j—l(i‘-)] e 2['“”“( ) —2u; j(t)+wij-1(t)],

Sejam
1£-|]_j(f.) \ / ?Ln‘j(t) \
0 0

0 0
\’“Nﬂ.j(ﬂ) ), \ —un+14(t) )
Usando as condigoes de fronteira podemos escrever a equagao (2.60) como:
d 2v Co

—u(t (1) + —(e;(t) — Bu;(t i=1,---,N. (2.
(‘)!.T‘() o z(d(} Jvi( ))+Ay((,(1) Bu(t)), i=1,---,N. (2.61)

Aplicando a formula trapezoidal estendida para integragao de (2.61) no inter-

valo (£,;1,tn41) temos:

i B RO ] (2.62)

) n+— 1 n+-

=v " - gl
[ fn+

+ 87_;”+1 iJTH—:E] (2-63)

1

n 3
2 + 8U1i+l fl +2J‘

onde

oAt p P
A—y. f,(-‘f) b= '-"y(f,' + gei &) Cy = '."y.} + ?HB

Substituindo (2.62) em (2.63) para i = 1,...N, obtemos:

Py =

2 1 2 n 1 n+4i
[1( + EC,, = a(»y] U o= |:1r - 50;}.:1 v; :
i .n+% 1 n+1
12.’;‘ + G[4I + Gyl f;

ifn+ 3

= £ (2.64)
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As equacgbes (2.59) e (2.64) descrevem o método (ETF-LOD) para as

equacoes de conveccao-difusao e, para resolvé-las devemos solucionar sistemas

lineares pentadiagonais.

Analise da Estabilidade

Para condigoes de fronteira homogéneas, podemos reescrever as equagoes

(2.59) e (2.64), da seguinte forma:
2 1. 1 1
I =0 b )fz n+sz _ — = n.,
[ +30_+6(,]u z [I 3(;}{;
1
6
das equagoes acima temos que:

er_f] Un+1 e [I 1as lc.*ijl Un+%

2 L)
[I + EC’” + 3

, 2 P 1
nts = — 2 | - n
Un+i {ch A 604 [ 3cr] U
= MI'N,U"

2 P 1 i
[I - Scy + 6(:‘1‘1 [J{ —_ gCy] Un+5

1
= M;'N,U™1,

(2.65)

(2.66)
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Substituindo U™*3 da equagio (2.67) na equagao (2.68), temos:

U = MANM'NU®
0,0.U™,

onde ©, = M;'N;, ©,= M;'N,.

Pela propriedade 1.2.1 os autovalores de C, sao dados por:

As(C) = 21 +2J_q,_& o pﬂms(;il)
z

{r_, + (= \H cos } v  2reS Pa

Utilizando as propriedades da pagina 21, temos que os autovalores da matriz

0., sao dados por:
1—3X(Cx)
14 30(Cs) + §(As(C))?’

escrevendo \(C,) =z +y+/(=1), \(O,) = Bi;‘\f ,z>0. Logo
IDEN|? (z +yv/(=
gy iy .
1+—.’I:+—\/(—1)y+—:!: — =y +=v/(-1zy
3 3 6 6 6
2.1« Toug 2 3 f
1+3z+5(z -y°)| + 3V (=y+ev(-1)zy

)\,-;(ex)

3 6

5 Jhidy g 2
[1 + =z + é(z:z - ?jz)] . [gy + z;cy}

2
INUM]?* = |1+ -;;(3: + 4/ (-1)y)
I (-1)

L4 =g
37 3

11 117?

N2 INTTM 2 2 Lo a7 [2 2 1° e
|[IDEN|* — |INUM| 1+§;1:+E(;1.' -y + §y+6:ry - |14 =2

Y

Assim,
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+ |2+ E:r.] [%(:}:2 ~ yg)] + [%:

Como z > 0, temos:

12
INUMP _

- 2 _ U A 2 > I pT|2 = T T2 e e s
|DENJ?> - INUM|* > 0 => |DEN|* > INUM|* => DEN]? =

Portanto, os autovalores da matriz ©, sao menores que 1 em médulo, ou
seja, |A\s(©2)] < 1. Seguindo os mesmos passos para os autovalores da matriz
©,, temos que |A;(©,)| < 1, logo, [A(©)As(0y)] < 1. Assim, o método

ETF-LOD para a equagao de conveccao-difusao ¢ incondicionalmente estavel.

Método ETF-LOD para Condig¢oes de Fronteira de Neumann

Aplicamos agora, o método ETF-LOD com a mesma condicdo inicial (2.54)

mas, com condi¢des de contorno de Neumann na variavel z, dadas por (2.44).

Oy

Como S5 = - (uiy1,; — Ui—1;), para i = 1 temos:

dr

1
AL [ngJ ) ’U[),j(t)] = (:‘.1151.3'(-‘:) = bl

= up,;(t) = —2Aza uy () + 2Azb; + ug ;(1).

Da discretizagao de u; + 2¢u; = 2vu,,, para j = 1,..., N temos:

J 2
(N“u(fH ~[ttir 5 (8) —wim1,3(t)]) = A—Ig[’“i+1.j(5)—2151.;'(5)‘1'“::—1.3'(5)]:
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Parai=1,

0 c
"JEIELJU.) + A—;[ug‘j(i) - 'U[)J(!J] A 3 [Uzj — 21.{1 J(t) + Unj.(f)]
e substituindo (2.71) na equagao acima, temos:

) c
A7) + AL [ua,; (1) + 2Azayuy () — 2Azby — uy (1)) =

2v

- e —— [ug;(t) — 2uy (t) — 2Aayuy ;(t) + 2Azby + uy ;(t)]

d
———;»a“]_j(i) A [2&1((113;”() b)) = e 2[21;:_” 2(1+Azay)uy ;+20zb].

De modo anélogo, para a segunda equacdo de (2.44), obtemos:

1

m[’t.&,\-+1.j(t} — un-1,(t)] = —aqun;(t) + b2

= un+1,;(t) = —2Azasun ;(t) + 2Azb + uy-1,4(t). (2.73)

Para i = N, podemos reescrever (2.72) da seguinte forma:

J c 2v
() + A_tf:[“:\'ﬂ‘j(f-) —un-15(8)] = £ g [, (8) = 2 (8) + uy-15(0))

Substituindo (2.73) na equagao acima, temos:

0 ]

5u‘\r,j(!.) + 3[—2133:(12-1LNJ({.} + 2Azby + un_1,(t) — un-1,;(t)] =

2
= A—V[ 2Azasuy ;(t) + 2Azby + un—_y,(t) — 2un,;(t) + un—1,;(t)],
0
FTRRCAA A:

Sejam

e

(2Am} 0 ( 2Azh, \
—1 0 1

-1 0 1
0 —2&:;:(:2)
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Fixando j e variando i = 1,2,..., N, obtemos da equagao (1.24) um con-

junto de equagoes que pode ser reescrito na forma matricial, obtemos:

Qu(t) _ 2v . a o _
5 A [c — Mu;(t)] + Ae (¢ — Pu;(t)].

Aplicando na equacao acima a ETF-LOD para integracao no tempo no inter-

valo (t,, ”+ 1), obtemos:

n l n l =
@ = — 20, Mu) Y + 2.0 — po P P + poE (2.74)

" At 2u i Ci /. n
uj + % 12 [ {A = (C—f'l-‘f’uj) +A—1I((:—P'uj)}

{2 (cm i) + 22 e-ri)
_Q_VJ c— Ma*) + .} ¢ — Pt )
Ax= ] Ag ¥

Substituindo (2.74) na equagiao acima, obtemos:

i e = 8 n++ 8
g +3 u® + i?.‘_r (C = i’._.fu;_‘) + %p‘r ((’ — Pu}‘) + E;I (C = ﬂf’t;}.‘i_Z) + _px(

J = 4 12 24
n+d

1 mn l
Pu, 3) - 1—2— { - M ( ul — QJIPLIH +h + 2r,¢c — ,()xp’t.‘,j+2 -+ ,Omé)}

T l
;1 {E -P (uj - 21;1‘1;’1.& 1 + 2rc — p$P15j+“ + pzﬁ)} ;

2 1 ]. 1 1 n+

oM 4+ —p, P+ =r2M? + —ro.p,MP T PM + — p2 P? 2

[I-l— 37 + 3P +6?’ 121xp£ + TPl + 54 pII ]
1 1 1 1 1 1

[I - 5-;-J,M - apm} ul +rzc+ 5PaC+ o7 rZMec + lgrxpxﬂ-'fé%- Ermpzpc

— 2 PE.
24,01

Podemos reescrever a equagao acima, da seguinte forma:

I+2 @M+ pP)+ = (1M + 2 132 S
3 Pz G T 2,0_1. J —

1 1 1 1 1
= A =Ty i )= {c)—— —6c+ =p. P ) .
[I 3 (J’T I — 2_(}3—13)} uj +211px{ﬁ.h + P()+6rx (6¢c + rzMc) Tl ( 6c + QpIPc)
(2.76)
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Equagoes Diferenciais Parciais Paraboélicas em Duas Dimensoes 75

Utilizando o mesmo raciocinio e a condigao de fronteira dada por (2.49) e

tomando

(2Aydl 1 [ 2Ay fi \
-1 0 1 0

-1 0 1 0
\ -1 —2Ay(32) \ —24yf: )

temos a segunda equagao que descreve o método, dada por:

1 : _ N7
l:! +3 (2ryM + p,P) + % (r'yM' + %pyp) ypt!

]. - ]. = n+% ]_ - 2
= |I- 3 ryM — 5.-”?;10 v T 5Py (Mg + Pg)

+ é'f‘y (69 +ryMg) — %py (6{} + %pyﬁ’g) i (2.77)

Assim, as equagdes (2.76) e (2.77) descrevem o método ETF-LOD para a
equacao de convecgao-difusao (2.53), com condigdes de fronteira de Neumann.
Cada uma destas equacgoes envolve a solugao de sistemas lineares pentadiago-

nais.

2.4.2 Meétodo de Crank-Nicolson Localmente Unidimen-

sional (CN-LOD)

Descrevemos agora o método de CN-LOD para a equagao de conveccao-
difusao. Utilizando o mesmo raciocinio feito para a equacao de difusido, ou
seja, reescrevendo a equacio (2.53) na forma de duas EDPs, que representam

o problema original em uma dimensao:

1

Eu,_ + C1lUxy = Vg, Eut + Colly = Vlyy.
Aplicando o método de Crank-Nicolson a equagio

5“3 = Vlzz — C1Ug,
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Equacoes Diferenciais Parciais Parabélicas em Duas Dimensées

temos:

0. ik + 6 uy;

3‘ 1}

2><2><A:c

_cl

(52 n+2+62 n

J"‘i,_j .I“t_j

vAt (

)_Clﬂt
QA,'J

4Ax (5I ’”'2 +0a1, )

Ty n+i
L 2 ). _ n n
5 (z Liv1g 2 + 151_1 it utny — 2ud; + “::—1‘3')

Pz n+)' n+2 n
=\ Yigrj — Wiy T Uity g Wim14]

isto &,

Pz n+i n+t3

n+s Tz u+ n+i
‘ : : ( uz+13 + U;_q _‘,')

+
u;;° + 5 —(—- uzﬂi +2u,;* — u,-_l‘j) o

5 —-(—HL:'_H i 21!.” +ul J) + —

Fixando 7, variando 7 = 1, ..., N e usando as condigoes de fronteira, temos:

n+

) ?r-i-%
i 1,j

- (_ ! n+2 n+— PJ;( n+i n+2)

gt +2uy —‘HUJ) - 1 —uy % +uy

b,
n+ T n+= n-i— n+—
1 2 2 2
+ 2( u,,J +2uy ;i * —uy ;) _(_"33 +“1_1 =)

(+u — 2uy ; +uy ;) + £

n+'

n+3 n+ ! n+i
Uy

T ; Pr n+i -
_1J+?(— z +2uy 3 — uy z;)““?(““;\sz +uy_3;)

=— lj’
n+2 u+ u-}-.z _Ll—
Uy + 2( Unyy i+ 2uy “:\—-IJ)+ 4( uN+13+TN 1J)

T, P
e by &I n n n T m i
= un;+ E("i"u;'\"—f—l.j —2un; +uy_1;) + T(uf\r-l—l,j — UN_1,4)

Usando as condigoes de fronteira e reescrevendo as equacgoes acima na

forma matricial, temos:

FE gy Zeprtt = (1T - ZB) e (24 20) (4l
(IT2J+4B)HJ- —(I 2J 4B)u}.+ 2_}.4 aj+aj
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Equacgoes Diferenciais Parciais Parabélicas em Duas Dimensoes 77

Com um raciocinio analago para a equacao *% + colty; = Vi, Obtemos:
- 2

Ty Ty )_.‘:_1+1 - ( _ry, gy )”% (T_V ﬁ) ([r”"’ll; prtl
(f+2'}+43b1 I- 2= XB) oy ¢ (F+2) (™ +4 2
(2.79)
As equagoes (2.78) e (2.79) descrevem o método de Crank-Nicolson-LOD

para a equagao de conveccao-difusao.

O objetivo principal de nosso trabalho ¢ o estudo do método ETF-LOD. O
desenvolvimento do método CN-LOD foi exposto neste capitulo e também no
proximo apenas a titulo de curiosidade, uma vez que o mesmo serd utilizado
para efeito de comparacao nos resultados numéricos que serao apresentados no

capitulo 4.

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespm I 12 13 14 15 26 A7



Capitulo 3

Equacoes de Reacgao-Difusao

Nao-Lineares

Neste capitulo, apresentamos o método ETF-LOD para a equagao de
reacao-difusao nao linear. Ao aplicamos este método, nos deparamos com sis-
temas de equagoes nao lineares. Como o custo computacional para resolucao
desses sistemas ¢é relativamente alto, propomos neste trabalho uma lineariza-
¢ao do método, linearizacao esta que diminui substancialmente o tempo de

processamento sem um aumento significativo do erro.

3.1 Foérmula Trapezoidal Estendida Localmente

Unidimensional (ETF-LOD)

A seguir, estendemos o método ETF-LOD para equagoes de reacao-difusao

nao lineares, dada por:

ok

du Pu 0%
v (m + W) + p(u), (3].)

com condicao inicial:
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Método ETF-LOD para Equagoes de Reagao-Difusao N-L

u(z,y,0) = f(z,y), 05z, 0<y<l,

e condigoes de fronteira de Dirichlet:

u(0,y,t) = go(y,t), ulle,y,t) = q(y, 1),
u(x, 0,t) z, by wlm lit)=hizt), >0
Podemos reescrever a equagao (3.1) como duas EDPs, que representam o

problema original em uma dimensao, da seguinte forma:

u 1
% = Vg, +plu) e % = vy, + p(u).

Discretizando a derivada espacial em w, = 2vu,, + 2p(u) pela formula de

diferenca centrada, para j = 1, ..., N, obtemos:

J .
E”i.j(’) A ;[”r+l J 2“31( )+ Uj— 1_;( )] + 2}'}(1513(")) t=1,..,N,

para j fixo e variando ¢ = 1,2, ..., N, temos:

5} 2v
auu(f N — (g, (t) — 2wy ;(t) + uo;(t)] + 2p(uy (1)),
0

d,“u(f Ao ,INJJ — 2ug i(t) + w1 3 ()] + 2p(ua;(t)),

d Qv
df“'\ |i(’) A )[

%[”N“ (1) = 2un;(t) + un_1,;(2)] + 2p(un,;(t)),

UN, ( ) s 2?.‘.;\{_1|j(ﬂ) + ?t_!\f_g‘j(f,)] + 2})(“‘-\!_1‘}'(!{)),

d
()[ ”N,_j({') =

tomando

(1)) = [p( (u1,5(¢), ,})(11\,3(."))}

0
ot

Agora aplicando a formula trapezoidal estendida para integracao no tempo de

—u;(t) = %{u}-{!} — Juj(t)} + 2p(u(t)), j=1,..,N. (3.3)

(3.3) no intervalo (t,, f.,,+%), temos:

1 1 1
antl = u; — Q-r'm.;’n;h + 21r'3_a;+2 + 2A1‘,p(1¢;+" (3.4)

J
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Método ETF-LOD para Equacgoes de Reagao-Difusao N-L

n+i Ty n+.l
. 2 g n . =P 2 n+l n
”j = 't‘!'.j —1 > )I[JHL -+ 8TLJ- ] + [Jﬁ. =t SEL

A[ n n+g AT
+E[5p(“j ) + 8]}(15- 2) - p(uj*l)].
Substituindo (3.4) no termo linear de (3.5) e variando para j = 1,..., N, obte-

1mos:

n+i T 44 1 3 1
'u._;+" = uj — 1—; J[5u} + 811 e (uf — 2?'rJu;+"‘ + Q-J'Ia;Hz + QA!.p(u;Hz)]-F

Tz n ntg i n 14 An
—|—-1—2[5rz_}. + 8(:.J-+2 —a}t + —[op u;) + 8p( Y- p(a}*)),

entao

r

2 1 2 H-I-%_ 1 n J
[+EJJI+G( ’I)]”J —[!—3 f]u +ﬁua+6[4f+fﬂ

Iy

(3.6)
At

—p(i}t).

At
_"J n—H + —-A[}J(H” + F [JI‘F?EJ]F(“J-'— )_ 12

12 i
Novamente discretizando a derivada espacial em w; = 2vu,, + 2p(u) pela for-

mula centrada e tomando
= [P(ui,l (f): cery p(“‘i,f\"(t))]T‘

obtemos:

(__‘—T.f,-(f.) = AQ—;{IJ,-(I) - Ju;(O)} + 2p(vi(t)), i=1,...,N. (3.7)

Aplicando a férmula trapezoidal estendida para integra¢ao no tempo de (3.7)

no intervalo (¢, +%,1.n+|), temos:

f:”+ _ NH 2, }{n+1+2? bn+l+2A£}J(?JEl+l) (38)

’u+-

: 1 n n
-%.f{sug'“ + 8yt — z]+ [ brte 4 abpt — 54 (3.9)

At n+3
F o5 Bp ) + 8p(th) - (o).
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Método ETF-LOD para Equagoes de Reagao-Difusao N-L

Substituindo (3.8) no termo linear de (3.9) obtemos parai =1,...,N,

2 1 . n 1 u-}-.l 5 1I'1+.l
& EryJ + B(TIH'])J] = [I - 5?';J:| v; C+ E?‘ybi :

At
Y+ G [4I + ryJ] ?3(1":'!“)

P a Ty n+3 5 n+3
TR O LA Tk B v Ok

(3.10)
O par de equagoes (3.6) e (3.10) descrevem o método ETF-LOD para a equagao

de reagao-difusao (3.1). Os sistemas nao lineares que aparecem em cada passo

podem ser resolvidos pelo método de Newton.

Método ETF-LOD para Condigoes de Fronteira de Neumann

Tratamos agora da equacao (3.1) com condigoes de fronteira de Neumann
dadas por (2.44) e com a condigdo inicial (3.2). Das condicdes de contorno

temos que:
1
m[ug‘)(f-) e L‘.:)J(f.)] = a.lul.j(t) - hl:
= ”U.,'j({') = —QA.'T_-'(EI"HIJ(:"-) + QA.'I:E)] -+ 'H.'z‘j(t).

Segue da discretizagao de uy = 2vu,, + 2p(u), para i = 1,...N, que:

0 2v
EH;_}-{{-) — m[?t,‘.;_]‘j(f-) = 2?1,,'_):(!.) = TIi_lJ(f-)] + 2;0(1"'1',_;'(0)1

para ¢ = 1, temos:

0 t1(0) = 2z (8) = 2u1,0) + oy ()] + 2p(un 5 (1)

P = A:I;Q[uzd wy ;i (t) + uo,;(t p(uy ;(t)),
Substituindo (3.11) na equagao acima, temos:
d 2u
.:')_!u]‘j(” = m[ﬂ.-‘g‘j(f) —2uy j(t) — 2Aayuy j(t) + 2Azby 4 ug ()] + 2p(uy (1))

@] 2v
= au]‘j{i) = m[?'ﬂg‘j - 2(1 + A;I.'(I]JLH_J + 2&11)1] + 2}){15]‘];{ ))

Utilizando o mesmo raciocinio para a segunda equagao de (2.44), obtemos:

1
m[?é_.\!+}_j(f,) e 'IL_-\.’_l__j-(!’.)] = —(12’:'&_.'\.',3'(!,) + b;_)
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Método ETF-LOD para Equagoes de Reagao-Difusao N-L 82

= un41,j(t) = —=2Azaun ;(t) + 2Azbs + un—1,;(2). (3.14)

Tomando i = N, podemos escrever (3.12) da seguinte forma:

3 2v
a?“N.j(r) Az 2[”\+1 J( } 2“!\-'3[:1) + un- 13( )] +: Qp(uN}(t

substituindo (3.14) na equagao acima temos:
0 2v
auN'j (f) = E [—QAI(J,QTLNJ' (t)+2£}.$bg+u;\r_l,j(t) —QiLN‘j(t) +uN—l,j (t)] +2}J(TLNJ'(£}),

2v

= —g-u;\;.j(ﬁ) Sres 5[2un—1; — 2(1 + Azag)un ;(t) + 2Azby] + 2p(un,;(t)).

ot
Na forma matricial podemos escrever (3.12) como:

d 2v
il [c — Mu;] + 2p(u;).

Aplicando na equagao acima, a ETF-LOD para integracao no tempo no inter-

valt (fns L +1 1), obtemos:
1 1
:1“"'1 = uj — 2?',.-’!1'-‘(1?” + 2rzc + QAtp(u;&"" (3.15)

mn A[J E ZV 1 n n
uy + % 12 [J{A:L‘E (c— M'uj) + 2})(%”}

2v n+s ‘I'1+-
S{sz ((.’— Mu; 3) 2p(u; )}
2
{/_\.;2 (¢ — MaZ*) + 2p(a ”“)H ;

substituindo (3.15) na equagao acima, temos:

e
.\?l+%

> T 2 ¢ ﬂ‘f n 5 At n
Uu; u; +E?;(.— “J)+ﬁ P(Uj)

TI‘I' 8 n 1
%;I ((: - Mu; 2) + —2Atp(u.+?)

1 n+3
L T . +3 — n+1
T [( 1 {u 2r J'Lfn + 2rzc + 2Atp(u; )H Aip( X

12
1 T
]:f+ %? M + 6721112] g [f = g'-'"a:ﬂ’f} uy

At = n+% i Ty n+i 1
T S5p(uf) + 8p(u; ?) — p(ul*h)] + EAtﬂﬁ’p(ujh) +=r2Mec.
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Método ETF-LOD para Equacgoes de Reagao-Difusao N-L

De modo anélogo para as condi¢oes de Neumann dadas por (2.49), temos:

2 S | LA
I+-r,M+ 6?'5;‘.1":’ it = [I - Er‘yﬂfJ v

3
At n n n+2
12[;0( +§J 8p(ul*) — p(v; 7))

Ty Ty it 1, E
— At M =T Z .
19+ G AMp(v™) + £ryMg. (3.18)

As equagoes (3.17) e (3.18) descrevem o método ETF-LOD para equacao de
reacgao difusao (3.1), com condigoes de fronteira de Neumann. Novamente nos

deparamos com o aparecimento sistemas nao lineares.

3.2 Meétodo de Crank-Nicolson Localmente Uni-
dimensional (CN-LOD)

Apresentamos nesta secao o método de CN-LOD para a equacio de reacao-
difusdo nao linear. Novamente reescrevendo a equacgao (3.1) na forma de duas

EDPDPs,
Uy Uy
g — Vg +pu), e 5 = Vi + p(u),
que representa o problema original em uma dimensao. Aplicando o método de

Crank-Nicolson & equagao % = vu,, + p(u), temos:

1
i Ta ’ 2, n+3 2, n
U j dzu; ; ° + (SJ.IL”

A
pred Gl

-’,r n+s n+i n+
5 (uzﬂj—? N T 1"‘J+u:‘+”—2u +u:‘13)+A!}( ?)

n+§ Tx ( n+2

52y + 82ul ) + A!,p(ur-ji)

J‘t_j T"i,g

11+ n+—
z 1) 2
U 5 ul-_,_d-)

Tr n+i
ur ;s + — 5 = (4 — 2ul; + “:'1-1,;) + Atp(u, ; *),

i,

Uiy + 2u;
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Método ETF-LOD para Equacoes de Reagao-Difusao N-L

fixando j e variando i = 1, ..., N, temos:

rr+- n+i n+
2 2
wy 342 ( Uy +2uy,

5 (+uy ; —2uy ; +ug ;) + Atp(u n+2)

1 o
n+3 Ty
il ugt) = u’fj—l-?

nti

n+i n+
i 2
Uy ;° +

5 ﬂ+
(—ug;* +2uy

1 T
?f —u’;:"") = up,;+ Ex(—i—u’g‘d —2uy ;+ut ;) + Atp(u,y ; *)

n+2

rl+ n+4i
Upn_ 7 ?+ )

Ta
(— uw +2’u.\r 1~ UN—2j) = Un_1,;T 5

n+_e +.Z

xI
H+ :'ll-!—‘;2 _.n
(—un A t2uy i’ —ug ) = uy;+

n+i
2 2
Uy s +2 )

v
Ex(+u}b+1 G 2uy tun_y ) AP (uy i

Utilizando as condicoes de fronteira podemos reescrever as equagoes acima na

forma matricial:

(14 F7) st (- )+ 5 (™) + 2ty (19

Seguindo o mesmo raciocinio para a equagao % = vuy, + p(u), obtemos:
s T n+i r n+i
(1+ ’J) e (1 jf) ot (6% +07+1) + Atp(u ). (3.20)

As equacoes (3.19) e (3.20) descrevem o método de Crank-Nicolson-LOD

para a equacgao de reagao-difusao nao linear.

3.3 Foérmula Trapezoidal Estendida Localmente

Unidimensional Linearizada (ETF-LOD-L)

Vimos anteriormente que o método ETF-LOD aplicado & equagao de reagao-
difusao, nos obriga a resolver sistemas nao lineares. Para tentar contornar es-
sa situagao, apresentamos a seguir um processo para linearizacao do método.
Com essa linearizagao a solugao aproximada da equacao é dada resolvendo-se
sistemas lineares, o que representa uma diminuicao consideravel no tempo de
processamento, sem aumentar muito a taxa do erro, como podera ser observado

no capitulo 4.
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Método ETF-LOD para Equagoes de Reagao-Difusao N-L

A idéia é substituir a equagao:

% =y ﬂ 4+ — Fu + p(u)
o ox?  Oy? :

por duas equagoes que representam o problema original em uma dimensao

(espacial), avaliando p(u) no tempo t,,

U U,
?t = Ugy + })(U)L” e ?ﬁ = Uyy + p(U)|

1L

Discretizando a derivada espacial em % = u,,+p(u)| pelaféormula de diferen-
t 1

¢a centrada, para j = 1,---, N, obtemos:

3] 2u )
mu.,-.j{!) R —— (i1, () — 2w () + wi1 (1)) + 2p(uij(tn)), t=1,...,N.

Para j fixoei=1,2,..., N, temos:

d
“(‘)_f;ul"j(!) A 5 [TLQJ 2“1 ]( ) + ’U(],J‘(f«)] + 2p(1£1‘j(tn)),

0
a?ig.j(f A = [ugJT — 2ug;(t) + uy ;(t)] + 2p(uz;(tn)),

5] 2u

a?tm’—l.j(” A2
0 2v
5“.’%(’) R — [un41,5(t) = 2un;(t) + un—1,;(t)] + 2p(un,;(tn)),

e utilizando as condigoes de fronteira de Dirichlet, as equagoes acima podem

[’r‘t N,j ) QU,N 1 _,(n") -+ ?LJ\r_gJ'(t)] + Q}J(HN_IJ' (tn)),

ser escritas na forma matricial:

) = mtfas(t) = ()} + 2(us(ta)), =10 N (321)

Aplicando agora a ETF no intervalo (t,,t, +1), temos:

11;”1 =uj — 2':'IJu i - 2:;6, e + QAfp(u”)

?.;r -~ I_r T l
u? — ﬁ J[5u} + Su — a4+ 5[50? =+ 8(le+"‘ o
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Método ETF-LOD para Equacoes de Reacao-Difusao N-L

At
+§[5p(u}*) + 8p(uj) — p(uj)].
Substituindo (3.22) em (3.23), e variando para j = 1,..., N, obtemos:

n+1 Tz n+4 " n+d n+d
M * =uy— —IJ[S'u}‘ +8u; 7 — (uf — 2rzJu; ? + 2100, 7 + 2A¢p(ud))+

J 7

r At
1—2' 5] +8a;" % — "] + = [Bp(u) + 8p(u) — p(u)].

Logo,

2 1 o| n+d 1 5 n
[!+JI ]+6( ])‘]-ujh = [;’ 37 J]u”+~1—2—?,a"+-—[4f—l—f J]a; 3

s n n At n
ERJH + Atp(u}) + Fr‘IJp(uj ). (3.24)

Novamente discretizando a derivada espacial em w, = 2vuy, + 2p(u)|;, pela
formula centrada, obtemos:

d 2u .

&'ui(t) = m{m(.‘,) — Jui()} + 2p(vi(tn)), i=1,..,N.

Aplicando a formula trapezoidal estendida para integra¢do no tempo de (3.25)
no intervalo (1 ”+;,.f,,+;) temos:

u+'5

0; 2 = ot — 2 Jult! 4 2r B 4 2Atp(V]) (3.26)

n+- T Ty

+1 n+3 s n+i n+d
= ,r[ 2 gyt — gt +1—;[5bi It 5 4 (327)

1

AI‘ T mn n
+2l5p(07) + 8p(e7) — (o))

Substituindo (3.26) em (3.27) para i = 1,..., N, obtemos:

2 l b 1 T+ l" n 1,
[I + 3ryl+ 6( f)z] g = [1’ - g'f‘mJ] v, * +55 'yz’ih—}-? L4l +ryJ ot

(3.28)

( n + A_ [4] . ;UJ]}) ’:',n) - %p(?’ )

1 n+.—j- 5 1’!+ Ty 1
[f - 5"'9‘]] vt grb T g W T

y 43 At
-;—;b,- try Atp(v}) + ??'y.}p(v;‘).
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Método ETF-LOD para Equagoes de Reagao-Difusao N-L

Logo, o método linearizado ¢ descrito pelas equagoes:

12

2 n 1 ]- ?
[l + 3'= i + rd) } Nk - [I - E'I'IJ} wy + =r 2@ $a [41’r +r.J]a; a +

Iz n n At n
Eaj“ + Atp(uf) + —G-'."IJp(uj) (3.29)

g

2 1 1 n+3i 5 n ¥
[‘; +§'-".:;J+ = (ryJ)? ] ol — [I— g-r'yJ} vl 4 102 yb; + ?—y [41 + 7y J) 07

- i;b:th + Atp(v}') + "AG—T Jp(vl). (3.30)

As equaqéos acima também poderiam ser obtidas substituindo na equacao
mn ,l
(3.6) p( 'u ) e p(n"“) por p(u}). Na equagao (3.10) substituimos p(v; T3,

p(u*) e p(u* %) por p(ul).

Método ETF-LOD-Linearizado para Condicoes de Fronteira de Neu-

mann

Tratamos agora da equacao (3.1) com condi¢oes de Neumann dadas por

(2.44) e com a condigao inicial (3.2). Das condigdes de contorno temos que:

1
AT [d:‘,gj ) U(]_J'Ur)] = (!1&113( ) = {’)1,

= ug;(t) = —2Aza uy ;(t) + 2Azb; + us ;(1).

Segue da discretizagao de wy = 2vug, + 2p(u)lt,, parai = 1,...N, que

d 2v .
(.)_!,“i.j(f) v 2[“:+1}( ) 2“1_;( )+ Uj— 13( )l +2p(uij( n)) 1=1,..

para i = 1, temos:

0 2u

a-u[_j(!.) = — [u2,(t) — 2uy 5(t) + ugj(t)] + 2p(uy ;(tn)),

Substituindo (3.31) na equagao acima, temos:
d 2v

mh‘.[.l_j(f-) = i(t) = 2uy ;(t) — 2Aa1uy j(t) + 2Azby +ug j(t)] + 2p(uy j(tn))
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Método ETF-LOD para Equagoes de Reacgao-Difusao N-L

d 2v _
— aul_j(!) i 2[2*@} 2(1 + Azay)uy; + 2Azb1) + 2p(uy ;(tn))-
Utilizando o mesmo raciocinio para a segunda equagao de (2.44), obtemos:
1
Az [“N+l j(f) - t.if\r_l,j(f)] agur\rj( ) + by
= un+41,j(t) = =2Azaqun ;(t) + 2Azbs + un—1,;(1). (3.34)

Tomando i = N, podemos escrever (3.32), da seguinte forma:
0 2v
a”;\’.j(!) Ax? [u'\'-}-l J( ) 2uy 3(":) # T"—;’\'—l,j(t)] T 2;0(“!\’.}' (Ln)),
substituindo (3.34) na equagao acima, temos:
9] 2v :
—&?L_.V,j(f.) = E[—2A$agit;\-_j(£)+2&$b2+u~_u(t)—QTLNJ-(t)—}-uN_l‘j(t)]-f-?p(uNJ(1‘.“)],

0 2v
= a.u.NJ-(f) A3 — [2un-1; — 2(1 4+ Azaz)un;(t) + 2Azbs] + 2p(un j(ts)).
Na forma matricial podemos escrever (3.32), como:
0 2
= A_I:e [c = Mu;] + 2p(u;(ty)).

Aplicando na equagao acima, a ETF-LOD para integragao no tempo no inter-

valo [k o 4 1), obtemos:

Wt =l - 2r . Mu; Y34 ot 2Atp(uj) (3-35)

At 2v ” .
Y 5% 12 [ {A = (c — Mu}) +2p(uj)}

2U n+ n
8 {A:Ir2 ( - Mu; ) + 2p(uj)}

2
{Af; ((‘: - Ahl}’“) - 2p(u;‘)}] .

substituindo (3.35) na equagao acima, temos:

=4 =

n 9. P v o7
u; + T (c — Mu}) + EA&;{)(UJ)
8 ?l.l 8
Tl (c — Mu, 2) - —Atp(u}‘)
1 1
ITM [ -M {u” - 21,3[1:: + + 2ryc+ 2Atp(u}‘}}] + —Atp(u}).

12
(3.37)
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Método ETF-LOD para Equagoes de Reagao-Difusao N-L

entao,

2 1 n 1
[f + 5? =M + 6: 2M? J A [I — 5?'31’11} uj

At
+ = —[5p(u}) + Sp(u") - p(u}))]
+ EAiMp(u”) il A[Mp(u") - —2.: + GIIJ‘I(‘

'3

2 1 n
= [f + —gf M+ 6: ;UJ o o {I—%?'Iﬂf] u;

n Tz, n 1
+  Atp(u}) + -EAM-I;J(H ) + -l—é( + g?rM" (3.38)

De modo andlogo, para as condi¢oes de Neumann dadas por (2.49), temos:
2 1 3 N (Y,
[f + g?'yﬂf + IU ] o= [I = 5?'?;‘&'{} Y; 3

Atp(vl) + "At*\fp(v”)—q-% EryMj

(3.39)

As equagoes (3.38) e (3.39) descrevem o método ETF-LOD-L (Linearizado)
para equacao de reacao difusao (3.1), com condigoes de fronteira de Neumann.
Observamos que as equagoes (3. 38) (3.39) podem ser obtidas substituindo-

se diretamente na equagao (3.17) p(a *) e p(‘”'“) por p(u}) e na equagao

(3.18) substituimos p(v; ") p(v““) e ;;( ,-+ ) por p(v}).

3.4 Meétodo de Crank-Nicolson Localmente Uni-
dimensional Linearizado (CN-LOD-L)

Seguindo os mesmos passos da se¢ao 3.1.1, calculando p(u) no tempo i,

obtemos as duas equacoes que descrevem o método:

(1 + %J’) ,”;H'E = (; _ %}r) ul + %‘7 (a:; + u;.&i) + Atp(u}), (3.40)

_ 2 In-+'% Il n-i-‘,‘ n+1 L i
> J) vt t g (b + b} ) + Atp(v)'). (3.41)
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Capitulo 4

Resultados Numeéricos

Vamos agora avaliar o desempenho do método ETF-LOD para as equagoes
de difusao, reacao-difusao e convecgao-difusao. Consideramos para isso alguns
problemas testes e para todos os casos apresentados a seguir utilizamos N = 19

el, =1, = 1. Os métodos utilizados para cada equagao estao descritos a seguir.
Equacao de Difusao (2.29)
o ETF-LOD com condicoes de contorno de Dirichlet:

n+%

2 T (Y
[I+3r1+3( J)]uj =

5
- [I—%;‘IJ] uj +ﬁ; G +E[4I+I J)a; +3 —%?Ia

2 1 y n
{IWL 3:¢,;’+ 6( J)z} gl

n+ n 1 u-i———
:[I S )} J+1_2-'Ub 2+_'[“1[+? j]b+l_"l-§'.1;[tl

o CN-LOD com condigoes de contorno de Dirichlet:

n+

(I + %;’) -n;w% = (1’ - %J) uj + %(a;‘ + a; é)

(I+WJ) el (I—%J) ‘i‘+?‘2”'{b”+‘+3"+1)

90
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Resultados Numéricos

Equagido de Reagao-Difusao (3.1)
o ETF-LOD com condi¢oes de contorno de Dirichlet:

1 Tl- ]- mn
[I+2r J 4= (r 1)] g [I—BI f} u”—i—ﬁr;,a"—l-—[ﬂ-{-? J]a; +2

At i),

— (4]

Iz g +~——Afp(u”(t) +—[4r+7 Tp(e ) -

2 J‘
e

41 + ryJ ot

2 1 n+ n+4
J Al S | 2 .1; p1
[14—5:.,;’-%0(! )] [I 37 ] +12 ) +6[

,_;Fn+ n+

12

o CN-LOD com condiq.()es de contorno de Dirichlet:

At
+ — [41’ +1,J] p(uth) — —p(9; )

1+ A!( B

n 1
[1 + 2“’ I] uj+'* [I - -5 I} uj + —[a“ +a J] + At})('uj+2

[1+ 2] opet = [1 = 2] o+ 20T 4 ) + Atpa ™).

o ETF-LOD-L com condigoes de contorno de Dirichlet:

f+21 ;’+1( ) Ty 1'—1 J t"—i—ir .y +
3776 “J 3| T’

o B Ty T At.
B % 4l + r.J] et o + Atp(u”) + L il :

j 12% o P)

2 1 n ﬂl
[[—k u,f—}—é(: ;’)] ”H:{f— =r }jli‘+2+_ b4

3 3 12 Vi

At
—r,Jp(v}).

+2 L+, )b — L 4 Atp(]) +

2 1
o CN-LOD-L com condigoes de contorno de Dirichlet:

[I + —]] e g [I - ——J} uy = [ﬂ" +a; 2] + Atp(uf)

[f ’!; ]} Al o [[_ Ty Jr] n+g %[b:”‘% +b:1+]‘]+A£p(’U;l).
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Resultados Numéricos

Equagao de Convecgao-Difusao (2.53)

o ETF-LOD com condigoes de contorno de Dirichlet:

e Zos = - o]

l“

n ”+ 1 n+1
+E(J+ [41’4—0] 12Cj

3 ¥

) 1 48

i e —f. 2,
1271 12fz

o CN-LOD com condi¢oes de contorno de Dirichlet:

2 1 B ]- n .l
[I + 7(73, + —,C;} gt = [I - —C'y} v; 24

i 15 —[41 + Gyl fH —

n n.l
[+ 20+ Tt = [1- 20 - ZB|w + [Z+ Z] @ + o))

b““’g o bu+1]

1

T, a, T a. n+ T a.
‘;' 'y ,‘B] ?1+l — [f—l.f T-J"B:| 2 [ y __‘Jj|
[ Ty ]+ 2 2 2 + 2 + 4 [

4.1 Implementacao dos Métodos

Os métodos envolvidos neste trabalho foram implementados utilizando a
linguagem Fortran 77 [10] para a equagdo de reagdo-difusio nio linear e, os
métodos para as demais equagoes foram implementados na linguagem C, exe-
cutando no sistema linux. Os gréficos foram feitos no software "Mathematica

4.0", executando em windows 98.

4.2 Problemas Considerados

A seguir apresentamos trés problemas considerados neste trabalho para

avaliagao dos resultados numeéricos.
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Resultados Numéricos

4.2.1 Problema 1

Consideremos a equagao de difusao:
ou 0%u i 0*u
ot 9z oy’
com a condic¢ao inicial:
u(z,y,0) = sen(mz)sen(2ny),

O<z,y<l, t>0

¥

com condigoes de fronteira de Dirichlet:
u(0,y,t) =0, u(l,y,t)

0
uw(2,0,t) =0, wu(x,1,8)=0.

¥

A soluciio exata desta equacio é dada por: u(z,y,t) = e~ tsen(rz)sen(27y).

Resolvemos o problema 1, com At = 0.01. Uma tabela com o erro maximo
absoluto no calculo da solucao obtida pelo método ETF-LOD é apresentada

abaixo:

ETF-LOD | CN-LOD | t | ETF-LOD | CN-LOD
1.2(-1) 06| 3.9(-11)
( 2) 0.7 1.0(-12)
(-3)
4)

3(-3) 0.8 7.2(-14)
( 0.9 9.2(-15)
1.6(-5) | 1 | 1.3(-15)

Tabela 1: Erro Mdzimo

Abaixo uma tabela mostrando a solucao exata e as solucoes aproximadas nos

pontos u(0.5,0.025,¢), ¢ = 0.01,0.02, ..., 0.1, para os métodos considerados.

t | EXATA | ETF-LOD [ CN-LOD | t [ EXATA | ETF-LOD | CN-LOD

01| 7.2(-3) | -1.8(-2) | L1(-1) [0.6] 1.4(-13) | 3.9(-11) | 1.8(-6)

02| 52(-5) | 3.3(4) | 1.2(-2) |0.7]9.9(-16) | -3.3(-13) | -1.9(-7)

03| 3.7-7) | -6.6(-6) | -1.3(-3) [ 0.8 7.1(-18) | 6.0(-14) | 2.9(-8)

04| 26(-9) | 11(-7) | 15(-4) |09[51(-20)| 63(-15) | 4.2(-9)

0.5 | L9¢11) | -2.0¢-9) | -1.6(-3) | 1 [3.7(-22) | 9.0¢-16) | 6.3(-9)

Tabela 1.1:
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Resultados Numéricos 94

O grafico abaixo mostra aproximacoes para z = = para o tempo t = 0.2.
8 3 I

B B e o B B X Fut A &
0.2 0.4 n?s 0.8

Figura 4.1: Problema 1

Observamos que o método de CN produz oscilagoes na solucao calculada, o que
nao ocorre com o método ETF-LOD e que ainda apresenta melhores aproxi-

macoes para a solugao exata.

4.2.2 Problema 2

Consideremos a equagao de reagao-difusao nao linear:

Ju 1 ((’)Eu 0%*u

W_FW)_FM%I_”)’ Doyl t20,

a2
Com condicio inicial dada por: u(x,y,0) = ———, p = —= e com condicoes
14erlz+y) w
de fronteira de Dirichlet:

1 1

w(l,y,t) =

w0 y8) = e

1 + (_JI“[.U“.”') 3

1 1

w(z,0,t) = u(z,1,t) = 1 + epla+1-pt)’

1+ er@0’

A solugio exata é: u(x,y,t) = mmm=m-
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Resultados Numéricos 95

No calculo da solu¢ao do problema 2, usamos At = 4. A seguir uma
tabela ¢ apresentada, na qual apresentamos novamente o erro maximo absolu-

to.

CN-LOD-L
4.9(-1)
7.0(-1)
7.6(-1)
7.7(-1)

CN-LOD
2.5(-1)
5(-1)
5(-1)
1)

ETF-LOD-L | ETF-LOD

1)
1)
1)
1)

3.5(-
3.5(-
3.4(-
3.2(-
3.1(-1)
2.9(-
2.8(-
2.7(-
2.6(-

Tabela 2: Erro Mdzimo

Abaixo apresentamos uma tabela com os valores da solugao exata e aproxi-

madas nos pontos u(0.15,0.15,t), t = 4,8, ...,40.

t

EXATA

ETF-LOD-L

ETF-LOD

CN-LOD-L

CN-LOD

4

TaA8(-1)

9.28(-1)

4.46(-1)

8

1.00

5.14(-1)

12

1.02

5.45(-1)

16

1.00

5.66(-1)

20

9.88(-1)

5.79(-1)

24

9.96(-

28

1)
1)

1.00

32

36

9.98(-1)

40

0
1.00(-1)
(_
¢

9.98(-3)

9.80(-1)

Tabela 2.1
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Resultados Numéricos

96

Os graficos a seguir mostram aproximacoes para r =

2
5

t = 16, para os método descritos na tabela acima.

reee 444

0

S
4 0.

Figura 4.2: Problema 2

Figura 4.3: Problema 2

6
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Resultados Numéricos

Figura 4.4: Problema 2

Figura 4.5: Problema 2
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Resultados Numéricos

Observamos que no primeiro grafico (figura:4.2) o método ETF-LOD-L
aproxima a solu¢ao exata de maneira bastante satisfatéria quando comparado o
método ETF-LOD, haja vista que linearizamos o método. No segundo gréfico
(figura:4.3) o método CN-LOD apresenta uma melhor aproximacio para a
solugao exata que o CN-LOD-L. No terceiro grafico (figura:4.4), notamos que o
método ETF-LOD-L quando comparado como o CN-LOD-L mostra-se melhor,
uma vez que o método CN-LOD-L produz oscilagoes na solucao calculada. O
mesmo comportamento ocorre quando comparamos os método ETF-LOD e
CN-LOD, pois 0 método ETF-LOD aproxima melhor a solucio calculada da

exata e o método de CN-LOD produz oscilagoes.

4.2.3 Problema 3

Consideremos a equagao de conveccao-difusio:

ou " 1 /0u ¥ ou 1 /0u? Ou? s,
Tl F=3 B I ==l e a9 3 r, ] 3
ot 2\0zx 9y 2 \ 922 "~ oy* ¥

Com condicao inicial dada por:

u(x,y,0) = exp(—=50(z + y)°), S =1+ 200¢,

com condicoes de fronteira de Dirichlet:

_ 1 (=500 +y—1)?
Vo 52

- 1 —50(z — t)? ‘ 1 —50(1 + x — t)?
u(z,0,t) = 7§(ﬂ:rp (-—32—) ;o ulEsLl) = ﬁe:ﬁp ( 52 i

A solucao exata é:

u(z,y,t) = —=exp

VS

1 (—-5[}(3:+y—t)2).

5‘2
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99

No calculo da solugao do problema 3, usamos At = 0.2. A seguir uma

tabela é apresentada:

t

ETF-LOD

CN-LOD

t

ETF-LOD

CN-LOD

0.2

5.7(-3)

2.5(-1)

1.2

2.4(-6)

2.7(-2)

0.4

5.5(-4)

9.9(-2)

1.4

1.7(-6)

2.8(-2)

0.6

6.9(-5)

6.4(-2)

1.6

1.3(-6)

2.8(-2)

0.8

1.0(-5)

3.7(-2)

1.8

1.0(-6)

2.8(-2)

1.0

3.3(-6)

2.6(-2)

2.2

8.3(-7)

2:7(-2)

Tabela 3: Erro Mdzimo

Na tabela abaixo sao apresentadas as solugoes exatas e aproximadas nos pontos

u(0.5,

0.5,4) , t = 0.2,04, ...,

2.0.

t

EXATA

ETF-LOD

CN-LOD

t

ETF-LOD

CN-LOD

0.2

7.15(-1)

6.66(-1)

3.77(-2

1.2

6.38(-2)

6.34(-2)

0.4

8.89(-1)

8.89(-1)

6.60(-2

1.4

5.79(-2)

5.87(-2)

0.6

8.50(-1)

8.50(-1)

1.6

5.27(-2)

5.42(-2)

0.8

7.78(-1)

7.78(-1)

1.8

4.81(-2)

5.00(-2)

1.0

7.05(-1)

7.05(-1)

)
)
7 23( 2)
(-2)
2)

6.80(-

2.0

4.40(-2)

4.62(-2)

5 6

Tabela 3
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Resultados Numéricos 100

rifico abaix e Ximago z =2
O grafico abaixo mostra aproximagées para 2 para o tempo

t =0.6.

Figura 4.6: Problema 3

Aqui notamos que o método ETT produz melhores aproximacgoes que o método

CN, aproximando-se bastante da solucao exata.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho inicialmente apresentamos uma classe de métodos esten-
didos, tendo como objetivo principal, contornar a barreira imposta pela A-
estabilidade sobre os métodos lineares de passo miltiplo. Apresentamos entao
um método estendido, de passo 1 e ordem trés, dado pelo acoplamento de
dois método lineares de passo multiplo, o qual foi denominado por Usmani
e Agarwl [1] de regra trapezoidal estendida. Diminuindo a ordem do erro de
truncamento local da equagio (1.10), podemos encontrar uma familia de méto-
dos estendidos de terceira ordem com um parametro livre, que é escolhido de
forma a se obter um método L-estavel.

Em seguida uma aplicagao da ETF para as equacoes diferenciais parciais
de difusao, conveccao-difusao e reacio difusdo, proposta em [4] é apresentada.
Mostramos que os métodos obtidos desta aplicagao para as equacoes de difusao
e convecgao-difusao sao incondicionalmente estéiveis, o que nos permite utilizar
passos relativamente grandes.

Ao aplicarmos o método ETF-LOD para a equagao de reagao-difusao nao
linear, devemos resolver sistemas nao lineares, como estes sistemas nao sao de
faceis manuseio, propomos uma linearizagao do método, obtendo, dessa forma,

sistemas lineares. Essa linearizagao se mostrou bastante eficiente uma vez que o
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Conclusao 102

método obtido produz uma boa aproximagao da solugao exata, mesmo quando
comparado com o método ETF-LOD, como pode ser observado pelo gréfico do
problema 2 (figura 4.2) e além disso diminui o esfor¢o computacional.

Na comparagao dos resultados obtitos, com a ETF-LOD e o CN-LOD, com

os valores da solugao exata, notamos que o método ETF-LOD produziu aproxi-

macoes bastante satisfatorias e melhores que as apresentadas pelo método CN-

LOD para a solu¢ao do problema.
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