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Resumo

Apresentamos a solucao analitica completa para as equagoes de Friedmann valida
na presenca da constante cosmolégica A, do parametro de curvatura x, de matéria
nao-relativistica (barionica ou escura) e de radiacdo. Este é o modelo AyCDM,
que exibe claramente a aceleracao recente e inclui modelos particulares, como o
ACDM. Obtemos o conjunto completo dos geradores de simetria para o elemento de
linha de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) pela integragao direta das equacgoes
de Killing. O processo de célculo leva & funcido U = a? H, produto do quadrado
do fator de escala pela derivada temporal da funcao de Hubble. U constante
fixa a solugdo maximalmente simétrica de de Sitter (dS) — com 10 geradores — em
detrimento de qualquer outra solugdo de FRW — com 6 geradores. A interpretagao
fisica dos geradores de dS nas coordenadas comodveis nao é evidente, o que exige a
transcricao deles para coordenadas estaticas de dS. Nestas coordenadas, eles tém
uma interpretagao clara, dada a relagao direta com os geradores de Poincaré via
contracoes de Wigner-Inoni. Um passo necessario é a construgao das transformagoes
de Robertson generalizadas entre o intervalo estatico de dS e o elemento de linha de
FRW para os tres valores de k.

Palavras Chaves: Equacoes de Friedmann; solucoes exatas; campos de Killing;

modelos de Sitter e Friedmann-Robertson-Walker; simetrias.

Areas do conhecimento: 1.05.01.03-7; 1.04.04.04-0.
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Abstract

Analytic expressions for solutions in the Standard Model are presented here for
all combinations of A =0, A # 0, kK = 0 and k # 0 in the presence and absence
of radiation and nonrelativistic matter. The most complete case (here called the
AyCDM Model) has A # 0, k # 0, and supposes the presence of radiation and dust.
It exhibits clearly the recent onset of acceleration and reduces to the particular
models such as the ACDM Model. A detailed examination of the Killing equations
in Robertson—Walker coordinates shows how the addition of matter and/or radiation
to a de Sitter Universe breaks the symmetry generated by four of its Killing fields.
The product U = a® H of the squared scale parameter by the time-derivative of the
Hubble function encapsulates the relationship between the two cases: the symmetry
is maximal when U is a constant, and reduces to the 6-parameter symmetry of a
generic Friedmann-Robertson-Walker model when it is not. As the fields physical
interpretation is not clear in these coordinates, comparison is made with the Killing
fields in static coordinates, whose interpretation is made clearer by their direct

relationship to the Poincaré group generators via Wigner-Inonii contractions.
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Capitulo 1

Introducao

Os problemas da planura e do horizonte causal no Universo observavel levaram a
idéia de que ele comegou sua evolugao com um periodo curto de expansao vertiginosa
[1], dito inflaciondrio. O paradigma para esta fase ¢ o modelo de de Sitter (dS), em
que o fator de escala a (t) de medida de distancias aumenta exponencialmente com o
tempo cosmolégico t.* Nesta solugao aparece o raio L de dS, que equivale a constante
cosmologica A.

Para permitir a formagao dos elementos leves (nucleossintese), foi necessério
que esta etapa evolutiva desse lugar a expansao desacelerada. A descri¢ao desta é
feita pelas solugoes de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), modelos de universo
preenchidos por radia¢ao ou matéria (barionica ou escura-fria) [5], [6], [7], [8].

Porém, isto nao ¢ tudo: medidas recentes [9], [10], [11] indicam que a matéria
constitui no maximo trinta por cento do total energético e que a contribuicao da
radiacao é desprezivel em relacao a esta parcela. A fonte dominante a determinar a
dinamica do universo atual é de natureza desconhecida, chamada de energia escura.
Mais: o universo estaria acelerando novamente, mas com caracteristicas distintas
da inflagao. Verificou-se que os dados poderiam ser acomodados por um modelo
cosmolégico hibrido, combinando as caracteristicas do de dS com as da classe de
modelos de FRW puros. Tal modelo é chamado de ACDM (A-Cold Dark Matter),
nome baseado nos componentes que admite como fonte da gravitagao: a matéria
nao-relativistica e a constante cosmoldgica. A conclusao oferecida pelo relativo
sucesso do modelo ACDM é: os setenta por cento de energia energia seriam de
responsabilidade de A.

A discuss@ao nao estd encerrada, entretanto, e os dados das observacoes cos-

moldgicas ganharam nos ultimos anos uma grande precisao, despertando o interesse

*Diferentes cendrios inflaciondrios sao aceitdveis em principio [2] mas o mais simples é aquele
dado pela solucao de dS. E, em que pesem as criticas, e.g. [3],[4], ele é uma primeira aproximagao

adequada para praticamente todos os modelos calcados na dindmica do inflaton.
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numa solugao exata completa para as equagoes diferenciais de a (t). E usual que se
discuta os modelos FRW nas coordenadas ditas “comoéveis” de Friedmann, e o mod-
elo de dS em outras coordenadas (como as ditas “estaticas”). Isso dificulta qualquer
comparagao que se queira fazer entre eles e, ainda mais, qualquer estudo de uma
eventual transicao de um a outro. Examinaremos aqui a solugao geral do modelo
completo em coordenadas comoveis de Friedmann. O capitulo 2 cuida da construcao
deste modelo completo que computa todos os quatro tipos de fontes: matéria (como
poeira), radiacdo, constante cosmoldgica e parametro de curvatura . (Os valores
de k fixam a geometria da secao espacial em plana — k = 0, esférica — k = 41, ou
hiperbédlica — k = —1.) A solugao é implicita: encontra-se o tempo como func¢ao do
fator de escala e nao o contrario. t = t(a) é dada em termos de fungoes elipticas
de primeiro e terceiro tipos e esta sofisticacao motiva uma abordagem construtiva,
encontrando solugoes para valores particulares de x e considerando em adigao a con-
stante cosmoldgica, na presenca e auséncia de matéria e radiacao com complexidade
crescente. A solucao completa, nomeada AyCDM, deve ser usada sempre que se
quer precisao, distoando particularmente do modelo ACDM para valores baixos de
t.

Focalizaremos justamente a transicao entre as fases acelerada e desacelerada
no universo primordial, que equivale a uma passagem eventual do modelo de dS
ao de FRW. Gostarfamos de entender qual mecanismo engendra a transicao entre
esses diferentes cendrios; o que poderia ser feito de duas formas: (i) estudando a
viabilidade uma equacgao de estado unificada admitida pelos modelos baseada em
primeiros principios (o que afetaria o lado direito das Equagoes de Einstein)™ ou
(#1) abordando a referida transigdo do ponto de vista geométrico (lado esquerdo das
equagoes de Einstein), como um processo de quebra de simetria. E nesta segunda

vertente que se enquadram os resultados expostos no capitulo 3 e seguintes.

As simetrias de um dado espago-tempo sao as isometrias associadas ao tensor
métrico g,,. Os campos de isometrias sao determinados como solugoes das equagoes
de Killing [6] escritas para esta métrica. Integrando esse conjunto de equagoes
diferenciais parciais acopladas, determinamos as componentes de Killing £&* com
as quais se constroem os geradores Xy = £,"0, relacionados a cada uma das N
constantes de integracao. Tais geradores formam a algebra do grupo de simetria do
modelo sob analise: a tabela de comutagao desses geradores é de particular interesse

para classificagao do grupo.

No capitulo 3 implementamos este programa para o intervalo de FRW em suas

"Um fluido exético portador de uma equacio de estado em que a pressio é negativa, p = —e (e

é a densidade de energia), mimetiza o efeito da constante cosmoldgica.
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coordenadas coméveis usuais. A integragao mostra que é possivel obter dez geradores
de simetria apenas se a (t) é fixado como a solugao de dS, i.e., os dez geradores de
Killing nao sao validos para qualquer funcao de escala de FRW: eles sao geradores
de dS expressos nas coordenadas coméveis de FRW. Para todo a (t) que nao o de dS,
restam apenas os seis geradores de simetria da segao espacial de FRW [12]. A quebra
de simetria dS-FRW emerge nao como um processo, mas como uma selegao: ou a
funcio U = a?H (sendo H = a/a; o ponto indica derivada temporal) é constante
no tempo, dando origem a solugao de dS e ao niimero maximal de simetrias; ou
U = U (t) e a(t) permanece a determinar, exigindo que £ = 0 e que seis seja o
numero de geradores de FRW.

Depois de uma transformagao adequada, os dez geradores de dS em coorde-
nadas coméveis precisam coincidir com os geradores de dS nas, talvez mais famil-
iares, coordenadas estaticas. A comparacao é desejavel porque os geradores de
dS nas coordenadas de FRW nao possuem interpretacao fisica imediata, uma pro-
priedade que os geradores de dS nas coordenadas estaticas possuem, dada a relagao
proxima destes com os geradores do grupo de Poincaré das isometrias do espacgo de
Minkowski (capitulo 4). Para executar a comparagao construimos, no capitulo 5, as
transformacoes de Robertson generalizadas entre os intervalos de dS em coordenadas
estédticas e o de FRW. Estendemos, assim, as regras dadas na Ref. [5] véalidas para o
caso em que o parametro de curvatura é nulo (k = 0). Os geradores de dS nas coor-
denadas estaticas sao listados no capitulo 4 juntamente com a tabela de comutacgao
de dS no mesmo sistema de coordenadas. A transformacgao dos geradores de um
sistema de coordenadas para o outro é realizada na secao 5.2.

Em favor da atribuicao de significado fisico aos geradores do capitulo 3, e para
atestar que eles sao de fato geradores de dS, estudamos as suas contragoes de acordo
com a teoria de Inonii-Wigner [13], [14]. A contracao de Inénii-Wigner relaciona
diferentes grupos através de uma cuidadosa tomada de limite no(s) parametro(s)
presente(s) na estrutura algébrica dos grupos. Sabemos que o limite L — oo deve
reduzir a dlgebra de dS a de Poincaré. Portanto, se a nossa integracao das equacoes
de Killing estiver correta, os conjuntos de geradores de dS nas coordenadas estéticas
e de FRW irdo ambos degenerar nos geradores de Poincaré (ou numa combinagao
linear deles) neste limite. Isto é verificado no capitulo 6.

Tecemos os comentarios finais no capitulo 7.



Capitulo 2

As solucoes exatas do Modelo Cosmolégico
Padrao [15]

Para fixar a notacao, escrevemos as equacoes de Einstein,
81G

1
R#y - §R v — A 9 = 7THV

com constante cosmoldgica A e conteuido de energia modelado por um fluido perfeito,

T = (p+ p¢) uptty — P Guv
onde p é a pressao do fuido e p = €¢/c? é o equivalente em massa da densidade de
energia. Usaremos a signatura da métrica (+1,—1, —1,—1), tal que o quadrado da
quadri-velocidade u* é u,u* = 1 para linhas de fluxo do tipo tempo.
Quando escolhemos um referencial que acompanha a expansao césmica (u, = 6,0)

—adotando, assim, coordenadas comodveis, e usamos o elemento de linha de Robertson-

Walker

2

ds* = Adt* — a* (t) L + r?df? + r? sin® Hdgf)z] (2.1)

2
— KT
(k = 0,=£1) para o célculo do tensor de Ricci R, e do escalar de curvatura R, somos

levados ao par de equagdes de Friedmann para o parametro de escala a (t):

4 Ac?
a’ = [2 (LG> p+ —C] a? — kc?, (2.2)
3 3
. Ac? 4G 3p
a = |:T — T (p -+ §>:| a. (23)

O intervalo (2.1) é construido por argumentos de simetria: ele descreve espagos-
tempos com segoes espaciais homogéneas e isotrépicas [8], [6], [7], que constituem
folhas localizadas pelo tempo cosmoldgico ¢.

Diferenciando (2.2) com respeito a t e empregando (2.3), encontramos a expressao
para a conservacao da energia,

dp 3p
£ — _3H = 2.4
o= 3 (p+02>, (2.4)
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em que

H(t) % (2.5)

é a funcao de Hubble.

Em termos de H, o par (2.2,2.3) é reescrito como

GG A ke

H = 22,4 2.
s Pt T (2.6)

. 3 |8nG D KC?

== [T (f’*;)}*?- (2.7)

Seja t =ty o valor atual do tempo cosmolégico. Definimos f (ty) = fy como o valor
atual da fungao (arbitraria) f(t); assim, por exemplo, H (ty) = Hy é o valor da
fungdo de Hubble hoje (ou seja, a constante de Hubble). Acrescentamos a essas

defini¢oes a da densidade critica

3H?
crit — 2.8
Perit e (2.8)
em termos da qual a Eq. (2.6) torna-se
2

Fg =0 (t) + QA + QK (t) ) (29)

sendo A2 )

p c KC
Q= ; =—; Q=——= 2.10
Perit 7 A 3Hg ’ CL2H§ ( )

os parametros adimensionais de densidade. Note-se que: (i) © é funcao do tempo:
p=p(t) éasoma das contribuides da matéria (barionica e escura-fria) €2, = L=
pi’ " (ii) Qa € uma constante; e (4di) (2, varia com ¢ segundo

a~?(t) mas ¢é identicamente zero para um modelo de se¢ao-espacial plana (k= 0).

e da radiacao 1, =

Avaliando (2.9) em t = ¢, encontramos o vinculo usual

Qo—f—Q,{o—i—QA:l 5 (211)
ou, para Qtotal = (QO + QA)a
2
KRC
Qopag — 1 = ——_ . 2.12
total agHg ( )

A observacao fixa o valor de k: somos forcados a escolher kK = +1 se Qi > 1

e k = —1 caso Qs < 1. Em ambos os casos o valor atual do fator de escala é
I _ K C _ =~ —
determinado por ag = S Se Qyotar = 1, entdo x = 0 e ag permanece

indeterminado.
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2.1 Solucoes de de Sitter

Lembremos que ha dois tipos de espacos de de Sitter, um com curvatura escalar
de Ricci negativa (R < 0) e outro com curvatura escalar de Ricci positiva (R > 0),

respectivamente:

1. Espago-tempo de de Sitter (dS). Indicado por dS (4,1), consiste de uma 4-
superficie hiperbélica cuja inclusao no espaco pseudo-Euclidiano E4?! satisfaz
(A,B=0,1,2,3,4)

2
naprie? = nagxaxﬁ — (a:4) =12

onde (nap) = diag {+1,—1,—1,—1}. Esta variedade é um hiperbol6ide com
topologia R' x S? e grupo de movimento pseudo-ortogonal SO (4,1).

2. Espago-tempo de anti-de Sitter (AdS). Indicado por dS (3,2), uma 4-superficie

hiperbdlica cuja inclusao no espaco pseudo-Euclidiano E32 satisfaz
napre? = napra’ + (x4)2 = L%

Esta variedade ¢ um hiperboléide com topologia S! x R3 e grupo de movimento

SO (3,2).
Com a notacao 144 = s, ambos os espacos de de Sitter podem ser postos em
2
napra? = nagrta® + s (a)” = sL”.

Os espagos de de Sitter sao solugoes das equagoes de Einstein sem fontes e com A

relacionada ao pseudo-raio L e escalar de curvatura R por
A S R

i e ——— 2.1
3 L? 12 (2.13)
Note, portanto:
ds : s=—-1; A>0,
AdS @ s=+1; A<O. (2.14)

Daqui em diante, preocupar-nos-emos apenas com os espagos de de Sitter (dS).
O espago de dS é a solugao de vacuo homogénea e isotropica das equacoes de

Friedmann: satisfaz (2.2) e (2.3) com p e p nulos, i.e.,

a = %cﬂ — ke (2.15)
2
. c

Estas equagoes nao sao independentes.
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2.1.1 O caso x=0

Sugerimos a (t) = e e fazemos a substitui¢ao deste anzatz em (2.16), o que resulta
em o = +¢/L. De maneira geral, terfamos, portanto, a = Agez’ + Bye z!. Porém

a Eq. (2.15) com k = 0 exige By = 0. Ademais, se vamos impor a condicao inicial
a(0)=4, (2.17)

< ~ . . . s . .
devemos ter Ay = A = ape”z%. A solucao dita “inflaciondria do tipo exponencial”

¢é obtida tomando o sinal 4+ para a:

a(t) = Aet! . (2.18)

A
3
Sitter dS (e ndo o de anti-de Sitter AdS) pode levar a uma funcdo de crescimento

Perceba-se que 3 = —+5 > 0 ¢é essencial para a inflacaio — apenas o espaco de de
exponencial. Outro ponto: os tratamentos usuais consideram soluc¢oes com valor
inicial A = 0, representando a singularidade do Big Bang. Aqui, porém, nao havera
inflagao se o valor inicial de a (t) é zero. Procuraremos por solugdes com A > 0 que
generalizam (2.18), i.e., que se reduzem a ela quando apenas o termo cosmolégico
esta presente e k = 0.

Inserindo (2.18) na definigao (2.5) da funcao de Hubble, encontramos
c

H =
L’

(2.19)

uma constante.

2.1.2 O -caso k#0

. . < < .
Se substituirmos a = Agez’+ Bpe ! em (2.15) e mantivermos k # 0 encontraremos

a restrigao By = %. Entdo, a condicdo inicial a (0) = A fixa Ay = AEVA=RLZ VA;”’”LZ.

Apenas o sinal positivo leva a solucao

< I{L2 _c
<A—|—\/A2—I€L2) er! + (A+\/m)e Lt] , (2.20)

a(t):%

que se reduz a (2.18) quando xk = 0.

A solugao (2.20) tem a forma sugestiva

(2.21)

alt)=; {fL(tH il } ,

fr(t)

com

fr(t)= (A + m) et . (2.22)
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Substituindo (2.21) em (2.1), encontramos o elemento de linha inflacionério de Sitter
a la Friedmann-Robertson-Walker (FRW):

kL?
fo(t

Empregando (2.21) — e o fato que fr = 7 fr — calculamos a funcdo de Hubble

1 — kr?

1 T dr?
ds* = Adt* — 1 [ fr(t) + )] { L4262 + 12 sin? 9d¢2] . (2.23)
(2.5) relativa a solugao de dS:

c

H(t)= 7 (1_2fg(t’;—im2> . (2.24)

Note-se como (2.24) se reduz a (2.19) para k = 0.
A identidade

<A + m) (A - m) — KL (2.25)

permite por (2.20) em termos de fungées hiperbélicas do tempo:

t
a(t) = Acosh%t + VA2 —KkL? sinh% . (2.26)

2.2 Solugoes do Modelo A-FRW

Chamamos Modelo de A-FRW aquele que, além da matéria nao-relativistica (barionica
e escura) e radiagdo, considera a energia escura (constante cosmolégica) como fonte

para a dinamica de a ().

2.2.1 Materia Nao-Relativistica

A Eq. (2.4) pode ser posta na forma

d p d(a®)

J— 3 —_— e —
7 (pa’) g (2.27)

No regime nao-relativistico, a pressdo da matéria (barionica ou escura-fria) p = nkT
. y ~ : P\ _ n 2 -

¢é desprezivel em comparagao com a densidade, (p + 0—2) = % (mc® + kT) ~ p, pois
mc? > kT a energia da massa de repouso é muito maior que a energia de agitacao

térmica das particulas massivas. Colocando
p=0, (2.28)
a chamada aprozimacgdo de poeira, na equagao (2.27) resulta a igualdade
pa’ = poaj = constante , (2.29)

onde ag e py sao os valores atuais (t = to) do fator de escala e da densidade.
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O caso Kk =0e A #0 (Modelo ACDM)

Elimina-se o termo em p de (2.7) usando (2.6):

. 3/ ) 47TG 1 ke?
— - _ — 2.
=2 ( - ) -5 (2.30)

1 %
2

onde, de acordo com (2.13), fizemos § =
Na aproximacao de poeira (p = 0) e no caso em que k = 0 devemos resolver

-3
H=-|—=-H"). 2.31
(5 -) (2.31)
A integracao é trabalhosa mas direta e o resultado é:

c[£+H(0)] et ¥ [£— H(0)]

H(t)=— - . 2.32
O I RO T 5 -H0) 23
Com (2.6), k =0, pa® = poa}, e a definigao
8rG
Mc* = 7rTpoag (2.33)
obtemos: Ve )
s  Mc c
H* = 5 + 17 (2.34)
Dai segue a condigao inicial
Mc 2
H?(0) = o T (2.35)

Também da expressao acima para H? vém:

ou, com (2.32),
ML? : . e\ 3
a= 5 ([£+H(O)] et + [E—H(O)] e_%ft>3 :
wg-mo]) \r L
Esta tltima, com a escolha do sinal superior, reduz-se a
%
t) (2.36)

A
a(t):2§<

*Estamos restritos ao modelo de dS para o qual s = —1. (Como dissemos, nao tratamos o caso

AdS.)

L2

A3

MIL?
A3

njw

_3
2

e

14+4/1+ ezt 4 |1 —4/1+ e
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ao empregarmos (2.35). A opgao pelo sinal + é adequada tendo em vista que assim
obtemos os limites adequados:

(i) para M — 0 temos:

a solugao inflaciondria usual (2.18) véalida quando apenas a constante cosmoldgica é
fonte de curvatura; e

(#1) com L — oo (i.e. A — 0) encontramos:
A M 3c M 3c :
1)~ — | |1 — L |1+ ==t 1—\/—=L| |1 —==t
@ (1) 23( E [* % e { 2LD ’

2L
ou seja,
2
3
a(t) ~ (A3/2 + ;v Mct) . (2.37)

a solucdo para um universo dominado pela matéria.f

Em uma notagao andloga a (2.21) rescrevemos (2.36) como

Wi

A ML* 1
0= (- 1) (239
onde
MIL? c
far (1) = |1+4/1+ =5 2 it (2.39)
Ocasok#0e A=0
Aqui as equagdes (2.2) e (2.3) ficam:
2 ,  Mc?
a® + ke® — =0 (2.40)
a
1 Mc?
a—+ = =0 2.41
a+ 5 o2 , ( )
onde usamos (2.29) e (2.33). A primeira das equagdes acima equivale a
ada
———=c [ dt 2.42
/ VMa — ka? / (242)

e a resolvemos para cada valor de k.

TA maneira usual de escrever a solugdio de um universo dominado pela matéria a(t) =

2
ap (%H{)t) % é encontrada do nosso resultado ao lembrarmos que de (2.6) segue Hg = 1{802 Este

caso usual é normalizado a valores atuais.
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(a) k = 0. Pode ser usado como um caso-teste: com a condicao inicial a (0) = A,

a integracao leva a

3
az — A

1\3\(&’

Z\/_ct

justamente o resultado (2.37) da sub-sec¢ao 2.2.1: limite de (2.36) quando A — 0.
(b) Kk = +1. A integracao de (2.42),

V4 (i) dt |
1- M /
da a (t) de um modo implicito:
A
arcsin (, / %) — arcsin (\/ M)] . (2.43)

Vvada
—W—\/MC/C#

=vVMA— A2 —/Ma—a2+ M

(¢) Kk = —1. Resolvendo

obtém-se:$

VA+VATM
Va+va+M

=vVMa+a2—-VMA+ A2+ Mn (2.44)

Note-se que no limite em que M — 0, a(t) = A + ct, mas isso corresponderia
a um modelo cosmoldgico sem fontes (também sem energia escura A) mas com um
parametro de curvatura nao-nulo, o que nao parece razoavel na teoria de Einstein
da gravitacao, segundo a qual s6 a presenca de matéria-energia é que engendra a

curvatura do espago-tempo. Este limite é, pois, descartado.

fResolve-se a integral

ydy :
\/\(_7 = arcsin/y — yv1—y

pelo método de integracao por partes, aplicado diversas vezes, com algumas substituicoes de

variaveis auxiliares.
§A integral

/ \/ﬂiydy =/yv/1+y — arcsinh/y

resolve-se de maneira inteiramente analoga ao caso anterior; e é facil mostrar a igualdade

arcsinh,/y = In (\/gj—i— vy + 1) .
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Quando M > 0, aparece uma fungao de a (t):

e wrt(ir) (i)

\/_+\/T\/Z\/H7_

Isto pode ser escrito como

com

o) = e vies

monotonica, assim como a ().

Resolvemos nesta secao as equacoes de Friedmann com uma fonte de poeira
(M #0) para k # 0 ou para o caso A # 0 escolhendo solugbes do tipo inflacionério.
O caso com ambos Kk # 0 e A # 0 é muito mais complexo, praticamente tanto
quanto o caso geral incluindo radiagao (além de matéria, energia escura e k), do

qual trataremos mais tarde.

2.2.2 Radiacaocom k #0e A #0
A equacao de estado para a radiacgao,

vem de consideragoes acerca da estatistica do corpo negro [16], onde o equivalente

em massa da energia

€
¢ calculado com expressao da densidade de energia da radiagao de corpo negro
48
€= ——((4) (KT)" . (2.47)
(he)

Note-se ademais, a relagdo entre a temperatura 7' e o fator de escala a (t) via redshift
Al
z:

KT = KTy (1 + 2) = kT, (%) , (2.48)

YPara entender a relagio (2.48), lembre-se que a energia média por féton (E) = (hv), em que h
é a constante de Plank e v a freqiiéncia da radiagao, é proporcional a sua energia térmica kT, i.e.,
(hv) o< KT Por outro lado, o red-shift é definido como a relagao (1+ z) = ;= entre a freqiiéncia
vo medida na recepcao (hoje, t = ty) e a freqiiéncia v com que houve a emissao (em t). Com isso,
associamos T a z. Por fim, relacionamos z & a(t) através da interacdo do intervalo (2.1) para um

raio de luz (ds = 0) do ponto de emissdo até nds: (1 + 2) = %
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onde k é a constante de Boltzman [17]. Substituindo (2.47) e (2.48) em (2.46),

temos: A
a
pp't ~Q, <EO> , (2.49)
em que {2, ¢ a constante
1 487
Qo= e (4) (KTp)" . (2.50)

Inserindo (2.49) e (2.45) nas Egs. (2.2) e (2.3) encontramos:

2 2
Q2 = {% + %] a2 — ke (2.51)
a
) R
i {ﬁ B ?} o (2.52)
onde definimos
ve? = Q. 0Hjag . (2.53)

Este é o parametro que acusa a presenca da radiacao.
Resolvemos a Eq. (2.51)

ada
@) ()

por integragao direta (completando quadrado e mudando de varidveis). O resultado

= +/ycidt

é:

_ sl ()" L2
alt) =45 ~3 [fv( )+ W] (2.54)
£y (t) = K% - A2) — /L2 + A2 (A2 — /@LQ)] it (2.55)

uma solu¢ao com forma semelhante as Eqgs. (2.21,2.38).

Observe-se que o valor a t = 0 é a(0) = A de forma coerente com a condigdo
inicial (2.17) que adotamos.

E um bom teste analizar alguns limites:

(i) No limite em que 7 — 0 (auséncia de radia¢do), a equacao (2.54) reduz-se a
solugao de de Sitter para x # 0, Eq. (2.26).

(ii) Para L — oo (auséncia de constante cosmoldgica), o fator de escala (2.54)

simplifica-se para

a(t) = \/A2 +2v/v — kA% ct — K(ct)? . (2.56)
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(i1i) No caso em que apenas x = 0:

a(t) = \/1 { [AQ + /L2 + A4} et 4 [AQ — \/W} e*Q%t} : (2.57)

2

(iv) Tomando, em adigao a restri¢ao £ = 0, também o limite A — 0 (i.e., L — 00)

a(t) =/ A%+ 2 /yct , (2.58)

que é a solugao convencional para um universo dominado pela radiacao, em que

a o tY/2.

segue que:

2.2.3 A Solugao Geral: M #0,v#0, A#0e rx #0

De acordo com as segoes anteriores, matéria nao-relativistica e radiagao sao descritas

em Cosmologia pelos pares de equagoes constitutivas

3 Mc?
PM = % PERE Pym = 0 (259)
e
3 e p~C*
= —— =— 2.60
=Gt 0 T g (2.60)

respectivamente. Assim, as fontes contribuindo para as equagoes de Friedmann, Eqgs.

(2.2,2.3) sdo p = (pm + py) € p = p, levando a:

, M v &2

a’ = [ > p + ﬁ} a® — kc? | (2.61)
. c? 1[Mc2  _~c?

a = ﬁa - 5 |: 23 + 2?:| a . (262)

A integracao da primeira das equagoes acima

/“ a da —C/tdt
ANYL2+ML?a— kL2 a2 +a* L Jo

¢ feita seguindo os passos abaixo:

1. Escreva-se a integral acima em termos das raizes {r;} do denominador:

/ a da _ / a da .
\/’yL2 +ML? a — kL? a? + a* \/(a —r1)(a—1)(a—r3)(a—ry)
(2.63)
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2. Introduza-se algumas constantes, em termos das quais as raizes serao expressas

mais tarde:
e = [ (M) 2 (s2?) + 72 (s1%) (127)]

cy = (HLQ)Z + 12 (7L2) ;

3 = o+ -4

1 cs\ & 23
_ 2 2L2_<_> _e (2 : 2.64
Cy 3 K 5 Co (03) ] 3 ( )
s = 2kL*—¢y;
V C4
G = —5 -

/ ML2 ]\/[L2
1 7“2—06‘{’_ Cs —
ML2 ]\/[L2
ry = —06—— cs + 2—06+— cs + 265

4. As solugoes serao implicitas e envolverdo fungoes elipticas de dois tipos [18],
[19]:

e A integral eliptica de primeiro tipo com parametro m e amplitude ¢,

(2.66)

¢ de
Flp,m] = / e
0 vV1—msin“0
e A integral eliptica de terceiro tipo com parametro m, caracteristica n e

amplitude ¢:
do

@
IIn,o,m :/ .
I, ¢,ml 0 (l—nsinze) V1 —msin?6

5. A caracteristica e o parametro para o problema em questao serao:

n = (TQ _T4> ;o om= (Tl —r3> n. (2.68)
T — T4 9 — T3

6. A amplitude envolvida sera

(2.67)

¢ (a) = arcsin i (2.69)

n(a—ry)
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7. Afinal, a solucao implicita sera:

o _ (n-r)lné(@).m —rFlo),m|
2L \/(TQ—T’3)(T’1—’I“4> s=A

(2.70)

Vemos das suas defini¢oes que ambas as funcoes elipticas desaparecem quando
¢ = 0, i.e., quando a = rq; e isto leva a t = 0, portanto. Pondo de outra forma,
a(0) = A = ry é a condicao inicial do caso cosmoldgico geral. A forma complicada
desta solucao sugere o seu uso apenas no caso geral. De fato, ela reduz-se aos casos
particulares esperados, o que pode ser verificado mais facilmente confrontando os
graficos de cada caso particular com as curvas correspondentes construidas a partir
do fator de escala geral obtido de (2.70).

a
Model
1.4 P -~
_ -
_ 7 —— AycDM
1.2 _ -
-
_ -
1t - e ---- Radiation
/ -
0.8 -
- M

R (S atter

0.6
/
o.af 7/, — — AcCDM
/o
0.2//
t
2.5 5 7.5 10 12.5 15 17.5

Figura 2.1: O fator de escala a (t) /ag em termos de ¢ (em Gyear). As duas curvas
superiores sao modelos de referéncia (somente radiagao e matéria, respectivamente)
de evolugao desacelerada. A linha cheia é a representagao do universo AyCDM, que
coincide com o modelo ACDM na escala usada. Ele apresenta um ponto de inflexao

no qual A passa a dominar e comeca a aceleracao.

Os gréaficos mostrados na Figura 2.1 incluem a solugao geral — linha cheia, o
Modelo AyCDM — e dois outros casos de referéncia: Universo dominado pela ra-
diagdo — linha tracejada, correspondente a Eq. (2.58) — e Universo dominado pela
matéria — linha pontinhada, cf. (2.37). Em acordo com os dados observacionais,

o parametro de curvatura é posto nulo para todas as funcoes a(t), k = 0. Os
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valores de L, M e ~ s@o escolhidos de acordo com os valores atuais [9], [10], [20]:
Qiotar = 1.02 +0.02, 2,,,0 = 0.27 £ 0.04 (contribuicao das matérias barionica e es-
cura), Q0 = (4.9 £0.5) x 107°, e Hy = (7170903) km sec™! Mpc™. O tempo
T =ct (c=1) é dado em Gyear e o fator de escala é medido em unidades do seu
valor atual ag, uma constante arbitraria. Quando consideramos somente radiacao

(somente matéria), tomamos o = Qotar (Lo = Quotar)-

0.0004 ],
| Model
| _—
0.0003 | — —— AyCDM
_—
| -
P - — ---- Radiationl
0.0002 ¢ —
} R (S Matter
/
/
0.0001; /- — — ACDM
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ot
20 40 60 80 100 120

Figura 2.2: Ampliagdo da curva a (t) /ag para o universo primordial, com o tempo
t dado agora em kyear. A curva tracejada do modelo de radiacao situa-se muito
préxima do eixo vertical. A diferenca entre as curvas AyCDM e ACDM (linha cheia

e linha tracejada inferior) é mostrada claramente.

A idade do Universo segundo o modelo AyCDM é 13.8 Gyear. Ao contrario dos
outros dois modelos mostrados na Fig. 2.1 ele possui um ponto de inflexao para z nao
muito grande e que inicia a aceleracao atual. Naturalmente, os efeitos da matéria
e radiacao superam largamente o da constante cosmoldégica no Universo primordial
e um modelo puro de radiagao evolui muito mais rapidamente que um Universo
dominado pela matéria. No presente e futuro, entretanto, a constante cosmoldgica
torna-se mais importante que radiacao e matéria e domina a dinamica cosmica.

Outro gréfico interessante é aquele da solu¢ao para matéria mais A (com v = k =
0), o modelo ACDM. Na verdade, este também consta na Fig. 2.1 mas coincide com
a solucao completa na escala usada. Em escala menores, todavia, esta claro que o
modelo geral AyCDM difere do modelo ACDM (2,,,0 = 0.27, Q5 = 0.73, v = k = 0),

que corresponde a curva inferior na Fig. 2.2, a qual é uma ampliacao da Fig. 2.1 para
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tempos primordiais. A radiacao é o componente dominante neste periodo inicial:
observe-se a curva tracejada muito préxima ao eixo vertical, ou o intervalo ¢ < 10
kyear onde o modelo completo (linha cheia) supera o de matéria (linha pontilhada).

Os trabalhos [21], [22] e [23] construiram em etapas a solugao geral com M # 0,
v# 0, A #0er # 0. A contribuicao dada com o modelo AyCDM ¢é apresentar

esta solugao em uma versao compacta e em notagao moderna.



Capitulo 3

As simetrias de dS e FRW nas coordenadas

comoveis [24]

Sejam
T =t 4+ &# (3.1)

as transformagoes infinitesimais de ponto que mantém a métrica invariante em

forma, as isometrias. O tensor métrico g,, deve ser igual a métrica original g,,,

09w (Z) = G (T) — g () =0 . (3.2)

Para fazer sentido, o célculo da diferenca dg,, entre as métricas original e transfor-
mada deve ser feito no mesmo ponto, e.g., T.
A regra para a transformacao do tensor métrico sob mudanca de ponto é:

ozP 0z’
G () = Dot 9 9P (Z) . (3.3)

Note-se que o tensor transformado g, ¢ calculado no ponto transformado z. Dada

a condigao de isometria (3.2) esta equagao torna-se:

ozl 0x° B
Guv () = i 9 I (z) . (3.4)

A transformacao x — z é infinitesimal, tal que podemos escrever a expansao:
9po (T) = Gpo (& +€) = gpo () + Orgpo (1) €. (3.5)

Tendo em vista (3.1), também temos:

oz _ 0

Okt = @ (l’p + fp) = (S,UP + 8N€p R

de maneira que (3.4) é:

G () = (0,0 + 0u8") (8,7 + 0uE”) [gp0 (%) + Ongpo (2) €] -

19
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Desprezando termos proporcionais a & (9€) e (9¢€)*:

0= a)\guu (ZL’) §>\ + aygo g/MT (J?) + aﬂgp gPV (l’)

ou, usando §, = g,,§",

a,ugu + 6:/5“ - 211);,,”6)\ =0 (36)
onde
A 1 Ao
D = 5977 (0udvo + 0ugop = Do gyu) (3.7)

sao os simbolos (simétricos) de Christoffel, F);w = F’\W, que constituem a conexao
da Relatividade Geral.
As equagoes (3.6) sao denominadas equagdes de Killing, e, em termos da derivada

covariante V = 9 + I, ficam
Vugu + Vugu =0 ) (38)

uma forma explicitamente simétrica nos indices p e v. Determinar as isometrias de
uma certa métrica é integrar as equagoes de Killing para esta métrica.

Dado um elemento de linha
ds® = g, dxtdx”

¢ possivel empregar as componentes g, para calcular os simbolos de Christoffel
através de (3.7) e, entdo, especificar cada equagao de Killing correspondente a qual

valor dos indices de espaco-tempo.

3.1 A funcao quebra de simetria U ()

No caso do elemento de linha de FRW,

dr?

ds® = *dt* — a® (t
S c a” (t) [

+ 7% (d6® + sin® 0d¢?) | (3.9)

os unicas componentes nao-nulas da conexao sao:

o — a’H T 2HP? - T — 2HPsin20
rr_l—/{?“2’ go — @ 11T o — Q7T SIN ;
KT
I, =I",=H; Frrrzl 5 FTQQZ—T(l—K’I“Q);Fr¢¢:—7“(1—/€7“2)SiD29;
— Kr

1 .
F0t9:F09t2H§ FGT(;:FG(;T:;; F9¢¢:—81n00059;

1
¢ _ 1o _ . ¢ _ e _
r%,=I% =H; T r .

o =17, == %, =T%,=cotf, (3.10)
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e as equagoes diferenciais de Killing (3.6) assumem a forma:

8050 =0 ) (311)
8150 + 8051 —2H 51 =0 ) (312)
8250 + 8052 —2H fg =0 X (313)
8350 + 8063 —2H 53 =0 ) (314)
2
0281 + 01&a — ;52 = 0; (3.15)
2
0381 + 013 — ;53 = 0; (3.16)
83&2 + 8253 —2cotf 53 =0 3 (317)
(1—rr?) 0& —rr & —a®H §=0; (3.18)
& +r (1—kr?) G—a®Hr* & =0; (3.19)
0383 +sinfcosf & +r (1 — /4:7“2) sinf & — a*H r?sin®0 & =0 . (3.20)
Daqui em diante adotaremos ¢ = 1: a coordenada z° = ¢ assume dimensao de

comprimento. Lembramos que em (3.9) as coordenadas z' =r, 22 =6 e 23 = ¢ sdo
adimensionais cabendo a funcao de escala a (t) carregar a dimensao de comprimento.

Os célculos de integracao das equagoes de Killing (3.11-3.20) sao bastante longos
e trabalhosos. Como as equagoes sao acopladas temos que usa-las conjuntamente,
tomando a derivada parcial de uma delas com respeito a dada coordenada e em-
pregando uma outra equacao diferencial envolvendo esta derivacao para eliminar
termos indesejados.*

Tome-se Jy de (3.18), use-se (3.11) para eliminar dy&p, e (3.12) para substituir
Oo&1. Isto conduz, depois de se utilizar (3.18) novamente para substituir 0;&;, a

equacao de segunda ordem para a dependéncia de & em 7:
(1 - IiT’Q) 6181&) — RT 81&) +U f() =0 y (321)

onde definimos
U(t) = a®H | (3.22)

*Este procedimento é levado a cabo integralmente neste capitulo e no Apéndice A, um possivel
exagero que pode ser relevado tendo em vista as pretensoes didaticas com que a tese foi escrita.
Para um exemplo mais simples vide a Ref. [25], Apéndice K, onde se aborda o caso da esfera
unitéria Ss, decrita por ds?® = df? + sin® 8d$?. Também indicamos aos que iniciam o estudo do

assunto a excelente Ref. [26].
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dada como funcao de a e H = a/a. Tais quantidades sao solugdes das equagoes de
Friedmann (2.6,2.7):

817G A K

H*> = —p+—- — — 3.23
. 3 | 87G K
g = _° e 24
5 a5 (3:21)
em que a constante cosmolégica
3

aparece em termos do raio L de de Sitter.
Observe-se que U pode ser escrita também em termos da funcao desaceleracao ¢
definida como B
ad

¢=-—" (3.26)

A partir de (3.22), temos:
U=—-a’H*(1—q) . (3.27)

U (t) é chamada de fun¢do de quebra de simetria devido as seguintes consid-

eragoes. Extraia-se dy de (3.21) e empregue-se (3.11) para obter:

Ué&=0, (3.28)
Logo,
€0 =0 (3.29)
ou
U = constante . (3.30)

Tomemos o segundo caso, Eq. (3.30). Primeiro, observe-se a equacao de Fried-
mann para H , Eq. (3.24), e perceba-se que é a prépria equagao para U,
. 3 |81G
U=aH =3 [%(pﬂ—p)] a®+r . (3.31)
Restringindo-nos ao caso de dS, caracterizado pela auséncia de fontes (p = p = 0)

5], esta igualdade reduz-se a:

U=r. (3.32)

Portanto, a fun¢ao U é uma constante no caso de de Sitter (k = —1,0,+1 é uma
constante!), exatamente como requerido pelo viculo (3.30). Somos tentados a dizer:
U = constante implica o modelo cosmologico de dS. Isto é confirmado apds o longo
trabalho de integragao de todas as quatro componentes §, e a identificagao do grupo

de simetria subjacente como o grupo de dS.
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3.2 A integracao da componente &

Nesta secao faremos a integracao de &, em detalhe, para exemplificar o procedimento.
Na préxima secao, apenas daremos os resultados para as demais componentes de
Killing e, no Apéndice A, encontram-se os calculos completos de &;.

A dependéncia radial da componente & é dada pela integracao da equacao de-
sacoplada (3.21). Substitua-se (3.32), U = k, em (3.21), para reescrever o primeiro

membro como a derivada total
(91 [(1 — fi?"z) 8150 + KT 60] =0.

O termo em colchetes deve ser uma constante em r, mas nao com respeito as outras

coordenadas:

(1—rr?) & +rré=m1(0,9), (3.33)

cuja solugdo deve ser a soma da solugao homogénea com a particular, & = &8 + &J.

A solugao homogénea &} é obtida fixando 7, = 0. Por integragao direta temos:
& =15(0,0) V1 — k12 . (3.34)
Uma solugao particular para (3.33) é da forma:

& =m(0,0)r, (3.35)

conforme facilmente verificado por substituicao na equagao diferencial. Dessa forma,
50 =T (07 ¢) T+ To (07 ¢) v - /{TQ ) (336)

onde 7 (6, ¢) e 75 (0, ¢) devem ser obtidas das demais equagoes do sistema (3.11)-
(3.20).

Em verdade, para determinar a dependéncia de £ em 6, tome-se Jy(3.19), use-se
(3.13), (3.12) e (3.11) para eliminar 9p&2, 0p&1 € 0oy respectivamente e, depois, a
Eq. (3.19) para substituir dx§>. Resultado:

828250 +r (1 - /<J7“2) 81&) +U 7’2 fo =0 (337)
com U = k. Usando (3.36) segue:
(020,71 (0, ¢) + 71 (0,0)] 7+ 020572 (0,0) V1—rr?=0,

Esta igualdade é verificada para todos os valores de r se os coeficientes das fungoes
r e v/1 — kr? anularem-se independentemente:

{ 020071 (0, ¢) + 71 (6,0) =0 (3.38)

02057 (07 ¢) =0 7
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donde segue
71 (0, 0) = 73 (¢) sin @ + 74 (¢) cos f (3.39)

72 (0,0) =75 (¢) 0+ 16 (0) , (3.40)

com o que concluimos a determinagao da dependéncia de & em 6: pondo (3.39,3.40)
m (3.36),

=1 [13(0)sind + 74 (¢) cosb] + V1 — kr?[rs (¢) 0+ 76 (¢)] . (3.41)

Quanto a dependéncia de & em ¢: tome Jy(3.20) e use (3.14), (3.13), (3.12) e
(3.11) para eliminar 9p€3, Opéa, Do&1 € Dpép nesta ordem. Entao, substitua d;&3 como

dada por (3.20) para encontrar:
030580 + sinfcos 0 0s&y + 1 (1 — kr?) sin®0 016 + U r’sin®0 & =0 . (3.42)
Novamente lembramos que, no caso de dS, U = k. Pondo (3.41) em (3.42) resulta:

rsin @ [030573 () + 73 (P)] +
+rcos O [030574 (0)] +
+V1 — k12 (030575 (¢) 0 + sinfcos @ 75 (¢) + D30576 ()] = 0 .

Dada a independéncia dos coeficientes rsin, rcosf e /1 — kr?, resta o sistema:

83837'3 ( ) -+ 73 ((]5)
83837'4 (Qb) =0 . (343)
030575 (¢) 6 +sinf cosO 75 (¢) + 030576 () = 0

Das duas primeiras:

73 (¢p) = T7sin ¢ + 75 cos ¢ (3.44)
e
T4 (@) =79 ¢+ Ti0 - (3.45)
A dltima equagao do sistema (3.43) impoe
75 (¢) =0 (3.46)
e

83637'6 (¢) = 0 s

gragas a independencia das fungdes que aparecem multiplicando 030575 (¢), 75 (¢) e
030576 (¢). Do ultimo resultado:

76 (¢) = T11 ¢ + T2 . (3.47)
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Substituindo (3.44)-(3.47) em (3.41) determinamos a dependéncia de &, em ¢:

& = 1 [(Trsing + 15cos @) sinf + (19 ¢ + Ti9) cos O] +

—{—vl—/ﬁ:’l“Q [7’11 ¢+7'12] . (348)
Impondo a condigao de periodicidade na coordenada azimutal,
50 (7“, 97 0) = 50 (Ta 9) 27T) )

obtém-se
Tg = T11 =0. (349)

Isto em (3.48) da:
& =1 [(T7sin ¢ + 75 cos @) sin O + 71 cos 0] + V1—kr2 7 .
Ao renomear as constantes
m=C0Cy; 13=C1; T0=0C3; T12="0Cp;

estabelecemos a forma final da componente temporal de Killing para a solugao de
dS:

& =V1—rr2 Co+r [(Cysing + Cycos¢)sinb + Cscosb] . (3.50)

3.3 As componentes §, de Killing em FRW

Na secao anterior exemplificamos a integracao da componente de Killing &, para
a solucao de dS nas coordenadas coméveis de FRW. As demais componentes sao
obtidas por procedimento semelhante, e, no Apendice A, efetuamos a integragao
detalhada dos &. Aqui, apenas elencaremos os resultados, poupando o leitor dos

longos calculos:

& =V1—rr2Co+r [(Cysing + C)cos¢)sind + Cscosb)] ; (3.51)
—a’H ——— Cy+
§&i=a T2 0
+ {(1 — k%) % <% + a2H7’2) - KJCLQH:| [(Cysin ¢ + C cos @) sin 0 + C3 cos 0] +
1
+ a? (K cos ¢ + Kysin¢)sinf + Kjcosf)] ; (3.52)

VI_wr?
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§2 = {(1 - 52) % <% - @2H7"2) — /‘fazH] r[(Cysin ¢ + Cy cos ¢) cos§ — Cysin 6] +

+a* rv1 —kr? [(K;cos¢+ Kysing)cos — Kzsin 6] +
+a? r? (Lysing — Lycos @) ; (3.53)

£ = {(1 — Kk?) L (i —a*’H 7"2) - K aQH} r (Cycos ¢ — C} sin @) sin 0+

2\ H
+a® rv1 — kr? (Kycos ¢ — K sin @) sin 0+
+a?®r? [sin 0 cosf (Lycosp+ Losing) — sin? 0 L3:| ) (3.54)

Frisamos que, nestas equagoes, a e H sao o fator de escala e a fungao de Hubble
para a solucao de dS — Eqs. (2.26,2.24,2.22):

a(t) = Acosh% + VA2 —RkL? sinh% : (3.55)
com A=a(0)e
1 L
H(t)=~—2 i . (3.56)

L (A + A2 — ,‘-@LQ)2 et + kL2

Para um a (t) diferente de (3.55), U # 0 e portanto a componente temporal de
Killing deve ser nula, & = 0, conforme as Egs. (3.28, 3.29, 3.30).T Isto é conseguido
anulando as constantes C,: Cy = C) = Cy = C3 = 0. Mas entao reduzimos o nimero
de constantes de intregracao a seis, que é o numero de geradores de simetrias da
secao espacial de qualquer solucao de Friedmann.

Com a métrica de FRW inversa,

(I-wr® 1 1
a?(t) 7 a?(t)r?’ a2 (t)r2sin?0

(gu) " = (") = diag {1, - } . (3.57)

escrevemos as componentes de Killing contravariantes, £# = g"¢,:

¢ = V1 —kr2Cy + 1 [(Cysing + C) cos @) sinf + Cs cosd] ; (3.58)

§ =~ HrVT—r? Cy+ [kH (1 - k%) +

1 1 . .
- (1-+x? 3 (ﬁ + Hr2) } [(Cysin ¢ + C cos @) sin @ + Cs cos 0] +
— V1 —kr?[(Kicos¢+ Kysing)sinf + Kscosl| ; (3.59)

TVide também ref. [6], capitulo 13, & se¢io sobre subespagos maximalmente simétricos.
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1 1 1 . .
£ = |:/€ H— (1-r%) 5 (aQ_H - H 7“2)} . [(Cysin g + C cos ¢) cos @ — Cssinf] +

1
— V1 —kr?2[(Kjcos ¢+ Kysin¢) cos — Kssin 6] +
r
— (Lysing — Ly cos @) ; (3.60)

£ = |:I<d H— (1-+x% % (L - H r2>} %(Ogcosqb—(]lsinqb)csc&—l—

1
— —V1 — kr? (Kycos ¢ — K sin ¢) csc 0+

”
—[cot® (Lycos¢p+ Losing) — L] . (3.61)

Elas sdo necessarias para composigao dos geradores Xy = £,"0,, para cada constante
de integracao N.

Por exemplo, o gerador X, ¢ obtido fixando todas as constantes C;, K; e L;
iguais a zero nas componentes de Killing contravariantes £ — Eqgs. (3.58)-(3.61) — e

mantendo apenas Cj diferente de zero, resultando:
ng:\/l—m“Q Co ; §éoz—Hr\/1—m“2 Co ; £(2]0:0; 5%0:(),

ou
V1—rkr?
—H ry1— kr?
0
0

(€&) =

Note-se que desprezamos na tltima expressao a constante de integragao (que aparece
como um fator multiplicativo irrelevante), i.e., tomamos Cy = 1. Entao o gerador

associado é:
Xey = 86,00 = V1 — k120 — H vvV/1 — kr20; = V1 — k2 (0, — H 70,) . (3.62)

Usando a expressao do operador de dilatacao espacial,

0 0 0 0
D=r—=x— — — :
U xa:p+y0y+28z’ (3.63)
onde
r = rsinfcos¢
y = rsinfsing (3.64)

z = rcosf
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sao coordenadas cartesianas adimensionais, escrevemos X, = Sy em sua forma
final:
So=V1—rkr2(0,—H D) . (3.65)

Vale a taquigrafia usual 0, = %.
Um segundo exemplo é o gerador X, = S; construido ao tomarmos C; =1 e
Co=0Cy=C3=0C4=K;=L; =0nas Egs. (3.58-3.61). As componentes ficam:

rsin 6 cos ¢
() = [k H (1—rr?) — (1= k%1 (55 + H r?)]sinfcos ¢ |
[« H—(1-r%)1 (35 — Hr?)] Lcosbcos¢
— [k H—(1—=r*)3 (=5 — Hr?)] Lesclsing
e o gerador,
X, = rsinfcos¢ 0, +

1 1
+x H {(1 — kr?) sinf cos ¢ 8r+;cosﬁcos<b g — ;csc@siruﬁ 8¢] +

- (1 —52)% [(#—l—H r2> sin @ cos ¢ 0.+

1 5\ (1 1 :
+ (ﬁ —Hr > <;cos€cosgz§ Op — ;csc@smgb 8¢)}

Tivemos o cuidado de separar o termo presente para qualquer valor de k (primeira
linha) dos termos que aparecem somente quando x = 41 (segunda linha) ou se
k = 0 (terceira e quarta linhas). Podemos rearanjar X¢, tendo por base a forma do

operador 0, em coordenadas esféricas:
1 1
0y =sinflcos ¢ 0, + —cosbcosp Oy — —cscOsing Oy ,
r r

expressao derivada usando a inversa de (3.64),

r o= a2+ y?+ 22

0 = arccos : (3.66)
Vi +yt 4 22

¢ = arctan Yy ,
x

e a regra de derivagao implicita
o _oro wo 000
Or Oxdr 0xd0 0Oxdo
Temos:

Xe, = 0+ kK H [0 —krsinfcos¢ (rd,)] +

1 1
—(1—/{2)5 ﬁa$+2H rsinfcos¢ (r0,) — H r* 0,| ,
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onde somamos e subtraimos o termo (H r?sinf cos¢ 9,). Uma vez que D = rd, e

x = rsinf cos ¢, ficamos com

Xo, =20 +r H (833—me)—(1—/<;2) F(L—HTQ)ax—i-HxD} ,

2 \a*H
(3.67)

ou 1 1
51:x(at—HD)+mH31—(1—n2)§(W—Hﬁ)al. (3.68)

Os demais geradores sao construidos de forma analoga: associados as constantes
C; (1 =1,2,3) teremos os trés geradores X¢, = S;; os trés operadores Xg, = T; s@o
associados as constantes K;. As constantes L; produzem os geradores X, = J;. Na
transformagao para coordenadas cartesianas, serd preciso usar, além de (3.63), os

operadores de derivacao:

1 1
0, = sinfcos¢ O, + . cosf cosp Oy — . cscOsing O, ; (3.69)
1 1
0y, = sinfsing 0, + —cosfsin¢ Jyp + —cschcos P Oy ; (3.70)
r r
1
0, = cosf 0, — . sinf Oy , (3.71)
e
0, = sinfcos¢ 0, +sinfsin¢ 9, + cosb 0, ; (3.72)
09 = rcosfcosp O, +rcosfsing 0, —rsinf 0, ; (3.73)
0p = —rsinfsing d, +rsinfcos¢ 9, . (3.74)

Os geradores de dS nas coordenadas co-méveis de FRW (apds transformagao

para as coordenadas cartesianas) sdo:

So = V1—rwr2(0;— H D)

. 1 1
. = 2" (0,—H D HOo—(1—k)=(—=—Hr*)o
S; z' (0 )+ H O ( /i)2(a2H 7“)81
T, = —V1—rr2o;
Ji = S0 . (3.75)
Na expressao (3.75), ° = ¢, como antes; mas agora: z! = z, 2> = y e 2° = 2.

Na expressao de J; aparece o simbolo de Levi-Civita (sob convengao de soma de

Einstein): ¢,5 =1 e

1, para permutagoes ciclicas de ijk
€. =1 —1, para permutacoes nao ciclicas de 15k . (3.76)

0, para indices repetidos
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Os geradores Sy e S; desaparecem para um a (t) diferente da solugao de dS (3.55)
porque eles se originam das constantes C, que sao nulas quando a (t) é arbitrario
— vide comentdrio abaixo de (3.56). Por isso a forma (3.75) é bastante conveniente
para reconhecer a quebra de simetria entre dS e FRW.

Note-se que, de acordo com (3.56), H de dS pode ser constante, caso tomemos
k=0,ou H = H(t), se k = £1. Por isso, no segundo termo de S;, o qual aparece
somente quando k = £1, o parametro de Hubble é uma funcao do tempo — dada

pela Eq. (3.56). Diferentemente, no ultimo termo de S; teremos:

H = T a(t)= A"t (k=0) , (3.77)
cf. (3.55).

Nas coordenadas coméveis, cada campo T; tem o aspecto de um gerador de
translacao com um fator V1 — kr? contabilizando a curvatura. Analogamente, Sy
é campo de translacao temporal em um espaco-tempo curvo do qual subtrai-se a
expansao da segao espacial, a qual é medida pelo termo (H D). Os J; tém a forma
usual de geradores de rotacao. Os geradores S;, porém, nao possibilitam inter-
pretacao clara imediata, motivo pelo qual investigaremos as isometrias de dS nas
coordenadas estéticas e as relacionaremos com os campos (3.75).

A tabela de comutacao dos operadores (3.75) constitui a dlgebra do grupo de
dS nas coordenadas comdveis e interessa-nos obte-la. O cédlculo dos comutadores é
uma tarefa trabalhosa e delicada em que se deve dedicar zelo especial ao parametro
de curvatura .* No Apéndice B exemplificamos o procedimento, avaliando [Sy, S;].
Para expressar este resultado em termos de L — conforme apresentado na Eq. (3.78)
abaixo — empregam-se as equagoes de Friedmann particularizadas para a solucao de
dS, Eqgs. (3.23,3.24). Por isso, o cdlculo nao é tao trivial quanto se poderia pensar.
Obtém-se:

(S0, Si] = — & % T, — (1 - K% % S; (3.78)
(S0, T;] = — r S+ (1-K? % T; (3.79)
[So,Ji] = 0 (3.80)
(S, 8] = & % & Ji (3.81)
(9, T5] = — 6 So— (1—&7) % &f Ji (3.82)
[Si, ;)] = —¢€f S (3.83)

YPara evitar erro, é recomendével calcular a tabela de comutacdo trés vezes: uma para cada

valor de k, agregando os resultados depois.
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[T, 15 = — ke Ji (3.84)
[T, J;] = — e Ty (3.85)
i, J;] = €F Ji . (3.86)

Os operadores de translagao espacial T; e de rotacao J; constituem uma sub-
algebra, mas o mesmo nao acontece com o conjunto {S,} dos geradores de dS: a
comutacao de Sy com S;, ou de S; e S; resultam nos geradores T; e Ji, se k # 0 (e
estes nao pertencem ao conjunto {S,}).

Conforme discutido na Introdugao, repetiremos todo o procedimento desenvolvido
neste capitulo 3 para o modelo de dS nas coordenadas estaticas. Por razao de econo-
mia, apenas escrevemos os resultados. Fique registrado, todavia, que os calculos

foram realizados passo a passo e sao também bastante longos.



Capitulo 4

As simetrias de dS nas coordenadas estaticas

O elemento de linha de dS nas coordenadas estaticas é:
2 7 2 172 dr? 9 2 .9 2
ds*=(1— — cdt—(l—_—r (d6” + sin® 0 d¢?) . (4.1)

Nestas coordenadas, a coordenada radial 7 carrega a dimensao de comprimento, bem
como L e, ao tomarmos ¢ = 1, o préprio tempo t. Por outro lado, nas coordenadas
de FRW o raio comével r é adimensional e a (t) e t (para ¢ = 1) possuem dimensao
de comprimento (as coordenadas angulares nao foram equipadas com barras, pois
s@o as mesmas nos dois sistemas de coordenadas).

Os simbolos de Christoffel nao nulos associados ao intervalo estatico (4.1) sao:

I, = L My (1-2) 0 = (1= Y sin2e
11 ( . ﬁ) ) 22 7,2 ’ 33 T 1.2 )
2
1
1 .
F313 = F331 = 7 ; Fd23 = F332 =cotf , (4.2)

em que os fndices (0,1,2,3) dos T, referem-se a 2° =1, &' =7, 7> = 0 ¢ 7° = ¢.

As equagoes de Killing (3.6) relativas a (4.1) sdo (¢ = 1), em conseqiiéncia,

- 2
Ao + é (1 - %) & =0 (4.3)

_ _ 7 1 _
& + 0vé1 + 2%@& = 0 (4.4)
Or&0 + 0oy = 0 (4.5)
Do+ = 0 (4.6)

32
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_ _ 2 _
0261 + 01&2 — ;52 = 0 (4.7)
_ _ 2_
03&1 + 01&3 — %53 = 0 (4.8)
6352 + 8253 — 2cot (953 =0 (49)
_ 7 1 _
01&1 — ——1:251 =0 (4.10)
L2 (1- 1)
_ 2\ _
-2
D3y + 7 (1 — %) sin? ¢, +sinfcosfé, = 0. (4.12)

As Egs. (4.7-4.12) permitem determinar as dependéncias das componentes espaciais
& nas coordenadas 7' = 7, 72 = 0 e 7° = ¢. Entdo, usamos as Eqs. (4.3-4.6)
para estabelecer a dependéncia funcional dos & em z° = ¢, bem como calcular
a componente &. Como resultado do processo de integracdo, temos as seguintes

componentes de Killing para dS nas coordenadas estaticas:

_ 7 ol T . t - .t
fOZKo(l—ﬁ)—z 1—ﬁ{{(choshz—FKQSIth)COSQb—F

_ t -t . . _ t .t
+ (Kg cosh 7 + K4 sinh Z) sin qﬁ} sin @ + (K5 cosh 7 + Kgsinh Z) cos 9}
(4.13)
_ 1 _ .t t
= —— K, sinh — + K5 cosh — | cos ¢+
_ L L

L2

_ .t ty . . _ .t t
+ (Kg sinh 7 + K, cosh Z) sin qb} sin @ + (K5 sinh 7 + K¢ cosh Z) cos 9}
(4.14)

_ 2
2 =T 1_ﬁ

T t
{ {(Kl smhz + K5 cosh Z) cos ¢+

L L
+ 7 (Lising — Ly cos ¢) (4.15)

B f2 _ t_ _ E .
E=—T/1— 7 {(Kl smhz +K2008hz> sin ¢+

_ t t
— <K3 sinh 7 + K, cosh Z) cos (ﬁ} sin 64

_ t - t _ t _ t
+ ( 3sinh — + K4 cosh —) sin gb} cosf — <K5 sinh 7 + K¢ cosh z) sin 9} +

+7* [sinfcos® (Licosd+ Losing) —sin®f Ls] . (4.16)
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De posse das componentes covariantes (4.13-4.16), usamos a métria inversa ex-
traida de (4.1),

1 2 1 1
g = di e e [ 4.1
(g ) Za‘g{(l_ﬁ)’ ( L2>7 7”27 7’281112(9} ) ( 7)

para obter as componentes de Killing contravariantes £ = g**¢,. Com elas compo-
mos os dez geradores Xy = &," 5# relativos s constantes de integracao Ky, K1, ..., Kg
e Ly, Ly, Ls.

Apb6s transformagao das coordenadas esféricas (7,60, ¢) para coordenadas carte-

sianas (aqui, dimensionadas!),

T =rsinfcos ¢
y = rsinfsin ¢ (4.18)
Z=rcost ,
escrevemos os geradores como:
Ty = 0 ;
11 t I
IiI—EjCOShz.T 8{— 1——281nhza@,
L2
1 1 t 2 t -
P, = —7 — Esinhz T op—1/1— T—Qcoshz 0 ;
L2
Ji = €70 (4.19)

O gerador T, é relativo & constante K,; I; foi construido pela manutencio das
constantes K, K3 e K5 (com indices fmpares); as constantes Ko, K4 e Kg (com
indices pares) sdo relativas a Pj; e J; é o gerador obtido do nao anulamento das
constantes L; nas componentes £#. A interpretacio fisica dessas simetrias vem com
a andlise do limite L. — oo, situacdo em que os operadores (4.19) devem se reduzir
aos de Poincaré: boosts, rotacoes e translacoes espaciais e temporal.

A tabela de comutacao dos geradores de dS nas coordenadas estaticas é:

[Ty, P] = % I (4.20)
[To, I;] = % P, (4.21)
[Ty, Ji] = 0 (4.22)



Capitulo 4. As simetrias de dS nas coordenadas estaticas 35
1
[P dj] = =7 05 To (4.24)
[Py, J;] = — €] Py (4.25)
Ly
i, J;] = — Qflk 4.27)
[Ji, Jj) = €. . (4.28)

Esta é a algebra do grupo de dS, que se reduzem a algebra do grupo de Poincaré

sob contragoes de Wigner-Inénii [14] ao tomarmos L — oo. Disso trataremos no

capitulo 6.



Capitulo 5

Transformacoes entre as cordenadas de FRW e dS

Se ambos os conjuntos de geradores (TO,IZ-,Pi,J_i) e (S0, 5, T, J;) sao geradores
de dS, deve haver uma transformacao de coordenadas capaz de levar um conjunto
no outro. Essas transformacoes sao as mesmas capazes de converter o intervalo
de dS nas coordenadas estédticas no intervalo de FRW com a (t) fixado como a
solucao de dS. Abaixo construiremos essas regras de transformacao, chamadas de

transformacoes de Robertson generalizadas.

5.1 As Transformacoes de Robertson Generalizadas

As transformacoes de Robertson [5]

R (r/A) e UL (5.1)
72
-5
_ 1 7
ou
T o= r (Aet/L) , (5.3)
_ 1 r? 2
convertem o elemento de linha estatico de dS (4.1) a forma
ds® = dt* — (Ae'*) [dr® + r*d6” + r*sin® 0d¢?] | (5.5)

que é precisamente o intervalo de FRW (3.9) com o valor particular k = 0 para

o parametro de curvatura se identificarmos a(t) = Ae!/*. Esta é o paradigma de

36
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solucao inflaciondria.* Nosso propdsito é estender as transformacoes acima para
incluir os casos k = +1. Inspirados nas Eqs. (5.3) e (5.4), procuramos por uma

transformacao

o= rf(t),
g(t) + h(t,r), (5.6)

o
I

onde f(t), g(t) e h(t,r) sdo funcoes a serem determinadas. Ao inserir (5.6) no
intervalo estdtico (4.1) e impor igualdade com o elemento de linha de FRW somos

levados a um sistema de equacoes diferenciais parciais,

[1 _ <?"LJ;>2 (9+ h)2 - @ﬁﬁ —1, (5.7)
[1 _ (TLJ‘QQ] o (g + h) - [1_—1“]?)2]2#;" =0, (5.8)
[ —} = o
F2(t) = a*(t) (5.10)

onde ponto e linha indicam derivagoes com respeito a t e r, respectivamente. Elim-
inando o fator (g + h) das primeiras duas equacoes, é possivel determinar A2 em
termos de f e f. Substituindo o resultado na Eq. (5.9) resulta

. f2

fzzﬁ—/ﬁ, (5.11)
que, devido a Eq. (5.10), é exatamente a equagao de Friedmann (3.23) em termos

do parametro de escala,

srG 1
a2 = (WTM?) o~k (5.12)

para o caso de de Sitter (p =0) com x = 0,4+1. Isto é um fato curioso, uma
vez que as equagoes de Friedmann nascem da dinamica do campo gravitacional —

ditada pelas equacoes de Einstein — e do intervalo de FRW, enquanto a relagao

*Ou como prefere o autor da Ref. [2] & pagina 261: “The de Sitter universe is still, however,
a very useful zeroth order approximation for nearly all inflationary models. In fact, the effective
equation of state must satisfy the condition € + 3p < 0 for at least 75 e-folds. This is generally

possible only if during most of the time we have p &~ —e to a rather hight accuracy.”
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(5.11) manifesta-se somente como um efeito de transformagao de coordenadas. Sua

solugao é, obviamente, a Eq. (3.55):

t t
f(t) = Acosh 7V A? — KL% sinh T (5.13)
O préximo passo é isolar b’ na Eq. (5.9),
rf (5
W(t,r)=1L L(ﬁﬂEL) : (5.14)
[1 — } 1 — kr?

e integrar diretamente, fixando assim a dependéncia radial de h(t,r). E mais seguro
resolver para cada valor de k separadamente e reunir a posteriori as solugoes numa
unica férmula, qual seja

0~ LT = w2
h(t,r) = L1n () AL +2(t) . (5.15)

Por enquanto, z(t) é fungao arbitraria e ¢t é determinado a menos de uma funcao de
t, digamos,

g(t) =g(t) + 2(t) . (5.16)
A funcéo §(t) serd fixada tao logo avaliarmos A(t, 7). A derivada da Eq.(5.15) com

respeito a t da, depois de alguma algebra,

; V1 — kr?

Wt r) =20 + T (5.17)
L2
Esta expressdo, uma vez inserida com a Eq.(5.14) em (5.8), leva a:
dg
0
dt ’
ie.,
g=g-+z=constante =T . (5.18)
Usando Egs. (5.13), (5.15) e (5.18), a Eq. (5.6) pode ser reescrita como
r(t,r) = ra(t) ; (5.19)
) [G(Lt)] K+ a(Lt) 1 — kr?
t(t,r) = T+ Lln : (5.20)
| _ )

com a(t) dado por (3.55).
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A constante T é fixada ao requerermos que essas expressoes permanegam nao-
singulares no limite L — oo. Esta forte exigéncia é necessaria tendo em vista
dois fatos: (1) estudaremos as contragoes de Inonii-Wigner [14] dos operadores de
simetria de dS para os geradores de Poincaré em ambas coordenadas, estéticas e
comdveis, comparando os resultados ao final via (5.19,5.20), as quais, portanto,
devem permanecer validas; (2) o elemento de linha estatico de dS (4.1) reduz-se

comportadamente ao intervalo de Minkowski em coordenadas esféricas
ds* = dt* — di* — 7 (d@2 + sin 6 d¢2) (5.21)

no limite L — oo. Se substituirmos o fator de escala de dS (3.55) no elemento de
linha de FRW (3.9) o que obtemos ¢é o intervalo de dS em coordenadas comoveis.
Esta forma do ds® de dS também deve reduzir-se ao intervalo de Minkowski (5.21)
depois que restituirmos a dimensao de comprimento a coordenada radial comdvel
(sem dimenséao) r. Devolver a dimensao a r significa converter (¢,7) em (t, 7) através
de (5.19,5.20) tendo tomado L — oc.

Procedamos caso a caso. (i) Para k =0, a(t) = Ae'/* e (5.20) é:

_ 2A 1 r? 4N 2
t—T+L1nT+t—§L1n{1—ﬁ(Ae/)] (k=0) . (5.22)
Note-se que no limite L — oo o segundo termo diverge. Para evitar esta singulari-

dade, fixamos

T=-Lln % (k=0) . (5.23)

Esta escolha é particularmente conveniente, pois com ela a Eq. (5.22) torna-se
justamente a lei de transformagao de Robertson (5.4).
(7i) No caso k = —1, se L > 1,

T = ra(t), alt)=(A+1),
T+a(t)V1+r? (L>1,k=-1) . (5.24)

o+
I

Estas sao precisamente as expressoes para a lei de transformacao das coordenadas
(barradas) de Minkowski as coordenadas de FRW. Esta afirmacao é verificada, por
exemplo, repetindo os passos dessa se¢ao para os elementos de linha (5.21) e (3.9):
proponha um anzatz como (5.6), e, entao, insira-o em (5.21) para, depois de uma
comparagao com (3.9), encontrar um conjunto de equagoes diferenciais andlogas a
(5.7-5.10), as quais, levam a (5.24) por integragao direta. Este trabalho recompensa-

nos com a conclusao que podemos tomar

T=0 (k=-1) (5.25)
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sem perda de generalidade. Naturalmente, poderiamos preferir tomar um outro
valor para T neste caso, e.g., T'= —LIn (1 + %) O tnico vinculo é evitar formas
funcionais de T singulares no limite L — oco.

(#ii) Se k = +1 e L > 1, as Egs. (5.19,5.20) simplificam-se para:

T o= ra(t), alt)=(A+1it),
TH+Llni—ia(t)Vl—7 (L>1,k=+1) . (5.26)

|
I

O fator de escala complexo é apenas uma patologia do sistema de coordenadas e nao
significa que obtivemos uma solucao nao-fisica. Ele reflete nossa exigéncia forcada

de uma igualdade entre o elemento de linha de FRW

dr?

2 2 _ 2
ds® = dt° —a” (t) T2

+ 7% (d6* + sin® 0d¢?) | . (5.27)

e o intervalo de Minkowski. O espaco de Minkowski é plano, nao-compacto, enquanto
a secao espacial do elemento de linha acima é uma esfera. A divergéncia do segundo
termo de ¢, Eq. (5.26), é evitada pela escolha

T=—Llni (k=+1). (5.28)

Concluindo, escrevemos a forma final unificada das transformacoes de Robertson

generalizadas (TRG), utilizando a defini¢ao

i, k=0
T=Llnr(k); 7(k)=¢ 1, k=-1 |, (5.29)
%, k=41

como

t t
T = ra(), a(t):Acoshz—l—vAQ—mL?sinhz,

a(t) (H (1) +¥522)
Lln |7 (k) — : (5.30)
1 — ra(t

o+
I

onde empregamos a identidade

a(t)]’
vélida para a solugao (3.55) de dS, como o leitor pode facilmente verificar.
Enfatizemos que o que fizemos nesta secao é diferente dos resultados encontrados

na literatura. Com efeito, nossos procedimentos e resultados nao coincidem com os
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tratamentos apresentados, por exemplo, em [27], [28], [29] e [2], mas implementam
em todos os detalhes a transformagao mencionada na Ref. [3]. A Ref. [27] exibe
o intervalo (5.27) — a menos da convengao de signatura da métrica e da definigao
r = siny. Todavia, o parametro de expansao é tomado ser a (t) = L cosh %, 0 que
corresponderia fixar arbitrariamente A = L em nossa solugao (3.55). Isto implicaria
que o fator de escala é sempre maior do que o horizonte L de dS. Ademais, nao
¢ dada qualquer transformacgao entre as cordenadas estaticas de dS e as coméveis
de FRW, mas apenas transformacoes de varidveis de imersao (5-dimensionais) as
coordenadas comédveis. A escolha A = L ¢é feita também na Ref. [30] que apre-
senta um estudo extensivo da geometria de dS em véarios sistemas de coordenadas,
incluindo a transformacao entre a parametrizacao estatica e as trés secoes de FRW
(k = 0,%£1) para o espago-tempo de dS. Nao obstante, essas nao sdo exatamente
as transformagoes de Robertson generalizadas; nao apenas devido a escolha para
o valor de A, mas também devido ao fato que elas nao possuem limite propriado

quando L — oo.

5.2 Transformacao dos geradores de dS nas cordenadas estaticas

para as coordenadas comodveis

Comegamos comentando alguns resultados relevantes.

As coordenadas angulares estaticas 6 e ¢ sao as mesmas que as de FRW. Portanto,
dividindo (4.18) por (3.64), e usando (5.30), obtemos

T=a2"al(t) . (5.32)

Para obter os operadores J; e 0; = % em termos das coordenadas co-moéveis,

escrevernos

oo 0orod

"= oot " oior
_0to 05
oTiot 0t Ok

Porém, para avaliar as derivagoes parciais contidas nestas equagoes somos obrigados

a inverter as leis de transformagao de coordenadas (5.30) e (5.32).

Depois de mais um trabalho de calculo — Apéndice C — obtemos:

T _ 72 [ et/t 7 (k)
T BT =4\1- 73 R
NGETE 2 2 |r(m) e
VTR 4 R
A+ VA2 — kL2

™~

t=Lln

: (5.33)
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valendo também a forma de R em termos das coordenadas co-méveis:
R=+\/a?(t)—rl2=La(t)H(t) ; ie., a=VR*+kL?, (5.34)

que ¢ justamente a identidade (5.31).
Invertendo (5.32),

i Ei
U= i (5:35)

Com os resultados acima encontramos as parciais:

ot _ Nipg or_ _ (t) V1 —kr? ;

ot ot

ot a(t)H (t) ¢ OzF p o a?(t) H%(t) zFa

ox ra@P) ' 97 a(t) o+ [ra(t))” ’
(1) (1)

(que ndo dependem da constante de integracao 7' (k) das TRG) com as quais calcu-
lamos 05 e 0;:
Or=V1—rr2(0,—H(t) D) ; (5.36)
_ t) H (¢ X 1
g=—tOHWO o gy py+ Lo (5.37)
(1 _ M) a(t)
L2
(no Apéndice D acrescentamos o calculo de J; como exemplo). Estas, juntamente

com a identidade

i 0 (10 ) (1 )

(5.38)

(et’/L 4 e—E/L) _
7 (k) a(t) 1= o (1) + 152

derivada diretamente de (5.30), permitem por os geradores Ty, P, I; e J; — Eq.

(4.19) — em termos das coordenadas co-méveis:
To=V1—rr2(0,— H D) (5.39)
Al (O, —HD)—L (S5 —Hr?) o]+ (—8) , parark =0

a?H
P, = [z (0, — H D) — H 8] , para k= —1 (5.40)
i [ (0, — H D)+ H 9] , para k = +1
—% [a:i(at—HD)—%(a;H —Hrz)&»] + 55 (— 0) , para k=0

I, = T (=V1+1r29;) , para k= -1 (5.41)
—L(=V1=120;) , para k= +1

Ji = eiijﬁk : (5.42)

Confrontando estes resultados com os geradores de dS Sy, S;, T;, e J; — Eq. (3.75)

— concluimos o que consta da tabela a seguir:
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H Correspondéncia (linha a linha) entre os geradores de dS H

coordenadas de dS coordenadas de FRW
1o So
A
Pi k=—1 Sz
_ A
1

I; k=-—1 Z.Ti

k=+1 -1 T;
J; J;

Tabela 1: Os geradores de dS nas coordenadas estdticas (barradas) podem ser
transformados para as coordenadas de FRW (sem barra) pelas transformagoes de
Robertson generalizadas. Quando o fazemos, Ty = 0 = V1 — k1?2 (0 — H D) = Sy,

e assim por diante, linha a linha.

Como os geradores co-méveis Sy, S;, T;, e J; sdo obtidos (diretamente ou através
de combinagoes lineares) dos geradores de de Sitter nas familiares coordenadas
estaticas Ty, P;, I; e J; concluimos que eles sao de fato geradores do grupo de
de Sitter. Entao Sy, 5;, T;, e J; devem ter um bom limite para os geradores de
Poincaré quando L — oo, assim como Ty, P;, I; e J; o tém. Cuidaremos disso no

préximo capitulo.



Capitulo 6

A contracao de Inonii-Wigner da algebra de dS

para a de Poincaré

No capitulo 5 comentamos que, tomando L — oo no elemento de linha estatico de dS,
aplainamos a sua geometria, reduzindo-o ao intervalo de Minkoski. Este fato tem um
correspondente na estrutura algébrica dos grupos de movimento de dS e Poincaré,
os grupos de simetria dos espacos-tempos de dS e Minkowski, respectivamente.

Com efeito, a algebra do grupo de dS recai na de Poincaré no limite L — oo [14].
Neste sentido, dS é uma extensao de Poincaré. O limite L — oo deve ser feito com
cuidado, motivo pelo qual merece esta segao. Tratamos separadamente a contragao
na algebra de dS em coordenadas estéticas (segao 6.1) e coordenadas de FRW (secao
6.2).

6.1 O limite L — oo nas coordenadas estaticas

6.1.1 Interpretacao dos geradores

No limite L — oo, a razao (t/L) é pequena para valores finitos do tempo. Entao,
os geradores [; e P; em (4.19) podem ser reescritos usando as aproximagoes
72 72 7 t t 3 t 1t t
l-—==1-—40(— | ; sinh—=—4+0 | —= | ; cosh— =1+-—4+0 | —
(L4> L L (L3) L 2 L2 (L4>
para a raiz quadrada e as funcoes hiperbdlicas. Manteremo-nos até primeira ordem
em (t/L).
(a) P; no limite de L grande reduz-se a:

O primeiro termo é desprezivel com respeito ao segundo por duas ordens de grandeza
em L. Logo,
P,=—-0, (6.1)



Capitulo 6. A contracao de Inonii-Wigner da algebra de dS para a de Poincaré 45

que reconhecemos como o gerador das translagoes espaciais em Minkowski neste
limite de L — oo.

(b) O gerador I; fica:

1 . t _
[Z:—zjz g—z@
Redefinindo I; como

reconhecemos o gerador de boosts da algebra de Poincaré: no limite em que L — oc:
B = (T 9 +10) . (6.3)

Poder-se-ia argumentar contra a redefinicao que acabamos de adotar, dizendo que
estamos escondendo um infinito em B;. Isso é uma verdade. Nao obstante, usamos
em nossa defesa o seguinte: a multiplicacao por L elimina a dimensao do gerador I;,
o que ¢é desejavel por sua interpretacao a posteriori. Além disso, esta é uma pratica
comum na teoria das contragoes algébricas [14].

(c) Ty e J; sao imediatamente percebidos como os geradores das simetrias de
translacao temporal e rotagao, nesta ordem, e mantém esta interpretacao no limite

L — oo porque nao sao afetados por ele.

6.1.2 Contracao algébrica

A &lgebra do grupo de dS (4.20-4.28) pode ser reescrita em termos de B;, Eq. (6.2):

[Ty, Bi] = — P,
1
T, P] = _ﬁBi
[To, Ji] =0
[B;, Bj] = ¢,/ Ji
[Bi, Pj] = — 6i; Ty (6.4)
[Bi, J;] = — €,/ By
1
[Py, Jj) = — &, Tk
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Esta tabela de comutagao é bem conhecida; vide, por exemplo, [31] e [32]. E, no

limite I — o0, esse conjunto reduz-se a:

[Ty, Bi) = — P,
[Ty, P;] =0
[T07 Jl] =0

[Bi, Pj] = — 6i; Ty (6.5)
[Bi, J;] = — € By

[Pi? Pj] =0

[]Di7 J]] = = Eijkpk

[Ji, Jj) = €.

que é exatamente a algebra do grupo de Poincaré, o grupo de simetrias do espago-

tempo plano de Minkowski. Tudo conforme o esperado.

6.2 O limite L — oo nas coordenadas de FRW

Dividiremos a andlise em trés casos:

6.2.1 k=0
Interpretacao dos geradores

Fixando k = 0 na Eq. (3.75) obtemos:

SO - (8t—HD)

i Lo 1 2
T, = =0
J; = eijkxj(‘?k : (6.6)
onde, de acordo com (3.77),
t/L . 1
a(t)=Ae""; H=—. (6.7)

L
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Ao analisarmos o limite L > 1 enfrentaremos um problema de divergéncia em

um dos termos de 5;. Veja-se:

1/ 1 1 L 1L
—§(ﬁ>@‘ T ey’ T 2w (1‘2 )8‘
L1 1 ([t

Se L — 00, o primeiro termo da segunda linha diverge. Esta dificuldade pode
ser superada se redefinirmos o nosso gerador para excluir esse termo problematico.
Esta sugestao é licita, porque o termo problema em S; é linear em outro gerador
do conjunto, T;, e sabemos que qualquer combinacao linear de geradores também

constitui um gerador. Propomos fazer a troca

A 1
Si Si T; P; . 6.9
- ($84557) - (6:9)
Esta redefini¢ao nao s6 elimina a divergéncia como tem a forma de P; em coordenadas
de FRW — observe a Tabela 1 — o que propicia a interpretagao da combinagao (6.9)

como gerador das translacioes espaciais. De fato, quando L > 1 tal combinacao é:

soph~tlav(o-tp)+to+4%0) 1 ws1 . (610
. H . : JE— [ J— . . .
S R 7 AYT T A

onde usamos (6.6), (6.7) e (6.8). O primeiro termo de (6.10) desaparece no limite

em que L — oo e resta o termo %Ti. Logo, em coordenadas comdveis,

1 1
lim P, = =T,

A 41li=7 (—=0;)  (comdveis) . (6.11)

Perceba que isto corresponde ao limite de P; (6.1) em coordenadas estaticas

lim P, = —0; (estdticas) . (6.12)

L—o0

A raz@o da correspondéncia é operatorial e dimensional: em ambas as relagoes (6.11)
e (6.12) aparece o operador de derivacao com respeito as coordenadas espaciais e
o fator (1/A) acerta a dimensao de inverso de comprimento que P; deve carregar —
0; possui dimensdo do inverso de comprimento, pois as coordenadas barradas sao
dimensionadas, mas 0; é adimensional ja que as coordenadas espaciais de FRW nao
carregam dimensao.

Também pensando na intepretacao fisica dos geradores no limite L — oo, propo-

mos a alteracao

T, — (—é S; + 2{4 T) =(L1I) (6.13)
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cf. a Tabela 1. A combinagao (6.13) é justamente (L I;) nas coordenadas de FRW.
E ja sabemos que (—L I;) = B;, Eq. (6.2), tem o significado de boosts no limite
para Poincaré:

lim (—B;) =—(z' 0;+10;) (estdticas) . (6.14)

L—oo

(Vide Eq. (6.3).) Em coordenadas comdveis temos:

T B (Lo az0,)+ 2 (vD- o (L>1) (6.15)
7 1 — Az X O Lx 22 .

(foram usadas as Egs. (6.6), (6.7) e (6.8) na combinacao (6.13) para encontrarmos
este resultado). Logo, ao tomarmos L — oo, perdemos o tultimo termo de (6.15) e

resta-nos:

Llim (—B;) = — <%t 0, + A xi8t> (comdveis) (6.16)

os boosts em coordenadas comodveis. Novamente, a funcao do fator A é adequar as
dimensoes.

Nao encontramos problemas para escrever o operador Sy = (@ — % D) no limite
L — oo:

lim SO = &5 = To s (617)

L—oo

que ¢ interpretado como gerador da translagao temporal.*

O gerador comével J; das rotacoes nao é afetado pelo limite L — oo,

lm J; = J; = e, 2/0p = J; . (6.18)

L—oo
Contracao algébrica

E uma tarefa simples mostrar que a tabela de comutacao (3.78-3.86) coincide com a
algebra (6.5) de Poincaré quando L — oco. Vejamos em detalhe. Os geradores (6.6)

obedecem as relagoes (3.78-3.86) com k = 0. Sao elas:

1
[SO)Si] = - E S’L
[Si,Sj] — O
1
[507ﬂ] = z E
1 k

[SZ,T;] = — 5@']‘ S() — Z Ez'j Jk
[So, Ji] = 0 (6.19)
[Si,J;] = — &) Sk

*Tendo em vista as tranformacoes (5.4) no limite L — oo, i.e., ¢ = ¢, ndo é necessdrio restaurar as
dimensoes adequadas ao operador 0; em coordenadas comoveis para sermos capazes de interpretar

seu significado.
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[TlvTj] =0
T, J] = —ef T
[JZ‘, J]] = Eijk Jk .

As transformagoes dos geradores de dS — e as Egs. (6.9), (6.13), (6.17) e (6.18) —
sugerem as substituicoes

T(] - So
A 1
b = Zsz' + ﬂTz
A 1
I = __ZSz + ﬁﬂ

em (6.19). (Evitamos tomar o limite L — oo diretamente, sem fazer as substi-

tuicoes, porque enfrentariamos o problema da divergéncia de S; além da dificuldade

de interpretacao do significado fisico dos geradores, conforme discutido acima.)
Devemos eliminar S; e T; da algebra de dS em favor de P; e (L I;). Para tanto,

consideremos a soma das duas equagoes intermedidrias em (6.20):

1
P+ 1, =-T 6.21
+h=7 (6.21)
e diferenca delas:
2A
b—1,= TSZ' : (6.22)

Substituindo nas relagées de comutagao (6.19):

S0, P] =[S0, 1] = — 7 (R—1T)
[Pia PJ] - [Pm Ij] - [Ii7pj] + [Iiv[j] =0
1
S0, P+ 150, 1] = 7 (P+1)
2 2
[P P+ [P ) = [ ) = [, ) = =5 05 So— 5 € Jh
[507Ji] =0
[P, Jj] = 1, )] = —&f (Po—1Ii)
[P, Pj) + [Py, ;) + [1i, Pi] + [1i, 1] = 0

i, Jj] = &F Ji .

ij
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(I) Combinando as linhas seis e oito do conjunto acima (somando-as e subtraindo-

as), resulta:

[P, J] = = ef P (6.23)
e
(L, Jj] = — € I . (6.24)
(1I) Repetindo o procedimento com as linhas um e trés:
1
[So. Pl = 7 & (6.25)
¢ 1
[So, Ii] = 17 P . (6.26)
(I1I) Somando e subtraindo as linhas dois e quatro, dé:
1 1, 1 1,
[P Bj] = [, Bj] = =5 0380 — g€ s (B i = i [j] = =7 0455 — 75€5 i -
(6.27)
Por outro lado, combinando as linhas quatro e sete, chegamos a:
1 1 . 1 1
(B3, Bj] + [P, [j] = = =030 — 75655 Tk s — i, Bj] = [Li, Ij] = ——= 0350 — 75655k -
L L L L

Considere-se a primeira equacao em cada um dos dois ltimos resultados:

1

1
1 1
[Py, P)+ [Py I = =038 — =56,

em que a ultima sofreu a renomeacao 7 <+ j. Somando estas equagoes obtemos:

1

(1P B+ [Py, P) = (i P = [Py 1) = =7 (i +85) S0 — 75

(Gijk + Ejik> Jk .

O primeiro termo é nulo pela propria definicao de comutador e o tltimo termo é
zero em vista da propriedade de antissimetria do simbolo de Levi-Civita. Dada a

simetria de d;; segue:

1
[1;, Py = T dij So - (6.28)
Agora ¢ possivel avaliar [P}, P;| e [I;, I;] por substitui¢ao em (6.27). Temos:
Ly
[P, Pj] = — 72 € Jk (6.29)
¢ 1
1, ] = — &F Jp . (6.30)

L2 )
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Colecionando os resultados (1)-(III) (e lembrando das equivaléncias Ty = Sy e

J; = J;) escrevemos:

1
T, 1) = — P
[ 0 ] L
1
[T()aPi] = Z -[z
[T07<]i] =0
1
[, 1] = 72 ij Jr
1
i, ] = 7 05 To (6.31)
[Iz; 7]} = — G,Lj [k:
1 _
[P, Pj] = 1z Ez]k Jr
RT] = -l P
[T 3] = ezf T

Esta é precisamente a algebra de dS em coordenadas estéticas (4.20-4.28) — ou
alternativamente Eq. (6.4) — cujo limite a Poincaré para L — oo foi mostrado

acima (secao 6.1).

6.2.2 kK=-1
Interpretacao dos geradores

Pondo k = —1 na Eq. (3.75):

So = V1+12(0,— H D)
S; = 29, —H (0;+2' D)
T, = —V1+1r20, (6.32)

E q

onde, conforme (3.56),

H(t) = ! + 2L . (6.33)

L b (At VA7) - 12

Temos:

1
lim H (t) ~

lim ek (6.34)
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Substituindo (6.34) em (6.32), encontramos a forma dos geradores de Poincaré
em coordenadas comédveis para Kk = —1. Todavia é dificil dar a interpretacao
usual (translagoes, boosts, rotagoes) aos geradores neste sistema de coordenadas.
Para recuperarmos este significado precisamos restaurar a dimensao as coorde-
nadas coméveis aplicando as transformagoes (5.24). Com algum trabalho de célculo,

encontra-se:

S() — a{:—TO

Si = —0i=Ph
Lo 0N

T, = —<xa—t_—|—taxi)—([/ 1) (6.35)
;0 =

Ji = EifW@:Ji,

que da interpretacao direta a Sy como operador de deslocamento no tempo; S; como

gerador das translacoes espacias; T; sao os boosts e J;, as rotacoes.

Contracao algébrica

Num calculo completamente andlogo ao do caso k = 0, converte-se a algebra de dS
em coordenadas de FRW para k = —1 a algebra de dS em coordenadas estaticas,

que, por seu turno, reduz-se a Poincaré quando L — oo.

6.2.3 rk=+1

O caso k = +1 ¢ inteiramente analogo ao kK = —1 e por isso apenas elencaremos os

resultados na Tabela 2 a seguir.

6.3 Quadro geral das Contracoes

Os resultados de toda o capitulo 6 estao reunidos na Tabela 2 abaixo.
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H Contracao de Inonti-Wigner para dS H

coordenadas de dS
gerador | versao L — oo
Ty Of
P -0,
(—=LL) | (0, +1 )
7, e F10,
coordenadas de FRW
gerador versao L — oo
k | re 2’ adimensionais | dimensionando r e z°
0 3 Or
So -1 1472 < 1+t ) Of
+1 | VI=12 (8 - D) O
r e o' adimensionais | dimensionando r e z
0[5~ (384 3T=R) )
S; —1| 20, — (1+t) (0; +'D) —0;
+1 | 2°0, + (1+z’t) (0; — 2'D) —1 (—@)
r e ' adimensionais dimensionando r e x*
- 0 | Ti — (=Si+ LT, = LI)) — (#'0, +1 )
' ~1 —V/1+ 129, — (20, + 1 0))
+1 —/1 — 129 —i (20, + 1 O;)
7 r e 2' adimensionais | dimensionando r e z°
' €, 1 O eijkfjgk

Tabela 2: Comparagao entre a contragao dos geradores de dS nos sistemas de
coordenadas de dS e FRW. Depois de efetuada a contragao de Wigner em que L — oo

devemos reconhecer os geradores do grupo de Poincaré.

Os geradores Sy, S;, T;, e J; sao adequados para reconhecer a quebra de simetria
entre dS e FRW: S e S; desaparecem a nao ser que estejamos em dS. Nao obstante,
como estao expressos em coordenadas adimensionais, nao sao convenientes para com-
paracao com os familiares geradores do grupo de Poincaré no limite L — oo. Para
atribuir interpretacao fisica a esses geradores devemos restaurar dimensao as coor-
denadas espaciais 7, 2°. Entao, por exemplo, os T}, que nas coordenadas coméveis
poderiam ser associados a translagoes (em secOes espaciais com k = —1,0,+1),
ganham o significado de boosts quando escritos em coordenadas barradas (dimen-

sionadas).



Capitulo 7

Comentarios Finais

Justificamos no capitulo 2 a importancia da busca por solugoes exatas das equagoes
de Friedmann incluindo o caso geral de um universo preenchido por matéria (barionica
e escura-fria), radia¢do, com constante cosmolégica nao nula e com todos os valores
permitidos para o parametro de curvatura, kK = —1,0,4+1. De fato, construimos
uma tal solugdo para toda histéria césmica (sob a hipdtese de independéncia entre
as equagoes constitutivas dos componentes do fluido cosmolégico). Obtivemos o fa-
tor de escala como fungao implicita do tempo, ¢ = ¢ (a), envolvendo fungoes elipticas
de primeiro e terceiro tipos. Argumentamos que o modelo AyCDM é conveniente
sempre que se exige precisao, em particular no universo primordial quando difere

notoriamente do modelo ACDM.

Neste trabalho de tese tratamos conjuntamente as isometrias de dS e FRW us-
ando o mesmo sistema de coordenadas (coméveis) para descrever ambos os espagos-
tempos. Tal abordagem mostrou-se proficua, porque dela emergiu a fungao de que-
bra de simetria U (t) = a®H, cuja constancia ou nio seleciona um modelo cos-
molégico ou outro. Sendo uma simples selegao, este cenario de transicao nao consti-
tui um processo, uma deformacao continua da solucao acelerada de dS na classe de
modelos de FRW por perda gradual de simetrias. As contracgoes de Inonti-Wigner
nao podem ser usadas para obtencao desse desejado processo, pois mantém o niimero
de geradores fixo: o grupo de dS, com seus dez geradores, pode ser contraido ao
grupo de Poincaré, este também dotado de dez geradores. Todavia, o grupo de dS
nao pode ser contraido ao de FRW, que é equipado com somente seis geradores de

simetria.

Outra vantagem de apresentar os geradores de dS em coordenadas comédveis é
o fato de traze-los para as coordenadas-padrao da cosmologia moderna: as coor-
denadas de FRW. Esta forma dos geradores de dS foi comparada aquela em coor-
denadas estaticas através das transformacoes de Robertson generalizadas, um feito

util para evidenciar o significado fisico dos geradores.

54
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Se insistirmos na existéncia de uma transicao continua entre o universo de dS e
as solugoes de FRW, entao seria um problema interessante obter a dinamica deste
processo. A solucao usual é rejeitar o modelo de dS como o modelo correto para
o estagio inicial acelerado do universo. Isto é justificado com base no problema da
saida elegante: argumenta-se que a expansao de dS nunca acaba. A dinamica da
transicao para um universo desacelerado é entao aquela de um novo campo escalar,
o inflaton, cujo significado em termos das interagoes fundamentais é ainda obscuro.

A menos da gravitacdo, todas as interacGes sao bem descritas no arcabouco
geométrico das teorias de gauge. Entao, numa abordagem conservadora, poder-se-ia
pensar em usar as teorias de gauge para explicar a dinamica da transicao dS-FRW
ausente aqui. De fato, nosso trabalho deve prosseguir na direcao de aplicar as
Teorias de Gauge Estendidas [33], [34], [35] a este problema cosmoldgico. A idéia
é associar os geradores de simetria que sao perdidos na passagem de dS a FRW
(os operadores S, relacionados & componente £ de Killing) ao potencial de gauge
anomalo que define o campo de gauge de quebra de simetria. Este satisfaz a equacao
de Yang-Mills e, portanto, possui uma dinamica. Somos incentivados nesta direcao
pelo proprio fato que as conexoes de Levi-Civita para dS satisfazem uma equagao
de Yang-Mills. A quebra parcial das simetrias de gauge nao é novidade, mas aqui
ela envolveria o préprio espago-tempo.

Além das Extensoes em Teorias de Gauge, também as Teorias de Gauge de Se-
gunda Ordem [36], [37] tem potencial de ataque ao quebra-cabega da aceleracao
do universo em larga escala, um trabalho em progresso: investigamos se uma La-
grangiana andloga a da Eletrodinamica Generalizada de Podolsky [38] para o tensor
de curvatura de FRW leva a equagoes de movimento para a (t) que admitem solugoes
com a > 0.

O problema da transicao entre solucoes cosmoldgicas aceleradas e desaceleradas
¢é certamente mais abrangente que aquele das transigoes entre os paradigmas de dS e
FRW. Uma modelagem apropriada da equagao de estado — relagao pressao-densidade
de energia, p = p(p) — para o fluido césmico pode descrever a passagem inter-
modelos. Um exemplo é dado em [4], em que parametros livres em “uma equacao de
estado fenomenoldgica de transicao” podem ser ajustados a fim de estabelecer a taxa
de conversao do universo inflacionario para o dominado pela radiagdo. A Ref. [39]
constitui uma tentativa de produzir pressao negativa no universo primordial através
da correcao na equacao de estado para a matéria barionica admitindo interacao forte.
A pressao dos nucleons interagentes, vindos da radiacao de fundo por producao de
pares, é obtida pela técnica de Mayer da Expansao em Clusters [16] aplicada ao
potencial nuclear. A parte atrativa do potencial engendra um decréscimo acentuado

de pressao que pode ser suficientemente para provocar a aceleracdo do universo
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Apéndice A

Integracao das componentes & de FRW

Na secao 3.2 mostramos expligitamente a deducao da componente Killing &y para
as simetrias de dS nas coordenadas coméveis — Eq. (3.50). Acontece que essa é
a componente mais simples de se integrar. Logo, pode ser de interesse registrar o
longo (e nao-trivial no caso de &) procedimento de célculo das demais componentes

&. E o que consta deste apéndice.

A.1 A componente radial & =& (¢,r,0, ¢)

A.1.1 Dependéncia de & em t

Extraia-se 0y da Eq. (3.12) e empregue-se (3.11), obtendo-se a derivada total em
relacao a 2° = ¢,

Do [8051 —2H fl] =0

que da para o termo entre colchetes uma funcao de r, 6 e ¢ a ser determinada:
Q&1 —2H & = Ry (r,0,9) . (A.1)
A solucdo £ da equacdo homogénea
Ol —2H &' =0,

ou

dgl —2/Hdt

é obtida ao notarmos a validade de
1d d
/Hdt / dt = /——“d —/dt(lna) dt =1lna . (A.2)

=Ry (r,0,¢) da® (A.3)

Logo,
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Para uma solugao particular, &7, substitua-se o anzatz
éf - R3 (t)R4 (Tv 07 ¢) ) <A4>

inspirado na forma obtida para a solugao homogénea — que é um produto de uma
funcao dependente exclusivamente do tempo, a2, por uma funcao das outras coor-

denadas Ry (7,0, ¢) — no primeiro membro de
Oo&l —2H & = Ri (1,0, 9) (A.5)
para avaliar
QoR3(t) Ry (r,0,0) —2H R3(t)Ry(r,0,9) = Ry (r,0,9)
ou
Rl (Ta 0, ¢)
R4 (Ta ‘97 ¢) '

Observemos o que acontece ao adotarmos o anzatz

OoRs —2H R3 =

Rs(t) = a*H . (A.6)

Entao,
80R3 = 80 <G2H) = 2aaH + CL2H = 2a2H2 +U

OoRs —2H Ry =2a°H* + U —2H (’H) =U = & ,

a ultima igualdade resultando do fato de lidarmos com a solucao de de Sitter. Isto

satisfaz a equacao diferencial para R3 apenas se
Ry (Tv 97 ¢) =k Ry (7”, 07 ¢) : <A7>

Mas isso implicaria Ry (r,0,¢) = 0 no caso k = 0, introduzindo um vinculo novo
desnecessario para este valor de k.

(a) k = 0. De fato, quando k = 0, e apenas neste caso, a fungado de Hubble é
uma constante — cf. Eq. (3.56), H = 1/L, e a equagao diferencial para a solugao
particular (A.5), 0o& — 2H & = Ry (1,0, ¢), é satisfeita por

SN .
51_ QHRI( a97¢) ( _0)7 (A8)

cOMO Se V€ por inspecao:

80§f — 2H ff = 0 — 2H [—%Rl (T’, 6, ¢):| = Rl (7”, 87 Qb) .
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(b) k = £1. Para k = +1 ou Kk = —1, o vinculo (A.7) funciona e a equacao
diferencial (A.5) fica
&l —2H & =K Ry (r,0,9) .

Com o anzatz (A.4,A.6) para &7,
&l =a’H Ry (r,0,9) ,
a equacao acima é realmente satisfeita:
&Y —2H & = (2a’H? + U) Ry (r,0,0) —2a°H* Ry (r,0,0) =k Ry (r,0,¢) .

Em termos de Ry (r,0, ¢) a solugao & é

e — g2 00 (Tl;e’ 9 (= 1)
ou, como k € somente um sinal nesse caso,
& =k a’H Ry (r,0,9) (k==£1) . (A.9)
Agregando os casos (A.8) e (A.9), escrevemos:
& = [n a’H — (1 - K?) %] Ry (r,0,9) . (A.10)

A solucdo geral é a combinacido da homogénea com a particular, & = & + &

& = |:I<L a’H — (1 - %) %} Ry (r,0,¢) +a* Ry (r,0,9) . (A.11)

A.1.2 Dependéncia de & em r

Encontraremos a dependéncia de & em r usando a expressao (A.11) acima, &, — Eq.
(3.50) — na forma
So=r11(0,0)+V1—rr2mn (A.12)

onde
7 (6, ¢) = [(Cysing + Cycos @) sinf + Cscosb] ; 17 =Ch (A.13)

e a equagcao diferencial (3.18). Esta tltima ¢é equivalente a
V1—kr2o - —a2HL:0,
G e =2
ou seja,

o [\/ 1-— m“?{l} — CLQH\/%W =0. (A.14)
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Temos trés casos:
(a) k = 0. Para este valor do parametro de curvatura, as Eqs. (A.11) e (A.12)

reduzem-se a:

& = —%Rl (r,0,¢) +a* Ry (1,0, ) (H = const) ,

S = rnl,9)+mn,
equagoes que, substituidas em (A.14),
01&1 —a’H & =0,
levam a
ORy (r,0,0) —2a*°H {01Ry (r,0,¢) — H [r 7, (0,0) + 7]} =0.
Mas isto deve ser valido para todos os valores do tempo, logo:

81R1 (7’,9,¢) =0
81R2 (T,97¢) - H [r T1 (9, ¢) —|—TQ] =0

conduzindo a

Rl (Ta 67 ¢) = R5 (07 ¢) (A15)
¢ 2
Ro(r,0,0) = H % T (0,0)+ Hrm+ Rs(0,0) . (A.16)

Substituindo estas féormulas em (A.11) especificamos a dependéncia de & em r para
Kk =0:

2

& = —%35 (0,¢) +d*H % 71 (0,¢) +r 72| +a® Re(0,6) (H = const) .

Este resultado decorreu da integracdo de (3.18). Ele satisfaz também a Eq.
(3.12)? Vejamos. Substituindo a expressdo acima para & bem como (A.12) em

(3.12) encontramos:
Ao+ 0061 —2H & =71(0,0) + R5(0,9) =0 .

E isto leva a
RE) (97 ¢) =T (6‘7 ¢) y

e, finalmente,

& = d*Hr G —|—% (% +a*H r2> [(Cysing + C cos @) sin @ + C; cos 0] +

+a* R (0,9) (k=0) . (A.17)
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onde substituimos as formas funcionais de 7, (6, ¢) e To.
(b) k = +1. Fixando k = +1 nas Eqs. (A.11) e (3.50),

§1:a2H Rl(r787¢)+a2 RZ(T707¢) ; 50:7"7—1(07¢>+ \ 1 —r? T2 ,

escrevemos (3.18),

(1—7%) d&—r&—a*H =0,
COmMoO:
a’H [(1 — 7’2) O Ry (r,0,0) —r Ry (r,0,0) —r 1 (0,0) — V1 —12 7'2] +
+a? [(1 — r2) O1Ry (r,0,0) —r Ry (1,0, gb)} =0.

Nesse caso H nao é uma constante — vide (3.56) — e as fungoes a*H e a? sao linear-

mente independentes. Assim sendo, temos, simultaneamente:

(1=7%) O1Ry(r,0,¢0) =7 Ry (1,0,0) —r 71 (0,0) = V1 =121, =0
(1 —72) O1Ry (r,0,0) —r Ry (r,0,¢) =0

. . L 5 )
Analisemos a equagao de R;. Dividindo-a por v/1 — 2, escrevemo-la como:

o [VT=72 Ry (r,6,0)] - \/%ﬁ (6,0) =72 =0,

que por integracao direta da:

V1I—12 R (r,0,0) = —V1—1271(0,0)+7r 75+ R5(0,9) ,

ie.,
r 1
Ry (r,0,¢9) =— 0,0)+ + R5(6,0) . A.18
1 (T ¢) 71 ( ¢) mTQ m 5 ( ¢) ( )
Por seu turno, a equacao para Ry é:
81 [V 1—r? R2 (T,9,¢) =0 )
ie.,
v1-— TQRQ (r797¢) = Rﬁ (97¢) )
ou .
Ry (r,0,0) = Rg (0,0) . A.19
2(T (b) m 6( ¢) ( )
Por conseguinte:
1

& = a’H [r 72+ Rs (0,0)] — 71 (6,0) | + d®

1
V1—1r?
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Esta nao é a forma final da dependéncia de & em r. Devemos assegurar que esta
formula e & = r 7 (0, ¢) + V1 — r? 7 satisfazem (3.12). Usaremos o resultado

0o (a*H) = 2aaH + o*H = 24°H* + U, (A.20)

que para a solugao de dS (U = k) com x = +1 fica somente 9 (a*H) = 2a*H? + 1.

Temos:
1

m

Uma vez que isto deve ser valido para todo r, segue que:

01&o + 00é1 — 2H & = Rs5(0,6) =0 .

Rs(0,6) =0 . (A.21)

Consequientemente, a forma final da dependéncia de & em r no caso k = +1 é:

& = d*H {\/1%7200—[(C’QsinqurClcosqzﬁ)sinQJngcosQ}] +

1
+a* ———Ry (0, Kk=+1) . A.22
(¢) k = —1. As diferencas com respeito ao caso k = +1 sdo minimas e o roteiro

de célculo, o mesmo. Resulta que:

= a*H [ ! Co+ [(Cysing + C cos @) sinf + C 0089]—1—
61 m 0 [( 2 (b 1 ¢) 3 ]

1

+a? Rg (6, k=—1) . A.23

B (0.0)  (m=-1) (A.23)

Reunir as solugoes k = 0, kK = +1 e Kk = —1 é uma tarefa facil. Inspecionando as

Egs. (A.17), (A.22) e (A.23) montamos a versao unificada de &;:

& = a*H ——=—=—Co+

i
+ {(1 — K?) % (% +a*H 7"2) — K aQH} [(Cysin ¢ + C cos ¢) sin O + Cs cos 0] +

1
2

V1 — kr?

Os casos k = 0 e Kk = £1 sao tao diferentes que iremos trata-los separadamente

+a Rs (0, 0) . (A.24)

em quase todos os calculos, agregando os resultados a posteriori.

A.1.3 Dependéncia de & em ¢

Tome-se Jy da Eq. (3.15), e use-se (3.19) para substituir 0y&s em termos de &; e &,
depois do que se emprega (3.18) para chegar a:

D001 + & +a*H rr 016 — &) =0 (A.25)
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Novamente, ha que se tratar trés casos:
(a) k = 0. Substituindo (3.50) e (A.24) — com k = 0 — em (A.25) resulta:

a® [020:R (0,0) + Re (0,9)] =0, (A.26)
que deve ser satisfeita para todo valor de a (t). Portanto:
0202Rs (8,9) + R (0,0) =0, (A.27)
cuja solucao ¢ do tipo
Rg (0,0) = R7 (¢)sinf + Rg (¢) cos @ . (A.28)

(b) k = +1. Pondo (3.50) e (A.24) — com k = +1 — em (A.25) encontramos a
equacao diferencial
9 1

V1—1r?

que deve valer para todo a (t) e r. Logo, é preciso satisfazer

a

(0202 R (8,0) + Ry (6,6)] = 0 . (A.29)

8282R6 (‘97 (b) + R6 (67 (b) =0 )

que é exatamente a Eq. (A.27): a forma funcional de R (6, ¢) ¢ dada por (A.28)
também se kK = +1.

Note-se que a diferenga entre as Egs. (A.26) e (A.29) paraos casos k =0ex =1
é apenas o fator a multiplicar o colchetes que constituird a equagao diferencial (A.27)
para Rg. De qualquer forma, os fatores sao tomados diferentes de zero em ambos
0s casos e, por isso, poderiamos ter-los tratado de forma unificada, economizando

trabalho. Isto sera possivel em outras ocasioes, mencionadas oportunamente.

(¢) k = —1. Uma rapida checagem mostra que (A.28) é igualmente uma solugao
para o caso k = —1. Observamos apenas, que a equacao diferencial neste caso,
1
CL2 [6282R6 (97 ¢) + Rﬁ (97 gb)] =0 )

it

carrega um fator nao-nulo diferente daqueles em (A.26) e (A.29). Mas isso nao
importa em termos praticos, conforme discutido acima.

Concluimos o célculo da dependéncia de &; em 6 substituindo (A.28) na expressao
geral (A.24) para a dependéncia de & em 7:

,
V1 — kr?

+ {(1 — k%) % (% +a’H 7’2) —K aQHl [(Cysin ¢ + C cos @) sin O + C3 cos 0] +

51 = a2H Co+

9 1

VI_wr?

+a [R7 (¢)sinf + Rg (¢) cosb] . (A.30)
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A.1.4 Dependéncia de & em ¢

Tome-se 03 da Eq. (3.16) e, no resultado, substitua ds&3 conforme dado pela Eq.

(3.20), para encontrar

2
(938361 + 818363 - ;8353 = 838361 — sind cos # [8152 - %62} +
—rsin?0 [(1 — kr?) 016 — kr &) +
+a%H r%sin?0 0,& +sin?0 & =0 .

Se usarmos (3.15), eliminamos os termos em &, uma componente que ainda nao

conhecemos. Empregando também (3.18), temos
3051 +sinfcos @ 0x€y +sin® 0 & + a’H rsin® 0 [r 016 — &) =0, (A.31)

uma equacao diferencial dada em termos da componente &,, completamente calcu-
lada, e de &;.
Substituindo os resultados (3.50) e (A.30) em (A.31) chega-se a:
9 1

a N {[0505R7 (¢) + Rz (¢)]sin + 0305 Rs (¢) cos 0} =0,

que leva ao sistema

{ 0503Rs (9) + Fr (6) =0 (A52)
0305 Rs () = 0
donde seguem
R: (¢) = Rosing + Ripcos ¢ , (A.33)
e
Rs (¢) = Riy ¢ + Ru (A.34)

( Ry, Ry9, R11 e Ry2 constantes).
Colocando Eqs. (A.33) e (A.34) em (A.30) encontramos:

,
V1 — kr?
+ {(1 — k%) L (% +a’H 7’2) —K azHl [(Cysin ¢ + C cos @) sin O + C3 cos 0] +

51 = a2H Co+

2

1
— [(Rgsin ¢ + Rygcos@)sind + (Ryy ¢ + Ria) cosb)] . (A.35)
— Kr

+ a?
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A.1.5 Condicao de periodicidade sobre & (¢,r,0,0)

Como feito no calculo da componente &, secao 3.2, agora impomos a condicao de

periodicidade de & na coordenada azimutal:
& (t,r,0,0) =¢& (t,r,0,27)
ie, & (t,r,0,0) — & (t,r,0,2r) = 0. Usando (A.35), obtemos
2m Rypcosf =0,

que ¢ valida para todo valor de 6 apenas se

Ri1 =0. (A.36)
Este vinculo elimina o termo de &; linear em ¢. Ademais, renomeando as constantes

Ry =Ky ; Rio=K1; Rip=Ks;

escrevemos (A.35) em sua forma final:

—a?H —_Cy+
R
1/1
+ {(1 — k%) 5 (ﬁ +a’H 7"2) —K aQH} [(Cysin g + C cos ¢) sin ) + C; cos 0] +
+ a? % (K cos¢+ Kysing)sinf + Kjcosd] . (A.37)
— KT

Esta é a equacao (3.52) apresentada na segao 3.3.

A.2 A componente & = & (6,7,0,9)

A.2.1 Dependéncia de & em ¢t

A dependéncia temporal de & é igual aquela de & porque as equagoes de Killing
que relacionam &, e & — Egs. (3.11) and (3.13) — sao do mesmo tipo das equagoes
relacionando &y e & — Eqgs. (3.11) and (3.12). Esta é a razao pela qual o processo
de obtencao da dependéncia de & em t é uma cépia exata do que fizemos na se¢ao

A.1.1, exceto pelo fato que devemos mudar o indice 1 para 2. Logo:

& = |k a®H — (1 — /@2) % 01 (r,0,¢) +a* Oy (r,0,¢) . (A.38)

Obviamente, trocamos o nome das funcoes arbitrarias constantes em t por conve-

niencia.
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A.2.2 Dependéncia de & em r

Avaliamos a dependéncia de & em r a partir de (3.15). Usando (A.37) e (A.38),

calculamos:

2
& + & — ;52 =

= {n a’H — (1-r?) %] {91@1 - %91 — 01y (0, ¢)} +
2
+ a® [61@2 — %@2 + (1 - k%) Hr 911 (6, 9) + \/%ﬁﬂaﬁ (9,¢)} . (A39)

A fungao 7 (0, ¢) é a que aparece em (A.13) e definimos
=E(0,¢) = [(Kycos ¢+ Kysin¢)sinf + K cosb)] . (A.40)

O segundo membro de (A.39) deve ser nulo. Analisemos isto caso a caso.
(a) k = 0. Neste caso, H = const e os termos que tem a fungao a? (t) por
coeficiente devem anular-se independentemente dos demais: a Eq. (A.39) é valida

qualquer que seja t. Temos:

{ 81@1 (T, 0, ¢) - %@1 (7’, 97 (b) - 827—1 (0’ ¢) =0 (A41)

010: (1,0,0) — 20, (1,0,¢) + H Z0y71 (0,0) + BZE (0, 6) =0

A primeira equacao do sistema (A.41) é uma equacao diferencial para a de-

pendéncia de O (1,0, ¢) em r. A equacao homogénea é:
2
00" —Zer=0,
r
e sua solucao, obtida por uma integracao direta e trivial, é:
@;L (T, 07 ¢) - 63 (97 ¢) 72 )
onde O3 (6, ¢) é uma fungao arbitraria de integragao constante em r. O anzatz
@110 (Tv 97 ¢) =T a27—1 (67 (b)

¢ uma solucao particular para

8167 (T, 97 ¢) - %@If (Ta 9) ¢) - 827'1 (97 ¢) =0 )

como se verifica por simples substituicao. Logo, a solucao O (r, 0, ¢) = O (r,0, )+
o7 (r,0,¢) é:
O, (r,0,¢) = r? O3 (0,0) =7 021 (0,90) . (A.42)
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A segunda equagao do sistema (A.41) é uma equagao diferencial para a de-
pendéncia de O, (1,0, ¢) em r. Para obter a sua solucao, note-se que:
0, 1 9
0, (ﬁ) — 500, — 56,

e, portanto,

2
r? O (%) = 0,0, — ;@2 )

r2
exatamente os primeiros dois termos da equacao diferencial sob estudo. Assim, ela

pode ser escrita na forma
S H 1,
0 (%) + om (0.0 + 50=(0.0) =0,

que é prontamente integrada:

@2 = 7“2 @4 (9, ¢) - g T3 627'1 (07 ¢) +r 62E (07 Qb) : (A43)

Esta sistemética é equivalente a que foi empregada na obtencao de (A.42).
Substituindo (A.42) e (A.43) na expressao (A.38) — com k = 0:

& = —==[r?03(0,¢) —r 0o (6,0)] +
+a® [r? 04(0,9) — g r° 11 (0, ¢) +1 0,2 (0,9)

Esta é uma solucao aceitavel se satisfaz também as outras equagoes de Killing
envolvendo &. Em particular, ela deve verificar (3.13). Usando a expressao de &

acima e também a Eq. (3.50) para & com k = 0,
& =Co+r [(Cesing + Cycosg)sinf + Cycosl] = Co+1 11 (0,0) ,
encontramos:
oo+ 0o&o —2H & =12 03 (6,0) =0,

que estabelece um novo vinculo:
O3(0,0)=0. (A.44)
O resultado final para a dependéncia radial de & quando x = 0 ¢, finalmente,

1
& = 57 " [(Cysing 4+ C} cos @) cos @ — C3sinf] +

(
a® r [(Kicos ¢+ Kysing)cosf — Kzsin] + a® > 0,4 (0, ¢) +

7“3

2

NN

—a’H [(Cysing + Crcosp)cosf — Cssinf]  (k=0) , (A.45)
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onde ja substituimos

0oy (0, 9) = [(Casin ¢ + C cos ¢) cos§ — Cs sin 6] (A.46)

b= (0, ¢) = [(Kicosp+ Kosing) cost — Kzsinf)] . (A.47)

(b) k = £1. Os termos proporcionais a (1 — %) sdo zero e lembramos o leitor
uma vez mais que H nao ¢ uma constante neste caso. Isto garante a independéncia
de a® e a®H. Entao, para certificar a validade da igualdade (A.39) para todo t,

impomos:

{ 0101 (r,0,¢) — 261 (1,0, 0) — 3271( 9)=0 (A.48)

a1@2 (7”,9,¢) - _62 (T 9 ¢) V1—rr2 E( ) =

A equagao para O (1,60, ¢) do sistema (A.48) coincide com aquela do caso k =0

— primeira equagao do sistema (A.41). A sua solugao é, pois,
@1 (T7 97 ¢) = T2 @3 (07 ¢) -T 827—1 (67 ¢) ) (A49>

como (A.42).
De forma analoga ao que fizemos no caso k = 0, reescrevemos a equagao difer-

encial para © (1,0, ¢) como:

O, 1
2 = —
r 81 (_T2 ) + 1 ,{r2 (92u ((9, ¢) 0.

Como, por mudanca de variaveis,

dr 1
—:——\/1—/{/7‘2,
r2y/1 — kr? r

temos:

Oy (r,0,0) = V1 — k12 0= (0,0) +1° 0, (0, 0) . (A.50)
Substituindo (A.49) e (A.50) em (A.38) — com (1 — x?%) = 0:

& = wa’H [P 03(0,0) —r dom1 (0,0)] +
+a® [r 04 (0,0) +rvV1—kr2 HE (0,6 )} .

Novamente, devemos checar se esta solucao satisfaz (3.13). Usando, além de &
acima, também (3.50) (com k # 0),

— VTR 47 71 (6.9)
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avalia-se:
o&o + Oplo — 2H & =1 07 (0,¢) + K [7"2 O3 (0, ¢) — 1 071 (6, ¢)} =0,

onde usamos a?H = U = k para a solucao de de Sitter. Ja que k = +1, temos
k? = 1 e o primeiro termo cancela o ultimo, deixando 72 O3 (6,¢) = 0, o que é

verdade para todos os valores de r. Por isso,

como no caso k = 0.

Com essa informagao adicional, a forma funcional de & é, até agora:

& = —kad®Hr [(Cysing + Cycos¢)cos — Casinf] +
+a® rv1 — kr? [(Kcos ¢ + Kysin @) cos — Kysin ] +
+a? r? 04(0,0) (k==1) , (A.52)

em que usamos (A.46) e (A.47).

Para terminar esta se¢do, pomos (A.45) e (A.52) na mesma expressao:

& = [(1 — ;{2) % <% — a2HT2) - ﬁa2H} r[(Cysin ¢ + Cy cos ¢) cos — Cssin 6] +

+a® rvV1 — kr? [(Kycos ¢+ Kysing) cos — Kysin 6] + a® v ©4 (6, ¢) .
(A.53)

A.2.3 Dependéncia de & em 6

A dependéncia de & em 6 segue da equagao de Killing (3.19),

82£2+7’(1—f£r2) &L —a*Hr* & =0,
e dos resultados (3.50), (A.37) e (A.53). Usando as trés tltimas relagdes citadas,

calculamos (3.19) como:

a® 1* 0,0, (0,¢) =0,
vélida para os trés valores de k e para todo a (t) e r. Logo,
04(0,9) =065(9) + 65 . (A.54)

Ao substituirmos (A.54) em (A.53) completamos os calculos desta secao:

1/1
& = {(1 - 52) 5 (E — aQHrz) — K azH} 7 [(Cysin ¢ + C cos ¢) cos§ — Cysin 6] +

+a® rvV1 — kr2 [(Kcos ¢+ Kysing) cosf — Kzsinf] + a® r* [O5 (¢) + O] .
(A.55)
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A.2.4 Dependéncia de & em ¢

Extraindo 03 de (3.17) e usando (3.20) para eliminar 053 em termos de &, & e &

encontramos a equagcao diferencial
0305&r —sin B cos B D&y + &y — 1 (1 — /17’2) sin® @ 0p&, +a*Hr?sin® 0 0,6 = 0 (A.56)

para o calculo da dependéncia azimutal da componente &;.
O que segue vale para os trés valores de k. Substituindo (A.55), (A.37) e (3.50)

em (A.56) avaliamos, depois de algum trabalho de calculo,
a® 1? 030505 (¢) + O35 (¢) + O] = 0 .
Uma vez que isto é valido para todos os valores de t e r, devemos satisfazer
030505 (¢) + O35 (¢) + O =0 . (A.57)
A solugao homogeénea é da forma
OF (¢) = O7sin¢ + Ogcos ¢ ,

enquanto que uma solugao particular é

O5(¢) = — O ,
conforme uma substitui¢ao direta confirma. Logo, a solucao geral para O3 é a soma
O (¢) = O7sin¢ + Ogcosp — O . (A.58)

Pondo (A.58) em (A.55), resulta a forma final da dependéncia da componente

52 em gb:

& = {(1 — K7) % (% — a2H7’2) - f@aQH] 7 [(Cysin ¢ + Cy cos @) cos — Cysin 0] +

+a® rv1 — kr? [(Ky cos ¢+ Kysin¢) cos§ — Kysin 0] +

+a® r* [O7sin¢ + Ogcos @] . (A.59)

Note-se que nao ha termos lineares em ¢ e, como conseqiiéncia, esta solucao au-
tomaticamente satisfaz o requerimento de periodicidade. Portanto, a solugao (A.59)

ja é o resultado final para a forma funcional completa de & (¢,7,0, ¢). Entretanto,

apenas por conveniéncia, renomearemos as constantes O, e Og:
O7 =L ; Og = —Ls ,

tal que

&y = {(1 — /{2) % (% — azHTQ) — ma2H] r[(Cysin ¢ + Cy cos ¢) cos — Cssin 6] +

+a? rv1 — kr? (K cos ¢ + Kysin @) cos — Kysin 6] +
+a*r? (Lysing — Lycos @) . (A.60)
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A.3 A componente & = & (,7,0,9)

A.3.1 Dependéncia de & em ¢t

A dependeéncia temporal de &3 é igual aquela de &; e &, porque as equacoes de Killing
que relacionam & e & — Egs. (3.11) and (3.14) — sdo do mesmo tipo das equagoes
relacionando &y e §; — Eqgs. (3.11) e (3.12) —ou &y e & — Egs. (3.11) e (3.13). Assim

sendo,

&= |k a®H — (1 — ,%Q) % Dy (r,0,¢) +a® Oy (r,0,0) , (A.61)

onde, novamente, alteramos o nome das fungoes arbitrarias constantes em t.

A.3.2 Dependéncia de &5 em r

Na secao A.2.2, encontramos a dependéncia da componente £ na coordenada radial
através da equagao de Killing (3.15). A dependéncia de {3 em r é, por sua vez,
calculada mediante a Eq. (3.16). Compare (3.15) e (3.16) e note que ambas as
equagoes sao idénticas a menos da troca do indice 2 pelo indice 3. Isto significa que
a dependéncia radial de &3 deve ser a mesma que a da componente &. Isto é, de fato,
uma verdade, conforme se verifica pela repeticao do procedimento desenvolvido na
referida secao.
Substituindo (A.37) e (A.61) na equacao de Killing (3.16) temos:

061 + 0165 — 25 =
= {/{ a’H — (1 — /12) %} {31@1 - %q)l — 0371 (0, Qb)} +

2 r?

+ a? {3@2 - ;cbg ~(1-r*)H B 0311 (0, 0) + 03= (6, gb)] . (A.62)

1
N
onde, conforme as defini¢oes (A.13,A.40) de 7, (6, ¢) e = (6, ¢),

0511 (0, ¢) = (Cycos ¢ — Cysin ¢) sin O (A.63)

3= (0, ¢) = (Kycos ¢ — Ky sing)sinb . (A.64)

O segundo membro de (A.62) deve ser nulo. Analisemos as conseqiiéncias desse
fato para cada k.
(a) k = 0. Sabemos que H = const neste caso e, portanto, os termos que tem a

funcio a? (t) por coeficiente devem anular-se independentemente dos que aparecem
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como coeficientes de (—1/2H). Temos:

{ 01 Py (r,0,0) — 20, (r,0,¢) — 0571 (0,¢) =0 (A.65)

0P (1,0, 0) — 205 (1,0, ¢) + H 031 (0,0) + 0= (0,¢) = 0

Economizaremos muito trabalho se reconhecermos que o sistema (A.65) tem a
mesma dependéncia em r que o sistema (A.41) para ©; e ©y resolvido na segao
A.2.2. Isto significa que a forma funcional de ®; e ®5 serd a mesma dos resultados
(A.42), (A.43), (A.44), ie

Oy (r,0,0) = 1* ®3(0,0) —7 &7 (0,0) , P3(0,0)=0;
H
(I)Z <T7 07 ¢) = T 63‘—' (07 ¢) + T2 CI)4 (07 ¢) - ? ,r,3 a37—1 (97 ¢) ) (A66)
Enfatizamos que @3 (6, ¢) = 0 é exigida por (3.14), da mesma forma que O3 (6, ¢)
foi fixado em zero devido a (3.13).
Substituindo os resultados (A.66) em (A.61) — com £k =0 —
1

£ = Y ds71 (0, ¢) + a” {7’ G52 (0, 0) +1° D4 (0, 0) — g r? 0571 (0, ¢)

ou, por conta de (A.63,A.64),

& = %{%—aQH rz} r (Cycos¢p — Cysing)sinf +

+a* r (Kycosg — Kysing)sind +a® r* ®4(0,6) (k=0) . (A.67)

(b) Kk = +1. Os termos proporcionais a (1 — x?) desaparecem e, pela inde-

pendéncia das fungoes a* e a>H na Eq. (A.62), somos levados a

{ 0121 (r,0,0) — 201 (1,0, ) — 0571 (0,0) =0 (A.68)

81(132 (7”,9,¢) — %(I)Q (T 0 (b) + Wagu_: (6 ¢) =0

Este sistema é completamente andlogo a (A.48) e suas solugoes (A.49), (A.50) e
(A.51). Assim, satisfaremos (A.68) e (3.14), com:

Dy (r,0,0) =1° ©3(0,9) — 1 03m1 (6, 0) ;
Dy (r,0,0) =rvV1—Kkr2 BE(0,0) +12 4 (0,0) ; (A.69)
QJ3(9,¢):O

Pondo isto em (A.61), obtém-se:

£3=— Kk a’H r 037 (0,0) + V1 — k12 052 (0, 0) +1° Oy (0, 0)
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ou

£3=— ka’H r (Cycos¢ — Oy sin @) sin 6+

+a® rvV1 —kr?2 (Kycosd — Kysing)sind +a r? &, (0,¢) (k= £1) .
(A.70)

Reunindo (A.67) e (A.70) na mesma expressao:

2\ H
+a® rvV1 — kr? (Kycos ¢ — K sing)sind +a® r? @, (0, ¢) . (A.71)

£ = {(1—/€2)1<i—a2ﬂ 7“2) = /@a2H] r (Cycos ¢ — Cysin¢)sinf +

A.3.3 Dependéncia de & em 6

Substituindo a expressao (A.71) da componente &3 e a forma final (A.60) para & na

equacgao de Killing (3.17), encontramos, depois de algumas manobras algébricas:
0582 + 0283 — 2 cot § &3 =
=a? 1? [0,®4(0,0) —2cot§ @, (0, ¢) + (L1 cosp + Lasing)] =0 . (A.72)
Logo, devemos satisfazer
0Py (0,0) —2cotl ©4(0,0)+ L (o) =0, (A.73)

tendo definido
L(¢)=Licosp+ Lasing . (A.74)

A solugao homogénea de (A.73),

Aol
?}f: /cot9 df + In®; (o) ,
4

In ®} = 1In (sin®#) + In 5 (¢) = In [sin* 6 05 (¢)] ,

onde In &5 (¢) é uma constante de integragao conveniente em 6, i.e.,
Pl (0,¢) =sin’0 O5 (o) .
Como uma solu¢ao particular de (A.73),
0y @ — 2cot O P + L (p) =0

tentemos o anzatz

O (0,¢) =sinfcosh L(p) .
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Uma substituicao no primeiro membro da equacao imediatamente acima mostra que

nosso anzatz ¢ um bom palpite. Reunindo ®% (6, ¢) e ®f (0, ¢) encontramos:
Dy (0,¢) = sin?0 @5 (¢) +sinbfcosd L (o) , (A.75)

um resultado vélido para os trés valores de k.
Concluimos o célculo da dependéncia de & em 6 inserindo (A.75) — e (A.74) -
em (A.71):

£ = {(1—/€2)%(i—a2ﬂ 7“2> — /@a2H] r (Cycos ¢ — Cysin¢)sinf +

H
+a® rvV1 — kr? (Kycos ¢ — K, sin¢)sinf +
+a”® r? [sin*6 @5 (¢) +sinfcosd (Lycos¢+ Lysing)] . (A.76)

A.3.4 Dependéncia de & em ¢

A fungao que falta, @5 (¢), é determinada pela substituicao das componentes &3, o,
&1, e & — Egs.(A.76,A.60,A.37,3.50) — na ultima das equacoes de Killing, Eq. (3.20).

Com algum trabalho direto de célculo, chegamos a:
033 +sinfcosf & +r (1 — /17’2) sinf & — a*H r?sin?0 & =

=a* 1? sin” 0 93P5 (¢) =0 .

Entao,
03®5 (¢) =0, (A.77)

cuja solucao é:
P5 (¢) = D6 ¢+ D7 . (A.78)

Porque @5 (¢) é o mesmo para os trés valores de k, podemos substituir (A.78)

diretamente em (A.76) e obter a dependéncia de &3 em ¢:
1/1
& = {(1 — 52) 3 <E —a’H 7“2) — K azH] r (Cycos¢p — Cysin¢)sinf +
+a* rvV1 — k12 (Kycos¢ — Ky sing)sin6 +
+a® r? [sin?6 (P ¢ + D7) +sinfcosd (Lycosg+ Lysing)] . (A.79)

A.3.5 Condigao de periodicidade sobre &5 (¢,r,6,0)

A componente &3 na forma (A.79) possui um termo linear na coordenada ¢. Porém,

se exigirmos que

£3 (t7 r, 07 0) = 53 (ta r, 67 27T) )



Apéndice A. Integracao das componentes & de FRW 75

e, &(t,r,0,0) — & (t,r,0,2m) = 0, este termo desaparece pois, entao, temos de
satisfazer:
—sin?f Og 21 =0,

e portanto
P =0. (A.80)

Pondo (A.80) em (A.79) e renomeando a constante
(1)7 = _L3 )

obtemos a forma final da componente &3, qual seja:

£ = {(1—/€2)1<i—a2ﬂ 7“2> — maQH] r (Cycos ¢ — Cysin¢)sinf +

2\ H
+a® rv1 — kr? (Kycos ¢ — K sin¢)sinf +
+a® r?sin@ [(Lycos ¢+ Lysin¢) cos — Lzsind] . (A.81)

Com isso encerramos o célculo das componentes covariantes &, de Killing para
a solugao de dS nas coordenadas comdéveis de FRW: a integracao das equagoes de
Killing (3.11-3.20) — conforme procedimento detalhado mostrado na segao 3.2 e neste
apéndice — leva as Eqgs. (3.50), (A.37), (A.60) and (A.81), que s@o os resultados
(3.51-3.54) apresentados na se¢ao 3.3.



Apéndice B

Célculo do comutador [S), Sj|

Consideraremos a agao do operador [Sp, S;| sobre uma fungao teste f = f (¢,7,0, ¢)

arbitraria. De acordo com (3.75):

So = V1—kr2(0,—H D) ,
S; = xi(at—HD)+mHai—(1—n2)%(L—HH)@. (B.1)

Portanto, para:

(a) k =0, ficamos com:
. 1/ 1 ,
So=0@—-HD), S=x0—HD)—=|—==—-Hr"|o, (B.2)

onde

é uma constante — cf. Eq. (3.56). O comutador de interesse é

[So, Si] f = So (Sif) = Si (Sof)

cujo primeiro termo se escreve:

So(Sif) = ' 0}f—H (Da') 9,f — H 2’ D(d,f) +
—H 2 0,(Df)+ H* (D2') Df +H* 2" D*f +
1 1 1 )
o () @0 (kg - ) waun) +
1

+%H {—H D (r?) (&if) + <ﬁ —H r2) D(aif)} . (B4)

Uma digressao — alguns resultados que podem ser tuteis:

(Da') =279; (2) = 276" = 2" ; (B.5)
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devido a (3.63), e
D (r*) =19, (r*) =r (2r) =217 ; (B.6)

Uma vez que H ¢é constante quando k = 0:

1 1\, ,, 1\ . . 1 -
3t m = — ﬁ 815 (CL H) = — m (QCLCLH):—G4H2 (2CLH) >

ie.,

) (GZLH) - —% (k=0) . (B.7)

Fim da digressao.

O segundo termo da relagao de comutacao:

Si(Sof) = 2°0*f—H ' 0,(Df)— H 2 D(0,f) + H* 2* D*f +

_% (QQLH —H 7«2) [(0,0,f) — H 0 (Df)] . (B.8)

Subtraindo o primeiro e o segundo termos, Eqs. (B.4,B.8), resulta:
, , 1 1
S0, 51 f = —H (Dz') 0,f + H* (Da') Df - 50, (Q—H) (0.) +

—%HQ D (r?) (0;f) +% (&LH - H r2> H [D(0:f) =0 (Df)] ,

onde usamos a comutagao do operador de derivagao temporal d; com os de derivagao

espacial, D e 0;:
D (atf) = 0 (Df) ) 0.0 f = 0;0,f .

Note-se que

e, por outro lado,

Substituindo a pentltima equacao na ultima:

0; (Df) = 0;f + D (9:f) ; (B.9)
Com este resultado, (B.5), (B.6) e (B.7), escrevemos o comutador como:
l. 1/ 1

A expressao entre colchetes é exatamente S; — vide Eq. (B.2). Logo

[S0.5]=—7 S (5=0), (B.10)
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onde substituimos (B.3).
(b) k= +1. Se k # 0 os geradores (B.1) perdem termos com (1 — x?), e ficamos

com:
So=V1—-kr2(0,—HD); Si=2"(0,—HD)+xrHOJ;, (B.11)

mas H nado mais é uma constante — cf. Eq. (3.56).

Precisaremos do seguinte resultado:

2

1 —2kr KT
DVI —rr—r O g L2 T B.12
21 — kr? V1 — kr? ( )
e
= (2 +y*+2°%) = Z (.7:]')2 = oy’ = —njalat
J
tal que

8; (r?) = =m0 2" — npats,” = —npat — it = —2nya? = 26,27 = 220, (B.13)

i) 0
LS R S

1—k0;(r*) 1 —k 22 K @
OivV1—kr2=—- - = - = — ) B.14
2V1—kr2 21— kr? V1 — Kkr? ( )

Vamos ao célculo do comutador usando (B.11). O primeiro termo é:

pois usamos a convencao

Portanto:

S0 (S:f) =
=V1—kr? [xz Rf+rHOf+rHOOf) —Ha Df—H ' 8,5(Df)}+

—V1—kr?H [z' 0f +2' D(O,f)+r H D (0;f)— H o' Df — H z* D*f] |
(B.15)

onde usamos (B.5). E o segundo termo:
Si (Sof) =
Y [aff—H Df —H 8, (Df)} +
~H o' (DVI=5?) (0f = H Df) = H o' V1= w? [D(8,f) — H (D*f)] +
+r H (am - /17“2> (Of — H Df)+r H VI — w210, (9.f) — H 9, (Df)] .
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Empregando (B.12), (B.14) e lembrando que, para k = 41, k? = 1, encontramos:

Si(SOf> =

S [x O2f +w H O, (0f) —Ha' Df — H 2 Gt(Df)] +

—V1—kr?H [¢"(0,f —H Df)+a' D(df)— H «* D*f +r H 0;(Df)] ,
(B.16)

Construimos o comutador subtraindo (B.16) de (B.4):
S0, 5 f = VI=wr? {k H (0:f) +x H? [0,(Df) = D(@:)]} 5
ou, devido a (B.9),
S0, 55] f = K (H+H2> VI—r2 O,f ;
onde reconlecemos o gerador

T, =—V1—rr?0;,

cf. (3.75).
A funcao (H + H2> ¢ justamente a soma das equagoes de Friedmann (3.23,3.24):
. 1 4rG
il H2> - T B.1
( + 72~ 3 (P+3p), (B.17)

onde usamos a relagao (2.13),

A1
3L
A solucao de dS, cujas simetrias ora estudamos, corresponde a solugao de vacuo: per-
siste apenas a componente de energia escura A desparecendo qualquer contribuicao
da densidade (p =0) ou de uma equacao de estado (p = 0). Portanto, em nosso

caso, o ultimo termo de (B.17) desaparece, e ficamos com:

. 1
(H + H2> == (@) (B.18)
Dessa informagao segue que:
1
(S0, 8] =—r =T, (k==£1) . (B.19)

12
Agora podemos reunir os resultados (B.10) e (B.19) para o comutador [Sp, S;]

unificando os casos kK = 0 e K = 1 numa Unica expressao:

1 1
[So,Si] = — (1 — HQ) Z Sz — K ﬁ T;, N (BQO)

que é a Eq. (3.78) da segao 3.3.



Apéndice C

Invertendo as Transformacoes de Robertson

Generalizadas

As transformagoes de Robertson generalizadas (5.30,5.29,5.31) sao:

F=ralt), a(t)= (Acosht + VAT = rLZsinh L) |
L
- — O

n (k) \/mm(t)m 24 K

t=Lln I3 r — , T(K): 17 k= —1

ra(t
1_% % , R = +1
valendo

Va2 (t) —kL? = La(t) H (t) .

Substituindo 7 = 7 a (t) em ¢:

Definimos

tal que
a’®(t) = R* + kL?

e a Eq. (C.3) fique:

R+ VR2+KL2—ki2=F .
Quadrando esta expressao, isolamos a variavel R:

F? — k(L? —7)

= oF
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Note-se que R é fungao da coordenada temporal comével ¢ na Eq. (C.5), pois é
dado em termos de a (t). Por outro lado, a Eq. (C.7) apresenta R como fungao das
coordenadas estdticas t e 7, uma vez que F = F (¢,7). De fato, substituindo (C.4)

em (C.7), obtemos R (¢, 7) explicitamente:

R(EF) = g@ (ft(/; - fﬁé’?) | (C.8)

(Esta é a forma que aparece na Eq. (5.33) da segao 5.2.)

O fator de escala a (t) também pode ser visto como uma fungao de ¢ e 7: basta
substituir R = R (¢,7) — Eq. (C.8) — na igualdade (C.6). Isto nos ajudard a isolar o
tempo comdével ¢ em termos das coordenadas estdticas ¢ e 7. Mas primeiro note-se
que podemos isolar ¢ como fungao do préprio fator de escala obtendo ¢ = t(a). De

fato, usando a forma funcional de a(t) exposta em (C.1):

t/L —t/L t/L _ ,—t/L
a:A(%> Ny cpyy (%) _

ie.,

(A+ VAT=R2) /4 (A= VAT = kL2 e /E = 20
Multiplicando a equacao acima por
z=éllr (C.9)

obtemos:
P2 —2a2+Q=0, (C.10)

com

A— VA2 - kL2

(A + m) : (C.11)
( ) (C.12)
Observe—se que:

(PQ) =A% — (A* — kL?) = kL* . (C.13)

A solucao de (C.10) é:
_ 2a++/4a®> —4(PQ)
o 2P

ou, em termos de t,

a+vVa?— kL?
t=Lln ,

A+ VA2 — KL2
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onde empregamos (C.9) e (C.13). Vide que a escolha do sinal negativo no numerador
nao interessa: se tomamos xk = (0 neste caso o argumento do In anula-se gerando

uma singularidade. Logo,

(C.14)

a-++va?— kL2
t=Lln .

A+ VA2 — kL2

Para obter definitivamente ¢ = t (¢, 7), basta substituir (C.6) interpretada como

a(t,7) =+/R2(t,7) + kL2 (C.15)

em (C.14). Assim procedendo obtemos:

_ R(t, 7 R2 (t,7 L?
t(f,7) = LIn (L) + VR (6T) +rlt) (C.16)
A+ VA?2 — RL2
com R (t,7) dado por (C.8).
Avaliar r em termos de t e 7 é trivial: a Eq. (C.1) estabelece que
T
=—. 1
r=- (C.17)
Inserindo (C.15) em (C.17) resulta:
- r
r(t,T) (C.18)

VRO R

As Egs. (C.16) e (C.18) completam a demonstragao de que (5.33) sdo as trans-

formagoes inversas da segao 5.2.



Apéndice D

Transformando o gerador P, para coordenadas

comovelis

Neste Apéndice efetuaremos em detalhe a transformacao de P, — calculado original-
mente em coordenadas estaticas, Eq. (4.19) — para coordenadas coméveis, levando
ao resultado (5.40). Com isso pretendemos mostrar como a escolha (5.29) para a
constante de integragdo 7 (k) é fundamental. O procedimento desenvolvido aqui

aplica-se também a transformagao do gerador I; — Eq. (5.41).

D.1 O operador 0

Efetuaremos explicitamente o calculo do operador
ot 0 . or 0
otot  otor’

necessario a obtencao de P; nas coordenadas de FRW, com base nos resultados do

Oy = (D.1)

apéndice C.
De (C.16) e (C.8),

R+ VR +kI?

_ L | 72 [ el/t 7 (K)
t=1L1 o R(t,7)=—=1/1—-— — K— D.2
n A+ Az’ (t,7) 9 12 <T(R) Ret/L) , (D.2)
vemos que t s6 depende de t através de R. Assim, é interessante obter % e % para
construir Py 5 OR
—_—= . D.3
ot OR ot (D-3)
Resulta de (D.2) que:
L
ﬁ = — (D.4)
OR /R + KkL?
De acordo com (C.15), isto também vale
ot L
— = D.5
OR «a (D-5)
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: OR.
Agora, precisamos de &7:

OR 1 |L [ (et T
ot L |2 I? Ner

R T
=—+Kr4/1-

As Eqs. (D.4,D.6) j& permitem obter % em coordenadas estéticas (barradas). E

util, todavia, apresentar esta quantidade em funcao das coordenadas coméveis. Para

isso, note-se que de (C.1) segue:

LT (\/OL2 — kL2 + a1 — kr?)
(A = — .
L ra)? ’
=

(D.7)

e, portanto,

OR 1 kL? — kr? a?
— = — |Va® —kL? +
ot L [ (\/a2 — kL2 4+ a1 — m“2)

uma vez que R = v/a? — kL2, Eq. (C.5). Continuando, encontramos simplesmente

N (D.8)

Substituindo (D.5,D.8) em (D.3) concluimos que:

ot
5= V1—rkr?. (D.9)
Precisaremos de 9 or OR
r r
gt  OR Ot (D-10)
para completar o calculo de (D.1). De (C.18), calculamos:
or R _
OR ™ (Bt w12 o
ou, em coordenadas comoveis,
or a? — kL?

Inserindo (D.12,D.8) em (D.10) resulta:
1VaZ — L2
% _ "—WLHT‘ -l
a
Porém, a solugao de dS satisfaz (C.2), va?> — kL? = LaH. De modo que a equacao

acima pode ser posta na forma:

% =—Hrv1—rkr?. (D.13)
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Finalmente, substituindo (D.9) e (D.13) em (D.1) encontramos o operador
Oy =V1—kr2(0,—H ro,) (D.14)

em coordenadas de FRW. Este resultado é precisamente a Eq. (5.36), sendo D = r0,.
Por um procedimento completamente andlogo encontramos o outro operador

diferencial necessario ao célculo de P; em coordenadas comdveis: com a Eq. (5.35),

jl

o (D-15)

(C.8), 7 =ral(t), (C6), (D.5) e D =10, = 2*0,, avalia-se J; como dado pela Eq.
(5.37):

= aH

i
(1-1%) a

As fungoes hiperbdlicas sinh% e cosh% também aparecem na forma funcional de P;

e, por isso, elas precisam ser expressas em termos de (¢,7). Decorre imediatamente

de (5.30) — ou de (C.1,C.2) — que:

2 2
(VL ke UL) 1 % a? (H + —Vlz’”2> + (1 — %)

5 =3 - . (D.17)
Tay/1— % <H+ R 12’"2>
O sinal superior corresponde ao cosh% e o inferior ao sinh %
D.2 O operador P,
O gerador P; de dS nas coordenadas estaticas é — Eq. (4.19):
1 1 t . 72 -
Pl.:_z—ﬂsinhz T Of — 1—%coshz 0; . (D.18)
I=5
Substituindo (C.1), (D.17),
T =2"a(t) , (D.19)
[que é a Eq. (5.32)] e também (D.14,D.16) em (D.18), chegamos a:
1(1—k7?) | 1 (14 k7?) (1_ (7;2)2>
P,-:——xz(ﬁt—HD)— TH + - 6i7 (DQO)
2 T 2 T 2 (H I \/17147’2)
L

onde usamos (C.2):



Apéndice D. Transformando o gerador P; para coordenadas comoveis 86

Até aqui nao substituimos os valores de 7 = 7 (k), dados pela (5.29), e nao o
fizemos por um motivo: mostrar que efetivamente precisamos dos trés valores difer-
entes para esta constante para construir um quadro coerente, em que os geradores
de dS nas coordenadas estaticas sao mapeados nos geradores de dS nas coordenadas
de FRW — ou numa combinacao linear destes. Assim, estudemos cada a caso:

(a) k = 0. O gerador (D.20) fica:

(ra)?

11 11(1— 2)

Fi=3-a'(d,—HD)~- I (R A
-

lembrando que, cf. (3.77),

HZZ; a(t) = Ae/*
Por isto, reescrevemos P, como:
1171 1 1 1
P=-=|2"(0,—HD)—=—=—Hr*|0, —(=0;) .
27 ¥ ) 2<a2H 7") }JFTL( )

Neste expressao identificamos a presenca de dois dos geradores de dS nas coorde-

nadas comoveis de Friedmann, quais sejam

Si::ci(at—HD)—%<£—Hr2)8i (k = 0) (D.21)
T,=-8;, (k=0). (D.22)

(Vide a Eq. (3.75) para conferéncia.)

Aqui nao foi necessario adotar um valor preferencial para 7 a fim de escrever
P; em termos dos geradores nas coordenadas de FRW. Isso nao ocorrera, porém,
quando kK = +1. Dado que temos liberdade para fixar 7 a vontade, escolhemos

convenientemente o valor I
= —, k=20) . D.23
r=oi. (5=0) (D.23)
que coincide com aquele sugerido pelas tranformacoes de Robertson generalizadas

(TRG), cf. Eq. (C.1). Desta feita,

Pi:é xi(at—HD)—l(L—HrQ)ai}+i(—ai) (k=0), (D.24)

L 2 \a’H
i.e.,
A 1
Pi:ZSi‘l’ﬂTi (k=0) . (D.25)

(A Eq. (D.25) consta na Tabela 1, se¢ao 5.2.)
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(b) Kk = —1. Para este valor de &, o gerador (D.20) é:

(ra)?

1(14+72) . 1(1 — 72 (1— 2>
H:—ﬂxl(at_HD)_ TH+—( T) L -
2 T 2 T GQ(H_'_\/err)

e nao conseguimos expressar P; como uma combinacao simples dos geradores Sy, S5;
T; e J; a menos que escolhamos 7 de modo a anular o ultimo termo do colchetes na

igualdade acima. Ou seja, precisamos que (1 — 72) = 0, o que se consegue fixando
=1, (k=-1). (D.26)

Mas esta é precisamente a escolha adotada quando da derivacao das TRG na secao
5.2! Naquela ocasiao, porém, impusemos 7 = 1 por outros motivos: evitar singular-
idades nas TRG sob o limite L. — o0; e, levar o intervalo de dS ao de Minkowski
neste mesmo limite. Dito tudo isso, fica a certeza de que a escolha (D.26) é a mais
conveniente.

Entao, P; reduz-se a
P=23'(0,-HD) —-H9 (k=-1), (D.27)
que é exatamente o gerador S; para k = —1, Eq. (3.75). Logo,
P, =5; (k=-1) . (D.28)

(Vemos a Eq. (D.28) na Tabela 1.)
(¢) Kk =+1. A Eq. (D.20) fica:

(ra)®
1(1—72) 1(1+ 72 O— 2)
RZ_MW(@—HD)— TH+—( +T> L 81
2 T 2 T 2 (H+\/12r2>

e o valor da constante que leva ao anulamento de (1 + 72) e do termo nao linear em

P; é, nesse caso,
1
T=—-, (KJ = —|—1) . <D29)

i
O escolha (4i) também serviria, mas (D.29) é compativel com o que concluimos na

secao 5.2, por isso é a preferida aqui. Logo,
P, =i [2'(8,— H D)+ H 9] (k=41) , (D.30)

ie.,

P=iS (k=+1). (D.31)
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(Frisamos que (D.31) estd posta na Tabela 1.)
Reunimos as Egs. (D.24), (D.27) e (D.30) no resultado

Al (O, —HD)—L (S5 —Hr) o] +5(-38), =0
P, = (0, —HD)—H3], r=-1 , (D.32)

1
2

a Eq. (5.40) da segao 5.2.
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