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Resumo

Em [6], Andrade e Fanti definiram o invariante E(G,W,M), sendo G um grupo,
W um G-conjunto e M um Z2G-módulo, e apresentaram alguns resultados usando
E(G,W,Z2) (Z2 visto como Z2G-módulo trivial) relacionados com decomposição
de grupos e dualidade. E(G,W,M) é definido usando (co)homologia de grupos
para o par ((G,W ),M) seguindo [14]. O objetivo deste trabalho é apresentar
os resultados dados em [6], porém acrescentando as provas de alguns resultados
que são mencionados em [6], mas que não foram provados, como por exemplo, a
invariância de E(G,W,M) por pares isomorfos e a independência do conjunto de
representantes das G-órbitas. Procurou-se também generalizar alguns resultados
para um Z2G-módulo M qualquer (não necessariamente Z2), e apresentar algumas
outras propriedades de E(G,W,M), em especial para o Z2G-módulo FTG, sendo T
um subgrupo de G, explorando, sempre que posśıvel, sua relação com decomposição
de grupos. Muitos desses resultados estão fortemente relacionados com alguns
apresentados em [7], para o invariante de pares de grupos E(G,S,M), sendo S
uma famı́lia de subgrupos de G.

Palavras-chave: (Co)homologia de Grupos, Decomposição de Grupos, Invariante
E(G,W,M).



Abstract

In [6], Andrade and Fanti defined the invariant E(G,W,M), where G is
a group, W is a G-set and M is a Z2G-module, and presented some results
using E(G,W,Z2) (Z2 seen as a trivial Z2G-module) related to splitting of groups
and duality. E(G,W,M) is defined using (co)homology of groups for the pair
((G,W ),M) following [14]. The purpose of this work is to present the results given
in [6] but adding proofs of some results that were referred but not proved there,
such as the invariance of E(G,W,M) for isomorphic pairs and the independence of
the set of orbit representatives in W . We also attempt to generalize some results
for any Z2G-módulo M (not necessarily Z2) and present some other properties
of E(G,W,M), specially for the Z2G-module FTG where T is a subgroup of G,
exploring, whenever possible, its relationship with splitting of groups. Many of those
results are strongly related with some given in [7] for the invariant of pairs of groups
E(G,S,M) where S is a family of subgroups of G.

Keywords: (Co)homology of Groups, Splitting of groups, Invariant E(G,W,M).
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Introdução

Na teoria clássica de invariantes ends apresenta-se o número de ends de um grupo

G, e(G). Tal invariante foi introduzido por Hopf ([19]) para grupos finitamente

gerados. Posteriormente, Specker ([33]) apresentou uma definição para e(G), onde

G é um grupo qualquer (não necessariamente finitamente gerado). No caso em que

G é infinito, tem-se

e(G) := 1 + dimZ2 H
1(G;Z2G). (1)

Dados G um grupo e T um subgrupo de G, Houghton ([20]) e Scott ([30]),

independentemente, introduziram o invariante end e(G, T ), que é uma extensão

natural de e(G). Quando [G : T ] = ∞, não há uma fórmula cohomológica para

e(G, T ), como a que foi dada em (1) para e(G). Na tentativa de se obter tal fórmula

cohomológica, Andrade e Fanti ([3]), definiram um invariante “end” generalizado,

E(G,S,M), sendo G um grupo, S = {Si, i ∈ I} uma famı́lia de subgrupos de G,

com [G : Si] =∞, para todo i ∈ I, e M um Z2G-módulo.

Posteriormente, em [6], os autores adaptaram a definição de E(G,S,M) à

notação de Dicks-Dunwoody para o par (G,W ) e denotaram o invariante E(G,S,M)

neste caso por E(G,W,M), sendo G um grupo, W um conjunto não vazio munido

de uma G-ação e M um Z2G-módulo e apresentaram alguns resultados usando

E(G,W,Z2) (Z2 visto como Z2G módulo trivial) relacionados com decomposição

de grupos e dualidade. E(G,W,M) é definido usando cohomologia de grupos para

o par ((G,W ),M), seguindo [14], obtendo uma caracterização mais elegante de

E(G,S,M).

O principal objetivo deste trabalho é apresentar os resultados dados em [6],

porém acrescentando as provas de alguns resultados que são mencionados, mas cujas

demonstrações não foram apresentadas em [6], além de generalizar alguns desses

resultados, dados em [6], para M um Z2G-módulo qualquer (não necessariamente

Z2) e explorar algumas outras propriedades de E(G,W,M) para Z2G-módulos

11



Introdução 12

particulares, comoM = Z2G, M = FTG, eM = Z2(G/T ), sendo T um subgrupo de

G. Procurou-se também, sempre que posśıvel, obter alguns resultados relacionando

E(G,W,M) com a teoria de decomposição de grupos.

A seguir relatamos os principais objetos de estudo em cada caṕıtulo deste texto.

Os dois primeiros caṕıtulos desta dissertação tratam de assuntos que fazem

parte dos pré-requisitos necessários para a elaboração do trabalho e são de suma

importância para o desenvolvimento e entendimento dos caṕıtulos posteriores. O

leitor que já possui tais conhecimentos prévios, pode iniciar sua leitura no terceiro

caṕıtulo.

O primeiro caṕıtulo é dedicado ao estudo de alguns tópicos de Álgebra

Homológica, tais como: sequências exatas, complexo de (co)cadeias, módulos livres e

projetivos, RG-módulos, produto tensorial, módulo de homomorfismos e resoluções

projetivas de R sobre RG, sendo G um grupo e R um anel com unidade (que na

maioria das vezes será considerado como sendo o anel Z ou o corpo Z2). As principais

referências com respeito aos assuntos citados acima são [21] e [29].

Dada uma resolução projetiva de R sobre RG, sendo R um anel com unidade

e G um grupo, podemos considerar complexos de cadeias e cocadeias especiais,

a partir dos quais define-se os grupos de homologia e de cohomologia de G com

coeficientes em um RG-móduloM , que são apresentados no Caṕıtulo 2. Finalizamos

o Caṕıtulo 1 com alguns exemplos de resoluções projetivas de R sobre RG, para

grupos particulares.

O segundo caṕıtulo diz respeito à teoria básica de (co)homologia absoluta

de grupos. Nas primeiras seções desse caṕıtulo introduzimos os conceitos de

grupos (co)invariantes, módulos (co)induzidos, Fórmula de Mackey, aplicações

(co)induzidas e o Lema de Shapiro. Na seção 2.6 exibimos o cálculo dos grupos

de cohomologia de alguns grupos particulares, e na seção seguinte apresentamos

uma interpretação topológica para (co)homologia de grupos, que nos dá uma

relação entre a (co)homologia de um grupo G e a (co)homologia de um espaço

de Eilenberg-MacLane K(G, 1).

Na seção 2.8 estudamos o conceito de derivação de grupos e apresentamos a

relação existente entre os grupos de cohomologia de ordem 1, de um grupo G com

coeficientes em um RG-módulo M , e os grupos de derivações. Por fim, fazemos

um breve estudo sobre dualidade de grupos, de fato, apresentamos apenas alguns

conceitos e resultados que serão utilizados posteriormente, quando for abordado

um resultado envolvendo E(G,W,Z2). As principais referências utilizadas neste

caṕıtulo são [10] e [12].
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No terceiro caṕıtulo, introduzimos o conceito de decomposição de grupos.

Dizemos que um grupo G se decompõe sobre um subgrupo T se G é um produto

livre amalgamado não trivial (com subgrupo amalgamado T ), ou seja, G = G1∗T G2

com G1 �= T �= G2 ou se G é um HNN-grupo sobre um grupo base G1, G = G1∗T,θ.
Grupos que se decompõe sobre um subgrupo surgem naturalmente, por exemplo,

quando calculamos, através do Teorema de Van Kampen, o grupo fundamental

de superf́ıcies compactas. Além de apresentar as definições de produto livre

amalgamado e extensõesHNN e dar alguns exemplos, detalhamos as demonstrações

de duas proposições, dadas em [10], envolvendo grupos que se decompõe (Proposição

3.1.3 e Proposição 3.1.4). Para isso, usamos o conceito de derivação de grupos. Tais

proposições serão bastante utilizadas no caṕıtulo final desta dissertação.

Iniciamos o quarto caṕıtulo com a definição de (co)homologia relativa

H∗(G,W ;M) e H∗(G,W ;M), segundo Dicks-Dunwoody ([14]), onde G é um grupo,

W é um G-conjunto e M é um RG-módulo, sendo R = Z ou R = Z2. Nos

dedicamos mais diretamente ao conceito de cohomologia. Mostramos a existência

da sequência exata longa neste caso (de cohomologia) e, a seguir, apresentamos

uma relação entre essa teoria de cohomologia e a de Bieri e Eckmann ([11]). Bieri

e Eckmann definiram cohomologia relativa para pares (G,S), onde G é um grupo e

S é uma famı́lia de subgrupos de G. Para ir da teoria de Dicks-Dunwoody para a

teoria de Bieri-Eckmann, tomamos S a famı́lia formada pelos subgrupos de isotropia

dados pela ação de G em W (tendo fixado um conjunto de representantes para as

G-órbitas) ([17]). Finalizamos este caṕıtulo com uma breve introdução ao conceito

de pares de dualidade que será utilizado, posteriormente, em resultados dos caṕıtulos

seguintes.

O quinto caṕıtulo trata do principal objeto de estudo deste trabalho, o invariante

E(G,W,M), que é definido a partir de um grupo G, um G-conjunto W e um

Z2G-módulo M . Para esta definição considera-se, ainda, um conjunto E de

representantes para as G-órbitas em W , tal que [G : Gw] = ∞, para todo w ∈ E.

Observe que, em geral, E não é único, o que nos motiva a mostrar que a definição

de E(G,W,M) independe do conjunto de representantes para as G-órbitas em W .

Este resultado é apresentado na seção 5.2. Prosseguindo, mostramos a invariância

(cohomológica) de E(G,W,M) por isomorfismo de pares em uma determinada

categoria (de pares) e algumas propriedades deste invariante quando M é um

Z2G-módulo qualquer. As referências utilizadas neste caṕıtulo são [1], [3] e [7].

Na seção 5.5 apresentamos um resultado dado em [6], que relaciona E(G,W,Z2)

e dualidade. Em seguida, definimos o Z2G-módulo FTG e os invariantes ends, para

um grupo G, e(G), e para pares de grupos (G, T ) (T um subgrupo de G): e(G, T )
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e ẽ(G, T ). Verificamos algumas propriedades do invariante E(G,W,M) nos casos

particulares em que M = Z2G, M = Z2(G/T ) e M = FTG e exibimos algumas

relações entre estes invariantes.

No sexto, e último, caṕıtulo desta dissertação apresentamos alguns resultados

relacionando E(G,W,M) com decomposição de grupos.

O primeiro resultado que relaciona o conceito de decomposição de grupos com

a teoria de ends foi dado por Stallings ([35] e [34]). Tal resultado é conhecido

como Teorema de Estrutura de Stallings e fornece uma condição necessária e

suficiente para G se decompor sobre um subgrupo finito. Scott ([31]), tentou

generalizar o resultado de Stallings e obteve uma condição necessária para G se

decompor sobre um subgrupo (não necessariamente finito) de G. Posteriormente

Kropholler e Roller ([23]) apresentaram alguns resultados envolvendo decomposição

de um grupo G sobre um subgrupo T comensurável com um subgrupo S de G.

Alguns resultados relacionando decomposição de grupos foram também obtidos

considerando o invariante end E(G,S,M) (ver [9] e [7]). Muitos resultados

apresentados aqui estão fortemente relacionados com resultados existentes para

E(G,S,M).

Na seção 6.2, apresentamos um resultado, dado em [6], envolvendo E(G,W,Z2)

e decomposição de grupos. Em seguida verificamos, sob as mesmas hipóteses desse

resultado, o que ocorre no caso em que M = FTG, sendo T um subgrupo finito de

G. Como FTG � Z2G, quando T é finito, essa análise recai ao caso E(G,W,Z2G),

tratado em [5]. Também procurou-se obter resultados envolvendo E(G,W,FTG)

e decomposição de grupos quando T não é finito. Nesse sentido foi posśıvel obter

um resultado no caso em que T é finitamente gerado e normal em G. Na seção 6.4

apresentamos um resultado que caracteriza, sob certas condições, E(G,W,Z2(G/T ))

quando G se decompõe sobre um subgrupo T de ı́ndice infinito em G (Teorema

6.4.1). Por fim, na seção 6.5, trabalhamos com o conceito de decomposição adaptada

de grupos e apresentamos (de acordo com [5]), um critério cohomológico para este

tipo de decomposição.



Caṕıtulo

1

Conceitos Preliminares

Neste caṕıtulo vamos relatar alguns tópicos de Álgebra Homológica de

fundamental importância para o entendimento e o desenvolvimento dos caṕıtulos

posteriores. Dentre os assuntos abordados aqui destacamos: sequências exatas,

complexos de (co)cadeias, ação de grupos, RG-módulos, módulos livres e projetivos,

produto tensorial, módulo de homomorfismos e resoluções projetivas.

1.1 Sequências Exatas e Complexos de (Co)cadeias

Seja R um anel com unidade.

Definição 1.1.1 Uma sequência exata de R-módulos é uma sequência finita ou infinita

· · · →M
f→ N

g→ O → · · ·

de homomorfismos de R-módulos tais que a imagem do homomorfismo de chegada coincide

com o núcleo (kernel) do homomorfismo de sáıda para todo módulo, exceto nos extremos da

sequência (se existir).

Definição 1.1.2 Toda sequência exata da forma

0→M
f→ N

g→ O → 0

é chamada de sequência exata curta.

15
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Exemplo 1.1.1 Considere N um submódulo de um R-módulo M e o módulo quociente Q =

M/N . Como o homomorfismo inclusão i : N →M é um monomorfismo e a projeção canônica

p : M → Q é um epimorfismo, então Im (i) = N = ker(p), e a sequência

0 −→ N
i−→M

p−→ Q−→0

é uma sequência exata curta.

Definição 1.1.3 (i) Dizemos que uma sequência exata

· · · →M
f→ N

g→ O → · · ·

cinde (split) no módulo N se, e somente se, o submódulo A = Im (f) = ker(g) do módulo

N é um somando direto de N , ou seja, se, e somente se, N é decomposto na soma direta de A

e um outro submódulo de N .

(ii) Uma sequência exata cinde, ou é cindida se esta cinde em cada um de seus módulos exceto,

possivelmente, nos seus extremos.

Definição 1.1.4 Uma sequência finita ou infinita

· · · −→M
f−→ N

g−→ O → · · ·

de homomorfismos de R-módulos é dita semi-exata se, e somente se, em cada módulo (exceto

nos extremos), a imagem do homomorfismo de entrada está contida no núcleo (kernel) do

homomorfismo de sáıda, isto é, Im (f) ⊂ ker(g).

Observação 1.1.1 1. Uma sequência é semi-exata se, e somente se, a composição g ◦ f de

quaisquer dois homomorfismos consecutivos f e g na sequência é o homomorfismo trivial,

isto é, g ◦ f = 0.

2. Toda sequência exata de homomorfismos de R-módulos é semi-exata, mas nem toda

sequência semi-exata é exata.

Definição 1.1.5 Dada uma sequência semi-exata qualquer

C : · · · −→M
f−→ N

g−→ O −→ · · ·

de homomorfismos de R-módulos, o módulo quociente ker(g)/Im (f) é chamado módulo

derivado da sequência C no módulo N .

Os módulos de uma sequência semi-exata C são usualmente indexados por inteiros na ordem

decrescente ou por inteiros na ordem crescente.
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Definição 1.1.6 Se são usados inteiros na ordem decrescente como ı́ndices, a sequência semi-

exata C é chamada complexo de cadeias e os homomorfismos em C são, em geral, denotados

pelo śımbolo ∂. Deste modo, um complexo de cadeias C possui a seguinte forma:

C : · · · ∂n+2−→ Cn+1
∂n+1−→ Cn

∂n−→ Cn−1
∂n−1−→ · · · ,

com ∂n ◦ ∂n+1 = 0, para todo n.

Observação 1.1.2 Os elementos de Cn são chamados cadeias n-dimensionais de C e os

homomorfismos ∂ são chamados operadores bordos. O kernel de ∂n, denotado por Zn(C), é

chamado módulo n-dimensional de ciclos de C. A imagem de ∂n−1, denotada por Bn(C),

é chamada módulo n-dimensional de bordos de C.

Definição 1.1.7 O módulo derivado de C no módulo Cn,

Hn(C) :=
Zn(C)

Bn(C)

é chamado módulo de homologia n-dimensional de C. A coleção H∗(C) = {Hn(C)} é

chamada homologia do complexo de cadeias C.

Definição 1.1.8 Quando inteiros na ordem crescente são usados como ı́ndices, a sequência

semi-exata é chamada complexo de cocadeias e os homomorfismos em C são usualmente

denotados pelo śımbolo δ. Deste modo, um complexo de cocadeias C possui a seguinte forma:

C : · · · δn−2−→ Cn−1 δn−1−→ Cn δn−→ Cn+1 δn+1−→ · · · ,

com δn ◦ δn−1 = 0, para todo n.

Observação 1.1.3 Os termos cocadeia, cociclo e cobordo de um complexo de cocadeias são

usados no lugar de cadeia, ciclo e bordo (de um complexo de cadeias). E também, sobrescritos

são usados em vez de subscritos.

Definição 1.1.9 O módulo derivado

Hn(C) :=
Zn(C)

Bn(C)
,

onde Zn(C) = ker δn e Bn(C) = Im (δn−1), é chamado módulo de cohomologia n-

dimensional de C e a coleção H∗(C) = {Hn(C)} é chamada cohomologia do complexo

de cocadeias C.
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Definição 1.1.10 Considere quaisquer dois complexos de cadeias de R-módulos:

C : · · · ∂n+2−→ Cn+1
∂n+1−→ Cn

∂n−→ Cn−1
∂n−1−→ · · ·

D : · · · ∂
′
n+2−→ Dn+1

∂′n+1−→ Dn
∂′n−→ Dn−1

∂′n−1−→ · · ·

Uma aplicação de cadeias f : C → D é uma famı́lia de homomorfismos

f = {fn : Cn → Dn; n ∈ Z}

de R-módulos, indexada por inteiros (n ∈ Z), tais que a relação de comutatividade

∂′n ◦ fn = fn−1 ◦ ∂n é verdade, para todo n ∈ Z, no seguinte diagrama:

Cn
∂n ��

fn
��

Cn−1

fn−1

��
Dn

∂′n
�� Dn−1

Proposição 1.1.1 Seja f : C → D uma aplicação de cadeias arbitrária. Então, para cada

n ∈ Z, o homomorfismo fn : Cn → Dn leva Zn(C) em Zn(D) e Bn(C) em Bn(D).

Demonstração: Provemos que fn(Zn(C)) ⊂ Zn(D) e fn(Bn(C)) ⊂ Bn(D).

Seja x ∈ Zn(C) = ker(∂n). Então, fn(x) ∈ fn(Zn(C)) e ∂n(x) = 0. Dáı,

fn−1(∂n(x)) = 0⇒
(fn−1 ◦ ∂n)(x) = 0⇒
(∂′n ◦ fn)(x) = 0⇒
∂′n(fn(x)) = 0⇒

fn(x) ∈ ker(∂′n) = Zn(D).

Agora, suponhamos que x ∈ Im (∂n+1), então existe y ∈ Cn+1 tal que ∂n+1(y) = x. Assim,

fn(x) = fn(∂n+1(y)) = (fn ◦ ∂n+1)(y) = (∂′n+1 ◦ fn+1)(y) = ∂′n+1(fn+1(y)).

Portanto, fn(x) ∈ Im (∂′n+1). �

Definição 1.1.11 Seja f : C → D uma aplicação de cadeias. Segue da proposição anterior

que, para cada n ∈ Z, fn induz um homomorfismo Hn(f) : Hn(C) → Hn(D) tal que a cada

x̄ := x+Zn(C) associa Hn(f)(x̄) := fn(x)+Zn(D) = fn(x). Este homomorfismo será referido
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como homomorfismo (n-dimensional) induzido por f . É fácil ver que Hn(id) = idHn e

Hn(g ◦ f) = Hn(g) ◦Hn(f).

Considere agora o seguinte diagrama de complexos de cadeias:

�� �� ��
E : 0 �� Cn

∂n
��

fn �� Dn

∂′n
��

gn �� En

∂′′n
��

�� 0

C : 0 �� Cn−1
fn−1 ��

��

Dn−1
gn−1 ��

��

En−1 ��

��

0

onde cada linha é exata. Suponhamos que x ∈ ker(∂′′n) ⊂ En. Como gn é sobrejetora, existe

y ∈ Dn tal que gn(y) = x. Assim ∂′n(y) ∈ Dn−1. Mostra-se que ∂′n(y) ∈ ker(gn−1) = Im (fn−1).

Logo, existe z ∈ Cn−1 tal que fn−1(z) = ∂′n(y). Mostra-se também que z ∈ ker(∂n−1). Então

define-se:
∂ : Hn(E) → Hn−1(C)

x̄ = x+ Im (∂′′n+1) �→ ∂(x̄) = z̄ = z + Im (∂n).

Pode-se mostrar que ∂ está bem definido e é um homomorfismo. (Veja [21], Lemas I.6.6, I.6.7

e I.6.8).

Definição 1.1.12 O homomorfismo ∂ : Hn(E) → Hn−1(C) dado anteriormente, constrúıdo

para cada inteiro n, é denominado homomorfismo conexão (em homologia).

Proposição 1.1.2 Uma sequência exata curta de complexos de cadeias

0→ C ′ i→ C
π→ C ′′ → 0

da origem à seguinte sequência exata longa de homologia:

· · · → Hn(C
′)

H(i)→ Hn(C)
H(π)→ Hn(C

′′) ∂→ Hn−1(C ′)→ · · ·

Demonstração: [21], Caṕıtulo I, Teorema 6.9. �

Observação 1.1.4 Analogamente, para complexos de cocadeias, podemos definir aplicação de

cocadeias, homomorfismo induzido e homomorfismo conexão (em cohomologia). A saber:

Definição 1.1.13 Considere quaisquer dois complexos de cocadeias de R-módulos:

C : · · · δn−1−→ Cn δn−→ Cn+1 δn+1−→ Cn+2 δ̄n+2−→ · · ·
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D : · · · δ̄n−1−→ Dn δ̄n−→ Dn+1 δ̄n+1−→ Dn+2 δ̄n+2−→ · · ·

Uma aplicação de cocadeias f : C → D é uma famı́lia de homomorfismos

f = {fn : Cn → Dn; n ∈ Z}

de R-módulos, indexada por inteiros (n ∈ Z), tais que a relação de comutatividade

δ̄n ◦ fn = fn+1 ◦ δn é verdade, para todo n ∈ Z, no seguinte diagrama:

Cn δn ��

fn

��

Cn+1

fn+1

��
Dn

δ̄n
�� Dn+1

Proposição 1.1.3 Seja f : C → D uma aplicação de cocadeias arbitrária. Então, para cada

n ∈ Z, o homomorfismo fn : Cn → Dn leva Zn(C) em Zn(D) e Bn(C) em Bn(D).

Demonstração: A ideia para a demonstração deste resultado é análoga a feita na Proposição

1.1.1. �

Definição 1.1.14 Seja f : C → D uma aplicação de cocadeias. Segue da proposição anterior

que, para n ∈ Z, fn induz um homomorfismo Hn(f) : Hn(C) → Hn(D) tal que a cada

x̄ = x+Bn(C) associa Hn(f)(x̄) := fn(x)+Bn(D) = fn(x). Este homomorfismo será referido

como homomorfismo (n-dimensional) induzido (em cohomologia) por f . É fácil ver que

Hn(id) = idHn e Hn(g ◦ f) = Hn(g) ◦Hn(f).

Considere o seguinte diagrama de complexos de cocadeias:

�� �� ��
E : 0 �� Cn

δn
��

fn
�� Dn

δ̄n
��

gn �� En

¯̄δn
��

�� 0

C : 0 �� Cn+1 fn+1
��

��

Dn+1 gn+1
��

��

En+1 ��

��

0

onde cada linha é exata. Suponhamos que x ∈ ker ¯̄δn ⊂ En. Como gn é sobrejetora, existe

y ∈ Dn, de modo que gn(y) = x. Assim, δ̄n(y) ∈ Dn+1. Pode-se verificar que δ̄n(y) ∈
ker(gn+1) = Im (fn+1). Logo, existe z ∈ Cn+1 tal que fn+1(z) = δ̄n(y). Pode-se mostrar que

z ∈ ker δn+1, e então

δ : Hn(E) → Hn+1(C)

x̄ = x+ Im (¯̄δn−1) �→ z̄ = z + Im (δn)
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está bem definido e é um homomorfismo.

Definição 1.1.15 O homomorfismo dado anteriormente, constrúıdo para cada inteiro n, é

denominado homomorfismo conexão (em cohomologia).

Proposição 1.1.4 Uma sequência exata curta de complexos de cocadeias

0→ C ′
f→ C

g→ C ′′ → 0

da origem à seguinte sequência exata longa de cohomologia:

· · · → Hn(C ′)
Hn(f)→ Hn(C)

Hn(g)→ Hn(C ′′) δ→ Hn+1(C ′)→ · · · ,

onde Hn(f) e Hn(g) são os homomorfismos (n-dimensionais) induzidos (em cohomologia) por

f e g, respectivamente.

Demonstração: [37], Caṕıtulo III, p. 78. �

Definição 1.1.16 Dois homomorfismos (ou aplicações de cocadeias) f, g : C → D são ditos

homotópicos quando existe uma famı́lia de homomorfismos

h = {hn : Cn → Dn−1, ∀n ∈ Z}

tal que, para todo n ∈ Z,

δn−1 ◦ hn + hn+1 ◦ δn = fn − gn : Cn → Dn,

conforme indicado no seguinte diagrama:

· · · δn−2
�� Cn−1 δn−1

��

fn−1

��

Cn δn ��

fn

��
gn

��

hn

��

Cn+1 δn+1
��

fn+1

��
hn+1

��

· · ·

· · · δn−2
�� Dn−1 δn−1

�� Dn δn �� Dn+1 δn+1
�� · · ·

Notação: f ∼ g.

Definição 1.1.17 Sejam C e D complexos de cocadeias e f : C → D, g : D → C aplicações de

cocadeias tais que f ◦g é homotópica ao endomorfismo idêntico de D em D e g◦f é homotópica

ao endomorfismo idêntico de C em C. Nestas condições, as aplicações f e g são chamadas

equivalências de homotopia e C e D são ditos complexos de cocadeias homotopicamente

equivalentes.

Notação: C ∼ D.
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Proposição 1.1.5 Se f, g : C → D são homomorfismos homotópicos então

Hn(f) = Hn(g), ∀n ∈ Z.

Demonstração: [21], Caṕıtulo I, Proposição 6.4.

Lema 1.1.1 Se C e D são complexos de cocadeias homotopicamente equivalentes, então

Hn(C) � Hn(D), ∀n ∈ Z.

Demonstração: Temos que

C ∼ D ⇒ ∃f : C → D e g : D → C

tais que

f ◦ g ∼ idD : D → D

g ◦ f ∼ idC : C → C.

Considere os homomorfismos induzidos em cohomologia

Hn(f) : Hn(C)→ Hn(D) e Hn(g) : Hn(D)→ Hn(C).

Temos:

idHn(C) = Hn(idC)
Prop.1.1.5

= Hn(g ◦ f) = Hn(g) ◦Hn(f),

idHn(D) = Hn(idD)
Prop.1.1.5

= Hn(f ◦ g) = Hn(f) ◦Hn(g).

Assim, Hn(f) é um isomorfismo cuja inversa é Hn(g). Portanto, o resultado segue. �

1.2 Módulos Livres/Projetivos, Ação de Grupos e RG-módulos

Módulos Livres e Projetivos

Definição 1.2.1 Seja R um anel com unidade. Um R-módulo livre sobre um conjunto S

é um R-módulo F junto com uma função f : S → F tal que, para toda função g : S → M ,

onde M é um R-módulo, existe um único homomorfismo h : F → M tal que a relação de

comutatividade h ◦ f = g é verdade no seguinte diagrama:

S
f ��

g
��

F

h��
M
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Neste caso, dizemos que F é R-livre gerado por S.

Exemplo 1.2.1 1. Seja S = {1}, então Z é um Z-módulo livre sobre S.

De fato, dada a função f : S → Z tal que f(1) = 1, para toda função g : S → M com

g(1) = m0, m0 ∈ M fixo, defina h : Z → M por h(n) = nm0. Assim, (h ◦ f)(1) =

h(f(1)) = h(1) = 1 ·m0 = m0 = g(1), ou seja, h ◦ f = g.

Para provar a unicidade de h, suponha que exista outro homomorfismo h′ : Z→M tal que

h′◦f = g. Dáı, como Z é gerado por 1, h′(1) = h′(f(1)) = (h′◦f)(1) = g(1) = m0 = h(1).

Logo, h′(n) = nh′(1) = nh(1) = h(n), para todo n ∈ Z.

2. Generalizando, todo anel R com unidade é um R-módulo livre sobre S, se S é um conjunto

unitário.

Com efeito, seja S = {s}, dada a função f : S → R tal que f(s) = 1, para toda função

g : S → M com g(s) = m0, m0 ∈ M fixo, definimos h : R → M por h(a) = a · h(1) =
a ·m0. Logo, (h◦f)(s) = h(f(s)) = h(1) = m0 = g(s), ou seja, h◦f = g e h é claramente

único.

Proposição 1.2.1 Seja I um conjunto não vazio e F = {Mi | i ∈ I} uma famı́lia de R-módulos

com Mi � R para todo i ∈ I. Um R-módulo M é R-livre gerado por I se, e somente se,

M �
⊕
i∈I

Mi.

Demonstração: [21], Caṕıtulo I, Corolários 4.4 e 4.5. �

Exemplo 1.2.2 Pela proposição anterior, temos que Z2 não é um Z-módulo livre, pois caso

contrário, dado I um conjunto não vazio e F = {Mi | i ∈ I} uma famı́lia de Z-módulos com

Mi � Z, ∀i ∈ I, teŕıamos

Z2 �
⊕
i∈I

Mi �
⊕
i∈I

Z,

o que não ocorre.

Teorema 1.2.1 Todo R-módulo é isomorfo a um quociente de um R-módulo livre.

Demonstração: Sejam M um R-módulo e S um subconjunto de M que gera M . Considere o

R-módulo livre F gerado pelo conjunto S. Então, a função inclusão

g : S →M

se estende a um homomorfismo

h : F →M.

Como S = g(S) ⊂ h(F ) ⊂ M e S gera M temos que h(F ) = M . Dáı, h é um epimorfismo.

Então, M é isomorfo ao módulo quociente F/ ker(h) do R-módulo livre F . �



1.2 Módulos Livres/Projetivos, Ação de Grupos e RG-módulos 24

Definição 1.2.2 Um R-módulo P é chamado projetivo se, e somente se, para todo

homomorfismo f : P → N e todo epimorfismo g : M → N de R-módulos, existe um

homomorfismo h : P →M tal que g ◦ h = f .

Usando a linguagem de diagramas, podemos reestruturar esta definição da seguinte forma:

Um R-módulo P é projetivo se, e somente se, todo diagrama

P

f
��

M
g �� N �� 0

de homomorfismos de R-módulos, onde a sequência é exata, pode ser encaixado no seguinte

diagrama comutativo:

P

f
��

h

��
M

g �� N �� 0

onde h : P →M é homomorfismo de R-módulos.

Proposição 1.2.2 São equivalentes as seguintes condições para um R-módulo P :

(i) P é projetivo.

(ii) Toda sequência exata

0→M →M ′ → P → 0

cinde.

(iii) P é somando direto de um módulo livre.

Demonstração: [12], Caṕıtulo I, Proposição 8.2. �

Proposição 1.2.3 Todo módulo livre é projetivo.

Demonstração: [12], Caṕıtulo I, Proposição 7.2. �

Ação de Grupos

Definição 1.2.3 Sejam G um grupo e W um conjunto não vazio. Uma ação (à esquerda) de

G em W (ou uma G-ação em W ) é uma aplicação

φ : G×W → W

(g, w) �→ g · w

satisfazendo, para todo w ∈ W , as seguintes condições:

(i) 1G · w = w, onde 1G é o elemento neutro de G.

(ii) (g1g2)w = g1(g2w), ∀g1, g2 ∈ G.
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Neste caso, pode-se dizer também que G atua sobre W .

Equivalentemente, uma ação de G em W (à esquerda) é um homomorfismo

ϕ : G → Bij(W )

g �→ ϕ(g) = ϕg (denota-se g · w = ϕg(w)),

onde Bij(W ) = {f : W → W ; f é bijeção} é um grupo com a operação composição.

Usaremos a expressão “W é um G-conjunto” para indicar que estamos considerando W

munido de uma G-ação.

Definição 1.2.4 Diz-se que uma G-ação em W é:

(a) livre, se a seguinte condição for verdadeira:

g · w = w para algum w ∈ W se, e somente se, g = 1.

(b) trivial, se:

g · w = w, ∀g ∈ G, ∀w ∈ W.

Definição 1.2.5 Sejam W um G-conjunto e w ∈ W . Define-se a G-órbita de w como sendo

o conjunto

G(w) := {g · w, g ∈ G}.

Este conjunto é também, usualmente, denotado por O(w).

Definição 1.2.6 Diz-se que uma G-ação em W é transitiva se esta satisfaz a seguinte

igualdade:

G(w) = W, ∀w ∈ W.

Proposição 1.2.4 Seja W um G-conjunto. Então:

(i) w ∈ G(w), ∀w ∈ W .

(ii) Dados w1, w2 ∈ W, tem-se

G(w1) = G(w2) ou G(w1) ∩G(w2) = ∅.

Demonstração: (ii) Mostraremos que se G(w1) ∩G(w2) �= ∅ então G(w1) = G(w2). De fato,

G(w1) ∩G(w2) �= ∅ ⇒ ∃w ∈ G(w1) ∩G(w2)⇒ ∃ g, h ∈ G; g · w1 = w = h · w2.

Dáı, se y ∈ G(w1), então y = g′w1, para algum g′ ∈ G. Logo,

y = g′g−1g · w1 = g′g−1 · w = g′g−1h · w2 = h′ · w2; h′ = g′g−1h ∈ G.
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Assim y ∈ G(w2) e consequentemente G(w1) ⊂ G(w2). De forma análoga mostra-se que

G(w2) ⊂ G(w1), donde segue a igualdade desejada. �

Segue da proposição anterior que existe um conjunto E = {wi, i ∈ I} tal que

{G(wi), i ∈ I} forma uma partição de W , ou seja, W =
⋃̇

wi∈E
G(wi).

Definição 1.2.7 O conjunto E dado acima é chamado de conjunto de representantes das

G-órbitas (distintas) de W .

Note que se E ′ é um outro conjunto de representantes para as G-órbitas em W , então existe

uma bijeção entre E e E ′.

Definição 1.2.8 O conjunto

Gw := {g ∈ G, g · w = w}

é um subgrupo de G chamado subgrupo de isotropia, ou subgrupo estabilizador de w em

G.

Observação 1.2.1 Dado W um G-conjunto, para cada w ∈ W , existe uma bijeção entre o

conjunto quociente G/Gw e a órbita G(w), dada pela aplicação:

η : G(w) → G/Gw

gw �→ ḡ = gGw.

De fato, temos:

• η está bem definida e é injetora, pois

η(gw) = η(hw)⇔ ḡ = h̄⇔ h−1g ∈ Gw ⇔ (h−1g)w = w ⇔ gw = hw.

• η é sobrejetora, pois

∀ ḡ ∈ G/Gw, ḡ = gGw = η(gw), g ∈ G.

Anel Grupo e RG-módulos

Definição 1.2.9 Sejam R um anel com unidade 1R e G um grupo multiplicativo, com elemento

neutro 1G. Denote RG (ou R[G]) o R-módulo livre gerado pelos elementos de G. Assim, um

elemento de RG é expresso unicamente na forma
∑
g∈G

rgg, com rg ∈ R e rg = 0 para quase todo

g ∈ G, isto é, exceto para um número finito de elementos g ∈ G.
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Em RG, as operações de adição e multiplicação são dadas por:(∑
g∈G

rgg

)
+

(∑
g∈G

sgg

)
=

∑
g∈G

(rg + sg)g, e(∑
g∈G

rgg

)
·
(∑

h∈G
shh

)
=

∑
g,h∈G

(rgsh) · (gh).

Tais operações fazem de RG um anel com unidade 1RG = 1R1G, chamado anel grupo de

G sobre R.

Neste trabalho, são de maior interesse os RG-módulos em que R denota o anel dos inteiros

Z ou o corpo Z2. Sempre que necessário especificamos qual dos dois está sendo utilizado. De

fato, na maioria das situações trabalhamos com Z2G-módulos.

Os conceitos de ação de grupos e RG-módulos estão intimamente relacionados, conforme

mostra a proposição seguinte.

Proposição 1.2.5 Sejam G um grupo (multiplicativo) e M um conjunto não vazio. Então, M

é um RG-módulo (à esquerda) se, e somente se, M é um R-módulo (à esquerda) munido de

uma ação (à esquerda) de G em M .

Demonstração: Se M é um RG-módulo então M é um R-módulo considerando, para todo

r ∈ R e m ∈M , rm := (r1G)m, e pode-se definir uma G-ação por gm := (1g)m.

Reciprocamente, se M é um R-módulo e existe uma ação de G em M então podemos dar a

M uma estrutura de RG-módulos da seguinte maneira:(∑
g∈G

rgg

)
m :=

∑
g∈G

rg(g ·m),

onde rg ∈ R é nulo para quase todo g ∈ G e m ∈M . �

Definição 1.2.10 A aplicação ε : RG → R definida por ε(g) = 1, ∀g ∈ G, e estendida por

linearidade, de modo que

ε

(∑
g∈G

rgg

)
=
∑
g∈G

rgε(g) =
∑
g∈G

rg,

é chamada aplicação aumentação usual.

Observação 1.2.2 A aplicação aumentação usual é sobrejetora, pois para todo r ∈ R existe

λ = r · g ∈ RG tal que ε(λ) = r (g um elemento qualquer de G).

Proposição 1.2.6 Sejam G = 〈g〉 � Z um grupo ćıclico, e ε : RG → R a aplicação

aumentação usual. Então, ker ε = 〈g − 1〉 , em RG, ou seja, ker ε = (g − 1) ·RG.
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Demonstração: Seja λ ∈ ker ε. Como ker ε = {λ ∈ RG; ε(λ) = 0}, temos que

λ = r0g
k + r1g

k+1 + . . .+ rng
k+n, k ∈ Z, n ∈ N e ε(λ) = 0 (aqui estamos supondo rn �= 0, mas

podemos ter ri = 0, se i �= n). Agora,

ε(λ) = 0⇒ r0 + r1 + . . .+ rn = 0⇒ rn = −r0 − r1 − . . .− rn−1. Assim,

λ = r0g
k + r1g

k+1 + . . .+ rn−1gk+(n−1) + (−r0 − r1 − . . .− rn−1)gk+n

= −r0gk(gn − 1)− r1g
k+1(gn−1 − 1)− . . .− rn−1gk+(n−1)(g − 1)

= (g − 1)[−r0gk(gn−1 + gn−2 + . . .+ g2 + g + 1)−
− r1g

k+1(gn−2 + . . .+ g + 1)− . . .− rn−1gk+(n−1)]

= (g − 1)(−r0gk+(n−1) − r0g
k+(n−2) − . . .− r0g

k − r1g
k+(n−1) −

− . . .− r1g
k+1 − . . .− rn−1gk+(n−1)) =

= (g − 1)[−r0gk + (−r0 − r1)g
k+1 + (−r0 − r1 − r2)g

k+2 + . . .+

+ (−r0 − r1 − . . .− rn−1)gk+(n−1)] ∈ (g − 1) ·RG.

Logo, ker ε ⊂ (g − 1) ·RG. Por outro lado, seja λ ∈ (g − 1) ·RG. Temos que

λ = (g − 1) · μ com μ ∈ RG, isto é, μ =
∑
g

rgg, tal que rg ∈ R e g ∈ G. Assim,

λ = (g − 1) ·
∑
g

rgg =
∑
g

rgg
2 −

∑
g

rgg. Logo

ε(λ) =
∑
g

rg −
∑
g

rg = 0.

Portanto, (g − 1) ·RG ⊂ ker ε e segue a igualdade desejada. �

Mais geralmente, tem-se o seguinte resultado:

Proposição 1.2.7 Se G é um grupo e ε : RG→ R é a aplicação aumentação usual, então

ker ε = 〈g − 1, g ∈ G e g �= 1 = 1G〉 .

Demonstração: Seja u =
∑
g∈G

rgg ∈ RG. Temos

u ∈ ker ε⇔
∑
g∈G

rg = 0,

assim,

u = u−
(∑

g∈G
rg

)
1G =

∑
g∈G

rg(g − 1G),
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de onde segue que o núcleo da aplicação aumentação (ker ε) é gerado pelos elementos

{g − 1, g ∈ G e g �= 1 = 1G},

como queŕıamos. �

Proposição 1.2.8 Sejam W um G-conjunto, E um conjunto de representantes para as

G-órbitas em W e RW o R-módulo livre gerado por W . Temos:

(i) RW =
⊕
w∈E

R(G(w)) �
⊕
w∈E

R(G/Gw).

(ii) Se W é um G-conjunto livre, então RW �
⊕
w∈E

RG.

Demonstração: (i) Note que se

W =
⋃̇
w∈E

G(w),

então

RW = R

[ ⋃̇
w∈E

G(w)

]
=
⊕
w∈E

RG(w).

De fato,

α ∈ R

[ ⋃̇
w∈E

G(w)

]
⇔ α = nr1ur1 + · · ·+ nrkurk , nrj ∈ R e urj ∈

⋃̇
w∈E

G(w)

⇔ α ∈
⊕
w∈E

RG(w).

Como existe uma bijeção entre G(w) e G/Gw, w ∈ E (Observação 1.2.1), segue que

RG(w) � R(G/Gw), para cada w ∈ E, e portanto,

RW �
⊕
w∈E

R(G/Gw).

(ii) De (i) temos que RW =
⊕
w∈E

R(G(w)) �
⊕
w∈E

R(G/Gw). Dáı, usando o fato que a ação de

G em W é livre, temos que Gw = {1} e

RW =
⊕
w∈E

R(G(w)) �
⊕
w∈E

RG.

Dessa forma conclúımos que RW é um RG-módulo livre com base E. �
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Corolário 1.2.1 Sejam H um subgrupo de G e E um conjunto de representantes para as

classes laterais gH de H em G. Então,

RG =
⊕
g∈E

RH.

Demonstração: A multiplicação à esquerda dos elementos de H pelos elementos de G faz de

G um H-conjunto livre, pois

h · g = g ⇔ h = 1.

Portanto, o resultado segue da proposição anterior. �

1.3 Produto Tensorial e Grupo de Homomorfismos

Nesta seção temos por objetivo definir o produto tensorial de M e N sobre R (denotado

M ⊗R N), o grupo (módulo) de homomorfismos Hom(M,N), onde R é um anel e M e N são

R-módulos, e estudar algumas propriedades envolvendo estes conceitos.

Produto Tensorial

Definição 1.3.1 Sejam R um anel, M um R-módulo à direita, N um R-módulo à esquerda e

G um grupo abeliano (aditivo). Uma aplicação f : M ×N → G que satisfaz:

1. f(m+m′, n) = f(m,n) + f(m′, n),

2. f(m,n+ n′) = f(m,n) + f(m,n′), e

3. f(rm, n) = f(m, rn),

para todos m,m′ ∈M, n, n′ ∈ N e r ∈ R é chamada aplicação R-biaditiva.

Definição 1.3.2 Dados um anel R e R-módulos M e N , define-se o produto tensorial de

M e N sobre R e denota-se M ⊗R N , como sendo o par (T, h), onde T = M ⊗R N é um grupo

abeliano aditivo e h é uma aplicação R-biaditiva de M×N em T que satisfaz o seguinte problema

de diagrama universal: para todo grupo G e para toda aplicação biaditiva f : M × N → G,

existe um único homomorfismo g : T → G tal que a relação de comutatividade g ◦ h = f é

verdade no seguinte diagrama:

M ×N
h ��

f ��

T

∃!g
��
G

Quando não houver dúvidas sobre o anel R em questão, o produto tensorial de M e N sobre

R será denotado simplesmente por M ⊗N .
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Definição 1.3.3 A aplicação biaditiva natural f : M ×N →M ⊗N será chamada aplicação

tensorial e, para cada m ∈M e n ∈ N , o elemento f(m,n) de M ⊗N , denotado por m⊗ n,

será chamado de R-produto tensorial dos elementos m e n.

Observação 1.3.1 1. Segue diretamente da biaditividade da aplicação tensor f que

(m1r1 +m2r2)⊗ n = r1(m1 ⊗ n) + r2(m2 ⊗ n),

m⊗ (r′1n1 + r′2n2) = r′1(m⊗ n1) + r′2(m⊗ n2),

∀m1,m2,m ∈M ; n1, n2, n ∈ N e r1, r2, r
′
1, r

′
2 ∈ R.

2. Em particular, ∀m ∈M, n ∈ N e r ∈ R, temos as seguintes propriedades:

(i) (mr)⊗ n = r(m⊗ n) = m⊗ (rn).

(ii) 0⊗ n = 0 = m⊗ 0.

(iii) (−m)⊗ n = −(m⊗ n) = m⊗ (−n).

3. Como f(M × N) gera o grupo abeliano M ⊗R N , temos que todo elemento t ∈ M ⊗ N

pode ser escrito da seguinte forma:

t =
n∑

i=1

(mi ⊗ ni),

com mi ∈M e ni ∈ N, i = 1, . . . , n. Note que a expressão de t não é única. Por exemplo:

0 = m⊗ (n+ n′)−m⊗ n−m⊗ n′, e

0 = mr ⊗ n−m⊗ rn,

onde m ∈M, n ∈ N e r ∈ R.

Exemplo 1.3.1 Considere Z2 e Z3 vistos como módulos sobre o anel Z dos inteiros. Temos

que Z2 ⊗ Z3 = 0.

De fato, como Z2 = {0̄, 1̄} e Z3 = {¯̄0, ¯̄1, ¯̄2}, segue, das propriedades anteriores, que

1̄⊗ ¯̄1 = 3̄⊗ ¯̄1 = 1̄3⊗ ¯̄1 = 1̄⊗ 3¯̄1 = 1̄⊗ ¯̄0 = 0, e

1̄⊗ ¯̄2 = 1̄⊗ 2¯̄1 = 1̄2⊗ ¯̄1 = 0̄⊗ ¯̄1 = 0.

Proposição 1.3.1 Para todo R-módulo à esquerda N , existe um R-isomorfismo natural:

h : R⊗N → N ; r ⊗ n �→ rn,
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ou seja, R⊗N � N .

Demonstração: Segue essencialmente da definição de produto tensorial. (Veja [29], Caṕıtulo

II, Proposição 2.58). �

Proposição 1.3.2 Considere f1 : M → M ′ e f2 : N → N ′ aplicações de R-módulos à direita

e à esquerda, respectivamente. Então existe uma única aplicação, denotada por f1⊗ f2, tal que

(f1 ⊗ f2)(m⊗ n) = f1(m)⊗ f2(n), ∀m ∈M e n ∈ N.

Demonstração: [29], Caṕıtulo II, Proposição 2.46. �

Definição 1.3.4 Definimos o R-produto tensorial de f1 e f2 como sendo a aplicação

f1 ⊗ f2 : M ⊗N →M ′ ⊗N ′,

dada na proposição anterior.

Proposição 1.3.3 Se f : M → M ′ e g : N → N ′ são isomorfismos de R-módulos à direita e

à esquerda, respectivamente, então o produto tensorial

h = f ⊗ g : M ⊗N →M ′ ⊗N ′

é um isomorfismo de grupos abelianos.

Demonstração: [29], Caṕıtulo II, Corolário 2.49. �

Observação 1.3.2 Quando R é um anel comutativo, todo R-módulo à esquerda possui uma

estrutura natural de R-módulo à direita, e vice-versa. Neste caso, o produto tensorial M ⊗R N

pode ser definido considerando M e N como R-módulos à esquerda. Ainda,

f : M ×N →M ⊗R N será uma aplicação bilinear e, M ⊗R N será um R-módulo com

r(m⊗ n) = rm⊗ n = m⊗ rn, ∀m ∈M,n ∈ N e r ∈ R.

(Veja [29], Caṕıtulo II, Proposição 2.55).

Módulo de Homomorfismos

Sejam M e N R-módulos arbitrários e considere o conjunto HomR(M,N) de todos os

homomorfismos do módulo M no módulo N . Como os módulos em questão são considerados

sobre um anel R fixado, podemos denotar simplesmente por Hom(M,N).
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Dados φ e ψ em Hom(M,N), considere a aplicação

φ+ ψ : M → N ; (φ+ ψ)(m) := φ(m) + ψ(m),

para todo m ∈ M . É fácil ver que φ + ψ ∈ Hom(M,N), de modo que esta adição “+” torna

Hom(M,N) um grupo abeliano e portanto um Z-módulo.

Agora, para todo r ∈ R e para todo φ ∈ Hom(M,N) considere a aplicação

rφ : M → N ; (rφ)(m) := r[φ(m)].

Note que se R for um anel comutativo, podemos verificar usando a comutatividade de R

que rφ é um R-homomorfismo do módulo M no módulo N , e assim a associação (r, φ) �→ rφ

define uma multiplicação por escalar no grupo abeliano Hom(M,N). Logo, no caso em que R

é comutativo, Hom(M,N) é um R-módulo.

Definição 1.3.5 Quando R é um anel comutativo, o R-módulo Hom(M,N) é chamado

módulo de homomorfismos do módulo M no módulo N .

Observação 1.3.3 No que segue, se R é um anel comutativo com unidade, teremos

homomorfismos/isomorfismos de R-módulos. No entanto, é interessante observar que caso

R não seja comutativo, resultados similares são válidos por considerar Hom(M,N) como

um grupo abeliano ou um Z-módulo, obtendo assim homomorfismos de grupos abelianos ou

equivalentemente, de Z-módulos. Observamos, por exemplo, que se G não é abeliano, o anel

mais usado nesta dissertação, Z2G, não é um anel comutativo.

Proposição 1.3.4 Para qualquer R-módulo M , sempre temos HomR(R,M) �M .

Demonstração: O isomorfismo é obtido por considerar

ψ : M → HomR(R,M)

m �→ ψ(m); ψ(m)(1) = m,

e estender por linearidade. (Veja [21], Caṕıtulo I, Proposição 8.1). �

Sejam f : M ′ → M e g : N → N ′ homomorfismos de R-módulos e considere os módulos

Hom(M,N) e Hom(M ′, N ′). Defina uma função

h : Hom(M,N)→ Hom(M ′, N ′); h(ϕ) := g ◦ ϕ ◦ f,
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para todo ϕ ∈ Hom(M,N).

M
ϕ ��

�

N

g

��
M ′
f

��

h(ϕ)
�� N

Esta função h é um homomorfismo do módulo Hom(M,N) no módulo Hom(M ′, N ′), a qual

será denotada por Hom(f, g). Assim, temos que Hom(f, g)(ϕ) = g ◦ ϕ ◦ f . Em particular,

Hom(f, idN) : Hom(M,N)→ Hom(M ′, N); Hom(f, idN)(ϕ) = ϕ ◦ f.

Hom(idM , g) : Hom(M,N)→ Hom(M,N ′); Hom(idM , g)(ϕ) = g ◦ ϕ.

Notação: f ∗ = Hom(f, idN) e g∗ = Hom(idM , g).

Proposição 1.3.5 (i) Se idM : M →M e idN : N → N são os homomorfismos idênticos dos

R-módulos M e N , respectivamente, então

Hom(idM , idN) = idHom(M,N) : Hom(M,N)→ Hom(M,N)

é o homomorfismo idêntico do módulo Hom(M,N).

(ii) Se f : M ′ → M , f ′ : M ′′ → M ′, g : N → N ′ e g′ : N ′ → N ′′, são homomorfismos de

R-módulos então Hom(f ◦ f ′, g′ ◦ g) = Hom(f ′, g′) ◦Hom(f, g), onde

Hom(f ◦ f ′, g′ ◦ g) : Hom(M,N)→ Hom(M ′′, N ′′)

e

Hom(f ′, g′) ◦Hom(f, g) : Hom(M,N)→ Hom(M ′′, N ′′).

Em particular, (f ◦ f ′)∗ = (f ′)∗ ◦ f ∗ e (g′ ◦ g)∗ = (g′)∗ ◦ g∗.
Demonstração: (i) É imediata.

(ii) Seja ϕ ∈ Hom(M ′′, N ′′). Considere o diagrama

M �� N

g

��
M ′
f

��

�� N

g′
��

M ′′
f ′

��

ϕ �� N ′′
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então,

Hom((f ◦ f ′, g′ ◦ g))(ϕ) = (g′ ◦ g) ◦ ϕ ◦ (f ◦ f ′)

e

(Hom(f ′, g′) ◦Hom(f, g))(ϕ) = Hom(f ′, g′)(Hom(f, g))(ϕ) = (Hom(f ′, g′))(g ◦ ϕ ◦ f)
= g′ ◦ (g ◦ ϕ ◦ f) ◦ f ′ = (g′ ◦ g) ◦ ϕ ◦ (f ◦ f ′).

Logo,

Hom(f ◦ f ′, g′ ◦ g) = Hom(f ′, g′) ◦Hom(f, g).

Para verificar a última afirmação, basta, no segundo caso, considerar g = g′ = idN e, no

primeiro, f = f ′ = idM . �

Corolário 1.3.1 Se f : M ′ → M e g : N → N ′ são isomorfismos de R-módulos,

então Hom(f, g) : Hom(M,N) → Hom(M ′, N ′) também é isomorfismo de R-módulos e

(Hom(f, g))−1 = Hom(f−1, g−1).

Demonstração: Como f e g são isomorfismos, segue que existem homomorfismos h : M →M ′

e k : N ′ → N tais que h ◦ f , f ◦ h, g ◦ k e k ◦ g são homomorfismos idênticos. Pela

proposição anterior, temos que as composições Hom(h, k) ◦Hom(f, g), Hom(f, g) ◦Hom(h, k)

são homomorfismos idênticos dos módulos Hom(M,N) e Hom(M ′, N ′), respectivamente.

Portanto, Hom(f, g) é um isomorfismo e (Hom(f, g))−1 = Hom(h, k) = Hom(f−1, g−1). �

Teorema 1.3.1 Se M =
⊕
μ∈M

Mμ e N =
∏
η∈N

Nη, onde Mμ e Nη são R-módulos à esquerda

para todo μ e η, então

Hom(M,N) �
∏

(μ,η)∈M×N
Hom(Mμ, Nη).

Demonstração: [21], Caṕıtulo I, Teorema 8.4. �

Os próximos corolários seguem diretamente do teorema anterior.

Corolário 1.3.2 Seja M =
⊕
μ∈M

Mμ, onde Mμ são R-módulos à esquerda para todo μ ∈ M e

seja N um R-módulo à esquerda. Então,

Hom(M,N) �
∏
μ∈M

Hom(Mμ, N).

�
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Corolário 1.3.3 Seja N =
∏
η∈N

Nη, onde Nη são R-módulos à esquerda e considere M um

R-módulo à esquerda. Então,

Hom(M,N) �
∏
η∈N

Hom(M,Nη).

�

Corolário 1.3.4 Hom(M,N1 ⊕ N2) � Hom(M,N1) ⊕ Hom(M,N2), onde M , N1 e N2 são

R-módulos à esquerda.

�

Teorema 1.3.2 Sejam f : M ′ →M e g : N → N ′ homomorfismo arbitrários de R-módulos à

esquerda. Considere o homomorfismo

h = Hom(f, g) : Hom(M,N)→ Hom(M ′, N ′).

Então, o kernel de h (kerh) é o submódulo K dado por

K = {φ ∈ Hom(M,N); φ[Im (f)] ⊂ ker(g)}.

Demonstração: [21], Caṕıtulo I, Teorema 8.5. �

Na proposição seguinte os módulos considerados são sobre um anel “R” particular, o anel

RG (vide Definição 1.2.9). Por um abuso de notação, estamos usando a mesma letra R.

Proposição 1.3.6 Sejam G um grupo e F , M e N RG-módulos. Tem-se que

HomRG(F ⊗M,N) � HomRG(F,Hom(M,N)).

Demonstração: Considere

ψ : HomRG(F ⊗M,N) → HomRG(F,Hom(M,N))

f �→ ψ(f),

onde, para cada f : F ⊗M → N ,

ψ(f) : F → Hom(M,N)

x �→ ψ(f)(x); ψ(f)(x)(m) := f(x⊗m),

e
φ : HomRG(F,Hom(M,N)) → HomRG(F ⊗M,N)

g �→ φ(g),
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tal que para cada g : F → Hom(M,N),

φ(g) : F ⊗M → N

x⊗m �→ φ(g)(x⊗m) := g(x)(m).

Temos que ψ(f) é homomorfismo de RG-módulos. De fato,

g · ψ(f)(x)(m) = g · f(x⊗m), e

ψ(f)(g · x)(m) = f(gx⊗m) = g · f(x⊗m).

Portanto, g · ψ(f)(x)(m) = ψ(f)(g · x)(m).

Pode-se verificar também que φ é homomorfismo e que φ = ψ−1. Logo,

HomRG(F ⊗M,N) � HomRG(F,Hom(M,N)).

�

1.4 Resoluções Projetivas de M sobre RG

Definição 1.4.1 Sejam M um R-módulo arbitrário e R um anel com unidade. Uma

resolução de M sobre R, ou uma R-resolução de M é uma sequência exata de R-módulos

F : · · · −→ Fn+1
∂n+1−→ Fn

∂n−→ Fn−1
∂n−1−→ · · ·

a qual satisfaz as seguintes condições:

(i) F−1 = M .

(ii) Fn = 0, ∀n < −1.

Equivalentemente, uma resolução de M sobre R ou uma R-resolução de M é uma sequência

exata de R-módulos que possui a seguinte forma:

F : · · · −→ F2
∂2−→ F1

∂1−→ F0
ε−→M −→ 0.

Definição 1.4.2 A aplicação ε : F0 → M é chamada aplicação aumentação. Se cada Fi

é livre, dizemos que a resolução é livre. Se cada Fi é projetivo, dizemos que a resolução é

projetiva.

Notação: ε : F →M denota uma resolução de M .

Proposição 1.4.1 Dado um R-módulo M , sempre podemos construir uma R-resolução livre

de M .
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Demonstração: De acordo com o Teorema 1.2.1, sabemos que todo R-módulo M é isomorfo

ao quociente de um R-módulo livre, isto é, existe um R-módulo livre F0 e um isomorfismo

ψ0 : M → F0/Q0.

Sejam ε̃ : F0 → F0/Q0 tal que ε̃(x) = x + Q0 a projeção natural e ε := ψ−10 ◦ ε̃, onde
ψ−10 : F0/Q0 → M associa a cada x + Q0 ∈ F0/Q0, um elemento mx ∈ M tal que ψ0(mx) =

x+Q0. Temos que ε é sobrejetora, pois ψ−10 e ε̃ são sobrejetoras e ker(ε) = Q0.

F0
ε̃−→ F0

Q0

ψ−1
0−→M −→ 0.

Analogamente, o R-submódulo ker(ε) = Q0 é isomorfo ao quociente de um R-módulo livre,

isto é, ker(ε)
ψ1� F1/Q1, onde F1 é livre. Novamente, tome a projeção natural ∂̃1 : F1 → F1/Q1

e ∂1 := i ◦ ψ−11 ◦ ∂̃1, onde i : Q0 = ker(ε)→ F0 é a inclusão. Então,

Im (∂1) = i(ψ−11 (∂̃1(F1))) = i

(
ψ−11

(
F1

Q1

))
= i(ker(ε)) = ker(ε), e

ker(∂1) = ker(i ◦ ψ−11 ◦ ∂̃1) = ker(i(ψ−11 ) ◦ ∂̃1)
= ker(ψ−11 ◦ ∂̃1) = ker(∂̃1), pois i e ψ−11 são homomorfismos injetores.

Mas ker(∂̃1) = Q1, assim temos a sequência exata

F1
∂̃−→ F1

Q1

ψ−1
1� ker(ε)

i−→ F0
ε̃−→ F0

Q0

�M −→ 0

e dáı,

F1
∂̃1−→ F0

ε−→M −→ 0,

com F0 e F1 R-módulos livres. Continuando o processo indutivamente, vamos obter a sequência

exata

· · · −→ F2
∂2−→ F1

∂1−→ F0
ε−→M −→ 0,

sendo Fi R-módulo livre, para cada i. �

Estamos, em geral, interessados em resoluções projetivas de M = R sobre RG, com R visto

como RG-módulo trivial.

Lema 1.4.1 Se F é uma resolução projetiva de R sobre RG e H é um subgrupo de G, então

F também é uma resolução projetiva de R sobre RH.

Demonstração: Considere a seguinte resolução projetiva de R sobre RG:
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· · · → Fn → · · · → F1 → F0 → R→ 0.

Como cada Fn é um RG-módulo projetivo, segue pela Proposição 1.2.2 que Fn é um somando

direto de um RG-módulo livre. Assim,

Fn ⊕Qn �
⊕
i∈I

(RG)i.

Mas, pelo Corolário 1.2.1, RG é RH-módulo livre, dáı

RG �
⊕
j∈J

(RH)j.

Portanto,

Fn ⊕Qn =
⊕
i,j

(RH)i,j,

novamente pela Proposição 1.2.2, como Fn é somando direto de um RH-módulo livre, temos

que Fn é um RH-módulo projetivo, consequentemente, F é uma resolução projetiva de R sobre

RH. �

Teorema 1.4.1 Duas resoluções projetivas do mesmo módulo M são homotopicamente

equivalentes. Mais precisamente, se

· · · −→ F2
∂2−→ F1

∂1−→ F0
ε−→M −→ 0

e

· · · −→ F ′2
∂2−→ F ′1

∂1−→ F ′0
ε−→M −→ 0

são resoluções projetivas de M então existe uma aplicação de cadeia preservando aumentação

f : {Fn} → {F ′n}, única a menos de homotopia e f é uma equivalência de homotopia.

Demonstração: [12], I. Teorema 7.5. �

Observação 1.4.1 Com base no teorema anterior podemos dizer que: “Duas resoluções de um

mesmo módulo M são “iguais” a menos de uma equivalência de homotopia”.

Teorema 1.4.2 Se M é um R-módulo à esquerda arbitrário e

A
f→ B

g→ C → 0

é uma sequência exata de R-módulos à direita, então a sequência

A⊗M
f⊗idM→ B ⊗M

g⊗idM→ C ⊗M → 0
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de seus produtos tensoriais, sendo idM : M → M o homomorfismo idêntico, é também uma

sequência exata.

Demonstração: [21], Caṕıtulo I, Teorema 7.9 ou [29], Caṕıtulo II, Teorema 2.63, p. 84. �

Teorema 1.4.3 Se a seguinte sequência de homomorfismos de R-módulos à direita

0→ A
f→ B

g→ C → 0

é uma sequência exata curta que cinde, então a sequência

0→ A⊗M
f⊗idM→ B ⊗M

g⊗idM→ C ⊗M → 0

de seus produtos tensoriais, com o homomorfismo idêntico idM : M → M , onde M é um

R-módulo à esquerda, é também uma sequência exata curta que cinde.

Demonstração: [21], Caṕıtulo I, Teorema 7.10. ou [29], Caṕıtulo II, p. 84. �

Teorema 1.4.4 Se M é um R-módulo à esquerda e

A
f→ B

g→ C → 0

é uma sequência exata de R-módulos à esquerda, então a sequência

0→ Hom(C,M)
g∗→ Hom(B,M)

f∗→ Hom(A,M),

onde f ∗ = Hom(f, idM), g∗ = Hom(g, idM) e idM : M → M é o homomorfismo idêntico do

módulo M também é uma sequência exata.

Demonstração: [21], Caṕıtulo I, Teorema 8.7 ou [29], Caṕıtulo II, Teorema 2.40, p. 62. �

Teorema 1.4.5 Se M é um R-módulo à esquerda e

0→ A
f→ B

g→ C → 0

é uma sequência exata curta que cinde, então a sequência

0→ Hom(C,M)
g∗→ Hom(B,M)

f∗→ Hom(A,M)→ 0,

onde f∗ = Hom(f, idM), g∗ = Hom(g, idM) e idM : M → M é o homomorfismo idêntico do

módulo M também é uma sequência exata curta que cinde.

Demonstração: [21], Caṕıtulo I, Teorema 8.8. ou [29], Caṕıtulo II, p. 60. �
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Teorema 1.4.6 Sejam M um R-módulo arbitrário e idM : M →M o homomorfismo idêntico.

São equivalentes:

(a) M é projetivo.

(b) Toda sequência exata de R-módulos

0→M
f→ Y

g→ Z → 0

cinde.

(c) M é isomorfo a um somando direto de um R-módulo livre.

(d) Se h : A → B é epimorfismo então h∗ = Hom(idM , h) : Hom(M,A) → Hom(M,B)

também é epimorfismo.

(e) Se a sequência de R-módulos

0→ A
f→ B

g→ C → 0

é exata, então a sequência

0→ Hom(M,A)
f∗→ Hom(M,B)

g∗→ Hom(M,C)→ 0,

onde f∗ = Hom(idM , f) e g∗ = Hom(idM , g) também é uma sequência exata.

Demonstração: [21], Caṕıtulo I, Teorema 9.4. �

Definição 1.4.3 Um R-módulo M à esquerda é chamado R-plano se para qualquer sequência

exata curta de R-módulos à direita

0→ A
f→ B

g→ C → 0,

a sequência

0→ A⊗M
f⊗idM→ B ⊗M

g⊗idM→ C ⊗M → 0

é exata.

Lema 1.4.2 Todo módulo projetivo é plano.

Demonstração: [21], Caṕıtulo I, Exerćıcio 9.E. �

Vejamos agora, exemplos de resoluções livres (projetivas) de R sobre RG.

Resolução de R sobre RG, quando G é ćıclico finito
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Exemplo 1.4.1 Considere G = 〈t〉 � Zn (n ∈ N
∗) e a sequência

· · · −→ RG
N−→ RG

t−1−→ RG
N−→ · · · −→ RG

t−1−→ RG
ε−→ R −→ 0, (1.1)

onde ε é a aplicação aumentação, t − 1 e N denotam, respectivamente, a multiplicação por

(t− 1) e 1 + t+ . . .+ tn−1, isto é, se r01 + r1t+ . . .+ rn−1tn−1 é um elemento de RG,

ε(r01 + r1t+ . . .+ rn−1tn−1) = r0 + r1 + . . .+ rn−1,

(t− 1)(r01 + r1t+ . . .+ rn−1tn−1) = (rn−1 − r0)1 + (r0 − r1)t+ . . .+ (rn−2 − rn−1)tn−1,

N(r01 + r1t+ . . .+ rn−1tn−1) = (1 + t+ . . .+ tn−1)(r01 + r1t+ . . .+ rn−1tn−1).

Sabemos que RG é um RG-módulo livre (Corolário 1.2.1), logo pela Proposição 1.2.3, RG

é um RG-módulo projetivo. Além disso, temos:

(I) ε é epimorfismo, pois ε é a aplicação aumentação.

(II) Im (t− 1) = ker ε.

De fato, seja y = r01+ r1t+ . . .+ rn−1tn−1 ∈ ker ε com ri ∈ R, para 0 ≤ i ≤ n− 1, podendo

ser nulos. Dáı,

ε(y) = 0 ⇒ r01 + r1t+ . . .+ rn−1tn−1 = 0

⇒ rn−1 = −r0 − r1 − . . .− rn−2.

Assim, existe x = (−r0)1 + (−r0 − r1)t+ . . .+ (−r0 − r1 − . . .− rn−2)tn−2 ∈ RG tal que

(t− 1)x = (t− 1)[(−r0)1 + (−r0 − r1)t+ . . .+ (−r0 − r1 − . . .− rn−2)tn−2]

= r01 + r1t+ . . .+ rn−1tn−1 = y.

Logo, ker ε ⊂ Im (t− 1).

Agora, seja y ∈ Im (t−1). Então, existe z = r′01+r′1t+. . .+r′n−1t
n−1 ∈ RG com y = (t−1)z.

Dáı,

y = (r′n−1 − r′0)1 + (r′0 − r′1)t+ . . .+ (r′n−2 − r′n−1)t
n−1 ⇒

ε(y) = (r′n−1 − r′0) + (r′0 − r′1) + . . .+ (r′n−2 − r′n−1) = 0⇒ y ∈ ker(ε).

Assim, Im (t− 1) ⊂ ker ε, de onde segue a igualdade desejada.

(III) Im (N) = ker(t− 1).

De fato, seja y ∈ Im (N). Então, existe z = r′01 + r′1t + . . . + r′n−1t
n−1 ∈ RG com
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y = (1 + t+ . . .+ tn−1)z. Dessa forma,

(t− 1)[(1 + t+ . . .+ tn−1)z] = (t− 1)(1 + t+ . . .+ tn−1)z = (tn − 1)z = 0,

pois tn = 1. Assim, y ∈ ker(t− 1) e consequentemente, Im (N) ⊂ ker(t− 1).

Agora, seja y = r01 + r1t+ . . .+ rn−1tn−1 ∈ ker(t− 1). Então, (t− 1)y = 0, dáı,

(rn−1 − r0)1 + (r0 − r1)t+ . . .+ (rn−2 − rn−1)tn−1 = 0,

ou seja, ri = r0, para todo i = 1, . . . , n− 1. Assim,

y = r01 + r1t+ . . .+ rn−1tn−1 = (1 + t+ . . .+ tn−1)r0 ∈ Im (N).

Portanto, ker(t− 1) ⊂ Im (N) e consequentemente, Im (N) = ker(t− 1).

(IV ) Im (t− 1) = ker(N).

De fato, seja y ∈ Im (t − 1). Então, existe z = (r′01 + r′1t + . . . + r′n−1t
n−1) ∈ RG tal que

y = (t− 1)z. Dáı,

N(y) = (1 + t+ . . .+ tn−1)(t− 1)z = (tn − 1)z = 0.

Assim, y ∈ ker(N) e consequentemente, Im (t− 1) ⊂ ker(N).

Por outro lado, seja y ∈ ker(N). Então,

y = r01 + r1t+ . . .+ rn−1tn−1 ∈ RG e N(y) = 0.

Dáı,

(1 + t+ . . .+ tn−1)(r01 + r1t+ . . .+ rn−1tn−1) = 0.

Então, como tn = 1, temos que

(r0 + r1 + . . .+ rn−1)1 + . . .+ (r0 + r1 + . . .+ rn−1)tn−1 = 0.

Assim, r0 + r1 + . . .+ rn−1 = 0, o que nos leva a r0 = −r1 − . . .− rn−1 e dáı,

y = (t− 1)r1 + (t2 − 1)r2 + . . .+ (tn − 1)rn−1

= (t− 1)[r1(1 + t) + . . .+ rn−1(1 + t+ . . .+ tn−2)] ∈ Im (t− 1).

Portanto, ker(N) ⊂ Im (t− 1).

De (I), (II), (III) e (IV ) conclúımos que a sequência dada inicialmente é exata. Portanto,
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· · · −→ RG
N−→ RG

t−1−→ RG
N−→ · · · −→ RG

t−1−→ RG
ε−→ R −→ 0 (1.2)

é uma resolução livre (projetiva) de R sobre RG.

Resolução de R sobre RG quando G é ćıclico infinito

Exemplo 1.4.2 Seja G = 〈t〉 � Z. Considere a seguinte sequência

0 −→ RG
∂−→ RG

ε−→ R −→ 0,

onde ∂ é a multiplicação por (t− 1) e ε é a aplicação aumentação, ou seja,

∂(
∑
i

rit
i) = (t− 1)(

∑
i

rit
i) =

∑
i

(rit
i+1 − rit

i) =
∑
i

(ri−1 − ri)t
i

e

ε(
∑
i

rit
i) =

∑
i

ri,

onde ri ∈ R e ri = 0 exceto para um número finito de i′s, i ∈ Z.

Como vimos no exemplo anterior, RG é RG-módulo livre (projetivo). Além disso, temos:

(I) ∂ é monomorfismo, pois

u =
∑
i

rit
i ∈ ker(∂)⇒ ∂(

∑
i

rit
i) = 0⇒

∑
i

(ri−1 − ri)t
i = 0⇒ ri−1 = ri ⇒ rj = ri, ∀i, j.

Como ri = 0 exceto para um número finito de ı́ndices então ri = 0 para todo i e dáı,

u =
∑
i

rit
i = 0.

(II) Im ∂ = ker ε, pois ∀u ∈ RG, u =
∑
i

rit
i; ri ∈ R são quase todos nulos, logo

(ε ◦ ∂)(
∑
i

rit
i) = ε(

∑
i

(ri−1 − ri)t
i) =

∑
i

ri−1 − ri =
∑
i

ri−1 −
∑
i

ri = 0

e dáı,

Im ∂ ⊂ ker ε.

Por outro lado, se y ∈ ker ε, então

y = r0t
k + r1t

k+1 + . . .+ rnt
k+n, k ∈ Z, n ∈ N, r0 �= 0 e rn �= 0
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(aqui podemos ter ri = 0 se 1 ≤ i ≤ n− 1) e ε(y) = 0. Assim, r0 + r1 + . . .+ r − n = 0, o que

nos leva a rn = r0 − r1 − . . .− rn−1. Dáı, existe

x = (−r0)tk + (−r0 − r1)t
k+1 + . . .+ (−r0 − r1 − . . .− rn−1)tk+(n−1) ∈ RG

com

∂(x) = (t− 1)x = tx− x = (−r0)tk+1 + (−r0 − r1)t
k+2 + . . .+

+ (−r0 − r1 − . . .− rn−1)tk+n + r0t
k + (r0 + r1)t

k+1 + . . .+

+ (r0 + r1 + . . .+ rn−1)tk+(n−1)

= r0t
k + r1t

k+1 + . . .+ rnt
k+n = y.

Logo,

ker(ε) ⊂ Im (∂).

(III) ε é um epimorfismo, pois ε é a aplicação aumentação.

De (I), (II) e (III) conclúımos que a sequência dada inicialmente é exata. Logo,

0 −→ RG
∂−→ RG

ε−→ R −→ 0

é uma resolução livre (projetiva) de R sobre RG.



Caṕıtulo

2

(Co)homologia Absoluta de Grupos

Neste caṕıtulo vamos abordar, inicialmente, assuntos da teoria básica de

(co)homologia absoluta de grupos, tais como: grupos invariantes e coinvariantes

e módulos induzidos e coinduzidos. A seguir vamos definir (co)homologia absoluta

de grupos, aplicações induzidas e apresentar o Lema de Shapiro. Também vamos

calcular os grupos de cohomologia de certos grupos particulares e apresentar uma

interpretação topológica para (co)homologia (absoluta) de grupos. Além disso,

veremos alguns resultados envolvendo derivações de grupos, em especial, vamos

relacionar este conceito com o grupo de cohomologia de ordem 1 de um grupo G

com coeficientes em um RG-módulo M . Finalizamos este caṕıtulo com uma breve

introdução à teoria de dualidade de grupos.

2.1 Os Grupos Invariantes e Coinvariantes de um RG-módulo M

Definição 2.1.1 Sejam G um grupo e M um RG-módulo (à esquerda). O grupo dos

invariantes de M , denotado por MG, é definido por:

MG := {m ∈M ; g ·m = m, ∀g ∈ G}.

Observação 2.1.1 1. Se a ação de G em M é trivial, isto é, g · m = m, para qualquer

m ∈M então MG = M .

2. A G-ação sobre M induz a G-ação trivial sobre MG e assim, MG é um RG-módulo trivial.

Ainda, MG é o maior submódulo de M no qual G atua trivialmente.

46
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Definição 2.1.2 O grupo dos coinvariantes de M , o qual denotamos por MG, é dado por:

MG :=
M

〈g ·m−m; g ∈ G e m ∈M〉 ,

onde 〈g ·m−m; g ∈ G e m ∈M〉 é o submódulo de M gerado pelos elementos g ·m−m, com

g ∈ G e m ∈M .

Observação 2.1.2 Se a ação de G em M é trivial, então MG = M/0 = M .

Definição 2.1.3 Sejam M e N RG-módulos à esquerda. Podemos dar a M ⊗R N

(respectivamente HomR(M,N)) uma estrutura de RG-módulo, induzida pela G-ação

diagonal dada por:

g · (m⊗ n) := g ·m⊗ g · n, ∀g ∈ G, m ∈M e n ∈ N,

(respectivamente, (g · f)(m) := gf(g−1m), ∀g ∈ G, m ∈M e f ∈ HomR(M,N)).

Proposição 2.1.1 Seja M um RG-módulo e R visto como RG-módulo trivial. Temos:

(i) MG � HomRG(R,M) = (HomR(R,M))G

(ii) MG � R⊗RG M = (R⊗R M)G

Demonstração: (i) [32], Proposição 1.2.11 e Corolário 1.2.12.

(ii) [12], Caṕıtulo II, 2.1 e [32], Proposição 1.2.6. �

2.2 Módulos (Co)induzidos (Ind G
SM e Coind G

SM)

Considere R1 e R2 anéis, e α : R1 → R2 um homomorfismo de anéis. Se M é um R2-módulo

(à esquerda), pode-se ver M como um R1-módulo (à esquerda) definindo em M a R1-ação:

μ : R1 ×M → M

(r1,m) �→ r1 ·m = α(r1)m,

onde r1 ∈ R1 e m ∈M .

Obtem-se, assim, um funtor da categoria dos R2-módulos (à esquerda) para a categoria

dos R1-módulos (à esquerda) denominado restrição de escalares. Neste caso, M é dito um

R1-módulo por restrição de escalares (via α) e é denotado por Res R2
R1
M .

Por outro lado, pode-se ver R2 como um R1-módulo (à direita), por restrição de escalares,

através da ação:

η : R2 ×R1 → R2

(r2, r1) �→ r2 · r1 = r2α(r1),
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onde r1 ∈ R1, r2 ∈ R2 e r2α(r1) é a multiplicação do anel. Assim, podemos considerar o

produto tensorial R2 ⊗R1 M e definir, então, a seguinte aplicação:

ψ : R2 × (R2 ⊗R1 M) → R2 ⊗R1 M

(r2, r
′
2 ⊗m) �→ r2 · (r′2 ⊗m) := r2r

′
2 ⊗m,

onde r2, r
′
2 ∈ R2 e m ∈M . Mostra-se que ψ está bem definida e é uma R2-ação. O R2-módulo

(à esquerda) R2⊗R1M é dito ser obtido deM por extensão de escalares de R1 para R2 (via α).

Ainda, se M é um R1-módulo (à esquerda), pode-se obter um R2-módulo (à esquerda),

HomR1(R2,M), bastante relacionado com M , da seguinte maneira:

Por restrição, vê-se R2 como um R1-módulo (à esquerda)

ξ : R1 ×R2 → R2

(r1, r2) �→ r1 · r2 = α(r1)r2, r1 ∈ R1 e r2 ∈ R2,

onde α(r1)r2 é a multiplicação do anel. Assim, faz sentido considerar HomR1(R2,M). Pode-se

mostrar que a aplicação:

ς : R2 ×HomR1(R2,M) → HomR1(R2,M)

(r2, f) �→ r2f ; (r2f)(r
′
2) := f(r′2r2)

está bem definida e é uma R2-ação. Assim, HomR1(R2,M) é um R2-módulo, obtido de M por

coextensão de escalares de R1 para R2 (via α).

Proposição 2.2.1 Se k : R1 → R2 é um homomorfismo de anéis, M é um R1-módulo (à

esquerda) e N é um R2-módulo (à esquerda), então:

(i) HomR1(M,N) � HomR2(R2 ⊗R1 M,N) como grupos.

(ii) HomR1(N,M) � HomR2(N,HomR1(R2,M)) como grupos.

Demonstração: [12], Caṕıtulo III, 3.3 e 3.5. �

Considerando R um anel comutativo com unidade, G um grupo, S um subgrupo de G,

α : RS ↪→ RG a aplicação inclusão de RS em RG e M é um RG-módulo, podemos ver M

como um RS-módulo através de α o qual denotamos por Res G
SM (módulo restrição).

SejaM um RS-módulo. O RG-módulo obtido deM por extensão de escalares será denotado

por Ind G
SM , ou seja,

Ind G
SM := RG⊗RS M.

Neste caso, a extensão de escalares é chamada indução.
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Note que Ind G
SM será um RG-módulo com a G-ação

g · (g′ ⊗m) := gg′ ⊗m; g, g′ ∈ G e m ∈M.

Também podemos associar ao RS-módulo o RG-módulo obtido de M por coextensão de

escalares (que neste caso chamamos de coindução) e denotamos por Coind G
SM , ou seja,

Coind G
SM := HomRS(RG,M).

Coind G
SM é um RG-módulo com a G-ação

g · f ; (g · f)(g′) := f(g′g), ∀g, g′ ∈ G e f ∈ Coind G
SM.

Os RG-módulos Ind G
SM e Coind G

SM dados anteriormente são denominados módulo

induzido e módulo coinduzido, respectivamente.

Proposição 2.2.2 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RG-módulo. Existem

RG-isomorfismos naturais:

(i) Ind G
S

(
Res G

SM
) � R(G/S)⊗R M (com a G-ação diagonal).

(ii) Coind G
S

(
Res G

SM
) � HomR(R(G/S),M) (com a G-ação diagonal).

Demonstração: (i) [12], Caṕıtulo III, Proposição 5.6.

(ii) Análoga a (i), [12], Caṕıtulo III, Exerćıcio 2(b), p. 71. �

Corolário 2.2.1 Nas condições da proposição anterior, considerando M = R como um RG-

módulo trivial, tem-se

Ind G
SR � R(G/S).

Demonstração: É um caso particular da proposição anterior (i). �

Proposição 2.2.3 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RS-módulo. Então:

(i) Ind G
SM =

⊕
g∈G/S

gM , onde gM é o transformado de M pela ação de G.

(ii) Coind G
SM �

∏
g∈G/S

gM.

Demonstração: [12], Caṕıtulo III, Proposição 5.1, p. 67 e p. 70. �

Proposição 2.2.4 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RS-módulo. Então,

existe um monomorfismo

ϑ : Ind G
SM → Coind G

SM.
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Demonstração: Considere a aplicação:

ϑ0 : M → Coind G
SM

m �→ ϑ0(m); ϑ0(m)(g) =

{
g ·m, se g ∈ S,

0, caso contrário.

Note que,

ϑ0(m)(1) = m, ∀m ∈M.

Assim,

m �= m′ ⇒ ϑ0(m) �= ϑ0(m
′),

logo, ϑ0 é injetora. Além disso, para quaisquer s ∈ S, m ∈M e g ∈ G,

ϑ0(s ·m)(g) =

{
g · (s ·m) = (gs) ·m, se g ∈ S,

0, caso contrário,

e

(s · ϑ0(m))(g)
ação no Coind

= ϑ0(m)(gs) =

{
(gs) ·m, se gs ∈ S

s∈S⇔ g ∈ S,

0, caso contrário.

De forma que ϑ0 é um RS-monomorfismo.

Considere N = Coind G
SM e i : M → Ind G

SM definida por i(m) := 1⊗m, ∀m ∈M . Então,

por [12], Caṕıtulo III, 3.2 p. 63, temos que existe uma única aplicação de RG-módulos

ϑ : Ind G
SM → Coind G

SM,

tal que ϑ ◦ i = ϑ0. (∗)
M

i ��

ϑ0

��

Ind G
SM

ϑ��
N = Coind G

SM

Mas

ϑ ◦ i = ϑ0 ⇒ (ϑ ◦ i)(m) = ϑ0(m)

⇒ ϑ(1⊗m) = ϑ0(m)

⇒ ϑ(1⊗m)(g) = ϑ0(m)(g) =

{
g ·m, se g ∈ S,

0, caso contrário. (∗∗)



2.2 Módulos (Co)induzidos (Ind G
SM e Coind G

SM) 51

Assim, como ϑ é aplicação de RG-módulos, se g′ ∈ G então

ϑ(g′ · (1⊗m)) = g′ · ϑ(1⊗m).

Logo,

ϑ(g′ ⊗m)(g) = ϑ(g′ · (1⊗m))(g) = (g′ · ϑ(1⊗m))(g)

= ϑ(1⊗m)(gg′)
(∗∗)
=

{
(gg′) ·m, se gg′ ∈ S,

0, caso contrário.

Portanto, a aplicação ϑ : Ind G
SM → Coind G

SM dada nos geradores por

ϑ(g′ ⊗m)(g) =

{
(gg′) ·m, se gg′ ∈ S,

0, caso contrário,

é tal que

ϑ(g ⊗m) = gϑ(1⊗m) = gϑ0(m),

e como ϑ0 é monomorfismo, segue que ϑ também é monomorfismo. �

Proposição 2.2.5 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RS-módulo. Se

[G : S] <∞, então

Ind G
SM � Coind G

SM.

Demonstração: Dada uma famı́lia arbitrária de R-módulos, {Mi}i∈I , temos que se o conjunto

de ı́ndices I for finito, então a soma direta e o produto direto,
⊕
i∈I

Mi e
∏
i∈I

Mi são equivalentes.

Assim, como [G : S] < ∞, segue da Proposição 2.2.3 que Ind G
SM � Coind G

SM. Este

isomorfismo é dado explicitamente em [12], Caṕıtulo III, Proposição 5.9. �

Lema 2.2.1 Sejam G um grupo, S e T subgrupos de G satisfazendo S ⊂ T ⊂ G e M um

Z2G-módulo. Então:

(i) Existe um Z2G-isomorfismo natural:

Coind G
TCoind

T
SM

ν→ Coind G
SM.

(ii) Existe um Z2G-monomorfismo natural:

Ind G
TCoind

T
SM

ϑ→ Coind G
TCoind

T
SM.

Demonstração: (i) Tomando N = Z2G, R1 = Z2S e R2 = Z2T na Proposição 2.2.1, segue

que

Coind G
SM = HomZ2S(Z2G,M)

Prop.2.2.1(ii)� HomZ2T (Z2G,HomZ2S(Z2T,M)) = Coind G
TCoind

T
SM.
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O isomorfismo ν (em (i)), pode ser dado explicitamente por

f �→ ν(f); ν(f)(g) = f(g)(1),

onde f ∈ Coind G
TCoind

T
SM = HomZ2T (Z2G,HomZ2S(Z2T,M)), g ∈ G e 1 ∈ Z2T.

(ii) Basta considerar na Proposição 2.2.4, T no lugar de S e o Z2T -módulo Coind T
SM no lugar

de M . O isomorfismo ϑ pode ser dado explicitamente por

ϑ(g0 ⊗ h)(g) =

{
(gg0) · h, se gg0 ∈ T,

0, caso contrário,

onde g0 ⊗ h ∈ Ind G
TCoind

T
SM = Z2G⊗Z2T HomZ2S(Z2T,M). �

Proposição 2.2.6 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Se [G : S] = ∞, então

(Ind G
SM)G = 0, para qualquer RS-módulo M .

Demonstração: Suponhamos que (Ind G
SM)G �= 0. Então, existe u ∈ Ind G

SM , u �= 0 tal que

g · u = u, ∀g ∈ G.

Pela Proposição 2.2.3 (i), temos que Ind G
SM =

⊕
g∈E

gM , onde E é um conjunto de

representantes para G/S. Logo,

u = g1m1 + . . .+ gkmk,

com gi ∈ E, gimi �= 0 e gimi �= gjmj se i �= j (pois giM ∩ gjM = 0).

Seja g ∈ G. Como a aplicação

γ : Ind G
SM → Ind G

SM

v �→ gv

é uma bijeção, segue que

ggimi �= ggjmj, ∀i �= j.

Afirmação: mi = mj = m, ∀i �= j.

De fato, para cada i, j, seja g := gig
−1
j . Como gu = u, temos

gg1m1 + . . .+ ggimi + . . .+ gimj + . . .+ ggkmk = g1m1 + . . .+ gkmk.

Mas

gimj = ggjmj �= ggrmr, se j �= r, gimj �= 0 e gimj �= grmr, se i �= r
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(pois gi, gr ∈ E e giM ∩ grM = 0).

Assim, temos uma única possibilidade, que é gimj = gimi. Dáı, mj = mi. Dessa forma,

u = g1m+ . . .+ gkm.

Como [G : S] = ∞, existe g0 ∈ E tal que g0 �∈ {g1, . . . gk}. Tomemos g := g0g
−1
1 . Do fato

que gu = u segue que

gg1m+ . . .+ ggkm = g1m+ . . .+ gkm,

dáı, como gg1m �= ggrm se r �= 1 e gg1m �= 0, deve existir algum j ∈ {1, . . . , k} de forma que

gg1m = gjm. Logo,

g−1j gg1m = 1Gm �= 0,

dáı, g−1j gg1 ∈ S (pois gM = M se g ∈ S). Mas g−1j gg1 = g−1j g0, de onde segue que g−1j g0 ∈ S,

para algum j, o que contradiz o fato que go �∈ {g1, . . . , gk}. Consequentemente nossa suposição

inicial é falsa, portanto

(Ind G
HM)G = 0.

�
A próxima proposição é conhecida como Fórmula de Mackey e será bastante utilizada

nos caṕıtulos finais desta dissertação.

Proposição 2.2.7 [Fórmula de Mackey] Sejam S e T subgrupos de G e considere E um

conjunto de representantes para as classes duplas SgT . Então, para qualquer RT -módulo M ,

(R = Z ou Z2) existe um RG-isomorfismo,

Res G
S Ind

G
TM �

⊕
g∈E

Ind S
S∩gTg−1Res

gTg−1

S∩gTg−1gM.

Em particular, se T é normal em G e T ⊂ S então, existe um RT -isomorfismo

Res G
T Ind

G
TM �

⊕
g∈G/T

gM,

e no caso em que T = {1} e L é um conjunto de representantes para as classes Sg, para

todo Z2G-módulo tem-se

Res G
S Ind

G
{1}M �

⊕
g∈L

Ind S
{1}gM.

Demonstração: [12], Caṕıtulo III, Proposição 5.6. �

Proposição 2.2.8 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Se M é um Z2S-módulo e N é

um Z2G-módulo, então temos um Z2G-isomorfismo

N ⊗ Ind G
SM � Ind G

S (Res
G
SN ⊗M),
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onde o produto tensorial à esquerda tem a G-ação diagonal e o da direita a S-ação diagonal

Demonstração: [12], Caṕıtulo III, Exerćıcio 2(a), p. 71. �

2.3 Os Grupos H∗(G;M) e H∗(G;M)

Definição 2.3.1 Sejam R um anel com unidade e

· · · −→ F3
∂3−→ F2

∂2−→ F1
∂1−→ F0

ε−→ R −→ 0,

ou mais simplesmente, ε : F → R, uma resolução projetiva de R sobre RG (com R visto como

um RG-módulo trivial) e M um RG-módulo (à esquerda). Considere os complexos de cadeias

e cocadeias, respectivamente,

F ⊗RG M : · · · → F2 ⊗RG M
∂̄2→ F1 ⊗RG M

∂̄1→ F0 ⊗RG M → 0,

HomRG(F,M) : 0 −→ HomRG(F0,M)
δ0−→ HomRG(F1,M)

δ1−→ HomRG(F2,M) −→ · · · ,

com o operador bordo dado por ∂̄n := ∂n⊗ idM e o operador cobordo dado por δn(f) := f ◦∂n+1,

para todo f ∈ HomRG(Fn,M). Os n-ésimos grupos de homologia e cohomologia de G

(sobre R) com coeficientes em M são, para todo n ∈ Z definidos, respectivamente, por:

Hn(G;M) := Hn(F ⊗RG M) =
ker ∂̄n
Im ∂̄n+1

,

Hn(G;M) := Hn(HomRG(F,M)) =
ker δn

Im δn−1
.

As coleções {Hn(G;M)}n e {Hn(G;M)}n são denominadas, respectivamente, homologia

e cohomologia do grupo G com coeficientes em M .

Como já mencionado anteriormente, tem-se maior interesse quando M é um RG-módulo,

onde R = Z ou R = Z2. Em geral, consideraremos o conceito de cohomologia de um grupo G

com coeficientes em M , com M sendo um RG-módulo nessas condições.

A proposição seguinte relaciona os grupos de homologia e de cohomologia no ńıvel 0, de um

grupo G com coeficientes em um RG-módulo M , com os grupos invariantes e coinvariantes de

M .

Proposição 2.3.1 Seja M um RG-módulo. Temos:

(i) H0(G;M) �MG.

(ii) H0(G;M) �MG.
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Demonstração: (i) [12], Caṕıtulo III, 1.5.

(ii) Seja

· · · −→ Fn −→ · · · −→ F0
ε−→ R −→ 0

uma resolução projetiva de R sobre RG.

Pelo Teorema 1.4.4, temos que o funtor HomRG(−,M) é exato à esquerda, logo a sequência

0 −→ HomRG(R,M)
ε∗−→ HomRG(F0,M)

δ0−→ HomRG(F1,M) −→ · · ·

↑δ−1

0

é exata à esquerda, e dáı, ε∗ é monomorfismo e Im ε∗ = ker δ0. Assim,

H0(G;M) =
ker δ0

Im δ−1
� ker δ0 = Im ε∗

Teo. Isom.� HomRG(R,M)

ker ε∗
ε∗monomorf.� HomRG(R,M)

Prop.2.1.1� MG.

Portanto, H0(G;M) �MG. �

Proposição 2.3.2 Se G é um grupo e (Mi)i∈I uma famı́lia de RG-módulos, temos:

(i) H0(G;
⊕
i∈I

Mi) �
⊕
i∈I

H0(G;Mi).

(ii) Se G é finitamente gerado então H1(G;
⊕
i∈I

Mi) �
⊕
i∈I

H1(G;Mi).

Demonstração: São casos particulares de um resultado mais geral apresentado em [10],

Caṕıtulo II, Proposição 2.4 (obtidos considerando em [10]: Exerćıcio p. 23, Observação p.

19, Proposição. 2.1 e o fato que a soma direta é um limite direto de somas diretas finitas). �

2.4 Aplicações Induzidas em (Co)homologia

Considere pares (G,M) e (G′,M ′) com G, G′ grupos, M um RG-módulo e M ′ um RG′-

módulo (R = Z ou Z2).

Uma aplicação de (G,M) em (G′,M ′) é um par (β, ϕ) satisfazendo:

(i) β : G→ G′ é um homomorfismo de grupos.

(ii) ϕ : M ′ →M é um homomorfismo de RG-módulos tal que

ϕ(β(g) ·m′) = g · ϕ(m′), ∀g ∈ G e ∀m′ ∈M ′.
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Se β e ϕ são isomorfismos, se diz que (G,M) e (G′,M ′) são isomorfos e denota-se

(G,M) � (G′,M ′).

Dada uma aplicação (β, ϕ) : (G,M) → (G′,M ′), considere ε : F → R uma resolução

projetiva de R sobre RG e ε′ : F ′ → R uma resolução projetiva de R sobre RG′.

Temos que ε′ : F ′ → R também é uma resolução projetiva de R sobre RG (via β), pois cada

F ′n pode ser considerado um RG-módulo com a G-ação

∗ : G× F ′n → F ′n
(g, y) �→ g ∗ y := β(g) · y (ação de G’ em F’ ) .

Mais precisamente, F ′n é visto como RG-módulo por restrição de escalares considerando o

homomorfismo (que também será denotado por β)

β : RG→ RG′

tal que associa a cada g ∈ RG o elemento β(g) e estendido linearmente. Dáı pela unicidade de

resoluções, existe uma aplicação

τ : F → F ′,

única a menos de homotopia (equivalência de homotopia). Temos que,

τ(g · x) = gτ(x), ∀g ∈ G e ∀x ∈ F (pois τ é uma aplicação de RG-módulos).

Para cada n ≥ 0, se consideramos, τn : Fn → F ′n, e ϕ : M ′ → M , podemos considerar a

aplicação

Hom(τn, ϕ) : HomRG′(F
′
n,M

′)→ HomRG(Fn,M); fn �→ ϕ ◦ f ◦ τn.

Assim, temos uma aplicação entre os complexos,

Hom(τ, ϕ) : HomRG′(F
′,M ′) → HomRG(F,M)

f �→ ϕ ◦ f ◦ τ,

a qual é uma aplicação de cadeias que induz um homomorfismo bem definido (chamado

homomorfismo induzido em cohomologia):

Hom((τ, ϕ))∗ = (β, ϕ)∗ : H∗(G′,M ′) → H∗(G,M)

[f ] �→ [ϕ ◦ f ◦ τ ].
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Em particular, considerando G = G′, β = idG : G→ G e ϕ : M ′ →M obtemos

(idG, ϕ)
∗ : H∗(G,M ′)→ H∗(G,M); [f ] �→ [ϕ ◦ f ].

Por simplicidade de notação, estamos usando o mesmo śımbolo para representar classes

diferentes.

A aplicação induzida em cohomologia (β, ϕ)∗ satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Se β = idG : G→ G e ϕ = idM : M →M então (β, ϕ)∗ : idH∗(G,M).

(ii) Dadas as aplicações (β, ϕ) : (G,M) → (G′,M ′) e (β′, ϕ′) : (G′,M ′) → (G′′,M ′′),

(β, ϕ)∗ ◦ (β′, ϕ′)∗ = (β′ ◦ β, ϕ ◦ ϕ′)∗ not.
= ((β′, ϕ′) ◦ (β, ϕ))∗.

Notações especiais:

1. (β, idM)∗ = β∗.

2. (idG, ϕ)
∗ not.
= H∗(G,ϕ) ou simplesmente ϕ∗ (quando não houver confusão).

Analogamente para a homologia, vamos considerar pares (G,M) e (G′,M ′) com G,G′

grupos, M um RG-módulo e M ′ um RG′-módulo. Uma aplicação de (G,M) em (G′,M ′)

é um par (β, ϕ), onde β : G′ → G é um homomorfismo de grupos e ϕ : M → M ′

é um homomorfismo de RG-módulos considerando M ′ um RG-módulo via β, isto é, um

homomorfismo de RG-módulos satisfazendo: ϕ(g ∗m) = β(g) · ϕ(m).

Sejam ε e ε′ resoluções projetivas de R sobre RG e RG′, respectivamente. Pelos mesmos

argumentos usados anteriormente, temos que existe uma aplicação de cadeia τ : F → F ′, única

a menos de homotopia.

Ainda, τ(g · x) = g ∗ τ(x) = β(g) · τ(x), pois τ é homomorfismo de RG-módulos. Considere,

agora:

τ ⊗ ϕ : F ⊗RG M → F ′ ⊗RG′ M
′

x⊗m �→ τ(x)⊗ ϕ(m).

Tal aplicação é uma aplicação de cadeia entre os complexos F ⊗RG M e F ′ ⊗RG′ M
′, dáı,

τ ⊗ ϕ induz uma aplicação bem definida:

H∗(β, ϕ)
not.
= (β, ϕ)∗ : H∗(G,M) → H∗(G′,M ′)

[x⊗m] �→ [(τ ⊗ ϕ)(x⊗m)] = [τ(x)⊗ ϕ(m)].

Pode-se verificar que:

(i) Se M = M ′, G = G′, β = idG e ϕ = idM , então (β, ϕ)∗ = idH∗(G,M).

(ii) Se (β, ϕ) : (G,M)→ (G′,M ′) e (β′, ϕ′) : (G′,M ′)→ (G′′,M ′′), então

(β′, ϕ′)∗ ◦ (β, ϕ)∗ = (β′ ◦ β, ϕ′ ◦ ϕ)∗ not.
= ((β′, ϕ′) ◦ (β, ϕ))∗.
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Observação 2.4.1 Os homomorfismos induzidos, definidos para homologia e cohomologia, são

casos particulares de homomorfismos induzidos em complexos de cadeias e cocadeias dados na

Definição 1.1.11 e na Definição 1.1.14.

Proposição 2.4.1 Seja

0→M ′ i→M
j→M ′′ → 0

uma sequência exata de RG-módulos. Temos:

(i) Para todo inteiro n existe uma aplicação ∂ : Hn(G;M ′′)→ Hn−1(G;M ′) tal que a sequência

· · · → H1(G;M)
j1→ H1(G;M ′′) ∂→ H0(G;M ′) i0→ H0(G;M)

j0→ H0(G;M ′′)→ 0

é exata, onde as aplicações ik e jk são induzidas por i e j respectivamente, em cada ńıvel de

homologia e ∂ é o homomorfismo conexão em homologia (Definição 1.1.12).

(ii) Para todo inteiro n existe uma aplicação δ : Hn(G;M ′′)→ Hn+1(G;M ′) tal que a sequência

0→ H0(G;M ′) i0→ H0(G;M)
j0→ H0(G;M ′′) δ→ H1(G;M ′) i1→ H1(G;M)

j1→ · · ·

é exata, onde as aplicações ik e jk são induzidas por i e j respectivamente, em cada ńıvel de

cohomologia e ∂ é o homomorfismo conexão em cohomologia (Definição 1.1.15).

Demonstração: Seja

F : · · · → Fn
δn→ Fn−1 → · · · → F0 → R→ 0

uma resolução projetiva de R sobre RG.

(i) Como cada Fn é RG-projetivo, pelo Lema 1.4.2, Fn é RG-plano. Então,

0→M ′ ⊗RG Fn →M ⊗RG Fn →M ′′ ⊗RG Fn → 0

é exata para todo n ∈ Z. Assim, temos a seguinte sequência exata de complexo de cadeias:

0→M ′ ⊗RG F →M ⊗RG F →M ′′ ⊗RG F → 0.

Logo, pela Proposição 1.1.2, temos a sequência exata longa de homologia:

· · · → H1(M
′′ ⊗RG F )

δ→ H0(M
′ ⊗RG F )→ H0(M ⊗RG F → H0(M

′′ ⊗RG F )→ 0

que nos fornece a sequência desejada.
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(ii) Analogamente, como os F ′ns são RG-projetivos, temos pelo Teorema 1.4.6 que, para cada

n ∈ Z, a sequência

0→ HomRG(Fn,M
′)→ HomRG(Fn,M)→ HomRG(Fn,M

′′)→ 0

é exata e assim temos a sequência exata curta de complexos de cocadeias:

0→ HomRG(F,M
′)→ HomRG(F,M)→ HomRG(F,M

′′)→ 0

que nos fornece, pela Proposição 1.1.4, a sequência exata longa em cohomologia. �

Aplicação Restrição

Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RG-módulo. Vimos que M pode ser

visto como RS-módulo por restrição de escalares e denotamos por Res G
SM .

Considere ε : F → R e ε′ : F ′ → R resoluções projetivas de R sobre RS e RG

respectivamente. Neste caso, se na aplicação induzida em cohomologia consideramos no lugar

de G o subgrupo S, no lugar de G′ o grupo G, M = Res G
SM , M ′ = M e a inclusão β : S → G,

obtemos a seguinte aplicação induzida:

res G
S,M

not.
= (β, idM)∗ : H∗(G,M) → H∗(S,M) = H∗(S,Res G

SM)

[f ] �→ [id ◦ f ◦ τ ].

Por restrição, ε′ : F ′ → R também é uma resolução projetiva de R sobre RS e como os

grupos de cohomologia independem da resolução, podemos tomar F = F ′ e consequentemente

τ : F → F ′ como sendo a identidade. Dessa forma

res G
S,M([f ]) = [id ◦ f ◦ τ ] = [f ],

com f vista no primeiro membro como aplicação de RG-módulos e no segundo como aplicação

de RS-módulos.

Observação 2.4.2 Se G é um grupo, S e H são subgrupos de G com S ⊂ H, podemos

considerar

H∗(G;M)
res G

H→ H∗(H;M)
res H

S→ H∗(S;M),

e tem-se res G
S = res H

S ◦ res G
H , de modo que ker res G

H ⊂ ker res G
S .

Definição 2.4.1 A aplicação res G
S,M que acabamos de definir é denominada aplicação

restrição e quando não houver dúvidas com respeito ao RG-módulo M em questão, será

denotada simplesmente por res G
S .
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Observação 2.4.3 Também pode-se definir a aplicação induzida em homologia pela inclusão

β : S → G, denominada aplicação corestrição.

cor G
S,M

not.
= (β, idM)∗ : H∗(S,M) → H∗(G,M)

[x⊗RS m] �→ [x⊗RG m].

2.5 Lema de Shapiro

O Lema de Shapiro, apresentado a seguir, tem como objetivo relacionar (sob certas

condições) a cohomologia de um grupo com a de seu subgrupo.

Proposição 2.5.1 [Lema de Shapiro] Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M

um RS-módulo (à esquerda) (R = Z ou R = Z2). Considere a inclusão i : S → G,

π : Coind G
SM → M dada por π(f) = f(1), ∀f ∈ Coind G

SM e ϕ : M → Ind G
SM definida

por ϕ(m) = 1⊗m, ∀m ∈M . Então, as aplicações induzidas

(i, ϕ)∗ : H∗(S;M)→ H∗(G; Ind G
SM) e (i, π)∗ : H∗(G; Coind G

SM)→ H∗(S;M)

são isomorfismos.

Demonstração: Provaremos que (i, π)∗ é um isomorfismo. A demonstração que (i, ϕ)∗ também

é isomorfismo segue com um racioćınio similar ao que faremos aqui.

Considere

ε : · · · −→ F1
∂1−→ F0 −→ R e ε′ : · · · −→ F ′1

∂′1−→ F ′0 −→ R,

ou simplesmente, ε : F −→ R e ε′ : F ′ −→ R, resoluções projetivas de R sobre RS e RG

respectivamente. Temos que ε′ : F ′ −→ R também é uma resolução projetiva de R sobre RS

e como os grupos de cohomologia independem da resolução, podemos considerar F = F ′ e, a

aplicação de cadeias τ : F → F ′ = F como sendo a identidade, isto é, τ = idF . Assim

(i, π)∗ : H∗(G; Coind G
SM) → H∗(S;M)

[f ] �→ [π ◦ f ◦ idF ] = [π ◦ f ],
onde f ∈ HomRG(F,Coind

G
SM) e π ◦ f ∈ HomRS(F,M). Agora, para cada n ≥ 0, considere

φn : HomRG(Fn,Coind
G
SM) → HomRS(Fn,M)

f �→ φn(f) = π ◦ f.

Observe que,

(π ◦ f)(sx) = s(π ◦ f)(x), para todos s ∈ S e x ∈ Fn.
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De fato, pela definição de π, temos que (π ◦ f)(sx) = f(sx)(1), como f ∈
HomRG(F,Coind

G
SM) e s ∈ S ⊆ G, segue que f(sx) = (s ·f(x)), dáı, pela G-ação (à esquerda)

no Coind G
SM , vem que

(s · f(x))(1) = f(x · s) = f(x)(s) = f(x)(s · 1)

e usando o fato de que f(x) ∈ Coind G
SM , temos

f(x)(s · 1) = s(f(x)(1)) = s · (π ◦ f)(x),

de onde segue a igualdade desejada. Logo, φn(f) = π ◦ f ∈ HomRS(Fn,M).

Ainda temos que φn é um isomorfismo. Para verificarmos este fato, basta considerarmos

ψn : HomRS(Fn,M) → HomRG(Fn,Coind
G
SM)

ρ �→ ψn(ρ); ψn(ρ)(x)(g) := ρ(g · x), ∀x ∈ Fn e g ∈ G.

Temos:

• ψn está bem definida. De fato, observe que

ψn(ρ)(x) ∈ Coind G
SM = HomRS(RG,M), pois

ψn(ρ)(x)(g) = ρ(g · x), ∀g ∈ RG e ρ ∈ HomRS(Fn,M).

Também ψn é um RG-homomorfismo, isto é,

ψn(ρ)(g1 · x) = (g1 · ψn(ρ))(x), ∀g1 ∈ G e ∀x ∈ Fn, pois

(ψn(ρ)(g1 · x))(g) def. ψn
= ρ(g(g1 · x)) = ρ(g · g1x) e

(g1ψn(ρ)(x))(g)
ação no Coind G

SM
= ψn(ρ)(x)(g · g1) def. ψ

= ρ((g · g1)x) = ρ(g · g1 · x).

• ψn ◦ φn = idHomRG(Fn,Coind G
SM). De fato,

∀f ∈ HomRS(Fn,Coind
G
SM), (ψn ◦ φn)(f) = ψn(φn(f)) = ψn(π ◦ f).

Mas, para quaisquer x ∈ Fn e g ∈ G, temos que

ψn(π ◦ f)(x)(g) def. ψn
= (π ◦ f)(g · x) = π(f(g · x))

def. π
= f(g · x)(1) f :RG−Hom.

= (gf(x))(1)

ação no Coind G
SM

= f(x)(1 · g) = f(x)(g).
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Assim, (ψn ◦ φn)(f) = f .

• φn ◦ ψn = idHomRS(Fn,M). De fato, ∀ρ ∈ HomRS(Fn,M) e x ∈ Fn,

(φn ◦ ψn)(ρ)(x) = φn(ψn(ρ)(x)) = π ◦ (ψn(ρ)(x)) = ψn(ρ)(x)(1) = ρ(1 · x) = ρ(x),

logo, (φn ◦ ψn)(ρ) = ρ.

Agora, considere os complexos de cocadeias

C := {Cn : HomRG(Fn,Coind
G
SM)}n∈Z e D := {Dn : HomRS(Fn,M)}n∈Z.

Seja φ = {φn}n∈Z a famı́lia das aplicações φn : Cn → Dn, definidas anteriormente, que

indicamos no diagrama a seguir:
...

��

...

��
Cn φn �� Dn

δn
��

Cn+1

˜δn

��

φn+1 ��

��

Dn+1

��
...

...

onde δn e δ̃n são operadores cobordos (como na Definição 2.3.1). Temos que φ é uma aplicação

de cocadeias, isto é,

δn ◦ φn = φn+1 ◦ δ̃n,

pois

(δn ◦ φn)(f) = δn(π ◦ f) = (π ◦ f) ◦ ∂n+1 e

(φn+1 ◦ δ̃n)(f) = φn+1(f ◦ ∂n+1) = π ◦ (f ◦ ∂n+1) = (π ◦ f) ◦ ∂n+1.

Consequentemente, φ : HomRG(F,Coind
G
SM)→ HomRS(F,M) induz um isomorfismo

φ∗ : H∗(C) → H∗(D)

[f ] �→ φ∗([f ]) = [π ◦ f ] = (i, π)∗([f ]).

Mas, H∗(C) = H∗(G; Coind G
SM) e H∗(D) = H∗(S;M), portanto

φ∗ = (i, π)∗ : H∗(G; Coind G
SM)→ H∗(S;M)

é um isomorfismo. �
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Observação 2.5.1 Os isomorfismos dados na proposição anterior são denominados isomor-

fismos de Shapiro.

Proposição 2.5.2 [Lema de Shapiro - 2a versão] Sejam G um grupo, S um subgrupo de

G e M um RG-módulo. Então:

(i)H∗(S; Res G
SM) � H∗(G;R(G/S)⊗R M).

(ii) H∗(S; Res G
SM) � H∗(G;HomR(R(G/S),M)).

Demonstração: Segue diretamente da Proposição 2.2.2 e do Corolário 2.2.1. �

2.6 Exemplos de Grupos de Cohomologia

Vejamos agora o cálculo do grupo de cohomologia de alguns grupos particulares.

Exemplo 2.6.1 Vamos calcular Hn(G;M), onde M é um RG-módulo, para casos especiais

do grupo G.

1. Sejam G = {1} e M um RG-módulo. Dessa forma, temos que RG = R, ε = idR e

0 −→ R
ε−→ R −→ 0

é uma resolução projetiva de R sobre RG.

Aplicando o funtor HomR(−,M) na sequência anterior, obtemos o complexo

0 −→ HomR(R,M) −→ 0.

Mas HomR(R,M)
Prop.1.3.4� M , de modo que esse complexo se reduz a

0 −→M −→ 0.

Logo,

Hn({1};M) �
{

M{1} �M, se n = 0,

0, se n > 0.

2. Sejam G = 〈t〉 � Z, o grupo ćıclico infinito e M um RG-módulo. Então

Hn(G;M) �

⎧⎪⎨⎪⎩
MG, se n = 0,

MG, se n = 1,

0, se n ≥ 2.
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De fato, vimos que a sequência

0 −→ RG
∂−→ RG

ε−→ 0,

com ε a aplicação aumentação (ε(
∑

rkt
k) =

∑
rk) e ∂ a multiplicação por (t− 1), é uma

resolução livre (portanto, projetiva) de R sobre RG (Exemplo 1.4.2). Aplicando o funtor

HomRG(−,M), temos:

0
δ−1=0−→ HomRG(RG,M)

δ0−→ HomRG(RG,M)
δ1=0−→ 0,

com δ0 a multiplicação por (t− 1), pois

δ0(f)(x) = (f ◦ ∂)(x) = f((t− 1)(x)) = (t− 1)f(x),

para todo f ∈ HomRG(RG,M) e todo x ∈ RG. Como HomRG(RG,M) �M , a sequência

anterior é equivalente a

0
δ−1=0−→ M

δ0=t−1−→ M
δ1=0−→ 0.

Assim,

H1(G;M) =
ker(δ1)

Im (δ0)
=

M

(t− 1)M
�MG e Hn(G;M) = 0, para n ≥ 2.

Logo,

Hn(G;M) �

⎧⎪⎨⎪⎩
MG, se n = 0 (Prop.2.3.1),

MG, se n = 1,

0, se n ≥ 2.

Calculemos os grupos de cohomologia de G � Z para alguns módulos particulares.

(i) Se M é um RG-módulo trivial então,

H0(G;M) = M = H1(G;M) e Hn(G;M) = 0, para n ≥ 2.

(ii) Seja M = ZG visto como ZG-módulo com a G-ação natural: tk · (rtk′) := rtk+k′, para

todos tk, tk
′ ∈ G e r ∈ R. Então

H0(G;ZG) � (ZG)G � 0 (pois tk · tk′ �= tk se tk �= 1).

Determinemos H1(G;ZG) � (ZG)G. Denotemos por I =
〈
tk · z − z; tk ∈ G, z ∈ ZG

〉
e
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x = x+ I ∈ ZG

I
= (ZG)G. Considere y = tk ∈ ZG com k > 0. Como

tk − 1 = (t− 1)(tk−1 + . . .+ 1) ∈ I,

segue que

tk − 1 = 0 e assim, y = tk = 1.

Agora, se y = t−k ∈ ZG, com k > 0, também temos

y = t−k = 1,

pois

t−k = (1− tk)t−k + 1 e 1− t−k = 1− (1− tk)t−k − 1 = (tk − 1)t−k = 0.

Assim, para todo x ∈ ZG,

x = r0t
k + r1t

k+1 + . . .+ rnt
k+n (com k ∈ Z, n ≥ 0 e ri ∈ Z),

temos x = (r0 + r1 + . . .+ rn) = r1̄, onde r = r0 + r1 + . . .+ rn ∈ Z. Então,

H1(G;ZG) � {r1, r ∈ Z} � Z1 � Z.

Portanto,

Hn(G;ZG) �

⎧⎪⎨⎪⎩
0, se n = 0,

Z, se n = 1,

0, se n ≥ 2.

(iii) Se M = Z2G é visto como Z2G-módulo com a G-ação: tk · (1 · tk′) := 1 · tk+k′,

1 ∈ Z2, t
k, tk

′ ∈ G, então, como no caso anterior,

H1(G;Z2G) � 〈1 + I〉 .

Mas, agora temos que 〈1 + I〉 = {0 + I, 1 + I} � Z2. Assim,

Hn(G;Z2G) �

⎧⎪⎨⎪⎩
(Z2G)G � 0, se n = 0,

Z2, se n = 1,

0, se n ≥ 2.
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3. Seja, G = 〈t〉 � Zn e M um RG-módulo. Vimos que a sequência

. . . −→ RG
t−1−→ RG

N−→ RG
t−1−→ RG

ε−→ R −→ 0,

tal que ε é aplicação aumentação e t− 1 e N denotam, respectivamente, a multiplicação

por t − 1 e 1 + t + . . . + tn−1, é uma resolução livre (portanto projetiva) de R sobre RG

(Exemplo 1.4.1). Aplicando o funtor HomRG(−,M), temos:

0
δ−1=0−→ HomRG(RG,M)

δ0−→ HomRG(RG,M)
δ1−→ HomRG(RG,M)

δ2−→ . . . ,

sendo que δn(f)(x) := (f ◦∂n+1)(x) com ∂n+1 = t−1 se n é par e ∂n+1 = N se n é ı́mpar.

Como HomRG(RG,M) �M , segue que a sequência acima é equivalente a

0
δ−1=0−→ M

δ0−→M
δ1−→M

δ2−→ . . . ,

onde δ2k = t− 1 e δ2k+1 = N, k ≥ 0. Portanto,

Hn(G;M) �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

MG, se n = 0,

ker(N)

Im (t− 1)
=

ker(N)

(t− 1)M
, se n é ı́mpar,

ker(t− 1)

Im (N)
=

MG

N ·M , se n é par.

Finalizamos esta seção com o cálculo dos grupos de cohomologia de G � Zn para alguns

casos particulares.

(i) Se M é um RG-módulo trivial, então

(t− 1)m = tm−m = 0 e (1+ t+ . . .+ tn−1)m = m+ tm+ . . .+ tn−1m = n ·m, ∀m ∈M,

ou seja, t− 1 é o homomorfismo nulo e N é a multiplicação por n. Assim,

Hn(G;M) �

⎧⎪⎨⎪⎩
M, se n = 0,

ker(N), se n é ı́mpar,
M

N ·M , se n é par.

Em particular, para M = Z, com a G-ação trivial, obtemos
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Hn(G;Z) �

⎧⎪⎨⎪⎩
Z, se n = 0,

0, se n é ı́mpar,
Z

n·Z � Zn, se n é par, n ≥ 2.

(ii) Se G = {1, t} � Z2 e M = Z é visto com um Z(Z2)-módulo com a G-ação

1 · r := r e t · r = −r, para todo r ∈ Z, temos que

(t− 1) · r = t · r − 1 · r = −r − r = −2r

e

(1 + t) · r = 1 · r + t · r = r − r = 0,

para todo r ∈ Z. Assim,

ker(N) = ker(1 + t) = Z, Im (1 + t) = (1 + t)Z = 0,

ker(t− 1) = 0 e Im (t− 1) = (t− 1)Z = 2Z.

Logo,

Hn(Z2;Z) �

⎧⎪⎨⎪⎩
Z
Z2 = 0, se n = 0,

Z

2Z
� Z2, se n é ı́mpar,

0, se n é par.

2.7 Interpretação Topológica para (Co)homologia de Grupos

Nesta seção, vamos apresentar brevemente uma relação entre a (co)homologia de um grupoG

e a (co)homologia de um espaço topológico particular, denominadoK(G, 1)-complexo. Antes de

apresentar tal resultado, é necessário apresentar alguns conceitos topológicos, tais como segue:

CW-Complexos

Definição 2.7.1 Seja X um espaço de Hausdorff, dizemos que X admite uma estrutura de

CW -complexo se possui uma coleção de subconjuntos fechados σq
j (onde q representa dimensão

(q = 0, 1, 2, . . .) e j varia sobre um conjunto de ı́ndices Jq), e uma famı́lia de subespaços fechados

X0 ⊂ X1 ⊂ . . . ⊂ Xq ⊂ . . ., com

Xq =
⋃
p≤q
j∈Jp

σj,

(por definição X−1 = ∅), e fronteira dada por f j
q = σq

j ∩ Xq−1, satisfazendo as seguintes

propriedades:

(i) σp
i − f p

i intersecta σq
j − f q

j somente quando p = q e i = j.
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(ii) X =
⋃
q

Xq.

(iii) Para cada σq
j , existe uma aplicação caracteŕıstica φq

j : Dq → σq
j (onde Dq é o disco

de dimensão q) que leva Sq−1 (esfera de dimensão q − 1) sobre f q
j , e aplica Dq − Sq−1

homeomorficamente sobre σq
j − f q

j (S−1 é o conjunto vazio).

(iv) f q
j intersecta um número finito de conjuntos (σq

i − f q
i ), i ∈ Jq.

(v) Um subconjunto Y de X é fechado se Y ∩σq
j é fechado em σq

j , ∀q e ∀j ∈ Jq, onde σq
j possui

a topologia quociente de Dq (via φq
j).

K(G, 1)-Complexos

Definição 2.7.2 Seja X um CW -complexo tal que:

(i) X é conexo.

(ii) π1(X) = G.

(iii) πn(X) = 0, ∀n ≥ 2.

Nestas condições, se diz que X é um complexo de Eilenberg-MacLane do tipo (G, 1)

ou simplesmente, K(G, 1)-complexo.

Exemplo 2.7.1 Seja G = F (S), o grupo livre gerado por um conjunto S. Considere

X =
∨
s∈S

S1
s (bouquet de ćırculos indexados pelo conjunto S), então X é um K(G, 1)-complexo.

Veja os detalhes em [12], Caṕıtulo I. Exemplo 4.3, p. 16.

Proposição 2.7.1 [Interpretação Topológica para H∗(G;M) e H∗(G;M)] Sejam G um

grupo, X um K(G, 1)-complexo e M um RG-módulo, então

H∗(G;M) � H∗(X;M) e

H∗(G;M) � H∗(X;M),

onde M é o sistema de coeficientes locais sobre X associado ao RG-módulo M ([15]). Em

particular, se M é um RG-módulo trivial, então

H∗(G;M) � H∗(X;M) e

H∗(G;M) � H∗(X;M),

Demonstração: [12], Caṕıtulo III, p. 59 ou [18], Teorema 10.7.14c, p. 461. �

Observação 2.7.1 Dado um grupo G, sempre existe um K(G, 1)-complexo (Veja [12], Teorema

7.1, p. 205).
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Exemplo 2.7.2 Considere o bouquet de ćırculos X =
∨
s∈S

S1. Pelo Exemplo 2.7.1, X é um

K(G, 1)-complexo, onde G = F (S) é o grupo livre gerado pelo conjunto S. Assim, se M = Z,

então pela proposição anterior

Hn(F (S)) � Hn(X) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Z, se n = 0,⊕
s∈S

Z, se n = 1,

0, se n ≥ 2,

e

Hn(F (S)) � Hn(X) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⊕
s∈S

Z, se n = 0,

Z, se n = 1,

0, se n ≥ 2.

Note que X é um CW -complexo de dimensão 1, logo não possui células de dimensão maior

que 1. Portanto Hn(X) = 0 = Hn(X) para n ≥ 2.

2.8 Derivações de Grupos e sua relação com H1(G;M)

Nesta seção apresentamos uma interpretação para H1(G;M), onde M é um RG-módulo, em

termos de derivações de grupos. Derivações de grupos serão também utilizadas em resultados

sobre decomposição de grupos (Proposição 3.1.3 e Proposição 3.1.4 do caṕıtulo seguinte).

Sejam G um grupo e M um RG-módulo.

Definição 2.8.1 Uma derivação de G em M é uma aplicação d : G → M, com a seguinte

propriedade

d(gh) = d(g) + gd(h), ∀g, h ∈ G.

Exemplo 2.8.1 Para cada m ∈M , a aplicação

dm : G→M ; dm(g) := gm−m

é uma derivação. De fato, sejam g, h ∈ G. Temos:

dm(gh) = ghm−m e dm(g)+gdm(h) = gm−m+g(hm−m) = gm−m+ghm−gm = ghm−m.

Definição 2.8.2 As derivações dadas no exemplo anterior são denominadas derivações

principais.
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Definição 2.8.3 Considere M = RG. A aplicação d : G→ RG dada por

d(w) := w − 1, w ∈ G

é uma derivação principal denominada derivação interna.

Note que d = d1, sendo 1 = 1 · 1G ∈ RG.

Notação: Der(G,M) = {d : G → M ; d é derivação} denota o conjunto das derivações de G

em M e P (G,M) = {dm, m ∈ M} denota o conjunto das derivações principais de G em M ,

sendo G um grupo e M um RG-módulo.

Proposição 2.8.1 Sejam G um grupo, M um RG-módulo e d ∈ Der(G,M). Então:

(i) d(1G) = 0.

(ii) d(g) = −gd(g−1), ∀g ∈ G.

Demonstração: Seja d ∈ Der(G,M).

(i) d(1G) = d(1G · 1G) = d(1G) + 1Gd(1G) = d(1G) + d(1G). Logo, d(1G) = 0.

(ii) d(g · g−1) = d(1G) = 0. Mas, d(g · g−1) = d(g) + gd(g−1). Logo

d(g) + gd(g−1) = 0, ou seja d(g) = −gd(g−1).

�
Note que se M = Z2G, d(g) = gd(g−1).

O próximo resultado fornece uma relação entre o conceito de derivação de grupos, que

acabamos de estudar, com o grupo de cohomologia absoluta de ordem 1 de um grupo G com

coeficientes em um RG-módulo M.

Proposição 2.8.2 Sejam G um grupo e M um RG-módulo. Então

H1(G;M) � Der(G,M)

P (G,M)
.

Demonstração: [12], Caṕıtulo III, Exerćıcio 2, p. 60. �

2.9 Grupos de Dualidade

Nesta seção faremos um breve estudo sobre dualidade de grupos. Nosso objetivo aqui

é apresentar apenas alguns conceitos e resultados que serão utilizados posteriormente, em

resultados envolvendo E(G,W,Z2) e dualidade.
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Definição 2.9.1 Um grupo G é denominado grupo do tipo FP sobre R se existe uma

resolução projetiva de R sobre RG de comprimento finito,

0→ Fn → Fn−1 → · · · → R→ 0,

com Fi finitamente gerado para todo i.

Definição 2.9.2 Um grupo G é denominado grupo de dualidade de dimensão n sobre R

(Dn-grupo), se existe um RG-módulo C, chamado módulo dualizante de G, e isomorfismos

naturais tais que

Hk(G;M) � Hn−k(G;C ⊗R M),

para todo k ∈ Z e todo RG-módulo M , onde C ⊗R M é visto como RG-módulo com a G-ação

diagonal.

Se C � R como RG-módulo, dizemos que G é um grupo de dualidade de Poincaré de

dimensão n sobre R (PDn-grupo).

Exemplo 2.9.1 Z ∗ Z é um D1-grupo. (Veja [12], Caṕıtulo VIII, Exemplo 2, p. 223).

Proposição 2.9.1 G é um D0-grupo sobre R se, e somente se, a ordem de G é finita e

invert́ıvel em R.

Demonstração: [10], Caṕıtulo IX, Proposição 9.17. �

Proposição 2.9.2 G é um Dn-grupo sobre R se, e somente se, G é do tipo FP sobre R.

Demonstração: [10], Caṕıtulo IX, Teorema 9.2. �



Caṕıtulo

3

Decomposição de Grupos

Nosso principal interesse neste caṕıtulo é apresentar o conceito de decomposição

de grupos e detalhar a demonstração de duas proposições dadas em [10], (envolvendo

grupos que se decompõe), cujas demonstrações usam derivações (Proposição 3.1.3 e

Proposição 3.1.4). Tais proposições serão úteis em resultados, sobre decomposição

de grupos envolvendo o invariante E(G,W,M), apresentados no último caṕıtulo.

3.1 Produto Livre Amalgamado e Extensões HNN

Definição 3.1.1 Se diz que um grupo G é definido por geradores X = {xk} e relações

R = {rj = 1}, se G � F/H, onde F é um grupo livre gerado por X e H é o menor subgrupo

normal de F gerado por {rj}. Neste caso, dizemos que 〈X;R〉 é uma apresentação de G.

Definição 3.1.2 Considere os grupos G1 e G2 com apresentações G1 = 〈X1;R1〉 e

G2 = 〈X2;R2〉. Se T ⊂ G1 e S ⊂ G2 são subgrupos com um dado isomorfismo θ : T → S,

então o produto livre G1 ∗T G2 de G1 e G2 com subgrupo amalgamado T � θ(T ) = S

é dado por

G1 ∗T G2 := 〈X1, X2;R1,R2, t = θ(t), ∀t ∈ T 〉 .

Exemplo 3.1.1 Sejam G1 = 〈X1;R1〉, G2 = 〈X2;R2〉, T = S = {1} (subgrupo trivial) e

θ = id, então

G1 ∗T G2 = 〈X1, X2;R1,R2〉 .

Em particular, se tomamos G1 = 〈a〉 � Z e G2 = 〈b〉 � Z, então o produto livre de G1 e G2

72



3.1 Produto Livre Amalgamado e Extensões HNN 73

é o grupo livre com dois geradores

G1 ∗G2 = 〈a〉 ∗ 〈b〉 = 〈a, b〉 � Z ∗ Z.

Exemplo 3.1.2 Dados os grupos

G1 = 〈a1〉 ∗ 〈b1〉 = 〈a1, b1; ∅〉 , G2 = 〈a2〉 ∗ 〈b2〉 = 〈a2, b2; ∅〉 ,
T =

〈
a1b1a

−1
1 b−11

〉
e S =

〈
b2a2b

−1
2 a−12

〉
.

Então, considerando o isomorfismo θ : T → S definido por

θ(a1b1a
−1
1 b−11 ) = b2a2b

−1
2 a−12 ,

tem-se que

G1 ∗T G2 =
〈
a1, b1, a2, b2; a1b1a

−1
1 b−11 a2b2a

−1
2 b−12 = 1

〉
.

G1 ∗T G2 é o grupo fundamental do Bitoro. Este fato segue do Teorema de Seifert-van-

Kampen ([26], Caṕıtulo IV), considerando subespaços adequados.

Definição 3.1.3 Considere G1 = 〈X1;R1〉, se T e T ′ são subgrupos de G1 com um dado

isomorfismo θ : T → T ′, então o HNN-grupo G1∗T,θ sobre o grupo base G1, com

respeito a θ e letra estável p, é dado por

G1∗T,θ :=
〈
X1, p;R1, p

−1tp = θ(t), ∀t ∈ T
〉
.

Exemplo 3.1.3 Sejam G1 = {1}, T = T ′ = {1} e θ = id.

G1∗T,θ =
〈
1, p; p−1 · 1 · p = 1

〉
= 〈1, p〉 = 〈p〉 � Z.

Exemplo 3.1.4 Seja G = Z ⊕ Z = 〈a〉 ⊕ 〈b〉 = 〈a, b; ab = ba〉. Considere o grupo G1 = T =

T ′ = 〈a〉 , θ = id : T → T e b a letra estável. Então

G1∗T,θ =
〈
a, b; b−1ab = θ(a) = a

〉
= 〈a, b; ab = ba〉 = G = Z⊕ Z.

Note que G é o grupo fundamental de M =Toro, e se a = [α], b = [β] são os geradores, A o
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subespaço (topológico) de M representado pelo caminho α e B o subespaço representado pelo

caminho β então π1(M) = T∗T,θ onde o grupo T = π1(A) = 〈a〉.

Definição 3.1.4 Diz-se que um grupo G se decompõe (splits) sobre um subgrupo

T se G é um produto não trivial com subgrupo amalgamado T , isto é, G = G1 ∗T G2 com

G1 �= T �= G2, ou se G é um HNN-grupo com grupo base T , ou seja, G = G1∗T,θ.

Proposição 3.1.1 Se G = G1 ∗T G2 com G1 �= T �= G2 então [G : Gi] =∞, i = 1, 2.

Demonstração: [4], Teorema 3.2. �

Proposição 3.1.2 Se T e T ′ são subgrupos de G1 com um dado isomorfismo θ : T → T ′ e se

G = G1∗T,θ, então [G : G1] =∞.

Demonstração: [4], Teorema 3.4. �

Teorema 3.1.1 [Teorema da Forma Normal para G = G1 ∗T G2] Sejam G = G1 ∗T G2 e

Tα transversais à esquerda de Gα módulo T (representante para as classes laterais à esquerda

de Gα módulo T ) contendo 1 ∈ G, para α = 1, 2. Seja U o conjunto de todos os produtos

g1g2 . . . gk, 1 ≤ k < ∞, 1 �= gi ∈ T1 ∪ T2, com a propriedade que fatores consecutivos não

pertencem simultaneamente a Tα, α = 1, 2. Então, U ∪ {1} é um transversal à esquerda para

G módulo T .

Demonstração: [10], Caṕıtulo II, p. 26. �

Observação 3.1.1 Segue do teorema anterior que um elemento g ∈ G = G1 ∗T G2 pode ser

escrito (de modo único) como

g = a1b1 . . . akbkc,

com ai ∈ T1, bi ∈ T2, i = 1, . . . , k e c ∈ T , podendo apenas a1 ou bk serem iguais a 1.

Teorema 3.1.2 [Teorema da Forma Normal para G = G1∗T,θ] Seja G = G1∗T,θ, com T

e T ′ subgrupos de G1 e θ : T → T ′ um isomorfismo. Considere T1 e T ′1 transversais à esquerda

de G1 módulo T e G1 módulo T ′, respectivamente, onde T ′ = θ(T ), ambos contendo 1 ∈ G.

Seja V o conjunto de todos os produtos a1p
n1 . . . akp

nk , onde ni = ±1, ai ∈ T1 se ni = −1 e

ai ∈ T ′1 se ni = 1. Então, V ∪ {1} é um transversal à esquerda para G módulo G1.

Demonstração: [10], Caṕıtulo II, p. 31. �
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Observação 3.1.2 Segue do teorema anterior que se g ∈ G1∗T,θ então

g = a1p
n1 . . . akp

nkc, com ni = ±1, ai ∈ T1 se ni = −1, ai ∈ T ′1 se ni = 1 e c ∈ G1.

Definição 3.1.5 ([10], Caṕıtulo I, Seção 2.4, p. 26 e 31)

(i) Dados G = G1 ∗T G2 e g �∈ T considere, de acordo com o Teorema 3.1.1 e a Observação

3.1.1, g = g1g2 . . . gnc ∈ G. O comprimento l de gT é definido por

l(gT ) := n.

Também define-se l(cT ) = l(T ) := 0, ∀c ∈ T . Note, por exemplo, que um elemento do tipo

a1b1a2b2 . . . akbkc ∈ G1 ∗T G2 (ai ∈ T1, bi ∈ T2 não nulos) tem comprimento 2k, enquanto que

um do tipo b1a2b2 . . . akbk tem comprimento 2k − 1.

(ii) Sejam G = G1∗T,θ e g = a1p
n1
1 . . . akp

nk
k c ∈ G (como na Observação 3.1.2); g �∈ T . O

comprimento l de gT é definido por

l(gT ) :=
k∑

i=1

|ni| = k.

Também define-se l(a1p
n1
1 . . . akp

nk
k G1) = k.

Para as duas próximas proposições (que dão sequências exatas curtas para grupos que se

decompõem) precisa-se de alguns resultados sobre derivações, que são tratados a seguir.

Lema 3.1.1 Sejam G um grupo e M um RG-módulo (R = Z ou Z2). Toda derivação

d : G → M (vide Definição 2.8.1) se estende unicamente para um R-homomorfismo (que

vamos denotar também por d),

d : RG→M ; d
(∑

rgg
)
:=
∑

rgd(g),

com a propriedade que

d (λ1λ2) = d(λ1) · ε(λ2) + λ1d(λ2), ∀λ1, λ2 ∈ RG,

onde ε : RG→ R é a aplicação aumentação usual.

Demonstração: Sejam λ1 =
∑

rgg e λ2 =
∑

shh elementos de RG, então

d(λ1λ2) = d
(∑

rgg ·
∑

shh
)

= d
(∑

rgshgh
)

=
∑

rgshd(gh)

=
∑

rgsh(d(g) + gd(h)).
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Agora,

d(λ1) · ε(λ2) + λ1 d(λ2)

= d
(∑

rgg
)
ε
(∑

shh
)
+
∑

rgg d
(∑

shh
)

=
(∑

rgd(g)
)∑

sh +
∑

rgg
(∑

shd(h)
)

=
∑

rgshd(g) +
∑

rgshgd(h)

=
∑

rgsh(d(g) + gd(h)).

Logo o resultado segue. �

Lema 3.1.2 Dados M um RG-módulo, ε : RG → R a aplicação aumentação e Δ = ker ε,

tem-se:

(i) Der(G,M) é um R-módulo.

(ii) φ : Der(G,M)→ HomRG(Δ,M), d �→ φ(d); φ(d)(g−1) := d(g), g ∈ G é um isomorfismo.

Demonstração: Vejamos apenas (ii). Note que φ é homomorfismo, pois

Δ = ker ε = 〈g − 1, g ∈ G〉

(Proposição 1.2.7) e, para d1, d2 ∈ Der(G,M),

φ(d1 + d2)(g − 1) = (d1 + d2)(g) = d1(g) + d2(g) = φ(d1)(g − 1) + φ(d2)(g − 1)), ∀g ∈ G.

Ainda, φ é bijetora, pois

ψ : HomRG(Δ,M) → Der(G,M)

f �→ ψ(f); ψ(f)(g) := f(g − 1), g ∈ G

é a inversa de φ. Portanto

Der(G,M) � HomRG(Δ,M).

�

Corolário 3.1.1 Se G = F é um grupo livremente gerado por {xi, i ∈ I} e ΔF = ker εF ,

εF : RF → R, a aplicação aumentação, então:

(i) ΔF é um RF -módulo livre sobre {xi − 1, i ∈ I}.
(ii) Cada escolha arbitrária de elementos αi ∈ M, i ∈ I, determina uma única derivação

d : F →M , com d(xi) = αi.

Demonstração: (i) Note, por exemplo, que se g = xixj ∈ F ,

g − 1 = xi(xj − 1) + (xi − 1), com xi = 1 · xi ∈ RF.
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Dáı, segue da Proposição 1.2.7 que ΔF é gerado por {xi − 1, i ∈ I} como RF -módulo.

(ii) Considere o homomorfismo ϕ : ΔF →M , definido nos geradores por ϕ(xi−1) = αi, i ∈ I, e

estendido por linearidade. Tendo em vista o isomorfismo dado no Lema 3.1.2 (ii) (para G = F )

φ : Der(F,M)→ HomRG(ΔF ,M),

existe uma única derivação d : F →M tal que φ(d) = ϕ e

d(x) = φ(d)(x− 1) = ϕ(x− 1),

de modo que d(xi) = ϕ(xi − 1) = αi. �

Definição 3.1.6 Em particular, no corolário anterior, considerando M = RF , para cada i

fixado, o homomorfismo

ϕi : ΔF →M, xi − 1 �→
{

1, se i = j,

0, se i �= j,

(obtido escolhendo {αj, j ∈ I}; αi = 1 e αj = 0 se i �= j) corresponde, pelo isomorfismo

anterior, a uma única derivação, que será denotada por

∂

∂xi

: F → RF ;

e que é definida nos geradores por

∂

∂xi

(xj) = ϕi(xi − 1) = δij =

{
1, se i = j,

0, se i �= j,

e estendida de modo natural. Assim,

∂

∂xi

(xkxj) :=
∂

∂xi

(xk) + xk
∂

∂xi

(xj). (1)

Essas derivações são chamadas derivações parciais com respeito a xi.

Seja d : F →M uma derivação. Defina d̃ : F →M por

d̃(w) :=
∑
i

∂

∂xi

(w)d(xi), w ∈ F. (2)

d̃ está bem definida, pois
∂

∂xi

(w) = 0, exceto para um número finito de elementos.
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Observe que d̃ é uma derivação, uma vez que para u, v ∈ F ,

d̃(uv) : =
∑ ∂

∂xi

(uv)d(xi)

(1)
=

∑ ∂

∂xi

(u)d(xi) + u
∑ ∂

∂xi

(v)d(xi)

= d̃(u) + ud̃(v).

Observe também que, pela definição de
∂

∂xi

(xj),

d̃(xj) =
∑
i

∂

∂xi

(xj)d(xi) = d(xj). (3)

Logo, como {xj, j ∈ I} é o conjunto de geradores (livres) de F , temos d̃ = d. Assim, por (2)

temos a seguinte fórmula:

d(w) =
∑
i

∂

∂xi

(w)d(xi), w ∈ F, (4)

para toda derivação d : F →M . Em particular, se aplicamos esta fórmula para uma derivação

interna d : F → RF ; d(w) = w − 1, (M = RF ), obtemos

d(w)
(4)
=

∑
i

∂

∂xi

(w)(d(xi))
Def.2.8.3

=
∑
i

∂

∂xi

(w)(xi − 1)⇒

w − 1 =
∑
i

∂

∂xi

(w)(xi − 1), w ∈ F (grupo livre). (∗)

Esta última igualdade é denominada Fórmula Fundamental, e há duas maneiras de

generalizá-la:

1a) Estender a fórmula a RF (por linearidade), por considerar

d : RF → RF ;∑
x

rxx �→
∑
x

rxd(x).

Em particular, obtem-se

∂

∂xi

: RF → RF ;

∂

∂xi

(∑
x

rxx

)
=

∑
x

rx
∂

∂xi

(x). (5)
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Assim, dado μ =
∑
x

rxx ∈ RF temos,

d(μ) = d

(∑
x

rxx

)
=
∑
x

rxd(x)
(4)
=
∑
x

∑
i

rx
∂

∂xi

(x)(d(xi))

=
∑
i

∑
x

rx
∂

∂xi

(x)(xi − 1)
(5)
=
∑
i

∂

∂xi

(μ)(xi − 1).

Por outro lado, como d : F → RF é derivação interna,

d(μ) =
∑
x

rxd(x) =
∑
x

rx(x− 1)

=
∑
x

rxx−
∑
x

rx = μ− εF (μ).

Portanto, μ− εF (μ) = d(μ) =
∑
i

∂

∂xi

(μ)(xi − 1), μ ∈ RF. (∗∗)

2a) Estender a fórmula fundamental para RG, sendo G um grupo qualquer, por considerar

uma apresentação livre π : F → G de G e uma extensão natural π : RF → RG. De fato, seja

G um grupo, π : R→ G uma apresentação de G, com F grupo livremente gerado por {xi, i} e
G com geradores {gi = π(xi), i};

F
π→ G � F

ker π
xi �→ x̄i = gi.

Temos o homomorfismo induzido, que também denotaremos por π,

π : RF → RG

rxx �→ rxπ(x).

Seja μ =
∑
x

rxx ∈ RF . Por (∗∗) (fórmula para RF ), temos

μ− εF (μ) =
∑
i

∂

∂xi

(μ)(xi − 1)⇒

π(μ− εF (μ)) = π

(∑
i

∂

∂xi

(μ)(xi − 1)

)
⇒

π(μ)− π(εF (μ)) =
∑
i

π

(
∂

∂xi

(μ)

)
π(xi − 1) =

∑
i

π

(
∂

∂xi

(μ)

)
(gi − 1).
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Seja λ = π(μ) ∈ RG, temos

λ− π(εF (μ)) =
∑
i

π

(
∂

∂xi

(μ)

)
(gi − 1), (6)

agora,

π(εF (μ)) = π

((∑
x

rx

)
1F

)
= π

(∑
x

rx1F

)
=
∑
x

rx1G e

ε(λ) = ε (π(μ)) = ε
(
π
(∑

rxx
))

= ε

(∑
x

rxπ(x)

)
=
∑
x

rx1G,

de modo que ε(λ) = π(εF (μ)). Portanto, de (6), segue

λ− ε(λ) =
∑
i

π

(
∂

∂xi

(μ)

)
(gi − 1), λ ∈ RG. (∗ ∗ ∗)

Proposição 3.1.3 Se G = G1 ∗T G2 então temos a sequência exata curta de RG-módulos

0→ R(G/T )
α→ R(G/G1)⊕R(G/G2)

ε̄→ R→ 0,

onde α é dado por α(gT ) = (gG1,−gG2), g ∈ G e ε̄(gG1, 0) = ε̄(0, gG2) = 1 (ε̄, a aplicação

aumentação).

Demonstração: Claramente ε̄ é epimorfismo. Vamos mostrar que Im α = ker ε̄.

(I) Im α ⊂ ker ε̄.

De fato, um elemento de R(G/T ) é da forma
∑
g∈G

rggT , que pode ser escrito (por abuso de

notação) como

(∑
g∈G

rgg

)
T , ou simplesmente λT, λ ∈ RG. Assim,

u ∈ Im α⇒ u = α(λT ) = α(rg1g1T+. . .+rgkgkT ) = α(rg1g1T )+. . .+α(rgkgkT ), gi ∈ G (i = 1, . . . , k).

Então,

ε̄(u) = ε̄(α(rg1g1T ) + . . .+ α(rgkgkT ))

= ε̄(α(rg1g1T )) + . . .+ ε̄(α(rgkgkT ))

= ε̄(rg1g1G1,−rg1g1G2) + . . .+ ε̄(rgkgkG1,−rgkgkG2)

= ε̄(rg1g1G1, 0) + ε̄(0,−rg1g1G2) + . . .+ ε̄(rgkgkG1, 0) + ε̄(0,−rgkgkG2)

=
k∑

i=1

rgi −
k∑

i=1

rgi = 0.
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Portanto, u ∈ ker ε̄.

(II) ker ε̄ ⊂ Im α.

Sejam {gi, i} e {hj, j} conjuntos de geradores de G1 e G2, respectivamente. Considere F o

grupo livre gerado por {xi, yj, i, j} e a apresentação F
π� G1 ∗T G2 com π(xi) = gi e π(yj) = hj.

Pela fórmula fundamental estendida de RF para RG (dada em (∗ ∗ ∗)) com G = G1 ∗T G2,

temos que, para todo λ = π(μ) ∈ RG,

λ− ε(λ) =
∑
i

π

(
∂

∂xi

(μ)

)
(gi − 1) +

∑
j

π

(
∂

∂yj
(μ)

)
(hj − 1),

onde ε : RG → R é a aplicação aumentação usual. Assim, considerando as classes laterais de

G1 e G2 (em G) obtemos, respectivamente,

λG1 − ε(λ)G1 =
∑
j

π

(
∂

∂yj
(μ)

)
(hj − 1)G1. (i)

λG2 − ε(λ)G2 =
∑
i

π

(
∂

∂xi

(μ)

)
(gi − 1)G2. (ii)

Seja (λ1G1, λ2G2) ∈ R(G/G1)
⊕

R(G/G2) tal que (λ1G1, λ2G2) ∈ ker ε̄, λ1, λ2 ∈ RG.

ε̄(λ1G1, λ2G2) = ε̄(λ1G1, 0) + ε̄(0, λ2G2) = 0⇒
ε̄(λ1G1, 0) = −ε̄(0, λ2G2). (iii)

Note que

λ =
∑

rgg ∈ RG⇒ ε̄(λG1, 0) = ε(λ) = ε̄(0, λG2).

Assim, segue de (iii), que

ε(λ1) = −ε(λ2).

Tome μ1, μ2 ∈ RF com π(μ1) = λ1 e π(μ2) = λ2. Vamos mostrar que existe um elemento

w em R(G/T ) tal que α(w) = (λ1G1, λ2G2). De fato, considere

w :=
∑
j

π

(
∂

∂yj
(μ1)

)
(hj − 1)T −

∑
i

π

(
∂

∂xi

(μ2)

)
(gi − 1)T + ε(λ1)T ∈ R(G/T ).

Como gi ∈ G1 e hj ∈ G2, pela definição de α obtemos

α(w) =

(∑
j

π

(
∂

∂yj
(μ1)

)
(hj − 1)G1 + ε(λ1)G1,

∑
i

π

(
∂

∂xi

(μ2)

)
(gi − 1)G2 − ε(λ2)G2

)
.
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Agora, usando na primeira coordenada a igualdade (i) para λ = λ1 e μ = μ1, na segunda

coordenada a igualdade (ii), para λ = λ2 e μ = μ2 e o fato que ε(λ1) = −ε(λ2), tem-se

α(w) = (λ1G1, λ2G2 − ε(λ2)G2 − ε(λ1)G2) = (λ1G1, λ2G2).

Assim (λ1G1, λ2G2) ∈ Im α.

Portanto, ker ε̄ ⊂ Im α e, consequentemente, ker ε̄ = Im α.

Por fim, mostraremos que α é monomorfismo.

Seja λ ∈ RG tal que α(λT ) = (λG1,−λG2) = 0, isto é, λG1 = λG2 = 0. Vamos mostrar

que λ = 0, ou seja, mostraremos que kerα = 0 (logo α é monomorfismo).

Temos que

λ ∈ RG⇒ λ =
∑
g∈G

rgg, com rg quase todos nulos, ou seja, λ = rg1g1 + . . .+ rgkgk, rgi �= 0.

Seja supp(λT ) := {g1T, . . . , gkT} o suporte de λT , (isto é, o conjunto formado pelos gT tais

que rg �= 0 na expressão de λT ). Sejam T1 e T2 transversais à esquerda de G1 módulo T e de G2

módulo T , respectivamente. Pela Observação 3.1.1, qualquer g ∈ G = G1 ∗T G2 pode ser escrito

na forma g = a1b1 . . . anbnc, onde ai ∈ T1, bi ∈ T2, c ∈ T e ai, bi �= 1, exceto possivelmente nos

seus extremos (caso contrário, teŕıamos fatores consecutivos em um mesmo Tα, α ∈ {1, 2}), de
modo que,

supp(λT ) = {a11b11 . . . a1n1
b1n1

T, . . . , ak1bk1 . . . aknk
bknk

T}.

Suponha que exista um elemento gjT , de comprimento não nulo, no suporte de λT

(gj = aj1bj1 . . . ajnj
bjnj

). Devemos analisar os seguintes casos:

(1) gj termina em ajnj
, ou seja, gj = aj1bj1 . . . ajnj

. Neste caso,

gjG2 = aj1bj1 . . . ajnj
G2

tem o mesmo comprimento que gjT . Como o comprimento de gjT é não nulo, segue que gjG2

não se anula em λG2. Logo, λG2 �= 0, o que é uma contradição.

(2) gj termina em bjnj
, ou seja gj = aj1bj1 . . . ajnj

bjnj
. Dessa forma, gjG1 tem o mesmo

comprimento que gjT e portanto gjG1 não se anula em λG1, dáı λG1 �= 0, o que é uma

contradição.
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Assim, conclúımos que não existe elemento de comprimento não nulo no suporte de λT .

Portanto, λ = 0. Dáı, kerα = 0 e consequentemente, α é monomorfismo. �

Proposição 3.1.4 Se G = G1∗T,θ então temos a sequência exata curta de RG-módulos

0→ R(G/T )
α→ R(G/G1)

ε̃→ R→ 0,

onde α é dado por α(gT ) = gG1 − gp−1G1, (p é a letra estável de G) e ε̃ é a aplicação

aumentação.

Demonstração: Temos que ε̃ é epimorfismo. Mostremos que Im α = ker ε̃.

(I) Im α ⊂ ker ε̃. De fato,

u ∈ Im α⇒ u = α(λT ) = α(rg1g1T+. . .+rgkgkT ) = α(rg1g1T )+. . .+α(rgkgkT ), gi ∈ G (i = 1, . . . , k).

Mas

α(rgigiT ) = rgigiG1 − rgigip
−1G1,

dáı,

ε̃(α(rgigiT )) = ε̃(rgigiG1 − rgigip
−1G1) = rgi − rgi = 0,

e portanto,

ε(u) = ε(α(rg1g1T ) + . . .+ α(rgkgkT )) = ε(α(rg1g1T )) + . . .+ ε(α(rgkgkT )) = 0.

Logo, u ∈ ker ε̃.

(II) ker ε̃ ⊂ Im α.

Considere uma apresentação F1 � G1, F1 livre gerado por {xi, i ∈ I} = X1;

G1 = 〈X1;R1〉. Sabemos que G = G1∗T,θ = 〈X1, p;R1〉 , de modo que π : F � G = G1∗T,θ é

uma apresentação de G = G1∗T,θ, sendo F livremente gerado por {xi, i ∈ I} ∪ {q}, π(xi) = gi

e π(q) = p.

Pela fórmula fundamental estendida para RG (dada por (∗ ∗ ∗)) temos, para todo λ ∈ RG,

λ− ε(λ) =
∑
i

π

(
∂

∂xi

(μ)

)
(gi − 1) + π

(
∂

∂q
(μ)

)
(p− 1),
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onde μ ∈ RF com π(μ) = λ e ε : RG→ R é a aplicação aumentação usual. Então,

λG1 − ε(λ)G1 = π

(
∂

∂q
(μ)

)
(p− 1)G1

= π

(
∂

∂q
(μ)

)
p(1− p−1)G1

= π

(
∂

∂q
(μ)

)
pG1 − π

(
∂

∂q
(μ)

)
pp−1G1

= α

(
π

(
∂

∂q
(μ)

)
pT

)
. (i)

Agora, seja λG1 ∈ R(G/G1) tal que λG1 ∈ ker ε̃, isto é, ε̃(λG1) = 0. Então

ε(λ) = ε̃(λG1) = 0

e por (i), segue que

λG1 = α

(
π

(
∂

∂q
(μ)

)
pT

)
∈ Im α.

Portanto, ker ε̃ ⊂ Im α. Consequentemente, ker ε̃ = Im α.

Resta-nos mostrar que α é monomorfismo. Para tal, vamos escolher transversais à esquerda

T1 e T ′1 de G1 módulo T e G1 módulo T ′ = θ(T ), respectivamente, com T1 e T ′1 contendo

1 ∈ G. Pelo Teorema 3.1.2, o conjunto V formado pelos elementos a1p
n1 . . . akp

nk e 1, onde

ni = ±1, ai ∈ T1 se ni = −1 e ai ∈ T ′1 se ni = 1 é um transversal à esquerda para G módulo

G1.

Podemos verificar que o conjunto dos elementos da forma va0, onde v ∈ V e a0 ∈ T1 é um

transversal à esquerda para G módulo T . De fato,

como V é um transversal à esquerda para G módulo G1, segue que

G =
⋃̇
v∈V

vG1

e como T1 é transversal de G1 módulo T ,

G1 =
⋃̇

a0∈T1

a0T.

Dáı,

G =
⋃̇

v∈V, a0∈T1

va0T.
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Dessa forma, dado λ ∈ RG, temos que um elemento λT ∈ R(G/T ) é tal que

λT =
k∑

j=1

rjvja0jT ; rj ∈ R, vj ∈ V, a0j ∈ T1, rj �= 0.

Então,

α(λT ) =
k∑

j=1

rjα(vja0jT )

=
k∑

j=1

rj
(
vja0jG1 − vja0jp

−1G1

)
=

k∑
j=1

rjvja0jG1 −
k∑

j=1

rjvja0jp
−1G1.

Observe que
k∑

j=1

rjvja0jG1 = λG1 e
k∑

j=1

rjvja0jp
−1G1 = λp−1G1.

Considere λT ∈ R(G/T ) com λT ∈ kerα, ou seja, α(λT ) = λG1 − λp−1G1 = 0. Vamos

mostrar que λT = 0, isto é, mostraremos que kerα = 0 e portanto, α é monomorfismo.

Suponhamos que exista um elemento gjT = vja0T = aj1p
nj1aj2p

nj2 . . . ajmp
njma0j de

comprimento máximo m (m �= 0) entre os elementos que aparecem no suporte de λT . Temos

as seguintes situações:

(i) a0j �= 1. Neste caso, temos que

vja0jT = aj1p
nj1 . . . ajmp

njma0jT

dá origem ao somando (em α(λT ), mais precisamente em λp−1G1)

vja0jp
−1G1 = aj1p

nj1 . . . ajmp
njma0jp

−1G1,

que possui comprimento m + 1 no suporte de λp−1G1. Dáı, como λG1 − λp−1G1 = 0 e

em supp(λG1), todos os elementos possuem comprimento menor ou igual a m, segue que

rjvja0jp
−1
j G1 deve se cancelar com um outro somando em λp−1G1, ou seja,

rjvja0jp
−1G1 = rsvsa0sp

−1G1.

Como V é um transversal à esquerda para G módulo G1, (a representação é única), temos

que vja0j = vsa0s . Logo, o elemento rjvja0jT se cancelaria com o elemento rsvsaos em λT .
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Consequentemente, não existiria um elemento vaiT de comprimento máximo no suporte de λT .

(ii) a01 = 1 e njm = −1. Nessas condições, temos que o elemento

vja0jT = vjT = aj1p
nj1 . . . ajmp

−1T,

de comprimento m, dá origem ao termo

vjp
−1G1 = aj1p

nj1 . . . ajmp
−11p−1G1,

de comprimento m+1. Dáı, com o mesmo racioćınio feito no caso anterior, também conclúımos

que não existiria um elemento de comprimento máximo m no suporte de λT . Dessa forma,

podemos assumir que:

(iii) a0j = 1 e njm = 1, isto é,

vjT = vja0jT = aj1p
nj1 . . . ajmpT,

e qualquer outro elemento de comprimento máximo m em λT é deste tipo (pois caso contrário

recaiŕıamos nos casos (i) ou (ii)).

Observe que vjT dá origem ao somando (em α(λT ) mais precisamente em λp−1G1)

vjp
−1G1 = aj1p

nj1 . . . ajmpp
−1G1 = aj1p

nj1 . . . pnjm−1ajmG1,

de modo que o comprimento de vjp
−1G1 no suporte de λp−1G1 é m− 1. Ainda, um termo em

λp−1G1 de suporte máximo m tem que ser do tipo a1p
n1a2p

n2 . . . amp
−1G1 e dáı não se cancela

com vjG1. Assim, como λG1 − λp−1G1 = 0, um tal termo, rjvjG1 = rjaj1p
nj1 . . . ajmpG1 deve

cancelar-se com outro elemento da forma

rsvsG1 = rsas1p
ns1 . . . asmpG1

em λG1, novamente pela unicidade da representação, visto que V é um transversal de G módulo

G1, temos vj = vs, consequentemente vjT = vsT e assim já existiria o cancelamento de rjvjT

com rsvsT em λT . Com isso, conclúımos, como nos outros casos, que não existe somando de

comprimento máximo em λT .

Logo, λT = 0, ou seja, kerα = 0 e portanto, α é monomorfismo. �



3.1 Produto Livre Amalgamado e Extensões HNN 87

O próximo resultado relaciona a (co)homologia de um produto livre amalgamado

G = G1 ∗T G2 com a (co)homologia dos subgrupos G1, G2 e T .

Teorema 3.1.3 Sejam G = G1 ∗T G2 e M um RG-módulo (à esquerda). Então, existem

sequências exatas longas naturais (sequências de Mayer-Vietoris)

· · · → Hk(T ;M)
(cor

G1
T ,−cor G2

T )→ Hk(G1;M)⊕Hk(G2;M)
(cor G

G1
,cor G

G2
)→

(cor G
G1

,cor G
G2

)→ Hk(G;M)
δ→ Hk−1(T ;M)→ · · · ,

e

· · · → Hk(G;M)
(res G

G1
,res G

G2
)→ Hk(G1;M)⊕Hk(G2;M)

(res
G1
T ,−res G2

T )→
(res

G1
T ,−res G2

T )→ Hk(T ;M)
δ→ Hk+1(G;M)→ · · ·

Demonstração: [10], Caṕıtulo II, Teorema 2.10. �



Caṕıtulo

4

(Co)homologia Relativa para pares (G,W )

Neste caṕıtulo apresentamos a definição de (co)homologia relativa segundo

Dicks-Dunwoody ([14]), nos dedicamos mais diretamente ao conceito de

cohomologia. Mostramos a existência da sequência exata longa neste caso e, a

seguir, relacionamos essa teoria de cohomologia com a de Bieri e Eckmann ([11]).

Bieri e Eckmann definiram (co)homologia relativa para pares (G,S), onde G é um

grupo e S é uma famı́lia de subgrupos de G, enquanto que Dicks e Dunwoody

trabalharam com pares (G,W ), sendo G um grupo e W um G-conjunto. Aqui, R

indicará Z ou Z2.

4.1 (Co)homologia Relativa, segundo Dicks-Dunwoody

Sejam G um grupo eW um G-conjunto (conjunto não vazio, munido de uma ação à esquerda

de G).

Definição 4.1.1 Considere RW o R-módulo livre gerado por W . Sejam ε : RW → R a

aplicação aumentação (ε(
∑

rww) =
∑

rw), ΔW = ker ε, M um RG-módulo e P → ΔW uma

RG-resolução projetiva de ΔW . Os grupos de homologia e cohomologia relativa de

ordem n, n ∈ Z, do par (G,W ), com coeficientes em M , são definidos, respectivamente, por

Hn(G,W ;M) := Hn−1(P ⊗RG M),

Hn(G,W ;M) := Hn−1(HomRG(P,M)).

88
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Proposição 4.1.1 Seja G um grupo. Se W é um G-conjunto, M um RG-módulo e F uma

resolução projetiva de R sobre RG então

Hn(G,W ;M) � Hn−1(HomRG(F,HomR(ΔW ,M))) = Hn−1(G;HomR(ΔW ,M)).

Demonstração: Primeiramente, observe que se F é uma resolução projetiva de R sobre RG,

então como ΔW é R-livre (e portanto R-projetivo), P := F⊗ΔW é uma RG-resolução projetiva

de R ⊗ΔW

Prop.1.3.1� ΔW (isto pode ser mostrado de modo similar ao feito em [32], Proposição

1.5.5 p. 20). Além disso, pela Proposição 1.3.6, tem-se

HomRG(F,Hom(ΔW ,M)) � HomRG(F ⊗ΔW ,M).

Assim,

Hn(G,W ;M)
Def.4.1.1

= Hn−1(HomRG(P,M)) = Hn−1(HomRG(F ⊗ΔW ,M))

� Hn−1(HomRG(F,HomR(ΔW ,M))
Def.2.3.1

= Hn−1(G;HomR(ΔW ,M)).

�

Mostraremos agora a existência da sequência exata longa para o par (G,W ), onde G é um

grupo e W é um G-conjunto. Para isso, adaptamos a prova dada em [13] (Proposição 2.5.6) à

notação de Dicks-Dunwoody.

Proposição 4.1.2 Seja (G,W ) um par onde G é um grupo e W é um G-conjunto. Considere

E um conjunto de representantes para as G-órbitas em W , Gw o subgrupo de isotropia de w,

para cada w ∈ E, e M um RG-módulo. Então, temos a seguinte sequência exata longa (em

cohomologia):

0→ H0(G;M)→H0(W ;M)
δ→ H1(G,W ;M)

J→ H1(G;M)
res G

W→ H1(W ;M)→ · · · ,

onde

res G
W : Hn(G;M)→ Hn(W ;M)

not.
=

∏
w∈E

Hn(Gw;M)

é a aplicação restrição definida por res G
W [f ] :=

(
res G

Gw
[f ]
)
w∈E , sendo res G

Gw
: Hn(G;M) →

Hn(Gw;M) a aplicação restrição, induzida, no ńıvel n de cohomologia, pelas inclusões Gw
i
↪→ G,

para cada w ∈ E.

Demonstração: Considere a sequência exata curta de RG-módulos

0→ ΔW
i→ RW

ε→ R→ 0,
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onde ΔW = ker ε, i é a aplicação inclusão e ε é a aplicação aumentação.

Como R é R-projetivo, segue pela Proposição 1.2.2 e pelo Teorema 1.4.5, que a sequência

0→ HomR(R,M)
ε#→ HomR(RW,M)

i#→ HomR(ΔW ,M)→ 0,

onde ε#(f) = Hom(ε, id)(f) = f ◦ ε e i#(f) = Hom(i, id)(f) = f ◦ i, também é exata.

Seja F → R uma resolução projetiva de R sobre RG. Como os F ′ns são RG-projetivos segue,

do Teorema 1.4.6, que para cada n ∈ Z, a sequência

0→ HomRG(Fn, HomR(R,M))
ε#n→ HomRG(Fn, HomR(RW,M))

i#n→ HomRG(Fn, HomR(ΔW ,M))→ 0

é exata. Logo, temos a seguinte sequência exata curta de complexos de cocadeias:

0→ HomRG(F,HomR(R,M))
˜ε#→ HomRG(F,HomR(RW,M))

˜i#→ HomRG(F,HomR(ΔW ,M))→ 0,

sendo ε̃#(f) = ε# ◦ f e ĩ#(f) = i# ◦ f , o que nos fornece a seguinte sequência exata longa em

cohomologia (ver Proposição 2.4.1):

· · · → Hn(G;HomR(R,M))
ε∗n→ Hn(G;HomR(RW,M))

i∗n→ Hn(G;HomR(ΔW ,M))
τn→

τn→ Hn+1(G,HomR(R,M))→ · · · , (I)

onde (ε∗n)([f ]) = [ε̃#n (f)] = [ε#n ◦f ]; (i∗n)([f ]) = [ĩ#n (f)] = [i#n ◦f ] e τn é o homomorfismo conexão

(Definição 1.1.15).

Como E é um conjunto de representantes para as G-órbitas distintas de W segue, da

Proposição 1.2.8, que

RW �
⊕
w∈E

R(G/Gw).

Logo a sequência exata longa (I) toma a forma

· · · → Hn(G;HomR(R,M))
ε∗n→ Hn(G;HomR(

⊕
w∈E

R(G/Gw),M))
i∗n→

i∗n→ Hn(G;HomR(ΔW ,M))
τn→ Hn+1(G,HomR(R,M))→ · · ·

Agora, HomR(R,M)
ψ;Prop.1.3.4� M . Assim,

Hn(G;M)
ψ∗� Hn(G;HomR(R,M)), onde ψ∗ é o homomorfismo induzido de ψ (isto é,

ψ∗[f ] = [ψ ◦ f ], ψ : M → HomR(R,M); ψ(m)(1) = m).
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Além disso,

Hn−1(G;HomR(ΔW ,M))
Prop.4.1.1� Hn(G,W ;M).

Vamos mostrar que

Hn(G,HomR(
⊕
w∈E

R(G/Gw),M))
ρ∗� Hn(W ;M), (∗)

sendo ρ∗ a aplicação apresentada a seguir.

Com isso, a sequência exata anterior toma a seguinte forma:

· · · → Hn(G;M)
ρ∗◦ε∗◦ψ∗→ Hn(W ;M)→ Hn+1(G,W ;M)→ Hn+1(G;M)→ Hn+1(W ;M)→ · · ·

Mostraremos também que ρ∗ ◦ ε∗ ◦ ψ∗ = res G
W , (∗∗)

onde res G
W [f ] =

(
res G

Gw
[f ]
)
w∈E, com res G

Gw
: Hn(G;W ) → Hn(Gw;M) induzida pela inclusão

Gw
i
↪→ G. De forma a obtermos a sequência desejada.

Para mostrar (∗) e (∗∗), considere a aplicação Hn(G;M)
res G

W→ Hn(W ;M) e a sequência:

Hn(G;M)
ψ∗→ Hn(G;HomR(R,M))

ε∗→ Hn(G;HomR(
⊕
w∈E

R(G/Gw,M)))
φ∗→

φ∗→ Hn(G;
∏
w∈E

HomR(R(G/Gw),M))
γ→
∏
w∈E

Hn(G;HomR(R(G/Gw),M))
ϕ∗→

ϕ∗→
∏
w∈E

Hn(G;CoindGGw
M)

π∗→
∏
w∈E

Hn(G;M)
(res G

Gw
)w∈E→ Hn(W ;M),

em que

• φ∗ é a aplicação induzida de φ : HomR(
⊕
w∈E

R(G/Gw),M) →
∏
w∈E

HomR(R(G/Gw),M),

dada por φ(f) = (f ◦ jw′)w′∈E, sendo jw′ a inclusão de R(G/Gw′) em RW , para cada

w′ ∈ E;

• ϕ∗ = (ϕ∗w)w∈E é a aplicação induzida de ϕw : HomR(R(G/Gw),M) → CoindGGw
M dada

por ϕw(fw)(x) = xfw(x
−1Gw);

• π∗ = (π∗w)w∈E é a aplicação induzida de πw : CoindGGw
M →M dada por πw(fw) = fw(1);

• γ : Hn(G;
∏
w∈E

HomR(R(G/Gw),M)) →
∏
w∈E

Hn(G;HomR(R(G/Gw),M)) é a aplicação

dada por γ([f ]) = ([pw ◦ f ])w∈E, onde
pw :

∏
w∈E

HomR(R(G/Gw),M)→ HomR(R(G/Gw),M) é a projeção, e
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• (res G
Gw

)w∈E :
∏
w∈E

Hn(G;M) → Hn(W ;M), tal que (res G
Gw

)w∈E([φw]w∈E) =

(res G
Gw

([φw]))w∈E.

Note que φ∗, ϕ∗, γ e (res G
Gw

)w∈E ◦ (π∗w)w∈E = (res G
Gw
◦ π∗w)w∈E são isomorfismos, onde

(res G
Gw
◦ π∗w)w∈E : Hn(G; Coind G

Gw
M)→ Hn(Gw;M) é o isomorfismo de Shapiro. Dáı

ρ∗ := (resGGw
)w∈E ◦ (π∗w)w∈E ◦ ϕ∗ ◦ γ ◦ φ∗ é isomorfismo, e consequentemente,

Hn(G,HomR(
⊕
w∈E

R(G/Gw),M))
ρ∗� Hn(W ;M).

Por fim, dado [f ] ∈ Hn(G;M), temos:

(ρ∗ ◦ ε∗ ◦ ψ∗)([f ]) = ρ∗ ◦ ε∗[ψ ◦ f ] = ρ∗[ε# ◦ ψ ◦ f ]
= ((res G

Gw
)w∈E ◦ (π∗w)w∈E ◦ ϕ∗ ◦ γ ◦ φ∗)[ε# ◦ ψ ◦ f ]

= (res G
Gw

)w∈E ◦ (π∗w)w∈E ◦ ϕ∗ ◦ γ[φ ◦ ε# ◦ ψ ◦ f ]
= (res G

Gw
)w∈E ◦ (π∗w)w∈E ◦ ϕ∗([pw ◦ φ ◦ ε# ◦ ψ ◦ f ])w∈E

= (res G
Gw

)w∈E ◦ (π∗w)w∈E([ϕw ◦ pw ◦ φ ◦ ε# ◦ ψ ◦ f ])w∈E
= ((res G

Gw
)[(πw ◦ ϕw ◦ pw ◦ φ ◦ ε# ◦ ψ ◦ f)])w∈E.

Mas, para todo u ∈ Fn, sendo F = (Fn)→ R uma resolução projetiva de R sobre RG,

(πw ◦ ϕw ◦ pw ◦ φ ◦ ε# ◦ ψ ◦ f)(u) = (πw ◦ ϕw ◦ pw ◦ φ ◦ ε# ◦ ψ)(f(u))
= (πw ◦ ϕw ◦ pw ◦ φ)(ε#(ψ(f(u)))
= (πw ◦ ϕw ◦ pw ◦ φ)(ψ(f(u)) ◦ ε))
= (πw ◦ ϕw ◦ pw)(ψ(f(u)) ◦ ε ◦ jw′)w′∈E
= (πw ◦ ϕw)(ψ(f(u)) ◦ ε ◦ jw)
= πw(ϕw(ψ(f(u)) ◦ ε ◦ jw))
= (ϕw(ψ(f(u))) ◦ ε ◦ jw)(1)
= 1 · (ψ(f(u)) ◦ ε ◦ jw)(1 ·Gw)

= (ψ(f(u)))(1) = f(u), ∀u ∈ Fn.

Assim, (ρ∗ ◦ ε∗ ◦ ψ∗[f ]) = (res G
Gw

[f ])w∈E = res G
W [f ], como queŕıamos. �
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4.2 H∗(G,S ;M) e H∗(G,S ;M)

Nesta seção apresentamos o conceito de (co)homologia relativa para um grupo G e uma

famı́lia S = {Si, i ∈ I} de subgrupos de G, H∗(G,S;M) e H∗(G,S;M). Essa teoria de

(co)homologia relativa para pares (G,S) foi introduzida por Bieri e Eckmann em [11] e está

intimamente relacionada com a de pares (G,W ), definida na seção anterior. O conceito de

(co)homologia de pares de grupos (G,S) é uma extensão natural da definição dada por Ribes

([28]) considerando S = {S}, famı́lia com apenas um subgrupo. Para mais detalhes, veja [3].

Apresentamos também o conceito de dualidade para par que será utilizado em resultados dos

caṕıtulos seguintes.

Definição 4.2.1 Um par grupo (G,S) consiste de um grupo G e uma famı́lia S = {Si, i ∈ I}
de subgrupos, não necessariamente distintos, de G.

Considere um par grupo (G,S) e R(G/S) o R-módulo livre gerado pelas classes gSi, i ∈ I,

na qual G atua por multiplicação à esquerda. Assim,

R(G/S) =
⊕
i∈I

R(G/Si)
Cor.2.2.1

=
⊕
i∈I

IndGSi
R =

⊕
i∈I

RG⊗RSi
R.

Seja ε : R(G/S)→ R a aplicação aumentação usual que leva cada gerador gSi em 1 ∈ R, e

denotemos por ΔS o núcleo de ε.

Definição 4.2.2 Sejam (G,S) um par grupo, S = {Si, i ∈ I} e M um RG-módulo. Para cada

n ∈ Z define-se os grupos de homologia e cohomologia relativa de ordem n para (G,S)
com coeficientes em M , respectivamente, por:

Hn(G,S;M) := Hn−1(G; ΔS ⊗R M),

Hn(G,S;M) := Hn−1(G;HomR(ΔS ,M)),

onde as ações de G em ΔS ⊗R M e HomR(ΔS ,M) são as ações diagonais (Definição 2.1.3),

dadas por

g · (x⊗m) = g(x⊗m) = gx⊗ gm e (g · f)(x) = gf(g−1x),

respectivamente (com g ∈ G, x ∈ ΔS , m ∈M e f ∈ HomR(ΔS ,M)).

Observação 4.2.1 (i) Se n < 0, segue da definição que,

Hn(G,S;M) = Hn(G,S;M) = 0.

(ii) Se S = ∅, por convenção, considera-se

Hn(G, ∅;M) = Hn(G;M) e Hn(G, ∅;M) = Hn(G;M).
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(iii) É usual denotar, para qualquer famı́lia S = {Si, i ∈ I} de subgrupos de G,

Hn(S;M) =
⊕
i∈I

Hn(Si;M) e Hn(S;M) =
∏
i∈I

Hn(Si;M),

onde M é um RS-módulo, isto é, um RSi-módulo para todo i ∈ I. Note que se M é um

RG-módulo então M é um RS-módulo por restrição de escalares.

Para o par grupo (G,S), também temos uma sequência exata longa em cohomologia. A

saber:

Proposição 4.2.1 Sejam (G,S) um par grupo onde S = {Si, i ∈ I} e M é um RG-módulo.

Então, temos a seguinte sequência exata longa:

· · · → Hn(G;M)
res G

S→
∏
i∈I

Hn(Si;M)
δ→ Hn+1(G,S;M)

J→ Hn+1(G;M)→ · · ·

que é natural no RG-módulo M e no par (G,S), onde

res G
S : Hn(G;M) −→ Hn(S;M) :=

∏
i∈I

Hn(Si;M),

dada por res G
S ([f ]) = (resGSi

[f ])i∈I , é a aplicação induzida (no ńıvel n de cohomologia) pelas

inclusões Si
i
↪→ G.

Demonstração: [11], Proposição 1.1, ou [13], Proposição 2.5.6. �

4.3 A Relação entre as Teorias de Cohomologia: de Bieri-Eckmann e

Dicks-Dunwoody

O objetivo desta seção é apresentar a relação entre as duas teorias de cohomologia (de

Bieri-Eckmann e Dicks-Dunwoody). Dado um par (G,W ), para ir da teoria de Dicks-Dunwoody

para a teoria de Bieri-Eckmann basta escolher a famı́lia de subgrupos S de G formada pelos

subgrupos de isotropia dados pela ação de G em W . O teorema seguinte nos mostra como fazer

isso nesse sentido, tal resultado foi estabelecido (implicitamente) em [14], mencionado em [6] e

demonstrado em [17] e [8].

Teorema 4.3.1 Sejam G um grupo, M um RG-módulo e W um G-conjunto. Considere

E = {wi, i ∈ I} um conjunto de representantes para as G-órbitas de W e seja

S = {Si := Gwi
, i ∈ I} a famı́lia dos subgrupos de isotropia dos representantes em E. Então,

os grupos de cohomologia relativa com coeficientes em M do par (G,W ), dados pela Definição

4.1.1, e os grupos de cohomologia relativa com coeficientes em M do par (G,S), dados pela
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Definição 4.2.2, são isomorfos, isto é, para todo n ∈ Z, temos

Hn(G,W ;M) � Hn(G,S;M).

Demonstração: Pela Proposição 1.2.8, temos (o RG-isomorfismo)

RW �
⊕
wi∈E

R(G/Gwi
) = R(G/S); w = gwi �→ gGwi

. (∗)

Considere as aplicações aumentação

ε : RW → R e ε : R(G/S)→ R,

R(G/S) o R-módulo livre gerado pelas classes gSi = gGwi
, com wi ∈ E (elementos distintos).

Se identificamos RW com R(G/S) via o isomorfismo (∗), então ΔW = ker ε é identificado com

ΔS = ker ε, isto é, ΔW � ΔS (∗∗).
Para melhor visualizar tome, por exemplo,

u = n1w
′
1 + · · ·+ nkw

′
k ∈ RW =

⋃
i

RG(wi), com w′i ∈ G(wi), isto é, w′i = giwi.

Então ε(u) = n1 + · · · + nk (ε : RW → R). Se considerarmos ε : R(G/S) → R, em R(G/S) u
corresponderia (via o isomorfismo (∗)) a

ũ = n1g1Gw1 + · · ·+ nkgkGwk
,

e dáı

ε(ũ) = ε(n1g1Gw1 + · · ·+ nkgkGwk
) = n1 + · · ·+ nk.

De modo que ε(u) = 0⇔ ε(ũ) = 0, isto é, u ∈ ΔW ⇔ ũ ∈ ΔS .

Assim,

Hn(G,W ;M)
Prop.4.1.1� Hn−1(G;HomR(ΔW ,M))

(∗∗)� Hn−1(G;HomR(ΔS ,M))
Def.4.2.2

= Hk(G,S;M).

Portanto, o resultado segue. �

Observação 4.3.1 1. Um resultado similar é válido para os grupos de homologia

Hn(G,S;M) e Hn(G,W ;M).

2. Se usamos o isomorfismo entre os grupos de cohomologia, dado pelo teorema anterior,

pode-se deduzir a sequência exata longa para (G,W ) a partir da sequência exata longa

dada para (G,S) (Proposição 4.2.1).
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4.4 Pares de Dualidade

Bieri e Eckmann ([11]) definiram o conceito de dualidade para um par grupo (G,S), sendo
S uma famı́lia de subgrupos de G. Posteriormente, Dicks e Dunwoody ([14]) consideraram

dualidade para um par (G,W ), onde G é um grupo e W é um G-conjunto. Nesta seção,

apresentamos apenas alguns resultados (envolvendo esses conceitos) que serão utilizados na

seção 5.5 do próximo caṕıtulo. Em especial a relação entre os dois conceitos (para R = Z2).

Definição 4.4.1 ([11], § 4 e 6) Dizemos que um par grupo (G,S) é um par de dualidade de

dimensão n sobre R ou um Dn-par se existe um RG-módulo C e isomorfismos naturais

Hn−k(G,S;C ⊗R M) � Hk(G;M),

Hk(G,S;M) � Hn−k(G;C ⊗R M),

para todo RG-módulo M e todo k ∈ Z, sendo S uma famı́lia finita de Dn−1-subgrupos de G

com módulo dualizante C. Se C � R, diz-se que (G,S) é um PDn-par (par de dualidade de

Poincaré).

Proposição 4.4.1 Sejam G um grupo e S uma famı́lia de subgrupos de G. Se (G,S) é um

Dn-par com módulo dualizante C, então:

(i) G é um Dn−1-grupo com o módulo dualizante ΔS ⊗R C (com a G-ação diagonal).

(ii) Cada Si ∈ S é um Dn−1-grupo com módulo dualizante C (considerado como Si-módulo por

restrição).

(iii) S é uma famı́lia finita de subgrupos de G.

Demonstração: [11], Teorema 4.2. �

Observação 4.4.1 Se (G,S) é um PDn-par então, cada elemento de S é um PDn−1-subgrupo

de G.

Definição 4.4.2 ([14], p. 139, para Z2) Seja (G,W ) um par onde G é um grupo e W é um G-

conjunto. (G,W ) é um par de dualidade de Poincaré de dimensão n, ou simplesmente um

PDn-par (sobre Z2), se para todo Z2G-módulo M e para todo k ∈ Z, existem os isomorfismos

naturais:

Hk(G,W ;M) � Hn−k(G;M),

Hk(G,W ;M) � Hn−k(G;M).

Proposição 4.4.2 Seja (G,W ) um PDn-par, onde G é um grupo e W é um G-conjunto.

Então,

(i) W possui um número finito de G-órbitas.

(ii) Para cada w ∈ W , tem-se que o subgrupo de isotropia Gw é um PDn−1-grupo.
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Demonstração: [24], p. 273. �

Proposição 4.4.3 Seja (G,W ) um par onde G é um grupo e W é um G-conjunto. Considere

E um conjunto de representantes para as G-órbitas em W tal que [G : Gw] = ∞, ∀w ∈ E

e S = {Gw, w ∈ E}. (G,W ) é um PDn-par (segundo a Definição 4.4.2) então (G,S) é um

PDn-par (de acordo com a Definição 4.4.1).

Demonstração: [17] e [8]. �



Caṕıtulo

5

O Invariante E(G,W,M)

Neste caṕıtulo apresentamos o invariante E(G,W,M) e algumas de suas

propriedades, dentre elas: a independência do conjunto de representantes para as

G-órbitas e a invariância (cohomológica), por isomorfismo de pares. Aqui vamos

considerar R = Z2, isto é, trabalhamos com Z2G-módulos, de modo que, podemos

ver os grupos de (co)homologia (absoluta e relativa) como espaços vetoriais sobre

Z2, o que nos permite falar em dimensão desses espaços. Algumas das propriedades

apresentadas são bastante similares às existentes para E(G,S,M), o invariante

definido em [3], (vide [7]) e foram adaptadas aqui, à notação de Dicks-Dunwoody.

5.1 A Definição de E(G,W,M)

Definição 5.1.1 Sejam G um grupo e W um G-conjunto. Considere E um conjunto de

representantes para as G-órbitas em W tal que [G : Gw] = ∞, ∀w ∈ E e M um Z2G-módulo.

Define-se ([6]):

E(G,W,M) := 1 + dimker res G
W ,

onde, res G
W : H1(G;M) → H1(W ;M) =

∏
w∈E

H1(Gw;M); res G
W ([f ]) =

(
res G

Gw
[f ]
)
w∈E , sendo

res G
Gw

: H1(G;M)→ H1(Gw;M) a aplicação induzida da inclusão Gw ↪→ G.

Observação 5.1.1 1. Na definição anterior, em função da exigência de que [G : Gw] =∞,

segue que o grupo G considerado é um grupo infinito.

2. Se W é um G-conjunto e E é um conjunto de representantes para as G-órbitas em W ,

segue em vista do isomorfismo H∗(G,S;M) � H∗(G,W ;M), que E(G,S,M) coincide

98
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com E(G,W,M) se S = {Gw, w ∈ E} (sendo [G : Gw] =∞, ∀w ∈ E, e Gw os subgrupos

de isotropia).

3. A definição de E(G,W,M) e de outros invariantes existentes para pares têm sido, de

certo modo, motivada na definição de e(G), o número de ends de um grupo G (veja [3]),

e de e(G, T ), com T subgrupo de G, apresentados na seção 5.6 deste caṕıtulo. Como

e(G) = 0, se G é finito, e e(G) = 1+dimH1(G;Z2G), se G é infinito, ainda, e(G, T ) = 0

se [G : T ] < ∞, é natural supor [G : Gw] = ∞, ∀w ∈ E e considerar a definição de

E(G,W,M) apresentada.

4. Há uma interpretação topológica para a (co)homologia relativa ([11]) que estende a

interpretação dada para (co)homologia absoluta (Proposição 2.7.1). Logo, considerando

o Teorema 4.3.1, é posśıvel obter, em condições adequadas, uma interpretação topológica

para E(G,W,M).

Apresenta-se a seguir uma propriedade de E(G,W,M) que será útil na demonstração do

principal resultado da próxima seção. Esse resultado foi dado em [7], usando a notação de

Bieri-Eckmann.

Proposição 5.1.1 Considere G um grupo, W um G-conjunto e E um conjunto de

representantes para as G-órbitas em W . Suponha que [G : Gw] = ∞, ∀w ∈ E. Seja M

um Z2G-módulo e considere as restrições res G
Gw

: H1(G;M)→ H1(Gw;M). Então,

E(G,W,M) = 1 + dim
⋂
w∈E

ker res G
Gw

.

Demonstração: Temos que

res G
W : H1(G;M)→

∏
w∈E

H1(Gw;M) e res G
Gw

: H1(G;M)→ H1(Gw;M). Assim,

f ∈ ker res G
W ⇔ (

res G
Gw

(f)
)
w∈E = 0⇔

⇔ res G
Gw

(f) = 0, ∀w ∈ E ⇔
⇔ f ∈ ker res G

Gw
, ∀w ∈ E.

Logo, ker res G
W =

⋂
w∈E

ker res G
Gw

, de modo que

E(G,W,M) = 1 + dimker res G
W = 1 + dim

⋂
w∈E

ker res G
Gw

.

�
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5.2 Independência do Conjunto de Representantes de Órbitas na

Definição de E(G,W,M)

Observe que E(G,W,M) é definido sobre um grupo G, um G-conjunto W com

[G : Gw] = ∞, ∀w ∈ E, onde E é um conjunto de representantes para as G-órbitas em

W e M é um RG-módulo. Nosso interesse agora é mostrar que essa definição independe do

conjunto de representantes das G-órbitas escolhido.

Lema 5.2.1 Sejam W um G-conjunto e w ∈ W . Se as G-órbitas G(w) = G(w′) e w′ = g0w

(g0 ∈ G) então Gw′ = g0Gwg
−1
0 .

Demonstração: Por hipótese

G(w) = G(w′)⇔ {gw, g ∈ G} = {gw′, g ∈ G}, de modo que w′ ∈ G(w′) = G(w).

Supondo que w′ = g0w, temos

g ∈ Gw′ ⇔ gw′ = w′ ⇔ gg0w = g0w ⇔ g−10 gg0w = w ⇔ g−10 gg0 ∈ Gw ⇔ g ∈ g0Gwg
−1
0 . �

Proposição 5.2.1 Se W é um G-conjunto, w e w′ são elementos de uma mesma G-órbita e

w′ = g0w então, considerando as restrições

res G
Gw

: H1(G;M)→ H1(Gw,M) e res G
Gw′

: H1(G;M)→ H1(Gw′ ,M),

tem-se

ker res G
Gw

= ker res G
Gw′

.

Demonstração: Pela Proposição 2.8.2, temos que

H1(G;M) � Der(G,M)

P (G,M)
e H1(Gw;M) � Der(Gw,M)

P (Gw,M)
,

onde

Der(G,M) = {d : G→M ; d(gh) = d(g) + gd(h), ∀g, h ∈ G}

é o grupo das derivações de G em M , e

P (G,M) = {dm ∈ Der(G,M); dm(g) = gm−m, m ∈M fixo}

é o grupo das derivações principais de G em M .

Indicando um elemento d+ P (G,M) de H1(G;M) por [d], tem-se que

res G
Gw

: H1(G;M) → H1(Gw;M)

[d] �→ [d|Gw ].
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Note que

[d] ∈ ker res G
Gw
⇔ res G

Gw
([d]) = 0⇔ [d|Gw ] = 0⇔ d|Gw ∈ P (Gw,M),

ou seja, existe m ∈M tal que d|Gw = dm : Gw →M . Similarmente,

[d] ∈ ker res G
Gw′

⇔ res G
Gw′

([d]) = 0⇔ [d|Gw′ ] = 0⇔ d|Gw′ ∈ P (Gw′ ,M),

ou seja, existe m′ ∈M tal que d|Gw′ = dm′ : Gw′ →M .

Mostremos que ker res G
Gw
⊂ ker res G

Gw′
.

Seja [d] ∈ ker res G
Gw

e m ∈M tal que d|Gw = dm.

Pelo lema anterior, uma vez que w′ = g0w, temos que Gw′ = g0Gwg
−1
0 . Seja

m′ := g0m− d(g0), vamos mostrar que [d] ∈ ker res G
Gw′

. De fato, se g′ ∈ Gw′ então g′ = g0gg
−1
0 ,

para algum g ∈ Gw. Dáı usando o fato que em uma derivação tem-se d(g) = −gd(g−1)
(Proposição 2.8.1), segue que

d|Gw′ (g
′) = d(g′) Lema

= d(g0gg
−1
0 ) = d(g0) + g0d(gg

−1
0 )

= d(g0) + g0d(g) + g0gd(g
−1
0 )

= d(g0) + g0d(g) + g0g(−g−10 d(g0))

= d(g0) + g0d(g)− g′d(g0)

= −g′d(g0) + d(g0) + g0(gm−m) (pois g ∈ Gw e d|Gw = dm)

= −g′d(g0) + d(g0) + g0gm− g0m

= −g′d(g0) + d(g0) + g0g(g
−1
0 g0)m− g0m

= −g′d(g0) + d(g0) + g′g0m− g0m

= g′(g0m− d(g0))− (g0m− d(g0))

= g′m′ −m′ = dm′(g
′).

Assim, ker res G
Gw
⊂ ker res G

Gw′
. De modo análogo, mostra-se que ker res G

Gw′
⊂ ker res G

Gw
,

consequentemente

ker res G
Gw

= ker res G
Gw′

.

�

Corolário 5.2.1 A definição de E(G,W,M) independe do conjunto de representantes das G-

órbitas escolhido.
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Demonstração: Seja W um G-conjunto e E, E ′ conjuntos de representantes para as G-órbitas

em W . Notemos que se w′ = g0w, com w ∈ E e w′ ∈ E ′, então

[G : Gw] =∞⇔ [G : Gw′ ] =∞,

visto que [G : Gw] = |G(w)| = |G(w′)| = [G : Gw′ ]. Pela proposição anterior,

ker res G
Gw

= ker res G
Gw′

,

dáı, ⋂
w∈E

ker res G
Gw

=
⋂

w′∈E′
ker res G

Gw′
,

e o resultado segue da Proposição 5.1.1. �

5.3 A Invariância Cohomológica de E(G,W,M) (por Isomorfismo de

Pares)

Seja C a categoria cujos objetos são os pares ((G,W );M) tais que G é um grupo, W é um

G-conjunto com [G : Gw] = ∞, ∀w ∈ E, onde E é um conjunto de representantes para as

G-órbitas de W e M é um Z2G-módulo, e cujos morfismos são aplicações

ϕ : ((G,W );M)→ ((G′,W ′);M ′)

consistindo de:

(i) Um homomorfismo de grupos α : G→ G′;

(ii) Uma aplicação ψ : W → W ′, com ψ(E) ⊂ E ′ tal que α(Gw) = G′ψ(w), ∀w ∈ E, sendo E ′

um conjunto de representantes para as G′-órbitas de W ′;

(iii) Um homomorfismo φ : M ′ → M satisfazendo a condição φ(α(g) ·m′) = g · φ(m′), ∀g ∈ G

e m′ ∈ M ′, isto é, φ é um homomorfismo de Z2G-módulos onde consideramos M ′ como

Z2G-módulo via α. (Note que, no par ((G′,W ′),M ′), M ′ é um Z2G
′-módulo).

Dados objetos ((G,W ),M) e ((G′,W ′),M ′) de C, um isomorfismo entre esses objetos

consiste de:

(i) Um isomorfismo de grupos α : G→ G′;

(ii) Uma bijeção ψ : W → W ′, tal que ψ(E) = E ′ e α(Gw) = G′ψ(w), ∀w ∈ E;

(iii) Um isomorfismo de grupos abelianos φ : M ′ →M que é um isomorfismo de Z2G-módulos,

considerando em M ′ a G-ação g ·m′ := α(g) ·m′.

Neste caso se diz que os pares ((G,W ),M) e ((G′,W ′),M ′) são isomorfos na categoria C.
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No próximo resultado mostramos que E(G,W,M) é invariante na categoria C. Essa

demonstração foi dada em [1] usando a notação de Bieri-Eckmann e adaptada aqui à notação

de Dicks-Dunwoody para pares (G,W ).

Teorema 5.3.1 Se os pares ((G,W );M) e ((G′,W ′);M ′) são isomorfos (na categoria C), então

E(G,W,M) = E(G′,W ′,M ′).

Demonstração: Considere E = {wi, i ∈ I} e E ′ = {w′i, i ∈ I} conjuntos de representantes

para as G-órbitas de W e as G′-órbitas de W ′, respectivamente. Uma vez que

Z2W
Prop.1.2.8�

⊕
w∈E

Z2(G/Gw) e Z2W
′ Prop.1.2.8�

⊕
w′∈E′

Z2(G
′/Gw′),

pela hipótese do teorema podemos considerar o isomorfismo ρ : Z2W → Z2W
′ definido nos

geradores por ρ(xGwi
) = α(x)G′ψ(wi)

, cuja inversa β : Z2W
′ → Z2W é dada por

β(yG′w′i) = α−1(y)Gψ−1(wi).

Note que ρ(Δ) = Δ′, onde Δ = ker ε e Δ′ = ker ε′, sendo ε : Z2W → Z2 e ε′ : Z2W
′ → Z2

as aplicações aumentação. De fato, se u ∈ Δ ⊂ Z2W , então

u =
∑

rgkigkiGwki
; rgki ∈ Z2, rgki = 0 para quase todo rgki e ε(u) = 0, ou seja

u = 1gk1Gwk1
+ . . .+ 1gknGwkn

, n ∈ N e ε(u) = 1 + . . .+ 1 = n · 1 = 0,

de modo que, n é par. Então,

ρ(u) = 1α(gk1)G
′
ψ(wk1

) + . . .+ 1α(gkn)G
′
ψ(wkn )

. Dáı

ε′(ρ(u)) = 1 + . . .+ 1 = n · 1 = 0 (pois n é par).

Portanto, ρ(Δ) ⊂ Δ′. Similarmente, tem-se Δ′ ⊂ ρ(Δ), de modo que Δ′ = ρ(Δ). Assim,

ρ̄ = ρ|Δ : Δ→ Δ′

é também isomorfismo. Dessa forma, podemos considerar o seguinte diagrama comutativo com

linhas exatas:

0 �� Δ
iG �� Z2W

ε �� Z2
�� 0

0 �� Δ′ iG′ ��

ρ̄

��

Z2W
′ ε′ ��

ρ

��

Z2
��

id

��

0

Como Z2 é Z2-projetivo, pela Proposição 1.2.2 e pelo Teorema 1.4.5, este diagrama induz o
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seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

0 �� HomZ2(Z2,M) �� HomZ2(Z2W,M) �� HomZ2(Δ,M) �� 0 (1)

0 �� HomZ2(Z2,M
′)

φ

��

�� HomZ2(Z2W
′,M ′)

(ρ,φ)#

��

�� HomZ2(Δ
′,M ′)

(ρ̄,φ)#

��

�� 0 (2)

onde (ρ, φ)#(f) = φ ◦ f ◦ ρ e (ρ̄, φ)#(f) = φ ◦ f ◦ ρ̄.

Denotando HomZ2(Δ,M) por X e HomZ2(Δ
′,M ′) por X ′, temos:

0 �� HomZ2(Z2,M) �� HomZ2(Z2W,M) �� X �� 0 (1)

0 �� HomZ2(Z2,M
′)

φ

��

�� HomZ2(Z2W
′,M ′)

(ρ,φ)#

��

�� X ′
(ρ̄,φ)#

��

�� 0 (2)

Seja F → Z2 uma resolução projetiva de Z2 sobre Z2G
′. Observe que α : G → G′ induz a

seguinte ação de G em Fi

g ∗ x = α(g) · x, ∀g ∈ G e x ∈ Fi.

Dáı, cada Fi é um Z2G
′-módulo projetivo e como α é isomorfismo, cada Fi é um Z2G-módulo

projetivo, ou seja, F → Z2 também é uma resolução projetiva de Z2 sobre Z2G.

Seja τ : F → F a aplicação identidade. Temos que τ(g ∗ x) = g ∗ x = α(g) · x = α(g)τ(x).

Aplicando HomZ2G(F, ) à sequência (1) e HomZ2G′(F, ) à sequência (2), obtemos o

seguinte diagrama comutativo de complexo de cocadeias:

0 �� HomZ2G(F,M) �� HomZ2G(F,Hom(Z2W,M)) �� HomZ2G(F,X) �� 0 (1′)

0 �� HomZ2G′(F,M
′)

	
��

�� HomZ2G′(F,Hom(Z2W
′,M ′))

	
��

�� HomZ2G′(F,X
′)

	
��

�� 0 (2′)

As sequências (1’) e (2’) são exatas pois F → Z2 é uma resolução Z2G-projetiva e Z2G
′-

projetiva (Teorema 1.4.6) e, as aplicações verticais são todas isomorfismos.

Raciocinando como na demonstração da Proposição 4.1.2, obtemos o seguinte diagrama

comutativo cujas linhas são dadas pelas sequências exatas longas em cohomologia (Proposição

4.1.2):

0 �� H0(G;M) �� H0(W ;M) �� H1(G,W ;M)
J �� H1(G;M)

res G
W �� H1(W ;M) �� · · ·

0 �� H0(G′;M)

	
��

�� H0(W ′;M)

	
��

�� H1(G′,W ′;M ′) J ′ ��

	
��

H1(G′;M ′)
res G′

W ′ ��

	
��

H1(W ′;M ′) ��

	
��

· · ·

As aplicações verticais são todas isomorfismos pois são induzidas por isomorfismos, logo
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Im J � Im J ′. Assim,

E(G,W,M) = 1 + dimker res G
W

= 1 + dim Im J = 1 + dim Im J ′

= 1 + dimker res G′
W ′ = E(G′,W ′,M ′).

�

5.4 Algumas Propriedades de E(G,W,M)

O próximo resultado foi apresentado em [6].

Proposição 5.4.1 Sejam G um grupo e W um G-conjunto. Considere E = {wi, i ∈ I}
um conjunto de representantes para as G-órbitas em W tal que [G : Gwi

] = ∞, ∀wi ∈ E, e

M um Z2G-módulo. Se os Z2-espaços vetoriais H0(G;M), H0(W ;M) :=
∏
i∈I

H0(Gwi
;M) e

H1(G,W ;M) possuem dimensão finita, então

E(G,W,M) = 1 + dimH0(G;M)− dimH0(W ;M) + dimH1(G,W ;M).

Demonstração: Pela Proposição 4.1.2, temos a sequência exata longa dada por

0→ H0(G;M)
χ→ H0(W ;M)

δ→ H1(G,W ;M)
J→ H1(G;M)

res G
W→
∏
i∈I

H1(Gwi
;M)→ · · · ,

da qual obtemos a seguinte sequência exata curta

0→ H0(G;M)
χ→ H0(W ;M)

δ→ H1(G,W ;M)
J→ Im J → 0.

Temos (como usado na demonstração do Teorema 5.3.1) que,

E(G,W,M) = 1 + dimker res G
W = 1 + dim Im J.

Agora, como χ, δ e J são transformações lineares entre espaços vetoriais de dimensão finita,

segue pelo teorema do núcleo e da imagem que:

dimH0(G;M) = dimkerχ+ dim Im χ.

dimH0(W ;M) = dimker δ + dim Im δ.

dimH1(G,W ;M) = dimker J + dim Im J.

Além disso, como a sequência anterior é exata, temos

Im χ = ker δ, Im δ = ker J, dimkerχ = 0, e H0(G;M) � Im χ, pois, pela exatidão, χ é injetora.
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Logo, tem-se

dim Im J = dimH1(G,W ;M)− dimker J

= dimH1(G,W ;M)− dim Im δ

= dimH1(G,W ;M)− dimH0(W ;M) + dimker δ

= dimH1(G,W ;M)− dimH0(W ;M) + dim Im χ

= dimH1(G,W ;M)− dimH0(W ;M) + dimH0(G;M).

Portanto, o resultado segue. �

Proposição 5.4.2 Sejam G um grupo, W um G-conjunto, M um Z2G-módulo e E um

conjunto de representantes para as G-órbitas em W . Suponha que [G : Gw] = ∞, ∀w ∈ E.

Considere E ′ um subconjunto de E e W ′ =
⋃̇

w′∈E′
G(w′). Então, G atua sobre W ′ com conjunto

de representantes E ′ e

E(G,W,M) ≤ E(G,W ′,M).

Demonstração: Temos que G atua sobre W , logo existe uma aplicação φ : G×W → W que

define a G-ação em W . Dáı, a restrição φ| : G ×W ′ → W ′ define uma ação de G sobre W ′.

Além disso,

W ′ ⊂ W e {Gw′ , w
′ ∈ E ′} ⊂ {Gw, w ∈ E},

assim, pela Observação 2.4.2, ⋂
w∈E

ker res G
Gw
⊂

⋂
w′∈E′

ker res G
Gw′

,

então,

1 + dim
⋂
w∈E

ker res G
Gw
≤ 1 + dim

⋂
w′∈E′

ker res G
Gw′

.

Portanto, da Proposição 5.1.1, segue que E(G,W,M) ≤ E(G,W ′,M). �

Exemplo 5.4.1 Sejam G = 〈a〉 � Z, W = R com a G-ação (natural) an ·w := n+w, ∀n ∈ G

e w ∈ W , e M um Z2G-módulo.

Temos que E = [0, 1[ é um conjunto de representantes para as Z-órbitas em R. De fato,

para cada r ∈ R, existe w ∈ [0, 1[ e n ∈ Z tal que r = w + n = an · w, e então

G(r) = G(w) = {w + n, n ∈ Z} = w + Z.

Assim, ⋃
w∈E

G(w) =
⋃

w∈[0,1[
w + Z = R.
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Além disso, para todo w ∈ E,

Gw = {an ∈ G; an · w = w} = {an ∈ Z; n+ w = w} = {1},

(isto é, a G-ação é livre). Logo, [G : Gw] = [Z : 1] = |Z| = ∞, de modo que E(Z,R,M) está

bem definido.

Considere, agora,

E ′ =
[
0,

1

2

[
⊂ E e

W ′ =
⋃

w′∈E′
G(w′) = R−

⋃
k∈Z

[
1

2
+ k, 1 + k

[
⊂ R,

note que (W ′ é um Z-conjunto). Pela proposição anterior segue que

E(G,W,M) ≤ E(G,W ′,M).

De fato, neste caso, vale

E(G,R,M) = E(G,W ′,M) = 1 + dimH1(G;M) = 1 + dimMG,

como mostra a proposição seguinte.

Proposição 5.4.3 Sejam G um grupo infinito e W um G-conjunto. Se a G-ação em W é

livre, e E é um conjunto de representantes para as G-órbitas em W , então

E(G,W,M) = 1 + dimH1(G;M).

Demonstração: Como a ação é livre, temos que Gw = {g ∈ G; gw = w} = {1}, ∀w ∈ E e

dáı,

H1(Gw,M) = H1({1};M) = 0, ∀w ∈ E,

logo, ker res G
W = H1(G;M). Então,

E(G,W,M) = 1 + dimH1(G;M)
Ex.2.6.1(2)

= 1 + dimMG.

Note que [G : Gw] = |G| =∞, ∀w ∈ W . �

Observação 5.4.1 Um resultado análogo ao que acabamos de mostrar foi dado em [6], para

E(G,W,Z2). Na proposição anterior verificamos que vale o caso mais geral, onde M é um

Z2G-módulo qualquer.

Exemplo 5.4.2 Considere G = 〈a〉 � Z, W = R com a G-ação an · w = n + w, dada no

Exemplo 5.4.1 e M = Z2 visto como Z2G-módulo trivial. Então E(G,R,Z2) = 2. De fato,



5.4 Algumas Propriedades de E(G,W,M) 108

vimos que E = [0, 1[ é um conjunto de representantes para as G-órbitas em W e que esta

G-ação, é livre, de modo que Gw = {1}, ∀w ∈ E e {Gw}w∈E = {{1}w∈E}. Dáı pela Proposição

5.4.3, e o fato que

H1(G;Z2) = H1(Z;Z2)
Ex.2.6.1, 2.(i)

= H0(Z;Z2) � Z2 (a ação de G em Z2 é trivial),

segue que

E(G,R,Z2) = 1 + dimH1(G;Z2) = 2.

Observação 5.4.2 A demonstração da próxima proposição foi apresentada em [3], para par

de grupos (G,S), onde G é um grupo e S é um subgrupo de G com [G : S] =∞ e será adaptada

aqui para pares (G,W ).

Proposição 5.4.4 Sejam G um grupo e W um G-conjunto satisfazendo [G : Gw] = ∞, ∀w ∈
W . Considere E um conjunto de representantes para as G-órbitas em W e dois Z2G-módulos

N e M . Se existe um Z2G-homomorfismo φ : N → M tal que a aplicação induzida

φ∗ : H1(G;N)→ H1(G;M) é um monomorfismo, então

E(G,W,N) ≤ E(G,W,M).

Demonstração: Para cada w ∈ E, o Z2G-homomorfismo φ : N → M induz o seguinte

diagrama comutativo:

H1(G;N)
φ∗ ��

res G
Gw,N

��

H1(G;M)

res G
Gw,M

��
H1(Gw;N)

(idGw ,φ)∗
�� H1(Gw;M)

Seja α ∈ ker res G
Gw,N . Temos que

(res G
Gw,M ◦ φ∗)(α) = (idGw , φ)

∗ ◦ res G
Gw,N(α)

= (idGw , φ)
∗(0) = 0.

Então, φ∗(α) ∈ ker res G
Gw,M e dáı φ∗(ker res G

Gw,N) ⊂ ker res G
Gw,M . Assim

⋂
w∈E

ker res G
Gw,N

φ∗monom.� φ∗
(⋂

w∈E
ker res G

Gw,N

)
=

⋂
w∈E

φ∗(ker res G
Gw,N) ⊂

⋂
w∈E

ker res G
Gw,M .

Dáı,

dim
⋂
w∈E

res G
Gw,N ≤ dim

⋂
w∈E

res G
Gw,M ,
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e a desigualdade

E(G,W,N) ≤ E(G,W,M)

segue, então, da Proposição 5.1.1. �

5.5 E(G,W,Z2) e Dualidade

Sejam G um grupo, W um G-conjunto, satisfazendo [G : Gw] = ∞, para todo w em

W e M = Z2 visto como Z2G-módulo trivial. Nesta seção apresentamos um resultado para

E(G,W,Z2)
not.
= E ′(G,W ), quando (G,W ) é um par de dualidade e algumas consequências,

seguindo [6]. Para tanto, necessitamos da interpretação topológica de (co)homologia de grupos

(Proposição 2.7.1) e da seguinte definição:

Definição 5.5.1 Um espaço topológico Y é finitamente dominado se existe um CW

complexo finito K, tal que Y é um retrato de K, ou seja, existem aplicações cont́ınuas i : Y → K

e r : K → Y , com r ◦ i = idY .

Proposição 5.5.1 Sejam (G,W ) um PDn-par, E = {wi, i = 1, . . . , r} um conjunto de

representantes para as G-órbitas em W , com [G : Gwi
] = ∞, ∀wi ∈ E, e S = {Gwi

, wi ∈ E}
a famı́lia dos subgrupos de isotropia de G (associada a E). Se G é finitamente apresentado,

então E ′(G,W ) é finito e

E ′(G,W ) = 2− r + dimHn−1(G;Z2).

Demonstração: Como (G,W ) é um PDn-par, pela Proposição 4.4.3, temos que (G,S) é

um PDn-par com S = {Gwi
, wi ∈ E}. Dáı pela Proposição 4.4.1, G é um Dn−1-grupo

e, consequentemente, G é do tipo FP (Proposição 2.9.2). Assim, como G é finitamente

apresentado, temos que G é um K(G, 1)-complexo finitamente dominado ([12], VIII. 7.1. p.

205), de modo que H∗(G;Z2)
Prop.2.7.1� H∗(K(G, 1);Z2) é finitamente gerado (veja o Exemplo

2.7.2) (∗). Além disso, temos:

H0(G;Z2) � Z2,

r∏
i=1

H0(Gwi
;Z2) =

r⊕
i=1

H0(Gwi
;Z2) �

r⊕
i=1

Z2,

e por dualidade, H1(G,W ;Z2) � Hn−1(G,Z2). Logo

dimH1(G,W ;Z2) = dimHn−1(G,Z2) <∞ (por (∗)).

Portanto, pela Proposição 5.4.1 para M = Z2, obtem-se

E ′(G,W ) = 1 + 1− r + dimHn−1(G;Z2) <∞.

�
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Corolário 5.5.1 Sejam G um grupo, W um G conjunto e E = {wi, i = 1, . . . , r} um conjunto

de representantes para as G-órbitas em W tal que [G : Gwi
] = ∞, ∀wi ∈ E. Se (G,W ) é um

PDn-par e G é finitamente apresentado, então

|E| = r ≤ 1 + dimHn−1(G;Z2).

Demonstração: Pelo teorema anterior,

r = 2 + dimHn−1(G;Z2)− E ′(G,W ),

como E ′(G,W ) ≥ 1, o resultado segue. �

Corolário 5.5.2 Se G = Z ∗Z e existe um G-conjunto W tal que (G,W ) é um PD2-par, com

[G : Gwi
] =∞, ∀wi ∈ E, onde E = {wi, i = 1, . . . , r} é um conjunto de representantes para as

G-órbitas em W , então |E| ≤ 3.

Demonstração: Como Z ∗ Z é um D1-grupo (Exemplo 2.9.1), pelo corolário anterior, temos

que

|E| ≤ 1 + dimH1(G;Z2).

Então, o resultado segue do fato que H1(G;Z2)
Ex.2.7.2� Z2 ⊕ Z2. �

5.6 O Invariante E(G,W,FTG)

Nesta seção apresentamos o Z2G-módulo FTG, o invariante cohomológico para um grupo

G, e(G), denominado número de ends de G; para pares de grupo (G, T ): e(G, T ) e ẽ(G, T ),

sendo T um subgrupo de G; verificamos algumas propriedades do invariante E(G,W,M), nos

casos particulares em que M = Z2G, M = Z2(G/T ) e M = FTG, e procuramos obter algumas

relações entre tais invariantes.

O Z2G-módulo FTG

Exemplo 5.6.1 Seja G um grupo. Em P(G), o conjunto das partes de G, com a operação

diferença simétrica, dada por:

A+ B := A� B = (A− B) ∪ (B − A) = (A ∪ B)− (A ∩ B), ∀A,B ∈ P(G),

temos uma G-ação natural dada por

G× P(G) → P(G)

(g, A) �→ g · A = {g · a; a ∈ A}.
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Observe que todo elemento de P(G) tem ordem 2, uma vez que A+A = ∅. Assim, pode-se

dar a P(G) uma estrutura de Z2G-módulo. Além disso, pode-se verificar que os subconjuntos

de P(G):

FG := {F ⊂ G; F é finito} ⊂ P(G),

FTG := {A ∈ P(G); A ⊂ F.T, para algum F ∈ FG}, sendo T um subgrupo de G,

QG := {A ⊂ G; A+ g · A ∈ FG, ∀g ∈ G} e

ATG := {A ⊂ G; A+ g · A ∈ FTG, ∀g ∈ G}(T subgrupo de G),

onde “ + ” denota a operação diferença simétrica em P(G) citada anteriormente, são Z2G-

submódulos de P(G) com as operações induzidas.

Definição 5.6.1 Um elemento A ∈ P(G) é denominado T -finito se existe um subconjunto

finito F de G tal que A ⊂ F.T .

Observação 5.6.1 Segue da definição anterior que FTG é o conjunto de todos os subconjuntos

T -finitos de G.

Seja B um subconjunto de G. Denotemos por

B = B + FTG ∈ P(G)

FTG
.

Note que o espaço quociente P(G)/FTG é um Z2G-módulo com a G-ação induzida, dada

por, g ·B = g · B.

Na proposição seguinte veremos algumas propriedades dos Z2G-submódulos acima.

Proposição 5.6.1 Sejam G um grupo, S e T subgrupos de G tais que T ⊂ S ⊂ G. Temos:

(i) Se T é finito, então FTG = FG.

(ii) FTG ⊂ ATG.

(iii) Se [G : T ] <∞ então FTG = P(G).

(iv) Se [S : T ] <∞ então FSG = FTG.

(v)

(P(G)

FTG

)G

=
ATG

FTG
, em particular,

QG
FG =

A{1}G
F{1}G =

(P(G)

FG
)G

.

Demonstração: (i) Claramente FG ⊂ FTG. Agora, se A ∈ FTG então A ⊂ F ·T para algum

F ∈ FG. Como T é finito temos que A é finito, ou seja, A ∈ FG. Logo, FTG ⊂ FG e assim,
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tem-se a igualdade.

(ii) Seja B ∈ FTG. Então, existe um subconjunto finito F de G tal que B ⊂ F.T . Assim, dado

g ∈ G, g · B ⊂ g · F.T . Tomemos F ′ := g · F , note que F ′ é finito. Logo,

B + g · B ⊂ (F ∪ F ′).T ∈ FTG, ∀g ∈ G

e consequentemente, B ∈ ATG.

(iii) Como [G : T ] < ∞ temos que G/T possui um número finito de classes laterais distintas,

g1T, . . . , gkT ∈ G/T , e, G = g1T ∪̇ . . . ∪̇gkT . Assim, se B ∈ P(G) então B ⊂ F.T , onde

F = {g1, . . . , gk}. Logo, B ∈ FTG e dáı, P(G) ⊂ FTG. Como FTG ⊂ P(G) (por definição),

segue a igualdade.

(iv) Segue, diretamente da definição e da hipótese T ⊂ S, que FTG ⊂ FSG. Por outro lado,

considere B ∈ FSG. Dáı B ⊂ F ′.S para algum subconjunto finito F ′ de G. Como [S : T ] <∞,

S = s1T ∪̇ . . . ∪̇skT ⊂ F ′′.T,

onde F ′′ = {s1 . . . sk}. Dessa forma

B ⊂ F ′.S ⊂ F ′(F ′′.T ) ⊂ F.T,

onde F = F ′.F ′′ é um subconjunto finito de G. Assim, B ∈ FTG. Portanto, FSG = FTG.

(v) Temos: (P(G)

FTG

)G

=

{
B ∈ P(G)

FTG
; g · B = B, ∀g ∈ G

}
=

{
B ∈ P(G)

FTG
; g · B = B, ∀g ∈ G

}
=

{
B ∈ P(G)

FTG
; B + g · B ∈ FTG, ∀g ∈ G

}
=
ATG

FTG
.

�

Proposição 5.6.2 Sejam G um grupo e P(G) o conjunto das partes de G. Temos:

Z2G = Coind G
{1}Z2 � P(G)

como Z2G-módulos. Além disso, o Z2G-submódulo Z2G � Ind G
{1}Z2 de Z2G é levado por este
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isomorfismo no Z2G-submódulo FG de P(G).

Demonstração: Considere

ρ : Z2G = HomZ2(Z2G,Z2) → P(G)

f �→ ρ(f) := Af ; Af = {g ∈ G; f(g−1) = 1}.

Temos:

(I) ρ está bem definida, pois

∀f, h ∈ Z2G e g ∈ Z2G, f = h⇒ f(g−1) = h(g−1). Assim

f(g−1) = 1⇔ h(g−1) = 1⇒ Af = Ah.

(II) ρ é homomorfismo de grupos. De fato, ∀f, h ∈ Z2G e g ∈ G, temos:

• g ∈ ρ(f + h) ⇔ g ∈ Af+h ⇔ (f + h)(g−1) = 1⇔ f(g−1) + h(g−1) = 1

⇔ f(g−1) = 0 e h(g−1) = 1 ou f(g−1) = 1 e h(g−1) = 0

⇔ g ∈ (Ah ∩ (Af )
c) ∪ (Af ∩ (Ah)

c) ⇔ g ∈ Af + Ah

⇔ g ∈ ρ(f) + ρ(h);

• ∀g′ ∈ G, ρ(g′ · f) = {g̃ ∈ G; (g′ · f)(g̃−1) = 1} = {g̃ ∈ G; f(g̃−1g′) = 1}
= {g̃ ∈ G; f((g′)−1g̃)−1 = 1} g:=(g′)−1g̃

= {g′g ∈ G; f(g−1) = 1}
= g′ρ(f).

(III) Considere a aplicação

ψ : P(G) → HomZ2(Z2G,Z2)

A �→ ψ(A) := fA; fA(g) :=

{
1, se g−1 ∈ A,

0, se g−1 �∈ A.

ψ está bem definida e é uma inversa de ρ. De fato,

• ∀f ∈ Z2G, (ψ ◦ ρ)(f) = ψ(Af ) = fAf
. Mas fAf

= f , pois

fAf
(g) =

{
1, se g−1 ∈ Af ,

0, se g−1 �∈ Af .
=

{
1, se f(g) = 1,

0, se f(g) = 0.

Logo, fAf
(g) = f(g), ∀g ∈ G, consequentemente (ψ ◦ ρ)(f) = f .
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• ∀A ∈ P(G), (ρ ◦ ψ)(A) = ρ(fA) = AfA = {g ∈ G; fA(g
−1) = 1} =

{g−1 ∈ G; fA(g) = 1} = A, pois fA(g) = 1⇔ g−1 ∈ A.

Com isso, conclúımos que ρ é um Z2G-isomorfismo e portanto

Z2G � P(G).

Agora, defina

ϕ : Z2G → Z2G

g′ �→ ϕ(g′); ϕ(g′)(g) =

{
1, se g = (g′)−1,

0, caso contrário ,

e estenda por linearidade.

(i) Temos que ϕ é uma aplicação de Z2G-módulos, uma vez que ϕ(g0g
′) = g0ϕ(g

′), ∀g0, g′ ∈ G.

De fato,

ϕ(g0g
′)(g) =

{
1, se g = (g0g

′)−1 = (g′)−1g−10 ,

0, caso contrário,

e, considerando a G-ação no Coind G
{1}Z2 = Z2G,

(g0ϕ(g
′))(g) = ϕ(g′)(gg0) =

{
1, se gg0 = (g′)−1, ou seja, se g = (g′)−1g−10 ,

0, caso contrário.

(ii) ϕ é um Z2G-monomorfismo.

De fato, tomemos u = 1 · g1 + . . . + 1 · gt e u′ = 1 · h1 + . . . + 1 · hr ∈ Z2G tais que u �= u′.

Então, existe gi, para algum i ∈ {1, . . . , t} tal que gi �= hj, ∀j ∈ {1, . . . , r}. Dáı,

ϕ(u)(g−1i ) = (1ϕ(g1) + . . .+ 1ϕ(gt))(g
−1
i ) = 1ϕ(g1)(g

−1
i ) + . . .+ 1ϕ(gt)(g

−1
i ) = 1, e

ϕ(u′)(g−1i ) = (1ϕ(h1) + . . .+ 1ϕ(hr))(g
−1
i ) = 1ϕ(h1)(g

−1
i ) + . . .+ 1ϕ(hr)(g

−1
i ) = 0.

Portanto, ϕ(u) �= ϕ(u′).

(iii) ρ(ϕ(Z2G)) = FG. Temos:

A ∈ ρ(ϕ(Z2G))⇒ A = ρ(ϕ(x)), para algum x ∈ Z2G. Mas

x ∈ Z2G⇒ x = 1 · g1 + . . .+ 1 · gs, com 1 ∈ Z2, gi ∈ G e gi �= gj se i �= j. Assim,

ϕ(x) = 1 · ϕ(g1) + . . .+ 1 · ϕ(gs). Usando que

ϕ(gi)(g) =

{
1, se g = (gi)

−1,

0, caso contrário,
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obtem-se que ϕ(x)(g−1) = 1ϕ(g1)(g
−1)+ . . .+1ϕ(gs)(g

−1) = 1 se, e somente se, g ∈ {g1, . . . , gs}.
Dessa forma, temos A = ρ(ϕ(x)) = {g ∈ G; ϕ(x)(g−1) = 1} = {g1 . . . gs}, ou seja, A ∈ FG.

Reciprocamente, seja A = {g1, . . . , gs} ∈ FG. Basta tomar x = 1 · g1 + . . .+ 1 · gk ∈ Z2G e

dáı ϕ(x) ∈ ϕ(Z2G). Como

ρ(ϕ(x)) = {g ∈ G; ϕ(x)(g−1) = 1} = {g1, . . . , gs} = A,

temos que A ∈ ρ(ϕ(Z2(G))). Portanto, Z2G � ϕ(Z2G) e ρ(ϕ(Z2G)) = FG, de modo que Z2G

é levado por ρ em FG. �

Proposição 5.6.3 Se G é um grupo e T é um subgrupo finito de G então

Z2G � FTG.

Demonstração: Este resultado segue diretamente da proposição anterior e da Proposição

5.6.1 (i). �

Exemplo 5.6.2 [Aplicação do Lema de Shapiro] Sejam G um grupo e P(G) o conjunto das

partes de G. Temos

Hn(G;P(G))
Prop.5.6.2� Hn(G; Coind G

{1}Z2)

L.Shapiro� Hn({1};Z2) �
{

Z2, se n = 0,

0, se n ≥ 1.

Proposição 5.6.4 Se G é um grupo e T é um subgrupo de G então

FTG � Ind G
TZ2T

como Z2G-módulos, onde

Ind G
TZ2T := Z2G⊗Z2T Z2T = Z2G⊗Z2T Coind T

{1}Z2

= Z2G⊗Z2T HomZ2(Z2T,Z2).

Demonstração: Considere as seguintes aplicações:

Ind G
TZ2T = Ind G

TCoind
T
{1}Z2

ϑ→ Coind G
TCoind

T
{1}Z2

ν→ Coind G
{1}Z2 = Z2G

ρ→ P(G)

onde ϑ e ν são as Z2G-aplicações dadas no Lema 2.2.1 (para S = {1} e M = Z2), isto é, se

g0 ⊗ h ∈ Z2G⊗Z2T HomZ2(Z2T,Z2) = Ind G
TZ2T , então

ϑ(g0 ⊗ h)(g) =

{
(gg0) · h, se gg0 ∈ T,

0, caso contrário,
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e se f ∈ Coind G
TCoind

T
{1}Z2 = HomZ2T (Z2G,HomZ2(Z2T,Z2)),

ν(f)(g) = f(g)(1), onde 1 ∈ Z2T,

e ρ é o Z2G-isomorfismo dado na demonstração da Proposição 5.6.2. Como ϑ é monomorfismo

e ν é isomorfismo, temos que

Ind G
TZ2T = Z2G⊗Z2T Z2T

é um Z2G-submódulo de Z2G e Z2G-isomorfo ao Z2G-submódulo ρ((ν ◦ ϑ)(Z2G⊗Z2T Z2T )) de

P(G) (via ρ), ou seja,

Z2G⊗Z2T Z2T � ρ((ν ◦ ϑ)(Z2G⊗Z2T Z2T )).

Dessa forma, para concluirmos a demonstração, vamos mostrar que

ρ((ν ◦ ϑ)(Z2G⊗Z2T Z2T )) = FTG. (1)

De fato, temos:

(I) A ∈ FTG ⇔ A ⊂ F · T, F ⊂ G, F finito

⇔ A = g0T0 ∪ . . . ∪ gkTk; gi ∈ G, Ti ⊂ T, (i = 1, . . . , k).

(II) Da mesma maneira que temos o Z2G-isomorfismo ρ : Z2G → P(G), podemos definir um

Z2T -isomorfismo (similar) ρ̄ : Z2T → P(T ). Assim, considerando a aplicação injetora

j : Z2T → Z2G

f̃ �→ f ; f(g) =

{
f̃(g), se g ∈ T,

0, caso contrário,

obtemos o seguinte diagrama comutativo:

Z2T
j ��

ρ̄

��

Z2G

ρ

��
P(T ) � � �� P(G)

(III) ρ(ν ◦ϑ)(Z2G⊗Z2T Z2T ) ⊂ FTG. Com efeito, seja g0⊗ f̃0 um elemento básico de Z2G⊗Z2T

Z2T . Então, ∀g ∈ G,

(ν ◦ ϑ)(g0 ⊗ f̃0)(g
−1) =

{
[(g−1g0) · f̃0](1) = f̃0(g

−1g0), se g−1g0 ∈ T,

0, caso contrário.



5.6 O Invariante E(G,W,FTG) 117

Dáı, pela definição de ρ (dada na demonstração da Proposição 5.6.2),

ρ((ν ◦ ϑ)(g0 ⊗ f̃0)) = {g ∈ G; (ν ◦ ϑ)(g0 ⊗ f̃0)(g
−1) = 1}

= {g ∈ G; g−1g0 ∈ T e f̃0(g
−1g0) = 1}

= {g ∈ G; g−1g0 ∈ T e f̃0((g
−1
0 g)−1) = 1}

= {g ∈ G; g−10 g = t ∈ ρ̄(f̃0)}
= {g0t; t ∈ ρ̄(f̃0)}
= g0ρ̄(f̃0) = g0T0,

com T0 := ρ̄(f̃0) ⊂ T (já que ρ̄ : Z2T → P(T )), e portanto, ρ((ν ◦ ϑ)(g0 ⊗ f̃0)) ∈ FTG.

Agora, se x = g0 ⊗ f̃0 + g1 ⊗ f̃1 ∈ Z2G⊗Z2T Z2T então

ρ(ν ◦ ϑ)(x) = {g ∈ G; (ν ◦ ϑ)(g0 ⊗ f̃0 + g1 ⊗ f̃1)(g
−1) = 1}

= {g ∈ G; (ν ◦ ϑ)(g0 ⊗ f̃0)(g
−1) + (ν ◦ ϑ)(g1 ⊗ f̃1)(g

−1) = 1}
=

{
g ∈ G; (ν ◦ ϑ)(g0 ⊗ f̃0)(g

−1) = 1 ou g ∈ G; (ν ◦ ϑ)(g1 ⊗ f̃1)(g
−1) = 1

}
= ρ(ν ◦ ϑ)(g0 ⊗ f̃0) ∪ ρ(ν ◦ ϑ)(g1 ⊗ f̃1)

= g0T0 ∪ g1T1 ∈ FTG,

com Ti = ρ̄(f̃i) ⊂ T para i = 0, 1.

Mais geralmente, se x = g0 ⊗ f̃0 + g1 ⊗ f̃1 + . . .+ gk ⊗ f̃k ∈ Z2G⊗Z2T Z2T então

ρ(ν ◦ ϑ)(x) = g0T0 ∪ . . . ∪ gkTk ∈ FTG,

onde Ti = ρ̄(f̃i) ⊂ T para i = 0, 1, . . . , k. Assim, obtemos a inclusão desejada.

(IV) FTG ⊂ ρ(ν ◦ ϑ)(Z2G⊗Z2T Z2T ). De fato, seja A = g0T0 ∪ . . . ∪ gkTk ∈ FTG, gi ∈ G, Ti ⊂
T, i = 1, . . . k. Então,

A = ρ(ν ◦ ϑ)(go ⊗ (ρ̄)−1(T0) + . . .+ gk ⊗ (ρ̄)−1(Tk)) ∈ ρ((ν ◦ ϑ)(Z2G⊗Z2T Z2T )).

De fato, como Ti ∈ P(T ) para i = 0, . . . , k, temos que (ρ̄)−1(Ti) ∈ Z2T , i = 0, . . . , k,

de modo que y := go ⊗ ((ρ̄)−1(T0)) + . . . + gk ⊗ ((ρ̄)−1(Tk)) ∈ Z2G ⊗Z2T Z2T . Considere

f̃i := (ρ̄)−1(Ti). Então, ρ̄(f̃i) = Ti e, como em (III), obtem-se,

ρ(ν ◦ ϑ)(y) = ρ(ν ◦ ϑ)(go ⊗ ((ρ̄)−1(T0)) + . . .+ gk ⊗ ((ρ̄)−1(Tk))) = g0T0 ∪ . . . ∪ gkTk = A.
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Assim obtemos a igualdade (1), de modo que

ρ ◦ ν ◦ ϑ : Ind G
TZT → FTG

é um isomorfismo, como desejado. �

Observação 5.6.2 Como Z2T � P(T ) (Proposição 5.6.2), segue da proposição anterior que

FTG � Ind G
TP(T ).

Definição 5.6.2 Sejam G um grupo e S, T subgrupos de G. Dizemos que S e T são

conjugados se existe g ∈ G tal que S = gTg−1. Neste caso denotamos S por T g.

Proposição 5.6.5 Sejam G um grupo e T um subgrupo de G. Então

FTG � FT gG, ∀g ∈ G (como Z2G−módulos).

Demonstração: Seja g ∈ G e considere

σ : FT gG → FTG

A �→ σ(A) := Ag = {ag; a ∈ A}.

• σ está bem definida, pois

A ∈ FT gG⇒ A ⊂ g1T
g ∪ . . . ∪ gkT

g. Dáı,

σ(A) ⊂ σ(g1T
g ∪ . . . ∪ gkT

g) = (g1T
g ∪ . . . ∪ gkT

g)g = g1gT ∪ . . . ∪ gkgT = F ′T,

F ′ = {g1g, . . . , gkg} (subconjunto finito de G), isto é, σ(A) ⊂ FTG.

• σ é homomorfismo de grupos e Z2G−isomorfismo, pois para todos elementos A,B de

FT gG e para todo g′ ∈ G, temos:

σ(A+ B) = (A+ B)g = Ag + Bg = σ(A) + σ(B), e

σ(g′ · A) = (g′A)g = g′(Ag) = g′σ(A).

Agora, considere

ψ : FTG → FT gG

B �→ ψ(B) := Bg−1.

ψ está bem definida e claramente é uma inversa de σ. De modo que σ é bijetor. Portanto,

σ é um Z2G-isomorfismo, isto é, FTG � FT gG, como Z2G−módulos. �
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Observação 5.6.3 Dados um grupo G, um subgrupo T de G e um Z2T -módulo M, o somando

gM de Ind G
TM (Proposição 2.2.3 (i)) é fechado sob a ação de T g, pois

gtg−1 · (g ⊗m) = gtg−1g ⊗m = gt⊗m = g ⊗ tm, ∀t ∈ T, m ∈M.

Assim gM é um Z2T
g-módulo. Em particular, se T é um subgrupo normal em G temos que

gM é um Z2T -módulo.

Lema 5.6.1 Seja G um grupo. Se T é um subgrupo normal de G, então

gP(T ) � P(T ), como Z2T −módulos.

Demonstração: Como na observação anterior temos que gP(T ) é um Z2T -módulo (com a

T -ação dada por t ∗ (gA) = gtg−1 · gA = gtA, ∀t ∈ T, A ∈ P(T )). Além disso, P(T ) é um

Z2T -módulo com a ação dada pela multiplicação à esquerda (Exemplo 5.6.1). Considere

γ : gP(T ) → P(T )
g · A �→ A.

Note que γ é um Z2T -homomorfismo, pois, para todo t ∈ T ,

γ(t ∗ gA) = γ(gtA) = tA = tγ(gA).

Além disso, claramente, γ é bijetor e assim, tem-se o Z2T -isomorfismo

gP(T ) � P(T ).

�

Número de ends: e(G) e e(G, T )

Definição 5.6.3 ([31], p. 173.) Dado um grupo G, define-se (algebricamente) o número de

ends de G, e(G), por:

e(G) := dim

(QG
FG

)
.

Proposição 5.6.6 Se G é um grupo infinito, então e(G) = 1 + dimH1(G;Z2G).

Demonstração: [31], p. 175. �

Proposição 5.6.7 Seja G um grupo. Então

e(G) = 0⇔ G é finito.
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Demonstração: Vamos assumir que e(G) = 0. Suponhamos que G seja infinito, então pela

proposição anterior, temos que

e(G) = 1 + dimH1(G;Z2G) ≥ 1,

o que é uma contradição. Reciprocamente, se G é finito, então

P(G) = FG = QG,

de modo que

e(G) = dim

(QG
FG

)
= 0.

Portanto, o resultado segue. �

Proposição 5.6.8 Seja G um grupo. Se G é finitamente gerado então e(G) = 0, 1, 2 ou ∞.

Demonstração: [31], Corolário 5.9 p. 176. �

Definição 5.6.4 Dados G um grupo e T um subgrupo de G, define-se o número de ends para

o par (G, T ), e(G, T ), por:

e(G, T ) := dim(P(G/T )/F(G/T ))G.

O invariante end ẽ(G, T )

A próxima definição foi dada por Kropholler e Roller (vide [23] e [22]).

Definição 5.6.5 ([31], p. 198.) Sejam G um grupo e T um subgrupo de G. Então

ẽ(G, T ) := dimH0(G;P(G)/FTG) = dim(P(G)/FTG)G.

Lema 5.6.2 Se [G : T ] =∞, então ẽ(G, T ) = 1 + dimH1(G;FTG).

Demonstração: [22], Lema 2.4. �

Agora, vamos analisar o invariante E(G,W,M) para certos Z2G-módulosM e obter algumas

relações entre tais invariantes.

Proposição 5.6.9 Sejam G um grupo, W um G-conjunto, E um conjunto de representantes

para as G-órbitas em W (com [G : Gw] = ∞, para todo w ∈ E) e T um subgrupo qualquer de

G tal que [G : T ] <∞. Então,

E(G,W,FTG) = 1.
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Demonstração: Temos que

H1(G;FTG)
Obs.5.6.2� H1(G; Ind G

TP(T ))
Prop.2.2.5� H1(G; Coind G

TP(T ))
L.Shapiro� H1(T ;P(T )) Ex.5.6.2

= 0.

Assim, o domı́nio da aplicação restrição res G
W,FTG : H1(G;FTG) →

∏
w∈E

H1(Gw;FTG) é

nulo, dessa forma ker res G
W,FTG = 0 e portanto,

E(G,W,FTG) = 1.

�

Proposição 5.6.10 Sejam G um grupo, W um G-conjunto, E um conjunto de representantes

para as G-órbitas em W (com [G : Gw] =∞, ∀w ∈ E) e S, T subgrupos de G com T ⊂ S ⊂ G

e [S : T ] <∞. Então,

E(G,W,FTG) = E(G,W,FSG).

Demonstração: Segue diretamente da Proposição 5.6.1 (iv). �

Proposição 5.6.11 Sejam G um grupo, W um G-conjunto satisfazendo [G : Gw] =∞, ∀w ∈
W , T um subgrupo de G e g ∈ G. Então,

E(G,W,FTG) = E(G,W,FT gG).

Demonstração: Segue diretamente da Proposição 5.6.5, e da invariância de E(G,W,M). �

O próximo resultado foi apresentado em [7], usando a notação de Bieri-Eckmann.

Proposição 5.6.12 Sejam (G,W ) um par onde G é um grupo e W é um G-conjunto com

[G : Gw] =∞, ∀w ∈ W , e T um subgrupo de G com [G : T ] =∞. Então,

E(G,W,Z2(G/T )) ≤ E(G,W,FTG).

Demonstração: Considere a sequência exata curta de Z2T -módulos

0→ Z2 � {∅, T} → P(T )→ Q =
P(T )
{∅, T} → 0.

Como Z2G é um Z2T -módulo livre (Corolário 1.2.1) e todo módulo livre é plano (Definição

1.4.3 e Lema 1.4.2), obtemos a seguinte sequência exata:

0→ Z2G⊗Z2T Z2
φ→ Z2G⊗Z2T P(T ) π→ Z2G⊗Z2T Q→ 0
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a qual induz a sequência exata longa em cohomologia (onde φ e π são os homomorfismos

induzidos naturalmente da sequência anterior):

0 → H0(G; Ind G
TZ2)→ H0(G; Ind G

TP(T ))→ H0(G; Ind G
TQ)→

→ H1(G; Ind G
TZ2)

φ∗→ H1(G; Ind G
TP(T ))→ H1(G; Ind G

TQ)→ · · ·

Como [G : T ] =∞, pela Proposição 2.2.6 temos que

H0(G; Ind G
TZ2) = 0, H0(G; Ind G

TP(T )) = 0 e H0(G; Ind G
TQ) = 0,

assim,

φ∗ : H1(G; Ind G
TZ2)→ H1(G; Ind G

TP(T ))

é um monomorfismo. Então, pela Proposição 5.4.4,

E(G,W, Ind G
TZ2) ≤ E(G,W, Ind G

TP(T )),

e como

Z2(G/T )
Cor.2.2.1� Ind G

TZ2, e

FTG
Obs.5.6.2� Ind G

TP(T ),

segue que

E(G,W,Z2(G/T )) ≤ E(G,W,FTG).

�

Os últimos resultados deste caṕıtulo foram adaptados de resultados dados em [1] e [7].

Proposição 5.6.13 Sejam G um grupo, W um G-conjunto com [G : Gw] =∞, ∀w ∈ W , e T

um subgrupo finito de G. Se Gw é finito para todo w, então

E(G,W,FTG) = E(G,W,Z2G) = 1 + dimH1(G;Z2G) = e(G).

Demonstração: Se T é um subgrupo finito de G, então

FTG
Prop.5.6.1(i)

= FG Prop.5.6.2� Z2G.

Sejam E um conjunto de representantes para as G-órbitas em W , w um elemento de E e L
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um transversal para o conjunto de classes laterais Gwg. Temos:

H1(Gw;Z2G)
Cor.2.2.1� H1(Gw; Ind

G
{1}Z2)

F.Mackey� H1(Gw;
⊕
g∈L

Ind Gw

{1}gZ2)

Prop.2.3.2(ii)�
⊕
g∈L

H1(Gw; Ind
Gw

{1}gZ2)

Prop.2.2.5�
⊕
g∈L

H1(Gw; Coind
Gw

{1}gZ2)

L.Shapiro�
⊕
g∈L

H1({1}; gZ2)
Ex.2.6.1(1)� 0.

Assim,

res G
W : H1(G;Z2G)→

∏
w∈E

H1(Gw;Z2G)

é a aplicação nula e

ker res G
W = H1(G;Z2G).

Dáı

E(G,W,FTG) = E(G,W,Z2G) = 1 + dimH1(G;Z2G)
Prop.5.6.6

= e(G).

(Note que na última igualdade usamos que G é infinito, uma vez que, por hipótese

[G : Gw] =∞, ∀w ∈ E). �

Proposição 5.6.14 Sejam G um grupo e W um G-conjunto. Suponha que a ação de G em

W é transitiva e considere E = {w}, w ∈ W , um conjunto de representantes para as G-órbitas

em W , sendo [G : Gw] =∞. Se Gw é um subgrupo finitamente gerado e normal em G, então

E(G,W,FGwG) = 1 + dimH1(G;FGwG) = ẽ(G,Gw).

Demonstração: Temos:

H1(Gw;FGwG)
Obs.5.6.2� H1(Gw; Ind

G
Gw
P(Gw))

Prop.2.2.3� H1(Gw;
⊕

g∈G/Gw

gP(Gw))

Prop.2.3.2(ii)�
⊕

g∈G/Gw

H1(Gw; gP(Gw))

Lema 5.6.1�
⊕

g∈G/Gw

H1(Gw;P(Gw))
Ex.5.6.2� 0.

Assim, como E = {w}, res G
W : H1(G;FGwG) → H1(Gw;FGwG) é a aplicação nula, donde



5.6 O Invariante E(G,W,FTG) 124

segue que ker res G
W = H1(G;FGwG). Portanto,

E(G,W,FGwG) = 1 + dimH1(G;FGwG)
Lema 5.6.2

= ẽ(G,Gw).

�

Proposição 5.6.15 Seja (G,W ) um par onde G é um grupo finitamente gerado e W é um

G-conjunto satisfazendo [G : Gw] =∞, ∀w ∈ W . Considere E um conjunto de representantes

para as G-órbitas em W e suponha que exista w0 ∈ E tal que Gw0 é infinito. Sejam E ′ o

subconjunto de E formado pelos elementos w′ tal que Gw′ é infinito e W ′ =
⋃̇

w′∈E′
G(w′). Então,

E(G,W,Z2G) = E(G,W ′,Z2G).

Demonstração: Vimos na demonstração da Proposição 5.4.2 que G atua sobre W ′ com

conjunto de representantes E ′, além disso, [G : Gw′ ] = ∞, ∀w′ ∈ E ′. Logo o invariante

E(G,W ′,M) está bem definido para todo Z2G-módulo M , em particular para M = Z2G.

Se |Gw| = ∞, ∀w ∈ E, então W ′ = W e o resultado é imediato. Vamos supor que exista

w ∈ E de forma que Gw seja finito. Seja I o conjunto de ı́ndices tal que {Gwi
, i ∈ I; wi ∈ E} é

o conjunto de todos os Gwi
com Gwi

finito. Como na demonstração da Proposição 5.6.13 temos

que H1(Gwi
;Z2G) � 0, para todo i ∈ I, e

res G
Gwi

: H1(G;Z2G)→ H1(Gwi
;Z2G)

é a aplicação nula. Donde segue que

ker res G
Gwi

= H1(G;Z2G), ∀Gwi
finito. Assim,

E(G,W,Z2G)
Prop.5.1.1

= 1 + dim
⋂
w∈E

ker res G
Gw

= 1 + dim

((⋂
i∈I

ker res G
Gwi

)⋂( ⋂
w′∈E′

ker res G
Gw′

))

= 1 + dim

(
H1(G;Z2G)

⋂( ⋂
w′∈E′

ker res G
Gw′

))

= 1 + dim

( ⋂
w′∈E′

ker res G
Gw′

)
= E(G,W ′,Z2G).

�



Caṕıtulo

6

Decomposição de Grupos e o Invariante

E(G,W,M)

Neste caṕıtulo abordamos alguns resultados relacionando E(G,W,M), a teoria

de invariantes ends e de decomposição de grupos. Nosso ponto de partida é o

resultado apresentado em [6] considerando M = Z2, tratado na seção 6.2.

6.1 Decomposição de Grupos e Invariantes ends

O primeiro resultado que relaciona o conceito de decomposição de grupos com a teoria

de ends foi dado por Stallings ([35] e [34]). Tal resultado é conhecido como Teorema de

Estrutura de Stallings e é um resultado de decomposição sobre um subgrupo finito.

Proposição 6.1.1 [Teorema de Estrutura de Stallings] Seja G um grupo. Se G se

decompõe sobre um subgrupo finito então e(G) ≥ 2. Reciprocamente, se G é finitamente gerado

e e(G) ≥ 2 então G se decompõe sobre um subgrupo finito.

Demonstração: [35], [34] ou [31], p. 180 e p. 182. �

Scott ([31]), tentou generalizar o resultado de Stallings para grupos que se decompõe sobre

subgrupos infinitos. Para isso, ele utilizou o número de ends para pares de grupos (G, T ),

e(G, T ), com T subgrupo de G (definido por ele, vide Definição 5.6.4). Ele mostrou o seguinte

resultado:

Proposição 6.1.2 Sejam G um grupo e T um subgrupo (não necessariamente finito) de G. Se

G se decompõe sobre T então e(G, T ) ≥ 2.

125
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Scott esperava mostrar que o resultado era válido nos dois sentidos, no entanto, ele observou

que a rećıproca é falsa.

Dizemos que dois subgrupos S e T são comensuráveis se

[S : S ∩ T ] <∞ e [T : S ∩ T ] <∞.

Kropholler e Roller apresentaram, em [23], uma condição necessária para G se decompor

sobre um subgrupo comensurável com S. No caso em que G e S são finitamente gerados,

os autores mostraram uma condição necessária e, sob certas condições, suficiente, para G se

decompor sobre um subgrupo comensurável com S.

Alguns resultados relacionando decomposição de grupos foram também obtidos con-

siderando E(G,S,M), para S uma famı́lia de subgrupos de G e M um Z2G-módulo. (Veja [9]

e [7]).

Observação 6.1.1 Note que, das Proposições 3.1.1 e 3.1.2 temos que se G se decompõe sobre

T na forma G = G1∗T G2, então [G : G1] =∞ = [G : G2], e se G = G1∗T,θ então [G : G1] =∞.

6.2 E(G,W,Z2) e Decomposição de Grupos

Teorema 6.2.1 Seja (G,W ) um par onde G é um grupo que se decompõe sobre um subgrupo

T de G e W é um G-conjunto. Considere E um conjunto de representantes para as G-órbitas

em W .

(i) Se G = G1 ∗T G2 e E = {w1, w2} com Gwi
= Gi, i = 1, 2, então E ′(G,W ) = 1.

(ii) Se G = G1∗T,θ e E = {w} (isto é, a ação é transitiva) com Gw = G1, então E ′(G,W ) = 2.

Demonstração: (i) Se G = G1 ∗T G2, a Proposição 3.1.3 nos fornece a sequência exata curta

de Z2G-módulos

0→ Z2(G/T )
α→ Z2(G/G1)⊕ Z2(G/G2)

ε→ Z2 → 0,

onde α é dada por α(gT ) = (gG1,−gG2) = (gG1, gG2) e ε é a aplicação aumentação. Então,

Δ = ker ε = Im α � Z2(G/T ).

Assim,

H1(G,W ;Z2) � H1(G, {Gw1 , Gw2};Z2) = H1(G, {G1, G2};Z2)
Prop.4.1.1� H0(G;HomZ2(Δ,Z2))

� H0(G;HomZ2(Z2(G/T ),Z2))
Prop.2.2.2(ii)� H0(G; Coind G

T (Res
G
TZ2))

L.Shapiro� H0(T ;Z2)
Prop.2.3.1� Z

T
2 = Z2 (pois a ação de G em Z2 é trivial).
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Além disso, temos:

H0(G;Z2)
Prop.2.3.1� Z

G
2 = Z2 e

H0(Gwi
,Z2)

Prop.2.3.1� Z
Gwi
2 = Z2, i = 1, 2.

Então, pela Proposição 5.4.1, segue que

E′(G,W ) = 1 + dimH0(G;Z2)− dim(H0(G1;Z2)⊕ dimH0(G2;Z2)) +

+ dimH1(G, {G1, G2};Z2) = 1 + 1− 2 + 1 = 1.

(ii) Neste caso, como G = G1∗T,θ, a Proposição 3.1.4 nos fornece a seguinte sequência exata

curta de Z2G-módulos:

0→ Z2(G/T )
α→ Z2(G/G1)

ε→ Z2 → 0,

onde ε é a aplicação aumentação e α é dada por α(gT ) = gG1 − gp−1G1; p é a letra estável de

G. De onde segue que Δ = ker ε � Im α � Z2(G/T ).

Logo, com racioćınio análogo ao feito em (i) podemos verificar que

H1(G,W ;Z2) � Z2.

Dáı, como H0(G;Z2) e H0(G1;Z2) são isomorfos a Z2, obtem-se, pela Proposição 5.4.1,

E(G,W,Z2) = 1 + 1− 1 + 1 = 2.

�
6.3 E(G,W,FTG) e Decomposição de Grupos

Nesta seção, primeiramente, vamos analisar, nas hipóteses do Teorema 6.2.1, o que ocorre

com E(G,W,FTG) para T um subgrupo finito de G (Teorema 6.3.1). Notemos que, neste

caso, como T é finito, FTG
Prop.5.6.3� Z2G e assim, E(G,W,FTG) = E(G,W,Z2G). Depois,

apresentamos um resultado considerando T finitamente gerado e normal em G, mas não

necessariamente finito. A prova do Teorema 6.3.1 foi adaptada da demonstração apresentada

para pares (G,S) dada em [1] e aparecerá em [5].

Teorema 6.3.1 Seja (G,W ) um par onde G é um grupo que se decompõe sobre um subgrupo

finito T e W é um G-conjunto. Considere E um conjunto de representantes para as G-órbitas

em W .

(i) Se G = G1 ∗T G2 e E = {w1, w2} com Gw1 = G1 e Gw2 = G2 então

E(G,W,FTG) = E(G,W,Z2G) ≥ 2,
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e é infinito se G1 e G2 são infinitos.

(ii) Se G = G1∗T,θ e E = {w1} com Gw1 = G1 então

E(G,W,FTG) = E(G,W,Z2G) ≥ 2,

e é infinito se G1 for infinito.

Demonstração: Observe que, por definição, E(G,W,M) ≥ 1, para todo M . Assim, para

mostrar que E(G,W,Z2G) ≥ 2, basta mostrar que E(G,W,Z2G) �= 1.

(i) Devemos analisar as seguintes situações:

(I) Primeiro vamos considerar o caso em que G1 e G2 são subgrupos finitos de G.

Neste caso, pela Proposição 5.6.13, temos que

E(G,W,FTG) = E(G,W,Z2G) = e(G).

Dáı, pelo Teorema de Estrutura de Stallings (Proposição 6.1.1),

E(G,W,FTG) = E(G,W,Z2G) ≥ 2.

(II) Agora, suponhamos que G1 é finito e G2 é infinito e consideremos a sequência de Mayer-

Vietoris para G = G1 ∗T G2 e M = Z2G (Teorema 3.1.3):

0 → H0(G;Z2G)→ H0(G1;Z2G)⊕H0(G2;Z2G)
(res

G1
T ,−res G2

T )→ H0(T ;Z2G)
δ→

δ→ H1(G;Z2G)
(res G

G1
,res G

G2
)→ H1(G1;Z2G)⊕H1(G2;Z2G)→ · · · (1)

Como G é infinito,

H0(G;Z2G)
Cor.2.2.1� H0(G; Ind G

{1}Z2)
Prop.2.3.1� (Ind G

{1}Z2)
G Prop.2.2.6

= 0.

Seja L um transversal para o conjunto de classes laterais G2g. Como G2 é infinito, temos:

H0(G2;Z2G)
F.Mackey� H0(G2;

⊕
g∈L

Ind G2

{1}gZ2)
Prop.2.3.2(i)�

⊕
g∈L

H0(G2; Ind
G2

{1}gZ2)

Prop.2.3.1�
⊕
g∈L

(Ind G2

{1}gZ2)
G2

Prop.2.2.6
= 0.

Dessa forma obtemos de (1), a seguinte sequência exata curta:

0→ H0(G1;Z2G)
res

G1
T→ H0(T,Z2G)

δ→ Im δ = ker(res G
G1
, res G

G2
)→ 0. (2)
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Se E(G,W,Z2G) = 1, então devemos ter ker(res G
G1
, res G

G2
) = 0. Dáı, segue de (2), que

res G1
T é isomorfismo, o que é uma contradição, (pois res G1

T não é sobrejetora, como mostrado a

seguir). Conclúımos então que, neste caso, necessariamente E(G,W,Z2G) ≥ 2.

Mostremos que res G
T não é sobrejetora. Temos:

H0(G1;Z2G)
Prop.2.3.1� (Z2G)G1 ,

H0(T ;Z2G)
Prop.2.3.1� (Z2G)T ,

e vale a inclusão (Z2G)G1
j
↪→ (Z2G)T , pois T ⊂ G1. Assim podemos construir o seguinte

diagrama comutativo:

H0(G1;Z2G)
ψ1 ��

res
G1
T

��

(Z2G)G1

j
��

H0(T ;Z2G)
ψ2

�� (Z2G)T

onde ψi(f) = f(1), i = 1, 2 são isomorfismos, ∀f ∈ H0(Gi;Z2G) ⊂ HomZ2Gi
(F0;Z2G), sendo

F
ε→ Z2 uma resolução projetiva de Z2 sobre Z2G.

Disto segue que res G1
T é sobrejetora se, e somente se, j é sobrejetora. Além disso, Z2G � FG

(Proposição 5.6.2). Assim, podemos considerar

j : (FG)G1 → (FG)T , j(A) = A, ∀A ∈ (FG)G1 .

Como T é finito e tT = T, ∀t ∈ T , segue que T ∈ (FG)T . Mas T �∈ (FG)G1 . De fato,

se T ∈ (FG)G1 então g1T = T, ∀g1 ∈ G1. Logo g1 ∈ T, ∀g1 ∈ G1, de modo que G1 ⊂ T e dáı

G1 = T (pois T ⊂ G1), o que contradiz a definição de produto livre amalgamado (não trivial)

G = G1 ∗T G2 (Definição 3.1.2).

Dessa forma j não é sobrejetora e, consequentemente, res G1
T também não é sobrejetora.

Conclúımos, então, que

E(G,W,FTG) = E(G,W,Z2G) ≥ 2.

(III) Por fim, vamos supor que G1 e G2 são infinitos.

Então, como em (II), temos

H0(G;Z2G) = 0, H0(G1;Z2G) = 0, e H0(G2;Z2G) = 0.

Dáı, a sequência exata longa dada na Proposição 4.1.2 toma a seguinte forma

0→ H1(G, {G1, G2};Z2G)
J→ H1(G;Z2G)

res G
W→ H1(G1;Z2G)⊕H1(G2;Z2G)→ · · ·
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Uma vez que J é injetora e ker res G
W = Im J , temos

dimH1(G,W ;Z2G) = dimH1(G, {G1, G2};Z2G) = dim Im J = dimker res G
W .

Mas, pela Proposição 3.1.3, se ε : Z2(G/G1) ⊕ Z2(G/G2)
ε→ Z2 é a aplicação aumentação,

então

Δ = ker ε � Z2(G/T ),

assim

Hom(Δ,Z2G) � Hom(Z2(G/T ),Z2G).

Considere L ′ um transversal para o conjunto de classes laterais Tg, então:

H0(G;Hom(Δ,Z2G)) � H0(G;Hom(Z2(G/T ),Z2G))
Prop.2.5.2� H0(T ;Z2G)
F.Mackey� H0(T ;

⊕
g∈L ′

Ind T
{1}gZ2)

Prop.2.3.2(i)
=

⊕
g∈L ′

H0(T ; Ind T
{1}gZ2)

Prop.2.2.5�
⊕
g∈L ′

H0(T ; Coind T
{1}gZ2)

L.Shapiro�
⊕
g∈L ′

H0({1}; gZ2)
Ex.2.6.1(1)

=
⊕
g∈L ′

gZ2.

Como H1(G,W ;Z2G)
Prop.4.1.1� H0(G;Hom(Δ,Z2G)) e L ′ é infinito, segue que

dimH1(G,W ;Z2G) =∞.

Portanto,

E(G,W,FTG) = E(G,W,Z2G) =∞.

(ii) A demonstração deste resultado é análoga à feita em (i) nas situações (I), se G1 for finito,

e (III), se G1 for infinito. Neste último caso, usa-se a sequência exata longa

0→ H1(G,G1;Z2G)
J→ H1(G;Z2G)

res G
W→ H1(G1;Z2G)→ · · · ,

dada pela Proposição 4.1.2, e o isomorfismo Δ � Z2(G/T ) (Proposição 3.1.4). �

Nosso interesse agora, é relacionar E(G,W,FTG) e decomposição de grupos sobre um

subgrupo T de G, não necessariamente finito. Nesse sentido, foi posśıvel obter o seguinte
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resultado:

Teorema 6.3.2 Seja (G,W ) um par onde G é um grupo e W é um G-conjunto. Considere E

um conjunto de representantes para as G-órbitas em W e T um subgrupo finitamente gerado e

normal em G (T não necessariamente finito).

(i) Se G = G1 ∗T G2, E = {w1, w2} com Gwi
= Gi e [Gi : T ] =∞, i = 1, 2, então

E(G,W,FTG) =∞.

(ii) Se G = G1∗T,θ, E = {w} (isto é, a ação é transitiva) com Gw = G1 e [G1 : T ] =∞, então

E(G,W,FTG) =∞.

Demonstração: (i) Primeiramente, observe que

[G : Gi]
Prop.3.1.1

= ∞ e

[G : T ] = [G : Gi][Gi : T ] =∞.

Assim, temos que

H0(G;FTG)
Obs.5.6.2� H0(G; Ind G

TP(T ))
Prop.2.3.1� (Ind G

TP(T ))G Prop.2.2.6
= 0.

Considere L um transversal para as classes laterais GigT . Então,

H0(Gi;FTG)
Obs.5.6.2� H0(Gi; Ind

G
TP(T ))

F.Mackey� H0(Gi;
⊕
g∈L

Ind Gi
T gP(T ))

Lema 5.6.1� H0(Gi;
⊕
g∈L

Ind Gi
T P(T ))

Prop.2.3.2 (i)�
⊕
g∈L

H0(Gi; Ind
Gi
T P(T ))

Prop.2.3.1�
⊕
g∈L

(Ind Gi
T P(T ))Gi

Prop.2.2.6
= 0.

Assim, H0(W ;FTG) = H0(Gw1 ;FTG)⊕H0(Gw2 ,FTG) = 0 e a sequência exata longa dada na

Proposição 4.1.2 toma a seguinte forma:

0→ H1(G,W ;FTG)
J→ H1(G;FTG)

res G
W→ H1(W ;FTG)→ · · ·
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Uma vez que J é injetora e ker res G
W = Im J , segue que

dimH1(G,W ;FTG) = dim Im J = dimker res G
W . (∗)

Por outro lado, a Proposição 3.1.3 nos fornece a seguinte sequência exata curta:

0→ Z2(G/T )
α→ Z2(G/G1)⊕ Z2(G/G2)

ε→ Z2 → 0,

onde α é dada por α(gT ) = (gG1, gG2) e ε é a aplicação aumentação. Assim,

Δ = ker ε = Imα � Z2(G/T ). Logo,

H1(G,W ;FTG)
Teo.4.3.1� H1(G, {G1, G2};FTG)
Prop.4.1.1� H0(G;HomZ2(Δ,FTG))

� H0(G;HomZ2(Z2(G/T ),FTG))
Prop.2.5.2� H0(T ;FTG)
Obs.5.6.2� H0(T ; Ind G

TP(T ))
Prop.2.2.3� H0(T ;

⊕
g∈G/T

gP(T ))

Prop.2.3.2 (i)�
⊕

g∈G/T

H0(T ; gP(T ))

Lema.5.6.1�
⊕

g∈G/T

H0(T ;P(T )).

Mas H0(T ;P(T )) Ex.5.6.2� Z2 e [G : T ] =∞, e então dimH1(G,W ;FTG) =∞. Dáı por (∗)
segue que dimker res G

W =∞. Portanto,

E(G,W,FTG) =∞.

(ii) Com o mesmo racioćınio de (i), obtemos que

H0(G;FTG) = 0 = H0(G1;FTG) e dimH1(G,W ;FTG) = dimker res G
W .

Além disso, a Proposição 3.1.4 nos fornece a seguinte sequência exata curta:

0→ Z2(G/T )
α→ Z2(G/G1)

ε→ Z2 → 0,

onde α(gT ) = gG1 − gp−1G1 (p é a letra estável de G), de modo que

Δ = ker ε = Im α � Z2(G/T ).
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Dáı, como no caso anterior, conclúımos que dimH1(G,W ;FTG) = H1(G, {G1};FTG) =∞,

consequentemente dim ker res G
W =∞ e, portanto,

E(G,W,FTG) =∞.

�

Observação 6.3.1 É importante, obviamente, questionar se existe um subgrupo T nas

condições do teorema anterior (T finitamente gerado, normal em G com [G1 : T ] = ∞ =

[G2 : T ]). Observamos que Scott e Wall em [31], mostraram o seguinte fato (Teorema 3.11):

Se G = G1 ∗ G2 onde G1 e G2 são grupos não triviais e H é um subgrupo finitamente gerado

e normal em G, então H é trivial ou H possui ı́ndice finito em G. Em seguida, os autores

(em [31]), questionaram se existe um resultado análogo, nos casos em que G se decompõe sobre

T , G = G1 ∗T G2 ou G = G1∗T,θ. Claramente, se isso fosse verdade, o nosso resultado não

faria sentido, uma vez que, nesse caso, considerando H = T com T subgrupo finitamente

gerado, normal em G deveŕıamos ter T trivial ou [G, T ] = ∞, e em nosso resultado tem-se

[G : T ] = [G : G1][G1 : T ] = ∞ (além disso estamos interessados em T infinito, logo não

trivial). Entramos em contato, através de e-mail, com um dos autores (Prof. Dr. P. Scott) a

respeito desta questão e o mesmo nos sugeriu como obter exemplos de grupos G = G1 ∗T G2,

com T finitamente gerado, normal em G satisfazendo [G1 : T ] = [G2 : T ] = ∞ (e portanto

[G : T ] = ∞), e argumentou, então, que são necessárias hipóteses mais complexas para se

obter, para G = G1 ∗T G2 ou G = G1∗T,θ, um resultado similar (ao do Teorema 3.11, [31]).

Segue o exemplo sugerido pelo Prof. Dr. P. Scott. Gostaŕıamos de registrar nossos

agradecimentos ao Prof. Dr. P. Scott, pela pronta atenção e sugestão.

Exemplo 6.3.1 Considere T um grupo finitamente gerado e G1 e G2 dois grupos finitamente

gerados que possuem T como subgrupo normal, por exemplo, G1 = A×T e G2 = B×T , onde A

e B são grupos quaisquer, infinitos, finitamente gerados (A e B podem ser, por exemplo, grupos

ćıclicos). Então [G1 : T ] = ∞ = [G2 : T ] e T é normal em G := G1 ∗T G2. De fato, considere

os transversais à esquerda: T1 e T2, de G1 módulo T e de G2 módulo T , respectivamente, e

seja g ∈ G. Pelo Teorema da Forma Normal (Teorema 3.1.1), temos que

g = a1b1 . . . akbkc; ai ∈ T1, bi ∈ T2, i = 1, . . . , k e c ∈ T,

podendo a1 ou bk serem iguais a 1. Dessa forma, temos

gT = a1b1 . . . akbkcT.
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Como T é normal em G1 e em G2, segue que

g1T = Tg1, ∀g1 ∈ G1, e g2T = Tg2, ∀g2 ∈ G2.

Assim, aiT = Tai e biT = Tbi, 1 ≤ i, j ≤ k. Dáı, como obviamente cT = Tc, tem-se

gT = a1b1 . . . akbk(cT ) = a1b1 . . . ak(bkT )c = . . . = Ta1b1 . . . akbkc = Tg.

Portanto, T é normal em G = G1 ∗T G2, como queŕıamos.

Com base no exemplo anterior, apresentamos uma aplicação do Teorema 6.3.2.

Exemplo 6.3.2 Dado T um grupo finitamente gerado, considere um grupo G = G1 ∗T G2,

como no exemplo anterior, e sejam W = (G/G1×{0}) ∪̇ (G/G2×{1}) e φ : G×W → W , uma

aplicação tal que, se w1 = (gG1, 0) ∈ W , então, g′ · w1 = (g′ · gG1, 0) e se w2 = (gG2, 1) ∈ W ,

então, g′ · w2 = (g′ · gG2, 1). Temos que φ é uma G-ação em W . Agora, se tomamos w1 =

(1 ·G1, 0) e w2 = (1 ·G2, 1), temos

G(w1) = {g · (1 ·G1, 0), g ∈ G} = {(g ·G1, 0), g ∈ G} = G/G1 × {0},
G(w2) = {g · (1 ·G2, 1), g ∈ G} = {(g ·G2, 1), g ∈ G} = G/G2 × {1}.

Além disso,

Gw1 = {g ∈ G, g · w1 = w1} = {g ∈ G, (g ·G1, 0) = (G1, 0)} = {g ∈ G, g ∈ G1} = G1.

Similarmente, Gw2 = G2. Portanto, W é um G-conjunto satisfazendo Gw1 = G1, Gw2 = G2

e G = G1 ∗T G2. Logo, pelo Teorema 6.3.2, E(G,W,FTG) =∞.

6.4 E(G,W,Z2(G/T )) e Decomposição de Grupos

Nesta seção, apresentamos um resultado que caracteriza E(G,W,Z2(G/T )) quando G se

decompõe sobre um subgrupo T de ı́ndice infinito em G, dado que H0(T ;Z2(G/T )) � Z2.

Teorema 6.4.1 Seja (G,W ) um par onde G é um grupo que se decompõe sobre um subgrupo T

de G, tal que [G : T ] =∞ e W é um G-conjunto. Considere E um conjunto de representantes

para as G-órbitas em W e suponha que H0(T ;Z2(G/T )) � Z2, então:

Se G = G1 ∗T G2 e E = {w1, w2} com Gwi
= Gi, i = 1, 2, ou G = G1∗T,θ e E = {w} (isto

é, a ação é transitiva), tem-se que

E(G,W,Z2(G/T )) ≤ 2.
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Demonstração: Se G = G1 ∗T G2, então Δ = ker ε � Z2(G/T )(∗) (Proposição 3.1.3),

onde ε : Z2(G/G1)⊕ Z2(G/G2)→ Z2 é a aplicação aumentação. Assim,

H1(G,W ;Z2(G/T ))
Teo.4.3.1� H1(G, {G1, G2};Z2(G/T ))
Prop.4.1.1� H0(G;HomZ2(Δ,Z2(G/T ))

(∗)� H0(G;HomZ2(Z2(G/T ),Z2(G/T )))
Prop.2.2.2 (ii)� H0(G; Coind G

T (Res
G
T Z2(G/T )))

L.Shapiro� H0(T ;Z2(G/T ))
hipótese� Z2.

Além disso,

H0(G;Z2(G/T ))
Prop.2.3.1� (Ind G

TZ2(G/T ))G
Prop.2.2.6

= 0.

Assim a sequência exata longa dada pela Proposição 4.1.2 toma a seguinte forma:

0→ H0(W ;Z2(G/T ))
δ→ H1(G,W ;Z2(G/T )) � Z2

J→ H1(G;Z2(G/T ))→ · · ·

Da exatidão da sequência, ker δ = 0, isto é, δ é monomorfismo, de modo que podemos ver

H0(W ;Z2(G/T )) = H0(G1;Z2(G/T ))⊕H0(G2;Z2(G/T ))

como submódulo de H1(G,W ;Z2(G/T )) � Z2. Assim, temos as seguintes possibilidades:

H0(Gi;Z2(G/T )) = 0, i = 1, 2, ou

H0(Gi;Z2(G/T )) = 0 e H0(Gj;Z2(G, T )) � Z2, i, j ∈ {1, 2}, i �= j,

donde segue que dimH0(G1;Z2(G/T )) + dimH0(G2;Z2(G/T )) assume valores 0 ou 1, ou seja,

dimH0(W ;Z2(G/T )) ≤ 1. Então, pela Proposição 5.4.1 segue que

E(G,W ;Z2(G/T )) = 1− dimH0(W ;Z2(G/T )) + 1 ≤ 2.

Se G = G1∗T,θ, temos Δ = ker ε � Z2(G/T ) (Proposição 3.1.4), onde ε : Z2(G/G1)→ Z2 é

a aplicação aumentação, dáı seguindo o mesmo racioćınio do caso anterior, obtemos que

H1(G,W ;Z2(G/T )) � Z2,

H0(G;Z2(G/T )) = 0,

de modo que a sequência exata dada pela Proposição 4.1.2 toma a seguinte forma:

0→ H0(W ;Z2(G/T ))
δ→ H1(G,W ;Z2(G/T )) � Z2

J→ H1(G;Z2(G/T ))→ · · · ,
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como δ é monomorfismo, podemos ver H(W ;Z2(G/T )) = H0(G1;Z2(G/T )) como submódulo

de Z2. Portanto, pela Proposição 5.4.1,

E(G,W,Z2(G/T )) = 1− dimH0(W ;Z2(G/T )) + 1 ≤ 2.

�

Observação 6.4.1 Se (G, T ) é um Dn-par então H0(T ;Z2(G/T )) � Z2, como mostrado

a seguir. No entanto, se (G, T ) é um Dn-par então G não se decompõe sobre T , como

mostrado em [2], Corolário 1. Logo, se (G,W ) e T satisfazem as hipóteses do teorema anterior,

necessariamente (G, T ) não é Dn-par.

Para demonstrar o próximo resultado, nos baseamos em [3], (Proposição 2.10).

Proposição 6.4.1 Sejam G um grupo e T um subgrupo de G com [G : T ] = ∞. Se (G, T ) é

um Dn-par então

H0(T ;Z2(G/T )) � Z2.

Demonstração: Inicialmente, note que se (G, T ) é um D1-par, então pela Proposição 4.4.1,

G e T são D0-grupos (sobre Z2) logo, são grupos finitos (Proposição 2.9.1), e dáı [G : T ] <∞.

Dessa forma, nas hipóteses deste resultado, tem-se, necessariamente, n > 1.

Seja C o módulo dualizante de (G, T ). Então,

H1(G, T ;Z2(G/T ))
Def.4.4.1� Hn−1(G;C ⊗ Z2(G/T ))
Cor.2.2.1� Hn−1(G; Ind G

T (C ⊗ Z2))
L.Shapiro� Hn−1(T ;C ⊗ Z2)

Prop.4.4.1 (ii)� H0(T ;Z2) � Z2.

Observe também que

H0(G;Z2(G/T ))
Prop.2.3.1� (Ind G

T )
G Prop.2.2.6

= 0.

Assim, a sequência exata longa dada na Proposição 4.2.1 para S = {T} e M = Z2(G/T )

toma a seguinte forma:

0→ H0(G;Z2(G/T )) = 0 → H0(T ;Z2(G/T ))
δ→ H1(G, T ;Z2(G/T )) � Z2

J→
J→ H1(G;Z2(G/T ))

res G
T→ H1(T ;Z2(G/T ))→ · · ·
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Agora,

H0(T,Z2(G/T ))
Prop.2.3.1� (Z2(G/T ))T , {0, 1GT} ⊂ (Z2(G/T ))T e {0, 1GT} � Z2,

de modo a obter-se

Z2 ⊂ (Z2(G/T ))T
δ� Z2.

Como δ é monomorfismo, segue que (Z2(G/T ))T � Z2. Portanto,

H0(T ;Z2(G/T )) � Z2.

�

6.5 Algumas Considerações sobre E(G,W,FTG) e Decomposição

Adaptada de Grupos

Nesta seção apresentamos um resultado sobre decomposição de grupos adaptada a uma

famı́lia de subgrupos, que foi demonstrado por Andrade e Fanti e apresentada em [5].

Sejam G um grupo e S = {Si, i = 1, . . . ,m} uma famı́lia de subgrupos de G. Swarup, em

[36], apresentou o seguinte critério para um grupo G se decompor sobre um subgrupo finito T :

Teorema 6.5.1 Seja (G,S) um par grupo com G finitamente gerado e S = {Si, i = 1, . . . ,m}.
Se

m⋂
i=1

ker res G
Si
�= 0 então G se decompõe sobre um subgrupo finito T na forma:

(a) G = G1 ∗T G2, com cada Si ∈ S conjugado a um subgrupo de G1 ou G2, ou

(b) G = G1∗T,θ, com cada Si ∈ S conjugado a um subgrupo de G1.

Demonstração: [36], Teorema 1.1. �

Definição 6.5.1 Seja (G,W ) um par onde G é um grupo e W é um G-conjunto. Uma

decomposição

G = G1 ∗T G2 ou G = G1∗T,θ
de G sobre T é denominada W -adaptada em T , se T é finito e existe um conjunto finito, E,

de representantes para as G-órbitas em W tal que Gw ⊂ G1 ou Gw ⊂ G2, para todo w ∈ E.

Neste caso, diz-se que o par (G,W ) é W -adaptado em T .

Em [5], os autores apresentaram um resultado que exibe uma condição necessária e suficiente

para um par (G,W ) ser W -adaptado usando E(G,W,Z2G), (que foi denotado por E(G,W )).

Nossa ideia era analisar esse resultado utilizando E(G,W,FTG), porém como (na definição de
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decomposição W -adaptada) T é finito e, nesse caso, Z2G
Prop.5.6.3� FTG, a demonstração se

reduz ao caso referido.

Teorema 6.5.2 Seja (G,W ) um par onde G é um grupo e W é um G-conjunto com um número

finito de G-órbitas. Então, (G,W ) é W -adaptado em T se, e somente se,

E(G,W,FTG) = E(G,W,Z2G) ≥ 2.

Demonstração: Considere (G,W ) um par W -adaptado em T . Então G = G1 ∗T G2 ou

G = G1∗T,θ com T finito e existe E = {w1, . . . , wn} um conjunto de representantes para as

G-órbitas em W tal que Gwi
⊂ G1 ou Gwi

⊂ G2, para todo i = 1, . . . , n.

Suponhamos que G = G1 ∗T G2 e consideremos a famı́lia {Hj}j∈I = {G1, G2}. Pela

Proposição 5.1.1, temos que

E(G,W,Z2G) = 1 + dim
n⋂

i=1

ker res G
Gwi

Obs.2.4.2≥ 1 + dim
⋂
j∈I

ker res G
Hj

= 1 + dim
2⋂

i=1

ker res G
Gi
.

Com um racioćınio similar ao feito na demonstração do Teorema 6.3.1 segue que

1 + dim
2⋂

i=1

ker res G
Gi
≥ 2.

Portanto, E(G,W,FTG) = E(G,W,Z2G) ≥ 2. O caso G = G1∗T,θ é análogo.

Reciprocamente, suponhamos que E(G,W,FTG) = E(G,W,Z2G) ≥ 2. Uma vez que W é

um G-conjunto com um número finito de G-órbitas, podemos considerar E = {w1, . . . , wn} um
conjunto de representantes para as G-órbitas em W . Seja S = {Gw1 , . . . , Gwn} a famı́lia dos

subgrupos de isotropia de G. Pela Proposição 5.1.1 temos

E(G,W,FTG) = 1 + dim
n⋂

i=1

ker res G
Gwi

.

Assim, como E(G,W,FTG) ≥ 2, temos dim
n⋂

i=1

ker res G
Gwi

> 0, logo

n⋂
i=1

ker res G
Gwi

�= 0,
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e dáı pelo Teorema 6.5.1 (Swarup), segue que G se decompõe sobre um subgrupo finito T , isto

é:

(a) G = G1 ∗T G2, e cada Gwi
∈ S é conjugado a um subgrupo de G1 ou G2, ou seja, para cada

i = 1, . . . , n, existe gi ∈ G e Hi subgrupo de G1 ou G2, tal que Gwi
= g−1i Higi, ou

(b) G = G1∗T,θ, e cada Gwi
é conjugado a um subgrupo de G1. Vamos analisar o caso (a).

Notemos que como Gwi
é conjugado a um subgrupo de G1 ou G2, para cada wi ∈ E,

Hi = giGwi
g−1i = Ggiwi

= {g ∈ G; ggiwi = giwi}.

De fato,

h ∈ Hi ⇒ h = gigg
−1
i ,

onde g ∈ Gwi
⊂ G é tal que gwi = wi. Dáı

hgiwi = gigg
−1
i giwi = gigwi = giwi. (∗)

Logo, h ∈ Ggiwi
. Por outro lado,

h ∈ Ggiwi
⇒ h ∈ G e hgiwi = giwi,

mas

h = gi(g
−1
i hgi)g

−1
i = giug

−1
i ,

onde u = g−1i hgi ∈ Gwi
, uma vez que uwi = g−1i hgiwi = g−1i (hgiwi)

(∗)
= g−1i giwi = wi. Além

disso, E ′ := {vi = giwi, i = 1 . . . , n} também é um conjunto de representantes para as G-órbitas

em W .

Dessa forma, temos que G se decompõe sobre um subgrupo finito T e existe um conjunto

E ′ de representantes para as G-órbitas em W com Gvi ⊂ G1 ou Gvi ⊂ G2 para todo vi ∈ E ′.

Portanto, (G,W ) é W -adaptado em T , como queŕıamos. O caso (b) é similar. �
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