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Resumo

Em [6], Andrade e Fanti definiram o invariante E(G, W, M), sendo G um grupo,
W um G-conjunto e M um Zy;G-médulo, e apresentaram alguns resultados usando
E(G,W,Zs) (Zy visto como Z;G-médulo trivial) relacionados com decomposigao
de grupos e dualidade. E(G,W, M) é definido usando (co)homologia de grupos
para o par ((G,W), M) seguindo [14]. O objetivo deste trabalho é apresentar
os resultados dados em [6], porém acrescentando as provas de alguns resultados
que sao mencionados em [6], mas que nao foram provados, como por exemplo, a
invariancia de E(G,W, M) por pares isomorfos e a independéncia do conjunto de
representantes das G-orbitas. Procurou-se também generalizar alguns resultados
para um ZyG-moédulo M qualquer (nao necessariamente Z,), e apresentar algumas
outras propriedades de E(G, W, M), em especial para o Z,G-médulo FrG, sendo T
um subgrupo de GG, explorando, sempre que possivel, sua relacao com decomposicao
de grupos. Muitos desses resultados estao fortemente relacionados com alguns
apresentados em [7], para o invariante de pares de grupos E(G,S, M), sendo S
uma familia de subgrupos de G.

Palavras-chave: (Co)homologia de Grupos, Decomposi¢ao de Grupos, Invariante
E(G, W, M).



Abstract

In [6], Andrade and Fanti defined the invariant E(G,W,M), where G is
a group, W is a G-set and M 1is a ZoG-module, and presented some results
using E(G,W,Zy) (Zy seen as a trivial ZoG-module) related to splitting of groups
and duality. E(G,W,M) is defined using (co)homology of groups for the pair
(G, W), M) following [14]. The purpose of this work is to present the results given
in (6] but adding proofs of some results that were referred but not proved there,
such as the invariance of E(G, W, M) for isomorphic pairs and the independence of
the set of orbit representatives in W. We also attempt to generalize some results
for any ZsG-mddulo M (not necessarily Zs) and present some other properties
of E(G,W, M), specially for the ZoG-module FrG where T is a subgroup of G,
exploring, whenever possible, its relationship with splitting of groups. Many of those
results are strongly related with some given in [7] for the invariant of pairs of groups
E(G,S8, M) where S is a family of subgroups of G.

Keywords: (Co)homology of Groups, Splitting of groups, Invariant E(G, W, M).



Sumario

Introducao 11
1 Conceitos Preliminares 15
1.1 Sequéncias Exatas e Complexos de (Co)cadeias . . . . .. ... ... ... ... 15
1.2 Modulos Livres/Projetivos, Agao de Grupos e RG-médulos . . . . . . . . .. .. 22
1.3  Produto Tensorial e Grupo de Homomorfismos . . . . . . . . ... ... ..... 30
1.4 Resolugoes Projetivas de M sobre RG . . . . . . . . . . . ... ... ... ..., 37
2 (Co)homologia Absoluta de Grupos 46
2.1 Os Grupos Invariantes e Coinvariantes de um RG-médulo M . . . . . . . . . .. 46
2.2 Moédulos (Co)induzidos (Ind §M e Coind M) . . . . . ... .. ... ... ... 47
2.3 Os Grupos H.(G; M) e H (G; M) . . . . e 54
2.4 Aplicagoes Induzidas em (Co)homologia . . . . . . ... ... ... ... ... . 55
2.5 Lema de Shapiro . . . . . . . . . .. 60
2.6 Exemplos de Grupos de Cohomologia . . . . . . . . . .. .. ... ... ..... 63
2.7 Interpretagao Topoldgica para (Co)homologia de Grupos . . . . . . . . . . ... 67
2.8 Derivagoes de Grupos e sua relagio com HY (G, M) . . . .. ... .. ... ... 69
2.9 Grupos de Dualidade . . . . . . . ... 70
3 Decomposicao de Grupos 72
3.1 Produto Livre Amalgamado e Extensoes HNN . . . . . . .. ... ... .. ... 72
4 (Co)homologia Relativa para pares (G,W) 88
4.1 (Co)homologia Relativa, segundo Dicks-Dunwoody . . . . . . .. ... ... .. 88
42 H*G,S;M)e H(G,S; M) . . . . . 93
4.3 A Relacao entre as Teorias de Cohomologia: de Bieri-Eckmann e Dicks-Dunwoody 94
4.4 Pares de Dualidade . . . . . . . . . ... 96
5 O Invariante E(G,W, M) 98
5.1 A Definicdo de E(G,W, M) . . . . . . . 98
5.2 Independéncia do Conjunto de Representantes de Orbitas na Definicao de
E(G, W, M) . . . o 100
5.3 A Invariancia Cohomoldgica de E(G,W, M) (por Isomorfismo de Pares) . . . . . 102
5.4 Algumas Propriedades de E(G,W, M) . . ... ... ... ... . ... ... 105
5.5 E(G,W,Zs) e Dualidade . . . . . ... .. ... ... 109
5.6 O Invariante E(G, W, FrG) . . . . . . 110



Sumaério 10

6 Decomposicao de Grupos e o Invariante E(G, W, M) 125
6.1 Decomposicao de Grupos e Invariantes ends . . . . . . .. .. ... 125
6.2 FE(G,W,Zy) e Decomposicao de Grupos . . . . . . . . . . . ... 126
6.3 E(G,W,FrG) e Decomposigao de Grupos . . . . . . . . . ... 127
6.4 E(G,W,Zy(G/T)) e Decomposi¢ao de Grupos . . . . .. .. ... ... ..... 134

6.5 Algumas Consideragoes sobre E(G, W, FrG) e Decomposicao Adaptada de Grupos137

Referéncias 140



Introducao

Na teoria classica de invariantes ends apresenta-se o nimero de ends de um grupo
G, e(G). Tal invariante foi introduzido por Hopf ([19]) para grupos finitamente
gerados. Posteriormente, Specker ([33]) apresentou uma definigdo para e(G), onde
G é um grupo qualquer (nao necessariamente finitamente gerado). No caso em que

G ¢ infinito, tem-se
e(G) =1+ dimg, H'(G; Z,QG). (1)

Dados G um grupo e T um subgrupo de G, Houghton ([20]) e Scott ([30]),
independentemente, introduziram o invariante end e(G,T), que é uma extensao
natural de e(G). Quando [G : T] = oo, ndao ha uma férmula cohomoldgica para
e(G,T), como a que foi dada em (1) para e(G). Na tentativa de se obter tal formula
cohomoldgica, Andrade e Fanti ([3]), definiram um invariante “end” generalizado,
E(G,8,M), sendo G um grupo, § = {S;, i € I} uma familia de subgrupos de G,
com [G : S;] = oo, para todo ¢ € I, e M um ZyG-mdédulo.

Posteriormente, em [6], os autores adaptaram a definigdo de E(G,S,M) a
notagao de Dicks-Dunwoody para o par (G, W) e denotaram o invariante E(G,S, M)
neste caso por F(G,W, M), sendo G um grupo, W um conjunto nao vazio munido
de uma G-acao e M um Zy;G-médulo e apresentaram alguns resultados usando
E(G,W,Zs) (Zy visto como ZyG mébdulo trivial) relacionados com decomposigao
de grupos e dualidade. E(G, W, M) é definido usando cohomologia de grupos para
o par ((G,W), M), seguindo [14], obtendo uma caracterizagdo mais elegante de
E(G,8,M).

O principal objetivo deste trabalho é apresentar os resultados dados em [6],
porém acrescentando as provas de alguns resultados que sao mencionados, mas cujas
demonstragoes nao foram apresentadas em [6], além de generalizar alguns desses
resultados, dados em [6], para M um Z;G-médulo qualquer (ndo necessariamente

Zs) e explorar algumas outras propriedades de E(G,W, M) para Z;G-mddulos

11
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particulares, como M = ZyG, M = FrG,e M = Zy(G/T), sendo T um subgrupo de
G. Procurou-se também, sempre que possivel, obter alguns resultados relacionando

E(G,W, M) com a teoria de decomposi¢ao de grupos.
A seguir relatamos os principais objetos de estudo em cada capitulo deste texto.

Os dois primeiros capitulos desta dissertacao tratam de assuntos que fazem
parte dos pré-requisitos necesséarios para a elaboracao do trabalho e sao de suma
importancia para o desenvolvimento e entendimento dos capitulos posteriores. O
leitor que ja possui tais conhecimentos prévios, pode iniciar sua leitura no terceiro

capitulo.

O primeiro capitulo é dedicado ao estudo de alguns tépicos de Algebra
Homolégica, tais como: sequéncias exatas, complexo de (co)cadeias, mddulos livres e
projetivos, RG-moédulos, produto tensorial, médulo de homomorfismos e resolugoes
projetivas de R sobre RG, sendo G um grupo e R um anel com unidade (que na
maioria das vezes sera considerado como sendo o anel Z ou o corpo Zs). As principais

referéncias com respeito aos assuntos citados acima sao [21] e [29].

Dada uma resolucao projetiva de R sobre RG, sendo R um anel com unidade
e G um grupo, podemos considerar complexos de cadeias e cocadeias especiais,
a partir dos quais define-se os grupos de homologia e de cohomologia de G com
coeficientes em um RG-moédulo M, que sao apresentados no Capitulo 2. Finalizamos
o Capitulo 1 com alguns exemplos de resolucoes projetivas de R sobre RG, para

grupos particulares.

O segundo capitulo diz respeito a teoria basica de (co)homologia absoluta
de grupos. Nas primeiras secoes desse capitulo introduzimos os conceitos de
grupos (co)invariantes, médulos (co)induzidos, Férmula de Mackey, aplicagoes
(co)induzidas e o Lema de Shapiro. Na se¢ao 2.6 exibimos o cdlculo dos grupos
de cohomologia de alguns grupos particulares, e na secao seguinte apresentamos
uma interpretagao topoldgica para (co)homologia de grupos, que nos da uma
relagdo entre a (co)homologia de um grupo G e a (co)homologia de um espago
de Eilenberg-MacLane K (G,1).

Na secao 2.8 estudamos o conceito de derivacao de grupos e apresentamos a
relacao existente entre os grupos de cohomologia de ordem 1, de um grupo G com
coeficientes em um RG-médulo M, e os grupos de derivagoes. Por fim, fazemos
um breve estudo sobre dualidade de grupos, de fato, apresentamos apenas alguns
conceitos e resultados que serao utilizados posteriormente, quando for abordado
um resultado envolvendo E(G,W,Zs). As principais referéncias utilizadas neste
capitulo sao [10] e [12].
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No terceiro capitulo, introduzimos o conceito de decomposicao de grupos.
Dizemos que um grupo G se decompoe sobre um subgrupo 7' se G é um produto
livre amalgamado nao trivial (com subgrupo amalgamado T'), ou seja, G = G x1 Gs
com Gy # T # G5 ou se G é um HNN-grupo sobre um grupo base Gy, G = G*7y.
Grupos que se decompoe sobre um subgrupo surgem naturalmente, por exemplo,
quando calculamos, através do Teorema de Van Kampen, o grupo fundamental
de superficies compactas. Além de apresentar as definigbes de produto livre
amalgamado e extensoes H N N e dar alguns exemplos, detalhamos as demonstracoes
de duas proposigoes, dadas em [10], envolvendo grupos que se decompde (Proposigao
3.1.3 e Proposigao 3.1.4). Para isso, usamos o conceito de derivacao de grupos. Tais

proposicoes serao bastante utilizadas no capitulo final desta dissertacao.

Iniciamos o quarto capitulo com a definigdo de (co)homologia relativa
H.(G,W;M) e H*(G,W; M), segundo Dicks-Dunwoody ([14]), onde G é um grupo,
W é um G-conjunto e M ¢é um RG-modulo, sendo R = Z ou R = Z,. Nos
dedicamos mais diretamente ao conceito de cohomologia. Mostramos a existéncia
da sequéncia exata longa neste caso (de cohomologia) e, a seguir, apresentamos
uma relacao entre essa teoria de cohomologia e a de Bieri e Eckmann ([11]). Bieri
e Eckmann definiram cohomologia relativa para pares (G, S), onde G é um grupo e
S ¢ uma familia de subgrupos de G. Para ir da teoria de Dicks-Dunwoody para a
teoria de Bieri-Eckmann, tomamos S a familia formada pelos subgrupos de isotropia
dados pela acdo de G em W (tendo fixado um conjunto de representantes para as
G-6rbitas) ([17]). Finalizamos este capitulo com uma breve introdugao ao conceito
de pares de dualidade que sera utilizado, posteriormente, em resultados dos capitulos

seguintes.

O quinto capitulo trata do principal objeto de estudo deste trabalho, o invariante
E(G,W,M), que é definido a partir de um grupo G, um G-conjunto W e um
ZoG-médulo M. Para esta definicao considera-se, ainda, um conjunto E de
representantes para as G-érbitas em W, tal que [G : G| = oo, para todo w € E.
Observe que, em geral, F nao é Unico, o que nos motiva a mostrar que a defini¢ao
de E(G,W, M) independe do conjunto de representantes para as G-érbitas em W.
Este resultado é apresentado na secao 5.2. Prosseguindo, mostramos a invariancia
(cohomoldgica) de E(G,W, M) por isomorfismo de pares em uma determinada
categoria (de pares) e algumas propriedades deste invariante quando M é um

Z5G-mébdulo qualquer. As referéncias utilizadas neste capitulo sao [1], [3] e [7].

Na secao 5.5 apresentamos um resultado dado em [6], que relaciona E(G, W, Zs)
e dualidade. Em seguida, definimos o Z,G-mddulo FrG' e os invariantes ends, para

um grupo G, e(G), e para pares de grupos (G,T) (T um subgrupo de G): e(G,T)
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e é(G,T). Verificamos algumas propriedades do invariante E(G,W, M) nos casos
particulares em que M = ZyG, M = Zy(G/T) e M = FrG e exibimos algumas

relacoes entre estes invariantes.

No sexto, e ultimo, capitulo desta dissertacao apresentamos alguns resultados

relacionando E(G, W, M) com decomposigao de grupos.

O primeiro resultado que relaciona o conceito de decomposicao de grupos com
a teoria de ends foi dado por Stallings ([35] e [34]). Tal resultado é conhecido
como Teorema de Estrutura de Stallings e fornece uma condi¢ao necessaria e
suficiente para G se decompor sobre um subgrupo finito. Scott ([31]), tentou
generalizar o resultado de Stallings e obteve uma condi¢ao necessaria para G se
decompor sobre um subgrupo (nao necessariamente finito) de GG. Posteriormente
Kropholler e Roller ([23]) apresentaram alguns resultados envolvendo decomposigao
de um grupo G sobre um subgrupo 7' comensuravel com um subgrupo S de G.
Alguns resultados relacionando decomposicao de grupos foram também obtidos
considerando o invariante end FE(G,S,M) (ver [9] e [7]). Muitos resultados
apresentados aqui estao fortemente relacionados com resultados existentes para

E(G,S, M).

Na segao 6.2, apresentamos um resultado, dado em [6], envolvendo E(G, W, Zs)
e decomposicao de grupos. Em seguida verificamos, sob as mesmas hipdteses desse
resultado, o que ocorre no caso em que M = FrG, sendo T um subgrupo finito de
G. Como FrG ~ ZyG, quando T é finito, essa andlise recai ao caso E(G, W, ZyG),
tratado em [5]. Também procurou-se obter resultados envolvendo E(G,W, FrQG)
e decomposigao de grupos quando 7" nao é finito. Nesse sentido foi possivel obter
um resultado no caso em que T ¢ finitamente gerado e normal em . Na secao 6.4
apresentamos um resultado que caracteriza, sob certas condigoes, E(G, W, Zs(G/T))
quando G se decompoe sobre um subgrupo 7' de indice infinito em G (Teorema
6.4.1). Por fim, na se¢ao 6.5, trabalhamos com o conceito de decomposigao adaptada
de grupos e apresentamos (de acordo com [5]), um critério cohomoldgico para este

tipo de decomposicao.



CAPITULO

Conceltos Preliminares

Neste capitulo vamos relatar alguns topicos de Algebra Homologica de
fundamental importancia para o entendimento e o desenvolvimento dos capitulos
posteriores. Dentre os assuntos abordados aqui destacamos: sequéncias exatas,
complexos de (co)cadeias, agao de grupos, RG-mddulos, médulos livres e projetivos,

produto tensorial, médulo de homomorfismos e resolugoes projetivas.

1.1 Sequéncias Exatas e Complexos de (Co)cadeias

Seja R um anel com unidade.

Definicao 1.1.1 Uma sequéncia exata de R-mddulos é uma sequéncia finita ou infinita

de homomorfismos de R-mddulos tais que a imagem do homomorfismo de chegada coincide
com o nicleo (kernel) do homomorfismo de saida para todo mddulo, exceto nos extremos da

sequéncia (se existir).
Definicao 1.1.2 Toda sequéncia exata da forma

0 ML NS00

¢ chamada de sequéncia exata curta.

15
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Exemplo 1.1.1 Considere N um submodulo de um R-modulo M e o modulo quociente () =
M/N. Como o homomorfismo inclusio i : N — M é um monomorfismo e a projecio candnica

p: M — Q € um epimorfismo, entdo Im (i) = N = ker(p), e a sequéncia
0— N - M -2 Q—0

¢ uma sequéncia exata curta.

Definicao 1.1.3 (i) Dizemos que uma sequéncia ezata

cinde (split) no modulo N se, e somente se, o submddulo A = Im (f) = ker(g) do mddulo
N € um somando direto de N, ou seja, se, e somente se, N € decomposto na soma direta de A

e um outro submddulo de N.

(17) Uma sequéncia exata cinde, ou € cindida se esta cinde em cada um de seus mddulos exceto,

possivelmente, nos seus extremos.

Definicao 1.1.4 Uma sequéncia finita ou infinita

de homomorfismos de R-mddulos € dita semi-exata se, e somente se, em cada mddulo (exceto
nos extremos), a imagem do homomorfismo de entrada estd contida no nicleo (kernel) do

homomorfismo de saida, isto €, Im (f) C ker(g).

Observacao 1.1.1 1. Uma sequéncia é semi-exata se, e somente se, a composi¢cao go f de
quaisquer dois homomorfismos consecutivos f e g na sequéncia € o homomorfismo trivial,

isto €, go f = 0.

2. Toda sequéncia exata de homomorfismos de R-mddulos € semi-exata, mas nem toda

sequéncia semi-exata € exrata.

Definicao 1.1.5 Dada uma sequéncia semi-exata qualquer
i MIsN L0 ...

de homomorfismos de R-mddulos, o mddulo quociente ker(g)/Im (f) é chamado modulo

derivado da sequéncia C' no modulo N.

Os modulos de uma sequéncia semi-exata C' sao usualmente indexados por inteiros na ordem

decrescente ou por inteiros na ordem crescente.
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Definicao 1.1.6 Se sao usados inteiros na ordem decrescente como indices, a sequéncia semi-
exata C € chamada complexo de cadeias e os homomorfismos em C sao, em geral, denotados

pelo simbolo 0. Deste modo, um complexo de cadeias C possui a sequinte forma:
6n 871 On an—
C: BC,1 B0, 0=
com O 0 Opy1 = 0, para todo n.

Observacao 1.1.2 Os elementos de C,, sao chamados cadetas n-dimensionais de C e os
homomorfismos O sao chamados operadores bordos. O kernel de 0,,, denotado por Z,(C), é
chamado modulo n-dimensional de ciclos de C. A imagem de 0,,_1, denotada por B, (C),

é chamada mddulo n-dimensional de bordos de C.

Definicao 1.1.7 O mddulo derivado de C' no maodulo C,,

¢ chamado modulo de homologia n-dimensional de C. A cole¢io H.(C) = {H,(C)} €

chamada homologia do complexo de cadeias C'.

Definicao 1.1.8 Quando inteiros na ordem crescente sao usados como indices, a sequéncia
semi-exata € chamada complexo de cocadeias e 0s homomorfismos em C sao usualmente

denotados pelo simbolo 0. Deste modo, um complexo de cocadeias C possui a sequinte forma:

5n72 _ 5n71 o 5n+1
C:...s0vt o ottt

com §" o "t =0, para todo n.

Observagao 1.1.3 Os termos cocadetia, cociclo e cobordo de um complexo de cocadeias sao
usados no lugar de cadeia, ciclo e bordo (de um complexo de cadeias). E também, sobrescritos

sao usados em vez de subscritos.

Definicao 1.1.9 O mddulo derivado

Z7(0)
Bn(C)’

H"(C) :=

onde Z"(C) = kerd" e B"(C) = Im (6"71),

¢ chamado moddulo de cohomologia n-
dimensional de C e a colegcao H*(C) = {H"(C)} é chamada cohomologia do complexo

de cocadetas C'.
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Definicao 1.1.10 Considere quaisquer dois complexos de cadeias de R-maodulos:

an 8n an 8”*
C: - BC, 450, 2C 1 25
o, o, a, oL,
D: 8D, 5D, D, =

Uma aplicagao de cadetas f : C — D € uma familia de homomorfismos
f={fa:Cp— Dy;n €L}

de R-mddulos, indexada por inteiros (n € Z), tais que a relagio de comutatividade

o fn = fn100, € verdade, para todo n € Z, no sequinte diagrama:

On
Cn - Cn—l

W

Dn T anl
n

Proposicao 1.1.1 Seja f : C — D uma aplicacao de cadeias arbitrdria. Entdo, para cada
n € Z, o homomorfismo f, : C, — D,, leva Z,(C) em Z,(D) e B,(C) em B, (D).

Demonstracao: Provemos que f,(Z,(C)) C Z,(D) e f.(Bn.(C)) C B,(D).

foe1(On(z)) = 0=
(fam100)(z) = 0=
(Opo fa)() = 0=
Op(fulx)) = 0=
fo(z) € ker(d) = Z,(D)

Agora, suponhamos que x € Im (0,41), entao existe y € Cy,4; tal que Op11(y) = z. Assim,

fo(@) = [(Oni1(y)) = (fn 0 Oni1)(y) = (Fps1 © far1)(¥) = T (faia (9)).

Portanto, f,(z) € Im (9, ). [

Definicao 1.1.11 Seja f : C — D uma aplicacdo de cadeias. Seque da proposicao anterior
que, para cada n € 7, f, induz um homomorfismo H,(f) : H,(C) — H,(D) tal que a cada

T :=x+ Z,(C) associa H,(f)(x) := fu(x)+ Z™(D) = fu(x). Este homomorfismo serd referido
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como homomorfismo (n-dimensional) induzido por f. E ficil ver que H,(id) = idy, e
H,(go f) = Hu(g) o Hu(f).

Considere agora o seguinte diagrama de complexos de cadeias:

onde cada linha é exata. Suponhamos que = € ker(9!) C E,. Como g, é sobrejetora, existe
y € D, tal que g,(y) = x. Assim 0),(y) € D,_1. Mostra-se que 0., (y) € ker(g,—1) = Im (f,—1).
Logo, existe z € C,_; tal que f,_1(z) = 0,(y). Mostra-se também que z € ker(d,—1). Entao

define-se:
0: H,(E) — H, 1(C)

r=x+Im (0] ) — 0@)=2z=2z+1Im(0,).

Pode-se mostrar que 0 estd bem definido e é um homomorfismo. (Veja [21], Lemas 1.6.6, 1.6.7

e 1.6.8).

Defini¢ao 1.1.12 O homomorfismo 0 : H,(E) — H,_1(C) dado anteriormente, construido

para cada inteiro n, é denominado homomorfismo conexao (em homologia).
Proposicao 1.1.2 Uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias

0=C 5HC50" =0
da origem a sequinte sequéncia exata longa de homologia:

H(i)

s H (O™ 5™ B0 A Hy (O -

Demonstracao: [21], Capitulo I, Teorema 6.9. [

Observagao 1.1.4 Analogamente, para complexos de cocadeias, podemos definir aplicacdo de
cocadeias, homomorfismo induzido e homomorfismo conexdo (em cohomologia). A saber:
Definicao 1.1.13 Considere quaisquer dois complexos de cocadeias de R-modulos:

(5"71 o 5n+1 Sn+2
C:...2= 0" oMttt o2
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Snfl Sn Sn+1 Sn+2
D:-..2— D" Dt pnt2 .

Uma aplicacao de cocadeias f : C'— D ¢ uma familia de homomorfismos
f=4{f":C"—- D" neZ}

de R-mddulos, indexada por inteiros (n € Z), tais que a relagio de comutatividade

8" o fr = frtlo 8™ ¢ verdade, para todo n € Z, no sequinte diagrama:

Cn o Cn+1

fnl l/fn+1

Dn ——— ZDTH_1
67L

Proposicao 1.1.3 Seja f : C' — D uma aplicacao de cocadeias arbitraria. Entao, para cada
n € Z, o homomorfismo f": C"™ — D" leva Z™(C) em Z"(D) e B"(C) em B"(D).

Demonstracao: A ideia para a demonstracao deste resultado é anédloga a feita na Proposicao
1.1.1. |

Definicao 1.1.14 Seja f : C — D wma aplicagao de cocadeias. Seque da proposi¢cao anterior
que, para n € 7, [, induz um homomorfismo H"(f) : H"(C) — H"™(D) tal que a cada
T = x4 B*(C) associa H"(f)(Z) := f*(x)+ B*(D) = f*(x). Este homomorfismo serd referido
como homomorfismo (n-dimensional) induzido (em cohomologia) por f. E fécil ver que

H"(id) = idgn e H"(go f) = H"(g) o H"(f).

Considere o seguinte diagrama de complexos de cocadeias:

onde cada linha é exata. Suponhamos que = € ker 5" C E™. Como g™ é sobrejetora, existe
y € D", de modo que g"(y) = x. Assim, 6"(y) € D""'. Pode-se verificar que 6"(y) €
ker(g"t!) = Im (f"*'). Logo, existe z € C™*! tal que f"*'(z) = "(y). Pode-se mostrar que
2 € ker 6", e entao

Jd: H"(E) — H™(C)
T=z+Im (") — zZ=z+Im (")
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estd bem definido e é um homomorfismo.

Definicao 1.1.15 O homomorfismo dado anteriormente, construido para cada inteiro n, €

denominado homomorfismo conexdo (em cohomologia).
Proposicao 1.1.4 Uma sequéncia exata curta de complexos de cocadeias
o-cLodc—o
da origem a sequinte sequéncia exata longa de cohomologia:
o1 " ey " ey S griery -

onde H™"(f) e H"(g) sao os homomorfismos (n-dimensionais) induzidos (em cohomologia) por

f e g, respectivamente.

Demonstracgao: [37], Capitulo III, p. 78. [ |

Defini¢ao 1.1.16 Dois homomorfismos (ou aplicacoes de cocadeias) f, g : C — D sdo ditos

homotopicos quando existe uma familia de homomorfismos
h={h":C"— D" ' VneZ}
tal que, para todo n € Z,
"ok A" o = " —g" . C" — D",

conforme indicado no sequinte diagrama:

6n—2 Cn_]- é‘n—l On §n Cn+1 6n+1 o

fn—lL h™ fn lgn l}%ll

6n—2 Dn—l é‘n—l Dn §n Dn+1 6n+1

Notagao: [ ~ g.

Definicao 1.1.17 Sejam C e D complexos de cocadeias e f : C — D, g: D — C aplicagoes de
cocadetas tais que fog € homotopica ao endomorfismo idéntico de D em D e go f é homotopica
ao endomorfismo idéntico de C' em C. Nestas condigoes, as aplicagoes [ e g sao chamadas
equivaléncias de homotopia e C e D sao ditos complexos de cocadeias homotopicamente

equivalentes.

Notagao: C' ~ D.
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Proposicao 1.1.5 Se f,g: C — D sao homomorfismos homotopicos entao

H"(f) = H"(g), Vn € Z.

Demonstracgao: [21], Capitulo I, Proposicao 6.4.

Lema 1.1.1 Se C' e D sao complexos de cocadeias homotopicamente equivalentes, entao

H"(C)~ H"(D), Vn € Z.

Demonstracao: Temos que

C~D=df:C—-Deg:D—=C

tais que
fog~idp: D — D

gofr~ids:C — C.

Considere os homomorfismos induzidos em cohomologia

H"(f): H"(C) — H"(D) e H"(g) : H"(D) — H"(C).

Temos:
. ny- Prop.1.1.5 .. n n
idgnicy = H"(ide) =77 H™(go f) = H"(g) o H"(f),
. ny- Prop.1.1.5 ;. n n
idgnpy = H (idp) ="H (fog)=H"(f)oH"(g).
Assim, H"(f) é um isomorfismo cuja inversa é H"(g). Portanto, o resultado segue. [

1.2 Modulos Livres/Projetivos, Agao de Grupos e RG-modulos

Modulos Livres e Projetivos

Definicao 1.2.1 Seja R um anel com unidade. Um R-mddulo livre sobre um conjunto S
¢ um R-mddulo F junto com uma funcao f : S — F tal que, para toda funcao g : S — M,
onde M ¢é um R-mddulo, existe um wunico homomorfismo h : F — M tal que a relagao de

comutatividade h o f = g € verdade no sequinte diagrama:

S

| A

M
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Neste caso, dizemos que F' é R-livre gerado por S.

Exemplo 1.2.1 1. Seja S = {1}, entdo Z € um Z-mdodulo livre sobre S.
De fato, dada a fungio f : S — Z tal que f(1) = 1, para toda funcdo g : S — M com
g(1) = mg, mg € M fizo, defina h : Z — M por h(n) = nmy. Assim, (ho f)(1) =
h(f(1)) =h(1) =1-mg=mo = g(1), ou seja, ho f =g.
Para provar a unicidade de h, suponha que exista outro homomorfismo h' : Z — M tal que
hWof =g. Dai, comoZ é gerado por 1, h'(1) = K'(f(1)) = (Wo f)(1) = g(1) = mo = h(1).
Logo, h/(n) = nh'(1) = nh(1) = h(n), para todo n € 7.

2. Generalizando, todo anel R com unidade ¢ um R-modulo livre sobre S, se S € um conjunto
unitdrio.
Com efeito, seja S = {s}, dada a funcao f : S — R tal que f(s) = 1, para toda fun¢ao
g: S — M com g(s) =mg, mg € M fizo, definimos h : R — M por h(a) = a-h(l) =
a-mq. Logo, (ho f)(s) = h(f(s)) = h(1) = mg = g(s), ou seja, ho f = g e h € claramente

Unico.

Proposicao 1.2.1 Seja I um conjunto nao vazio e F = {M; | i € I} uma familia de R-mddulos

com M; ~ R para todo v € I. Um R-mddulo M €é R-livre gerado por I se, e somente se,

M:@Mi.

el

Demonstragao: [21], Capitulo I, Coroldrios 4.4 e 4.5. [ |

Exemplo 1.2.2 Pela proposicao anterior, temos que Zso nao € um Z-mdodulo livre, pois caso

contrdrio, dado I um conjunto nao vazio e F = {M; | i € I} uma familia de Z-mddulos com

M; ~ 7, Vi € I, teriamos
z~ D~ D2,
iel iel
0 que nao ocorre.

Teorema 1.2.1 Todo R-mddulo é isomorfo a um quociente de um R-mddulo livre.

Demonstracao: Sejam M um R-moddulo e S um subconjunto de M que gera M. Considere o

R-médulo livre F' gerado pelo conjunto S. Entao, a funcao inclusao
g:S—-M

se estende a um homomorfismo
h:F — M.

Como S = ¢g(S) C h(F) C M e S gera M temos que h(F) = M. Dai, h é um epimorfismo.

Entao, M ¢é isomorfo ao médulo quociente F'/ker(h) do R-mdédulo livre F. |
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Definigao 1.2.2 Um R-modulo P é chamado projetivo se, e somente se, para todo
homomorfismo f : P — N e todo epimorfismo g : M — N de R-mddulos, existe um
homomorfismo h : P — M tal que go h = f.

Usando a linguagem de diagramas, podemos reestruturar esta definicao da sequinte forma:

Um R-modulo P ¢é projetivo se, e somente se, todo diagrama

P

|+

M-—2-N_—-0

de homomorfismos de R-mddulos, onde a sequéncia € exata, pode ser encaixado no sequinte

Sl

M-—2sN—-0

diagrama comutativo:

onde h: P — M ¢é homomorfismo de R-mddulos.

Proposicao 1.2.2 Sao equivalentes as sequintes condicoes para um R-maodulo P:
(1) P € projetivo.
(17) Toda sequéncia exata

0O—-M-—>M —P—=0

cinde.

(1ii) P € somando direto de um mddulo livre.

Demonstragao: [12], Capitulo I, Proposigao 8.2. |

Proposicao 1.2.3 Todo mddulo livre € projetivo.

Demonstracgao: [12], Capitulo I, Proposicao 7.2. [ |

Agao de Grupos

Definigao 1.2.3 Sejam G um grupo e W um conjunto nao vazio. Uma ag¢ao (a esquerda) de

G em W (ou uma G-agao em W) é uma aplicagao

p: GxW — W
(gw) = g-w

satisfazendo, para todo w € W, as sequintes condicoes:

(1) 1g - w = w, onde 1 € o elemento neutro de G.

(1) (g192)w = g1(g2w), V1,92 € G.
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Neste caso, pode-se dizer também que G atua sobre W .

Equivalentemente, uma ac¢ao de G em W (a esquerda) € um homomorfismo
v: G — Bij(lW)
g = ¢lg) =¢, (denota-se g-w = pg4(w)),

onde Bij(W) ={f: W — W, f € bijecao} é um grupo com a operagdo composi¢ao.
Usaremos a expressao “W é um G-congunto” para indicar que estamos considerando W

munido de uma G-ac¢do.

Definicao 1.2.4 Diz-se que uma G-acao em W é:

(a) livre, se a sequinte condi¢ao for verdadeira:
g-w =w para algum w € W se, e somente se, g = 1.

(b) trivial, se:
g-w=w,Vge G YweW.

Definigao 1.2.5 Sejam W um G-conjunto e w € W. Define-se a G-orbita de w como sendo

o conjunto
G(w):={g-w, g € G}.

FEste conjunto é também, usualmente, denotado por O(w).

Definicao 1.2.6 Diz-se que uma G-acao em W ¢€ transitiva se esta satisfaz a seguinte
1qualdade:
G(w) =W, YVw e W.

Proposicao 1.2.4 Seja W um G-conjunto. Entao:
(i) w e G(w), Yw € W.

(i7) Dados wq, we € W, tem-se

G(wy) = G(ws) ou G(wy) N G(wsy) = 0.

Demonstragao: (i) Mostraremos que se G(w;) N G(wz) # 0 entdo G(w;) = G(wy). De fato,

G(w) NG(wy) # 0 = Fw € Glw)) NG(wy) = Fg, h€ G; g-wy =w=h-w,.
Dai, se y € G(wy), entdo y = g'w;, para algum ¢’ € G. Logo,

y=4dglg-wi=gg " w=gg h-wy="h"-wy h'=gg'heQqG.
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Assim y € G(ws) e consequentemente G(wy) C G(ws). De forma analoga mostra-se que

G(ws) C G(wy), donde segue a igualdade desejada. |
Segue da proposicao anterior que existe um conjunto E = {w;, i € I} tal que
{G(w;), i € I} forma uma partigao de W, ou seja, W = U G(w;).
w;EE

Definicao 1.2.7 O conjunto E dado acima é chamado de conjunto de representantes das
G-orbitas (distintas) de W.

Note que se E’ é um outro conjunto de representantes para as G-6rbitas em W, entao existe

uma bijecao entre E e E’.

Definicao 1.2.8 O conjunto
Gow:={9€G, g -w=w}

é um subgrupo de G chamado subgrupo de isotropia, ou subgrupo estabilizador de w em

G.

Observagao 1.2.1 Dado W um G-conjunto, para cada w € W, existe uma bijecio entre o

conjunto quociente G/G,, e a drbita G(w), dada pela aplica¢do:

n: Gw) — G/G,
gw = §=9Gu.

De fato, temos:
e 1) estd bem definida e € injetora, pois

n(gw) =nlhw) < g=he h'ge G, < (hgw=w & guw = hw.

e 1) ¢ sobrejetora, pois
Vg € G/Gun g = gGw = U(gw% g e G.

Anel Grupo e RG-médulos

Definicao 1.2.9 Sejam R um anel com unidade 1 e G um grupo multiplicativo, com elemento
neutro 1g. Denote RG (ou R[G]) o R-mddulo livre gerado pelos elementos de G. Assim, um

elemento de RG ¢é expresso unicamente na forma E rq9, comr, € R ery =0 para quase todo

geG
g € G, isto €, exceto para um niumero finito de elementos g € G.
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Em RG, as operagoes de adi¢ao e multiplicacao sao dadas por:

(S00)  (So0) - S

geG geG geqG
(Z rgg> . (Z shh) = Z (rgsn) - (gh).
geG heG g,heG

Tais operagoes fazem de RG um anel com unidade 1rg = 1grlg, chamado anel grupo de
G sobre R.

Neste trabalho, sao de maior interesse os RG-modulos em que R denota o anel dos inteiros
Z, ou o corpo Zs. Sempre que necessario especificamos qual dos dois esta sendo utilizado. De
fato, na maioria das situacoes trabalhamos com Z,G-mdédulos.

Os conceitos de acao de grupos e RG-moddulos estao intimamente relacionados, conforme

mostra a proposicao seguinte.

Proposicao 1.2.5 Sejam G um grupo (multiplicativo) e M um conjunto nao vazio. Entao, M
¢ um RG-mddulo (a esquerda) se, e somente se, M é um R-mddulo (a esquerda) munido de

uma a¢ao (a esquerda) de G- em M.

Demonstracao: Se M é um RG-modulo entao M é um R-mddulo considerando, para todo

re Remé& M, rm := (rlg)m, e pode-se definir uma G-acao por gm := (1g)m.
Reciprocamente, se M é um R-médulo e existe uma acao de G em M entao podemos dar a

M uma estrutura de RG-médulos da seguinte maneira:

(i) o= St

geG geG

onde r, € R é nulo para quase todo g € G e m € M. [ |

Definigao 1.2.10 A aplicagio ¢ : RG — R definida por £(g) = 1, Vg € G, e estendida por
linearidade, de modo que
(Tro) - Sreto - o,

geG geG geG

¢ chamada aplicacao aumentacao usual.

Observacao 1.2.2 A aplicacdo aumentacdao usual € sobrejetora, pois para todo r € R existe

A=r-g € RG tal que e(A\) =1 (g um elemento qualquer de G).

Proposicao 1.2.6 Sejam G = (g) ~ Z um grupo ciclico, e ¢ : RG — R a aplicagao
aumenta¢ao usual. Entdo, kere = (g — 1), em RG, ou seja, kere = (g — 1) - RG.
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Demonstracao: Seja A € kere. Como kere = {\ € RG; ¢(\) = 0}, temos que

A=rogt +rig" Tt + . 9" k€ Z, neNee()) =0 (aqui estamos supondo r, # 0, mas

podemos ter r; = 0, se i # n). Agora,

eN)=0=ro+r+...+1r,=0=r,=—rg—1 — ... — rp_1. Assim,
N o= rod" gt 4 gD 4 (=19 =11 — . — Tp_1)g" ™
= —rod®(¢" = 1) =g g = 1) — . =T Y (g — 1)
= (9=[=rg"(¢" "+ g+ .+ g +1) -
— g g ) — = gD
= (g —1)(—rog"tY — gt T | pgb g ghteD)
— =g — = git ) =
= (g—D[=rog" + (=g —r))g" + (1o — 11 — 1) g" T+ .+
+ (=ro—11—...—7n_1)g"T ™ V] e (¢—1)- RG.

Logo, kere C (g9 — 1) - RG. Por outro lado, seja A € (g — 1) - RG. Temos que
A=(g—1)-pcompu€ RG, isto é, u = ngg, tal que ry € Re g € G. Assim,
g9

A= (g—l)-ngg:nggQ—ngg. Logo
g g g
e(A) = ng—ng:O.
9 9

Portanto, (g — 1) - RG C kere e segue a igualdade desejada. [ |

Mais geralmente, tem-se o seguinte resultado:
Proposicao 1.2.7 Se G é um grupo e ¢ : RG — R € a aplicacao aumentacao usual, entao

kere=(g—1,geGeg#1=1¢g).

Demonstracao: Seja u = ngg € RG. Temos

geG

ueker€<:>2rg:O,

geG

assim,

u=1u— (ZTQ) 10227’9(9_1(})7

geG geG
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de onde segue que o nucleo da aplicacao aumentagao (kere) é gerado pelos elementos

{9—1,9eGeg#1=1g},

como queriamos. [ |

Proposicao 1.2.8 Sejam W um G-conjunto, E um conjunto de representantes para as

G-orbitas em W e RW o R-mddulo livre gerado por W. Temos:

(i) RW = @ R(G(w)) ~ @D R(G/G.).

wek welk
(17) Se W € um G-conjunto livre, entdo RW =~ @ RG.
wek

Demonstracao: (i) Note que se

w= | Gw),

weR
entao

= @RG(w).

wek

| G(w)

weE

RW =R

De fato,

ac R

U G(w)] & =N Uy N Uy, Ny, € Re o, € U G(w)

weFE wek

&S a€ @RG(U}).

wek
Como existe uma bijegao entre G(w) e G/Gy, w € E (Observagao 1.2.1), segue que

RG(w) ~ R(G/G,), para cada w € E, e portanto,

RW ~ B R(G/G.).

weFE

(1) De (i) temos que RW = @ R(G(w)) ~ @ R(G/G,). Dai, usando o fato que a agao de
weE wekE
G em W é livre, temos que G, = {1} e

RW = @ R(G(w)) ~ €P RG.

wekE wek

Dessa forma concluimos que RW é um RG-médulo livre com base F. [
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Corolario 1.2.1 Sejam H um subgrupo de G e E um conjunto de representantes para as

classes laterais gH de H em G. Entao,

RG =P RH.

ger

Demonstracao: A multiplicacao a esquerda dos elementos de H pelos elementos de G faz de

G um H-conjunto livre, pois
h-g=g< h=1.

Portanto, o resultado segue da proposicao anterior. [

1.3 Produto Tensorial e Grupo de Homomorfismos

Nesta segdo temos por objetivo definir o produto tensorial de M e N sobre R (denotado
M ®g N), o grupo (mdédulo) de homomorfismos Hom(M, N), onde R é um anel e M e N sdo

R-médulos, e estudar algumas propriedades envolvendo estes conceitos.

Produto Tensorial

Definicao 1.3.1 Sejam R um anel, M um R-modulo a direita, N um R-mddulo a esquerda e

G um grupo abeliano (aditivo). Uma aplica¢iao f: M x N — G que satisfaz:
1. fm+m/,n) = f(m,n)+ f(m',n),
2. f(m,n+n') = f(m,n)+ f(m,n'), e
3. f(rm,n) = f(m,rn),

para todos m,m' € M, n,n' € N er € R € chamada aplicagcao R-biaditiva.

Definicao 1.3.2 Dados um anel R e R-mddulos M e N, define-se o produto tensorial de
M e N sobre R e denota-se M @g N, como sendo o par (T, h), onde T = M @g N € um grupo
abeliano aditivo e h € uma aplicacdo R-biaditiva de M x N em T que satisfaz o sequinte problema
de diagrama universal: para todo grupo G e para toda aplicacdo biaditiva f : M x N — G,
existe um unico homomorfismo g : T — G tal que a relagao de comutatividade go h = f é

verdade no sequinte diagrama:
Mx Nl—T

|
I3
\VQ

G

Quando nao houver duvidas sobre o anel R em questao, o produto tensorial de M e N sobre

R sera denotado simplesmente por M ® N.
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Definicao 1.3.3 A aplicacdo biaditiva natural f : M x N — M ® N serd chamada aplicagao
tensorial e, para cadam € M en € N, o elemento f(m,n) de M @ N, denotado por m @ n,

serd chamado de R-produto tensorial dos elementos m e n.

Observacao 1.3.1 1. Segue diretamente da biaditividade da aplicagao tensor [ que

(myry +mere) @n = ri(my ®n) + ra(me @n),

m® (ring +ryne) = ri(m®@ny) +rh(m @ ny),

VYmy,me,m € M; ny,ng,n € N ery,re, 1,75 € R.

2. Em particular, Ym € M, n € N er € R, temos as sequintes propriedades:
(i) (mr)@n=r(m®n) =m®e (rn).
(171) 0@n=0=m®O0.
(1ii) (—m)®@n=—(m®n) =m® (—n).
3. Como f(M x N) gera o grupo abeliano M Qg N, temos que todo elemento t € M @ N
pode ser escrito da sequinte forma:

n

i=1

comm; € M en; € N,i=1,...,n. Note que a expressao det nao € unica. Por exemplo:
0 = mn+n)—me@n—men, e
0 = mr&&n—m®rrn,

ondeme M, ne N er € R.

Exemplo 1.3.1 Considere Zo e Z3 vistos como maodulos sobre o anel 7. dos inteiros. Temos
que Zo ® Ziz = 0.

De fato, como Zy = {0,1} e Zs = {(:), 1, 5}, seque, das propriedades anteriores, que

I
® &
Il
(U§]]
&
(@]}
I
\.CD
9V)

DI =i

®
®

-y
w
®
=il
I
-y
X
w
]
I
=Y

—1201=0®

Il

1
2

-y
I
-y

Proposicao 1.3.1 Para todo R-mddulo a esquerda N, existe um R-isomorfismo natural:

h:RRN — N; r®@n +— rn,
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ou seja, R&Q N ~ N.

Demonstragao: Segue essencialmente da definigdo de produto tensorial. (Veja [29], Capitulo

I1, Proposigao 2.58). [ |

Proposigao 1.3.2 Considere fi : M — M’ e fy : N — N’ aplicagoes de R-mddulos a direita

e a esquerda, respectivamente. Entao existe uma unica aplicacao, denotada por fi ® fo, tal que

(fi® fo)(m®n) = fi(m)® fa(n), Yme M en € N.

Demonstracao: [29], Capitulo II, Proposicao 2.46. [ |

Definicao 1.3.4 Definimos o R-produto tensorial de f, e fs como sendo a aplicacao
fi®fa: M@N — M @ N,
dada na proposi¢ao anterior.

Proposicao 1.3.3 Se f: M — M' e g: N — N’ sao isomorfismos de R-mddulos a direita e

a esquerda, respectivamente, entao o produto tensorial
h=f®g: MQN — M @ N’

¢ um isomorfismo de grupos abelianos.

Demonstracao: [29], Capitulo II, Coroldrio 2.49. [ |

Observagao 1.3.2 Quando R é um anel comutativo, todo R-maodulo a esquerda possui uma
estrutura natural de R-mddulo a direita, e vice-versa. Neste caso, o produto tensorial M @r N
pode ser definido considerando M e N como R-mddulos a esquerda. Ainda,

f:MxN— M®grN serda uma aplicacao bilinear e, M ®r N serd um R-mddulo com
rtm@n)=rm@n=mrn,Yme M,ne N er € R.
(Veja [29], Capitulo II, Proposicio 2.55).

Modulo de Homomorfismos

Sejam M e N R-mdédulos arbitrarios e considere o conjunto Hompg(M, N) de todos os
homomorfismos do médulo M no médulo N. Como os moédulos em questao sao considerados

sobre um anel R fixado, podemos denotar simplesmente por Hom (M, N).
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Dados ¢ e ¢ em Hom(M, N), considere a aplicagao

¢+ : M —= N; (¢+1)(m) = p(m) + (m),

para todo m € M. E facil ver que ¢ + 1 € Hom(M, N), de modo que esta adi¢ao “+” torna

Hom(M, N) um grupo abeliano e portanto um Z-médulo.

Agora, para todo r € R e para todo ¢ € Hom(M, N) considere a aplicacao

r¢: M — N; (r¢)(m) = r[p(m)].

Note que se R for um anel comutativo, podemos verificar usando a comutatividade de R
que r¢ é um R-homomorfismo do médulo M no médulo N, e assim a associagao (r, ) — ro
define uma multiplicagao por escalar no grupo abeliano Hom(M, N). Logo, no caso em que R

¢ comutativo, Hom(M, N) é um R-mddulo.

Defini¢ao 1.3.5 Quando R é um anel comutativo, o R-mddulo Hom(M,N) €é chamado

modulo de homomorfismos do mddulo M no mdédulo N.

Observacao 1.3.3 No que seque, se R ¢ um anel comutativo com wunidade, teremos
homomorfismos/isomorfismos de R-mddulos. No entanto, é interessante observar que caso
R nao seja comutativo, resultados similares sao wdlidos por considerar Hom(M, N) como
um grupo abeliano ou um Z-mddulo, obtendo assim homomorfismos de grupos abelianos ou
equivalentemente, de Z-modulos. Observamos, por exemplo, que se G nao é abeliano, o anel

mais usado nesta dissertacao, ZoG, nao € um anel comutativo.

Proposicao 1.3.4 Para qualquer R-médulo M, sempre temos Hompg(R, M) ~ M.

Demonstracao: O isomorfismo é obtido por considerar

v M — Hompg(R, M)
m = Y(m); Y(m)(1) =m,
e estender por linearidade. (Veja [21], Capitulo I, Proposicao 8.1). |

Sejam f: M — M e g : N — N’ homomorfismos de R-mdédulos e considere os mdédulos
Hom(M,N) e Hom(M', N'). Defina uma fungao

h:Hom(M,N)— Hom(M',N'); h(p) :=gopo f,
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para todo ¢ € Hom(M, N).
M—*~N
1

M o= N

h(p)

Esta fungao h é um homomorfismo do médulo Hom (M, N) no médulo Hom(M', N'), a qual

serd denotada por Hom(f,g). Assim, temos que Hom(f,g)(p) = go ¢ o f. Em particular,
Hom(f,idx) : Hom(M,N) — Hom(M',N); Hom(f,idyx)(¢) = ¢ o f.

Hom(idys, g) : Hom(M, N) — Hom (M, N'); Hom(idy, g)(¢) = g o .

Notagao: f* = Hom(f,idy) e g. = Hom(idyy, g).

Proposicao 1.3.5 (i) Seidy : M — M e idy : N — N sao os homomorfismos idénticos dos

R-mddulos M e N, respectivamente, entao
Hom(idy,idy) = idgom,ny - Hom(M,N) — Hom(M, N)
¢ o homomorfismo idéntico do mdédulo Hom(M, N).

(i) Se f: M — M, f" - M" - M, g: N— N eg : N — N" sio homomorfismos de
R-mdédulos entdo Hom(f o f', ¢’ o g) = Hom(f',g') o Hom(f, g), onde

Hom(fo f',g'og): Hom(M,N) — Hom(M", N")

Hom(f',g") o Hom(f,g) : Hom(M,N) — Hom(M" N").

Em particular, (fo f))*=(f)* o f* e (g 0g)s = (9)« 0 gs.

Demonstragdo: (i) E imediata.

(i1) Seja p € Hom(M", N"). Considere o diagrama

M——N
)
M/ e N
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entao,

Hom((fo f',g" e g))(¢) = (g 0g)epo(fof)

(Hom(f',g') o Hom(f,9))(¢) = Hom(f',g')(Hom(f,g))() = (Hom(f',g"))(gopo [)
= golgopoflof =(gdog)opo(fof)
Logo,
Hom(f o f',g' o g) = Hom(f',g') o Hom(f, g).
Para verificar a ultima afirmacao, basta, no segundo caso, considerar ¢ = ¢’ = idy e, no

primeiro, f = f' =idyy. |

Corolario 1.3.1 Se f : M' - M e g : N — N’ sdo isomorfismos de R-mddulos,
entao Hom(f,g9) : Hom(M,N) — Hom(M',N') também ¢é isomorfismo de R-mddulos e

(Hom(f,9))™" = Hom(f},g7").

Demonstragao: Como f e g sdo isomorfismos, segue que existem homomorfismos h : M — M’

ek : N — N tais que ho f, foh, gok e ko g sao homomorfismos idénticos. Pela
proposicao anterior, temos que as composicoes Hom(h, k) o Hom(f,g), Hom(f,g) o Hom(h, k)
sao homomorfismos idénticos dos médulos Hom(M,N) e Hom(M', N'), respectivamente.
Portanto, Hom/(f, g) é um isomorfismo e (Hom(f,g))™* = Hom(h,k) = Hom(f~',¢7'). N

Teorema 1.3.1 Se M = @ M, eN = H N,, onde M, e N, sao R-mddulos a esquerda

neM nenN
para todo p e n, entao

Hom(M,N)~ [] Hom(M,,N,).

Demonstragao: [21], Capitulo I, Teorema 8.4. [ |

Os proximos corolarios seguem diretamente do teorema anterior.

Corolario 1.3.2 Seja M = @ M, onde M, sio R-mddulos a esquerda para todo € M e

neM
seja N um R-modulo a esquerda. Entao,

Hom(M,N) ~ [[ Hom(M,,N).

pneM
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Corolario 1.3.3 Seja N = H N,, onde N, sao R-mddulos a esquerda e considere M um

neN
R-modulo a esquerda. Entao,

Hom(M,N) ~ [[ Hom(M, N,).

neN
|

Corolario 1.3.4 Hom(M, N, & Ny) ~ Hom(M, Ny) & Hom(M, Ns), onde M, Ny e Ny sao

R-maodulos a esquerda.
[ |

Teorema 1.3.2 Sejam f: M' — M e g: N — N’ homomorfismo arbitrarios de R-mddulos a

esquerda. Considere o homomorfismo
h = Hom(f,g): Hom(M,N) — Hom(M' N").
Entao, o kernel de h (ker h) € o submddulo K dado por

K = {¢ € Hom(M, N); ¢[Im (f)] C ker(g)}.

Demonstracgao: [21], Capitulo I, Teorema 8.5. [

Na proposicao seguinte os modulos considerados sao sobre um anel “R” particular, o anel

RG (vide Definicao 1.2.9). Por um abuso de notagao, estamos usando a mesma letra R.
Proposicao 1.3.6 Sejam G um grupo e F';, M e N RG-mddulos. Tem-se que
Hompg(F @ M,N) ~ Hompgg(F, Hom(M, N)).

Demonstracao: Considere

. Hompge(F® M,N) — Hompgg(F,Hom(M,N))
f - W(f),

onde, para cada f: F®@ M — N,
v(f): F — Hom(M,N)
= P(f)); v(f)(@)(m) = flz®@m),

¢: Hompgg(F,Hom(M,N)) — Hompgg(F ® M,N)
9 = ¢(9),
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tal que para cada g : FF — Hom(M, N),

o(g): FOM — N
z@m = ¢(g)lx®m):= g(z)(m).

Temos que ¢(f) é homomorfismo de RG-médulos. De fato,

g-(f)x)(m) = g-flx®m), e
b()g-z)(m) = flgr@m)=g-flz@m)

Portanto, g - (f)(x)(m) = ¥ (f)(g - z)(m).

Pode-se verificar também que ¢ é homomorfismo e que ¢ = 1)~1. Logo,

Hompe(F @ M,N) ~ Hompe(F, Hom(M, N)).

1.4 Resolugoes Projetivas de M sobre RG

Definicao 1.4.1 Sejam M um R-mddulo arbitrario e R um anel com unidade. Uma

resolucao de M sobre R, ou uma R-resolucao de M ¢ uma sequéncia exata de R-modulos

On On On—
F:oo.—F 35S F %F_ 5.

a qual satisfaz as sequintes condigoes:
(1) oy = M.
(17) F,, =0, Vn < —1.

FEquivalentemente, uma resolucao de M sobre R ou uma R-resolucao de M é uma sequéncia

exata de R-modulos que possui a sequinte forma:
Fiooo— B2 2%E M0

Definigcao 1.4.2 A aplicagao € : Fy — M € chamada aplicagao aumentagao. Se cada F;
¢ livre, dizemos que a resolugao € livre. Se cada F; é projetivo, dizemos que a resolugcao é
projetiva.

Notagao: ¢ : F — M denota uma resolucdao de M.

Proposicao 1.4.1 Dado um R-mddulo M, sempre podemos construir uma R-resolu¢ao livre

de M.
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Demonstracgao: De acordo com o Teorema 1.2.1, sabemos que todo R-mdédulo M é isomorfo

ao quociente de um R-mddulo livre, isto é, existe um R-mddulo livre Fjy e um isomorfismo

wo M — FQ/Q().

Sejam € : Fy — Fy/Qq tal que &(z) = x + Qo a projecdo natural e ¢ := ;' o & onde
Yot o Fy/Qo — M associa a cada x4+ Qg € Fy/Qp, um elemento m, € M tal que ¢o(m,) =
7 + Qo. Temos que ¢ é sobrejetora, pois ;" e & sdo sobrejetoras e ker(g) = Q.

I
SN VY

fo =15,

Analogamente, o R-submddulo ker(e) = @)y ¢é isomorfo ao quociente de um R-médulo livre,
isto é, ker(e) % F1/Q4, onde F; é livre. Novamente, tome a projegao natural o : Fy, — Fi/t
ed:=io o O, onde i : Qp = ker(e) — Fj é a inclusdao. Entao,

Im (1) = i(¢y ' (O(F)) ( ( )>
!
(9

= i(ker(e)) = ker(e),
ker(0;) = ker(io wl o 81) =
= ker(¢;!ody) = ker

r(i(¥rh) 0 )

1), pois i e 1) 'sdo homomorfismos injetores.

Mas ker(0y) = @1, assim temos a sequéncia exata

e dai,

com Fy e F} R-médulos livres. Continuando o processo indutivamente, vamos obter a sequéncia
exata

RN DN AN NN N

sendo F; R-moédulo livre, para cada 1. [

Estamos, em geral, interessados em resolugoes projetivas de M = R sobre RG, com R visto

como RG-moddulo trivial.

Lema 1.4.1 Se F' € uma resolugao projetiva de R sobre RG e H é um subgrupo de G, entdo

F também é uma resolugcdao projetiva de R sobre RH.

Demonstracao: Considere a seguinte resolugao projetiva de R sobre RG:
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= F, == F > —-R—N0.

Como cada F;, é um RG-médulo projetivo, segue pela Proposigao 1.2.2 que F,, é um somando

direto de um RG-médulo livre. Assim,

F, & Q. ~ P(RG).

i€l

Mas, pelo Corolario 1.2.1, RG é RH-moédulo livre, dai

RG ~ P(RH);.

jed

Portanto,

Fn b Qn = @(RH)i,ju
2
novamente pela Proposicao 1.2.2, como F, é somando direto de um RH-modulo livre, temos

que F,, é um RH-médulo projetivo, consequentemente, £’ é uma resolugao projetiva de R sobre
RH. [ |

Teorema 1.4.1 Duas resolugcoes projetivas do mesmo modulo M sdo homotopicamente

equivalentes. Mais precisamente, se

s BB R RS M0
s BB P E S M 0

sao resolugoes projetivas de M entao existe uma aplicagao de cadeia preservando aumentacao

fAF.} = {F]}, inica a menos de homotopia e f é uma equivaléncia de homotopia.

Demonstracgao: [12], I. Teorema 7.5. |

Observacao 1.4.1 Com base no teorema anterior podemos dizer que: “Duas resolucoes de um

mesmo modulo M sao “igquais” a menos de uma equivaléncia de homotopia’.

Teorema 1.4.2 Se M é um R-mddulo a esquerda arbitrdrio e
J g
A=->B=>C—=0
¢ uma sequéncia exata de R-modulos a direita, entdo a sequéncia

Ao MM B M P co M — 0



1.4 Resolugoes Projetivas de M sobre RG 40

de seus produtos tensoriais, sendo idy; : M — M o homomorfismo idéntico, € também uma

sequéncia exata.

Demonstragao: [21], Capitulo I, Teorema 7.9 ou [29], Capitulo II, Teorema 2.63, p. 84. W

Teorema 1.4.3 Se a sequinte sequéncia de homomorfismos de R-modulos a direita
0=-ALB%SC 0
¢ uma sequéncia exata curta que cinde, entao a sequéncia
0 A M ™Y Ba M ™" CoM -0

de seus produtos tensoriais, com o homomorfismo idéntico idy; : M — M, onde M € um

R-maodulo a esquerda, é também uma sequéncia exata curta que cinde.

Demonstracao: [21], Capitulo I, Teorema 7.10. ou [29], Capitulo II, p. 84. |

Teorema 1.4.4 Se M ¢ um R-mddulo a esquerda e
AL BSH o0
¢ uma sequéncia exata de R-maodulos a esquerda, entao a sequéncia
0 — Hom(C, M) % Hom(B, M) L5 Hom(A, M),

onde f* = Hom(f,idy), g8 = Hom(g,idy) e idy : M — M é o homomorfismo idéntico do

modulo M também é uma sequéncia exata.

Demonstracao: [21], Capitulo I, Teorema 8.7 ou [29], Capitulo II, Teorema 2.40, p. 62. W

Teorema 1.4.5 Se M ¢é um R-mddulo a esquerda e
0sALBSC S0
¢ uma sequéncia exata curta que cinde, entao a sequéncia
0 — Hom(C, M) % Hom(B, M) L Hom(A, M) — 0,

onde f* = Hom(f,idy), g5 = Hom(g,idy) e idy - M — M é o homomorfismo idéntico do

modulo M também é uma sequéncia exata curta que cinde.

Demonstragao: [21], Capitulo I, Teorema 8.8. ou [29], Capitulo II, p. 60. [ |
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Teorema 1.4.6 Sejam M um R-mddulo arbitrdrio e idy; : M — M o homomorfismo idéntico.
Sao equivalentes:
(a) M ¢€ projetivo.

(b) Toda sequéncia exata de R-mddulos
0-MLy 4z 50

cinde.

(¢) M ¢ isomorfo a um somando direto de um R-mddulo livre.

(d) Se h : A — B ¢ epimorfismo entio h, = Hom(idy,h) : Hom(M,A) — Hom(M, B)
também € epimorfismo.

(e) Se a sequéncia de R-mddulos
0545 B5 00
€ exata, entao a sequéncia
0 — Hom(M, A) 55 Hom(M, B) % Hom(M,C) — 0,

onde f. = Hom(idy, f) e g« = Hom(idy, g) também é uma sequéncia exata.

Demonstracgao: [21], Capitulo I, Teorema 9.4. [ |

Definicao 1.4.3 Um R-mddulo M a esquerda é chamado R-plano se para qualquer sequéncia

exata curta de R-mddulos a direita
05AL BSOS,

a sequéencia
0 Ao M " Bo MM Co M —0

é exata.

Lema 1.4.2 Todo mddulo projetivo € plano.

Demonstragao: [21], Capitulo I, Exercicio 9.E. [ |

Vejamos agora, exemplos de resolugoes livres (projetivas) de R sobre RG.

Resolucao de R sobre RG, quando G ¢é ciclico finito




1.4 Resolugoes Projetivas de M sobre RG 42

Exemplo 1.4.1 Considere G = (t) ~ Z, (n € N*) e a sequéncia
o — RG-S RGES RG-S . — RGEL RG-S R—0, (1.1)

onde € € a aplicacao aumentacao, t — 1 e N denotam, respectivamente, a multiplicagao por
(t—1) el +t+...+t"1 isto é sergl +rit +... + 7, 1t"1 € um elemento de RG,

8(T01+T1t+...+’f’n_1tn_1) = ro+r1+...+7r,_1,
(t—D(rol+rit+... 47, 1t™Y) = (rpog—ro)l 4+ (ro—r)t+ ...+ (Paey — 1)t
N(rol +rit+...+rpgt™™ ) = (T+t+...+t" Dol +rit+ ...+ t™h).

Sabemos que RG é um RG-mddulo livre (Coroldrio 1.2.1), logo pela Proposi¢io 1.2.3, RG

¢ um RG-maodulo projetivo. Além disso, temos:
(I) € € epimorfismo, pois € é a aplica¢ao aumentagao.
(II) Im (t — 1) = kere.
De fato, sejay =rol +1mit+...+1p_1t" 1 €kere comr; € R, para 0 < i <n—1, podendo

ser nulos. Dai,

() =0 = rol +rt+... 47, t" =0

= Tpn1=—Tog—T1— ... Tp_2.
Assim, existe v = (—ro)l + (—rg — 1)t + ...+ (1o — 11 — ... — 1, 2)t" 2 € RG tal que
t—1z = (t—=D[(=ro)l+(=ro—r)t+...+(=rg—7r1— ... =7y 2)t"

= 7’01+7’1t—|—...—|—7”n,1tn71 =Y.

Logo, kere C Im (t — 1).
Agora, sejay € Im (t—1). Entao, existe z = rjl+rit+...+r,_t"' € RG comy = (t—1)z.
Dat,

y = (ry—ro)l+g—r)t+. .+ (r o — T;—l)tn_l =
e(y) = (o —7r0) + o —r) 4+ 4+ (1,9 —1,1) = 0=y € ker(e).

Assim, Im (t — 1) C kere, de onde seque a igualdade desejada.

(II1) Im (N) = ker(t — 1).
De fato, seja y € Im (N). Entdo, existe 2 = rjl +rit + ... + 7/ _t"' € RG com
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y=(1+t+...+t" 1)z Dessa forma,
t—D[A+t+.. . +t" D=t -DA+t+...+t" Y= (t"-1)2 =0,

pois t" = 1. Assim, y € ker(t — 1) e consequentemente, Im (N) C ker(t — 1).
Agora, sejay =rol +rit + ...+ 1, 11"t € ker(t — 1). Entao, (t — 1)y =0, daf,

(rn—l — To)l —I— (7"0 — Tl)t —|— Ce —f- (T’n_g — ’I“n_l)tn_l = O,
ou seja, r; = 1o, para todoi =1,...,n—1. Assim,
y=rol+rt+.. .+ t" P =1+t+...+t" g € Im (N).

Portanto, ker(t — 1) C Im (N) e consequentemente, Im (N) = ker(t — 1).

(IV) Im (t — 1) = ker(N).
De fato, sejay € Im (t — 1). Entdo, existe z = (rjl +rit + ...+ 71, ") € RG tal que
y=(t—1)z. Dai,
Ny)=0+t+...+t"Ht-1z={#"—1)z=0.

Assim, y € ker(N) e consequentemente, Im (t — 1) C ker(N).
Por outro lado, seja y € ker(N). Entdo,

y=rol+rit+...+r,1t"" € RG e N(y) = 0.

Dat,
(I4+t+. . +t" Dol +rit+ ...+ 71 gt" ) =0.

Entao, como t" =1, temos que
(ro+ri+ ... )l 4.+ (ro+ri+... 1 )t" 1 =0.
Assim, ro +1r1+ ...+ 71,1 =0, 0 que nos leva arg = —ry — ... — r,_1 e dai,

y = (t—Dri+ = Drg+ ...+ " = rp_y
= t-DrA+t)+...+rpa(l+t+...+t" )] €lm (t—1).

Portanto, ker(N) C Im (¢t — 1).

De (I), (I1), (II1) e (IV) concluimos que a sequéncia dada inicialmente € exata. Portanto,
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o — RG-S RGESRGY . — RGEL RG-S R—0 (1.2)
¢ uma resolucao livre (projetiva) de R sobre RG.

Resolucao de R sobre RG quando G é ciclico infinito

Exemplo 1.4.2 Seja G = (t) ~ Z. Considere a sequinte sequéncia
0 — RG -% RG —5 R — 0,

onde 0 € a multiplicagdo por (t — 1) e e € a aplicagdo aumentagdo, ou seja,

O “rit')y = (t = 1) ity =Y _(rt"™ —rit') = (rimg —ri)t!

7 % 7 7

5(2 rit') = Z i,

onde r; € R er; =0 exceto para um nimero finito de i's, i € 7.
Como vimos no exemplo anterior, RG é RG-mddulo livre (projetivo). Além disso, temos:

(I) O € monomorfismo, pois
U= Z?”ltz € ker(a) = 6(2 T’Ztl) =0= Z(T’i_l — Tl)tz =0= i1 =T; = Ty = Tq, VZ,j

7 (] K3
Como r; = 0 exceto para um nimero finito de indices entao r; = 0 para todo i e dag,
u = E rit" = 0.
i

(II) Im O = kere, pois Vu € RG, u = Zriti; r; € R sao quase todos nulos, logo

(€0 8)(2 rit') = 5(2(7%—1 —ri)t') = ZT¢—1 —Ti= ZT¢—1 - ZT‘Z‘ =0

7 7 7

e dai,

Im 9 C kere.

Por outro lado, se y € kere, entao

y=rot" + ittt keZ, neN, rg#0er, #0
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(aqui podemos terr; =0 se 1 <i<n—1) ee(y) =0. Assim, ro+r1+...+r—n=20, o que

nos leva ar, =rog—ry — ... —rp_1. Dai, existe
= (—ro)th + (=rg —r)t" T+ 4 (—rg =11 — ... — ) tFT Y € RG
com

dx)=(t -z = tr—az=(=re)t"" 4 (=rg —r)t"? + ...+

(=70 — 71—+ o — B rgt® 4 (g + ) L 4
(ro+ 71+ ..o+ 1y )tF T

rot® 4+ Rt ot =y,

Logo,
ker(e) C Im (0).

(III) € € um epimorfismo, pois € € a aplica¢ao aumentagao.

De (1), (I1) e (I11) concluimos que a sequéncia dada inicialmente € exata. Logo,
0 — RG — RG — R — 0

¢ uma resolucao livre (projetiva) de R sobre RG.



CAPITULO

2

(Co)homologia Absoluta de Grupos

Neste capitulo vamos abordar, inicialmente, assuntos da teoria bésica de
(co)homologia absoluta de grupos, tais como: grupos invariantes e coinvariantes
e modulos induzidos e coinduzidos. A seguir vamos definir (co)homologia absoluta
de grupos, aplicacoes induzidas e apresentar o Lema de Shapiro. Também vamos
calcular os grupos de cohomologia de certos grupos particulares e apresentar uma
interpretagao topoldgica para (co)homologia (absoluta) de grupos. Além disso,
veremos alguns resultados envolvendo derivacoes de grupos, em especial, vamos
relacionar este conceito com o grupo de cohomologia de ordem 1 de um grupo G
com coeficientes em um RG-médulo M. Finalizamos este capitulo com uma breve

introducao a teoria de dualidade de grupos.

2.1 Os Grupos Invariantes e Coinvariantes de um RG-modulo M

Defini¢ao 2.1.1 Sejam G um grupo e M um RG-mddulo (a esquerda). O grupo dos

invariantes de M, denotado por MC, é definido por:
M :={me M;g-m=m,VgcG}.

Observacao 2.1.1 1. Se a acao de G em M € trivial, isto €, g - m = m, para qualquer
m € M entdo ME = M.

2. A G-agao sobre M induz a G-agao trivial sobre MC e assim, M é um RG-mddulo trivial.

Ainda, M€ é o maior submddulo de M no qual G atua trivialmente.

46
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Definicao 2.1.2 O grupo dos coinvariantes de M, o qual denotamos por Mg, é dado por:

M
(g-m—m;geG emeM)’

MG =

onde (g-m—m; g€ G e mé& M) € o submddulo de M gerado pelos elementos g-m —m, com

geGeme M.
Observagao 2.1.2 Se a a¢do de G em M € trivial, entao Mg = M/0 = M.

Definicao 2.1.3 Sejam M e N RG-modulos a esquerda.  Podemos dar a M ®p N
(respectivamente Hompg(M, N)) wuma estrutura de RG-mddulo, induzida pela G-ag¢do

diagonal dada por:
g-(m®n):=g- m®g-n,Vge G,meM en & N,
(respectivamente, (g- f)(m) := gf(g"'m),Vg € G, m € M e f € Homr(M, N)).

Proposicao 2.1.1 Seja M um RG-maodulo e R visto como RG-mddulo trivial. Temos:
(i) MY ~ Hompg(R, M) = (Homp(R, M))%
(11) Mg ~ R®prc M = (R®g M)G

Demonstracao: (i) [32], Proposi¢ao 1.2.11 e Corolério 1.2.12.
(17) [12], Capitulo II, 2.1 e [32], Proposicao 1.2.6. [

2.2 Médulos (Co)induzidos (Ind M e Coind & M)

Considere R; e Ry anéis, e o : R — R, um homomorfismo de anéis. Se M é um Ry-mddulo

(2 esquerda), pode-se ver M como um R;-médulo (a esquerda) definindo em M a Rj-agao:

w: RixM — M

(ri,m) = ri-m=a(r)m,

onder; € Rremeée M.
Obtem-se, assim, um funtor da categoria dos Ry-mddulos (a esquerda) para a categoria
dos Ry-médulos (a esquerda) denominado restricao de escalares. Neste caso, M é dito um

R;1-modulo por restrigao de escalares (via ) e é denotado por Res gf]\/[ .

Por outro lado, pode-se ver Ry como um Rj-médulo (& direita), por restrigao de escalares,
através da acao:
n: R2 X R1 — R2

(ro,r1) +— 1r9-11 = 1roce(r1),
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onde r; € Ry, r9 € Ry e rea(ry) é a multiplicagdo do anel. Assim, podemos considerar o

produto tensorial Ry ®g, M e definir, entao, a seguinte aplicagao:

77/)3 RQX(RQ@RlM) — R2®R1M

(ro,rh @ m) = ro - (ry®@m) = rorh @ m,

onde 19,7, € Ry e m € M. Mostra-se que ¢ esta bem definida e é uma Ry-a¢ao. O Ry-médulo

(a esquerda) Ro®pg, M é dito ser obtido de M por extensao de escalares de R; para Ry (via ).

Ainda, se M é um Rj;-médulo (a esquerda), pode-se obter um Rp-médulo (& esquerda),

Hompg, (Ry, M), bastante relacionado com M, da seguinte maneira:

Por restri¢ao, vé-se Ry como um R;-médulo (& esquerda)

52R1XR2—> RQ

(ri,m) +— 1119 =a(r))re, 71 € Ry e 9 € Ry,

onde «a(ry)re é a multiplicacao do anel. Assim, faz sentido considerar Hompg, (R2, M). Pode-se

mostrar que a aplicagao:

¢: Ry x Hompg,(Ry, M) — Hompg, (Ry, M)
(r2, f) = rof; (raf)(ry) = f(ryra)

estd bem definida e é uma Rp-agao. Assim, Hompg, (R2, M) é um Ry-mdédulo, obtido de M por

coextensao de escalares de Ry para R, (via ).

Proposicao 2.2.1 Se k : Ry — Ry é um homomorfismo de anéis, M €é um Ry-mddulo (a
esquerda) e N é um Ry-mddulo (a esquerda), entdo:

(1) Hompg,(M,N) ~ Hompg,(Rs ®g, M, N) como grupos.

(1) Hompg, (N, M) ~ Hompg,(N, Hompg, (Ry, M)) como grupos.

Demonstracgao: [12], Capitulo 111, 3.3 e 3.5. |

Considerando R um anel comutativo com unidade, G um grupo, S um subgrupo de G,
a: RS — RG a aplicacao inclusao de RS em RG e M é um RG-moédulo, podemos ver M

como um RS-médulo através de o o qual denotamos por Res §M (médulo restrigao).

Seja M um RS-moédulo. O RG-moddulo obtido de M por extensao de escalares serd denotado
por Ind § M, ou seja,
Ind M := RG ®ps M.

Neste caso, a extensao de escalares é chamada inducao.
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Note que Ind § M serd um RG-médulo com a G-agio
g-(d®@m):=gg@®m; g,d €GemeM.

Também podemos associar ao RS-moédulo o RG-moédulo obtido de M por coextensao de

escalares (que neste caso chamamos de coindugao) e denotamos por Coind § M, ou seja,
Coind § M := Hompgs(RG, M).
Coind §M é um RG-médulo com a G-acio

g-f; (9-Nd) = fgg), Yg.9' € G e f € Coind M.

Os RG-médulos Ind §M e Coind §M dados anteriormente sdo denominados médulo

induzido e médulo coinduzido, respectivamente.

Proposicao 2.2.2 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RG-moddulo. FExistem
RG-isomorfismos naturais:

(i) Ind § (Res §M) ~ R(G/S) ®r M (com a G-agdo diagonal).

(¢7) Coind § (Res §M) ~ Homp(R(G/S), M) (com a G-agio diagonal).

Demonstracao: (i) [12], Capitulo III, Proposicao 5.6.
(i7) Andaloga a (i), [12], Capitulo III, Exercicio 2(b), p. 71. |

Corolario 2.2.1 Nas condigoes da proposicao anterior, considerando M = R como um RG-
modulo trivial, tem-se
Ind R ~ R(G/S).

Demonstragao: E um caso particular da proposi¢ao anterior (). [ |

Proposicao 2.2.3 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RS-mddulo. Entdo:

(1) md $M = EB gM, onde gM ¢€ o transformado de M pela a¢do de G.
geG/S

(i1) Coind §M ~ [] gM.
geG/S

Demonstracgao: [12], Capitulo III, Proposi¢ao 5.1, p. 67 e p. 70. [ |

Proposicao 2.2.4 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RS-mddulo. FEntado,
existe um monomorfismo

¥ : Ind §M — Coind § M.
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Demonstracao: Considere a aplicagao:

Yo: M — Coind §M

moe o do(m); mmmmz{”m’ woe

0, caso contrario.

Note que,
Yo(m)(1) =m, Ym € M.

Assim,

m #m' = do(m) # Jo(m’),

logo, ¥y é injetora. Além disso, para quaisquer s € S, m € M e g € G,

%wwmm:{g«&mﬁﬁwym wges,

0, caso contrario,

(S ) 190(m))(g) agao no:Coind ﬁg(m)(gS) _ { (gs) -m,

0, caso contrario.

De forma que v é um RS-monomorfismo.

segsESggGS,

Considere N = Coind §M e i: M — Ind § M definida por i(m) := 1 ®@m, ¥m € M. Entio,

por [12], Capitulo I1I, 3.2 p. 63, temos que existe uma unica aplicacdo de RG-médulos

¥ : Ind §M — Coind § M,

tal que 9 o i = V. (%)
M L > Tnd§M
9 o
0 -7
N = Coind § M
Mas

’1902':’190 = (ﬁoz)(m)zﬁo(m)
= J(1®@m)=1y(m)

= V(1 @m)(g) = do(m)(g) = { g se g €5,

0,  caso contrario.
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Assim, como ¢ é aplicacdo de RG-médulos, se ¢’ € G entao
g - (Tewm)) =g -I(1om).
Logo,

Iy @m)(g) = J(g" - (1@m))(g)

= d(1@m)(gg) “

(9" - (1 ®@m))(g)

(99')-m, segg €5,
0, caso contrario.

—

Portanto, a aplicagao ¢ : Ind § M — Coind § M dada nos geradores por

(g @m)(g) = { (99 . se 99" € 5,

0, caso contrario,
é tal que
g @m) = gd(1@m) = go(m),
e como Yy é monomorfismo, segue que ¥ também é monomorfismo. [ |

Proposicao 2.2.5 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RS-mddulo. Se
|G : S| < o0, entdo
Ind §M ~ Coind § M.

Demonstracao: Dada uma familia arbitraria de R-médulos, { M, }ier, temos que se o conjunto

de indices [ for finito, entao a soma direta e o produto direto, @ M; e H M; sao equivalentes.
i€l il

Assim, como [G : S| < oo, segue da Proposi¢ao 2.2.3 que Ind §M =~ Coind {M. Este

isomorfismo é dado explicitamente em [12], Capitulo III, Proposic¢ao 5.9. [ |

Lema 2.2.1 Sejam G um grupo, S e T subgrupos de G satisfazendo S C T C G e M um
ZoG-modulo. Entao:

(1) Existe um ZoG-isomorfismo natural:
Coind $Coind LM % Coind § M.
(17) Eziste um ZsG-monomorfismo natural:

Ind $Coind LM % Coind %Coind L M.

Demonstragao: (i) Tomando N = ZyG, Ry = ZyS e Ry = ZyT na Proposigao 2.2.1, segue

que

Prop.2.2.1(i%

Coind M = Homy,s(ZoG, M)~ : Homz,(ZyG, Homy,s(ZyT, M)) = Coind $Coind % M.
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O isomorfismo v (em (7)), pode ser dado explicitamente por

f= () v(h)(g) = f9)(),

onde f € Coind $Coind TM = Homg,1(ZoG, Homg,s(ZT, M)), g € G e 1 € Z,T.

(ii) Basta considerar na Proposigao 2.2.4, T no lugar de S e o Z,T-médulo Coind LM no lugar

de M. O isomorfismo ¢ pode ser dado explicitamente por

0, caso contrario,

Igo ® h)(g) = { (990) - b, se ggo €T,

onde gy ® h € Ind $Coind TM = ZyG ®7,7 Homzg,s(ZsT, M). |

Proposicao 2.2.6 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Se [G : S] = oo, entao
(Ind § M) = 0, para qualquer RS-mdédulo M.

Demonstragao: Suponhamos que (Ind §M)% # 0. Entdo, existe u € Ind §M, u # 0 tal que

g-u=u,VgeGqG.

Pela Proposigao 2.2.3 (i), temos que Ind M = @QM’ onde E é um conjunto de
gelE
representantes para G/S. Logo,

u=gim;+...+ gxmg,

com g; € E, g;im; # 0 e gim; # gym; se i # j (pois g;M N g;M = 0).

Seja g € G. Como a aplicagao

v: Ind§M — Ind§M
v — qu

é uma bijecao, segue que
9g9im; 7 gg;my, Vi 7# J.
Afirmagao: m; =m; =m, Vi # j.
De fato, para cada i, j, seja g := gigj_l. Como gu = u, temos

Mas
gimj = gg;m; # gg:my, se j#r, gim; #0 e gim; # g-my, se i Fr
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(pois gi,9r € E e ;M N g, M = 0).

Assim, temos uma unica possibilidade, que é g;m; = g;m;. Dai, m; = m;. Dessa forma,
U=gm-+...+ ggm.

Como [G : S] = oo, existe gy € F tal que go € {g1,...gr}. Tomemos g := gog; *. Do fato
que gu = u segue que

ggm—+...+ggem=gm-+ ...+ ggm,

dai, como ggym # gg,m se r # 1 e ggym # 0, deve existir algum j € {1,...,k} de forma que
ggim = gjm. Logo,
95 \ggim = lgm #0,

dai, g{lggl € S (pois gM = M se g € S). Mas gj’lggl = gj’lgg, de onde segue que g;lgo €S,
para algum j, o que contradiz o fato que g, & {g1, .- ., gr}. Consequentemente nossa suposi¢ao
inicial é falsa, portanto

(Ind §M)“ = 0.

|
A préxima proposigao é conhecida como Férmula de Mackey e sera bastante utilizada

nos capitulos finais desta dissertacao.

Proposicao 2.2.7 [Férmula de Mackey| Sejam S e T subgrupos de G e considere E um
conjunto de representantes para as classes duplas SqgT. FEntdo, para qualquer RT-modulo M,
(R =17 ou Zy) existe um RG-isomorfismo,

Res §Ind $M ~ @ Ind g 7,1 Res 9l gM.

SNgTg
ger

Em particular, se T € normal em G e T C S entao, existe um RT-isomorfismo

Res $Ind $ M ~ @ gM,
geG/T

e no caso em que T = {1} e L é um conjunto de representantes para as classes Sg, para
todo ZoG-mddulo tem-se
G S
Res ¢Ind ﬁ}M ~ @Ind M.

geL
Demonstracao: [12], Capitulo III, Proposicao 5.6. [ |

Proposicao 2.2.8 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Se M é um ZoS-mddulo e N €

um ZsG-maodulo, entdo temos um ZoG-isomorfismo

N@Ind§M ~Ind §(Res N @ M),
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onde o produto tensorial a esquerda tem a G-ag¢ao diagonal e o da direita a S-ac¢ao diagonal

Demonstragao: [12], Capitulo III, Exercicio 2(a), p. 71. [ |

2.3 Os Grupos H.(G; M) e H*(G; M)

Definicao 2.3.1 Sejam R um anel com unidade e
03 02 01 €
oo — Py — Fy — I — Fy — R— 0,

ou mais simplesmente, € : F'— R, uma resolu¢ao projetiva de R sobre RG (com R wvisto como
um RG-maédulo trivial) e M um RG-mddulo (a esquerda). Considere os complezos de cadeias

e cocadeias, respectivamente,

FRpaM: - = F@peMBF @pe M3 Fy@pa M — 0,
Hompe(F, M) : 0 —s Hompe(Fo, M) - Hompe(Fr, M) - Hompe(Fo, M) — -+ |

com o operador bordo dado por 0, = 0, ®idy e o operador cobordo dado por 6™(f) := f 0 Ony1,
para todo f € Hompa(F,, M). Os n-ésimos grupos de homologia e cohomologia de G

(sobre R) com coeficientes em M sdo, para todo n € Z definidos, respectivamente, por:

ker 9,
H(GiM) = Hy(F ope M) = 20
Im 0,41
HYG: M) = H(Homng(F, M)) — —°
) = OMRra s = Im 5n71'

As colegoes {H,(G; M)}, e {H"(G; M)}, sao denominadas, respectivamente, homologia

e cohomologia do grupo G com coeficientes em M.

Como ja mencionado anteriormente, tem-se maior interesse quando M ¢ um RG-médulo,
onde R = 7Z ou R = Z,. Em geral, consideraremos o conceito de cohomologia de um grupo G

com coeficientes em M, com M sendo um RG-médulo nessas condigoes.

A proposigao seguinte relaciona os grupos de homologia e de cohomologia no nivel 0, de um

grupo G com coeficientes em um RG-médulo M, com os grupos invariantes e coinvariantes de
M.

Proposicao 2.3.1 Seja M um RG-modulo. Temos:
(i) Ho(G; M) ~ Mg.
(ii) H°(G; M) ~ M€.
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Demonstracgao: (i) [12], Capitulo III, 1.5.

(i7) Seja
i By — o — Fy 5 R—0

uma resolucao projetiva de R sobre RG.

Pelo Teorema 1.4.4, temos que o funtor Hompgg(—, M) é exato a esquerda, logo a sequéncia
0 — Hompe(R, M) == Hompg(Fo, M) -5 Hompe(Fy, M) — -

i1
0

é exata & esquerda, e daif, e* é monomorfismo e Im * = ker 6°. Assim,

ker §°

H°(G; M) = g ~ ker 0° = Im &*
€eo. 1som. H R M e* monomor f. rop.4.l.
feods oma (I, M) wemerd Hompa(R, M) S Vic)
ker e*
Portanto, H°(G; M) ~ M¢. |

Proposigao 2.3.2 Se G ¢ um grupo e (M;),.; uma familia de RG-mddulos, temos:
(i) H(G; @Mz) = @HO(G§ M;).
i€l iel
(ii) Se G € finitamente gerado entio H'(G; @ M;) ~ @ HY(G; M;).
i€l i€l

Demonstracao: Sao casos particulares de um resultado mais geral apresentado em [10],

Capitulo II, Proposi¢do 2.4 (obtidos considerando em [10]: Exercicio p. 23, Observagao p.

19, Proposigao. 2.1 e o fato que a soma direta é um limite direto de somas diretas finitas). W

2.4 Aplicagdes Induzidas em (Co)homologia
Considere pares (G, M) e (G',M') com G, G’ grupos, M um RG-médulo e M" um RG'-
moédulo (R = Z ou Zsy).
Uma aplicagao de (G, M) em (G', M') é um par (3, ¢) satisfazendo:
(i) B: G — G’ é um homomorfismo de grupos.
(ii) ¢ : M — M é um homomorfismo de RG-mddulos tal que

e(Blg) -m')=g-p(m'), Vg € GeVm' e M.
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Se e ¢ sao isomorfismos, se diz que (G, M) e (G';M’) sdo isomorfos e denota-se
(G, M) ~ (G',M").

Dada uma aplicagao (8,¢) : (G,M) — (G',M'), considere ¢ : F — R uma resolugao
projetiva de R sobre RG e ¢’ : F/ — R uma resolucao projetiva de R sobre RG’.
Temos que €’ : I/ — R também é uma resolucdo projetiva de R sobre RG (via [3), pois cada

F! pode ser considerado um RG-mdédulo com a G-agao

x: GxF — F!
(9,y) +— g*xy:=p(g9)-y (aciode G’ em F’).

Mais precisamente, F) é visto como RG-médulo por restrigdo de escalares considerando o

homomorfismo (que também serd denotado por f3)
B : RG — RG'

tal que associa a cada g € RG o elemento (g) e estendido linearmente. Dai pela unicidade de
resolugoes, existe uma aplicacao
T:F — F,

unica a menos de homotopia (equivaléncia de homotopia). Temos que,
7(g-x) =g7(x), Vg € G eVx € F (pois 7 é uma aplicacdo de RG-médulos).

Para cada n > 0, se consideramos, 7, : F,, — F/, e ¢ : M' — M, podemos considerar a

aplicagao
Hom(7,, ) : Hompeg (F,, M') = Hompa(Fn, M); fo = @ o for,.
Assim, temos uma aplicacao entre os complexos,

Hom(t,p): Hompg (F',M') — Hompgg(F, M)
/ — pofor,

a qual é uma aplicacdo de cadeias que induz um homomorfismo bem definido (chamado

homomorfismo induzido em cohomologia):

Hom((,¢))* = (B,9)*: H*G',M') — H*(G,M)
/] = [pofor]
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Em particular, considerando G = G’, f =idg : G — G e ¢ : M' — M obtemos
(idg, )"+ H* (G, M") — H*(G, M); /17 [po fl.

Por simplicidade de notagao, estamos usando o mesmo simbolo para representar classes
diferentes.

A aplicagao induzida em cohomologia (3, p)* satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Se B =idg: G — G e p=ridy : M — M entao (B3,¢)" : idy-c,um)-
(i) Dadas as aplicagoes (B,¢) : (G,M) — (G',M') e (B,¢) : (G',M) — (G",M"),
(Byp) 0 (B,¢) = (B 0B, 009) "= ((8,¢) 0 (B,9)"

Notacoes especiais:

1. (B,idy)* = 5*.

2. (idg, @) "2 H*(G, ¢) ou simplesmente ¢* (quando ndo houver confusio).

Analogamente para a homologia, vamos considerar pares (G,M) e (G',M’') com G,G’
grupos, M um RG-moédulo e M' um RG'-moédulo. Uma aplicacdo de (G, M) em (G', M)
é um par (8,¢), onde f : G' — G é um homomorfismo de grupos e ¢ : M — M’
é um homomorfismo de RG-moédulos considerando M’ um RG-médulo via (3, isto é, um
homomorfismo de RG-médulos satisfazendo: ¢(g *xm) = B(g) - p(m).

Sejam ¢ e &’ resolugoes projetivas de R sobre RG e RG', respectivamente. Pelos mesmos
argumentos usados anteriormente, temos que existe uma aplicagao de cadeia 7 : FF — F” unica
a menos de homotopia.

Ainda, 7(g-x) = g*7(x) = B(g) - 7(x), pois T é homomorfismo de RG-mddulos. Considere,
agora;

TRp: FQpraeM — F Qpg M’
r@m = 7(r)®p(m).

Tal aplicacao é uma aplicacao de cadeia entre os complexos F Qrg M e F' Qpre M, dal,

T ® ¢ induz uma aplicacao bem definida:

H.3,0) ™ (B,¢). : H.(G,M) —  H.(G' M)
zem] = [(Tee)(Eem)]= [r(z)® pm).

Pode-se verificar que:
(i) Se M = M', G =G, f =idg e ¢ =idy, entdo (3, ¢). = idy, a,m)-
(17) Se (B,¢) : (G, M) — (G',M") e (',¢) : (G', M) — (G", M"), entao

(B, ¢")e0 (B,0)s = (B 08,9 00). " ((B,¢) 0 (B,9))-.
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Observacao 2.4.1 Os homomorfismos induzidos, definidos para homologia e cohomologia, sao
casos particulares de homomorfismos induzidos em complexos de cadeias e cocadeias dados na
Definicao 1.1.11 e na Definicao 1.1.14.

Proposicao 2.4.1 Seja

0= M 5 ML M =0

uma sequéncia exata de RG-mddulos. Temos:

(1) Para todo inteiro n existe uma aplicagcdo 0 : H,(G; M") — H,_1(G; M') tal que a sequéncia
oo Hy (G5 M) D Hy (G M) S Ho(Gy M) S Ho(Gy M) 23 Hoy(G; M"Y — 0

¢ exata, onde as aplicagoes iy e jJi sao induzidas por it e j respectivamente, em cada nivel de
homologia e O € o homomorfismo conexdo em homologia (Definigdo 1.1.12).

(i1) Para todo inteiro n existe uma aplicagdo § : H"(G; M") — H"(G; M) tal que a sequéncia
0 — H(G; M') 5 HO(G; M) 5 HO(Gy M") & HY (G M) 5 BN G M) S -

¢ exata, onde as aplicacoes i* e j* sdo induzidas por i e j respectivamente, em cada nivel de

cohomologia e O € o homomorfismo conexdo em cohomologia (Defini¢ao 1.1.15).

Demonstracao: Seja

F:---—>Fnﬁ$Fn_1—>---—>F0—>R—>O

uma resolucao projetiva de R sobre RG.

(7) Como cada F,, é RG-projetivo, pelo Lema 1.4.2, F,, é RG-plano. Entao,
0— M ®pg Fr, > M Qrg F, = M" Qpg F,, — 0

é exata para todo n € Z. Assim, temos a seguinte sequéncia exata de complexo de cadeias:
0 =>M@reF - MpeF - M ®Qpa F — 0.

Logo, pela Proposicao 1.1.2, temos a sequéncia exata longa de homologia:
o= Hy(M" @pe F) 2 Hy(M' ®pe F) = Ho(M ©pg F = Ho(M” @pa F) = 0

que nos fornece a sequéncia desejada.



2.4 Aplicagbes Induzidas em (Co)homologia 59

(17) Analogamente, como os F!s sao RG-projetivos, temos pelo Teorema 1.4.6 que, para cada

n € 7, a sequéncia
0 — Hompgg(F,, M') — Hompga(F,, M) — Hompg(F,, M") = 0

¢é exata e assim temos a sequéncia exata curta de complexos de cocadeias:

0— Hong(F,M') — HOng(F,M) — HOng<F7 M”) — 0

que nos fornece, pela Proposicao 1.1.4, a sequéncia exata longa em cohomologia. |

Aplicagao Restricao

Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RG-médulo. Vimos que M pode ser
visto como RS-médulo por restrigio de escalares e denotamos por Res § M.

Considere ¢ : FF — R e ¢ : F' — R resolucoes projetivas de R sobre RS e RG
respectivamente. Neste caso, se na aplicacao induzida em cohomologia consideramos no lugar
de G o subgrupo S, no lugar de G’ o grupo G, M = Res §M, M’ = M e a inclusdao 3 : S — G,

obtemos a seguinte aplicacao induzida:

rengng' (8,idy)* - H* (G, M) — H*(S,M) = H*(S,Res §M)
/1 = [ido for].

or restricao : ambém é uma resolucao projetiva de sobre e como os
P tricado, ¢’ : F/ — R tamb lug t de R sobre RS
grupos de cohomologia independem da resolucao, podemos tomar F' = F’ e consequentemente

7: F — I’ como sendo a identidade. Dessa forma

res &, ([f]) = lido for] = [f],

com f vista no primeiro membro como aplicacao de RG-mddulos e no segundo como aplicagao
de RS-médulos.

Observacao 2.4.2 Se G ¢ um grupo, S e H sao subgrupos de G com S C H, podemos
considerar
% resg * resgl *
H*(G;M) —" H*(H; M) — H*(S; M),
e tem-se res § = res 4 ores &, de modo que kerres ¢ C kerres §.
Definicao 2.4.1 A aplicacao res gM que acabamos de definir é denominada aplicagao
restri¢cao e quando nao houver duvidas com respeito ao RG-mddulo M em questdo, serd

denotada simplesmente por res §.
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Observacao 2.4.3 Também pode-se definir a aplica¢ao induzida em homologia pela inclusdao

6 :S — G, denominada aplicacao corestricao.

cor g’M not. (Byidar)s : Ho (S, M) — H. (G, M)

[t ®psm] — [r&pgem].

2.5 Lema de Shapiro

O Lema de Shapiro, apresentado a seguir, tem como objetivo relacionar (sob certas

condicoes) a cohomologia de um grupo com a de seu subgrupo.

Proposicao 2.5.1 [Lema de Shapiro|] Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M
um RS-mddulo (a esquerda) (R = Z ou R = Zj). Considere a inclusio i : S — G,
7 : Coind §M — M dada por n(f) = f(1),Vf € Coind$M e o : M — Ind§M definida
por o(m) =1®m, VYm € M. Entao, as aplicagoes induzidas

(i,0)y : Ho(S; M) = H,(G;Ind M) e (i,7)* : H*(G; Coind §M) — H*(S; M)

sa0 isomorfismos.

Demonstragao: Provaremos que (i, 7)* é um isomorfismo. A demonstragao que (i, ¢), também

¢ isomorfismo segue com um raciocinio similar ao que faremos aqui.

Considere
b} ol
g — B —F—Rec¢d: - —F —F —R,

ou simplesmente, ¢ : ' — R e ¢ : F/ — R, resolucoes projetivas de R sobre RS e RG
respectivamente. Temos que &' : F/ — R também é uma resolucao projetiva de R sobre RS
e como os grupos de cohomologia independem da resolucao, podemos considerar F' = F’ e, a
aplicacao de cadeias 7 : F' — F’ = F' como sendo a identidade, isto é, 7 = idp. Assim
(i,m)*: H*(G;Coind §M) — H*(S; M)
/] = [mo foidp]=[mof],

onde f € Hompg(F,Coind §M) e mo f € Homps(F, M). Agora, para cada n > 0, considere

¢n 1 Hompg(F,,Coind M) — Homps(F,, M)
f = oa(f) =mo f.

Observe que,

(mo f)(sz) =s(mo f)(x), para todos s € S e x € F,.
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De fato, pela definicdo de m, temos que (m o f)(sx) = f(sz)(1), como [ €
Hompe(F,Coind §M) e s € S C G, segue que f(sz) = (s- f(z)), dai, pela G-agao (& esquerda)

no Coind M, vem que

(s f(@2)(1) = f(-s) = f(z)(s) = fz)(s- 1)

e usando o fato de que f(z) € Coind §M, temos

f(@)(s-1) = s(f(2)(1) = s - (mo f)(x),

de onde segue a igualdade desejada. Logo, ¢,(f) =mo f € Homgs(F,, M).

Ainda temos que ¢, é um isomorfismo. Para verificarmos este fato, basta considerarmos

Yy : Homps(F,,M) — Hompga(F,,Coind §M)
p = Unlp); Pnlp)(2)(9) = plg-x), Ve e F, eged.

Temos:

e 1, estd bem definida. De fato, observe que
Yn(p)(x) € Coind §M = Hompgs(RG, M), pois

UVu(p)(z)(9) = plg - x), Vg € RG e p € Homps(F,, M).

Também 1, é um RG-homomorfismo, isto é,

Vn(p) (g1 - ) = (91 - Vn(p))(x), Vg1 € G e Vx € F,, pois
(¢n(p) (g1 - 2))(9) LY plg(gr-w) = plg - grz) e
(Gn(p)@))(g) " E T ()@ g 91) “LY pl(g - g1)x) = plg - gn - ).

® Uy 0 On = Ul ompg(F, Coind Gary- De fato,
Vf € Hompgs(F,, Coind §M), (¢, 0 ¢,)(f) = Yn(dn(f)) = tn(m o f).

Mas, para quaisquer =z € F}, e g € GG, temos que

Unl(mo f)(z)(g) L (mo f)g-a)=n(f(g-x))
T ) T (e @)()
f(@)(1-g) = f(2)(9).

acao no Coind gM
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Assim, (¢, 0 ¢,)(f) = f.

® ¢, 0y = idfompus(F,,m)- De fato, Vp € Hompg(F,, M) e v € F,,,
(@n 0 1n)(p)(@) = Gu(tn(p)(x)) = 7 o (Yu(p)(x)) = Yulp)(x)(1) = p(1 - ) = p(2),

logo, (¢ 0 ¥n)(p) = p

Agora, considere os complexos de cocadeias
C :={C"™: Homgg(F,,Coind §M)},ez e D := {D" : Hompgs(F,, M)} ez

Seja ¢ = {¢n}tnez a familia das aplicagdes ¢, : C™ — D", definidas anteriormente, que

indicamos no diagrama a seguir:

o "

Ccnt+l Pt Dl

onde 6" e 0" sdo operadores cobordos (como na Defini¢ao 2.3.1). Temos que ¢ é uma aplicacao

de cocadeias, isto é,
. -
0" o ¢n - ¢n+1 © 5”7

pois

(0" 0 dn)(f) =0"(mof)=(m0of)o0uuie
(Pnt10 Sn)(f) = ¢ns1(f o Oht1) =m0 (fo0u1) = (mof)odu.

Consequentemente, ¢ : Hompgg(F, Coind § M) — Homps(F, M) induz um isomorfismo

o*: H*(C) — H*(D
1 = o ([f]) = [mo fl=(i,m)([f])-

Mas, H*(C) = H*(G; Coind §M) e H*(D) = H*(S; M), portanto
¢* = (i,7)* : H*(G; Coind §M) — H*(S; M)

¢ um isomorfismo. [ |
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Observacao 2.5.1 Os isomorfismos dados na proposicao anterior sao denominados tSOmor-

fismos de Shapiro.

Proposicao 2.5.2 [Lema de Shapiro - 2* versao| Sejam G um grupo, S um subgrupo de
G e M um RG-mddulo. Entdao:

(i)H.(S;Res $M) ~ H,(G; R(G/S) ®@r M).

(i) H*(S;Res §M) ~ H*(G; Homg(R(G/S), M)).

Demonstracao: Segue diretamente da Proposicao 2.2.2 e do Corolério 2.2.1. [

2.6 Exemplos de Grupos de Cohomologia

Vejamos agora o cdlculo do grupo de cohomologia de alguns grupos particulares.

Exemplo 2.6.1 Vamos calcular H"(G; M), onde M ¢é um RG-mddulo, para casos especiais

do grupo G.

1. Sejam G = {1} e M um RG-mddulo. Dessa forma, temos que RG = R, ¢ = idg ¢

00— R——R—0

¢ uma resolugao projetiva de R sobre RG.

Aplicando o funtor Homg(—, M) na sequéncia anterior, obtemos o complexo
0 — Hompg(R, M) — 0.

Prop.1.3.4
Mas Hompg(R, M) R M, de modo que esse complexo se reduz a

0— M —0.

Logo,
MM~ M, sen=0,
0, sen > 0.

H" ({1} M) =~ {
2. Sejam G = (t) ~ 7, o grupo ciclico infinito e M um RG-mddulo. Entao

MY,  sen=0,
H"(G; M) ~< Mg, sen=1,
0, sen > 2.
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De fato, vimos que a sequéncia
0 — RG - RG 50,

com € a aplicagao aumentagdo (> rith) =S ry) e 0 a multiplicagao por (t—1), é uma
resolucao livre (portanto, projetiva) de R sobre RG (Ezemplo 1.4.2). Aplicando o funtor

Hompga(—, M), temos:
§71=0 8° §'=0
0 — HOng(RG, M) — HOng(RG, M) — O,
com 6° a multiplica¢io por (t — 1), pois

0°(f) (@) = (fo0)(w) = f((t = 1)()) = (t = 1) f(x),

para todo f € Hompra(RG, M) e todo v € RG. Como Hompa(RG, M) ~ M, a sequéncia

anterior é equivalente a

5~ 1=0 §0=t—1 §1=0
0 — M — M —70.

Assim,

ker(6%) M
= — ~ n . _ >0
Im (00) ~ g1 = Mo ¢ H(G:M) =0, paran =2

HY(G; M)

Logo,
MC,  sen=0(Prop.2.3.1),
H"(G; M) ~< Mg, sen=1,
0, sen > 2.

Calculemos os grupos de cohomologia de G ~ 7 para alguns modulos particulares.

(i) Se M é um RG-mdédulo trivial entao,

H(G;M) =M = H'(G;M) e H*(G; M) =0, paran > 2.

(ii) Seja M = ZG wvisto como ZG-médulo com a G-a¢do natural: t*- (rt*) .= rt***' para
todos t*, t* € G e r € R. Entdo

HYG;ZG) ~ (ZG)® ~ 0 (pois t* - t* £ t* se t* #1).

Determinemos H'(G; ZG) ~ (ZG)g. Denotemos por I = (t* -z — 2z t" € G,z € ZLG) e
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LG
T=x+1c¢ -5 = (ZG)g. Considere y = t* € ZG com k > 0. Como

tF—1=0t-1)t"+...+1) el

seque que

PO1S

thP=1—-t"tr+1 e 1—tF=1—(1—thtF—1= (k- 1)tk =0.
Assim, para todo v € ZG,

x=rot" +rt" Lt (comk € Z,n>0er; €7),

temosT = (ro+ri+...+r,) =711, onder =ro+r,+...+r, € Z. Entdo,

HYG;ZG) ~{rl,r € Z} ~ 71 ~ 7.

Portanto,
0, sen=0,
H"(G,ZG) ~< Z, sen=1,
0, sen>2.

(iii) Se M = ZyG ¢ visto como ZyG-mddulo com a G-agdo: tF - (1 -*) .= 1. tF++

1 € Zy, t*, t* € G, entdo, como no caso anterior,
HY(G;Z,G) ~ (1 + 1) .
Mas, agora temos que (1 + 1) ={0+ 1,1+ 1} ~ Zy. Assim,

(ZyG)E ~0, sen =0,
H"(G;Z:G) ~ § 7Zs, sen =1,
0, sen > 2.
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3. Seja, G = (t) ~ Z, e M um RG-mddulo. Vimos que a sequéncia
... — RG RG-S RG 5 RG—5 R — 0,

tal que € € aplicagcao aumentacao et —1 e N denotam, respectivamente, a multiplicacao
port—1el+t+...+t"" éuma resolucio livre (portanto projetiva) de R sobre RG
(Exemplo 1.4.1). Aplicando o funtor Hompgg(—, M), temos:

0°23° Hompe(RG, M) 2% Hompa(RG, M) = Hompa(RG, M) 25 ..

sendo que 0"(f)(z) := (foOus1)(x) com Opr1 =t—1 sen é par e 01 = N sen é impar.

Como Hompga(RG, M) ~ M, seque que a sequéncia acima € equivalente a
0° 3" o o B

onde 6** =t —1 e 6%t = N, k > 0. Portanto,

([ MC, sen =0,

ker(N) ker(N) .
n = , sen € impar,
HYGM)~< Im(t—1) (t-1)M b

ker(t —1)  M¢
( Im(N) N -M’

sen € par.

Finalizamos esta secao com o calculo dos grupos de cohomologia de G ~ Z,, para alguns

casos particulares.

(i) Se M é um RG-mddulo trivial, entdo
t—Dm=tm-m=0e(l+t+...+t" Dm=m+tm+...+t" 'm=n-m, Vm € M,

ou seja, t — 1 é o homomorfismo nulo e N € a multiplicacao por n. Assim,

M, sen =0,
H"(G; M) ~< ker(N), sen € impar,
M .
T sen € par.

Em particular, para M = 7Z, com a G-acao trivial, obtemos
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Z, sen =0,
H"(G;Z) ~ < 0, semn € impar,
L ~7,, sen épar,n>2.

(i) Se G = {1,t} =~ Zy e M = 7Z ¢é visto com um Z(Zsy)-mddulo com a G-agao

l-r:=ret-r=—r, para todo r € Z, temos que

t—1)-r=t-r—1-r=—-r—r==2r

(I+t)-r=1-r+t-r=r—r=0,

para todo r € Z. Assim,

ker(N) = ker(14+t)=2Z,Im(1+t)=(1+1t)Z =0,
ker(t—1) = Oelm(t—1)=(t—1)Z = 2Z.

Logo,
7% =0, sen=0,
H"(Zy;Z) ~ § & ~7Zy, sen €impar,

0, sen € par.

2.7 Interpretacao Topoldgica para (Co)homologia de Grupos

Nesta se¢ao, vamos apresentar brevemente uma relagao entre a (co)homologia de um grupo G
e a (co)homologia de um espago topolégico particular, denominado K (G, 1)-complexo. Antes de

apresentar tal resultado, é necessario apresentar alguns conceitos topolégicos, tais como segue:

CW-Complexos

Definicao 2.7.1 Seja X um espaco de Hausdorff, dizemos que X admite uma estrutura de
CW -complexo se possui uma colegcao de subconjuntos fechados a? (onde q representa dimensao
(¢=0,1,2,...) e j varia sobre um conjunto de indices J,), e uma familia de subespagos fechados
X'cX'c...cXicC..., com
X1 = U 04,

r<q

JE€Tp
(por defini¢io X' = (), e fronteira dada por fg = a? N X971 satisfazendo as sequintes
propriedades:

(i) o} — fi intersecta o] — f] somente quandop=q ei=j.
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(i) X = Jx°.

q
(#4i) Para cada o}, existe uma aplicagio caracteristica ¢ : D! — o5 (onde D? € o disco
de dimensdo q) que leva ST7' (esfera de dimensao q — 1) sobre f]q , e aplica DI — St

1 ¢ 0 conjunto vazio).

homeomorficamente sobre o — fi (S~
(iv) f] intersecta um mimero finito de conjuntos (of — fi'), i € J,.
(v) Um subconjunto Y de X € fechado se Yﬂa? ¢ fechado em 0;1, Vg eVj € Jy, onde 0? POSSUL

a topologia quociente de D? (via ¢7).

K(G, 1)-Complexos

Definicao 2.7.2 Seja X um C'W -complexo tal que:
(1) X € conexo.
(17) m(X) =G.
(1ii) m,(X) =0, Vn > 2.
Nestas condigoes, se diz que X é um complexo de FEilenberg-MacLane do tipo (G, 1)

ou simplesmente, K(G,1)-complexo.

Exemplo 2.7.1 Seja G = F(S), o grupo livre gerado por um conjunto S. Considere

X = \/ S! (bouguet de circulos indexados pelo conjunto S), entdo X é um K(G,1)-complezo.

seS
Veja os detalhes em [12], Capitulo I. Exemplo 4.5, p. 16.

Proposicao 2.7.1 [Interpretacao Topoldgica para H.(G; M) e H*(G; M)] Sejam G um
grupo, X um K(G,1)-complexo e M um RG-mddulo, entao

H.(G;M) ~ H.(X;M) e
H*(G;M) ~ H*(X;M),

onde M ¢é o sistema de coeficientes locais sobre X associado ao RG-mddulo M ([15]). Em

particular, se M é um RG-mddulo trivial, entdao

H.(G;M) ~ H.J(X;M)e
H*(G;M) ~ H*(X;M),

Demonstracgao: [12], Capitulo III, p. 59 ou [18], Teorema 10.7.14c, p. 461. [

Observacao 2.7.1 Dado um grupo G, sempre existe um K (G, 1)-complexo (Veja [12], Teorema
7.1, p. 205).
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Exemplo 2.7.2 Considere o bouquet de circulos X = \/ St Pelo Exemplo 2.7.1, X é um

ses
K(G,1)-complexo, onde G = F(S) € o grupo livre gerado pelo conjunto S. Assim, se M =7,

entao pela proposicao anterior

7, sen =0,
Hn(F(S)) ~ Hn(X) — @Z, sen = 1,

sES

0, sen > 2,

@Z, sen =0,

n n seS
H"(F(5)) ~ H"(X) = Z, sen =1,
0, sen > 2.

Note que X é um CW-complexo de dimensao 1, logo nao possui células de dimensao maior
que 1. Portanto H,(X) =0= H"(X) paran > 2.

2.8 Derivacoes de Grupos e sua relacao com H'(G; M)

Nesta se¢ao apresentamos uma interpretagao para H'(G; M), onde M é um RG-mdédulo, em
termos de derivacoes de grupos. Derivagoes de grupos serao também utilizadas em resultados

sobre decomposicao de grupos (Proposicao 3.1.3 e Proposicao 3.1.4 do capitulo seguinte).

Sejam G um grupo e M um RG-mébdulo.

Definicao 2.8.1 Uma derivacao de G em M ¢ uma aplicacao d : G — M, com a sequinte
propriedade
d(gh) = d(g) + gd(h), Vg.h € G.

Exemplo 2.8.1 Para cada m € M, a aplicacao
dp : G— M; dy,(g9) :=gm—m
¢ uma derivacao. De fato, sejam g, h € G. Temos:
dyn(gh) = ghm—m e d,,(9)+9dm(h) = gm—m~+g(hm—m) = gm—m~+ghm—gm = ghm—m.

Definicao 2.8.2 As deriwacgoes dadas no exemplo anterior sio denominadas derivacoes

Principais.
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Definicao 2.8.3 Considere M = RG. A aplicagao d : G — RG dada por
dw)=w—-1,weq
¢ uma derivacao principal denominada derivacao interna.

Note que d = dq, sendo 1 =114 € RG.

Notagao: Der(G,M) = {d : G — M; d é derivacao} denota o conjunto das derivagdes de G
em M e P(G,M) = {d,,, m € M} denota o conjunto das derivagoes principais de G em M,

sendo G um grupo e M um RG-mddulo.

Proposicao 2.8.1 Sejam G um grupo, M um RG-mdédulo e d € Der(G, M). Entao:
(i) d(1g) = 0.
(ii) d(g) = —gd(g™"), Vg € G.

Demonstracao: Seja d € Der(G, M).

(1) d(1g) = d(1¢ - 1¢) = d(1g) + lad(lg) = d(lg) + d(1¢g). Logo, d(1¢) = 0.
(ii) d(g-g7') = d(1g) = 0. Mas, d(g- g~') = d(g) + gd(g™"). Logo

d(g) + gd(g~") =0, ou seja d(g) = —gd(g™").

|

Note que se M = Z»,G, d(g) = gd(g™).
O préximo resultado fornece uma relagao entre o conceito de derivagao de grupos, que
acabamos de estudar, com o grupo de cohomologia absoluta de ordem 1 de um grupo G com

coeficientes em um RG-mddulo M.

Proposicao 2.8.2 Sejam G um grupo e M um RG-mddulo. Entao

Der(G, M)

HY(G; M) ~ PG

Demonstracao: [12], Capitulo III, Exercicio 2, p. 60. |

2.9 Grupos de Dualidade

Nesta secao faremos um breve estudo sobre dualidade de grupos. Nosso objetivo aqui
¢é apresentar apenas alguns conceitos e resultados que serao utilizados posteriormente, em
resultados envolvendo E(G, W, Zs) e dualidade.
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Definicao 2.9.1 Um grupo G €é denominado grupo do tipo FP sobre R se existe uma

resolucao projetiva de R sobre RG de comprimento finito,
0—+F, —F_1—--—R—=0,
com F; finitamente gerado para todo i.

Definicao 2.9.2 Um grupo G € denominado grupo de dualidade de dimensao n sobre R
(D™-grupo), se existe um RG-mddulo C', chamado médulo dualizante de G, e isomorfismos

naturais tais que
H*(G; M) ~ H,_(G;C ®r M),

para todo k € Z e todo RG-mddulo M, onde C' ®@r M € visto como RG-maodulo com a G-agdo
diagonal.
Se C'~ R como RG-maodulo, dizemos que G € um grupo de dualidade de Poincaré de

dimensao n sobre R (PD"-grupo).
Exemplo 2.9.1 Z*Z é um D'-grupo. (Veja [12], Capitulo VIII, Ezemplo 2, p. 223).

Proposicao 2.9.1 G é um D°-grupo sobre R se, e somente se, a ordem de G € finita e

mvertivel em R.

Demonstragao: [10], Capitulo IX, Proposi¢ao 9.17. [ |

Proposicao 2.9.2 G ¢ um D"™-grupo sobre R se, e somente se, G € do tipo F'P sobre R.

Demonstracgao: [10], Capitulo IX, Teorema 9.2. |




CAPITULO

3

Decomposicao de Grupos

Nosso principal interesse neste capitulo é apresentar o conceito de decomposicao
de grupos e detalhar a demonstragao de duas proposigoes dadas em [10], (envolvendo
grupos que se decompoe), cujas demonstragoes usam derivagoes (Proposigao 3.1.3 e
Proposigao 3.1.4). Tais proposigoes serao uteis em resultados, sobre decomposigao

de grupos envolvendo o invariante E(G, W, M), apresentados no ultimo capitulo.

3.1 Produto Livre Amalgamado e Extensoes HNN

Definic¢ao 3.1.1 Se diz que um grupo G € definido por geradores X = {xp} e relagoes
R ={r; =1}, se G~ F/H, onde F' é um grupo livre gerado por X e H é o menor subgrupo

normal de F' gerado por {r;}. Neste caso, dizemos que (X;R) é uma apresentagdo de G.

Definicao 3.1.2 Considere os grupos Gy e Go com apresentagoes G7 = (X1;Rq1) e
Gy = (X9;Ry). Se T C Gy e S C Gy sao subgrupos com um dado isomorfismo 6 : T — S,
entdo o produto livre Gy xr Gy de G; e Gy com subgrupo amalgamado T ~ 0(T) = S
¢ dado por

G1#1r Gy = (X1, Xo; Ry, Ro, t =0(t),Vt € T) .

Exemplo 3.1.1 Sejam G = (X1;R1), Go = (Xo;Ro), T = S = {1} (subgrupo trivial) e
0 =id, entdo
Gy xp Go = (X1, Xo; Ri, Ra) -

Em particular, se tomamos G1 = (a) ~7Z e Gy = (b) ~ 7Z, entdo o produto livre de G1 e G

72
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¢ o grupo livre com dois geradores
Gy x Gy = (a) * (b) = (a,b) ~ Z x Z.
Exemplo 3.1.2 Dados os grupos

Gi = (a1) * (b)) = (a1,b1;0) , G2 = (az) * (b2) = (a2, b2:0)
T = (abia;'b7"y e S = (boasby'az").

Entao, considerando o isomorfismo 6 :'T' — S definido por
Q(alblaflbfl) = bgagbglagl,

tem-se que

G1 *x G2 = <(11, bl, as, bg, alblaflbflagbzaglbgl = 1> .

G 7 Gy € o grupo fundamental do Bitoro. FEste fato seque do Teorema de Seifert-van-

Kampen ([26], Capitulo IV), considerando subespagos adequados.

Definigao 3.1.3 Considere G; = (X1;R4), se T e T' sao subgrupos de Gy com um dado
isomorfismo 6 : T — T', entao o HNN-grupo Gi*ry sobre o grupo base G, com

respeito a 0 e letra estdvel p, é dado por
Gixrg = (X1,p;R1,p 'tp=0(t),Vt € T).
Exemplo 3.1.3 Sejam G; = {1}, T =T"= {1} e 0 = id.
Gixro = (Lp;p ' -1-p=1) = (1,p) = (p) ~ Z.

Exemplo 3.1.4 Seja G =Z & Z = (a) @ (b) = (a,b; ab= ba). Considere o grupo G; =T =
T'=(ay,0=id: T —T eb aletra estiavel. Entio

Gixrg = {a,b; b'ab=6(a) = a) = (a,b;ab=ba) =G =Z® L.

Note que G € o grupo fundamental de M =Toro, e se a = [a], b = [5] sdo os geradores, A o
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subespaco (topoldgico) de M representado pelo caminho o e B o subespago representado pelo

caminho [ entao m (M) = Txrg onde o grupo T' = m(A) = (a).

Defini¢ao 3.1.4 Diz-se que um grupo G se decompode (splits) sobre um subgrupo
T se G é um produto nao trivial com subgrupo amalgamado T, isto é, G = G xr Gy com

G1 # T # Gsy, ou se G é um HNN-grupo com grupo base T', ou seja, G = Gi*74.

Proposicao 3.1.1 Se G = Gy x1r Gy com G1 # T # G3 entao |G : G;] = 00, i =1, 2.

Demonstracgao: [4], Teorema 3.2. |

Proposicao 3.1.2 Se T ¢ T’ sao subgrupos de Gi com um dado isomorfismo 6 : T — T" e se
G = Gy, entio [G : G1| = o0.

Demonstracgao: [4], Teorema 3.4. |

Teorema 3.1.1 [Teorema da Forma Normal para G = Gy xr Gs] Sejam G = G 7 Gy e
T, transversais a esquerda de G, mddulo T' (representante para as classes laterais a esquerda
de G, mddulo T') contendo 1 € G, para o = 1, 2. Seja U o conjunto de todos os produtos
qig2---gr, 1 < k < 00,1 # g; € Ty UTy, com a propriedade que fatores consecutivos nao
pertencem simultaneamente a T,, « = 1,2. Entao, U U {1} € um transversal a esquerda para
G modulo T.

Demonstracao: [10], Capitulo II, p. 26. [ |

Observacao 3.1.1 Seque do teorema anterior que um elemento g € G = Gy %7 G4 pode ser
escrito (de modo inico) como

g =aiby...apbgc,

coma; €Ty, b, €Th,1=1,...k ece T, podendo apenas a; ou by serem iguais a 1.

Teorema 3.1.2 [Teorema da Forma Normal para G = Gix7y] Seja G = G, com T
e T" subgrupos de Gy e 0 : T — T" um isomorfismo. Considere T e T| transversais a esquerda
de Gy mddulo T e G; médulo T', respectivamente, onde T" = 0(T), ambos contendo 1 € G.
Seja V' o conjunto de todos os produtos ap™ ...app™, onde n; = £1,a; € T} sen; = —1 ¢

a; € T] se n; =1. Entao, VU {1} é um transversal a esquerda para G mddulo G1.

Demonstragao: [10], Capitulo II, p. 31. [ |
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Observagao 3.1.2 Segue do teorema anterior que se g € Gi*rp entao

g=ap™...agp"c, comn; ==x1,a;, €Ty sen;=—1,a;, €] sen; =1 ¢eceG.

Definigao 3.1.5 ([10], Capitulo I, Se¢ao 2.4, p. 26 e 31)
(1) Dados G = Gy *p Go e g € T considere, de acordo com o Teorema 3.1.1 e a Observagdo

311, 9g=g192...9.c € G. O comprimento | de gT é definido por
I(gT) :=n.

Também define-se I(cT') = I(T) := 0, Ve € T. Note, por exemplo, que um elemento do tipo
arbiashs . .. agbre € Gy xp Gy (a; € Ty, by € Ty nao nulos) tem comprimento 2k, enquanto que
um do tipo biasgbs . .. aiby tem comprimento 2k — 1.

(it) Sejam G = Gix1g € g = a1pi*...agpp"c € G (como na Observagio 3.1.2); g ¢ T. O

comprimento | de gT ¢ definido por

k
I(gT) := Z In;| = k.
i=1

Também define-se l(a1p}* ... axppGh) = k.

Para as duas proximas proposicoes (que dao sequéncias exatas curtas para grupos que se

decompoem) precisa-se de alguns resultados sobre derivacoes, que sao tratados a seguir.

Lema 3.1.1 Sejam G um grupo e M um RG-mddulo (R = Z ou Zs). Toda derivagdo
d: G — M (vide Definicao 2.8.1) se estende unicamente para um R-homomorfismo (que

vamos denotar também por d),

d: RG = M; d (3 rg) =3 rydlg),

com a propriedade que
d()\l/\2> = d(/\l) . 8(/\2) + /\1d()\2), V)\l, )\2 S RG,

onde € : RG — R € a aplicacao aumentacao usual.

Demonstracao: Sejam A\ = Y 7,9 € Ay = Y 5,h elementos de RG, entao

dhe) = d( rgg~zshh)
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Agora,
d(A1) - e(A2) + A d(N2)
= d (Z rgg> £ (Z shh> + nggd <Z shh>
_ (Z rgd(g)> S st reg (Z shd(h))
= Z rgsnd(g) + Z rgsngd(h)
= Y resnld(g) + gd(h)).
Logo o resultado segue. [

Lema 3.1.2 Dados M um RG-mdédulo, ¢ : RG — R a aplicacao aumentacdio ¢ A = kere,
tem-se:

(i) Der(G, M) é um R-mdédulo.

(17) ¢ : Der(G, M) — Hompgg(A, M), d— ¢(d); ¢(d)(g—1) :=d(g), g € G € um isomorfismo.

Demonstracao: Vejamos apenas (i7). Note que ¢ é homomorfismo, pois

A=kere=(g—1,g€q)
(Proposicao 1.2.7) e, para dy,dy € Der(G, M),

¢(di + d2)(g — 1) = (di + da)(g) = di(g) + d2(g) = ¢(d1)(g — 1) + ¢(d2)(g9 — 1)), Vg € G.
Ainda, ¢ é bijetora, pois

Y Hompa(A, M) — Der(G, M)
f = () W) = flg—-1),9€CG

¢ a inversa de ¢. Portanto

Der(G, M) ~ Hompg(A, M).
|

Corolario 3.1.1 Se G = F € um grupo livremente gerado por {z;, i € 1} e Ap = kerep,
er: RF — R, a aplicacao aumentacgado, entao:

(i) Ap € um RF-mddulo livre sobre {z; — 1,1 € I}.

(17) Cada escolha arbitrdria de elementos «; € M, i € I, determina uma tnica derivagdo

d:F — M, com d(x;) = «;.

Demonstracao: (i) Note, por exemplo, que se g = x;z; € F,

g—1=uxz(x; — 1)+ (x; — 1), comz; =1-x; € RF.
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Dai, segue da Proposigao 1.2.7 que A é gerado por {z; — 1, i € I} como RF-médulo.

(71) Considere o homomorfismo ¢ : A — M, definido nos geradores por ¢(z;—1) =y, i € I, e

estendido por linearidade. Tendo em vista o isomorfismo dado no Lema 3.1.2 (i) (para G = F)
¢ : Der(F,M) — Hompga(Ap, M),
existe uma tunica derivagao d : F' — M tal que ¢(d) = p e
d(z) = ¢(d)(z = 1) = p(z = 1),
de modo que d(z;) = p(z; — 1) = . [

Definicao 3.1.6 Em particular, no coroldario anterior, considerando M = RF, para cada 1

fixado, o homomorfismo

1 L
it Ap > M, x;—1~ ’ sez. j.’
07 Se /l/ # ]7
(obtido escolhendo {aj, j € I}; 0, = 1 ey = 0 se i # j) corresponde, pelo isomorfismo

anterior, a uma unica derivacao, que serd denotada por

: F'— RF;
8:1:1» - ’

e que € definida nos geradores por

0 1, sei=7,
S (@) = eiai= 1) = 6, {0} il
e estendida de modo natural. Assim,
0 0 0
a—%(ivkmj) = 8—%(%) + xka—%(fcj)- (1)

Essas deriwacoes sao chamadas derivagoes parciais com respeito a x;.

Seja d : F — M uma derivagao. Defina d:F— M por

d(w) := Z aii (w)d(z;), w € F. (2)

d estd bem definida, pois

(w) = 0, exceto para um nimero finito de elementos.

aZL'i
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Observe que d é uma derivagao, uma vez que para u, v € F,

J(uv): = Zaiz(uv)d(xz)
0

(1) 9
o ~Z o, (w)d(x;) +u ) o (v)d(z;)

= d(u) + ud(v).

0 (x5),

)

Observe também que, pela definicao de

iay) = 3 -l = d(ay) ®)

Logo, como {z;, j € I} é o conjunto de geradores (livres) de F', temos d = d. Assim, por (2)

temos a seguinte férmula:

d(w) =3 ai (w)d(z;), w € F, (4)

para toda derivacao d : F' — M. Em particular, se aplicamos esta férmula para uma derivacao
interna d : ' — RF; d(w) =w — 1, (M = RF), obtemos

dw) LY @) S ) - 1) =

w—1 = Z o (w)(x; — 1), w € F (grupo livre). (x)

Esta ultima igualdade é denominada Férmula Fundamental, e ha duas maneiras de

generaliza-la:

1?) Estender a férmula a RF' (por linearidade), por considerar

d: RF — RF;

Z Tk > Z red(x).

Em particular, obtem-se
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Assim, dado pu = Z r.x € RF temos,

(4) 0
_ 0 DR
= Z ;m@xi (2)(zi — 1) = Ers (1) (; = 1).
Por outro lado, como d : F' — RF é derivacao interna,

) = Yordw) = Yt 1)
= erx—ZTx— —ep(p).

Portanto, p — ep(u Z — 1), p € RE. (xx)

81:1

2*) Estender a férmula fundamental para RG, sendo G um grupo qualquer, por considerar
uma apresentacao livre 7 : F' — G de G e uma extensao natural 7 : RF' — RG. De fato, seja
G um grupo, 7 : R — G uma apresentagao de G, com F' grupo livremente gerado por {x;, i} e

G com geradores {g; = 7(x;), i};

F

ker 7

F 5 G~

Temos o homomorfismo induzido, que também denotaremos por m,

m: RF — RG

rex > rpm(x).

Seja p1 = Z ryx € RF. Por (xx) (férmula para RF), temos

pmerln) = Y g - 1) =

A= erlp)) = ”(Z aiwm—”) -

) = werl) = S (50 atei -1 = X (500) - 1,
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Seja A = 7(p) € RG, temos

agora,

w(ep(p) = =« <<ZTI> 1F) =7 (Z Txlp) = Zmlg e
eN) = e(m(pn)=c¢ <7r (Z nw)) =c (Z rgr(x)) = erlg,

de modo que €(\) = w(ep(p)). Portanto, de (6), segue

A== Ew (50 - DAERG.  (sx

)

Proposicao 3.1.3 Se G = G xp G4 entao temos a sequéncia exata curta de RG-maodulos
0— R(G/T) % R(G/Gy) ® R(G/Gy) = R — 0,

onde o € dado por a(gT) = (9G1,—9Ga), g € G e (9G1,0) = £(0,9G2) = 1 (¢, a aplicagdo
aumentagao).

Demonstracao: Claramente € é epimorfismo. Vamos mostrar que Im o = ker &.

(I) Im o C kere.

De fato, um elemento de R(G/T) é da forma Z rq,gT’, que pode ser escrito (por abuso de
geG

notagao) como (Z rgg) T, ou simplesmente \T, A € RG. Assim,

geG

velma=u=al)=alrgnT+.. +ryal)=a(rgnT)+.. +a(rggl), s € G(i=1,...,k).

Entao,

M)
—~
I
N—
Il
M
—~

a(rg, i T) + ...+ a(rggxT))
a(rgaiT)) + ...+ é(a(ryg:T))
T 1G1, =T 1G2) + ... + E(rg, 9xG1, —74,9kG2)

r:91G1,0) + £(0, =g, 01G2) + . .. + E(rg, gxG1, 0) 4 £(0, =14, gk Go)
k
gi g, = 0.
i=1

1
M) M
—~ —~

I
M)
—~

r

Il
W

@
Il
-
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Portanto, u € keré.

(I1) keré C Im a.
Sejam {g;, i} e {h;, j} conjuntos de geradores de G; e G, respectivamente. Considere F o
grupo livre gerado por {z;, y;, 7, j} e a apresentacao F s Gy #p Gy com m(z;) = gi e w(y;) = hy.
Pela férmula fundamental estendida de RF' para RG (dada em (x x %)) com G = Gy *r G,
temos que, para todo A = 7(u) € RG,

A=Y () SRS CROICE

onde € : RG — R é a aplicagao aumentagao usual. Assim, considerando as classes laterais de

G1 e G5 (em G) obtemos, respectivamente,

Gy~ eG = 37 () (= 16 ()

7

Seja ()\101, )\QGQ) € R(G/Gl) @R(G/Gg) tal que ()\1G1, )\QGQ) € keré, A1, A € RG.

5()\1G1, /\QGQ) = 8_(/\1G1, 0) + 6_(0, )\2G2) =0=
E(MG1,0) = —&(0,\Go). (141)

Note que
A= 19 € RG = £(A\G1,0) = £(\) = £(0, \Ga).

Assim, segue de (i), que
8(/\1) = —E()\g).

Tome g, o € RF com w(p1) = A1 e m(po) = Ag. Vamos mostrar que existe um elemento
w em R(G/T) tal que a(w) = (A Gy, \oG2). De fato, considere

wi=>» 7 (a%f””) DT — Z ((%l 1o ) g — DT +e(\)T € R(G/T).

J

Como g¢; € G e hj € G, pela definicao de o obtemos

o(w) = (Zw () (=061 20060, 3 () ) (0= 16 - suz)Ga) .

J
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Agora, usando na primeira coordenada a igualdade (i) para A = A\; e u = p1, na segunda

coordenada a igualdade (i7), para A = Ay e 1 = s e o fato que (A1) = —&(Ag), tem-se

a(w> = ()\1G1, )‘2G2 - 5()\2>G2 - 5()\1>G2) = ()\1G1, /\QGQ).
Assim (A G1, \oGs) € Im a.

Portanto, ker & C Im « e, consequentemente, ker & = Im a.

Por fim, mostraremos que o é monomorfismo.

Seja A € RG tal que a(A\T) = (AG1, —A\G3) = 0, isto é, A\G; = AG2 = 0. Vamos mostrar

que A = 0, ou seja, mostraremos que ker « = 0 (logo a é monomorfismo).
Temos que

A€ RG= )= ngg, com 7, quase todos nulos, ou seja, A =rg g1 + ... + 759k, Tg 7 0.
geG

Seja supp(AT') := {q:T,...,gxT} o suporte de AT, (isto é, o conjunto formado pelos g7 tais
que 74 # 0 na expressao de AT"). Sejam 17 e T transversais a esquerda de G; médulo 7" e de G
modulo T, respectivamente. Pela Observacao 3.1.1, qualquer g € G = G x7 G5 pode ser escrito
na forma g = a1b; ...a,b,c, onde a; € T1, b; € Ty, c € T e a;,b; # 1, exceto possivelmente nos
seus extremos (caso contrério, terfamos fatores consecutivos em um mesmo 7,, a € {1,2}), de
modo que,

SUpp(AT) = {a11b11 . alnl blnl T, . ,aklbkl . aknk bknkT}

Suponha que exista um elemento g¢;7, de comprimento nao nulo, no suporte de AT’

(g9; = aj,bj, ...aj, b;, ). Devemos analisar os seguintes casos:
J J
(1) g termina em a;, , ou seja, g; = a;,b;, ... a;, . Neste caso,
ngQ = aj, bjl c. ajnj GQ

tem o mesmo comprimento que g;7". Como o comprimento de ¢g;7" ¢ nao nulo, segue que g;G>
nao se anula em A\Gs. Logo, AGy # 0, o que é uma contradicao.

(2) g; termina em bjnj7 ou seja g; = aj;,bj, . ..ajnjbjnj. Dessa forma, ¢;G; tem o mesmo
comprimento que ¢;7" e portanto g;G; nao se anula em AG;, dai AG; # 0, o que é uma

contradicao.
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Assim, concluimos que nao existe elemento de comprimento nao nulo no suporte de AT

Portanto, A = 0. Dai, ker @« = 0 e consequentemente, o é monomorfismo. [
Proposicao 3.1.4 Se G = G1x1y entao temos a sequéncia exata curta de RG-mddulos
0= R(G/T) > R(G/Gy) 5 R — 0,

onde o é dado por a(gT) = gGy — gp *G1, (p € a letra estdvel de G) e € € a aplicagdo

aumentacao.

Demonstracgao: Temos que € é epimorfismo. Mostremos que Im o = ker €.

(I) Im o C keré. De fato,

velma=u=al)=a(rgnT+.. +rgal)=a(rgnT)+.. +a(rgul), s € G(i=1,...

Mas
a(r4,9:T) = ry,0:G1 — 14,90 ' G,

dai,
é(a(r!ﬁgiT)) = é(rgigiGl - Tgigip_lGl) =Tg —Tg = 0,

e portanto,
e(u) = e(alrgnT) + ...+ a(rggT)) = e(arg 1)) + ... + (g9 T)) = 0.
Logo, u € keré.

(I1) keré C Im a.

Considere uma apresentacao F; — Gi, Fy livre gerado por {z;,i € I} = Xiy;
Gy = (X1;Ry). Sabemos que G = Gy¥rg = (X1,p;R1), de modo que 7 : F — G = Gyxpg é
uma apresentacao de G = Gy, sendo F' livremente gerado por {z;, i € I} U{q}, 7(z;) = g,

em(q) =p.

Pela férmula fundamental estendida para RG (dada por (* * %)) temos, para todo A € RG,

A=) = S () o0 7 () -

).
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onde yu € RF com () = A ee: RG — R é a aplicagdo aumentacao usual. Entao,

6= eGr = 7 (500 (0= 106

Agora, seja A\G; € R(G/G1) tal que AG € ker ¢, isto é, £(AG;) = 0. Entao

e(\) = E(\Gy) =0

A6 =a (5o or) ema.

Portanto, ker € C Im a. Consequentemente, ker £ = Im «a.

e por (i), segue que

Resta-nos mostrar que o é monomorfismo. Para tal, vamos escolher transversais a esquerda
Ty e T] de G; médulo T' e Gy médulo 77 = 6(T), respectivamente, com 7; e 7] contendo
1 € G. Pelo Teorema 3.1.2, o conjunto V' formado pelos elementos a,p™ ...arp™ e 1, onde
n, ==+1,a;, € Ty se n; = —1 e a; € T] se n; = 1 é um transversal a esquerda para G médulo
G-

Podemos verificar que o conjunto dos elementos da forma vag, onde v € V e ag € T; é um
transversal a esquerda para G médulo T'. De fato,

como V' é um transversal a esquerda para G médulo G, segue que

G = U'UGl

veV
e como T} é transversal de G; modulo T,
Gl = U CL()T.
ap€Ty

Dali, .
G = U vagT.

VeV, ag€T
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Dessa forma, dado A € RG, temos que um elemento AT € R(G/T) é tal que
k
AT = ZTjUjCLOjT; Tj S R, Vj S V', ap; S Tl,Tj # 0.

j=1

Entao,

a(AT) = Z ric(vjag,T)

Jj=1
k

= 7 (vjaole vjag;p Gl)
i=1
k k

= E rvia0, Gy E riviag,p Gi.
j=1 j=1

k k
Observe que ervjaole = \G; e ervjaojp_lGl = \p~'Gy.

Jj=1 Jj=1

Considere AT' € R(G/T) com AT € ker, ou seja, a(A\T) = AG; — A\p~'G; = 0. Vamos
mostrar que AT = 0, isto é, mostraremos que ker &« = 0 e portanto, & é monomorfismo.

Suponhamos que exista um elemento g;7 = vjacT = aj;p"ira;,p™>...a;,p"may, de
comprimento méximo m (m # 0) entre os elementos que aparecem no suporte de A7T". Temos

as seguintes situacgoes:

(4) ap, # 1. Neste caso, temos que
vjag, T = a;p™n ... a5, p"mag, T
d4 origem ao somando (em «(\T'), mais precisamente em \p~'G)
vjagjp_lGl =a;p"r .. .ajmp"jmaojp_lGl,

que possui comprimento m + 1 no suporte de A\p~!G;. Dai, como A\G; — \p~!G; = 0 e
em supp(AG), todos os elementos possuem comprimento menor ou igual a m, segue que

ijjao.p-_lGl deve se cancelar com um outro somando em Ap~ !G4, ou seja,
74
Gy = e
T;V500,P 1 = T'sUsQo, P 1-

Como V' é um transversal a esquerda para G médulo G, (a representacao é tnica), temos

que vjag, = vsag,. Logo, o elemento rjvjag, T se cancelaria com o elemento r,vsa,, em AT
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Consequentemente, nao existiria um elemento va;T" de comprimento maximo no suporte de AT'.

(i1) ap, =1 e nj,, = —1. Nessas condi¢bes, temos que o elemento
vjao, T = v;T = a;p™r .. .ajmp_lT,
de comprimento m, da origem ao termo
vjp_lGl = a;,p" .. .ajmp_llp_lGl,

de comprimento m+ 1. Dai, com o mesmo raciocinio feito no caso anterior, também concluimos
que nao existiria um elemento de comprimento maximo m no suporte de \T. Dessa forma,

podemos assumir que:
(4ii) ao; = 1 e n;,, = 1, isto &,
_ _ U
v; T = vja0, T = ajp"n ...a;,pT,

e qualquer outro elemento de comprimento maximo m em AT é deste tipo (pois caso contrario

recairfamos nos casos (i) ou (ii)).

Observe que v;T d4 origem ao somando (em a(AT) mais precisamente em A\p~'G1)
vip Gy = a;p" .. .a;,pp Gy = a;p ... pMm-ta;, Gy,

de modo que o comprimento de v;p~'G; no suporte de A\p~'G; é m — 1. Ainda, um termo em
Ap~1G, de suporte maximo m tem que ser do tipo a;p™asp™ . .. a,p G e dai nao se cancela
com v;G1. Assim, como AG; — A\p~'G; = 0, um tal termo, r;v;,G1 = rja;,p™ ... a;,pG1 deve

cancelar-se com outro elemento da forma
Uz
rsUsG1 = Tsas, Pt ... as, PG

em A\(1, novamente pela unicidade da representacao, visto que V' é um transversal de G moédulo
G, temos v; = v, consequentemente v; 1" = v, 1" e assim ja existiria o cancelamento de r;v;T
com r,v,7 em AT. Com isso, concluimos, como nos outros casos, que nao existe somando de

comprimento maximo em A7

Logo, XT' = 0, ou seja, ker a = 0 e portanto, a é monomorfismo. [ |
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O préximo resultado relaciona a (co)homologia de um produto livre amalgamado

G = Gy x7 G9 com a (co)homologia dos subgrupos Gy, Gy e T.

Teorema 3.1.3 Sejam G = Gy *xp Gy e M um RG-mddulo (a esquerda). Entdo, existem

sequéncias exatas longas naturais (sequéncias de Mayer-Vietoris)

(cor gl ,—cor g2) (cor 81 ,cor gZ)
o= Hy(T; M) — Hy(Gy; M) @ Hi(Go; M)
(cor & cor &)
LT H(G M) S Hyy(T; M) = - -
€
(res g res g ) (res C1 _res G2)
= HY(G; M) 5P NGy M) e HY Gy M) TS

(res ?1,7res 52)
—

HM(T; M) > B (G M) — - -

Demonstracao: [10], Capitulo II, Teorema 2.10. |




CAPITULO

4

(Co)homologia Relativa para pares (G, W)

Neste capitulo apresentamos a definicao de (co)homologia relativa segundo
Dicks-Dunwoody ([14]), nos dedicamos mais diretamente ao conceito de
cohomologia. Mostramos a existéncia da sequéncia exata longa neste caso e, a
seguir, relacionamos essa teoria de cohomologia com a de Bieri e Eckmann ([11]).
Bieri e Eckmann definiram (co)homologia relativa para pares (G,S), onde G é um
grupo e § é uma familia de subgrupos de GG, enquanto que Dicks e Dunwoody
trabalharam com pares (G, W), sendo G um grupo e W um G-conjunto. Aqui, R

indicard Z ou Zs,.

4.1 (Co)homologia Relativa, segundo Dicks-Dunwoody

Sejam G um grupo e W um G-conjunto (conjunto nao vazio, munido de uma agao a esquerda
de G).

Definigao 4.1.1 Considere RW o R-mddulo livre gerado por W. Sejam ¢ : RW — R a
aplicacdo aumentagio ((d ryw) = > 1y), Aw = kere, M um RG-mddulo e P — Ay uma
RG-resolugao projetiva de Ay . Os grupos de homologia e cohomologia relativa de

ordem n, n € Z, do par (G, W), com coeficientes em M, sdo definidos, respectivamente, por

H,(GW;M) = H, 1(P®rg M),
HY(G,W; M) = H"\(Homga(P,M)).

88
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Proposicao 4.1.1 Seja G um grupo. Se W é um G-conjunto, M um RG-mddulo e F' uma

resolucao projetiva de R sobre RG entao

H"(G,W; M) ~ H" Y(Hompgg(F, Homg(Aw, M))) = H"1(G; Homg(Ayw, M)).

Demonstracao: Primeiramente, observe que se F' é uma resolucao projetiva de R sobre RG,

entdo como Ay é R-livre (e portanto R-projetivo), P := F® Ay é uma RG-resolugao projetiva
Prop.1.3.1
de R® Ay =" Ay (isto pode ser mostrado de modo similar ao feito em [32], Proposigao

1.5.5 p. 20). Além disso, pela Proposi¢ao 1.3.6, tem-se
Hompa(F, Hom(Aw, M)) ~ Hompg(F ® Aw, M).

Assim,

Def.4.1.1

H™"(G,W; M) ““="" H" ' (Hompg(P,M)) = H"*(Hompg(F ® Ay, M))

~ H" Y (Hompa(F, Homg(Aw, M)) Del2d g (G; Homp(Aw, M)).

Mostraremos agora a existéncia da sequéncia exata longa para o par (G, W), onde G é um
grupo e W é um G-conjunto. Para isso, adaptamos a prova dada em [13] (Proposi¢ao 2.5.6) a

notacao de Dicks-Dunwoody.

Proposicao 4.1.2 Seja (G, W) um par onde G € um grupo e W é um G-conjunto. Considere
E um conjunto de representantes para as G-orbitas em W, G,, o subgrupo de isotropia de w,
para cada w € E, e M um RG-mddulo. Entao, temos a sequinte sequéncia exata longa (em

cohomologia):

G

0 — H(G; M)—H(W; M) 2 H'(G,W; M) 5 H'(G; M) "5 H (W; M) — -

onde
res G« H™(G; M) — H"(W: M) "% H H"(Gy; M)
weE
é a aplicagdo restricao definida por res$[f] = (res g [f])weE, sendo res &« H"(G; M) —

H"(G; M) a aplicagdo restrigao, induzida, no nivel n de cohomologia, pelas inclusoes G, N G,

para cada w € E.

Demonstracao: Considere a sequéncia exata curta de RG-moédulos

0= Ay 5 RW S R0,
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onde Ay = kere, ¢ é a aplicagao inclusao e € é a aplicagao aumentagao.

Como R é R-projetivo, segue pela Proposicao 1.2.2 e pelo Teorema 1.4.5, que a sequéncia
e# i
0 — Hompg(R, M) — Homg(RW, M) — Homg(Aw, M) — 0,

onde #(f) = Hom(e,id)(f) = foe e i?(f) = Hom(i,id)(f) = f o, também é exata.
Seja F' — R uma resolugao projetiva de R sobre RG. Como os F s sao RG-projetivos segue,
do Teorema 1.4.6, que para cada n € Z, a sequéncia

# #
0 — Hompa(Fy, Homgp(R, M)) = Hompa(F,, Homp(RW, M)) ™ Hompea(E,, Homg(Aw, M)) — 0

¢é exata. Logo, temos a seguinte sequéncia exata curta de complexos de cocadeias:

0 — Hompe(F, Homp(R, M)) 55 Hompe(F, Homp(RW, M)) 5 Hompe(F, Homg(Aw, M)) — 0,

sendo e#(f) = e# o f e i#(f) = i# o f, 0 que nos fornece a seguinte sequéncia exata longa em

cohomologia (ver Proposi¢ao 2.4.1):

* sk

.- = HY(G; Homg(R,M)) 3 H"(G; Homgz(RW, M)) = H"(G; Homp(Aw, M))
o H" NG, Homp(R,M)) — - - -, (1)
onde (e*)([f]) = [ef (/)] = [e# o f; G2)([f]) = [z%(f)] = [i# o f] e 7,, 6 0 homomorfismo conexao
(Defini¢ao 1.1.15).
Como E é um conjunto de representantes para as G-Orbitas distintas de W segue, da

Proposicao 1.2.8, que

RW ~ P R(G/G.).

wek

Logo a sequéncia exata longa (/) toma a forma
— H"(G; Homg(R, M)) & H"(G; Homp(@D R(G/G.), M))

wek

i*

= H™(G; Homp(Aw, M)) % H" NG, Homg(R, M)) — - --
Agora, Homg(R, M) G Assim,
H™(G; M) K H™(G; Hompg(R, M)), onde ¢* é o homomorfismo induzido de v (isto é,

VT =[o fl, ¥ M — Hompg(R, M); ¢(m)(1) = m).
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Além disso,

Prop.4.1.1
~Y

H" Y G; Homg(Aw, M)) =" H"(G,W;M).
Vamos mostrar que

H(G, Homp(@D R(G/G.,), M) & H'(W: M), (¥)

wek

sendo p* a aplicacao apresentada a seguir.

Com isso, a sequéncia exata anterior toma a seguinte forma:
e HYG M) TS YW M) — HYPY(G, W M) — HTYG M) — H™ (W M) — - -

Mostraremos também que p* o e* o ¢* = res §,, (%)

onde res (i [f] = (res & [f]) e com res & @ H™(G; W) = H™(Gy; M) induzida pela inclusio

Gy <%y G. De forma a obtermos a sequencia desejada.
res G
Para mostrar (x) e (xx), considere a aplicacio H"(G; M) —" H"(W; M) e a sequéncia:

HYG;M) % HY(G; Homp(R, M)) & H(G; Homp(ED) R(G/Gu, M))) %

% HYG; [] Homr(R(G/G.), M) 2 [] H*(G; Homa(R(G/G), M)) &

(res gu VweE

% T #(G; Coindé p) = T[ H(G: M) <" HY (W M),

weFE wekE

em que

e ¢* ¢ a aplicagao induzida de ¢ : HomR(@ R(G/Gy), M) — H Homp(R(G/Gy), M),
wek weE

dada por ¢(f) = (f © juw )wer, sendo j, a inclusdo de R(G/G,) em RW, para cada
w' € F,

o ©* = (¢} )wer ¢ a aplica¢do induzida de ¢, : Homg(R(G/G,,), M) — CoindZ M dada
por @u(fuw)(x) = o fu(r™ Gu);

o T = (7} )wer ¢ a aplicacdo induzida de m,, : Coind% M — M dada por T, (fuw) = fu(1);

o v: H'(G; [[ Homr(R(G/Gw), M) — [[ H'(G; Homp(R(G/G,,), M)) é a aplicacdo
dada por 1([f]) = ([pu© f)ucs, onde

Duw H Hompg(R(G/Gy), M) - Homgr(R(G/G,), M) é a projegao, e

wek
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o (res@ Jwer : [ H"(GM) — H'(W;M), tal que (res§ )uer([buluer) =
weER

(ves &, ([pu])Jwes-

Note que ¢, ¢*, v e (res & Juep © (7} )wer = (res& o mh)wep sao isomorfismos, onde
(res & om)wer : H"(G; Coind & M) — H™(G,; M) ¢ o isomorfismo de Shapiro. Daf

*

pF = (Tesgw)weE o (7} )wer © @* 07y 0 ¢* é isomorfismo, e consequentemente,

H™(G, Homp(ED R(G/G.,), M)) & H"(W; M).

wek

Por fim, dado [f] € H"(G; M), temos:

(p*oc*o*)([f]) = proe’of]l=pe?ovolf]

= ((res @, )uer © (M))wep 0 ¢ 070 ¢")[e oo f]

= (res G, )uer © (M) )uep 0 ¢ 0 7[poe 0o f]

= (res ¢, wer © (T )uer © 9" ([pw o doe® 0o flluer
= (res &, )uer © (M )uer([pw o pu o poc? 0o fl)uer
= ((res@,)[(mwopwopuodoc? oo fuer

Mas, para todo u € F,,, sendo F' = (F,,) — R uma resolucgao projetiva de R sobre RG,

© P 0 puy 0 p o™ 0 )(f(u))
Ty O Py © Py © )( ( ( (u))
(¥ (f(u)) o))

(w0 Pwopyodoc? orho fl(u) =

Tw © Pw © Pu) (P (f (1)) 0 € 0 fur )uweE
Tw © w) (Y(f(u)) 0 € 0 ju)

= Tuw(puw@(f(uw)) 0c o b))

= (pu(¥(f(u)))oeoju)(l)

= 1-(¥(f(v)ocoju)(l-Gu)

= (U(f(u)(Q) = f(u), Yu € F,.

(7w
(
= (T © Puw O Puw ©
(
(

~—  ~—

Assim, (p* oe* o ¢*[f]) = (ves & [f])wer = res §i/[f], como querfamos. |
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42 H*(G,S5;M)e H.(G,S; M)

Nesta se¢ao apresentamos o conceito de (co)homologia relativa para um grupo G e uma
familia S = {S;,7 € I} de subgrupos de G, H.(G,S; M) e H*(G,S;M). Essa teoria de
(co)homologia relativa para pares (G,S) foi introduzida por Bieri e Eckmann em [11] e estd
intimamente relacionada com a de pares (G, W), definida na se¢ao anterior. O conceito de
(co)homologia de pares de grupos (G,S) é uma extensao natural da definicdo dada por Ribes
([28]) considerando & = {S}, familia com apenas um subgrupo. Para mais detalhes, veja [3].
Apresentamos também o conceito de dualidade para par que sera utilizado em resultados dos

capitulos seguintes.

Defini¢ao 4.2.1 Um par grupo (G,S) consiste de um grupo G e uma familia S = {S;, i € I}

de subgrupos, nao necessariamente distintos, de G.

Considere um par grupo (G,S) e R(G/S) o R-médulo livre gerado pelas classes ¢5;,1 € 1,

na qual GG atua por multiplicacdo a esquerda. Assim,

R(G/S) = P R(G/S;) “"2* P Ind§ R = ) RG @ps, R.

el i€l el

Seja € : R(G/S) — R a aplicagdo aumentagao usual que leva cada gerador ¢S; em 1 € R, e

denotemos por Ags o ntcleo de e.

Definigao 4.2.2 Sejam (G,S) um par grupo, S = {S;, i € I} e M um RG-mddulo. Para cada
n € Z define-se os grupos de homologia e cohomologia relativa de ordem n para (G,S)

com coeficientes em M, respectivamente, por:

Hn(GaS7M) = Hn—l(G;AS®RM)7
H"(G,S; M) = H"'G;Homg(As, M)),

onde as agoes de G em As @r M e Homg(As, M) sdo as agdes diagonais (Defini¢io 2.1.3),
dadas por

g-(x@m)=glz@m)=gr@gm e (g-f)(x) = gf(g " 2),
respectivamente (com g € G, x € As, m € M e f € Homg(As, M)).

Observagao 4.2.1 (i) Sen <0, seque da definicio que,
H,(G,8;M)=H"(G,S§;M) =
(ii) Se S =0, por convengao, considera-se

H,(G,0; M) =H,(G;M) e H(G,0; M) = H"(G; M).
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(iii) E usual denotar, para qualquer familia S = {S;,1 € I} de subgrupos de G,

H,(8; M) = @D Ha(Si; M) e H™(S; M) = [ [ H"(Si; M),

el el

onde M é um RS-mddulo, isto é, um RS;-mddulo para todo v € I. Note que se M €é um

RG-mddulo entdo M € um RS-mddulo por restricao de escalares.

Para o par grupo (G,S), também temos uma sequéncia exata longa em cohomologia. A

saber:

Proposicao 4.2.1 Sejam (G,S) um par grupo onde S = {S;, 1 € I} e M é um RG-mddulo.

Entao, temos a sequinte sequéncia exata longa:
n . res g n . 4 n+1 . J n+1 .
o= HMG M) = [[H" (S5 M) = H™HG, S; M) 5 H™ (G M) — - -
icl
que € natural no RG-mddulo M e no par (G,S), onde
res § : H"(G; M) — H™(S; M) := [ [ H"(S;; M),
iel
dada por res §([f]) = (res§ [f])ier, € a aplicagio induzida (no nivel n de cohomologia) pelas
inclusoes S; Nyl

Demonstracao: [11], Proposicao 1.1, ou [13], Proposigao 2.5.6. [ |

4.3 A Relacao entre as Teorias de Cohomologia: de Bieri-Eckmann e

Dicks-Dunwoody

O objetivo desta segdo é apresentar a relagdo entre as duas teorias de cohomologia (de
Bieri-Eckmann e Dicks-Dunwoody). Dado um par (G, W), para ir da teoria de Dicks-Dunwoody
para a teoria de Bieri-Eckmann basta escolher a familia de subgrupos & de G formada pelos
subgrupos de isotropia dados pela acao de G em W. O teorema seguinte nos mostra como fazer
isso nesse sentido, tal resultado foi estabelecido (implicitamente) em [14], mencionado em [6] e

demonstrado em [17] e [8].

Teorema 4.3.1 Sejam G um grupo, M wum RG-mddulo e W um G-conjunto. Considere
E = {w;,t € I} um conjunto de representantes para as G-oérbitas de W e seja
S ={S; .= Gy,, 1 € I} a familia dos subgrupos de isotropia dos representantes em E. Entao,
0s grupos de cohomologia relativa com coeficientes em M do par (G, W), dados pela Defini¢cdo

4.1.1, e os grupos de cohomologia relativa com coeficientes em M do par (G,S), dados pela
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Definicao 4.2.2, sao isomorfos, isto €, para todo n € Z, temos

H"(G,W; M)~ H"(G,S8; M).

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 1.2.8, temos (o RG-isomorfismo)

RW =~ B R(G/G.,) = R(G/S); w = gw; = gGl,. (+)

w;€E
Considere as aplicagoes aumentacao
e:RW —-R e €e: R(G/S)— R,

R(G/S) o R-médulo livre gerado pelas classes ¢5; = gG.,,, com w; € E (elementos distintos).
Se identificamos RW com R(G/S) via o isomorfismo (%), entdo Ay = ker € é identificado com
As = kere, isto é, Ay ~ Ag (xx).

Para melhor visualizar tome, por exemplo,

u=njwy + -+ ngw, € RW = URG(wi), com w;, € G(w;),isto é, w, = gyw;.

Entao e(u) =ny + - +ni (e : RW — R). Se considerarmos € : R(G/S) — R, em R(G/S) u

corresponderia (via o isomorfismo (x)) a
u= nlglGU)1 +o At nkgk‘kaa

e dai
€(u) = €(n1g1Gu, + -+ + MpguGuy) = N1 + -+ - + N

De modo que e(u) =0 < ¢(a) =0, isto é, u € Ay < 0 € Ag.

Assim,
HY(G, W M) TR B(Gs Homa(Aw, M)
BN G Homp(As, M) P22 R G S M.
Portanto, o resultado segue. [

Observacao 4.3.1 1. Um resultado similar € wdlido para os grupos de homologia

H,(G,S8; M) e H,(G,2W; M).

2. Se usamos o isomorfismo entre os grupos de cohomologia, dado pelo teorema anterior,

pode-se deduzir a sequéncia exata longa para (G,W) a partir da sequéncia ezata longa

dada para (G,S) (Proposicao 4.2.1).
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4.4  Pares de Dualidade

Bieri e Eckmann ([11]) definiram o conceito de dualidade para um par grupo (G,S), sendo
S uma familia de subgrupos de G. Posteriormente, Dicks e Dunwoody ([14]) consideraram
dualidade para um par (G,W), onde G é um grupo e W é um G-conjunto. Nesta segao,
apresentamos apenas alguns resultados (envolvendo esses conceitos) que serdo utilizados na

segao 5.5 do préximo capitulo. Em especial a relagao entre os dois conceitos (para R = Zs).

Definicao 4.4.1 ([11], §4 e 6) Dizemos que um par grupo (G,S) é um par de dualidade de

dimensao n sobre R ou um D"-par se existe um RG-maodulo C' e isomorfismos naturais

Hn—k’(GasaC®RM) = Hk(G’M)7
H*G,8;M) ~ H, (G;C®r M),

para todo RG-mddulo M e todo k € 7Z, sendo S uma familia finita de D" '-subgrupos de G
com mddulo dualizante C'. Se C ~ R, diz-se que (G,S) é um PD"-par (par de dualidade de
Poincaré).

Proposicao 4.4.1 Sejam G um grupo e S uma familia de subgrupos de G. Se (G,S) € um
D™-par com modulo dualizante C', entao:

(i) G é um D" '-grupo com o médulo dualizante As @r C' (com a G-a¢ao diagonal).

(it) Cada S; € S é um D" '-grupo com mddulo dualizante C (considerado como S;-mddulo por
restricdo).

(1ii) S € uma familia finita de subgrupos de G.

Demonstracao: [11], Teorema 4.2. |

Observagao 4.4.1 Se (G,S) é um PD"-par entao, cada elemento de S é um PD™ ' -subgrupo
de G.

Definigao 4.4.2 ([14], p. 139, para Zs) Seja (G, W) um par onde G é um grupo e W é um G-
conjunto. (G, W) é um par de dualidade de Poincaré de dimensio n, ou simplesmente um
PD"™-par (sobre Zs), se para todo ZsG-mddulo M e para todo k € Z, existem os isomorfismos

naturais:

Hy(G,W; M) =~ H" ™G5 M),

12

Proposicao 4.4.2 Seja (G, W) um PD"-par, onde G é um grupo e W €é um G-conjunto.
Entao,
(1) W possui um nimero finito de G-drbitas.

(ii) Para cada w € W, tem-se que o subgrupo de isotropia G, é um PD" ‘-grupo.
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Demonstracao: [24], p. 273. [ |

Proposicao 4.4.3 Seja (G, W) um par onde G € um grupo e W é um G-conjunto. Considere
E um conjunto de representantes para as G-drbitas em W tal que [G : G| = oo, Vw € E
e S ={Gy,w e E}. (GW) é um PD"-par (sequndo a Definicao 4.4.2) entao (G,S) é um
PD™-par (de acordo com a Defini¢ao 4.4.1).

Demonstracao: [17] e [8]. |




CAPITULO

5

O Invariante E(G, W, M)

Neste capitulo apresentamos o invariante E(G,W,M) e algumas de suas
propriedades, dentre elas: a independéncia do conjunto de representantes para as
G-6rbitas e a invariancia (cohomoldgica), por isomorfismo de pares. Aqui vamos
considerar R = Z, isto é, trabalhamos com Z,G-moédulos, de modo que, podemos
ver os grupos de (co)homologia (absoluta e relativa) como espagos vetoriais sobre
Zs, 0 que nos permite falar em dimensao desses espagos. Algumas das propriedades
apresentadas sdo bastante similares as existentes para E(G,S, M), o invariante

definido em [3], (vide [7]) e foram adaptadas aqui, & notagao de Dicks-Dunwoody.

5.1 A Defini¢ao de E(G, W, M)

Definicao 5.1.1 Sejam G um grupo e W um G-conjunto. Considere E um conjunto de
representantes para as G-orbitas em W tal que [G : G| = 0o, Yw € E e M um ZoG-mdédulo.
Define-se ([0]):

E(G,W,M) := 1+ dimkerres G,
onde, res §, : HY(G; M) — HY(W; M) = H HY(Gu; M); res§([f]) = (ves &, [f]) yepp » SENdO

wek
res &« HY(G; M) — H' (Gy; M) a aplicagio induzida da inclusio Gy, — G.

Observacao 5.1.1 1. Na defini¢ao anterior, em fun¢ao da exigéncia de que |G : G,] = oo,

seque que o grupo G considerado é um grupo infinito.

2. Se W é um G-conjunto e E é um conjunto de representantes para as G-orbitas em W,

seque em vista do isomorfismo H*(G,S; M) ~ H*(G,W; M), que E(G,S, M) coincide

98
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com E(G,W, M) se S = {Gy, w € E} (sendo [G : G| = 00, Yw € E, e Gy, 0s subgrupos

de isotropia).

. A definicio de E(G,W, M) e de outros invariantes existentes para pares tém sido, de
certo modo, motivada na definicao de e(G), o niumero de ends de um grupo G (veja [3]),
e de e(G,T), com T subgrupo de G, apresentados na se¢ao 5.6 deste capitulo. Como
e(G) =0, se G € finito, e e(G) = 1+dim H(G; Z,G), se G € infinito, ainda, e(G,T) = 0
se [G : T] < o0, € natural supor [G : G,] = oo, Vw € E e considerar a definicao de
E(G,W, M) apresentada.

. Ha uma interpretagcao topoldgica para a (co)homologia relativa ([11]) que estende a
interpretacao dada para (co)homologia absoluta (Proposi¢ao 2.7.1). Logo, considerando

o Teorema 4.3.1, € possivel obter, em condi¢coes adequadas, uma interpretacao topologica

para E(G, W, M).

Apresenta-se a seguir uma propriedade de E(G, W, M) que sera util na demonstragao do

principal resultado da préxima secao. Esse resultado foi dado em [7], usando a notagao de

Bieri-Eckmann.

Proposicao 5.1.1 Considere G um grupo, W um G-conjunto e E um conjunto de

representantes para as G-drbitas em W. Suponha que |G : Gy, = oo, Vw € E. Seja M

um ZyG-mddulo e considere as restricoes res &« H'(G; M) — HY(G,; M). Entdo,

E(G,W,M) =1+ dim ﬂ ker res gw.

wek

Demonstracao: Temos que

res G+ HY(G; M) — H HY (G M) e res& : H'(G; M) — H'(Gy; M). Assim,

wekR

e (res gw(f))weE =0&

& resd (f)=0,VweE &

f € kerres

& fekerrese  Vw € E.

Logo, kerres §;, = ﬂ kerres gw, de modo que
wel

E(G,W,M) =1+ dimkerres {;, = 1+ dim ﬂ kerres & .

wek
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5.2 Independéncia do Conjunto de Representantes de Orbitas na
Definigao de E(G, W, M)

Observe que FE(G,W,M) é definido sobre um grupo G, um G-conjunto W com
G : Gy, = o0,Vw € E, onde E é um conjunto de representantes para as G-Orbitas em
W e M é um RG-moédulo. Nosso interesse agora é mostrar que essa definicao independe do

conjunto de representantes das GG-6rbitas escolhido.

Lema 5.2.1 Sejam W um G-conjunto e w € W. Se as G-drbitas G(w) = G(w') e w' = gow
(g0 € G) entio Gy = goGugs .

Demonstracao: Por hipdtese

G(w) = G(w') < {gw, g € G} = {gw’, g € G}, de modo que v’ € G(w') = G(w).
Supondo que w' = gow, temos

g€ Gy & gu' =w' & ggow = gow < gy ggow = w < gy g9 € G < g € goGugy'. M

Proposigao 5.2.1 Se W é um G-conjunto, w e w' sio elementos de uma mesma G-drbita e

w' = gow entao, considerando as restri¢oes
res G, - H'(G; M) = H' (G, M) e res¢ : H'(G; M) = H'(Guw, M),

tem-se

G _ G
kerres ¢ ~=kerresg .

Demonstragao: Pela Proposicao 2.8.2, temos que

Der(G, M)
P(G, M)

Der(G.,, M)

1 . ~ _
HY (G, M) ~ PGy M)

e H'(Gy; M) ~

onde
Der(G,M) ={d: G — M; d(gh) = d(g) + gd(h), Vg,h € G}

é o grupo das derivagoes de G em M, e
P(G,M) ={d,, € Der(G,M); dn(g) = gm —m, m € M fixo}
é o grupo das derivagoes principais de G em M.

Indicando um elemento d + P(G, M) de H'(G; M) por [d], tem-se que

resg + HY Gy M) — HY(Gu; M)
[d] = ldle,)
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Note que

[d] € kerres e res & ([d]) =0 [d|g,] =0 d|g, € P(Gy, M),

ou seja, existe m € M tal que d|¢, = d,, : Gy, — M. Similarmente,
[d] € kerres gw, & res gw,([d]) =0&[dlg,]=0&dq, € P(Gw, M),
ou seja, existe m’ € M tal que d|g,, = dp : G — M.

Mostremos que kerres & C kerres & .
GU} G'Lu/

Seja [d] € kerres & e m € M tal que d|g, = dp,.

Pelo lema anterior, uma vez que w' = gow, temos que G = goGuwgy'. Seja
m’ := gom — d(go), vamos mostrar que [d] € ker res gw/. De fato, se ¢’ € G, entdo ¢' = goggp ',
para algum g € G,. Dai usando o fato que em uma derivagao tem-se d(g) = —gd(g™')
(Proposigao 2.8.1), segue que

~ Lema

dc,(¢) = d(g) "="d(ggg,") = d(go) + g0d(g995")

= —¢'d(g0) + d(g0) + go(gm — m) (pois g € Gy, e d|g, = dp)
= —g'd(go) + d(g0) + gogm — gom

= —g'd(go) + d(g0) + 909(g0 ' go)m — gomn

= —g'd(g) + d(g0) + g'gom — gom

= ¢'(gom — d(go)) — (gom — d(go))
_ glm/ —m = dm’(g/)-
Assim, kerres & C kerres gw/. De modo anélogo, mostra-se que kerres gw/ C kerres & |
consequentemente

G _ G
kerres g =kerres¢ .

Coroléario 5.2.1 A defini¢ao de E(G, W, M) independe do conjunto de representantes das G-

orbitas escolhido.



5.2 Independéncia do Conjunto de Representantes de Orbitas na Definigao de E(G, W, M) 102

Demonstragao: Seja W um G-conjunto e E/, E’ conjuntos de representantes para as G-6rbitas

em W. Notemos que se w' = gow, com w € E e w' € E’, entao
G : Gyl =0 < [G:Gy| = o0,
visto que [G : G] = |G(w)| = |G(w')| = [G : Gy]. Pela proposicao anterior,

G _ G
kerres ¢ = kerresg ,

dai,
G _ a
ﬂ kerres g = ﬂ kerres ¢
weE w' el
e o resultado segue da Proposicao 5.1.1. [ |

5.3 A Invariancia Cohomoldgica de E(G, W, M) (por Isomorfismo de

Pares)

Seja C a categoria cujos objetos sao os pares ((G, W); M) tais que G é um grupo, W é um
G-conjunto com [G : G| = oo, Vw € E, onde F é um conjunto de representantes para as

G-6rbitas de W e M é um Z,G-mddulo, e cujos morfismos sao aplicagoes
v ((GW); M) — (G W'); M')

consistindo de:

(¢) Um homomorfismo de grupos o : G — G';

(77) Uma aplicagao ¢ : W — W’ com ¢¥(E) C E’ tal que a(G,,) = G;b(w), Yw € E, sendo E’
um conjunto de representantes para as G'-6rbitas de W’;

(#4¢) Um homomorfismo ¢ : M" — M satisfazendo a condi¢ao ¢(a(g) -m') = g-¢(m'), Vg € G
em’ € M, isto é, ¢ é um homomorfismo de Z,G-mddulos onde consideramos M’ como
ZsG-médulo via a. (Note que, no par ((G',W'), M"), M’ é um Z,G'-mébdulo).

Dados objetos ((G,W),M) e ((G'W'),M’) de C, um isomorfismo entre esses objetos
consiste de:
(2) Um isomorfismo de grupos a: G — G';
(17) Uma bijecao ¢ : W — W', tal que ¥(E) = E' e a(Gy) = Gy, Yw € E;
(77¢) Um isomorfismo de grupos abelianos ¢ : M" — M que é um isomorfismo de Z,G-mdédulos,
considerando em M’ a G-agao g -m' := a(g) - m/'.

9)-
Neste caso se diz que os pares ((G, W), M) e ((G',W'), M') sao isomorfos na categoria C.
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No préximo resultado mostramos que FE(G,W, M) é invariante na categoria C. Essa
demonstracao foi dada em [1] usando a notacao de Bieri-Eckmann e adaptada aqui a notacao

de Dicks-Dunwoody para pares (G, W).
Teorema 5.3.1 Se os pares ((G,W); M) e ((G',W'); M") sao isomorfos (na categoriaC), entao

E(G,W, M) = E(G',W',M).

Demonstracao: Considere F = {w;, i € I} e E' = {w}, i € I} conjuntos de representantes

para as G-Orbitas de W e as G’-érbitas de W/, respectivamente. Uma vez que

Prop.1.2.8
~Y

ZQW Pro}r)il.2.8 @ZQ(G/Gw) o ZQW/ ~ @ ZZ(G//Gw/>7

wekE w'eE’

pela hipdtese do teorema podemos considerar o isomorfismo p : ZyW — ZyW’ definido nos

geradores por p(zGy,) = a(z)GYy,,). cuja inversa 3 : ZoW' — Z;W é dada por

ByGLy) = o™ (Y)Gy-1(wy)-

Note que p(A) = A’, onde A = kere e A’ = kere’, sendo ¢ : ZoW — Zg e &' : LoW' — Zs

as aplicacoes aumentacao. De fato, se u € A C Z,W, entao
u = Z Tor, Ok Gy, 3 Ty, € Lo, g, = 0 para quase todo ry, e e(u) =0, ou seja
u=1gk,Guy,, + ... + 19, Gu,,, n €N e e(u)y=14+...41=n-1=0,
de modo que, n é par. Entao,
gp(u))=14+...41=n-1=0 (pois n é par).
Portanto, p(A) C A’. Similarmente, tem-se A’ C p(A), de modo que A’ = p(A). Assim,
p= p‘A A = A

¢é também isomorfismo. Dessa forma, podemos considerar o seguinte diagrama comutativo com
linhas exatas:

0— A% 7 Wy

T

0—=A L7 W <= 7y —0

Como Zsy é Zo-projetivo, pela Proposicao 1.2.2 e pelo Teorema 1.4.5, este diagrama induz o
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seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

0 —— Homg,(Zo, M) —— Homg,(ZoW, M) —— Homgz,(A, M) ——0 (1)
¢] (p,¢>)#T (p,¢>>#T
0 ——= Homg,(Zy, M') — Homg, (ZoW', M) —— Homyg, (A", M') —=0 (2)

onde (p,0)*(f) = dofop e (5,0)"(f)=¢ofop.
Denotando Homgz, (A, M) por X e Homg,(A', M) por X', temos:

0—— Homg,(Zo, M) —— Homg,(ZoW, M) —— X ——0 (1)

¢] <p,¢>#T (M)#T

0—>H0mZQ(ZQ,M’)—>H0mZQ(ZQW’,M')—>X'—>O (2)

Seja F' — Zy uma resolucao projetiva de Zsy sobre ZsG'. Observe que o : G — G’ induz a
seguinte acao de G em F;
gxx=alg) x,Vg € Gex € F,

Dali, cada F; é um ZyG'-md6dulo projetivo e como « é isomorfismo, cada F; é um ZyG-mddulo
projetivo, ou seja, F' — Zs também é uma resolucao projetiva de Zs sobre ZsG.

Seja 7 : F' — F a aplicacao identidade. Temos que 7(g xz) = gz = a(g) - © = a(g)7(x).

Aplicando Homgz,q(F,_) a sequéncia (1) e Homg,q (F,_) a sequéncia (2), obtemos o

seguinte diagrama comutativo de complexo de cocadeias:

0 —— Homg,q(F, M) —— Homg,c(F, Hom(ZsW, M )) —— Homg,c(F, X)——=0 (1)

] | :

0 —— Homg,e(F, M') — Homg,c (F, Hom(ZoW', M'")) — Homg,c/(F, X') —=0 (2')

As sequéncias (1°) e (2’) sdo exatas pois F' — Zs é uma resolugao ZoG-projetiva e ZoG'-
projetiva (Teorema 1.4.6) e, as aplicages verticais sao todas isomorfismos.

Raciocinando como na demonstracao da Proposicao 4.1.2, obtemos o seguinte diagrama
comutativo cujas linhas sdo dadas pelas sequéncias exatas longas em cohomologia (Proposicao
4.1.2):

G
res v,

0—— HY(G; M) ——= H(W; M) —— HY(G,W; M) —L—~ H'(G; M) — H' (W; M) — - --

S T

0 —— HO(G'; M) — HO(W'; M) —= HY(G', W'; M") L~ HY(G'; M") % HY (W', M) —> - -

As aplicagoes verticais sao todas isomorfismos pois sao induzidas por isomorfismos, logo
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Im J ~1Im J'. Assim,

E(G,W,M) = 1+ dimkerres§
= 1+dimImJ=1+dimIm.J’
= 1+dimkerres§, = BE(G', W', M").

5.4 Algumas Propriedades de E(G, W, M)

O préximo resultado foi apresentado em [6].

Proposicao 5.4.1 Sejam G um grupo e W um G-conjunto. Considere E = {w;, i € I}
um conjunto de representantes para as G-orbitas em W tal que |G : G,] = oo, Yw; € E, e

M um ZoG-mddulo. Se os Za-espagos vetoriais H°(G; M), H'(W; M) := HHO(GW;M) e
i€l
HY(G,W; M) possuem dimensdo finita, entdo

E(G,W, M) =1+ dim H*(G; M) — dim H*(W; M) + dim H' (G, W; M).

Demonstracgao: Pela Proposicao 4.1.2, temos a sequéncia exata longa dada por

resG
0 — HY(G; M) % HOW; M) = HY(G,W; M) 5 HY(G; M) "= T H (G M) — -+,

iel
da qual obtemos a seguinte sequéncia exata curta
0— H(G; M) S HO(W: M) > HY(G,W; M) 5 Im J — 0.
Temos (como usado na demonstragdo do Teorema 5.3.1) que,

E(G,W,M) =1+ dimkerres § = 1 + dimIm J.

Agora, como Y, d e J sdo transformagoes lineares entre espagos vetoriais de dimensao finita,

segue pelo teorema do niucleo e da imagem que:

dim H°(G; M) = dimker y + dimIm y.
dim H°(W; M) = dimker§ + dimIm 4.
dim H'(G,W; M) = dimker.J + dimIm J.

Além disso, como a sequéncia anterior é exata, temos

Im x = ker 6, Im 6 = ker J, dimker xy = 0, e H°(G; M) ~Im x, pois, pela exatiddo, x ¢é injetora.
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Logo, tem-se

dimIm J = dim HY (G, W; M) — dimker J
= dim H'(G,W; M) — dimIm §
= dim H'(G,W; M) — dim H*(W; M) + dim ker §
= dim HY(G,W; M) — dim H*(W; M) + dim Im y
= dim HY (G, W; M) — dim H*(W; M) + dim H(G; M).
Portanto, o resultado segue. [

Proposicao 5.4.2 Sejam G um grupo, W um G-conjunto, M um ZoG-mddulo e E um
conjunto de representantes para as G-drbitas em W. Suponha que [G : G| = oo, Vw € E.

Considere E' um subconjunto de £ e W' = U G(w'). Entdo, G atua sobre W' com conjunto
w'eE’!
de representantes E' e

E(G,W,M) < E(G, W', M).

Demonstracao: Temos que G atua sobre W, logo existe uma aplicacao ¢ : G x W — W que

define a G-acao em W. Dal, a restricao ¢| : G x W' — W' define uma agao de G sobre W'.
Além disso,
W' cWe{Gy, w € E} C{Gy,, we E},

assim, pela Observacao 2.4.2,

G G
ﬂ kerres & C ﬂ kerres g

wek w'eE’
entao,
1+ dim ﬂ ker res gw <1+ dim ﬂ kerres & .
weE w/'eR’
Portanto, da Proposigao 5.1.1, segue que E(G, W, M) < E(G, W', M). |

Exemplo 5.4.1 Sejam G = (a) ~7Z, W =R com a G-a¢ao (natural) a™-w :=n+w, Vn € G
ew e W, eM um ZyG-mddulo.
Temos que E = [0,1] € um conjunto de representantes para as Z-orbitas em R. De fato,

para cada r € R, existe w € [0,1] en € Z tal que r = w+n = a" - w, e entao
G(r)=Gw)={w+n,neZ} =w+7Z.
Assim,

UG(w): U w+Z=R.

wek we[0,1]
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Além disso, para todo w € F,
Gy={{a"€G;ad" - w=w}={d"€Z;n+w=w}={1},

(isto é, a G-agao € livre). Logo, |G : Gy| = [Z : 1] = |Z]| = oo, de modo que E(Z,R, M) estd
bem definido.

Considere, agora,

1
E/: |:O,§|:CE€

1
w'=J Guw)=R-|J [§+k,1+k[cR,
w'eE’ kEZ

/

note que (W' é um Z-conjunto). Pela proposi¢ao anterior seque que

E(G,W,M) < E(G,W' M).
De fato, neste caso, vale
E(G,R,M)=E(G,W M)=1+dimH" (G; M) =1+ dim Mg,

como mostra a proposi¢cao sequinte.

Proposicao 5.4.3 Sejam G um grupo infinito e W um G-conjunto. Se a G-acao em W €

livre, e E é um conjunto de representantes para as G-orbitas em W, entao

E(G,W,M) =1+ dim H'(G; M).

Demonstragao: Como a agao é livre, temos que G, = {g € G; gw = w} = {1}, Vw € F e
dai,

HY(Gy,M)=H'({1}; M) =0, Vw € E,
logo, kerres §, = H'(G; M). Entdo,

Ex.2.6.1(

BE(G,W, M) = 1+ dim H(G; M) "2 1 4 dim M.

Note que [G : G,] = |G| = o0, Yw € W. |

Observagao 5.4.1 Um resultado andlogo ao que acabamos de mostrar foi dado em [6], para
E(G,W,Zs). Na proposicao anterior verificamos que vale o caso mais geral, onde M € um

ZoG-modulo qualquer.

Exemplo 5.4.2 Considere G = (a) ~ Z, W = R com a G-a¢ao a™ - w = n + w, dada no
Ezemplo 5.4.1 e M = Zy visto como ZsG-mddulo trivial. Entao E(G,R,Zs) = 2. De fato,
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vimos que E = [0,1] € um conjunto de representantes para as G-drbitas em W e que esta
G-agao, € livre, de modo que G, = {1}, Vw € E e {Gy}wer = {{1}wer}. Dai pela Proposicao
5.4.3, e o fato que

Ez.2.6.1,2.

HY(G;Zy) = H'(Z; Zy) (i) H%(Z;Zy) ~ Zy (a agdo de G em Zy € trivial),
seque que
E(G,R,Zy) = 1 +dim H'(G; Zy) = 2.

Observagao 5.4.2 A demonstragio da proxima proposicao foi apresentada em [3], para par
de grupos (G, S), onde G € um grupo e S € um subgrupo de G com |G : S] = oo e serd adaptada
aqui para pares (G, W).

Proposicao 5.4.4 Sejam G um grupo e W um G-conjunto satisfazendo |G : G| = oo, Yw €
W. Considere EE um conjunto de representantes para as G-orbitas em W e dois ZoG-maodulos
N e M. Se existe um ZyG-homomorfismo ¢ : N — M tal que a aplicacio induzida
¢* : HY(G; N) — HY(G; M) é um monomorfismo, entio

E(G,W,N) < E(G,W, M),

Demonstracao: Para cada w € FE, o Zy;G-homomorfismo ¢ : N — M induz o seguinte

diagrama comutativo:
HY(G: N) —~ HY(G; M)
res G l LTGS G
Guw,N Guw,M

HY(Gy; N%,—> HY G M)

szw »¢) *

Seja « € kerres gw’N. Temos que

(res &, 0 0")(a) = (idg,,9) ores ¢, y()

= (idg,,9)"(0) =0.

Entdo, ¢*(a) € kerres & ;e daf ¢*(kerres § ) C kerres§ ;. Assim

Ie ¢*W£?mn. N Ie
m kerres & ~ o) ﬂ kerres &y

weFE wek

= ﬂ ¢*(kerres & ) C ﬂ kerres & ;.
wekE wer
Dai,

~ G : G
dim m res ¢,y < dim ﬂ res ¢
wekl wek
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e a desigualdade
E(G,W,N) < E(G,W, M)

segue, entao, da Proposicao 5.1.1. [
5.5 E(G,W,Zs) e Dualidade
Sejam G um grupo, W um G-conjunto, satisfazendo [G : G,] = oo, para todo w em

W e M = 75 visto como Z,G-médulo trivial. Nesta secao apresentamos um resultado para
E(G,W,Zs) gy (G, W), quando (G,W) é um par de dualidade e algumas consequéncias,
seguindo [6]. Para tanto, necessitamos da interpretagao topoldgica de (co)homologia de grupos

(Proposicao 2.7.1) e da seguinte definigao:

Definicao 5.5.1 Um espaco topologico Y € finitamente dominado se existe um CW
complexo finito K, tal que Y é um retrato de K, ou seja, existem aplicagcoes continuasi : Y — K

er: K —=Y, comroi=1idy.

Proposicao 5.5.1 Sejam (G, W) um PD"-par, E = {w;, 1 = 1,...,r} um conjunto de
representantes para as G-orbitas em W, com [G : Gy, = 00, Vw; € E, ¢ § = {G,, w; € E}
a familia dos subgrupos de isotropia de G (associada a E). Se G ¢é finitamente apresentado,
entao E'(G,W) € finito e

E,(G, W) =2—-r+ dim anl(G7 Zg)

Demonstracao: Como (G,W) é um PD™-par, pela Proposi¢ao 4.4.3, temos que (G,S) é

um PD"par com § = {G,,, w; € E}. Dai pela Proposigao 4.4.1, G é um D" '-grupo
e, consequentemente, G é do tipo FP (Proposi¢ao 2.9.2). Assim, como G é finitamente

apresentado, temos que G é um K (G, 1)-complexo finitamente dominado ([12], VIIL. 7.1. p.

205), de modo que H.(G;Zs) propz H.(K(G,1);Zy) é finitamente gerado (veja o Exemplo

2.7.2) (x). Além disso, temos:

H(G; Zo) ~ Zo, [ [ HY (G Zo) = @) HY (G, Zo) ~ @D Zo,
=1 i=1

i=1

e por dualidade, H'(G,W;Zy) ~ H,_1(G,Z,). Logo
dim HY(G,W;Zy) = dim H,,_1(G, Zs) < 0o (por (x)).
Portanto, pela Proposicao 5.4.1 para M = Z,, obtem-se

E'(GW)=14+1—r+dimH, 1(G;Z) < o0.
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Corolério 5.5.1 Sejam G um grupo, W um G conjunto e E = {w;, i = 1,...,r} um conjunto
de representantes para as G-drbitas em W tal que [G : G,,| = 00, Yw; € E. Se (G,W) é um

PD"-par e G € finitamente apresentado, entao

|E| =7 <14 dimH,_1(G;Z,).

Demonstragao: Pelo teorema anterior,

r=2+dimH, (G;Zy) — E'(G,W),
como E'(G,W) > 1, o resultado segue. |

Corolério 5.5.2 Se G =Zx*Z e existe um G-conjunto W tal que (G, W) é um PD?-par, com
(G : Gy,] = 00, Yw; € E, onde E = {w;, i =1,...,1} € um conjunto de representantes para as
G-drbitas em W, entao |E| < 3.

Demonstragao: Como Z * Z é um D'-grupo (Exemplo 2.9.1), pelo coroldrio anterior, temos

que
|E| <1+ dim H(G; Zs).

)Em

Entao, o resultado segue do fato que H'(G;Z, 2T Ly @ L. [ |

5.6 O Invariante E(G, W, FrG)

Nesta secao apresentamos o ZoG-moédulo FrG, o invariante cohomoldgico para um grupo
G, e(G), denominado nimero de ends de G; para pares de grupo (G,T): e(G,T) e e(G,T),
sendo T" um subgrupo de Gj verificamos algumas propriedades do invariante E(G, W, M), nos
casos particulares em que M = ZyG, M = Zy(G/T) e M = FrG, e procuramos obter algumas

relagoes entre tais invariantes.

O ZsG-médulo FrG

Exemplo 5.6.1 Seja G um grupo. Em P(G), o conjunto das partes de G, com a opera¢ao

diferenca simétrica, dada por:
A+B:=AAB=(A-B)U(B—A)=(AUB)—-(ANB), VA, B € P(G),
temos uma G-a¢ao natural dada por

GxP@G) — P(G)
(9,4) = g-A={g-a;ac A}
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Observe que todo elemento de P(G) tem ordem 2, uma vez que A+ A = (). Assim, pode-se

dar a P(G) uma estrutura de ZoG-mdédulo. Além disso, pode-se verificar que os subconjuntos
de P(G):

FG = {F CG; F éfinito} C P(G),

FrG = {Ae€eP(G); AC F.T, para algum F € FG}, sendo T um subgrupo de G,
G = {ACG;A+g-Ac FG,Vge G}e

ArG = {ACG; A+g-Ae€ FrG, Vg € G}(T subgrupo de G),

onde “ 47 denota a operacao diferenca simétrica em P(G) citada anteriormente, sdo ZyG-

submoddulos de P(G) com as operagoes induzidas.

Defini¢ao 5.6.1 Um elemento A € P(G) é denominado T-finito se erxiste um subconjunto
finito F' de G tal que A C F.T.

Observagao 5.6.1 Segue da definigao anterior que FrG € o conjunto de todos os subconjuntos
T-finitos de G.

Seja B um subconjunto de GG. Denotemos por

P(G)

B=B G .
+ FrG € RE

Note que o espago quociente P(G)/FrG é um Z,G-médulo com a G-acdo induzida, dada
por, g-B=g-B.

Na proposicao seguinte veremos algumas propriedades dos Z,G-submédulos acima.

Proposicao 5.6.1 Sejam G um grupo, S e T subgrupos de G tais que T'C S C G. Temos:
(i) Se T é finito, entao FrG = FG.

(it) FrG C ArG.

(i1i) Se [G : T] < oo entdo FrG = P(G).

(iv) Se [S : T < 0o entio FsG = FrG.

QG  ApG

em particular, —— <

FG  FuG

FG

o (76) ~%6

P(G))G_

Demonstracgao: (i) Claramente FG C FrG. Agora, se A € FrG entdao A C F'-T para algum
F € FG. Como T é finito temos que A é finito, ou seja, A € FG. Logo, FrG C FG e assim,
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tem-se a igualdade.

(77) Seja B € FrG. Entao, existe um subconjunto finito F' de G tal que B C F.T. Assim, dado
geG,g-BCg-FT. Tomemos F' := g - F, note que F’ é finito. Logo,

B+g-BC (FUF').T € FrG,Vg € G

e consequentemente, B € ArG.

(77i) Como |G : T] < oo temos que G/T" possui um nimero finito de classes laterais distintas,
al,....q7 € G/T, e, G = ¢iTU.. . UgT. Assim, se B € P(G) entao B C F.T, onde
F ={g,...,9x}. Logo, B € FrG e dai, P(G) C FrG. Como FrG C P(G) (por definicao),
segue a igualdade.

(1v) Segue, diretamente da definigao e da hipétese T C S, que FrG C FsG. Por outro lado,
considere B € FgG. Dai B C F'.S para algum subconjunto finito F’ de G. Como [S : T] < o0,

S =sTU...Us, T C F".T,
onde F”" = {s;...s}. Dessa forma
BCF.SCF'(F'T)CFT,

onde F'= F'.F"” é um subconjunto finito de G. Assim, B € FrG. Portanto, FsG = FrG.

(v) Temos:
PG\ _ [5.PO). . 5 5
(]__TG) = {BE}_TG,g B=B,VgeG
— PG — =
= B 1g-B=20B
{ E}_TG,g ,VgEG}
—  P(G) ArG
= B . B -B = :
{ e]__TG, +g e]—“TG,VgeG} 7.q

Proposicao 5.6.2 Sejam G um grupo e P(G) o conjunto das partes de G. Temos:
Z>G = Coind {},Zy ~ P(G)

como ZoG-mddulos. Além disso, o ZoG-submdodulo ZoG ~ Ind E}ZQ de ZoG € levado por este
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isomorfismo no ZoG-submddulo FG de P(G).

Demonstracao: Considere

p: ZyG = Homg,(ZoG, Zy) — P(G)
f = p(f)=Ap Ap={9€G flg7) =1}

Temos:

(I) p estd bem definida, pois
Vi h€ZyGeg€ZyG f=h= f(g7') =h(g™"). Assim
flagH)=1ahghh)=1=A; = A,

(IT) p é homomorfismo de grupos. De fato, Vf, h € ZG e g € G, temos:

egcp(f+h) & geArnes(f+hgH=1<flgH+hrgh=1
& flg)=0eh(g7)=1ou flg7")=1eh(g"")=0
& ge(AnN(Ap))UArN(An)°) © ge A+ A,
&

g € p(f) + p(h);

Vg eG pld - f) = {5geG (¢ - NG H=1}=
= {9€G fll¢) 9" =1}
= g'p(f).

{9€G; f(g7'g)=1}
=g {ggeG flgh) =1}

(11I) Considere a aplicacao
’g/] : P(G) — [{O’n’LZ2 (ZQG, ZQ)

A = YA = fa fa(g) :—{ L se g €4,

0, se gtgA

1 estd bem definida e é uma inversa de p. De fato,

o Vf € ZoG, (10 p)(f) = ¥(Af) = fa,. Mas fa, = f. pois

)1, ose gteAr, )1, se f(g)
fAf(g) - { 0, se g—l gAf- B { 0, se f(g>

)

1
0.

Logo, fa,(9) = f(9), Vg € G, consequentemente (¢ o p)(f) = f.
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o VA € P(G), (pov)A) = p(fa) = A = {g € Gifalg™) = 1} =
{971 €G; falg) =1} = A, pois falg) =1 g '€ A

Com isso, concluimos que p é um ZyG-isomorfismo e portanto

Agora, defina

0 ZLoG —  ZsG

g = o9 sO(g’)(g)Z{

1, seg=(¢)"

0, caso contrario ,

e estenda por linearidade.

(7) Temos que ¢ é uma aplicacao de ZyG-médulos, uma vez que ¢(g09’) = gop(q'), V0,9 € G.

De fato,
—1,-1

L, seg=1(909")""=(9") "9 >
w(909')(9) = { o
0, caso contrario,

e, considerando a G-ac¢ao no Coind ﬁ}ZQ = 7Z-,G

)

1, seggo=(g)"", ouseja, se g=(g)'g;",
(902(9))(9) = ¢(9')(gg90) = o 0
0, caso contrario.

(1) ¢ é um ZyG-monomorfismo.
De fato, tomemos u=1-g1+...+1-goev' =1-hy+...+1-h, € ZG tais que u # u'.
Entao, existe g;, para algum ¢ € {1,...,t} tal que g; # h;, Vj € {1,...,r}. Dali,

p(u)(g; ) = (Qolg) +.. +1p(9)) (g ") = 1e(g)(gr ) + -+ 1o(g)(g; ) =1, e
e()(g; ") = (Lphy) + ...+ Lo(h))(g; ) = Lo(ha)(g; ) + ... + Lo(he)(g; 1) = 0.

Portanto, ¢(u) # @(u').

(117) p(p(Z2G)) = FG. Temos:
A € p(p(ZoG)) = A = p(e(x)), para algum x € ZyG. Mas
r€lG=>x=1-g1+...+1-gs,com1l€&Zy g €Geg,#gsei#j Assim,
o(x)=1-p(g1)+...+1-¢p(gs). Usando que

1

©(g:)(g) = { 1, seg=(g)"",

0, caso contrario,
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obtem-se que p(z)(g7!) = 1o(g1)(g7")+...+1¢(gs)(g™") = 1 se, e somente se, g € {g1,...,7s}
Dessa forma, temos A = p(¢(z)) = {g € G; ¢(z)(¢7") =1} ={g1...9s}, ou seja, A € FG.

Reciprocamente, seja A = {¢1,...,9:} € FG. Bastatomar x =1-¢g; +...+1- g, € ZoG e
dal ¢(x) € p(Z2G). Como

plo(x) ={g € G px)(g7") =1} ={g1,...,9:} = 4,

temos que A € p(¢(Z2(G))). Portanto, ZoG =~ ¢(ZsG) e p(p(Z2G)) = FG, de modo que ZoG
é levado por p em FG. |

Proposicao 5.6.3 Se G é um grupo e T' é um subgrupo finito de G entao

ZQG >~ ./T"TG

Demonstracao: Este resultado segue diretamente da proposicao anterior e da Proposicao

5.6.1(i). |

Exemplo 5.6.2 [Aplicacao do Lema de Shapiro] Sejam G um grupo e P(G) o conjunto das
partes de G. Temos

HY(G;P(G) E HY(G; Coind §,Z,)
L.Slfz\cgpiro ZQ, sen = 0,

~ H"({1};Zy) ~ {

0, sen>1.
Proposicao 5.6.4 Se G ¢ um grupo e T' é um subgrupo de G entdo

FrG ~ Ind $Z,T
como ZoG-maodulos, onde

Ind $ZsT = ZyG Qg1 LT = ZoG @z, Coind {1y Zo
= ZQG ®Z2T HOTI’LZ2 (ZQT, Zg)

Demonstracao: Considere as seguintes aplicacoes:

Ind $Z,T = Ind $Coind 7}, Z, % Coind $Coind 7}, Z, % Coind §,Z; = Z,G % P(G)

onde ¥ e v sdo as ZyG-aplicagoes dadas no Lema 2.2.1 (para S = {1} e M = Z,), isto é, se
Jo & h € Z2G ®Z2T HOmZ2 (ZQT, ZQ) = Ind gZQT, entao

V(g0 @ h)(g) = { (990) - h, seggo €T,

0, caso contrario,
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€ se f € Coind gCOlHd ,{1}Z2 = HomZZT(ZQG, HOmZ2 (ZQT, Zg)),

v(f)(g) = f(g)(1), onde 1 € ZyT,

e p é o ZyG-isomorfismo dado na demonstracao da Proposicao 5.6.2. Como 9} é monomorfismo

e v é isomorfismo, temos que
Ind $Z,T = 745G ®z,7 ZoT

é um ZyG-submédulo de ZyG e ZyG-isomorfo ao ZsG-submédulo p((v o ) (ZoG Rz, Z2T)) de
P(G) (via p), ou seja,

ZoG @z, ZoT ~ p((v 0 V) (ZeG 7,7 Zz_T))

Dessa forma, para concluirmos a demonstragao, vamos mostrar que

p((v 0 0)(ZeG Rz, L,T)) = FrG. (1)

De fato, temos:
(1) AeFrG & ACF-T,FCG,F finito
& A=ghU.. Ugnly; geG T,CT, (i=1,...,k).

(II) Da mesma maneira que temos o ZoG-isomorfismo p : ZoG — P(G), podemos definir um
ZyT-isomorfismo (similar) p : ZoT — P(T). Assim, considerando a aplicagao injetora
j : ZQT — Z2G

flg), seg€eT,
0, caso contrario,

f = f f(g)Z{

obtemos o seguinte diagrama comutativo:

(I11) p(v 00)(ZyG @z,7 ZoT) C FrG. Com efeito, seja go ® fo um elemento bésico de ZyG @z,r
Z,T. Entao, Vg € G,

(97 g0) - fol(1) = folgg0), seg'go €T,
0, caso contrario.

(v o) (go® fo)lg™) = {
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Dai, pela definigao de p (dada na demonstracao da Proposigao 5.6.2),

p((vod)(go® fo)) = {9€G; (voi)(g® fo)lg™') =1}
= {9€GiglgpeTe folg'g0) =1}
= {9€Gig'geTe folles'9) ) =1}
= {9€Gig'g=1tepfo)}
= {got: t € p(fo)}
= g0(fo) = goTo,

com Ty := p(fo) € T (ja que p : ZoT — P(T)), e portanto, p((v o 9)(go ® fo)) € FrG.
Agora, se £ = gy ® fo +91® fl € ZsG Qg1 ZsT entao

prod)(z) = {g€G; wod)(g® fo+gi®fi)g) =1}
= {9e€G (o) (go® fo)g )+ wed)g® fi)(g™") =1}
= {seGvonme g =1ougeG von)ne i)™ =1}

= p(vo)(g0® fo) Up(vod)(g @ fr)
= gloUgT € FrG,

com T; = p(f;) C T parai=0,1.

Mais geralmente, se x = gy ® fo + g1 ® fl + .+ ® fk € ZsG ®y,1 7T entao
p(vod)(z)=gToU...UgTy € FrG,

onde T; = ﬁ(ﬁ) C T parat=0,1,...,k. Assim, obtemos a inclusao desejada.

(IV) FrG C p(v o 9)(ZoG Rz, ZsT). De fato, seja A = goTo U ... UgpTy € FrG, g; € G, T; C
T,i=1,...k. Entao,

A=pvod)(go® (7)) H(To) + ...+ g1 @ (p) 7 (Th) € p((v 0 V)(Z2G @z, LoT)).
De fato, como T; € P(T) para i = 0,...,k, temos que (p)"YT}) € Z;T,i = 0,...,k,
de modo que y == ¢, @ ()1 (Tp)) + ... + gr ® ((p)"HTx)) € ZoG ®z,r ZyT. Considere

fi == (p)"U(T3). Entéo, p(f;) = T, e, como em (I1I), obtem-se,

p(vo9)(y) = p(vo9)(go® () (To) + .- +g: ® ((p) " (Th) = goTo V... UgTi = A.
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Assim obtemos a igualdade (1), de modo que
povod:IndSZT — FrG
¢ um isomorfismo, como desejado. [
Observagao 5.6.2 Como Z,T ~ P(T) (Proposi¢io 5.6.2), seque da proposicdo anterior que
FrG ~Ind $P(T).

Definicao 5.6.2 Sejam G um grupo e S, T subgrupos de G. Dizemos que S e T sdo
conjugados se existe g € G tal que S = gT'g~'. Neste caso denotamos S por T9.

Proposicao 5.6.5 Sejam G um grupo e T" um subgrupo de G. Entao

FrG ~ FreG, Yg € G (como ZyG — mddulos).

Demonstracao: Seja g € GG e considere

g ngG — fTG
A = o0(A):=Ag={ag; a € A}.

e 0 esta bem definida, pois
AGngG:ACnggU...ngTg. ]:)al/7

o(A) C o(gT9U ... U gT9) = (¢TI0 ...UgT%g = qrgT U ... U ggT = F'T,
F' ' ={q19,...,9xg9} (subconjunto finito de G), isto é, o(A) C FrG.

e 0 ¢é homomorfismo de grupos e ZyG—isomorfismo, pois para todos elementos A, B de

FrsG e para todo ¢’ € G, temos:
0(A+B)=(A+B)g=Ag+ Bg=o0(A)+0o(B), e

o(g-A) = (d'A)g = g'(Ag) = g'o(A).
Agora, considere
’QZJ : .FTG — .FTQG
B+~ (B):=Bg%
1) estd bem definida e claramente é uma inversa de o. De modo que o é bijetor. Portanto,

o é um ZoG-isomorfismo, isto é, FrG ~ FrsG, como ZyG — mddulos. [ |
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Observacao 5.6.3 Dados um grupo G, um subgrupo T' de G e um ZyT-modulo M, o somando
gM de Ind $M (Proposicio 2.2.3 (i) € fechado sob a ag¢io de TY, pois

gtg ™ - (geam) =gtg lg@m=gt@m=g®tm, V¥t €T, m € M.

Assim gM é um ZsT9-modulo. Em particular, seT' € um subgrupo normal em G temos que
gM € um ZsT-modulo.

Lema 5.6.1 Seja G um grupo. SeT' é um subgrupo normal de G, entao

gP(T) ~P(T), como ZsT — mddulos.

Demonstragao: Como na observacao anterior temos que gP(T) é um Zy;T-médulo (com a

T-acao dada por ¢ x (gA) = gtg™' - gA = gtA, vVt € T, A € P(T)). Além disso, P(T) é um

ZsT-moédulo com a acdo dada pela multiplicacdo a esquerda (Exemplo 5.6.1). Considere

v: gP(T)
g-A

P(T)

_>
— A

Note que v é um ZsT-homomorfismo, pois, para todo t € T,

V(t % gA) = v(gtA) = tA = ty(gA).
Além disso, claramente, vy é bijetor e assim, tem-se o ZyT-isomorfismo

gP(T) ~P(T).

Numero de ends: e(G) e e(G,T)

Definig¢ao 5.6.3 ([31],p.173.) Dado um grupo G, define-se (algebricamente) o nimero de

ends de G, e(G), por:
: oG
=d —-— .
e(G) im (}_G)

Proposigao 5.6.6 Se G é um grupo infinito, entio e(G) = 1 + dim H'(G; Z,G).

Demonstracao: [31], p. 175. [ |

Proposicao 5.6.7 Seja G um grupo. Entao

e(G) =0« G € finito.



5.6 O Invariante E(G, W, FrG) 120

Demonstragao: Vamos assumir que e(G) = 0. Suponhamos que G seja infinito, entao pela

proposigao anterior, temos que
e(G) =1+ dim HY(G; Z,G) > 1,
o que é uma contradi¢ao. Reciprocamente, se G é finito, entao
P(G) = FG = QG,
de modo que

@ am (%) <o

Portanto, o resultado segue. [

Proposicao 5.6.8 Seja G um grupo. Se G € finitamente gerado entdo e(G) =0, 1, 2 ou oc.

Demonstracgao: [31], Corolério 5.9 p. 176. [ |

Definicao 5.6.4 Dados G um grupo e T um subgrupo de G, define-se o niumero de ends para
o par (G, T), e(G,T), por:

e(G,T) == dim(P(G/T)/F(G/T)).

O invariante end €(G, T)

A préxima defini¢ao foi dada por Kropholler e Roller (vide [23] e [22]).
Definicao 5.6.5 ([31], p. 198.) Sejam G um grupo e T um subgrupo de G. Entao
e(G,T) == dim H(G; P(G)/FrG) = dim(P(G) /| FrG)°.

Lema 5.6.2 Se [G: T] = oo, entdo ¢(G,T) =1+ dim H(G; FrG).

Demonstracao: [22], Lema 2.4. |

Agora, vamos analisar o invariante F (G, W, M) para certos ZoG-médulos M e obter algumas

relagoes entre tais invariantes.

Proposicao 5.6.9 Sejam G um grupo, W um G-conjunto, E um conjunto de representantes
para as G-orbitas em W (com |G : G| = 00, para todo w € E) e T um subgrupo qualquer de
G tal que |G : T) < co. Entdo,

E(G,W, FrG) = 1.
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Demonstragao: Temos que

0bs.5.6.2

HY(G; FrQG) ~ HY(G;Ind $P(T))
PRz gY@ Coind SP(T))
L.Slgpiro Hl (T, P(T)) Ex.:5.6.2 0.

Assim, o dominio da aplicacdo restricao resf{j r o : H'(G; FrG) — H HY Gy FrG) é
welE
nulo, dessa forma kerres {j, » - = 0 e portanto,

E(G, W, FrG) = 1.

Proposicao 5.6.10 Sejam G um grupo, W um G-conjunto, E um conjunto de representantes
para as G-orbitas em W (com [G : G, = 00, Yw € E) e S, T subgrupos de G comT C S C G
e [S:T] < oo. Entao,

E(G,W, FrG) = E(G,W, FsG).

Demonstragao: Segue diretamente da Proposigao 5.6.1 (iv). [ |

Proposicao 5.6.11 Sejam G um grupo, W um G-conjunto satisfazendo |G : G| = oo, Yw €
W, T um subgrupo de G e g € G. Entao,

E(G, W, F1G) = E(G, W, Fr.G).

Demonstragao: Segue diretamente da Proposigao 5.6.5, e da invariancia de E(G, W, M). R

O proéximo resultado foi apresentado em [7], usando a notagao de Bieri-Eckmann.

Proposicao 5.6.12 Sejam (G, W) um par onde G é um grupo e W é um G-conjunto com
G : Gy =00, YVwe W, eT um subgrupo de G com |G : T| = oo. Entao,

E(G,W,Zs(G/T)) < E(G, W, FrG).

Demonstracao: Considere a sequéncia exata curta de ZoT-mddulos

0—>Z2:{®,T}—>P(T)—>Q:{7;<—?}—>O.

Como ZyG é um ZyT-médulo livre (Corolédrio 1.2.1) e todo médulo livre é plano (Definigao

1.4.3 e Lema 1.4.2), obtemos a seguinte sequéncia exata:

0 = ZoG Rz,1 Lo -5 ZoG @py70 P(T) 5 ZoG @y Q — 0
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a qual induz a sequéncia exata longa em cohomologia (onde ¢ e m sao os homomorfismos

induzidos naturalmente da sequéncia anterior):

0 — H%G;Ind $Zy) — H°(G;Ind $P(T)) — H°(G;Ind $Q) —
— HMG;Ind $Z,) & HYG;Ind $P(T)) — HY(G;Ind §Q) — - --

Como [G : T| = oo, pela Proposigao 2.2.6 temos que
H°(G;Ind $7Zy) = 0, H*(G;Ind $P(T)) = 0 e H*(G;Ind $Q) = 0,

assim,

¢* : H'(G;Ind $Zy) — H'(G;Ind $P(T))

é um monomorfismo. Entao, pela Proposicao 5.4.4,
E(G,W,Ind $Z,) < E(G,W,Ind $P(T)),

€ Ccomo

Cor.2.2.1

Ind $Z,, e

> Wnd $P(T),

r.2.2.
~

0Obs.5.6.
~

segue que

Os 1ltimos resultados deste capitulo foram adaptados de resultados dados em [1] e [7].

Proposicao 5.6.13 Sejam G um grupo, W um G-conjunto com [G : G = o0, YVw € W, e T

um subgrupo finito de G. Se G, € finito para todo w, entao

E(G, W, FrG) = E(G, W, Z,G) = 1 + dim H(G; Z,G) = ¢(G).

Demonstracao: Se 7' é um subgrupo finito de GG, entao

Prop.5.6.1(i Prop.5.6.2

FrG V7 TR 7.6

Sejam E um conjunto de representantes para as G-érbitas em W, w um elemento de F e L
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um transversal para o conjunto de classes laterais G,,g. Temos:

HYGui7:G) "2 HY(Guind §,Z,)
F.Mackey
~ HY(Gy; @Ind ?ﬁgzg)
geL
Prop 2. 3 2(4)
P H' (Gu;Ind {39Z,)
geL
Prop.2.2.
£ D H(G: Coind &3 gZ,y)
geL
L.Shapiro Ex.2.6.1(1)

~ P H {1}9Z) T~ 0.

geL

Assim,
res §f, : H(G; ZoG) — [ [ H'(Gus ZG)

werR
¢ a aplicagao nula e
kerres § = H'(G;Z,G).

Dai

E(G,W, FrG) = E(G, W, Z,G) = 1 + dim H'(G; Z,G) "% ¢(@).

(Note que na tltima igualdade usamos que G é infinito, uma vez que, por hipdtese

G: Gy =00, Vw € E).

Proposicao 5.6.14 Sejam G um grupo e W um G-conjunto. Suponha que a ag¢ao de G em

W € transitiva e considere E = {w}, w € W, um conjunto de representantes para as G-orbitas

em W, sendo |G : G,] = 00. Se G, é um subgrupo finitamente gerado e normal em G, entdo

E(G, W, Fq,G) =1+dim H(G; Fa,G) = e(G,Gy).

Demonstragao: Temos:

HY (G Fo,G) "2 HY(G.;Ind &, P(G.))
Prop.2.2.3
~ H'(Gw P 9P(G)
geG/Gyw
Prop.2:.3.2(ii) @ H w)gP G ))

9€G /Gy

Lem&5.6.1 @ Hl(Gw,P(Gw)) FEx.5.6.2

QEG/Gw

Assim, como E = {w}, res §, : HY(G; F¢,G) — HY(Gy; Fa,G) é a aplicacio nula, donde
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segue que kerres §, = HY(G; Fg, G). Portanto,
E(G, W, Fe,G) =1+ dim HY(G; Fa,G) "2 5(G, Gy).
|

Proposicao 5.6.15 Seja (G, W) um par onde G é um grupo finitamente gerado e W € um

G-conjunto satisfazendo |G : G, = oo, Vw € W. Considere E um conjunto de representantes

para as G-orbitas em W e suponha que exista wy € E tal que G, € inﬁm’to. Sejam E' o

subconjunto de E formado pelos elementos w' tal que G, € infinito e W' = U G(w'). Entao,
w' B

E(G,W,Z,G) = B(G, W', Z,G).

Demonstragao: Vimos na demonstragao da Proposicao 5.4.2 que G atua sobre W’ com

conjunto de representantes E’, além disso, [G : G| = oo, Vw' € E’. Logo o invariante
E(G,W' M) esta bem definido para todo ZoG-médulo M, em particular para M = ZyG.

Se |Gy| = 00, Vw € E, entao W/ = W e o resultado é imediato. Vamos supor que exista
w € E de forma que G, seja finito. Seja I o conjunto de indices tal que {G,,, i € I; w; € E} é
o conjunto de todos os G,,, com G, finito. Como na demonstracao da Proposi¢ao 5.6.13 temos
que H(Gy,; Z2G) ~ 0, para todo i € I, e

res &« H'(G; ZoG) — H' (Gyy; ZoG)
¢é a aplicacao nula. Donde segue que

kerres & = H'(G;ZsG), VG, finito. Assim,

E(G,W,Z,G) "= 14 dim () kerres &,
weFR
= 1+ dim (ﬂkerresgw) ﬂ ( ﬂ kerresgw/>>
iel w' el

— 1+ dim HI(G;ZzG)ﬂ ( m ker res gw/)>

w'eR’
— : G
= 14 dim | | kerres & ,)

w'eR’!

= E(G, W' Z,G).




CAPITULO

6

Decomposicao de Grupos e o Invariante

E(G, W, M)

Neste capitulo abordamos alguns resultados relacionando E(G, W, M), a teoria
de invariantes ends e de decomposicao de grupos. Nosso ponto de partida é o

resultado apresentado em [6] considerando M = Z,, tratado na segao 6.2.

6.1 Decomposicao de Grupos e Invariantes ends

O primeiro resultado que relaciona o conceito de decomposicao de grupos com a teoria
de ends foi dado por Stallings ([35] e [34]). Tal resultado é conhecido como Teorema de

Estrutura de Stallings e é um resultado de decomposicao sobre um subgrupo finito.

Proposicao 6.1.1 [Teorema de Estrutura de Stallings| Seja G um grupo. Se G se
decompoe sobre um subgrupo finito entao e(G) > 2. Reciprocamente, se G € finitamente gerado

e e(G) > 2 entdo G se decompade sobre um subgrupo finito.

Demonstracao: [35], [34] ou [31], p. 180 e p. 182. |

Scott ([31]), tentou generalizar o resultado de Stallings para grupos que se decompoe sobre
subgrupos infinitos. Para isso, ele utilizou o nimero de ends para pares de grupos (G,T),
e(G,T), com T subgrupo de G (definido por ele, vide Definigao 5.6.4). Ele mostrou o seguinte

resultado:

Proposicao 6.1.2 Sejam G um grupo e T um subgrupo (ndo necessariamente finito) de G. Se
G se decompoe sobre T' entio e(G,T) > 2.

125
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Scott esperava mostrar que o resultado era valido nos dois sentidos, no entanto, ele observou
que a reciproca é falsa.

Dizemos que dois subgrupos S e T' sao comensuraveis se
[S:SNT)<o0 e [T:5NT] < .

Kropholler e Roller apresentaram, em [23], uma condi¢do necessaria para G se decompor
sobre um subgrupo comensuravel com S. No caso em que G e S sao finitamente gerados,
os autores mostraram uma condicao necessaria e, sob certas condigoes, suficiente, para G se
decompor sobre um subgrupo comensuravel com S.

Alguns resultados relacionando decomposicao de grupos foram também obtidos con-
siderando E(G,S, M), para S uma familia de subgrupos de G e M um ZyG-médulo. (Veja [9]

e [7]).

Observacao 6.1.1 Note que, das Proposi¢oes 3.1.1 e 3.1.2 temos que se G se decompoe sobre
T na forma G = G1*x7Ga, entio [G : G1| = 00 = [G : G, e se G = Gi*1y entdo [G : G| = 0.

6.2 FE(G,W,Zs) e Decomposi¢ao de Grupos

Teorema 6.2.1 Seja (G, W) um par onde G é um grupo que se decompde sobre um subgrupo
T de G e W € um G-conjunto. Considere E um conjunto de representantes para as G-orbitas
em W.

(1) Se G = Gy xr Gy e E = {wy,ws} com Gy, = Gy, i = 1,2, entao E'(G,W) = 1.

(i1) Se G = Gy*rg e E = {w} (isto é, a agao € transitiva) com G, = Gy, entao E'(G,W) = 2.

Demonstracao: (i) Se G = G *r G, a Proposicao 3.1.3 nos fornece a sequéncia exata curta

de ZyG-modulos
0— ZQ(G/T) £> ZQ(G/G1> D ZQ(G/GQ) i) Z2 — O,

onde «a é dada por a(gT) = (9G1, —9G2) = (9G1, gG2) e € é a aplicacdo aumentagao. Entao,
A =kere =Ima~ZyG/T).
Assim,

Prop.4.1.1

HY G, W;Z) ~  HY G, {Gu,,Guw,}: 7o) = HY(G,{G1,Gs};Zy) =" H°(G; Homg, (A, Zy))

Prop.2.2.2(i1
~ HY(G; Homy,(Zy(G/T), Zy)) drans H°(G; Coind (Res $7Z5))
L.Shapiro Prop.2.3.1

HT;Zy) =" ZI =7, (pois a acdo de G em Z, é trivial).
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Além disso, temos:

HO(G7Z2) Propg.?.&l Zg _ Z2 o

HO(Gw“Zz) PTOI,)_\',QBJ ZQGwZ _ Z2’ i = 1,2

Entao, pela Proposicao 5.4.1, segue que

E'(G,W) = 1+dim HY(G;Zy) — dim(H(G1; Zy) @ dim H*(Ga; Zs)) +
+ dim HY(G,{G1,G2};Zy) =1+1—-2+1=1.

(i7) Neste caso, como G = Gy, a Proposigao 3.1.4 nos fornece a seguinte sequéncia exata
curta de ZyG-modulos:
0 — Zo(G)T) > Zs(G/Gy) = Zy — 0,

onde € é a aplicagdo aumentagao e « ¢ dada por a(gT) = gG1 — gp~*Gy; p é a letra estavel de
G. De onde segue que A =kere ~ Im a ~ Zy(G/T).

Logo, com raciocinio andlogo ao feito em (i) podemos verificar que
HY (G, W:Zy) ~ Zy.
Dai, como HY(G;Zy) e HY(G4;7Zy) sdo isomorfos a Zsy, obtem-se, pela Proposicio 5.4.1,

E(GW,Z)=14+1—-1+1=2.

6.3 FE(G,W,FrG) e Decomposicao de Grupos

Nesta secao, primeiramente, vamos analisar, nas hipéteses do Teorema 6.2.1, o que ocorre
com E(G,W,FrG) para T um subgrupo finito de G (Teorema 6.3.1). Notemos que, neste
caso, como T ¢é finito, FrG Prop2:63 ZsG e assim, E(G,W,FrG) = E(G,W,ZsG). Depois,
apresentamos um resultado considerando T finitamente gerado e normal em G, mas nao
necessariamente finito. A prova do Teorema 6.3.1 foi adaptada da demonstracao apresentada

para pares (G, S) dada em [1] e aparecera em [5].

Teorema 6.3.1 Seja (G, W) um par onde G é um grupo que se decompde sobre um subgrupo

finito T" e W € um G-conjunto. Considere EE um conjunto de representantes para as G-orbitas
em W.

(1) Se G = G xr Gy e E = {wy,ws} com Gy, = G1 e Gy, = Gy entao

E(G>WFTG) :E(GaI/VaZQG) > 27
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e € infinito se Gy e Gy sao infinitos.
(i1) Se G = Gix1p e E ={w} com G,, = G, entdo

E(G, W, FrG) = E(G, W, Z,G) > 2,

e € infinito se Gy for infinito.

Demonstragao: Observe que, por definigdo, E(G,W, M) > 1, para todo M. Assim, para
mostrar que E(G, W, ZyG) > 2, basta mostrar que E(G, W, Z,G) # 1.

(1) Devemos analisar as seguintes situagoes:

(I) Primeiro vamos considerar o caso em que G; e G s@o subgrupos finitos de G.

Neste caso, pela Proposicao 5.6.13, temos que
E(G,W, FrG) = E(G,W,ZyG) = e(G).
Dai, pelo Teorema de Estrutura de Stallings (Proposicao 6.1.1),
E(G,W, FrG) = E(G,W, ZG) > 2.
(IT) Agora, suponhamos que G ¢é finito e Gy ¢é infinito e consideremos a sequéncia de Mayer-

Vietoris para G = Gy *p G2 e M = ZyG (Teorema 3.1.3):

( G G
res T —res T

0 = HG:ZoG) — H(Gr: ZoG) ® HY (G ZoG) " T 57 go(1,2,0)

5 (res & res &
Ly 72

)
= HY(G;Z,G) HY(G1:75G) ® H (Go; ZoG) — - - (1)

Como G é infinito,

Prop.2.3.1

H(G;Z,G) 2™ HO(GInd §Z,) 7% (Ind §,2,)¢ T

Seja L um transversal para o conjunto de classes laterais Gog. Como G5 ¢ infinito, temos:

F.Macke Prop.2.3.2(1)
H(Gy2,G) = HO(Gy D Ind (Zs) = D) HO (G Ind 922)
geL geL
Prop:.2,3.1 @(Ind ﬁ2}g22)02 Prop:.2.2.6 0.

geL
Dessa forma obtemos de (1), a seguinte sequéncia exata curta:

res

G
0— HY(G1:Z,G) " HYT,Z,G) > Im & = ker(res a.resg ) — 0. (2)
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Se E(G,W,Z,G) = 1, entao devemos ter ker(res & ,res & ) = 0. Dai, segue de (2), que

1

res ?1 é isomorfismo, o que é uma contradicao, (pois res ? nao ¢é sobrejetora, como mostrado a

seguir). Concluimos entao que, neste caso, necessariamente E(G, W, Z,G) > 2.

Mostremos que res & nao é sobrejetora. Temos:

Prop.2.3.1
~Y

HO(Gl,ZQG)
HY(T;2,G) R (2,607,

e vale a inclusdo (Z,G)% <& (Z,G)T, pois T C Gy. Assim podemos construir o seguinte
diagrama comutativo:

HO(G; ZoG) 2 (2G5

res ?ll lj

HO(T, ZQG) ? (ZQG)T

onde ¥;(f) = f(1), i = 1,2 sdo isomorfismos, Vf € H°(G;; ZoG) C Homg,q,(Fo; Z2G), sendo
F 5 7, uma resolucio projetiva de Z, sobre Z,G.
Disto segue que res ?1 é sobrejetora se, e somente se, j é sobrejetora. Além disso, Z.G ~ FG

(Proposicao 5.6.2). Assim, podemos considerar
J i (FQ) — (FQ)T, j(A) = A, VA € (FG)“".

Como T é finito e tT =T, Vt € T, segue que T € (FG)T. Mas T ¢ (FG)%*. De fato,
se T € (FG)% entao ¢\T =T, Vg, € G1. Logo g, € T, Vg, € Gy, de modo que Gy C T e daf
G, =T (pois T C (1), o que contradiz a definicdo de produto livre amalgamado (ndo trivial)
G = Gy *7 Go (Definigao 3.1.2).

Dessa forma j nao é sobrejetora e, consequentemente, res (T;l também nao é sobrejetora.

Concluimos, entao, que

E(G, W, FrG) = E(G, W, Z,G) > 2.

(III) Por fim, vamos supor que G; e G5 sao infinitos.

Entao, como em (II), temos

HY(G;7Z,G) =0, H(G1;Z,G) = 0, e H*(Gq; ZyG) = 0.

Dai, a sequéncia exata longa dada na Proposicao 4.1.2 toma a seguinte forma

res (4
0= HYG, {G1, G2} ZoG) 5 HY (G ZoG) "= HY (G ZoG) ® HY (G ZnG) — -+ -
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Uma vez que J é injetora e kerres §, = Im J, temos

dim HY(G, W; ZyG) = dim H'(G, {G1, G}; ZyG) = dim Im J = dim ker res

w-

Mas, pela Proposicio 3.1.3, se € : Zo(G/G1) @ Zy(G/Gy) = Zy é a aplicacio aumentacao,
entao

A =kere ~ Zy(G/T),
assim
Hom(A,ZyG) ~ Hom(Zs(G/T), Z2G).

Considere L’ um transversal para o conjunto de classes laterais T'g, entao:

HY(G; Hom(A, ZyG)) ~ H°(G; Hom(Zy(G/T), ZyG))

P’I"O]’)_.\JQ.5.2 HO (T7 Z2G>
F.Macke
~ HO(T: @ Ind ?Hng)
geL’

Prop.2.3.2(1)

P H(T:Ind {,,9Z)

geL’
Prop.2.2.5
£ & HO(T; Coind {},9Z2)
geL’
L.Shapiro Ex.2.6.1(1
@D HO({1):g20) T @D g2,
geL’ geL’

Prop.4.1.1

Como HY(G,W;Z;G) =~ H°G;Hom(A,ZyG)) e L' é infinito, segue que

dim HY(G,W; ZyG) = .
Portanto,
E(G,W, FrG) = E(G,W, ZyG) = .

(17) A demonstragao deste resultado é andloga a feita em (i) nas situagoes (I), se Gy for finito,

e (IIT), se G; for infinito. Neste tltimo caso, usa-se a sequéncia exata longa

G

0 — HYG,G1: ZoG) 5 HY G, 2oG) " HYG13Z2G) — - -,

dada pela Proposigao 4.1.2, e o isomorfismo A ~ Zy(G/T) (Proposigao 3.1.4). [

Nosso interesse agora, é relacionar E(G,W,FrG) e decomposi¢ao de grupos sobre um

subgrupo T' de G, nao necessariamente finito. Nesse sentido, foi possivel obter o seguinte
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resultado:

Teorema 6.3.2 Seja (G, W) um par onde G é um grupo e W é um G-conjunto. Considere E
um conjunto de representantes para as G-orbitas em W e T um subgrupo finitamente gerado e

normal em G (T ndo necessariamente finito).
(1) Se G = Gy x1r Go, E ={wy,ws} com Gy, = G; e [G;: T] = 00, i = 1,2, entdo

(i1) Se G = Gix1, E = {w} (isto é, a agdo € transitiva) com G, = Gy e [Gy : T| = 00, entio

Demonstracao: (i) Primeiramente, observe que

} P’r‘op:.3.1.1

G:T)=[G:G]lG;: T| = 0.
Assim, temos que

0bs.5.6.2
~

H(G; FrG) H°(G;Ind $P(T))

Pro (Ind gP(T))G Proz;iQ.2.6 0.

2.3.1

hS]

12

Considere L um transversal para as classes laterais G;¢7T. Entao,

HG: FrG) 2% Gy nd $P(T))
T HGs @ ma §gP(T))
geL
TRt G @D Ind $P(T))
geL
T @ (G nd $P(T))
geL
Pro;t:_\.JZ.B.l @(Ind ?ZP(T))G’ Prop:.2.2.6 O
geL

Assim, HY(W; FrG) = HY(Gyy; FrG) ® H(G.,, FrG) = 0 e a sequéncia exata longa dada na

Proposicao 4.1.2 toma a seguinte forma:

res G
0— HY (G, W; FrG) 5 HN(G; FrG) = HY (W, FrG) — - -
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Uma vez que J é injetora e kerres §;, = Im J, segue que
dim HY(G,W; FrG) = dimIm J = dim kerres §,. (%)
Por outro lado, a Proposicao 3.1.3 nos fornece a seguinte sequéncia exata curta:
0 = Zo(G/T) = Zo(G/Gh) & Zo(G)Gs) = Zy — 0,

onde «a é dada por a(gT") = (9G1,9Gs) e € é a aplicagdo aumentagao. Assim,
A =kere = Ima ~ Zy(G/T). Logo,

HY G, W; FrQG) ~7 HY G, {Gy,Go}; FrG)

~ HYG; Homg, (A, FrG))

~ HY(G; Homy, (Zy(G/T), FrG))
(T; FrQG)
(
(T

Prole2.5.2 HO
L0 g nd $P(TY))
Propl-/.22.3 HO @ (T))
geG/T
Prop.2.
Y@y mr ()
geG)T
Lem&5.6.1 @ HO(T7P<T))
geG)T

Mas H(T; P(T)) Pego? Zy e |G :T)] = oo, eentao dim H (G, W; FrG) = oo. Dai por (x)

segue que dimkerres §, = co. Portanto,

E(G,W, FrG) =
(#7) Com o mesmo raciocinio de (i), obtemos que
HY(G; FpG) = 0= HGy; FrG) e dim HY (G, W; FrG) = dimkerres ..
Além disso, a Proposicao 3.1.4 nos fornece a seguinte sequéncia exata curta:

0— ZQ(G/T) ﬁ) ZQ(G/Gl) i) ZQ — O,

onde a(gT) = gG1 — gp~ Gy (p é a letra estdvel de G), de modo que

A =kere =Ima ~ Zy(G/T).
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Dafi, como no caso anterior, concluimos que dim H*(G, W; FrG) = HY(G,{G,1}; FrG) = oo,

consequentemente dim ker res EV = 00 e, portanto,

B(G, W, FrG) = cc.
m

Observacao 6.3.1 E importante, obviamente, questionar se existe um subgrupo T nas
condigoes do teorema anterior (T finitamente gerado, normal em G com [Gy : T]| = oo =
|Gy : T]). Observamos que Scott e Wall em [31], mostraram o sequinte fato (Teorema 3.11):
Se G = G x Gy onde G1 e Gy sao grupos nao triviais e H € um subgrupo finitamente gerado
e normal em G, entao H € trivial ou H possui indice finito em G. Em sequida, os autores
(em [31]), questionaram se existe um resultado andlogo, nos casos em que G se decompoe sobre

T, G = Gy xp Gy ou G = Gixpg. Claramente, se isso fosse verdade, o nosso resultado nao

faria sentido, uma vez que, nesse caso, considerando H = T com T subgrupo finitamente
gerado, normal em G deveriamos ter T trivial ou [G,T] = oo, e em nosso resultado tem-se
G :T) =[G : Gi][Gy : T] = oo (além disso estamos interessados em T infinito, logo ndo

trivial). Entramos em contato, através de e-mail, com um dos autores (Prof. Dr. P. Scott) a
respeito desta questao e o mesmo nos sugeriu como obter exemplos de grupos G = Gy *7 G,
com T finitamente gerado, normal em G satisfazendo |Gy : T] = [Go : T] = oo (e portanto
G : T] = o0), e argumentou, entdo, que sdo necessdrias hipdteses mais complexas para se

obter, para G = Gy *p Gy ou G = Gix7, um resultado similar (ao do Teorema 3.11, [31]).

Segue o exemplo sugerido pelo Prof. Dr. P. Scott. Gostariamos de registrar nossos

agradecimentos ao Prof. Dr. P. Scott, pela pronta atencao e sugestao.

Exemplo 6.3.1 Considere T' um grupo finitamente gerado e Gy e G dois grupos finitamente
gerados que possuem T como subgrupo normal, por ezemplo, Gy = AXT e Gy = BXT, onde A
e B sdo grupos quaisquer, infinitos, finitamente gerados (A e B podem ser, por exemplo, grupos
ciclicos). Entao |Gy :T] =00 =[Gy :T| eT € normal em G := Gy *r Go. De fato, considere
os transversais a esquerda: Ty e Ty, de G; modulo T e de Gy maodulo T, respectivamente, e

seja g € G. Pelo Teorema da Forma Normal ( Teorema 3.1.1), temos que
g=a1by...apbpc;a; €T, b, €y, i=1,....k e ceT,
podendo ay ou by serem iguais a 1. Dessa forma, temos

9T = ayby ... a,bpcT.
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Como T é normal em G e em Gg, seque que
9T =Tg1, Vg1 € G1, e g1 =Tgz, Vg2 € Go.
Assim, a;T = Ta; e b, T =Tb;, 1 <1i,7 < k. Dai, como obviamente ¢TI = Tc, tem-se
9T = ayby ... apbp(cT) = a1y ... ap(bpT)c = ... = Tayb; ... axbge = Tg.
Portanto, T € normal em G = G xp G, como queriamos.

Com base no exemplo anterior, apresentamos uma aplicacao do Teorema 6.3.2.

Exemplo 6.3.2 Dado T um grupo finitamente gerado, considere um grupo G = G xp Ga,
como no exemplo anterior, e sejam W = (G/Gy x {0}) U(G/Gyx{1}) e : GXxW — W, uma
aplicagao tal que, se wy = (9G1,0) € W, entdo, ¢’ - wy = (¢’ - gG1,0) e se wy = (9Ga,1) € W,
entdo, ¢ - wy = (¢’ - gGo,1). Temos que ¢ é uma G-agcio em W. Agora, se tomamos wy =
(1-G1,0) e wy = (1-Gy, 1), temos

G(w1) = {g-(1-G1,0),9€ G} ={(9-G1,0), g € G} =G/G, x {0},
G(wy) = {g-(1-Ga,1),9€ G} ={(9-Ga,1), g € G} =G/Gy x {1}.

Além disso,
Guo, ={9€G, g-wy=un}={g€G, (9-G1,0)=(G1,0)} ={g9g€ G, ge G} =0G.

Similarmente, G, = Go. Portanto, W é um G-conjunto satisfazendo G, = Gy, Gy, = G
e G = Gy xr Gy. Logo, pelo Teorema 6.3.2, E(G, W, FrG) = oc.

6.4 E(G,W,Zs(G/T)) e Decomposicao de Grupos

Nesta secao, apresentamos um resultado que caracteriza F(G, W, Zs(G/T)) quando G se

decompde sobre um subgrupo 7' de indice infinito em G, dado que H(T'; Zo(G/T)) ~ Zos.

Teorema 6.4.1 Seja (G, W) um par onde G € um grupo que se decompde sobre um subgrupo T
de G, tal que [G : T] =00 e W € um G-conjunto. Considere E um conjunto de representantes
para as G-érbitas em W e suponha que H°(T;Zy(G/T)) ~ Zs, entio:

Se G =Gy #r Gy e £ = {wy,we} com Gy, = Gy, i = 1,2, ou G = Gy e E = {w} (isto

¢, a agao € transitiva), tem-se que

E(G, W, Zs(G/T)) < 2.
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Demonstracao: Se G = Gy *r Ga, entdo A = kere ~ Zy(G/T)(*) (Proposigdo 3.1.3),

onde € : Zs(G/G1) @ Zo(G/G2) — Zsy é a aplicagdo aumentagao. Assim,

Teo.4.3.1
~Y

HY G, W;Z(G/T)) =~ HY(G,{G1,Ga}; Zs(G/T))
Propd g0 Homa, (A, Zo(GT))
H(G; Homg,(Zs(G/T), Zo(G/T)))
Prop.2.2.:2 i) (
(

—~
*
~

12

~ H°(G; Coind $(Res & Zo(G/T)))

L.Slrz_gpim HO T; ZZ(G/T)) hipgijese ZQ.
Além disso,
HO(G’ ZZ(G/T>> Pro;f)\_._}?.?;.l (Ind %Z2(G/T))G Prop:.2.2.6 0.

Assim a sequéncia exata longa dada pela Proposicao 4.1.2 toma a seguinte forma:
0= HOW; Zo(G/T)) > HYG, W, Zo(GT)) = Zy % H'(G5Z5(GT)) — -+
Da exatidao da sequéncia, ker § = 0, isto é, § é monomorfismo, de modo que podemos ver
HO(W§ Zs(G/T)) = HO(Gl; Z5(G/T)) & HO(G2; Z5(G/T))
como submdédulo de HY (G, W; Zo(G/T)) ~ Z,. Assim, temos as seguintes possibilidades:

H°(G4;Z2(G/T)) = 0, i=1,2, ou
HYGiZo(G/T)) = 0 e HYG};Zo(G,T)) =~ Zo, 4,5 € {1,2}, i # j,

donde segue que dim H°(Gy;Zy(G/T)) + dim H°(Gs; Zo(G/T)) assume valores 0 ou 1, ou seja,
dim H°(W;Zy(G/T)) < 1. Entao, pela Proposi¢ao 5.4.1 segue que

E(G,W;Zy(G/T)) =1 —dim H*(W; Zo(G/T)) + 1 < 2.

Se G = Gy#*r1y, temos A = kere ~ Zy(G/T') (Proposi¢ao 3.1.4), onde € : Zy(G/Gy) — Zy é

a aplicagao aumentacgao, dai seguindo o mesmo raciocinio do caso anterior, obtemos que

HY G, W;Zo(G)T)) =~ 7o,
H(G;Z(G)T)) = 0,

de modo que a sequéncia exata dada pela Proposicao 4.1.2 toma a seguinte forma:

0 — HYW;Zo(G/T)) > HY G, W;Zo(G/T)) = Zy % HN(G;Zo(GT)) — - -,
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como ¢ é monomorfismo, podemos ver H(W;Zy(G/T)) = H°(Gy;Z2(G/T)) como submédulo
de Z,. Portanto, pela Proposi¢ao 5.4.1,

E(G,W,Zy(G/T)) =1 —dim H*(W; Zy(G/T)) +1 < 2.
u

Observagao 6.4.1 Se (G,T) ¢ um D"-par entao H°(T;Zy(G/T)) ~ Zo, como mostrado
a sequir. No entanto, se (G,T) é um D"-par entao G nao se decompoe sobre T, como
mostrado em 2], Coroldrio 1. Logo, se (G, W) e T satisfazem as hipéteses do teorema anterior,

necessariamente (G,T) nao é D™-par.
Para demonstrar o préximo resultado, nos baseamos em [3], (Proposicao 2.10).

Proposicao 6.4.1 Sejam G um grupo e T um subgrupo de G com |G : T] = co. Se (G,T) é
um D"™-par entao
HT;Zy(G)T)) ~ Zs.

Demonstragao: Inicialmente, note que se (G,T) é um D'-par, entao pela Proposicao 4.4.1,

G e T sao D%grupos (sobre Zy) logo, sdo grupos finitos (Proposigao 2.9.1), e daf [G : T] < oo.

Dessa forma, nas hipéteses deste resultado, tem-se, necessariamente, n > 1.

Seja C' o médulo dualizante de (G,T'). Entao,
Def4.4.1

HY(G,T;Z:(G/T)) ~ H, 1(G;C ®Zy(G/T))

Cor.2.2.1
~

2 H, (G Ind%(C@Zﬁ)
L.ngpiro Hn—l(T; C® Z2)
PO g,

Observe também que

Prop.2.3.1

H°(G;Zy(G)T)) =" (Ind $)

e Prop_.2.2.6

0.

Assim, a sequéncia exata longa dada na Proposigao 4.2.1 para S = {T'} e M = Zy(G/T)

toma a seguinte forma:

0— HG;Zo(G/T)) =0 — HYT;Zo(G/T)) > HYG, T, Zo(G/T)) ~ Zy >

G
J res

= HY(GiZs(G/T)) =" HY(TyZ2(G/T)) — -+
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Agora,

Prop.2.3.1

HT, Zo(G/T)) =" (Zo(G/T)), {0,16TY C (Zo(G)T))' e {0,16T} ~ Zo,
de modo a obter-se

T C (Zo(G/T))T > 7.

Como ¢ ¢ monomorfismo, segue que (Zy(G/T))T ~ Z,. Portanto,
HT;Zy(G)T)) ~ Zs.
|

6.5 Algumas Consideragoes sobre E(G, W, FrG) e Decomposi¢ao
Adaptada de Grupos

Nesta secao apresentamos um resultado sobre decomposicao de grupos adaptada a uma
familia de subgrupos, que foi demonstrado por Andrade e Fanti e apresentada em [5].
Sejam G um grupo e § = {S;, 7 = 1,...,m} uma familia de subgrupos de G. Swarup, em

[36], apresentou o seguinte critério para um grupo G se decompor sobre um subgrupo finito 7"

Teorema 6.5.1 Seja (G,S) um par grupo com G finitamente gerado e S = {S;, i =1,...,m}.
m

Se ﬂker res § # 0 entao G se decompaie sobre um subgrupo finito T na forma:
i=1

(a) G = Gy xp Gy, com cada S; € S conjugado a um subgrupo de Gy ou Gg, ou
(b) G = Gi*19, com cada S; € S conjugado a um subgrupo de Gj.

Demonstragao: [36], Teorema 1.1. |

Definigao 6.5.1 Seja (G, W) um par onde G é um grupo e W é um G-conjunto. Uma
decomposi¢ao

G = G1 X7 G2 ou G = GI*T,G

de G sobrel" é denominada W -adaptada em T, se T' € finito e existe um conjunto finito, F,
de representantes para as G-orbitas em W tal que G, C Gy ou G, C Gg, para todo w € FE.
Neste caso, diz-se que o par (G,W) é W-adaptado em T.

Em [5], os autores apresentaram um resultado que exibe uma condigao necessaria e suficiente
para um par (G, W) ser W-adaptado usando E(G, W, ZyG), (que foi denotado por E(G,W)).

Nossa ideia era analisar esse resultado utilizando E (G, W, FrG), porém como (na definigao de
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L , . Prop.5.6.3 -
decomposicao W-adaptada) T é finito e, nesse caso, ZoG  ~  FrG, a demonstracao se

reduz ao caso referido.

Teorema 6.5.2 Seja (G, W) um par onde G é um grupo e W é um G-conjunto com um nimero
finito de G-drbitas. Entao, (G, W) é W -adaptado em T se, e somente se,

E(G, W, FrG) = BE(G, W, Z,G) > 2.

Demonstragao: Considere (G, W) um par W-adaptado em 7. Entdo G = G *r Gy ou

G = Gixpg com T finito e existe £ = {wy,...,w,} um conjunto de representantes para as
G-6rbitas em W tal que G,,, C G ou G, C Gy, para todoi=1,...,n.
Suponhamos que G = G; %7 G5 e consideremos a familia {H,;};e; = {G1,G2}. Pela

Proposicao 5.1.1, temos que

E(G,W,Z>G) = 1+dimﬂkerres a.
i=1
Obs.2.4.2
- G
> 1+ dim ﬂ kerres 7
Jjel

2
= 1+ dim ﬂ ker res gz

i=1
Com um raciocinio similar ao feito na demonstragao do Teorema 6.3.1 segue que

2
1 + dim m ker res gz > 2.
i=1
Portanto, E(G, W, FrG) = E(G,W,Z>G) > 2. O caso G = Gy*7y é analogo.
Reciprocamente, suponhamos que E(G, W, FrG) = E(G,W,Z,G) > 2. Uma vez que W é
um G-conjunto com um numero finito de G-6rbitas, podemos considerar £ = {wy, ..., w,} um
conjunto de representantes para as G-orbitas em W. Seja & = {G,,...,Gy, } a familia dos

subgrupos de isotropia de G. Pela Proposicao 5.1.1 temos

E(G,W, FrG) =1+ dimﬂkerres a .

i=1

Assim, como E(G, W, FrG) > 2, temos dimﬂ ker res gw, > 0, logo

i=1

mker res gw #0,

=1



6.5 Algumas Consideragoes sobre E(G, W, FrG) e Decomposicao Adaptada de Grupos 139

e daf pelo Teorema 6.5.1 (Swarup), segue que G se decompde sobre um subgrupo finito 7', isto
é:

(a) G = Gy x1 Gy, e cada G, € S é conjugado a um subgrupo de GG; ou Gy, ou seja, para cada
t=1,...,n, existe g; € G e H; subgrupo de G; ou Gy, tal que G,,, = gi_lHigZ-, ou

(b) G = Gi*ry, e cada Gy, é conjugado a um subgrupo de G;. Vamos analisar o caso (a).

Notemos que como G, ¢ conjugado a um subgrupo de G; ou G, para cada w; € E,
H; = giGuw9; ' = G, = {9 € G; ggiwi = gwi}.

De fato,
h e H; = h=gygg;",

onde g € G, C G ¢é tal que gw; = w;. Dai
hgiw; = gi99; ' giw; = gigw; = giw;. (%)
Logo, h € G,q,. Por outro lado,
h € Gguw, = heGqG e hgw; = gw;,

mas
h = gi(g; ' hg:)g; ' = giug; ",

onde u = g; 'hg; € G,,, uma vez que vw; = g; "hg;w; = g; *(hg;w;) ® g; tgiw; = w;. Além

disso, E' := {v; = gyw;, 1 = 1...,n} também é um conjunto de representantes para as G-érbitas
em W.

Dessa forma, temos que G se decompoe sobre um subgrupo finito 7" e existe um conjunto
E’ de representantes para as G-6rbitas em W com G,, C G; ou G,, C G4 para todo v; € E'.

Portanto, (G, W) é W-adaptado em T', como queriamos. O caso (b) é similar. |
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