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“Somos feitos de poeira das estrelas. Somos uma maneira do cosmos conhecer a si mesmo“

Carl Sagan



RESUMO

Neste trabalho foi realizada uma análise do comportamento da região próxima à ressonância 1:3.
O sistema admitido é composto pela Terra (corpo principal) e seus coeficientes de achatamento
J2, J3 e C22, um conjunto de detritos e a perturbação lunar. Para a análise foi utilizado o
integrador numérico Mercury, e para caracterizar a estrutura dinâmica da região foi utilizado
o Algoritmo de Transformada de Fourier Modificado por Frequência (FMFT). As integrações
foram realizadas para um conjunto de 11011 partículas em um período de tempo de 300 dias. A
análise da dinâmica da região e o tempo de difusão das partículas foi obtida através do mapa
de difusão. Os resultados mostraram que a região apresentou, de modo geral, predominância
de órbitas com comportamento fracamente regular e irregular, de acordo com as definições
utilizadas.

PALAVRAS-CHAVE: Ressonância. Detritos Espaciais. Mapa de Difusão.



ABSTRACT

This work analyses the dynamical behavior near the 1 : 3 tesseral resonance. The system is
formed by the Earth, and its gravity coefficients J2, J3 and C22, a sample of space debris and
the Moon. In order to perform this study we use the Mercury Integrator and the Fast Fourier
Transform. The numerical simulations have been performed for a sample of about 11000 particles
(space debris) for a time span of 300 days. The analysis of this particular region was obtained
through the diffusion map. Our results showed that most of the orbits that the orbits are regular
in most of the regions.

KEYWORDS: Resonance. Space Debris. Diffusion Map.
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1 INTRODUÇÃO

Os detritos espaciais são objetos que orbitam ao redor da Terra, mas que não desempenham
nenhuma função útil. Segundo a Agência Espacial Norte Americana (NASA) (2013) , dos
satélites artificiais que estão em órbita, menos de 10% estão ativos, o restante faz parte do lixo
espacial, composto desde satélites fora de uso até resíduos de lançamentos de sondas espaciais.
Mais de 500 mil peças de resíduos são rastreadas enquanto orbitam a Terra, todas viajando a
velocidades de até 17.500 km/h, rápido o suficiente para um pedaço relativamente pequeno de
detrito ser capaz de danificar um satélite ou uma nave espacial. Existem muitos milhões de peças
de detritos que são tão pequenas que não podem ser rastreadas.

Segundo Rossi (2005) , a região próxima à Terra é dividida em três regiões principais:

• Região LEO (do inglês "Low Earth Orbit"), localizada abaixo de 2000 km, é a região
de órbitas baixas, onde objetos de diversos tamanhos podem ser encontrados. É uma
região de alta concentração de detritos e utilizada para satélites de sensoriamento remoto e
meteorologia;

• Região MEO (do inglês "Medium Earth Orbit"), localizada entre 2000 e 36000 km, é a
região de órbitas médias. Nela se encontra a constelação de satélites de navegação;

• Região GEO (do inglês "Geostationary Orbit"), localizada acima de 36000 km de altitude, é
a região de órbitas altas. É a região em que se encontra a ressonância 1:1 com o movimento
rotacional da Terra, utilizada principalmente por satélites de comunicação e TV.

Em Santos (2007) é possível encontrar esses objetos classificados em três grupos:

• Objetos grandes: objetos que possuem diâmetro maior que 10 centímetros. É possível
detectar, localizar e catalogá-los;

• Objetos de risco: objetos que possuem diâmetro entre 1 e 10 centímetros. Não é possível
localizar e catalogá-los;

• Restos menores ou micro restos: objetos que possuem diâmetro menor que 1 centímetro.

A população de detritos espaciais aumenta a cada dia, e com isso, aumenta o perigo para todos
os veículos espaciais, especialmente para a Estação Espacial Internacional (ISS). Eventualmente
ela realiza manobras a fim de evitar colisões, pois os sistemas da ISS são responsáveis por manter
seus recursos vitais aos astronautas.

O monitoramento pode ser realizado de duas formas: por métodos ativos ou passivos. O
método ativo, como o radar, é mais eficiente e mais caro, pois envolve sistemas de alta potência.
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Neste método é possível saber onde o objeto se encontra e sua dimensão com base no tempo em
que as ondas levam para serem refletidas, podendo detectar objetos com centímetros de dimensão.
O método passivo envolve a observação de objetos por meios de telescópios, esta observação só
ocorre quando os objetos refletem a luz solar. O método é limitado pelo tamanho do objeto e
pela exigência de que para detectá-lo é necessário que o Sol o ilumine, mas possui eficiência e
serve como checagem de objetos que já foram detectados pelo método ativo (AEB, 2018).

No Brasil, o telescópio dedicado ao monitoramento de detritos espaciais foi inaugurado em
Abril de 2017, instalado no Observatório Pico dos Dias, em Brazópolis (MG). O Laboratório
Nacional de Astrofísica (LNA) informa que já é possível mapear cerca de 500 a 800 objetos por
noite.

De acordo com a Agência Espacial Europeia (ESA) (2018), em quase 60 anos de atividades
espaciais, mais de 5250 lançamentos foram realizados. Os detritos gerados a partir disso são
regularmente rastreados e catalogados pela US Space Surveillance Network, com objetos em
órbita LEO de 5 a 10 cm, e objetos em órbita GEO de 30 cm a 1 m. Esta grande quantidade de
lixo espacial possui uma massa total maior que 7500 toneladas.

Segundo a Agência Espacial Brasileira (AEB) (2018), a quantidade de detritos tende a au-
mentar por conta de colisões entre objetos sem função no espaço e do aumento de lançamentos
previstos pelo mercado espacial, setor espacial que recebe investimentos privados e agências
espaciais estatais, com cerca de 1300 satélites que serão lançados no período entre 2017 e 2020.

Um estudo realizado pela NASA (2013) mostra que em 2013 havia mais de 20000 objetos
do tamanho de uma bola de golfe, e mais de 100 milhões de objetos pequenos.

Tendo isso em vista, é de extrema importância obter informações de quais regiões são estáveis.
Com o estudo dessas regiões é possível evitar colisões e contribuir para o estudo de normas de
segurança e uso do espaço.

1.1 MISSÃO INTEGRAL

Uma das motivações do projeto foi a existência de uma missão espacial explorada na região
próxima à ressonância estudada, denominada INTEGRAL (Laboratório Internacional de Astrofí-
sica de Raios Gama).

De acordo com a ESA (2003), o projeto INTEGRAL começou em julho de 1993 e tinha
como objetivo a criação de um observatório de alta energia. A espaçonave foi lançada em 17 de
Outubro de 2002, uma missão da ESA em cooperação com a Rússia e os Estados Unidos.
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O INTEGRAL encontra-se em uma altitude de 87731, 5 km, com alta excentricidade no valor
de 0, 824148, fora dos cinturões de radiação da Terra, região onde ocorrem fenômenos atmos-
féricos devido a presença de partículas carregadas, fazendo com que os efeitos da radiação de
fundo sejam reduzidos. Como a atmosfera da Terra nos protege dos raios gama, são necessários
satélites para realizar estudos sobre raios gama de fontes astronômicas.

A missão está fornecendo novas visões sobre diversos objetos como: buracos negros, estrelas
de nêutrons, núcleos ativos de galáxias e supernovas. O INTEGRAL também está nos permitindo
entender melhor fenômenos muito enérgicos, como a formação de novos elementos químicos e
explosões de raios gama.

Neste trabalho, foi analisada a estabilidade da região externa próxima à ressonância 1:3,
comensurabilidade entre o movimento de translação do detrito com o movimento rotacional da
Terra, utilizando a Análise do Mapa de Frequência (FMA), uma ferramenta desenvolvida por
Laskar (1990).

No capítulo 2 é apresentada a modelagem teórica utilizada durante o desenvolvimento do
projeto. Os problemas de dois corpos e o problema restrito de três corpos são apresentados
brevemente. O potencial terrestre é apresentado em detalhes, dado a importância do mesmo
neste trabalho.

No capítulo 3 é apresentado o desenvolvimento do projeto. É descrito quais são os componen-
tes do sistema estudado e suas condições inciais, o integrador numérico utilizado, as equações
do movimento e suas modificações.

No capítulo 4 é apresentada uma descrição do algoritmo de análise de frequência, do parâme-
tro (D) de difusão e do tempo de difusão. Em seguida, o mapa de difusão é apresentado para os
diferentes casos estudados e uma análise dos mesmos é realizada.

Por fim, no capítulo 5 são apresentadas as conclusões dos resultados obtidos.



16

2 MODELAGEM TEÓRICA

2.1 PROBLEMA DE DOIS CORPOS

De acordo com Murray e Dermott (1999) o problema de dois corpos consiste em um sistema
formado por dois pontos de massa que interagem entre si através de interações gravitacionais,
descritas pela Lei da Gravitação Universal de Newton.

Considera-se o movimento de duas massas m1 e m2 com vetores posição r1 e r2, respectiva-
mente, em relação a origem O fixada em um espaço inercial. O vetor r = r2 − r1 descreve a
posição relativa entre as massas.

Figura 1 – Sistema de Dois Corpos

fonte: Murray (1999).

O movimento da massa m2 em relação a massa m1 pode ser descrito por:

d2r
dt2

+ µ
r
r3

= ~0 (2.1)

sendo µ = G(m1 + m2). A equação 2.1 é uma equação diferencial de segunda ordem cuja
solução do problema de dois corpos é dada por:

r =
p

1 + e cos(θ −$)
(2.2)

A equação 2.2 é a equação geral de uma cônica em coordenadas polares, sendo e a excentricidade,
p o semilatus rectum (cordas de uma cônica que são perpendiculares ao eixo principal e passam
através de um de seus focos) e a o semi-eixo maior da cônica. Temos quatro cônicas possíveis,
mostradas na tabela 1:

Tabela 1 – Cônicas

Cônica e p
Círculo 0 a
Elipse 0 < e < 1 a(1− e2)

Parábola 1 2q
Hipérbole e > 1 a(e2 − 1)

fonte: Produção da Própria Autora.
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A integração do problema do movimento relativo resulta em seis constantes. Essas constantes
são chamadas de elementos orbitais e descrevem a posição da partícula, sendo eles:

Figura 2 – Elementos Orbitais

fonte: Murray (1999).

• a: semi-eixo maior, define o tamanho da órbita e seu período de revolução;

• e: excentricidade, define a forma da órbita;

• Ω: longitude do nodo ascendente;

• I: inclinação, junto à Ω define a posição do plano da órbita;

• ω: longitude do pericentro, é medido a partir do nodo e define a orientação da órbita em
seu plano;

• τ : tempo da passagem pelo pericentro, junto aos outros elementos, posiciona a partícula
na órbita em qualquer tempo.

2.2 PROBLEMA RESTRITO DE TRÊS CORPOS

Segundo Murray e Dermott (1999), o problema circular restrito de três corpos descreve o
movimento de um sistema composto por dois corpos de massas m1 e m2 orbitando um centro
de massa em comum entre eles, e um terceiro corpo de massa desprezível. Os corpos m1 e m2

possuem órbitas circulares e exercem força gravitacional sobre o terceiro corpo, enquanto o
mesmo não afeta m1 e m2.

O problema de três corpos não possui solução analítica, mas soluções especiais são apresen-
tadas, os chamados pontos de equilíbrio de Lagrange.
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Figura 3 – Sistema de três corpos

fonte: Murray (1999).

As equações do movimento do problema em questão são descritas por um sistema inercial de
coordenadas (ξ, η, ζ), com origem no centro de massa do sistema. As equações do movimento
que descrevem a dinâmica da partícula P são:

ξ̈ = µ1
ξ1 − ξ
r31

+ µ2
ξ2 − ξ
r32

(2.3)

η̈ = µ1
η1 − η
r31

+ µ2
η2 − η
r32

(2.4)

ζ̈ = µ1
ζ1 − ζ
r31

+ µ2
ζ2 − ζ
r32

(2.5)

onde

r21 = (ξ1 − ξ)2 + (η1 − η)2 + (ζ1 − ζ)2 (2.6)

r22 = (ξ2 − ξ)2 + (η2 − η)2 + (ζ2 − ζ)2 (2.7)

e

µ1 = 1− m2

m1 +m2

(2.8)

µ2 =
m2

m1 +m2

(2.9)

É conveniente descrever o movimento da partícula em um referencial girante no qual os
corpos m1 e m2 se encontram fixos. É possível relacionar as coordenadas do sistema referencial
inercial (ξ, η, ζ) com as coordenadas do sistema girante (x, y, z) com uma taxa de rotação
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uniforme n. Através de matrizes de rotação, as equações do movimentos podem ser escritas:

ẍ− 2nẏ − n2x = −
[
µ1
x+ µ2

r31
+ µ2

x− µ1

r32

]
(2.10)

ÿ + 2nẋ− n2y = −
[
µ1

r31
+
µ2

r32

]
y (2.11)

z̈ = −
[
µ1

r31
+
µ2

r32

]
z (2.12)

Estas equações também podem ser escritas como:

ẍ− 2nẏ =
∂V

∂x
(2.13)

ÿ + 2nẋ =
∂V

∂y
(2.14)

z̈ =
∂V

∂z
(2.15)

sendo V o potencial do corpo principal do sistema.

No caso estudado, o corpo central, a Terra, é colocado na origem do sistema de coordenadas.
Com isso foi possível atribuir a n o valor da taxa de rotação da Terra, necessário para o estudo
da ressonância 1:3.

2.3 POTENCIAL TERRESTRE

Um objeto ao redor da Terra está sujeito a força gravitacional exercida pela mesma, porém, a
sua não esfericidade faz com que os elementos orbitais do corpo que a orbita variem ao longo do
tempo. Pela lei da gravitação universal de Newton, dois corpos com diferentes massas m e M ,
separados por uma distância r, se atraem com por uma força dada por:

F (r) =
GMm

r2
r̂ (2.16)

onde G = 6.6720× 10−11m3kg−1s−2 é a constante gravitacional universal, m é a massa de um
corpo pontual, M é a massa do corpo principal, e r é a distância entre as duas massas. A força
gravitacional pode também ser descrita pelo gradiente do potencial do corpo principal:

F (r) = m∇V (2.17)
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Ao se estudar um corpo principal com distribuição de massa não uniforme, devemos conside-
rar a atração exercida por cada elemento de massa dM sobre a partícula:

V = G
dM

r
(2.18)

De acordo com a figura 4, considera-se agora dois corpos representados por P e P ′, localiza-
dos em coordenadas esféricas por P (r, θ, λ) e P ′ (r′,θ′, λ′) e separados por uma distância ∆.
Logo, o potencial gravitacional pode ser escrito como:

Figura 4 – Distância entre dois pontos P e P ′ em coordenadas esféricas

fonte: Kuga et al (2011).

V = G
dM

∆
(2.19)

A distância ∆ entre os dois corpos é dada pela lei dos cossenos, descrita por:

∆2 = r2 + r′2 − 2rr′ cos Ψ (2.20)

onde Ψ é o ângulo entre r e r′ e cos Ψ = cos θ cos θ′+sin θ sin θ′ cos(λ′−λ). Podemos escrever:

∆ =
(
r2 + r′2 − 2rr′ cos Ψ

) 1
2 (2.21)

Fazendo t = cos Ψ pode-se reescrever a equação 2.21:

∆ =
(
r2 + r′2 − 2rr′t

) 1
2 (2.22)

Fatorando r:

∆ = r

[
1 +

(
r′

r

)2

− 2

(
r′

r

)
t

] 1
2

(2.23)
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1

∆
=

1

r

[
1 +

(
r′

r

)2

− 2

(
r′

r

)
t

]−1
2

(2.24)

Pode-se abrir 2.24 em uma série binomial, supondo r′ < r:

(1 + x)k =

[
1 + kx+

k(k − 1)

2!
x2 + · · ·+ k(k − 1) · · · (k − n+ 1)

n!
xn + · · ·

]
(2.25)

Para simplificarmos os termos, vamos fazer:

u =

(
r′

r

)2

− 2

(
r′

r

)
t (2.26)

Expandindo 2.24 temos:

1

r

[
(1 + u)

−1
2

]
=

1

r

[
1− 1

2
u+

3

8
u2 − 15

48
u3 + · · ·

]
(2.27)

Substituindo 2.26 em 2.27:

1

∆
=

1

r

{
1− 1

2

(
r′

r

)2

−
(
r′

r

)
t+

3

8

[(
r′

r

)4

+ 4

(
r′

r

)2

t2 − 4

(
r′

r

)3

t

]

− 15

48

[(
r′

r

)6

− 6

(
r′

r

)5

t+ 24

(
r′

r

)4

t2 − 8

(
r′

r

)3

t3

]
+ · · · (2.28)

Fazendo as devidas manipulações e colocando em evidência as potências de
r′

r
temos:

1

∆
=

1

r

[
1 +

(
r′

r

)
t+

(
3

2
t2 − 1

2

)(
r′

r

)2

+

(
5

2
t3 − 3

2
t

)(
r′

r

)3

+ · · ·

]
(2.29)

É possível reescrever 2.29 utilizando os polinômios de Legendre:

1

∆
=

1

r

[
P0(cos Ψ) +

r′

r
P1(cos Ψ) +

(
r′

r

)2

P2(cos Ψ) + ...

]
=

1

r

∞∑
n=0

(
r′

r

)n
Pn(cos Ψ)

(2.30)
onde Pn(cos Ψ), n = 0, 1, 2, ...,∞ são os polinômios de Legendre. Substituindo a equação 2.30

na equação 2.19, temos:

V (r, θ, λ) =
GdM

r

∞∑
n=0

(
r′

r

)n
Pn(cos Ψ) (2.31)
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Segundo o teorema da adição de Legendre:

Pn(cos θ) =
n∑

m=0

(2− δm0)
(n−m)!

(n+m)!
Pnm(cos θ)Pnm(cos θ′) cosm(λ− λ) (2.32)

sendo Pnm os polinômios associados de Legendre e δm0 o delta de Kronecker. Fazendo as
devidas substituições e manipulações, podemos escrever:

V (r,Ψ, λ) =
GMT

r

∞∑
n=0

n∑
m=0

(
RT

r

)n
(Cnm cosmλ+ Snm sinmλ)Pnm(sinϕ) (2.33)

onde:

[
Cnm

Snm

]
=

(2− δm0)

aneM

(n−m)!

(n+m)!

∫
M

r′nPnm(sinϕ′)

[
cosmλ′

sinmλ′

]
dM (2.34)

sendo Cnm e Snm os coeficientes harmônicos esféricos, G a constante gravitacional, MT a massa
da Terra, RT o raio da Terra, r a distância entre o corpo central e a partícula, Ψ a latitude
geocêntrica, λ a longitude geocêntrica. As funções associadas de Legendre Pm

n e os polinômios
de Legendre Pn são dados por:

Pm
n (x) = (1− x2)

m
2
dm

dxm
Pn(x) (2.35)

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (2.36)

Os coeficientes harmônicos esféricos Cnm e Snm presentes na expressão do potencial terrestre
2.33 tem como função expressar a forma irregular da distribuição de massa da Terra, a fim de
obtermos um modelo adequado do potencial. De acordo com Kuga et al (2011) , sem = 0, temos
os chamados harmônicos zonais, eles dividem a esfera em zonas, como mostra a figura 5. Se
0 < m < n, temos os harmônicos tesserais. Neste caso, a esfera é dividida em compartimentos
nos quais o valor da função é alternada entre positiva e negativa, mostrada na figura 6. E, por fim,
se m = n, temos os harmônicos setoriais, dividindo a esfera em setores positivos e negativos
como mostra a figura 7. As figuras 8 e 9 mostram polinômios e funções associadas de Legendre
até a ordem 7.

Xavier (2017) apresenta a expansão da expressão do potencial terrestre até o termo n = 3

(2.37).
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Figura 5 – Harmônicos zonais.

fonte: Kuga et al (2011).

Figura 6 – Harmônicos tesserais.

fonte: Kuga et al (2011).

Figura 7 – Harmônicos setoriais.

fonte: Kuga et al (2011).

V3(r, φ, λ) =
GME

r
+
GME

r

(
RE

r

)2 [
1

2
(3 sin2 φ− 1)C2

]
+
GME

r

(
RE

r

)2 [
3 cos2 φ(C22 cos 2λ+ S22 sin 2λ)

]
+
GME

r

(
RE

r

)3 [
1

2
sinφ(5 sin2 φ− 3)C3

]
(2.37)
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Figura 8 – Polinômios e funções associadas de Legendre até a ordem 5.

fonte: Kuga et al (2011).

Figura 9 – Polinômios e funções associadas de Legendre de ordem 5 até 7

fonte: Kuga et al (2011).

De acordo com Rao (1986), os coeficientes C10 = C11 = S11 = S00 = 0 quando o centro de
massa do corpo central coincide com a origem do sistema de coordenadas. O coeficiente zonal
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C20 reproduz o achatamento nos polos do corpo central. Como esse coeficiente possui um valor
positivo, convencionou-se que a ele é dado um valor negativo no equador, fazendo C2 = −J2.

Passando a expressão 2.37 para coordenadas cartesianas, temos:

V3(x, y, z) =
GMT

r
+
GMT

r

(
RT

r

)2 [
J2

(
1

2
− 3z2

2r2

)]
+
GMT

r

(
RT

r

)2 [
3C22

(x2 − y2)
r2

]
+
GMT

r

(
RT

r

)3 [
J3
z

2r

(
3− 5z2

r2

)]
(2.38)

Neste trabalho utiliza-se o potencial terrestre com os coeficientes zonais J2, J3 e do coefici-
ente setorial C22.

2.4 RESSONÂNCIA TESSERAL

Em Celletti e Gales (2015) é definido que uma ressonância tesseral ocorre quando há comen-
surabilidade entre o período orbital do detrito e o período de rotação da Terra, respeitando a
seguinte relação:

`Ṁ − jθ̇ = 0 j, ` ∈ Z (2.39)

onde, no nosso caso, θ̇ é a velocidade angular de rotação da Terra e Ṁ é o movimento médio do
detrito. Se a relação descrita na equação 2.39 for satisfeita, a ressonância tesseral de ordem j:`
irá existir.

Neste trabalho a ressonância tesseral estudada é a 1:3, isto é, quando a Terra completar um
período de rotação o detrito completará 3 voltas ao redor da Terra.
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3 DESENVOLVIMENTO

3.1 MODELAGEM MATEMÁTICA

O sistema estudado é composto pela Terra (corpo principal) e seus coeficientes de gravidade
J2, J3 e C22, um conjunto de detritos localizados em uma região próxima à ressonância 1:3 e a
Lua. Considera-se também a velocidade de rotação da Terra, denotada aqui como n. O sistema
de referência adotado é não inercial, cuja equações do movimento são descritas em Scheeres e
Paskowitz (2006) como:

ẍ+ 2nẏ − n2x = −GMTR
2
Tx

r3
+
∂V

∂x
+
GMLR

2
Lx

r3
(3.1)

ÿ − 2nẋ− n2y = −GMTR
2
Ty

r3
+
∂V

∂y
+
GMLR

2
Ly

r3
(3.2)

z̈ = −GMTR
2
T z

r3
+
∂V

∂z
+
GMLR

2
Lz

r3
(3.3)

sendo MT a massa da Terra, ML a massa da Lua, RT o raio equatorial da Terra, RL o raio
equatorial da Lua, r a distância entre a Terra e a partícula, e V o potencial terrestre. O potencial
é dado por:

V (x, y, z) =
GMT

r
+
GMT

r

(
RT

r

)2 [
J2

(
1

2
− 3z2

2r2

)]
+
GMT

r

(
RT

r

)2 [
3C22

(x2 − y2)
r2

]
+
GMT

r

(
RT

r

)3 [
J3
z

2r

(
3− 5z2

r2

)]
(3.4)

Por simplicidade, assumi-se que GME = µ. Derivando o potencial em relação as coordena-
das (x, y, z), descrito na equação 3.4, temos:

ẍ = −2nẏ + n2x− µR2
Tx

r3
− µR2

TxJ2
2r5

[
3− 15

(z
r

)2]
+

3µR2
TC22x

r5

[
2− 5(x2 − y2)

r2

]
− µR2

TJ3xz

2r7

[
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r

)2]
+
GMLR

2
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r3
(3.5)

ÿ = 2nẋ+ n2y − µR2
Ty
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TyJ2
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2
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r3
(3.6)
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z̈ = −µR
2
T z

r3
− µR2

T zJ2
2r5

[
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− 15µR2

TC22z

r7
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[
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(z
r
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− 35
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)4]
+
GMLR

2
Lz

r3
(3.7)

As simulações foram realizadas através do pacote Mercury (CHAMBERS, 1999), um pacote
de software de uso geral para fazer integrações de N-corpos. Ele é projetado para calcular a
evolução orbital de objetos que se movem no campo gravitacional de um corpo central.

Como o integrador não continha os coeficientes de achatamento J3 e C22 em seu algoritmo,
foi necessário a substituição das equações existentes pelas equações descritas em 1, 2 e 3. Além
disso, o integrador utiliza um sistema de referência inercial, fazendo com que fosse necessário a
inclusão de subrotinas de conversão dos referenciais.

De acordo com Xavier (2017), as implementações das equações do movimento foram
realizadas na subrotina MFO OBL, responsável pelo cálculo da perturbação causada pelo acha-
tamento do corpo principal, e duas subrotinas externas foram adicionadas: MCO H2AST e
MCO AST2H. A primeira realiza a conversão dos vetores de estado do referencial inercial para
o referencial girante. Após a realização das integrações no sistema girante, a segunda subrotina é
responsável pela conversão do sistema girante para o sistema inercial, a fim de obtermos dados de
saída do programa no referencial inercial. É importante ressaltar que as modificações realizadas
não alteram o algoritmo principal do pacote Mercury. A elaboração das subrotinas teve como
base as equações 3.10 e 3.11 do livro Murray e Dermott (1999) .

3.2 INTEGRAÇÕES NUMÉRICAS

Inicialmente os detritos foram distribuídos em uma grade de a versus e (figura 10). Foi
considerada uma variação do semieixo maior de 87640 a 87760 km. Na figura 10, a posição 1

equivale ao semieixo maior onde se encontra a ressonância 1:3. De acordo com Celletti e Gales
(2015), a ressonância 1:3 é localizada em a = 87705 km. Os parâmetros orbitais das partículas
foram escolhidos de acordo com Celletti e Gales (2015), de modo que, em trabalhos futuros, seja
possível comparar os resultados obtidos.

Na tabela 2 estão detalhadas as condições iniciais definidas para o sistema estudado. Na
tabela 3 e 4 são apresentados os valores dos parâmetros relacionados à Terra e à Lua, respectiva-
mente, utilizados nas integrações numéricas.
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Figura 10 – Condições iniciais representadas em uma grade a vs. e - 11011 partículas

fonte: Produção da própria autora.

Tabela 2 – Condições iniciais

Símbolo Valor Unidade Nome
ai 87640 km Semieixo maior inicial
af 87760 km Semieixo maior final
∆a 1 km Passo do semieixo maior
ei 0 Adimensional Excentricidade inicial
ef 0.9 Adimensional Excentricidade final
∆e 10−2 Adimensional Passo da excentricidade
I 70 Graus Inclinação
ω 0 Grau Argumento do pericentro
Ω 0 Grau Argumento do nodo ascendente
M 0 Grau Anomalia média

fonte: Produção da própria autora.

Tabela 3 – Parâmetros utilizados referentes à Terra

Símbolo Valor Unidade Nome
J2 1.0826× 10−3 Adimensional Coeficiente de achatamento zonal de ordem 2
J3 2.53241× 10−6 Adimensional Coeficiente de achatamento zonal de ordem 3
C22 1.57462× 10−6 Adimensional Coeficiente de achatamento setorial de ordem 2
n 6.28 rad/dias Velocidade de rotação da Terra

fonte: Celletti et al (2016) .

Foi realizada uma integração de 300 dias. O período de uma partícula no semieixo maior
ressonante é de 3 dias, deste modo, o período de integração realizado é suficiente. Após a
realização das integrações, os arquivos de saída são utilizados como dados de entrada para a
análise do mapa de frequência, descrito no capítulo 4.
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Tabela 4 – Parâmetros utilizados referentes à Lua (Época: 2000 Jan. 1.50 TT)

Símbolo Valor Unidade Nome
a 384400 km Semieixo maior da Lua
e 0.0554 Adimensional Excentricidade da Lua
I 18.28 Graus Inclinação da Lua
ω 318.15 Graus Argumento do pericentro da Lua
Ω 125.08 Graus Argumento do nodo ascendente da Lua
M 135.27 Graus Anomalia média da Lua

fonte: NASA (2013).
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4 ANÁLISE DO MAPA DE FREQUÊNCIA

Para caracterizar a estrutura dinâmica da região próxima à ressonância 1:3, foi utilizado o
método Análise do Mapa de Frequência (FMA). A técnica utilizada foi desenvolvida por Laskar
(1990) .

De acordo com Laskar (1992) , este método é baseado na análise das variações das frequên-
cias fundamentais de um sistema integrado numericamente para um curto intervalo de tempo. A
partir disso é possível obter uma representação analítica da solução quando regular e detectar
se uma órbita é caótica em um determinado período de tempo, além de nos permitir obter uma
estimativa do tamanho das zonas caóticas no domínio das frequências.

Em seu trabalho, Laskar, Froeschlé e Celletti apresentam uma comparação do algoritmo de
análise de frequência com o método de cálculo do expoente de Lyapunov, método que mede o
nível de sensibilidade das trajetórias à pequenas variações nas condições iniciais. Os autores
apontam as principais vantagens da técnica, como: para verificar o comportamento de uma
órbita não regular, o método precisa de um período de tempo muito mais curto do que o cálculo
do Expoente de Lyapunov. Além disso, é preciso apenas uma órbita para fazer o cálculo, e é
adequado para o movimento fracamente caótico com qualquer número de graus de liberdade.
E, por fim, o método é puramente numérico, o que nos permite usá-lo para uma variedade de
problemas.

4.1 DESCRIÇÃO ANALÍTICA

Ao estudarmos um sistema integrável, cuja equações do movimento são solucionadas expli-
citamente, é possível determinar se o comportamento do mesmo é caótico ou regular através
da obtenção das frequências fundamentais do sistema, utilizando o algoritmo de análise de
frequência. Pode-se descrever analiticamente o mapa de frequências da seguinte maneira:

Seja um sistema integrável com n graus de liberdade, sua Hamiltoniana é dada por:

H(J, θ) = H0(J) + εH1(J, θ) (4.1)

onde ε é um parâmetro adimensional que pode assumir valores entre 0 e 1, sendo o primeiro
referente à ausência de perturbação e o segundo referente à uma perturbação completa. Já J e θ
representam as variáveis de ação e de ângulo, respectivamente.

A Hamiltoniana é reduzida através de transformações canônicas, dependendo apenas das
variáveis de ação H(J, θ) = H0(Ji) com j = 1, 2, ..., n. A partir disso, as equações do
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movimento são representadas por:

J̇i = 0; θ̇j =
∂H0(Ji)

∂(Ji)
= νj(J) (4.2)

sendo νj(J) as frequências fundamentais do movimento.

Portanto, as ações são constantes do movimento e νj(J) são frequências fundamentais do
movimento que fornecem a quantidade zj(t) = zj0e

iυjt nas variáveis complexas zj = Jje
iθj ,

sendo zj0 = zj(0).
Neste trabalho, a relação z′j = a(t)exp(iλ(t)) foi utilizada a fim de obtermos as frequên-

cias fundamentais do movimento, calculadas através do algoritmo de transformada de Fourier
modificado por frequência (FMFT). O termo a(t) representa a evolução temporal do semieixo
maior e λ(t) representa a evolução temporal da longitude média. O programa e os comandos
necessários para a execução podem ser encontrados no endereço https://www.boulder.swri.edu/
davidn/, página pessoal de David Nesvorný.

Em suma, de acordo com Robutel e Laskar (2001) é possível encontrar uma aproximação
quase periódica de um sistema a partir da seguinte relação:

z′(t) = α0exp(iν0t) +
N∑
j

αjexp(iνjt) (4.3)

As partículas que apresentam movimento regular terão seus valores de semieixo maior e
movimento médio próximos dos valores de amplitude e frequência, respectivamente.

Para obtermos as frequências através do algoritmo de análise de frequências é necessário
fornecermos para cada partícula do sistema um arquivo de entrada com três colunas, sendo elas:
T , X e Y . Os valores de X e Y são calculados através das seguintes relações:

X = a cosλ (4.4)

Y = a sinλ (4.5)

onde a é o semieixo maior da partícula, λ é a longitude média e T o tempo de integração.

Na figura 11 é mostrado um exemplo de arquivo de entrada do programa.

Após a realização das simulações numéricas, o programa fornece um arquivo de saída
contendo três colunas com os valores da frequência (ν), amplitude (A) e fase (φ) de cada
partícula. Na figura 12 é mostrado um exemplo de arquivo de saída do programa.
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Figura 11 – Exemplo de arquivo de entrada do programa de análise de frequência.

fonte: Nesvorný (2017).

Figura 12 – Exemplo de arquivo de saída do programa de análise de frequência.

fonte: Nesvorný (2017).

4.1.1 O parâmetro de difusão

As frequências fundamentais do sistema são calculadas para dois períodos diferentes. De-
nominamos ν1 a frequência calculada em um intervalo de tempo de 0 a T , e ν2 a frequência
calculada em um intervalo de tempo de T a 2T , sendo 2T o intervalo total da integração numérica.
Quando o movimento é periódico, a variação entre as frequências ν1 e ν2 será muito pequena, ca-
racterizando um comportamento regular das órbitas. Mas quando a variação entre as frequências
for significativa, teremos um movimento irregular dos corpos, caracterizando um comportamento
irregular das órbitas. A difusão (D) é o parâmetro que mede a estabilidade das órbitas do sistema.
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De acordo com Gutiérrez e Winter (2017) o parâmetro de difusão, D, de cada partícula
nos permite obter uma estimativa da estabilidade das órbitas após um tempo [T ] de integração
relativamente curto. O valor da difusão pode ser calculado através da relação:

D =
|ν1 − ν2|

T
(4.6)

Valores pequenos de D implicam que a órbita é estável, enquanto valores maiores indicam
que a trajetória é instável.

É possível obter uma estimativa do tempo necessário até observarmos uma mudança no
movimento médio da partícula, ou o tempo necessário para uma difusão da órbita na direção
radial. Para isso pode-se calcular o tempo de difusão tDiff para cada partícula a partir dos
valores de D obtidos anteriormente. Para determinar o tempo de difusão das partículas utiliza-se
a seguinte relação:

tDiff = (DP )−1 (4.7)

onde P é o período da órbita.

4.1.2 O mapa de difusão

Após se obter o parâmetro de difusão (D) é possível realizar a construção do mapa de
difusão. O mapa de difusão irá caracterizar a estrutura dinâmica da região estudada. Constrói-se
esse mapa em três dimensões: uma grade de a versus e, e o terceiro eixo uma escala de cores
com os valores da difusão referente a cada partícula. Como os números são muito pequenos é
conveniente a utilização de uma escala logarítmica para os valores da difusão. Através da escala
de cores é possível observar o comportamento de cada partícula. Neste trabalho as seguintes
definições serão adotadas:

• Pontos com cores do preto para o roxo: Serão usados para partículas com o valor LogD <

−7. São partículas com o valor de difusão muito baixo, portanto cada ponto irá representar
partícula com órbita quase periódica.

• Pontos com cores do roxo para o vermelho: Serão usados para partículas com o valor
−7 ≤ LogD ≤ −4. Para esse valor de difusão diremos que as partículas apresentam
comportamento fracamente irregular.

• Pontos com cores do vermelho para o amarelo: Serão usados para partículas com o
valor LogD > −4. Para esse valor de difusão diremos que as partículas apresentam
comportamento fortemente irregular.
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Neste trabalho foram realizadas simulações numéricas para dois casos: sem e com a Lua no
sistema. Os mapas de difusão gerados para cada caso são mostrados nas figuras 13 e 14.

Figura 13 – Mapa de difusão sem a Lua no sistema.

fonte: Produção da própria autora.

Figura 14 – Mapa de difusão com a Lua no sistema.

fonte: Produção da própria autora.

Analisando a figura 13 verifica-se a predominância de órbitas com comportamento fracamente
e fortemente irregular. Observa-se também que há predominância de órbitas com comportamento
regular com valores de excentricidade maior que 0.6. Há também uma concentração de órbitas
com comportamento irregular com valores de excentricidade entre 0.8 e 0.9.

Na figura 14 verifica-se que mesmo com a Lua no sistema, ainda há predominância de órbitas
com comportamento fracamente e fortemente irregular. Novamente observa-se órbitas com
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comportamento regular com valores de excentricidade maior que 0.6, e uma concentração de
órbitas com comportamento irregular com valores de excentricidade entre 0.8 e 0.9.

A partir dos valores de difusão obtidos, o tempo de difusão (tDiff ) foi calculado para cada
partícula e uma média para cada caso e comportamento foi feita, apresentada nas tabelas 5 e 6.

Tabela 5 – Tempo de difusão das órbitas para o caso sem a Lua no sistema

Comportamento Tempo de difusão Unidade
Estável 54688 anos

Fracamente Irregular 1094 anos
Fortemente Irregular 299 dias

fonte: Produção da própria autora.

Tabela 6 – Tempo de difusão das órbitas para o caso com a Lua no sistema

Comportamento Tempo de difusão Unidade
Estável 53512 anos

Fracamente Irregular 1030 anos
Fortemente Irregular 282 dias

fonte: Produção da própria autora.

Comparando as tabelas 5 e 6 observa-se que o tempo de difusão das partículas com órbitas
regulares no caso com a Lua é menor que o tempo de difusão do caso sem a Lua no sistema.
Para órbitas com comportamento fracamente irregular e fortemente irregular o tempo de difusão
no caso sem a Lua é sutilmente maior que o tempo no caso com a Lua no sistema.

Foi calculado também o tempo de difusão das partículas localizadas no semieixo maior
ressonante, a = 87705 km. Para partículas localizadas na ressonância 1:3, no caso sem a Lua no
sistema, o tempo de difusão é, em média, 8202 anos. Para as partículas no caso com a Lua no
sistema, o tempo de difusão é, em média, 6857 anos.

Uma das motivações desse projeto é a missão INTEGRAL, apresentada na seção 1.1 da
introdução. De acordo com Celletti e Gales (2015) , a missão está localizada exatamente na
ressonância 1:3, em a = 87705 km, com alta excentricidade no valor de 0.824 e inclinação
I = 52.2 graus. Porém, de acordo com a ESA (2003) a missão se encontra em 87731.5 km.
Como as condições iniciais abrangem ambos os intervalos, os dois casos serão analisados.

O mapa referente à missão INTEGRAL é apresentado na figura 15. De modo geral, a região
apresenta predominância de órbitas com comportamento fracamente e fortemente irregular. Foi
calculado o tempo de difusão (tDiff ) para cada partícula e uma média para cada comportamento
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foi feita, apresentada na tabela 7.

Figura 15 – Mapa de difusão - INTEGRAL.

fonte: Produção da própria autora.

Tabela 7 – Tempo de difusão das órbitas para cada comportamento - INTEGRAL

Comportamento Tempo de difusão Unidade
Estável 57924 anos

Fracamente Irregular 722 anos
Fortemente Irregular 301 dias

fonte: Produção da própria autora.

Para melhor visualização de onde se encontra a missão, foi destacado dois triângulos no
mapa de difusão referente a mesma (figura 16), cada um correspondente a cada caso. O triângulo
em amarelo indica onde está localizada a missão de acordo com Celletti e Gales (2015), e o
triângulo em preto indica onde está localizada a missão de acordo com a ESA (2003).

O tempo de difusão referente a cada caso foi calculado. Para o semieixo maior da missão
de acordo com Celletti, o tempo de difusão é de, aproximadamente, 629 anos. Para o semieixo
maior da missão de acordo com a ESA, o tempo de difusão é de, aproximadamente, 1178 anos.
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Figura 16 – Mapa de difusão - INTEGRAL (triângulo amarelo (Celletti): a = 87705 km;
triângulo preto (ESA): a = 87731.5 km)

fonte: Produção da própria autora.
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5 CONCLUSÃO

O objetivo deste trabalho foi o estudo da dinâmica da região próxima à ressonância 1:3
utilizando o mapa de análise de frequência. Aplicamos a técnica para dois casos: com e sem a
Lua no sistema. Nossos resultados mostraram que para as diferentes configurações de excen-
tricidade e semieixo maior analisadas, o tempo de difusão de objetos localizados no semieixo
ressonante é, aproximadamente, 6857 anos quando considerada a influência lunar, e 8202 anos
sem a influência da mesma. A região apresentou, de modo geral, predominância de órbitas com
comportamento fracamente e fortemente irregular para ambos os casos estudados, de acordo
com a definição utilizada.

Realizamos também um estudo da região onde se encontra a missão INTEGRAL, um telescó-
pio espacial atualmente em operação para a observação de raios gama. Aplicamos a técnica para
dois casos: com as condições iniciais apresentadas em Celletti e Gales (2015) e pela ESA (2003)
. De modo geral, a região apresentou predominância de órbitas com comportamento fracamente
e fortemente irregular. Os resultados encontrados estão de acordo com a literatura, uma vez que
Celletti e Gales (2015) afirma que a presença da Lua perturba o sistema provocando mudanças
drásticas nas ilhas ressonantes. O tempo de difusão referente a cada caso foi calculado. Para o
semieixo maior da missão de acordo com Celletti, o tempo de difusão é de, aproximadamente,
631 anos. Para o semieixo maior da missão de acordo com a ESA, o tempo de difusão é de,
aproximadamente, 1181 anos. Os resultados encontrados estão de acordo com a literatura, uma
vez que a missão INTEGRAL está em operação há 16 anos.
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