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“Somos feitos de poeira das estrelas. Somos uma maneira do cosmos conhecer a si mesmo

Carl Sagan



RESUMO

Neste trabalho foi realizada uma analise do comportamento da regido proxima a ressonancia 1:3.
O sistema admitido é composto pela Terra (corpo principal) e seus coeficientes de achatamento
Jo, J3 e Cyg, um conjunto de detritos e a perturbacdo lunar. Para a andlise foi utilizado o
integrador numérico Mercury, e para caracterizar a estrutura dindmica da regido foi utilizado
o Algoritmo de Transformada de Fourier Modificado por Frequéncia (FMFT). As integragdes
foram realizadas para um conjunto de 11011 particulas em um periodo de tempo de 300 dias. A
andlise da dinamica da regido e o tempo de difusdo das particulas foi obtida através do mapa
de difusdo. Os resultados mostraram que a regido apresentou, de modo geral, predominancia
de drbitas com comportamento fracamente regular e irregular, de acordo com as defini¢des

utilizadas.

PALAVRAS-CHAVE: Ressonancia. Detritos Espaciais. Mapa de Difusao.



ABSTRACT

This work analyses the dynamical behavior near the 1 : 3 tesseral resonance. The system is
formed by the Earth, and its gravity coefficients J,, J3 and (5, a sample of space debris and
the Moon. In order to perform this study we use the Mercury Integrator and the Fast Fourier
Transform. The numerical simulations have been performed for a sample of about 11000 particles
(space debris) for a time span of 300 days. The analysis of this particular region was obtained
through the diffusion map. Our results showed that most of the orbits that the orbits are regular

in most of the regions.

KEYWORDS: Resonance. Space Debris. Diffusion Map.
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1 INTRODUCAO

Os detritos espaciais sdo objetos que orbitam ao redor da Terra, mas que ndo desempenham
nenhuma func¢do util. Segundo a Agéncia Espacial Norte Americana (NASA) (2013) , dos
satélites artificiais que estdo em orbita, menos de 10% estdo ativos, o restante faz parte do lixo
espacial, composto desde satélites fora de uso até residuos de lancamentos de sondas espaciais.
Mais de 500 mil pecas de residuos sdo rastreadas enquanto orbitam a Terra, todas viajando a
velocidades de até 17.500 km/h, rdpido o suficiente para um pedaco relativamente pequeno de
detrito ser capaz de danificar um satélite ou uma nave espacial. Existem muitos milhdes de pegas

de detritos que sdo tdo pequenas que ndo podem ser rastreadas.

Segundo Rossi (2005) , a regido proxima a Terra € dividida em trés regides principais:

e Regido LEO (do inglés "Low Earth Orbit"), localizada abaixo de 2000 km, € a regido
de érbitas baixas, onde objetos de diversos tamanhos podem ser encontrados. E uma
regido de alta concentrac@o de detritos e utilizada para satélites de sensoriamento remoto e

meteorologia;

e Regidao MEO (do inglés "Medium Earth Orbit"), localizada entre 2000 e 36000 km, € a

regido de 6rbitas médias. Nela se encontra a constelacdo de satélites de navegacao;

e Regido GEO (do inglés "Geostationary Orbit"), localizada acima de 36000 km de altitude, é
aregido de Grbitas altas. E a regiio em que se encontra a ressondncia 1:1 com o movimento

rotacional da Terra, utilizada principalmente por satélites de comunicagdo e TV.

Em Santos (2007) € possivel encontrar esses objetos classificados em trés grupos:

e Objetos grandes: objetos que possuem didmetro maior que 10 centimetros. E possivel

detectar, localizar e cataloga-los;

e Objetos de risco: objetos que possuem diadmetro entre 1 e 10 centimetros. Nao € possivel

localizar e cataloga-los;

e Restos menores ou micro restos: objetos que possuem didmetro menor que 1 centimetro.

A populagao de detritos espaciais aumenta a cada dia, e com isso, aumenta o perigo para todos
os veiculos espaciais, especialmente para a Estacdo Espacial Internacional (ISS). Eventualmente
ela realiza manobras a fim de evitar colisOes, pois os sistemas da ISS sdo responsdveis por manter

SEus recursos vitais aos astronautas.

O monitoramento pode ser realizado de duas formas: por métodos ativos ou passivos. O

método ativo, como o radar, € mais eficiente e mais caro, pois envolve sistemas de alta poténcia.
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Neste método € possivel saber onde o objeto se encontra e sua dimensdo com base no tempo em
que as ondas levam para serem refletidas, podendo detectar objetos com centimetros de dimensao.
O método passivo envolve a observacao de objetos por meios de telescopios, esta observagao sé
ocorre quando os objetos refletem a luz solar. O método € limitado pelo tamanho do objeto e
pela exigéncia de que para detectd-lo € necessario que o Sol o ilumine, mas possui efici€ncia e

serve como checagem de objetos que ja foram detectados pelo método ativo (AEB, 2018)).

No Brasil, o telescépio dedicado ao monitoramento de detritos espaciais foi inaugurado em
Abril de 2017, instalado no Observatorio Pico dos Dias, em Brazopolis (MG). O Laboratdrio
Nacional de Astrofisica (LNA) informa que ja € possivel mapear cerca de 500 a 800 objetos por

noite.

De acordo com a Agéncia Espacial Europeia (ESA) (2018), em quase 60 anos de atividades
espaciais, mais de 5250 lancamentos foram realizados. Os detritos gerados a partir disso sdo
regularmente rastreados e catalogados pela US Space Surveillance Network, com objetos em
orbita LEO de 5 a 10 cm, e objetos em 6rbita GEO de 30 cm a 1 m. Esta grande quantidade de
lixo espacial possui uma massa total maior que 7500 toneladas.

Segundo a Agéncia Espacial Brasileira (AEB) (2018), a quantidade de detritos tende a au-
mentar por conta de colisdes entre objetos sem fungdo no espaco e do aumento de langcamentos
previstos pelo mercado espacial, setor espacial que recebe investimentos privados e agéncias

espaciais estatais, com cerca de 1300 satélites que serdo lancados no periodo entre 2017 e 2020.

Um estudo realizado pela NASA (2013) mostra que em 2013 havia mais de 20000 objetos

do tamanho de uma bola de golfe, e mais de 100 milhdes de objetos pequenos.

Tendo isso em vista, é de extrema importancia obter informagdes de quais regides sdo estaveis.
Com o estudo dessas regides € possivel evitar colisdes e contribuir para o estudo de normas de

segurang¢a € uso do €Spacgo.

1.1 MISSAO INTEGRAL

Uma das motivacdes do projeto foi a existéncia de uma missao espacial explorada na regiao
proxima a ressonancia estudada, denominada INTEGRAL (Laboratério Internacional de Astrofi-

sica de Raios Gama).

De acordo com a ESA (2003), o projeto INTEGRAL comegou em julho de 1993 e tinha
como objetivo a criagdo de um observatdrio de alta energia. A espaconave foi lancada em 17 de

Outubro de 2002, uma missao da ESA em cooperacao com a Riissia e os Estados Unidos.
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O INTEGRAL encontra-se em uma altitude de 87731, 5 km, com alta excentricidade no valor
de 0, 824148, fora dos cinturdes de radiacdo da Terra, regido onde ocorrem fendmenos atmos-
féricos devido a presenca de particulas carregadas, fazendo com que os efeitos da radiacdo de
fundo sejam reduzidos. Como a atmosfera da Terra nos protege dos raios gama, sao necessarios

satélites para realizar estudos sobre raios gama de fontes astrondmicas.

A missdo estd fornecendo novas visdes sobre diversos objetos como: buracos negros, estrelas
de néutrons, nucleos ativos de galdxias e supernovas. O INTEGRAL também estd nos permitindo
entender melhor fendmenos muito enérgicos, como a formacao de novos elementos quimicos e

explosdes de raios gama.

Neste trabalho, foi analisada a estabilidade da regiao externa préxima a ressonancia 1:3,
comensurabilidade entre 0 movimento de transla¢do do detrito com o movimento rotacional da
Terra, utilizando a Andlise do Mapa de Frequéncia (FMA), uma ferramenta desenvolvida por
Laskar (1990).

No capitulo 2 é apresentada a modelagem tedrica utilizada durante o desenvolvimento do
projeto. Os problemas de dois corpos e o problema restrito de trés corpos sdo apresentados
brevemente. O potencial terrestre é apresentado em detalhes, dado a importancia do mesmo

neste trabalho.

No capitulo 3 ¢ apresentado o desenvolvimento do projeto. E descrito quais sdo os componen-
tes do sistema estudado e suas condicoes inciais, o integrador numérico utilizado, as equacdes

do movimento e suas modificacdes.
No capitulo 4 € apresentada uma descricdo do algoritmo de andlise de frequéncia, do parame-
tro (D) de difusdo e do tempo de difusdo. Em seguida, o mapa de difusdo € apresentado para os

diferentes casos estudados e uma analise dos mesmos é realizada.

Por fim, no capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes dos resultados obtidos.
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2 MODELAGEM TEORICA

2.1 PROBLEMA DE DOIS CORPOS

De acordo com Murray e Dermott (1999) o problema de dois corpos consiste em um sistema
formado por dois pontos de massa que interagem entre si através de interagdes gravitacionais,
descritas pela Lei da Gravitacao Universal de Newton.

Considera-se o movimento de duas massas m; € my com vetores posi¢do r, € 7y, respectiva-
mente, em relacdo a origem O fixada em um espaco inercial. O vetor r = ry — r; descreve a

posicao relativa entre as massas.

Figura 1 — Sistema de Dois Corpos

fonte: Murray (1999).

O movimento da massa ms em relagdo a massa m; pode ser descrito por:

d*r

— — =0 2.1
2 TH 2.1)
sendo . = G(my + my). A equagdo 2.1 é uma equagdo diferencial de segunda ordem cuja

solucdo do problema de dois corpos é dada por:

p
N 22
"Tlte cos(f — w) (2-2)

A equacdo 2.2 é a equacdo geral de uma conica em coordenadas polares, sendo e a excentricidade,
p o semilatus rectum (cordas de uma conica que sdo perpendiculares ao eixo principal e passam
através de um de seus focos) e a o semi-eixo maior da conica. Temos quatro cOnicas possiveis,

mostradas na tabela 1:

Tabela 1 — Conicas

Conica \ e \ P ‘
Circulo 0 a
Elipse 0<e<1 a(l—e¢?)

Parabola 1 2q

Hipérbole e>1  a(e*—1)
fonte: Produgdo da Prépria Autora.




17

A integrac@o do problema do movimento relativo resulta em seis constantes. Essas constantes

sdo chamadas de elementos orbitais e descrevem a posicao da particula, sendo eles:

Figura 2 — Elementos Orbitais

s ascendente
direcio dey &
referéncia

fonte: Murray (1999).

e a: semi-eixo maior, define o tamanho da orbita e seu periodo de revolugdo;
e ¢: excentricidade, define a forma da 6rbita;

e (): longitude do nodo ascendente;

e [: inclinacdo, junto a () define a posi¢ao do plano da 6rbita;

e w: longitude do pericentro, € medido a partir do nodo e define a orientacdo da 6rbita em

seu plano;

e 7: tempo da passagem pelo pericentro, junto aos outros elementos, posiciona a particula

na 6rbita em qualquer tempo.

2.2 PROBLEMA RESTRITO DE TRES CORPOS

Segundo Murray e Dermott (1999), o problema circular restrito de trés corpos descreve o
movimento de um sistema composto por dois corpos de massas m; € moy orbitando um centro
de massa em comum entre eles, e um terceiro corpo de massa desprezivel. Os corpos m; e ms
possuem Orbitas circulares e exercem forca gravitacional sobre o terceiro corpo, enquanto o

mesmo nao afeta m; € mo.

O problema de trés corpos ndo possui solucdo analitica, mas solugdes especiais sao apresen-

tadas, os chamados pontos de equilibrio de Lagrange.



Figura 3 — Sistema de trés corpos

fonte: Murray (1999).
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As equacdes do movimento do problema em questao sao descritas por um sistema inercial de

coordenadas (£, 7, (), com origem no centro de massa do sistema. As equacdes do movimento

que descrevem a dinamica da particula P sdo:

é»’ _ Mlglrg g + ,U2£2rg 5

m—n M2 — 1M

n = H 7"51:, + 2 T;’
S St
T Ty
onde
==+ (m -0+ (-0
r5=(&—-8*+(mp—n?+ (-0
e
ma
=1
f mi —|—m2
H2 = my + Mo

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

E conveniente descrever o movimento da particula em um referencial girante no qual os

corpos my € mo se encontram fixos. E possivel relacionar as coordenadas do sistema referencial

inercial (£, 1, () com as coordenadas do sistema girante (x, y, z) com uma taxa de rotagdo
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uniforme n. Através de matrizes de rotacdo, as equagdes do movimentos podem ser escritas:

F— g —n’r — — {u1x+3“2 +u2x_3’“} (2.10)
ry T3
y+2ni—n2y=—[”—§+”—§1 @.11)
oo T
5= — {“—§+“—§] 2 (2.12)
rYooors
Estas equagdes também podem ser escritas como:
oV
T—2ny = — (2.13)
ox
oV
J+2nt = — (2.14)
Ay
ov
= — 2.15
=3, (2.15)

sendo V' o potencial do corpo principal do sistema.

No caso estudado, o corpo central, a Terra, é colocado na origem do sistema de coordenadas.
Com isso foi possivel atribuir a n o valor da taxa de rotagdo da Terra, necessdario para o estudo

da ressonancia 1:3.

2.3 POTENCIAL TERRESTRE

Um objeto ao redor da Terra esta sujeito a forca gravitacional exercida pela mesma, porém, a
sua ndo esfericidade faz com que os elementos orbitais do corpo que a orbita variem ao longo do
tempo. Pela lei da gravitagdo universal de Newton, dois corpos com diferentes massas m e M,

separados por uma distincia r, se atraem com por uma for¢a dada por:

B GMm

72

F(r) ; (2.16)

onde G =6.6720 x 107'm3kg—'s~2 é a constante gravitacional universal, m é a massa de um
corpo pontual, M € a massa do corpo principal, e r € a distancia entre as duas massas. A forca

gravitacional pode também ser descrita pelo gradiente do potencial do corpo principal:

F(r)=mVV (2.17)
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Ao se estudar um corpo principal com distribui¢do de massa ndo uniforme, devemos conside-
rar a atragdo exercida por cada elemento de massa dM sobre a particula:
V=G M (2.18)
r
De acordo com a figura 4, considera-se agora dois corpos representados por P e P’, localiza-
dos em coordenadas esféricas por P (r, 8, \) e P’ (',0', \') e separados por uma distincia A.

Logo, o potencial gravitacional pode ser escrito como:

Figura 4 — Distincia entre dois pontos P e P’ em coordenadas esféricas

fonte: Kuga et al (2011).

dM
V= GT (2.19)

A distancia A entre os dois corpos € dada pela lei dos cossenos, descrita por:

A2 =72 472 — 2rr cos U (2.20)

onde W € o angulo entre e 7’ e cos W = cos 6 cos 0’ +sin 0 sin &’ cos(\' — \). Podemos escrever:

NI

A= (r*+7r?—2r cosU) (2.21)
Fazendo ¢ = cos ¥ pode-se reescrever a equacao 2.21:
A= (r*+1r?—2r't)? (2.22)

Fatorando 7:

N 2 , 3
1+(1) —2(1)4 (2.23)
T T
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—1

N\ 2 / 2
14 (T—) _9 (T—> t] (2.24)
T T

Pode-se abrir 2.24 em uma série binomial, supondo ' < r:

1

A 7

1 1) (k= 1
(1+2)" = 1+kx+%x2+---—|—k(l€ ) n'(k n ):L“"+ (2.25)

Para simplificarmos os termos, vamos fazer:
N\ 2 /
w= (T—> —9 <T—) ¢ (2.26)
T T

- [(1+u)ﬂ _%[1—1u+§u2—9u3+~} (2.27)

Substituindo 2.26 em 2.27:
1 1 1/r\? r! 3 /rm\* "\ 2 "\ ?
—=—l—=|—=) = (=)t+=]|= 4 =) 2—4(—) ¢t
e O N GO RO
15 7\ 6 I\ © N\ 4 N\ 3
2R (D) tra(D) 2os(l) 8
48 r T r r
7,,/
Fazendo as devidas manipulagdes e colocando em evidéncia as poténcias de — temos:
r

- 7 - 31t2 1\ /' 2+ 5t3 3t 7 3+
r 2 2 r 2 2 r

E possivel reescrever 2.29 utilizando os polindmios de Legendre:

+ - (2.28)

1

1
r

/

74/ r 2 1 00 ’l"/ n
=~ | Polcos ) + —Pi(cos ¥) + <?) Py(cosU) + .| = ;nz:% (?) P,(cos )
(2.30)

onde P, (cos V), n =0,1,2,..., 00 sdo os polindmios de Legendre. Substituindo a equagio 2.30

| =

na equagao 2.19, temos:

V(r,0,\) =

—> Py (cos ) (2.31)

T T

GdM & (T’
0

n=
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Segundo o teorema da adi¢ao de Legendre:

n

P, (cos ) = 2(2 — Smo) (n —m)!

mpnm (cos 0) Py (cos0') cosm(A — N) (2.32)

m=0

sendo P, os polindmios associados de Legendre e 9,9 o delta de Kronecker. Fazendo as

devidas substitui¢des e manipulacdes, podemos escrever:

n

M oo
V(r, W, \) = ¢ =3

. (%) (Crm cosmA + Sy sinmA) Py (sin @) (2.33)

n=0 m=0

onde:

Cnm
Snm

arM  (n+m)! sinm\

_ (2 = dmo) (n —m)! / 7" P (sin ') [ cosmX ] dM (2.34)
M

sendo C,,,, € Sy, 0s coeficientes harmonicos esféricos, G a constante gravitacional, M a massa
da Terra, Ry o raio da Terra,  a distancia entre o corpo central e a particula, ¥ a latitude
geocéntrica, A a longitude geocéntrica. As fungdes associadas de Legendre P e os polindmios
de Legendre P, sdao dados por:

Pr(a) = (1 —)% 2 P,(x) 235)
1 d»
P, (z) = G %(:ﬂ -1 (2.36)

Os coeficientes harmonicos esféricos C,,,,, € Sy, presentes na expressao do potencial terrestre
2.33 tem como fung¢do expressar a forma irregular da distribui¢do de massa da Terra, a fim de
obtermos um modelo adequado do potencial. De acordo com Kuga et al (2011) , se m = 0, temos
os chamados harmonicos zonais, eles dividem a esfera em zonas, como mostra a figura 5. Se
0 < m < n, temos os harmonicos tesserais. Neste caso, a esfera € dividida em compartimentos
nos quais o valor da fun¢do € alternada entre positiva e negativa, mostrada na figura 6. E, por fim,
se m = n, temos os harmdnicos setoriais, dividindo a esfera em setores positivos e negativos
como mostra a figura 7. As figuras 8 € 9 mostram polindmios e fun¢des associadas de Legendre
até a ordem 7.

Xavier (2017) apresenta a expansao da expressao do potencial terrestre até o termo n = 3
(2.37).
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Figura 5 — Harmonicos zonais.

fonte: Kuga et al (2011).

Figura 6 — Harmonicos tesserais.

fonte: Kuga et al (2011).

Figura 7 — Harmonicos setoriais.

fonte: Kuga et al (2011).

(@)2 [%(3 sin® ¢ — 1)021

2
+ GME (@) [3 C082 ¢(022 COS 2)\ + 522 sin 2/\)]
r

_|_

3
GMg (%) B sing(5sin’ 6 — 3)Cy | (2.37)

r
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Figura 8 — Polindmios e funcdes associadas de Legendre até a ordem 5.

n=1

c
C

= |l 3

<
&
4,
‘\

SHEST0
SSEHELAT:

fonte: Kuga et al (2011).

Figura 9 — Polindmios e fun¢des associadas de Legendre de ordem 5 até 7

I
=

- |

seedReM

eesetRo
SeeSH&R M@

SeeeHR O
& 0 Sy

fonte: Kuga et al (2011).

De acordo com Rao (1986), os coeficientes Cyy = C1; = S11 = Soo = 0 quando o centro de

massa do corpo central coincide com a origem do sistema de coordenadas. O coeficiente zonal
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(s reproduz o achatamento nos polos do corpo central. Como esse coeficiente possui um valor
positivo, convencionou-se que a ele é¢ dado um valor negativo no equador, fazendo Cy = —.Js.

Passando a expressdo 2.37 para coordenadas cartesianas, temos:

GMr GMyp [ Rp\? 1 322
Va(a,y,2) = =+ T(TT) {J2(§—2—i2)}

r r
2 2,2 3 2
o (1) e 2] S () o 1) m
r r r r r 2r r

Neste trabalho utiliza-se o potencial terrestre com os coeficientes zonais .J5, J3 € do coefici-

ente setorial Cos.

2.4 RESSONANCIA TESSERAL

Em Celletti e Gales (2015) € definido que uma ressonancia tesseral ocorre quando ha comen-
surabilidade entre o periodo orbital do detrito e o periodo de rotagdo da Terra, respeitando a

seguinte relacao:

(M — 0 =0 A=Y/ (2.39)

onde, no nosso caso, # € a velocidade angular de rotacdo da Terra e M é o movimento médio do
detrito. Se a relag@o descrita na equacgao 2.39 for satisfeita, a ressonancia tesseral de ordem j:¢

1rd existir.

Neste trabalho a ressonancia tesseral estudada € a 1:3, isto €, quando a Terra completar um

periodo de rotagd@o o detrito completard 3 voltas ao redor da Terra.
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3 DESENVOLVIMENTO

3.1 MODELAGEM MATEMATICA

O sistema estudado € composto pela Terra (corpo principal) e seus coeficientes de gravidade
Ja, J3 € (s, um conjunto de detritos localizados em uma regido préxima a ressonancia 1:3 e a
Lua. Considera-se também a velocidade de rotacdo da Terra, denotada aqui como n. O sistema
de referéncia adotado € ndo inercial, cuja equacdes do movimento sio descritas em Scheeres e
Paskowitz (2006) como:

GMyR2x 0V GMR?
i+2ng—n2x=—:—3ﬂ %Jr?f—gﬁ 3.1)

GMrRZy OV  GM.R?
y—znx'—nQy:—;’—STija—ij?f—gLy (3.2)

r3 0z r3
sendo M a massa da Terra, M a massa da Lua, Ry o raio equatorial da Terra, R, o raio
equatorial da Lua, r a distancia entre a Terra e a particula, e V' o potencial terrestre. O potencial

¢ dado por:

Vi(z,y,z) = GJYT + GMy (&)2 |:<]2 (1 — 3—22)]

r r 2 2T2
v ) a3 M 3 2
L OMr (Br)\" o0 @ —y)| | GMr (Br)\" [, = (5 52\ g
r r 7"2 r r 2r T2

Por simplicidade, assumi-se que G My = p. Derivando o potencial em relag@o as coordena-

das (x,y, z), descrito na equagdo 3.4, temos:

2 2 2 2 2,9
i = —ong 4 ntg - M P e (f) L 3ubr O |y 5" —y7)
r3 2r5 r ro r?
2 2 2
_ plirdsvz g s (5) L GMLRLT o,
2r7 r r3
2 2 2 2 2 .2
i = 2nd: + n?y — pRry  pRyyJs 315 (E) _ 3pR7Coy - 5(z? — y?)
T3 27"5 r ’]"5 7“2

R2.J 2 GM,.R?
_ pitrdsyz {15 — 35 (;) ] p T 36y

277 r3
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P pRiz  pREzds [9 15 <Z>2} _ 15/!3%0222(3;2 — )

73 27 r r?

- “?35‘]3 {—3 +30 (;)2 —~ 35 (;)1 + GMr;f%Z (3.7)

As simulacdes foram realizadas através do pacote Mercury (CHAMBERS, 1999), um pacote
de software de uso geral para fazer integracdes de N-corpos. Ele € projetado para calcular a

evolucgdo orbital de objetos que se movem no campo gravitacional de um corpo central.

Como o integrador nio continha os coeficientes de achatamento J3 e C'55 em seu algoritmo,
fol necessario a substituicdo das equagdes existentes pelas equagdes descritas em 1, 2 € 3. Além
disso, o integrador utiliza um sistema de referéncia inercial, fazendo com que fosse necessario a

inclusdo de subrotinas de conversido dos referenciais.

De acordo com Xavier (2017), as implementacdes das equagcdes do movimento foram
realizadas na subrotina MFO__OBL, responsével pelo cdlculo da perturbacdo causada pelo acha-
tamento do corpo principal, e duas subrotinas externas foram adicionadas: MCO_H2AST e
MCO_AST2H. A primeira realiza a conversao dos vetores de estado do referencial inercial para
o referencial girante. Apds a realizag@o das integragdes no sistema girante, a segunda subrotina é
responsavel pela conversdo do sistema girante para o sistema inercial, a fim de obtermos dados de
saida do programa no referencial inercial. E importante ressaltar que as modificacdes realizadas
nao alteram o algoritmo principal do pacote Mercury. A elaboracao das subrotinas teve como
base as equagdes 3.10 e 3.11 do livro Murray e Dermott (1999) .

3.2 INTEGRACOES NUMERICAS

Inicialmente os detritos foram distribuidos em uma grade de a versus e (figura 10). Foi
considerada uma variagdo do semieixo maior de 87640 a 87760 km. Na figura 10, a posi¢ado 1
equivale ao semieixo maior onde se encontra a ressonancia 1:3. De acordo com Celletti e Gales
(2015), aressonancia 1:3 € localizada em a = 87705 km. Os parametros orbitais das particulas
foram escolhidos de acordo com Celletti e Gales (2015), de modo que, em trabalhos futuros, seja

possivel comparar os resultados obtidos.

Na tabela 2 estdo detalhadas as condicdes iniciais definidas para o sistema estudado. Na
tabela 3 e 4 sdo apresentados os valores dos parametros relacionados a Terra e a Lua, respectiva-

mente, utilizados nas integracdes numéricas.
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Figura 10 — Condig¢des iniciais representadas em uma grade a vs. e - 11011 particulas

Condigdies Iniciais - 11011 particulas

Excentricidade

0.99%4 0.9996 0.9998 1 1.0002 1.0004 1.0006

fonte: Producdo da prépria autora.

Tabela 2 — Condig¢des iniciais

| Simbolo | Valor |  Unidade | Nome
a; 87640 km Semieixo maior inicial
ar 87760 km Semieixo maior final
Aa 1 km Passo do semieixo maior
e; 0 Adimensional Excentricidade inicial
er 0.9 Adimensional Excentricidade final
Ae 1072  Adimensional Passo da excentricidade
1 70 Graus Inclinagdo
w 0 Grau Argumento do pericentro
Q 0 Grau Argumento do nodo ascendente
M 0 Grau Anomalia média

fonte: Producdo da prépria autora.

Tabela 3 — Parametros utilizados referentes a Terra

‘ Simbolo ‘ Valor Unidade ‘ Nome
Jo 1.0826 x 1072  Adimensional Coeficiente de achatamento zonal de ordem 2
J3 2.53241 x 107% Adimensional Coeficiente de achatamento zonal de ordem 3
Cy 1.57462 x 107% Adimensional Coeficiente de achatamento setorial de ordem 2
n 6.28 rad/dias Velocidade de rotagdo da Terra

fonte: Celletti et al (2016) .

Foi realizada uma integracao de 300 dias. O periodo de uma particula no semieixo maior
ressonante € de 3 dias, deste modo, o periodo de integracao realizado € suficiente. Apds a
realizacdo das integragdes, os arquivos de saida s@o utilizados como dados de entrada para a

andlise do mapa de frequéncia, descrito no capitulo 4.



Tabela 4 — Parametros utilizados referentes a Lua (Epoca: 2000 Jan. 1.50 TT)

| Simbolo | Valor | Unidade | Nome
a 384400 km Semieixo maior da Lua
e 0.0554  Adimensional Excentricidade da Lua
1 18.28 Graus Inclinacdo da Lua
w 318.15 Graus Argumento do pericentro da Lua
Q 125.08 Graus Argumento do nodo ascendente da Lua
M 135.27 Graus Anomalia média da Lua

fonte: NASA (2013).
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4 ANALISE DO MAPA DE FREQUENCIA

Para caracterizar a estrutura dindmica da regido proxima a ressonancia 1:3, foi utilizado o
método Andlise do Mapa de Frequéncia (FMA). A técnica utilizada foi desenvolvida por Laskar
(1990) .

De acordo com Laskar (1992) , este método € baseado na andlise das variacOes das frequén-
cias fundamentais de um sistema integrado numericamente para um curto intervalo de tempo. A
partir disso € possivel obter uma representacdo analitica da solucdo quando regular e detectar
se uma Orbita € cadtica em um determinado periodo de tempo, além de nos permitir obter uma

estimativa do tamanho das zonas cadticas no dominio das frequéncias.

Em seu trabalho, Laskar, Froeschlé e Celletti apresentam uma comparagdo do algoritmo de
andlise de frequéncia com o método de cdlculo do expoente de Lyapunov, método que mede o
nivel de sensibilidade das trajetdrias a pequenas variagdes nas condicdes iniciais. Os autores
apontam as principais vantagens da técnica, como: para verificar 0 comportamento de uma
orbita ndo regular, o método precisa de um periodo de tempo muito mais curto do que o cédlculo
do Expoente de Lyapunov. Além disso, é preciso apenas uma Orbita para fazer o célculo, e é
adequado para o movimento fracamente cadtico com qualquer nimero de graus de liberdade.
E, por fim, o método € puramente numérico, o que nos permite usi-lo para uma variedade de

problemas.

4.1 DESCRICAO ANALITICA

Ao estudarmos um sistema integravel, cuja equacdes do movimento sao solucionadas expli-
citamente, € possivel determinar se o0 comportamento do mesmo € cadtico ou regular através
da obtenc¢do das frequéncias fundamentais do sistema, utilizando o algoritmo de andlise de

frequéncia. Pode-se descrever analiticamente o mapa de frequéncias da seguinte maneira:
Seja um sistema integravel com n graus de liberdade, sua Hamiltoniana € dada por:

H(J,0) = Ho(J) + cH,(J,0) @.1)

onde ¢ € um parametro adimensional que pode assumir valores entre O e 1, sendo o primeiro
referente a auséncia de perturbagdo e o segundo referente a uma perturbacio completa. J4 .J e 0

representam as varidveis de acao e de angulo, respectivamente.

A Hamiltoniana € reduzida através de transformacodes candnicas, dependendo apenas das

varidveis de acdo H(J,0) = Hy(J;) com j = 1,2,...,n. A partir disso, as equagdes do



31

movimento sdo representadas por:

- . OHo(J;)
JZ‘—07 GJ—W—V](J)

sendo v;(.J) as frequéncias fundamentais do movimento.

4.2)

Portanto, as a¢des sdo constantes do movimento e v;(.J) sdo frequéncias fundamentais do
movimento que fornecem a quantidade z;(t) = zjoe™" nas varidveis complexas z; = J;e',
sendo 2o = z;(0).

Neste trabalho, a relagdo z; = a(t)exp(iA(t)) foi utilizada a fim de obtermos as frequén-
cias fundamentais do movimento, calculadas através do algoritmo de transformada de Fourier
modificado por frequéncia (FMFT). O termo a(t) representa a evolugdo temporal do semieixo
maior e \(t) representa a evolugdo temporal da longitude média. O programa e os comandos
necessarios para a execucao podem ser encontrados no endereco https://www.boulder.swri.edu/

davidn/, pagina pessoal de David Nesvorny.

Em suma, de acordo com Robutel e Laskar (2001) € possivel encontrar uma aproximagao

quase periddica de um sistema a partir da seguinte relagao:

N
2'(t) = apgexp(ivgt) + Z ajexp(iv;t) (4.3)

J
As particulas que apresentam movimento regular terdo seus valores de semieixo maior e

movimento médio préximos dos valores de amplitude e frequéncia, respectivamente.

Para obtermos as frequéncias através do algoritmo de andlise de frequéncias € necessario
fornecermos para cada particula do sistema um arquivo de entrada com trés colunas, sendo elas:

T, X eY. Os valores de X e Y sado calculados através das seguintes relacoes:
X =acosA\ (4.4)
Y =asin A 4.5)
onde a € o semieixo maior da particula, A é a longitude média e 7" o tempo de integracdo.
Na figura 11 € mostrado um exemplo de arquivo de entrada do programa.
Ap6s a realizacdo das simulacdes numéricas, o programa fornece um arquivo de saida

contendo trés colunas com os valores da frequéncia (), amplitude (A) e fase (¢) de cada

particula. Na figura 12 € mostrado um exemplo de arquivo de saida do programa.
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Figura 11 — Exemplo de arquivo de entrada do programa de anélise de frequéncia.

T X X
u .0D4E3531032Z814454 0.0 3

o 0

1000 0.04786722163326422 0.0
2000 0.0487357462553382 0.01673405%452 8
3000 0.04523228806342649 0.0193024273623323
4000 0.04%45%142853202837 0.0219E351302496%9
S000 0.049440c055416431 0.02455%54785860254
6000 0.0451135070834505 0.02745650760530154
J000 0.04850375830635986 0.0302033718E26407
BO0D O.047&10B16£7152Z37 0.032581 EBTE10ELR
S000 0.04€4432445650074 0.0355431700589467
10000 .0450145025404538 O 41374072
11000 .049334036108633452 0.040 31750L1lce4
12000 041437685 2641141 0.0426835452678566
13000 3383272377737854 0.04472168610485628
14000 T03156608117868% 0.0465460876€0657574
1500C 43771%05023912 0.048144834E167462
16000 153043658649743 0.0454521104561207
17000 0 00503951 0.050575637¢€65L135
18000

-0Z237434966663487 0.0351910338082372

1300cC

leg2612% 0.05214852207783218
13122764 0.0521004787749027

20339245372 !
0422318827991 0.05030060112606
0.045156436
82 0.0478763073
0.0863632297833335
0.0447087285782785
-001335525685733566 0.0425323316513731
30000 ©.0003329032681331526 0.0410808530338251

fonte: Nesvorny (2017).

Figura 12 — Exemplo de arquivo de saida do programa de andlise de frequéncia.

v A &

4.24881629723252 2. 2441189909000735 32, 6762031483386
28.22@06942930347 @.2157522022193111 Z@8.111888@87293
3.@89514 79808228 @.@0179999999954 783 121. 362001282497
S2.1925731%954448 0. 00051600000000224 45, 551001768378
27.@813750298598 @, Q0@1829995824259119 218, 721leo83@3444
29.379002013432]1 Q.20@177992550626402 217 428536626282
28. 8679422611949 Q. 2021R6999156383198 32.616355@7F79154
27.57346@QLTIEE56 9.4993447F91111583e-@5 43, 7305773955485
5.4@724441 00214 6,19999984@4535343e-@5 116, 9839875556063
. 667122798922669 5. 8020222213854 2e-05 74.1162212528621

fonte: Nesvorny (2017).

4.1.1 O parametro de difusao

As frequéncias fundamentais do sistema sio calculadas para dois periodos diferentes. De-
nominamos v; a frequéncia calculada em um intervalo de tempo de 0 a 7', e 1, a frequéncia
calculada em um intervalo de tempo de 1" a 27, sendo 27" o intervalo total da integragdo numérica.
Quando o movimento € periddico, a variagdo entre as frequéncias v, e 15 serd muito pequena, ca-
racterizando um comportamento regular das orbitas. Mas quando a variacio entre as frequéncias
for significativa, teremos um movimento irregular dos corpos, caracterizando um comportamento
irregular das 6rbitas. A difusdo (D) é o parametro que mede a estabilidade das 6rbitas do sistema.



33

De acordo com Gutiérrez e Winter (2017) o parametro de difusdo, D, de cada particula
nos permite obter uma estimativa da estabilidade das 6rbitas apés um tempo [T’ de integra¢do

relativamente curto. O valor da difusdo pode ser calculado através da relacdo:

_ V1 — 1y
T

Valores pequenos de D implicam que a 6rbita € estavel, enquanto valores maiores indicam

D (4.6)

que a trajetoria € instavel.

E possivel obter uma estimativa do tempo necessario até observarmos uma mudanga no
movimento médio da particula, ou o tempo necessario para uma difusdo da 6rbita na direcao
radial. Para isso pode-se calcular o tempo de difusdo ¢p,s; para cada particula a partir dos
valores de D obtidos anteriormente. Para determinar o tempo de difusdo das particulas utiliza-se

a seguinte relacao:

tpifs = (DP)™" (4.7)

onde P € o periodo da 6rbita.

4.1.2 O mapa de difusao

Apo6s se obter o parametro de difusdo (D) € possivel realizar a constru¢do do mapa de
difusdo. O mapa de difusdo ird caracterizar a estrutura dindmica da regido estudada. Constréi-se
esse mapa em trés dimensdes: uma grade de a versus e, e o terceiro eixo uma escala de cores
com os valores da difusdo referente a cada particula. Como os nimeros sdo muito pequenos €
conveniente a utilizacdo de uma escala logaritmica para os valores da difusdo. Através da escala
de cores é possivel observar o comportamento de cada particula. Neste trabalho as seguintes

defini¢cdes serdo adotadas:

e Pontos com cores do preto para o roxo: Serdo usados para particulas com o valor LogD <
—7. Séo particulas com o valor de difusdo muito baixo, portanto cada ponto ird representar

particula com 6rbita quase periddica.

e Pontos com cores do roxo para o vermelho: Serdo usados para particulas com o valor
—7 < LogD < —4. Para esse valor de difusdo diremos que as particulas apresentam

comportamento fracamente irregular.

e Pontos com cores do vermelho para o amarelo: Serdo usados para particulas com o
valor LogD > —4. Para esse valor de difusdo diremos que as particulas apresentam

comportamento fortemente irregular.
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Neste trabalho foram realizadas simulagdes numéricas para dois casos: sem e com a Lua no

sistema. Os mapas de difusdo gerados para cada caso sdo mostrados nas figuras 13 e 14.

Figura 13 — Mapa de difusdo sem a Lua no sistema.

Mapa de Difusdo - Sem Lua

3
= e
= 3
@
&
0.9994 0.9996 0.9993 1 1.0002 1.0004 1.0006
Semieixo maior
fonte: Producdo da prépria autora.
Figura 14 — Mapa de difusdo com a Lua no sistema.
Mapa de Difusdo - Com Lua
3
€ 5
= S
=
3
i

0.9993

Semieixo maior

fonte: Produgdo da prépria autora.

Analisando a figura 13 verifica-se a predominancia de 6rbitas com comportamento fracamente
e fortemente irregular. Observa-se também que hd predominancia de érbitas com comportamento
regular com valores de excentricidade maior que 0.6. Ha também uma concentragdo de Orbitas

com comportamento irregular com valores de excentricidade entre 0.8 e 0.9.

Na figura 14 verifica-se que mesmo com a Lua no sistema, ainda hd predominancia de 6rbitas

com comportamento fracamente e fortemente irregular. Novamente observa-se drbitas com
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comportamento regular com valores de excentricidade maior que 0.6, € uma concentragdo de

Orbitas com comportamento irregular com valores de excentricidade entre 0.8 € 0.9.

A partir dos valores de difusdo obtidos, o tempo de difusdo (¢ p;ys) foi calculado para cada

particula e uma média para cada caso e comportamento foi feita, apresentada nas tabelas 5 e 6.

Tabela 5 — Tempo de difusdo das drbitas para o caso sem a Lua no sistema

| Comportamento | Tempo de difusdo | Unidade |

Estével 54688 anos
Fracamente Irregular 1094 anos
Fortemente Irregular 299 dias

fonte: Producdo da prépria autora.

Tabela 6 — Tempo de difusdo das 6rbitas para o caso com a Lua no sistema

’ Comportamento \ Tempo de difusdo | Unidade
Estavel 53512 anos
Fracamente Irregular 1030 anos
Fortemente Irregular 282 dias

fonte: Producdo da prépria autora.

Comparando as tabelas 5 e 6 observa-se que o tempo de difusdo das particulas com 6rbitas
regulares no caso com a Lua € menor que o tempo de difusdo do caso sem a Lua no sistema.
Para 6rbitas com comportamento fracamente irregular e fortemente irregular o tempo de difusdo

no caso sem a Lua € sutilmente maior que o tempo no caso com a Lua no sistema.

Foi calculado também o tempo de difusdo das particulas localizadas no semieixo maior
ressonante, a = 87705 km. Para particulas localizadas na ressonancia 1:3, no caso sem a Lua no
sistema, o tempo de difusdo é, em média, 8202 anos. Para as particulas no caso com a Lua no

sistema, o tempo de difusdo €, em média, 6857 anos.

Uma das motivagdes desse projeto € a missdo INTEGRAL, apresentada na secdo 1.1 da
introducdo. De acordo com Celletti e Gales (2015) , a missdo estd localizada exatamente na
ressonancia 1:3, em a = 87705 km, com alta excentricidade no valor de 0.824 e inclinagdo

= 52.2 graus. Porém, de acordo com a ESA (2003) a missdo se encontra em 87731.5 km.

Como as condi¢des iniciais abrangem ambos os intervalos, os dois casos serdo analisados.

O mapa referente a missdo INTEGRAL ¢ apresentado na figura 15. De modo geral, a regido
apresenta predominancia de 6rbitas com comportamento fracamente e fortemente irregular. Foi

calculado o tempo de difusdo (¢ p;¢s) para cada particula e uma média para cada comportamento



36

foi feita, apresentada na tabela 7.

Figura 15 — Mapa de difusao - INTEGRAL.

Mapa de Difusdo - INTEGRAL

LogD

Excentricidade

0.9954 0.9996 0.9993 1 1.0002 1.0004 1.0006

Semieixo maior

fonte: Producdo da prépria autora.

Tabela 7 — Tempo de difusdo das drbitas para cada comportamento - INTEGRAL

| Comportamento | Tempo de difusdo | Unidade |

Estavel 57924 anos
Fracamente Irregular 722 anos
Fortemente Irregular 301 dias

fonte: Producgdo da prépria autora.

Para melhor visualizacdo de onde se encontra a missao, foi destacado dois tridngulos no
mapa de difusdo referente a mesma (figura 16), cada um correspondente a cada caso. O tridngulo
em amarelo indica onde esta localizada a missdo de acordo com Celletti e Gales (2015), e o

triangulo em preto indica onde esta localizada a missdo de acordo com a ESA (2003).

O tempo de difusdo referente a cada caso foi calculado. Para o semieixo maior da missao
de acordo com Celletti, o tempo de difusdo € de, aproximadamente, 629 anos. Para o semieixo

maior da missdo de acordo com a ESA, o tempo de difusdo € de, aproximadamente, 1178 anos.
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Figura 16 — Mapa de difusdo - INTEGRAL (triAngulo amarelo (Celletti): a = 87705 km;
triangulo preto (ESA): a = 87731.5 km)

Mapa de Difusdo - INTEGRAL

w
LogD

Excentricidade

0.9954 0.9996 0.9998 1 1.0002 1.0004 1.0006

Semieixo maior

fonte: Producgdo da prépria autora.
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5 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi o estudo da dindmica da regido proxima a ressonancia 1:3
utilizando o mapa de andlise de frequéncia. Aplicamos a técnica para dois casos: com e sem a
Lua no sistema. Nossos resultados mostraram que para as diferentes configuracdes de excen-
tricidade e semieixo maior analisadas, o tempo de difusio de objetos localizados no semieixo
ressonante €, aproximadamente, 6857 anos quando considerada a influéncia lunar, e 8202 anos
sem a influéncia da mesma. A regido apresentou, de modo geral, predominancia de érbitas com
comportamento fracamente e fortemente irregular para ambos os casos estudados, de acordo

com a definicao utilizada.

Realizamos também um estudo da regido onde se encontra a missdo INTEGRAL, um telesco-
pio espacial atualmente em operagdo para a observagdo de raios gama. Aplicamos a técnica para
dois casos: com as condi¢des iniciais apresentadas em Celletti e Gales (2015) e pela ESA (2003)
. De modo geral, a regido apresentou predominancia de érbitas com comportamento fracamente
e fortemente irregular. Os resultados encontrados estdo de acordo com a literatura, uma vez que
Celletti e Gales (2015) afirma que a presenca da Lua perturba o sistema provocando mudancgas
drésticas nas ilhas ressonantes. O tempo de difusdo referente a cada caso foi calculado. Para o
semieixo maior da missdo de acordo com Celletti, o tempo de difusdo € de, aproximadamente,
631 anos. Para o semieixo maior da missdo de acordo com a ESA, o tempo de difusdo € de,
aproximadamente, 1181 anos. Os resultados encontrados estido de acordo com a literatura, uma

vez que a missdo INTEGRAL estd em operacdo ha 16 anos.
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