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Resumo

Neste trabalho estudamos os sistemas din&micos cafjticos atravlis da de nigsao
apresentada por Devaney, composta basicamente de trés condisees. Investigamos
todas as implicasees possfveis entre essas condisees. Por m, nalizamos o estu-
do apresentando uma de nisao mais sucinta e provamos a sua equivaléncia com a
apresentada por Devaney.

Palavras-chave: Caos, Devaney, Famflia Quadr§tica, Sistemas Din&micos Discre-
tos.



Abstract

In this work we study the chaotic dynamic systems through the de nition
presented by Devaney, basically composed of three conditions. We investigate all the
possible implications among these conditions. Finally, we nish the study presenting
a briefer de nition and prove its equivalence to the one presented by Devaney.

Keywords: Chaos, Devaney, Quadratic Family, Discrete Dynamical Systems.
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Introdusao

O objetivo deste trabalho § estudar os sistemas din&micos cafjiticos, mais pre-
cisamente, obter da de nisao de sistema din&mico cafitico apresentada por Devaney,
composta basicamente de trés condigees, todas as implicasees possfveis entre essas
condigees. Antes de descrevermos detalhadamente o que iremos estudar, conv§m fa-
zermos um resumo hist§rico do desenvolvimento dos sistemas din&micos nos §iltimos
anos.

A histfiria toda tem infcio no s§culo XVII, com o aparecimento do C§lculo
Diferencial e Integral. J§ em meados do s§culo XVIII, surgem os primeiros proble-
mas envolvendo equasoes diferenciais ordingrias; o objetivo nessa §poca era buscar
solusees explfcitas para tais equasoes.

Muita teoria nova foi feita nesse perfodo, mas infelizmente, todas as t§cnicas
desenvolvidas para resolver as equasees diferenciais foram feitas principalmente para
equasees diferenciais lineares, algo que na pr§tica nao era tao utilizado, pois muitos
dos fendbmenos da natureza sao regidos por equasees diferenciais nao lineares. Al§fm
disso, nao era possfivel obter solusees explfcitas de muitas equasoes diferenciais.

Motivado por este problema, o grande matem§tico francés Henri Poincar§,
por volta do ano de 1881, escreveu, \Memoire Sur Les Courbes D§ nies Por Une
Equation Di®erentielle”, onde se preocupou em descrever por meios de t§cnicas

topolfigicas e geom§tricas, todos os comportamentos possfveis dos sistemas. Foi a



partir desse artigo que surgiu a Teoria Qualitativa das Equagees Diferenciais e com
ela uma nova §rea de pesquisa: os Sistemas Diné&micos.

Justamente nesse artigo, Poincar§ questionou a existéncia de sistemas com com-
portamento completamente imprevisfveis; ele havia descoberto o que agora chamamos
de \caos".

Um dos objetivos da teoria, § estudar o comportamento dos sistemas din@micos,
isto §, se § possfivel prever toda a din&@mica do sistema, se as solusees tendem para
uma §rbita perifidica, ou um ponto singular. Por esse motivo, e pelo questiona-
mento que Poincar§ fez sobre os sistemas de comportamento imprevisfveis, muitos
matem§ticos da §poca voltaram suas atengees para o estudo de tais sistemas, entre
eles, podemos destacar o trabalho desenvolvido pelos matem§ticos franceses Pierre
Fatou e Gaston Julia em 1920. Eles observaram o comportamento cafitico em sis-
temas de aplicasees complexas, e descobriram um conjunto especial, que chamamos
atualmente de \conjunto de Julia™, mas devido gs limitasees da §poca, esse tra-
balho parou no ano de 1930. Nesse mesmo perfodo, destacamos o trabalho desen-
volvido pelo matem§tico americano G. D. Birkho®, usando o processo iterativo para
compreender o comportamento din&mico das equaeees diferenciais, e o trabalho de
A. A. Andronov e L. S. Pontryagin, em 1937, introduzindo o conceito b§sico de
Estabilidade Estrutural.

Apfis esses trabalhos, houve um perfodo onde os sistemas din&micos cairam em
esquecimento, devido principalmente gs limitasees computacionais da §poca. J§ no
ano de 1960 o matem§tico americano Stephen Smale recolocou os sistemas din@micos
em discussao, ao anunciar que havia demonstrado que o comportamento cafjtico
poderia, de fato, ser compreendido e analisado completamente. Ele tinha descoberto

a \din&mica simbfjlica”, ferramenta que usaremos no decorrer deste trabalho. Nao



podemos deixar de destacar os trabalhos do matem@tico brasileiro M. M. Peixoto,
no perfodo de 1958 a 1962, provando a densidade de campos de vetores est§veis em
superffcies.

Outro fato hist§irico importante ocorrido nessa §poca, se deve ao meteorologista
americano E. N. Lorenz, o qual descobriu que um simples modelo meteorolfigico
exibia o0 que chamamos atualmente de \dependéncia sensitiva das condisees iniciais",
e com isso, 0 motivo pelo qual § imposstivel prever o tempo por um longo perfodo.

Muitos outros importantes pesquisadores contribufram para o desenvolvimento
dos sistemas din&micos nessa §poca, podemos destacar os ffsicos Mitchell Feigen-
baun, Harry Swinney e Jerry Gollub, os matem§ticos John Guckenheimer, Robert
F. Williams, Hartman, Grobman e |. Kupka.

Para nalizar, 0 mais recente desenvolvimento dos sistemas din@micos se deu
grasas ao aparecimento dos computadores gr§ cos. Nesse perfodo podemos destacar
os matem§ticos Mandelbrot, Adrien Douady, John Hubard e Dennis Sullivan, entre
outros, que conduziram futuros avangos nessa §rea.

Agora fasamos uma breve descrigsao deste trabalho que consta de dois capftulos.

No capftulo 1, apresentamos a teoria b§sica e necess§ria dos sistemas din&micos
discretos para obtermos a de nisao de sistema cafitico. T§cnicas como an§lise
gr§ ca, bifurcasees de pontos xos e perifidicos, din@mica simb§lica, entre outros.
Terminado o capftulo, teremos em maos a seguinte de nisao de sistema cafjtico:

Seja X um espaso métrico. Uma aplicasao contfnua T : X ¥ X § dita cafjtica
em X, se:

)T § transitiva;
i11)O conjunto dos pontos perifidicos de T § denso em X;

1ii)f possui a dependencia sensitiva das condisees iniciais.



No capftulo 2, apresentaremos todas as implicasees possfveis da de nisao aci-
ma. Mostraremos primeiramente que num espaso m§trico qualquer, a condigao iii)
§ dispens§vel, isto §, se T for transitiva e possuir o conjunto dos pontos perifidicos
denso em X, entao T possuir§ a dependéncia sensitiva das condigees iniciais. Vere-
mos tamb§m que esta § a finica implicasao possfivel num espaso m§trico qualquer |,
ou seja, quaisquer outras duas condisees nao implicam na terceira.

Veremos ainda, que se restringirmos a nossa an§lise a aplicasees em intervalos,
entao basta que a funeao seja transitiva, e teremos um sistema cafitico. Para -
nalizar, reformularemos as duas primeiras condigees topolfigicas da de nisao acima
em uma @nica condisao, que produz uma simples e breve de nisao de caos, a saber:

Seja X um espaso métrico. Uma aplicasao contfnua T : X ¥ X § dita cafjtica
em X, se dados U e V, conjuntos abertos nao-vazios de X, existe um ponto perifidico
p 2 U e um inteiro nao negativo k, tal que fX(p) 2 V, isto §, qualquer par de
subconjuntos abertos nao-vazios de X compartilha uma §rbita perifidica.

Provaremos a equivaléncia desta de nigao com a de nisao apresentada por De-

vaney.



Capftulo 1

Conceitos e Resultados Bsicos

Neste capftulo iremos trabalhar principalmente com a famflia de funsees quadr§-
ticas Q.(X) = x% +c¢, ¢ 2 R. O valor ¢ 2 R § denominado parametro da famflia.

Desenvolveremos uma teoria para compreendermos o comportamento de to-
das as §irbitas possfveis de um sistema. Comesaremos com a de nigsao de equaeees
discretas e §rbitas; apresentaremos em seguida a anglise gr§ ca, uma ferramenta
bastante §itil na visualizasao dos tipos de §rbitas. Introduziremos os pontos ~xos
atratores e repulsores, e veremos os dois tipos de bifurcasees que ocorem nesses
pontos, quando variamos o0 parametro da famflia. Em seguida, apresentaremos a
din&mica simbflica, uma das mais poderosas ferramentas para compreender o com-
portamento dos sistemas din&micos cafiticos. Por m, introduziremos a nosao de
caos dada por Devaney [3], apresentando as condigoes para que um sistema diné&mico

seja considerado cafjtico.



1.1 Equasoees Discretas e &rbitas

Considere o conjunto dos nfimeros naturais N = f0;1;2;:::g e uma aplicasao

contfnua f : R ¥ R. Seja a equasao de nida por:
x(n+1) =f(x(n)); n2N: (1.1)

A solusao para tal problema, com condisao inicial x(0) = Xxo, § dada por
x(n) = f"(xo), onde " § uma n-§sima iterada de f, f"*1 = f(f") e f° =1, a
aplicagao identidade.

Uma equasao do tipo (1.1) de ne um sistema dinamico discreto sobre R, que §
uma aplicasao % : N£ R ¥ R, satisfazendo para todo n;k 2 N e para todo x 2 R:
1)%(0; X) = X;

1)%(n; %(k; X)) = %(n + k; X);
iii)% § contfnua.

Dado X, 2 R, de” nimos a firbita de x, pela ¥, como sendo a segéencia formada
pelo ponto X, e pelas iteradas de T em X, isto §, (Xo; F(Xo); F2(X0); :32).

Dentre os v@rios tipos de §rbitas, as principais delas sao aquelas formadas por
pontos xos, por pontos perifidicos e por pontos eventualmente xos ou eventual-
mente perifidicos.

Um ponto X, § dito ponto ~xo de f se f(Xy) = Xo. Consegfientemente, teremos
f'(Xo) = Xo, para todo n 2 N, e sua firbita § a seqiéncia constante (Xo; Xo; :::).

Um ponto X, § dito perifidico se f"(Xo) = Xo, para algum n _ 1, isto §, se

Xo § ponto ~ xo da n-§sima iterada de f. O menor natural n no qual isso ocorre §
chamado de perfodo da §rbita.
Por 'm, um ponto X, § dito eventualmente xo (perifidico), se ele nao § um ponto

~xo (perifidico), mas algum ponto de sua §rbita § xo (perifidico). Por exemplo, o
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ponto j1 § eventualmente ~xo para f(x) = x?, o ponto 0 § um ponto perifidico de

perfodo 2 para f(x) =x? j 1 e o ponto 1 § um ponto ~xo para f(x) = x°.

1.2 Representasao Geom§trica das ®rbitas

Introduziremos um processo, chamado an§lise gr§ ca, que ir§ nos auxiliar a
compreensao das §rbitas das funsees reais cont§nuas de uma vari§vel.

Para isso, considere ¥ uma fungao real contfnua de uma vari§vel e xo 2 R um
ponto qualquer de seu domfnio. Desenhe no mesmo plano o gr§ co da f e da funsao
y = X. Os pontos de interseceao destes gr§ cos sao 0s pontos xos de f.

Considere o ponto (Xo;Xo) sobre a reta y = x e a partir deste ponto trace
uma linha vertical at§ interceptar o gr§ co de f, no ponto (Xo; f(X0)). A partir
deste ponto, trace uma linha horizontal at§ interceptar a reta y = X, no ponto
(F(Xo); F(X0)). Repita agora todo o processo para obter o ponto (F2(xo); F2(X0)) e

assim continuamente. Obtemos com isso, a §rbita de X, sobre a diagonal y = x.

Exemplo 1.2.1 . Sejam f(x) = pi, Xo>1leO<x <Ll

184 ]
161
143

121

089
0619
0.41
021




Observe na gura que a frbita de Xq, tende para o ponto xo 1, 0 mesmo

acontece com a §rbita de x;.

Exemplo 1.2.2 . Sejam f(x) =x2 j 1 e X, = 0.

Ln

1 0 i
Note que X, § um ponto perifidico para f de perfodo 2; isso produz um ciclo na

anglise gr§ ca.

1.3 Pontos Fixos Atratores e Repulsores

Conforme j§ falamos, os pontos xos representam importantes §rbitas de um

sistema din@mico e sao classi cados em trés tipos: atratores, repulsores e neutros.

De nisao 1.3.1 . Se X, § um ponto xo para f, dizemos que xo § atrator se

JF9(X0)j < 1, Xo § repulsor se jf'(xy)j > 1 e X0 § neutro se jF'(xy)j = 1.

Exemplo 1.3.1 . Considere f(x) = x2. Os dois pontos ~xos sao 0 e 1, onde 0 §

atrator e 1 § repulsor.



Note que, numa vizinhansa do ponto 1, todas as §irbitas sao repelidas e numa
vizinhanga do ponto 0, todas as §rbitas sao atrafidas por este ponto. O mesmo nao

podemos concluir de um ponto ~ xo neutro, como veremos no prximo exemplo.

Exemplo 1.3.2 . Considere as funsees f(x) = x;g(X) = jx e h(x) = x j x. Em
todos os casos, 0 ponto O § um ponto xo neutro, mas para qualquer vizinhansa
deste ponto, f deixa xo todos os pontos, g deixa todas as §rbitas perifidicas e para

h existem §rbitas que sao atrafidas e outras que sao repelidas pelo 0.

Essa situasao motiva a seguinte de nisao:

De nigsao 1.3.2 . Se X, § um ponto xo neutro para f, e se numa vizinhansa
de Xo as firbitas sao atrafidas por Xq, dizemos que este § um atrator fraco; caso

contrgrio, se sao todas repelidas por Xq, dizemos que X, § um repulsor fraco.

Pontos  xos atratores e repulsores foram de nidos usando fortemente o conceito
de derivada, mas o que garante que o comportamento ilustrado no Exemplo 1.3.1 se

veri ca sempre? Para responder tal pergunta temos os seguintes resultados:



Teorema 1.3.1 (Teorema do Ponto Fixo Atrator). Se f § de classe C! e se Xo §
um ponto xo atrator de f, entao existe um intervalo | contendo X, em seu interior
satisfazendo a seguinte condisao: se x 2 I, entao f"(x) 2 I, para todo n 2 N e

f"(xX) ¥ xoquandon ¥ 1.

Demonstrasao. Como X, § ponto ~xo atrator tem-se que jf'(Xo)j < 1. Daf|, existe

. >0 tal que jf'(Xq)j < . < 1. Como f § de classe C! existe + > 0 tal que
JF'Qi < .; 8x2 Xoi £Xo+1:

Sejam | =]xo j ;%o + [ e p 2 1 um ponto qualquer. Vamos mostrar que
f"(p) 2 1, paratodon2 N e f"(p) ¥ Xo, quandon ¥ 1.
De fato, se J; = [p; Xo] ou [Xo; p] (s€ p < X OU p > Xq respectivamente), J; ¥ |

e pelo Teorema do Valor Mfdio, existe ¢, 2 J; tal que,

iTE) i T _ .co, s
— = =jf'(c < <1
D 1 %ol )<,

Como Xxq § ponto xo de f,

JE(P) i Xoj < .jp i Xoj <jp i Xoj <%

Logo, f(p) 2 1.
Aplicando o mesmo raciocnio para os pontos f(xq) e f(p), temos que existe
um subintervalo J, %2 1 e ¢, 2 J, tal que

IF(F(p)) i F(F(x0))]
if(P) i F(x0)j

=jf'c)j<. <1l
Daff
iF2(0) i Xoj < .JF(P) i Xoi < .2p i Xoj <Jp i Xoj <
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Logo, f2(p) 2 1.

Continuando esse processo, conclufmos que
f"(p)21; 8n2N ¢

i) i X <."iPiXj "0 quando n ¥ A;

pois ., <1. Logo, f"(p) ¥ Xo, quandon ¥ 1. o)

Teorema 1.3.2 (Teorema do Ponto Fixo Repulsor). Se f § de classe C! e se X §
um ponto xo repulsor de f, entao existe um intervalo I contendo Xo em seu interior
satisfazendo a seguinte condisao: se X 2 1 e X & Xg, entao existe um inteiro n > 0

tal que f"(x) 2 1.

Demonstrasao. Como X, § um ponto ~xo repulsor de f, entao jf'(X)j > 1. Logo,
existe . > 1 tal que jf'(xo)j > . > 1. Como f' § contfnua, existe + > 0 tal que
JF'(X)j > . para todo x 2]Xo i *Xo + =[:

Sejam | =]xq i ;X0 + [ e p 2 | um ponto qualquer, p & Xq. Pelo Teorema do
Valor M$dio, existe ¢c; 2 | tal que

IT(p) i F(xo)i

a 2 = jfc)j > .:
D5 %ol F(c))> .

Disso segue que,

JF(P) 1 Xoj > .Jp 1 Xo:

Se _jpi Xoj . %, tem-se que T(p) 2 1 e acabou a demonstrasao. Caso contr§rio,
f(p) 2 | e aplicando novamente o Teorema do Valor M§dio para os pontos f(p) e
T(Xq) tem-se,

iF2(0) 1 o) = iF?(p) i F2(%0)i > . %P i Xoi:

11



Repetindo esse processo teremos a seguinte relasao:
IF(P) i Xoj > ."ip i Xoj:

Como , > 1, tem-se que a expressao . "jp j Xoj tende a +1 quando n tende
a +1. Logo, existe np 2 N tal que ,"™jp j Xoj . * e entao jT"°(p) § Xoj . *. Daf

conclufimos que f™(p) 2 1. o

1.4 Pontos Perifidicos

Do mesmo modo que os pontos xos, 0s pontos perifidicos sao classi cados

como atratores, repulsores ou neutros.

De nisao 1.4.1 . Um ponto perifidico de ¥ de perfodo n § atrator (repulsor)

[neutro] se ele § um ponto xo atrator (repulsor) [neutro] para f".

Por exemplo, a funsao f(x) = x2 j 1 possui os pontos 0 e -1 como perifidicos de
perfodo 2, e analisando f2(x) = x* § 2x2, vemos que estes pontos sao pontos ~ Xos
atratores. Com isso, esse 2-ciclo § atrator.

Mediante essa de nisao, podemos formular a seguinte questao:

Se Xo § um ponto n-perifidico para T, § possfvel a §rbita de X, conter alguns
pontos xos atratores e outros repulsores para f"?

Para responder essa pergunta, observe que se (Xo; X1; ::5; Xnj1; Xo; ::1) § a §irbita

de Xq, entao pela Regra da Cadeia temos,

(F")'(X0) = F'(Xn ;1) T (Xn 1 2):::F (x1) F'(Xo)

e aplicando a Regra da Cadeia para (f")'(x;), i = 1;::5n § 1 conclufmos que

(FM)'(x0) = (FM)'(x1) = 2 = (F")’(Xn;1)- Logo, se Xo § um ponto n-perifidico atra-

12



tor (resp. repulsor) para f, sua firbita § formada apenas por pontos xos atratores

(resp. repulsores) para f".

1.5 Bifurcasees

Como o prfiprio nome j§ diz, bifurcasao signi ca divisao, e 0 objetivo desta
sesao § compreender as mudansas que ocorrem nas vizinhangas dos pontos xos de
uma famflia de fungees a um par&metro, quando o par@metro varia. Mais precisa-
mente, estaremos considerando funeees de duas vari§veis da forma H(x; ,) = f_(X)
que para um _ xo associa a funeao f_(x).

O estudo dessas bifurcasees ser§ feito na famflia quadr§tica Q.(x) = x? + c.
Primeiramente vamos estudar o comportamento dos pontos xos. Para isso, temos

que resolver a equasao

X2 +c=x
obtendo os pontos xos
1+ P1 i 4c
_1li P1 i 4c.
pi 2 -

1 . _
Note que se ¢ > 7 entao 1 j 4¢c < 0 e Q.(X) nao possui nenhum ponto Xxo real;

N -

1 . . _
sec= 7 entao 1 j 4c = 0 e Q.(x) possui um @inico ponto xo, a saber, p. =p; =

_ 1 C — ..
por m,sec< 7 entao 1 j 4¢c > 0 e Q.(x) possui dois pontos xos distintos.
Feito isso, encontramos a nossa primeira bifurcasao ocorrida nos pontos xos
1 .
para o valor do par@metro ¢ = —; esta bifurcasao recebe o nome de sela-n§ ou

4
bifurcasao tangente.
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Vamos analisar agora a din@mica dos pontos xos, isto §, quando eles sao atra-

tores, repulsores ou neutros. Para isso, devemos estudar os valores de jQ(p.)j e
Qi
Qps) =1+ P i 4c;
pP—
Qup)=1i 1jdc

Note que Q(p+) = Ql(p;) = 1 se pl i 4c =0, ou seja, se ¢ = Ainda

ENPi.

. 1
Ql(p+) >1se pl i 4c>0, ou seja, se ¢ < 7

_ 1 1
Portanto p+ § ponto Xxo neutro se ¢ = 7 e § repulsor se ¢ < 7

Analisemos agora o ponto ~xo p;. B fgcil veri carmos que jQ'(p;)j < 1 se

3 1 1 3 _ 3
i <c< . == = j—, entao jQl(p;)j=1epor m,sec< j-, entao
iy<Cc<gz Sec=Zouc=jg entaojQ(p;)i=1ep i

jQUp;)i > 1.

_ 3 1
Portanto p; § ponto Xo neutro se ¢ = uc= j-, § atrator se j 7 <c<-—

4

Ml w

-0
3 4
e § repulsor se ¢ < j 7

- . 1 . _
Para nalizar, note que se ¢ > 7 entao atrav§ls de uma an§lise gr§ ca, con-

clufimos que todas as firbitas tendem para o in nito.

L
|

I\ S

2705 4 a5 0 05 1 15 2 25 1 35 4
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Com isso, temos demonstrado a seguinte proposisao:

Proposisao 1.5.1 . Para a famflia Q.(x) = x? + ¢ conclufmos que:

. L. 1
1 - Todas as §rbitas tendem para o in nito se ¢ > Z;

1 . . _
2 - Quando ¢ = 7 Q. possui um finico ponto X0 neutro p. =p; =

N|

1 . _ _
3-Sec< 7 Q. possui dois pontos xos p. € p;, 0 ponto X0 p. § sempre repulsor
e:

3 1
a) se iZ <c< 7 entao p; § atrator;

b) se ¢ = iZ’ entao p; § neutro;
3
c)sec< iZ’ entao p; ¥ repulsor.

Vamos mostrar agora um segundo tipo de bifurcasao que aparece na fam€lia
quadr§tica. Essa bifurcasao surge nas §irbitas, mais precisamente, vamos mostrar o
aparecimento de §rbitas perifidicas para determinados valores do parametro.

Observe, atravls da an§lise gr§ ca, que a din@mica interessante da famflia
quadr§tica ocorre para valores de ¢ - % e no intervalo [j p+; p+], pois para valores
iniciais fora deste intervalo todas as §irbitas tendem para o in nito.

O ponto jp+ § eventualmente xo pois Q¢(ip+) = p+. Agora, se i3 <c<-,

4 4

entao todas as firbitas no intervalo ] j p+; p+[ tendem para o ponto xo atrator p;.
i3 . _

Veremos 0 que ocorre se ¢ < IT' Sabemos que, para tais valores, o ponto Xxo

p; passa de atrator para repulsor e vamos mostrar o aparecimento de pontos de

perfodo 2. Para isso, temos que resolver a seguinte equasao

Q) =x;

ou seja,

X*+2cx? f x+C2+c=0: (1.2)
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Como o0s pontos p+ e p; sao  Xos, eles satisfazem a equaeao (1.2). Logo, fazendo

a divisao de (1.2) pela equasao (X j p+)(X i p;) = X? | X + ¢, obtemos a equasao
X2+ x+c+1: (1.3)

Portanto, os pontos ~ xos de Q2(x) sao 0s pontos p+, p; € as rafizes da equasao

(1.3), que sao

. . 3

Essas rafizes sao reais se j4c § 3 _ 0, ouseja, sec - iZ'
Veri quemos, agora, para quais valores de ¢ os pontos perifidicos g+ e q; sao
atratores ou repulsores. Observemos que Qc(q+) = q;. Assim, esses dois pontos

formam um 2-ciclo. Basta entao analisar a expressao j(Q2)'(q+)j.

(Q%)'(4+) = QL(+)Q%(a;) = (i1+pi4C i3)(ili Piac 3) =4c+4:

Logo j(Q¥)'(g+)j < 1 se, e somente se, j4c + 4j < 1, ou seja, ig <c< i%;

i . 5 — . . 5
Q) (@)i>1sec<izipor m j(Q)(a)i=1sec=ig.
Portanto, temos demonstrado a seguinte proposigao:

Proposisao 1.5.2 . Para a famflia Q.(x) = x? + ¢, conclufmos que:

3 1 — .
1 - Para iy <c< 7 Q. tem um ponto ~ xo p; atrator e nenhum 2-ciclo;

2 - Parac= j-, Q. tem um ponto xo neutro p; = gs e nenhum 2-ciclo;

2’

3 . _ .
3-Para j-<c< iZ’ Q. tem dois pontos xos repulsores p, e p; e um 2-ciclo

Al o1

atrator;

Para c = iZ’ Q. tem dois pontos xos repulsores p+ € p; € um 2-ciclo neutro;

5 . — .
5-Parac< j 7 Q. tem dois pontos xos repulsores p+ e p; e um 2-ciclo repulsor.
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A bifurcasao descrita acima recebe o nome de bifurcasao de duplicasao de
perfodo. Vamos a seguir dar a de nisao mais detalhada de como ocorre esses dois
tipos de bifurcasao. Para isso, vamos considerar uma famflia qualquer de funsees

(), tal que f_(Xx) dependa continuamente de , e X.

De nisao 1.5.1 . Uma famflia de funsees (f_ ) sofre uma bifurcasao sela-n€(ou
tangente) para um valor _q, se existe um intervalo aberto 1 %2 R, e 2> 0 tal que:
1-Para gi2<,<._o(resp. o<, <_,o+?2),T naotem ponto xo no
intervalo I;
2 - Para , = o, T_tem um ponto xo em | e este ponto xo § neutro;
3-Para o<, <_,o+2(resp. ,oi2<, <,p), T tem dois pontos xos em

I, um atrator e outro repulsor.

Geometricamente,

] by B
b ]
It 4 ¢
7 27 27
0 0 EI
2 AABE AR DERG R -2: : 4 !

2 o1 2 249 0 1 2 24 0 1 2
H i X
. <.0 . — 50 5 = 50

De nisao 1.5.2 . Uma famflia de funsees (f_) sofre uma bifurcasao de duplicasao
de perfodo em um valor , = _o, Se existe um intervalo aberto 1 2 R, e 2 > 0 tal

que:
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1 - Para cada , no intervalo [ o i 2 .0+ 2], existe um fnico ponto xo p_ para
f eml;

2-Para 0i?<, - .0(0-.<.0t+?2),T naotem ciclos de perfodo dois
em | e p_ § atrator [repulsor];

3-Para o<, <,0+2(,0i2<, <, existe um finico 2-ciclo g e g* em
I com T (qf) = qf. Este 2-ciclo § atrator [repulsor]; entretanto, o ponto xo p_ §
repulsor [atrator];

4-Quando , ¥ o, temosq’ ¥ p . i=12

Exemplo 1.5.1 . Considere a famflia de funsees E_(x) = e* + .

Note que para que tenhamos a diagonal como tangente na famflia E_, § necess§-
rio que tomemos , = 1, e isso ocorre somente se Xx = 0, pois E;1(0) = 0 e
E%1(0) = 1. Logo 0 § um ponto ~xo neutro para E;;. Para valores de , > j1, E_
nao possui ponto xo; j§ para . < jl, E_ possui dois pontos xos, um atrator e

outro repulsor.
Portanto temos uma bifurcaeao sela-nfjem , = j1.
Exemplo 1.5.2 . Considere a famflia de funeses f (x) = _x j x°.

Os pontos xos de f_ sao dados resolvendo a equasao

pP— _
quenosdao x =0ex =8 _ j 1 Logo, 0§ sempre um ponto xo e para , > 1,
existem dois outros pontos xos distintos.

Achemos agora para qual valor de _ ocorre a bifurcasao de duplicasao de

E3

perfodo. Para isso, devemos achar o valor de , no qual f passa a ter um 2-ciclo.
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Note que f_§ uma funeao Ympar e se X § tal _(Xo) = iXo, entao

F2(x0) = F.(F.(x0)) = F_(ix0) = i (x0) = Xo;

portanto um 2-ciclo § obtido resolvendo-se a equasao T (X) = X, obtendo assim

X1= ,+Lix= ip,+1para,> il

Este 2-ciclo § repulsor pois
@ CFn=rCFnrG T D = G2, i 32> 1

Alfm disso, o ponto xo 0 § atrator para j1 <, <1e repulsor para , < jl.
Portanto, temos uma bifurcasao de duplicasao de perfodo em , = j1.
Para nalizar, introduziremos o diagrama de bifurcasao, que consiste em

fazermos um gr§ co dos valores dos pontos xos (ou perifidicos) em relasao a ..

Por exemplo:
Fl.4 T
H2
12y W
054 o 06
044 04
: .2
02 2 18 _1IEIamh:|a 1.4 12 \1 ;
9] /2T '4'1i§m'&3508'['5'04'02 g, 043508 1
04 // \\ 04
o ~ - o
' - ‘x\\ 08
12 4\
14 12,
1R /'/ 14 e
18]—"
E (xX)=e+, fx)=.xix% -1

19



1.6 Dinamica Simb#@lica

Dentro da teoria dos sistemas din&micos, o objetivo principal § compreender
a din@mica dos sistemas, mas em alguns casos, isto § extremamente diffcil. Da§
surge a id§fia de relacionar dois ou mais sistemas de tal forma que, conhecendo a
din&mica de um deles, todos os demais apresentarao a mesma din&mica. Ou seja,
gueremos obter, dentro de todos os sistemas dinamicos possfiveis, uma equivaléncia
entre eles, e esta id§ia de equivaléncia est§ intimamente relacionada com a id§ia de
homeomor smo.

Construiremos a seguir um exemplo de um sistema din&mico que ir§ ter a mesma
dinamica que a famflia quadr§tica Q.(X) = x> + ¢ para determinados valores de c.

Considere ¢ < j2 e o quadrado de vErtices (p+;p+), (ip+; ip+), (P+; ip+) €
(ip+;p+)- Observe que existe uma vizinhanga A; da origem cuja imagem desses

pontos pela Q. deixa o intervalo | = [jp+;p-+], conforme gura abaixo.

r 144/l —de
2| P+ H=—F

P4

Se Xo § um valor inicial, com jXgoj > p+ 0U X 2 A;, entao a sua §rbita tende
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para +1.. Especi camente,
A =1tx21:Q(x)2Ig:

O conjunto I j A; consiste de dois subintervalos Iy e 1; fechados.

Se Ay, =Ttx 21 :Q.x) 2 Aig; A, consiste de dois subintervalos abertos, um
contido em Iy e outro em I, e se X 2 A,, entao a sua frbita tende para +1.

Analogamente, denotando por A, = fx 2 1 : QPil(x) 2 Aig, se x 2 A,, entao
a sua §rbita tende para +1..

Note que esse processo consiste em retirar de I os pontos cuja §irbita tende para

0 in nito.
Considere o conjunto @ =1 §j  A;. @ § nao vazio pois p+ 2 @. (Mais do que
i=1
: _ i(5+ 2p§)
iSs0, pode-se mostrar que @ § um Conjunto de Cantor para ¢ < f).

De nisao 1.6.1 . Se x 2 @, o itiner§rio ou percurso de x § uma segiéncia
in nita de 0s e 1's dada por S(x) = (SpS1S2:::), onde s; =0se QL(X) 2 lpou s; =1
se QL(x) 2 1.

De nisao 1.6.2 . O espaso das segii€ncias em dois sfimbolos § o conjunto
8 = 1(5051S2:2) :si=0 ou s;=1;i=0;1;2::0:

Queremos que 8 seja um espaso mEtrico, pois precisamos medir a distancia

entre duas segfiéncias. Logo introduzimos em § a seguinte m§trica:

De nisao 1.6.3 . Sejam s = (S¢S152::0) e t = (totity:::) dois pontos de 8. A

distancia entre s e t § dada por:

X il -
d(S, t) — JSI 2Ii tIJ:
i=0
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Tendo em maos essa de nisao, podemos dizer o quanto duas seqéiéncias estao

préiximas. Para isso, temos o0 seguinte resultado.

Teorema 1.6.1 (Teorema da Proximidade). Se s;t 2 8 e se s; = t; para
. 1 . 1
i =0;1;::;n, entao d(s;t) - on Reciprocamente, se d(s;t) < o entao sj = t;
para i - n.
Demonstrasao. Suponhamos que s; =t;, 1 - n. Entao js; i tjj=0,1 - n, daf

dene Sdsiti 11

(&0 = S

i=n+1 i=n+1

. 1 . .
Reciprocamente, suponhamos que d(s;t) < on e que exista J - n tal que

sj & tj. Logo, js; i tjj =1 e entao

ity 1, jsiitj 1

2! 2 VA ]

i=0 i=j+1

d(s;t) =

. 1 1 1
Como j - n, tem-se que o5 = o e portanto d(s;t) on que § uma contra-

disao. Logo s; =t; parai - n. o

1.7 Conjugasao

Vamos de nir agora em 8 uma aplicasao que servir§ de modelo para a famflia

quadr§tica.

De nigsao 1.7.1 . A aplicasao % : 8 ¥ §, dada por
Y4(S0S1S2:::) = (S15253::2)

§ chamada aplicasao deslocamento.
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Teorema 1.7.1 . A aplicasao % : 8 ¥ 8§ § cont¥nua.

Demonstrasao. Considere s = (S¢S1S»::)) 2 8 um ponto qualquer e 2 > 0 dado.

Vamos mostrar que % § contfnua em s.

. . 1 .
Com efeito, tome n su cientemente grande tal que on < 2econsidere + = et
Set2 8ed(t;s) <t, entao pelo Teorema da Proximidade, tj = s;, parai - n+ 1.

Logo,

d(%(s); %(t)) = d((S1S2:::Sn+1Sn+2:12); (S1S2::Sh+1th+2:10)) - Zin <z o)
J§ construfmos um sistema modelo para a famflia quadrtica, constitufido pelo

espaso das seqiéncias em dois sfmbolos, &, a funeao deslocamento % e obtivemos

al§m disso, uma relasao entre 8 e ©@ que § a funsao itiner§rio S : @ ¥ 8, O nosso

objetivo agora § mostrar que S § um homeomor smo, ou seja, que 0S espasos & e

8 sao topologicamente indistingufiveis. Antes de mostrarmos tal resultado temos a

seguinte relasao:

Proposieao 1.7.1 . Se x 2 &, entao (S +Q.)(X) = (% = S)(X).

Demonstrasao. Se x 2 © § um ponto qualquer com itiner§rio igual a
S(X) = (SpS1S2:::8n::0), entao

X2 lg,;

Qc(x) 2 ls,;
Qg(x) 2 ISz;

Q(r:](x) 2 ls,;

onde I, = lp ou Is;, = 15, conforme s; = 0 ou s; = 1. Daf o itiner§rio de Q.(x) §
dado por S(Q.(X)) = (51S2S3:::). Logo (S £Q.)(X) = (% £ S)(X). o)
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A partir da proposisao acima podemos obter a seguinte igualdade,
S+Qf =%"%S;
e ao mostrarmos que S § um homeomor smo teremos a relasao,
Negil=gilyynm,

ou seja, Sit transporta toda a din@mica do sistema % para a famflia quadr§tica. A
aplicasao que possui esta propriedade de transformar dois sistemas aparentemente
diferentes, em sistemas dinamicamente equivalentes, recebe o nome de conjugasao.

A seguir, apresentaremos a de nisao formal de conjugasao.

De nigao 1.7.2 . Sejam f : X ¥ X eg:Y ¥ Y duas funeees de nidas em
espagos miitricos. Dizemos que e g sao conjugadas, se existe um homeomor smo

h: X TY talquehtf=gzxh.

Mostraremos agora que a aplicasao S : ©@ ¥ 8§ § um homeomor smo, e com
iISso, mostraremos que dinamicamente o sistema % e a famflia quadr§tica sao indis-

tingufiveis.

i(5+ 2p§)
Teorema 1.7.2 . Sec < 'f entao a aplicasao S : & ¥ § § um homeo-

mor smo.
Ou, equivalentemente:

Teorema 1.7.3 (Teorema da Conjugasao). 6_aplicaaao deslocamento % : 8 ¥ 8§ §
i(6+2 b

conjugada a Q. : @ ¥ @ quando ¢ < 2

Demonstrasao. Vamos mostrar que S § um homeomor smo.
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Injetividade: Sejam x;y 2 @ com X <y. Suponha que S(x) = S(y), ou seja,
Q2 (x) e Q7 (y) estao no mesmo subintervalo I ou I;.

Para chegarmos a uma contradisao, precisamos usar o fato de jQ.(x)j > 1 para
todo x 2 1, [ 1;. Mas QL(X) = 2x, daff jQL(x)j - 1 se, e somente se £t - x - 2.
Portanto, para que tenhamos jQL(x)j > 1 para todo x 2 I, [ I;, § necess§rio que
0 gr§ co de Q. restrito ao intervalo [4'2—1; %] esteja totalmente fora do quadrado de
veirtices (p+; p+), (P+; iP+), (iP+; iP+) € (i p+;p-+).

Para isso, temos que resolver a equasao QC(% = jp+, obtendo como solusao os

c.oPE _ Pz .
valores ¢, = i2i22 e ¢, = i2*2 2 Como estamos considerando ¢ < j 2, a solus&o

desejada § ¢ = 1222, Mas, por hipfitese ¢ < Jilfi portanto jQ'(x)j > 1 para
todo x 2 I, [ 1:. Logo existe > 1 tal que jQL(x)j > 1 > 1.

Considere agora o intervalo [X;y]. Como Q. § injetiva em I,y e I, entao, para
cada n 2 N, Q aplica esse intervalo injetivamente sobre o intervalo de extremos

Qe (x) e QT (Y).

Aplicando o Teorema do Valor M§dio no intervalo [X;y] temos que,

JQe(X) 1 Q)i = tix i yi

isto §, o comprimento do intervalo de extremos Q.(x) e Q.(y) § maior que o com-
primento do intervalo [x;y] multiplicado pela constante 1.

Repetindo esse processo para os intervalos de extremos Qg (x) e Qf(y) con-
clufmos que,

JQI() 1 QZ(Y)i > *"jx i yi:

Mas 1" tende ao in nito, pois > 1, e o intervalo de extremos QP (x) e Q2 (y)

est§ contido em | para todo n. Temos portanto uma contradisao, que surgiu de

termos suposto que S(x) = S(y). Portanto S(x) & S(y) e S § injetiva.
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Sobrejetividade:  Sejam J % | um intervalo fechado e QI"(J) =
=fx21:QI(x) 2 Jg. Observe que Qil(J) consiste de dois subintervalos fechados.

Seja s 2 8 um ponto qualquer, s = (S¢S1S2::0).

De na lgys,s,ms, = X2 11X 2 1gy; Qe(X) 2 1g,; QN (X) 2 1g,0. Note que,
Isosisorisn = 1so N QI (1) N QE2(1,) \ 1\ QE"(ls,). Daf,

Isosasaisn = 1so N Q&M (15,) N QIH(QE (1)) N N QIHQE ™ (1s,)) =

o ] . ¢ ]
= ISo\chl IISJ_ \chl(ISZ)\\QcI (nll)(ISn) = ISO\QCIl(ISlsz:::Sn):

Vamos mostrar agora que 0s conjuntos ls.,:.s, s&0 intervalos fechados para
I =0;1;::5n e encaixados, isto §, lss,:s; %2 lsgs;osi;, PAra i = 1;::n.

Vamos provisoriamente denotar por I, 0 conjunto I indexado por n 0s ou
1’s. Temos que Iy § um intervalo fechado pois 15y = Io ou I;. Suponha Iy um

intervalo fechado. Entao,
I+ = Ty N QE(1go):

Como Iy, § um intervalo fechado, Qi*(l«)) & constitufdo de dois intervalos
fechados, um em I, e outro em 1. Entao, l+1) § um intervalo fechado.

Eles sao encaixados pois,

lsos; = bsy N Qil(ls,) % ls,;

Isosssa = 1so N QE(1s1) N QE%(1s,) = Ises, N QE2(Is;) ¥2 Loy

lsosyiisn = Isosl:::snil \Qcin(lsn) Y2 Isosl:::snil- N\
Portanto lsos,s, § NA0 vazia. Se x 2 lsgs, s, €Ntao pela de nisao

n_0 n_o0

X2 lgy, Qc(X) 2 Ig;,..., QT (X) 2 Ig,,,..., OU SEJA, S(X) = (SpS1S2:::) = S. Isto prova a
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sobrejetividade.

Continuidade de S: Sejam x 2 & um ponto qualquer tal que S(X) = (SpS1S2::)
e 2 > 0 dado. Tome n su cientemente grande tal que 2—1n < 2 g considere todos
os intervalos fechados I, de nidos anteriormente, para todas as combinasoes
possfiveis de tot;:::t,.

Esses intervalos sao dois a dois disjuntos. Com efeito, considere lyy,...t, €
ok, ok, OIS intervalos quaisquer. Se supormos que esses dois intervalos nao sao
disjuntos, § porque existe X 2 Lyt \ leokyziky- LOGO X 2 Iy € X 2 1y, Qc(X) 2 1y,
e QX)) 2 by, QV(X) 2 1y, € Q7(X) 2 Iy, e entao tj = kj, j - n, e assim
bigty ot = lkokyzikn-

Como S(X) = (SoS1:::Sp::), entao X 2 lgys,:s,,- L0go § possfivel escolher + > 0
su cientemente pequeno tal que y 2 @, jy j Xj < t, ey 2 lgyg:s,- ENtaO,

ASYSW) - = <2

Continuidade de Si': Vamos supor que existat 2 8§ no qual Si' nao § contfnua
em t, ou seja, existe 2 > 0 tal que para todo £ > 0, existe * 2 §, onde d(3;t) <z e
d(SH(*);StH(1) . 2

Daf para cada n 2 N, tome + = 2—1n Com isso, teremos que para cada n 2 N,
existe 1, 2 8§ onde d(%,;t) < 2in e d(Sit(1,);Sil(t)) . 2

Mas d(*n;t) < Zi“ nos d§ que 1, = t; parai - n. Logo QX(Sil(t)) e
QX(Si(1y)) estao no mesmo intervalo Iy ou I; para k =0;1;::;n.

Agora, de modo an§logo p demonstrasao da injetividade, e usando que

jQL(X)j > . > 1, e 0 Teorema do Valor M§dio, conclufmos que
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QIS (1) 1 QIS (n)i > IS i ST (*n)i > "

Como _" tende a in nito e o intervalo de extremos Q?(Si1(t)) e QM(Sil(%,))
est§ contido em I, temos um absurdo, que surgiu da hipfitese de existéncia de um
ponto t no qual Si' nao § cont§nua.

Portanto Si! § contfinua e , com isso, S § um homeomor smo. o

1.8 Caos

Muitos sistemas din&micos apresentam um comportamento cafitico das §irbitas,
mas que podem ser totalmente compreendidos. A famflia quadr§tica, como vere-
mos, § um exemplo desse tipo de sistema. Para que um sistema seja considerado
cafitico, segundo Devaney [3], § necess§rio que ele apresente trés propriedades. Apre-
sentaremos essas propriedades para a funsao deslocamento %, e em seguida daremos
a de nisao formal de um sistema caftico.

Considere em 8 o conjunto formado pelos pontos perifidicos de %. A rmamos
que tal conjunto § denso em 8.

Com efeito, considere s = (SgS1S:::) 2 8 um ponto qualquer e 2 > 0 dado.
Tome n 2 N su cientemente grande tal que 1 < 2 g considere 0 ponto n-perifidico

2n
para %, tn = (S0S1S2:::SnS0S1S2:::SnS0:::). Pelo Teorema da Proximidade, temos que

1

Portanto dado um ponto arbitr§irio s de 8, § possfivel achar um ponto perifidico
de %, su cientemente prfiximo de s. Ou seja, 0 subconjunto de & formado pelos

pontos per§idicos de % § denso em 8.
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Uma segunda propriedade que podemos observar em 8, § que existe um ponto
cuja §rbita § densa.
Para ver isso, considere s um ponto formado por n-blocos, n = 1;2;:::, e em

cada bloco colocamos todas as possfveis combinasees de 0s e 1’s, ou seja,
s=(01 00011011 000001010100 011:):

Mostremos que a §rbita de s § densa em 8.

Com efeito, seja t = (totyt,:::) um ponto qualquer de 8 e 2 > 0 dado. Tome
n 2 N, su cientemente grande tal que 2—1n < 2 e considere o0 bloco das n+1 primeiras
entradas de t, isto §, tot;:::t,. Em algum lugar de s este (n+1)-bloco aparece. Vamos
supor que isso ocorra na (k + 1)-fisima entrada de s, ou seja, t, § o (k + 1)-§simo
elemento de s.

Agora aplique k vezes a aplicasao deslocamento em s, e entao,
YK(S) = (totr::tnSne1:s):

Pelo Teorema da Proximidade, temos

1
d¥X(s): 1) = d((tots:tnSner:): (totsitatnasis)) - on <2
Portanto a firbita de s § densa em 8.
O conceito de §irbita densa est§ intimamente relacionado com o conceito de

transitividade, que de niremos a seguir.

De nigao 1.8.1 . Seja f : X ¥ X uma funsao contfnua, onde X § um espaso
mtrico. Dizemos que T § transitiva, se para quaisquer pares de subconjuntos

abertos nao vazios U e V de X, existe um inteiro k _ 0 tal que f*(U)\V & ;.
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Observe que se um sistema din&mico § transitivo, entao nao § possfvel decompo6-
lo em dois outros sistemas sem que haja uma interasao entre eles . Note tamb§m que
se um sistema din@mico possui uma frbita densa, entao ele § transitivo. A recfproca
dessa a rmasao § tamb§m verdadeira, mas para ver isso § necess§rio alguns conceitos
de An§lise que no momento nao estao em Nosso contexto.

A fItima propriedade que ressaltaremos da aplicasao deslocamento § a seguinte.

De nigao 1.8.2 . Seja f : X ¥ X uma funsao contfnua, onde X § um espaso
metrico. Dizemos que T depende sensitivamente das condigees iniciais, se
existe + > 0 tal que para qualquer x 2 X e V uma vizinhanega qualquer de X, existem

y 2V e um inteiro k _ 0 tal que d(fk(x); f(y)) > +.

A propriedade acima § uma das mais importantes dentro de um sistema din&mico
cafitico, pois ela nos diz que pertubasees iniciais bem pequenas, podem futuramente
ocasionar erros muito grandes. Isto § extremamente indesej§vel se tivermos reali-
zando algum tipo de experimento, pois o resultado nal pode ser algo que nao se
aproxime em nada da solugao exata.

Tal propriedade foi inicialmente descoberta por Lorenz em 1955 quando rea-
lizava experimentos na previsao do tempo. Por ironia, ela que § extremamente f§cil
de se compreender, § vista dentro dos sistemas din&dmicos como uma propriedade

desnecess§ria, conforme veremos no Capftulo 2.

i(5+ 2p§)

Exemplo 1.8.1 . Considere a famfllia quadr§tica Q.(X) = x2+c parac < 2

Este sistema possui a dependéncia sensitiva das condisees iniciais.
Com efeito, tome + menor que o di@metro de A, onde A; § o intervalo entre
lpel;. Sefamx 2o e2>0,etomey 2 g,y & x tal que jx j yj <2 Como

X &y, entao S(X) & S(y), e com isso, alguma entrada de S(x) § diferente de S(y).
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Vamos supor que isso ocorra na n-§sima entrada, isto §, Q7 (x) 2 lp e QL (y) 2 I3,

ou vice-versa. Logo,

QL) 1 QY > £

Exemplo 1.8.2 . Considere a funsao deslocamento %.

Para mostrar que % depende sensitivamente das condisees iniciais, considere
S 2 8, s = (SpS1:::) um ponto qualquer e 2 > 0 dado. Tome 0 <t < len
su cientemente grande tal que Zi“ <Z2esgjat2 8§, t=(thty:::) com d(t;s) < 2i“ e
t & s. Pelo Teorema da Proximidade, t; = s; parai - n.

Como t & s, entao existe k > n tal que t, & s,. Logo %X(s) e ¥%X(t) possuem a

primeira entrada distinta, com isso
A (s); % (V) . Jsk i tj = 1>+

Daremos a seguir a de nigao de quando um sistema dinamico § cafjtico, segundo

Devaney [3].

De nigao 1.8.3 . Seja f : X ¥ X uma funsao contfnua, onde X § um espaso
metrico. Dizemos que T § cafitica em X se :

1 - O conjunto formado pelos pontos perifidicos de T § denso em X;

2 - T § transitiva;

3 - T depende sensitivamente das condigees iniciais.

Tendo em maos essa de nisao, e pelo que j§ zemos nesta sesao, temos de-

monstrado o seguinte teorema.

Teorema 1.8.1 . A aplicasao deslocamento % : 8 ¥ & § um sistema din&mico

cafitico.
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Mostramos anteriormente que a aplicasao S : @ ¥ 8§ § um homeomor smo
para determinados valores de c. Logo, como § de se esperar, temos um resultado

anglogo ao teorema acima para a famflia Q..

Lema 1.8.1 . Suponha que f: X ¥ Y § uma funsao contfnua e sobrejetora, X e
Y sao espasos mEtricos e que D ¥ X § um subconjunto denso em X. Entao f(D)

§ densoem Y.

Demonstrasao. Sejamy 2 Y um ponto qualquer e 2 > 0 dado. Queremos encontrar
um ponto z 2 f(D) tal que d(y;z) < 2.

Como T § sobrejetora, considere X, 2 X a pr§-imagem de y em X, isto §,
f(Xo) =y. Agora T § contfinua, logo existe £ > 0 tal que, se X 2 X e d(X; Xp) < %,
entao d(f(x); f(xo)) < 2.

Para esse + > 0, como D § denso em X, existe ® 2 D tal que d(X;Xxo) < t.
Assim, T(R) 2 f(D) e d(f(R); T(Xxp)) <2

Portanto, encontramos z = (%) 2 (D) a uma distancia de y = f(Xp) menor

que 2. Como y foi tomado arbitrariamente, conclufmos a demonstrasao. o)

p-
iG+2 5 .
Teorema 1.8.2 . Sec < % entao a funsao quadr§tica Q.(X) = x?>+c §

cafitica em a,

Demonstrasao. Como j§ vimos, Q. depende sensitivamente das condigees iniciais.
Resta-nos mostrar entao a transitividade e a densidade dos pontos perifidicos.
Sejam D o conjunto dos pontos perifidicos de Q. e M 0 conjunto dos pontos
perifidicos de %. Sabemos que M § denso em 8. Pelo Lema 1.8.1 tem-se que Si1(M)
§ denso em @. Mas Si? leva os pontos perifidicos de % nos pontos perifidicos de Q.,

ou seja, Sit(M) = D e entao D § denso em @.
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Mostremos agora que Q. § transitiva. Para isso, vamos mostrar que Q. possui
uma §rbita densa em @.

Com efeito, seja s a firbita densaem § e A = %'(s); i =0;1;2::9. O conjunto
A § denso em 8. Logo Si'(A) ¥ = § denso em @. Mas, Sil(A) § exatamente a
firbita do ponto Sil(s).

Portanto Q. possui uma §rbita densa. o

Daremos agora outro exemplo de sistema din&mico cafjtico.

Considere W : R ¥ R, dada por W(x) = 2jxj i 2. & possfivel notar uma
semelhansa de W com Q, »(x) = x? j 2. Ambas possuem dois pontos ~ xos repulsores,
e se jXj > 2, entao a firbita de x tende a +1 em ambos os sistemas. Veremos adiante
que W § cafjtica, e atravlis de uma semi-conjugasao concluiremos que Q; . § tamb§m
caftica.

Investigando o gr§ co de W"(x), podemos observar que ele § formado por 2"
pedasos lineares, cada pedaso com inclinagao 82" e de nida num intervalo | de
comprimento % tal que W"(1) =[i2;2].

A partir disso, podemos concluir que W § cafitica em [ 2; 2].

Com efeito, seja J Y2 [ i 2; 2] um subintervalo qualquer. Pela observasao acima,
existe n > 1 e um subintervalo de J de comprimento ﬁ no qual W" aplica este
subintervalo sobre [§2;2]. Logo W" possui um ponto xo em J, ou seja, W possui
um ponto de perfodo n em J. Isso mostra que o conjunto dos pontos perifidicos de
W § denso em [ 2;2].

Considere agora dois abertos U e O nao vazios de [ j 2;2]. & possfivel encontrar
n 2 N su cientemente grande tal que W"(U) =[i2;2], ou seja, W' (U)\NO & ; e
entao W § transitiva.

Por m,tome0<t<2,x2[i2;2]eV uma vizinhansa qualquer de x. Existe
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n 2 N tal que W"(V) =[§2;2]. Logo existey 2V tal que JW"(x) § W"(y)] > ¢,
implicando que W depende sensitivamente das condigees iniciais. Portanto W §
cafitica em [ 2; 2].

Considere agora a funsao C(x) = i2cos(1/"7x). Esta funeao aplica o intervalo

[i2;2] em si mesmo. Portanto, tomando a imagem pela C dos pontos x e W (x)

teremos:
N 1/x,
C(W (X)) = j2cos(%jxj i %) = 2cos(¥jxj) = 2 cos(¥%x) = 2cos 247 =
4c03231/4x, i2= 3'2cos31/4x,,2 i
2 1 i | 2 1<
Logo, temos o seguinte diagrama.
X i\/\ﬁ 21X i 2
C# . #ce

i 2C0S(*X) ¥ Ii2cos(1/"7") .

Observe que a funsao T que completa o diagrama comutativo § justamente a
funsao quadr§itica Q,;,(x) =x? j 2, e entao temos C +tW =Q,, +C.

Contudo a funeao C nao § um homeomor smo. Portanto nao podemos dizer
que ela § uma conjugasao entre W e Q;,, mas o diagrama comutativo acima mostra
que ela leva firbitas de W em §rbitas de Q,,. Logo C leva ciclos de W em ciclos
de Q;2, nao necessariamente preservando o perfodo dos ciclos. Contudo como C §
contfnua e sobrejetora, o Lema 1.8.1 garante que o conjunto dos pontos perifidicos
de Q; # denso no intervalo [ 2;2].

Concluindo, como para qualquer subintervalo J de [ 2; 2] arbitrariamente pe-
gueno, podemos tomar n de tal forma que W"(J) = [i2;2], 0 mesmo § verdade

para a funeao Q;,. Isso prova a dependéncia sensitiva e a transitividade de Q;».
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Portanto Q;, § cafitica no intervalo [ 2;2].

Uma funeao que nao § um homeomor smo, mas se comporta de forma an§loga
a funsao C acima § chamada de semi-conjugas&o.

Apresentaremos a seguir a de nisao de quando que uma funsao § chamada de

semi-conjugasao.

De nigao 1.8.4 . Sejam f : X ¥ X eg:Y ¥ Y contfnuas onde X e Y sao
espasos mEtricos. A aplicasao h : X ¥ Y § chamada uma semi-conjugasao, se
h § contfnua, sobrejetora, existe n tal que cada ponto de Y § imagem de no m§ximo

n pontos de X e satisfaz h+f =gz+h.
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Capftulo 2

Sobre a De nisao de Caos

Os sistemas diné&micos ca§iticos tém sido intensamente estudados, e nao existe
dentro da matem§tica uma de nigao finica para esses sistemas.

A de nisao apresentada no capftulo anterior se deve a Devaney [3], e atualmente
§ a mais popular e usada. Para recordar, um sistema de nido por uma funsao
contfnua f : X ¥ X, onde X § um espaso métrico, § dito cafitico em X, se ele
satisfaz trés propriedades:

1 - A funeao T § transitiva;

2 - O conjunto dos pontos perifidicos de T § denso no espaso X;

3 - A funsao T possui a dependéncia sensitiva das condisees iniciais.

Veremos neste capftulo equivaléncias possiveis da de nigao acima. Em seguida,
veremos que se restringirmos a funeao f a intervalos da reta, entao basta que ela
seja transitiva para termos a sua caoticidade. Terminamos este capftulo dando uma
nova de nisao de sistema din@mico cafjtico, e provando a sua equivaléncia com a

de nisao apresentada por Devaney.
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2.1 A De nisao de Devaney Para Caos

Conforme falamos anteriormente, nao existe uma de nisao fjnica para sistemas
dinamicos cafiticos. Portanto, se considerarmos uma de nisao qualquer para tais
sistemas, podemos formular a seguinte questao.

Sejam X e Y espasos m@tricos quaisqueref: X ¥ X, g:Y T Yeh: X Y
funsees contfnuas tais que, f § cafitica em X e h § um homeomor smo. Sob tais
condigees, podemos a rmar que a funsao g § cafitica em Y ? Ou seja, caoticidade §
preservada por conjugasao topolfigica?

Observe que se a sua de nigao de sistema cafjtico for formada por propriedades
topolfigicas, entao a resposta para essa pergunta § certamente sim. Contudo, se
sua de nisao possui uma propriedade m§trica, que nem sempre § preservada por
homeomor smo, entao a resposta para sua pergunta pode ser nao, conforme veremos.

Considere a de nisao para sistemas cafjiticos dada por Devaney. Mostraremos
que a transitividade e a densidade dos pontos perifidicos sao propriedades topolfigicas,
mas a depende@ncia sensitiva nem sempre.

Para isso, considere ¥ : X ¥ X um sistema cafjtico, h : X ¥ Y um homeo-
mor smoeg:Y ¥ Y uma funsao contfnua.

Note que a seguinte igualdade § verdadeira
hit+g=Ff+hil;
ou seja,
hiltgk=f<+hil; 8k _ 0: (2.1)

Se D § o conjunto dos pontos perifidicos de f, D § denso em X. Como h §
contfinua e sobrejetora, h(D) §densoem Y, e h(D) § o conjunto dos pontos perifidicos

de g.
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Considere agora U e V dois abertos quaisquer nao vazios de Y. Como h §
contfnua, hit(U) e hi(V) sao dois abertos nao vazios de X. Pela transitividade da
T, existe k _ 0 tal que

f*hitu)) \hit(v) & ;:

Logo, por (2.1),
hit(@(U))\hit(V) =hi(@“U)\V) & ;:

Daf gk(U) \V & ;, ou seja, g § transitiva.

Portanto a densidade dos pontos perifidicos e a transitividade sao propriedades
topolfigicas. Veremos que a dependéncia sensitiva nao §.

Para isso, de na X = (1; 1) e f : X ¥ X por f(x) = 2x. Temos que f

depende sensitivamente das condigees iniciais, pois
O i F"Wi=2"ixijyj; 8xy2X e n_O0:
Considere Y = R5 e h: X ¥ Y dada por h(x) = log(x), com base maior que

1. Note que h § um homeomor smo, e considere o seguinte diagrama.

X 31 2X
h # #h
log(x) § log(2x)

A fungao g que completa o diagrama § a funsao g(x) = x + ¢, onde ¢ = log(2).

Tal funsao § contfnua e nao depende sensitivamente das condigees iniciais, pois
j9CO T gMi=ix iyl 8xiy2Y e k.0

38



Portanto mostramos que a dependéncia sensitiva nao § uma propriedade topol§-
gica.

Observe que o conjunto X que consideramos nao § compacto, diferente do con-
junto & considerado no Capftulo 1, no qual a dependéncia sensitiva era preservada
por conjugasao topolfigica.

Veremos a seguir que a dependéncia sensitiva pode ser considerada uma pro-
priedade topolfigica se restringirmos a nossa an§lise a subespasos compactos.

Com efeito, suponha que X § compacto e que T § conjugada a g conforme o

diagrama abaixo.

X Fr X
h # #h
Yy g v

Suponha tamb§m que f dependa sensitivamente das condigees iniciais, com
constante de sensitividade igual a =.

Seja Dy = f(X1;%2) 2 X £ X 1 d(X;X2) . tg. Como X § compacto, tem-se
que X £ X § compacto. Agora D. § fechado pois se (x;y) 2 D., entao existe uma

segdencia ((Xn;yn)) de elementos de D, tal que

i ¥n) T E (GY) D d(XniVn) T d(X;Y):

Como (Xn;Yn) 2 D, para todo n 2 N, temos que d(X,;Yn) . * paratodon 2 N,

daf d(x;y) . .
Portanto conclufmos que (X;y) 2 D. e que D. %2 X £ X § fechado. Agora
X £ X § compacto, logo D. § compacto.
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Seja E. a imagem de D. em Y £V, dada pela aplicasao A: X £X 1Y £V,
de nida por A(x;y) = (h(x); h(y)), onde h § a conjugasao topolfigica do diagrama
anterior.

A aplicasao A § um homeomor smo, pois suas funsees coordenadas o sao. Logo
E. § compactoemY £Y.

Considere 4y = f(y;y) 2Y £Ygq, isto §, a diagonal em Y £Y, e mostremos
que 4y \ E: = ;.

De fato, suponha que exista um ponto (x;y) 2 4y \ E.. Entao

x=y e (x;y) = (h(@);h()); (ab)2D.:

Logo h(a) = h(b) e com isso, a =b. Dafd(a;b) = 0 < = que § um absurdo, pois
(a;b) 2 D.. Portanto 4y \ E. = ;.

Como E. § compacto, existe uma dist&ncia mfnima positiva entre estes dois
conjuntos. Chamaremos essa distancia de £y > 0 e mostraremos que g depende
sensitivamente das condigees iniciais com constante de sensitividade igual a #y.
Antes disso, considere as seguintes notagees:

d a m@§trica em X;

d a m§trica em Y ;

&a mftricaem Y £Y dada por &(x;y); (a;b)) = d(x;a) + d(y;b).

Temos tamb§m a seguinte relasao: gk+h =h+fk ou seja, gk =hxfk+hil,

Tomey 2 Y um ponto qualquer, e U uma vizinhanesa aberta de y. Como h
§ um homeomor smo, temos que Y = h(Xg), Xo 2 X e hil(U) § uma vizinhansa
aberta de Xq. Agora, T possui a dependéncia sensitiva com constante igual a . Logo

existe yo 2 hil(U), yo = hil(y;) comy; 2 U e existe um inteiro k _ 0 tal que

d(F*(x0); F¥(y0)) > &
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Pela desigualdade acima, conclufimos que o ponto (FX(xo); F¥(yo)) 2 D.. Por-

tanto
~ i ¢
A(F(x0): F(y0)) = 'h(F(x0)); h(F¥(yo)) =

i ¢
= '(h+F£hit)y) (h£Fhit)(yr) = (@“1)ig" () 2 Es:

i ¢
DaS, d?l(gk(y); gk(y1)); (X;X) _ *y, para qualquer x 2 Y. Tome x = gX(y,), e

entao teremos
i k . K .k . K ¢__i k .~k ¢
& (@) 9" () (@ (Yo): 9°(ye)) =d g“(¥);9"(y) +
i k k ¢ i k k ¢
+d 9°(y1);9°(y1) =d g°(y);9°(ya) . #v:

Portanto, dado y 2 Y e U vizinhanga de y, conseguimos y; 2 U e k _ 0 tal
que d(g*(y); g“(y1)) . *v, ou seja, g depende sensitivamente das condisees iniciais,
conforme querfamos demonstrar.

Isso tudo motiva a apresentar o seguinte teorema envolvendo as condigees de

caoticidade de um sistema, apresentado em [2].

Teorema 2.1.1 . Se f: X ¥ X § uma fungao contfnua num espago métrico X,
tal que T § transitiva e possui 0 conjunto dos pontos perifidicos denso em X, entao

T depende sensitivamente das condigoees iniciais.

Demonstrasao. Vamos mostrar primeiro que existe £, > 0 tal que para todo x 2 X,
existe um ponto perifidico g 2 X cuja §rbita est§ a uma distancia maior ou igual a
2 de x.

Com efeito, considere dois pontos perifidicos quaisquer @q; e (¢ com
@rbitas disjuntas. Denote por t, a distancia entre estas duas frbitas, isto §,

to = minfd(f'(q,); F1(q2))g, onde i e j sao menores que o perfodo de g, e 0
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respectivamente. Suponha que , = d(f¥:(q,); F¥2(qy)), e que exista um X 2 X
tal que a distancia desse ponto g firbita de g e g, § estritamente menor que 2.

Daf, se essas distancias sao obtidas com f"(q;) e £M(g), respectivamente, entao

1o = d(F(q0); F°(02)) - d(F"(qw); F™(a2)) -
to
- d(F"(1); Xo) + d(Xo; T(02)) < 5t 5 =

A desigualdade acima nos d§ um absurdo, que surgiu de termos suposto que
existisse tal ponto Xy. Logo para todo ponto x 2 X, ele est§ a uma distancia maior
ou igual a %2 de q; ou Q..

Mostremos agora que T depende sensitivamente das condigees iniciais com cons-
tante de sensitividade igual a + = 2

Seja x 2 X um ponto qualquer e N uma vizinhanea aberta de x. Tome U uma
vizinhanga de x da seguinte forma, U = N \ B(x;t). Como o conjunto dos pontos
perifidicos de T § denso em X, existe um ponto perifidico p 2 U de perfodo n.

Pelo que mostramos acima, conclufmos que para esse ponto x tomado, existe
um ponto perifidico g 2 X cuja §rbita est§ a uma distancia maior ou igual a 4+
de x.

\ .
SejaVv =  fil IB(fi(q);i)¢, onde il (B(fi(q);+) = fx 2 X : fi(x) 2

BF@:tg.

Note que V § aberto e nao vazio, pois ele § formado pela interseceao nita de
abertos que cont§m o ponto ¢. Usando agora a transitividade da f para os abertos
U eV de X, temos que existemy 2 U e k _ 0 tal que f(y) 2 V.

Denote por j a parte inteira do nfimero £ + 1, ou seja £ +1 = j +0;c.

Logo k+n =nj +n(0;c),eentao nj j k - nenj j k § um nfimero inteiro

positivo. Portanto 1 - nj j k - n.
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Daf,

frI(y) = FUIK(EN(y)) 2 FIIK(V);  pois F(y) 2 V:
Contudo, ~

A L]
. - i ¢ X . ¢
frik) =ik fIB(FI(g)r) % FYTKFT(B(F(0);4) =
i=0
@)

i N\ N\
= ik i EEe) ) B

i=0
iEnj ik

v B(FYUik(q): 1):

i=0

1

£ (F (B (Fi(g); £))K %

Portanto fY(y) 2 B(fYik(q);+). Agora como p § um ponto de perfodo n,
temos que Y (p) = p.

Usando a desigualdade triangular temos,

O £ E(@) - d(x; p) + d(p; FY () + d(F (y); £ 14(a)):

Ou seja,

dFmy); 75 (p)) = d(FP ()ip) . dx; P R@)) § dxip) i
A ) FY (@) > 42+ j x=2¢

Usando novamente a desigualdade triangular temos,

2t < d(fM(p); Y (y)) - d(F (p); £ (x)) + d(F™ (x); TV (¥)):

Logo d(f™ (x); F (p)) > + ou d(f™ (x); FM (y)) > +.
Portanto conclufmos que existe + > 0 tal que para qualquer x 2 X e N
vizinhansa de x, ou existemy 2 N e nj > 0 tal que d(f™M(x); £ (y)) > +, ou entao

existem p 2 N e nj > 0 tal que d(f™ (x); f(p)) > +, e isso mostra a dependéncia

sensitiva da funsao T conforme querfamos mostrar. o)
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2.2 Algumas Implicasees

O teorema da sesao anterior nos diz que a condigao (3) da de nisao de caoti-
cidade § desnecess§ria dentro dos sistemas din&@micos cafjticos, isto §, para que um
sistema num espaso m§trico qualquer seja considerado cafjtico, basta que ele seja
transitivo e possua o conjunto dos pontos perifidicos denso. Veremos que essa § a
finica implicasao possfivel, ou seja, quaisquer outras duas condigees nao implicam a
caoticidade do sistema.

Para isso, considere S* = fe'" : 0 - p - 2%g, e de na em S* a m§trica d, dada
por,

d(e™;e™) =ju i Aj:

Seja X = Sinfe'*d : p;q 2 Z;q & 0g, munido com a métrica d.

Note que as rafzes n-fisimas da unidade, que sao da forma g%, para
0 - k - njl, naoestao em X, para todo n 2 N°:

Considere a funsao f : X ¥ X dada por f(e') = e'. A funeao f § contfnua,
pois seja e 2 X um ponto qualquer e 2 > 0 dado. Tomando t = 7, se e 2 X e
d(e'; e'A) < +, entao d(f(e'*); F(e'A)) = d(e'?; ei?A) = 2ju § Aj < 2.

Mostremos que T nao possui pontos perifidicos em X.

De fato, se e 2 X & um ponto perifidico de perfodo n para f, entao
el = fN(e) = el?",

Logo, cos(p) + isin(n) = cos(2"W) + isin(2"y).

Da,

cos(l) = cos(2"u) (2.2)
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sin(u) = sin(2"W): (2.3)

De (2.2) conclufmos que 2"y =+ 2k%, k 2 Z, ou 2"p = ju +2k%, k 2 Z. Se
ocorrer a segunda igualdade, a equasao (2.3) nao § satisfeita. Portanto conclufmos

que a @inica relasao que satisfaz (2.2) e (2.3) simultaneamente §

2"u=p+2k% k22Z:

1
2n 17
- 2Y%, e a partir disso, temos que 0 - k - 2" § 1.

Da expressao acima, conclufmos que p =
2kY,
2n i 1 2KY &
Portanto os pontos perifidicos de perfodo n para f sao da forma ez"iz',

Como 0 - p - 2%, entao

0

0 - k - 2" j 1, ou seja, sao as rafizes (2" j 1)-fsimas da unidade. Contudo,
tais rafizes nao estao em X, conforme j§ observamos. Portanto T nao possui pontos
perifidicos em X.

Mostremos agora que T § transitiva e que depende sensitivamente das condigees
iniciais.

Para mostrarmos a transitividade, observe que se e 2 X § um ponto qualquer,
entao as iteradas desse ponto consiste em duplicar o 4ngulo com relasao a iterada
anterior. Portanto se U e V sao dois abertos nao vazios de X, § ffcil ver que existe
um inteiro k _ 0, tal que F*(U)\V & ;, ou seja, T § transitiva.

A dependéncia sensitiva de T § verdadeira, pois se e’ 2 X § um ponto qualquer
e U § uma vizinhansa qualquer deste ponto com e 2 U e i & A, entao para todo
n 2 N tem-se:

d(fn(eip); fn(eiA)) — d(eiZ”p; eiZ”A) = 2" i Aj:

1,

Portanto basta tomar + = 3, e teremos a dependéncia sensitiva.
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Com isso, apresentamos um exemplo de uma fungao que § transitiva e possui a
dependéncia sensitiva, mas que o conjunto dos pontos perifidicos nao § denso.

# bom observar que pelo fato de 2" ¥ 1, isso nao implica que
d(f"(e); f"(e'*)) ¥ 1, porque estamos tomando congruéncia méidulo 2%.

Daremos agora um exemplo de uma fungao contfnua cujo conjunto dos pontos
perifidicos § denso e que possui a dependéncia sensitiva das condisees iniciais, mas
gue nao § transitiva.

Considere S* e o intervalo [0; 1] munido com suas mftricas usuais, e considere

o cilindro Y = S! £]0; 1] com a seguinte m§trica:
d((e™;ty); (€"2;t5)) = d(e™;e™2) + d(ty; t2) = i i Moj +]ts i b

Denag:Y XY porg(e*;t)=(e';t). A funsao g § contfnua.

2

De fato, seja (e';t;) 2 Y um ponto qualquer, e 2> 0 dado. Tome + = 5, € s

(e'2;t,) 2'Y com d((e™;t;); (€2 1)) < + = 3, entao
d(g(e; ty); g(e"; 1)) = d((; t1); (€25 1)) = 2y i Moj + ity i Lo -

- 2JW i Mol F 20t i ) = 2(M i M) ity i o)) < 2; =2

Mostremos que g nao § transitiva.

Com efeito, sejam U = S'£[0;2[ e V = S*£]1;1]. Note que U \V = ; e que
g"(U) = U para todo n 2 N. Logo, para todon 2 N, temos g"(U)\V =U\V = ;,
e entao g nao § transitiva.

Vamos mostrar agora que o conjunto dos pontos perifidicos de g § densoem Y,
e que g possui a dependencia sensitiva.

Se (e™;t) 2 Y § um ponto perifidico de perfodo n para g, entao

g"(e™:t) = (e™; 1), ou seja, (e?"*;t) = (e';t). Logo e'?"* = e e conforme vimos
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anteriormente, os pontos que satisfazem tal condigao sao as rafizes (2" j 1)-fisimas
da unidade.
Portanto devemos mostrar que 0 conjunto fermit : nk2Ne0 - k - 2"j1lg£
£[0;1] § denso em Y. Para isso, basta mostrar que o0 conjunto
2K

feoit' :n;k2N e 0 - k - 2" j 1g § denso em S!.

Considere entao U um arco aberto nao vazio em S de comprimento °, e tome
2Y,
- 2" i1
Se e7mit' 2 U, entao com certeza existe um nfimero k 2 N, k > 1 tal

~

n 2 N tal que

que e 2 U. Com IS0, mostramos que o conjunto formado pelas rafizes
(2" § 1)-§simas da unidade § denso em S?.

Para mostrarmos que g depende sensitivamente das condigees iniciais, basta
tomarmos * = %.

Daff se (e'*;t) 2 Y § um ponto qualquer, U uma vizinhansa qualquer deste

ponto e (e"4;s) 2 U, entao para todo n 2 N teremos,
d(g"(e™;1); g" (e 8)) = d((€™; 1); (€™ 5)) = 2"j i Aj +jt i sj:

Como 2" ¥ 1, conclufmos que em algum momento a dist&ncia acima ca
estritamente maior que *, e com isso temos a dependéncia sensitiva da funsao g.
Analogamente ao exemplo anterior, estamos tomando em 'Y congruéncia médulo

2Y. Logo o fato de 2" ¥ 1., nao implica que d(g"(e'*; t);g"(e*;s)) ¥ 1.

2.3 Em Intervalos, Transitividade = Caoticidade

Conforme vimos nas seeees anteriores, num espaso m§trico qualquer, as con-
digees (1) e (2) da de nisao de sistemas dinamicos cafiticos j§ nos dao a caoticidade

do sistema; e essa § a finica implicasao possfvel. Agora, se restringirmos a nossa
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anglise a aplicasees em intervalos, obtemos um resultado surpreendente, que § o

seguinte teorema apresentado em [8].

Teorema 2.3.1 . Se | § um intervalo, nao necessariamente limitado, e f : I ¥ |
uma aplicasao contfinua e transitiva, entao:
1 - O conjunto dos pontos perifidicos de T § denso em 1I;

2 - A funsao T depende sensitivamente das condigees iniciais.
Para demonstrarmos esse teorema, precisamos primeiro da seguinte proposisao:

Proposisao 2.3.1 . Suponha que | § um intervalo, nao necessariamente limitado,
esejaf : 1 ¥ | uma aplicasao contfnua. Se J % | § um intervalo que nao
cont§m ponto perifidico de f e z, T™(z) e T"(z) 2 J, com 0 < m < n, entao

z<f™@2) <f"(2) ouz>T"(z) > f"(2).

Demonstrasao. Suponha que exista z 2 J, com z < fM(z) e f™(z) > f"(z). De na
a funsao g(x) = fM(x).

Temos que z < g(z) e isso implica que

z<g(z) <g“*}z); 8k _ 1 (2.4)

Com efeito, se r 1, § o menor inteiro positivo tal que z < g"(z) e

=

9(z) > g"*1(z), de na a funsao h(x) = g"(x) i X. Teremos assim:

h(z)=9"(2)1z>0 e h@g@)=9""()ig@ <0

Como h § contfnua, pelo Teorema do Valor Intermedi§rio, existe um ponto
¢ 2]z;9(z)[¥2 J tal que h(c) = 0, ou seja, ¢ § um ponto perifidico para T de perfodo

rm e pertencente a J.
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Isso contradiz o fato de J nao conter nenhum ponto perifidico para f. Portanto
a expressao (2.4) § verdadeira.

A partir de (2.4), tome k+1=n j m > 0 e teremos,
z < fNimM(z). (2.5)

Supomos inicialmente que f™(z) > f"(z). Como f"(z) = fim*m(z) =
= f(im(fm(z)), temos f™(z) > Fim(fM(2)).

A rmasao: TMiMM(fM(z)) < fM(z2).

Para mostrarmos que a a rmasao acima § verdadeira, seja g(x) = F"i™(x), e

de forma an§loga p demonstrasao da expressao (2.4), temos:
f"(z) > g(f"(2)) > ¢“"*(f"(2)); 8k . L
Tomando k + 1 = m, obtemos que fM(z) > g™(f™(z)), ou seja,
fM(z) > FOIMMEM(2)): (2.6)

Para concluir, de na h(x) = f™imm(x) j x. A funsao h § contfnua, e por
(2.5) e (2.6) temos respectivamente que, h(z) > 0 e h(f™(z)) < 0. Novamente pelo
Teorema do Valor Intermedi§rio, existe ¢ 2]z; f™(z)[*2 J tal que h(c) = 0, isto §,
fhimme) = ¢, Logo ¢ 2 J, § um ponto (n j m)m perifidico para f, o que contradiz
o fato de J nao possuir ponto perifidico para f. Tal contradisao surgiu de termos
suposto que fM(z) > £"(z).

Portanto z < f™(z) < £"(2).

Suponha agora que z > f™(z) e fM(z) < t"(z). De modo an§logo ao que
~zemos acima, conclufmos que isso nao § possfvel. Logo se z > f™M(z), entao

™ (z) > £"(z) e temos demonstrado a proposisao. o
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Tendo em maos essa proposisao, vamos demonstrar o Teorema 2.3.1.

Demonstrasao do Teorema 2.3.1:

Sef: 1 ¥ | §uma aplicasao contfnua e transitiva, queremos mostrar que:

1 - O conjunto dos pontos perifidicos de T § denso em I;

2 - A funsao T depende sensitivamente das condigees iniciais.

Para isso, vamos mostrar apenas o ftem (1), pois j§ vimos que se uma funsao §
contfnua, transitiva e vale (1), entao (2) § tamb§m satisfeito.

Suponha entao que o conjunto dos pontos perifidicos de f nao § denso em 1.
Logo existe um intervalo J %2 | que nao cont§m ponto perifidico de f.

Seja x um ponto no interior de J, e N uma vizinhangsa aberta de x contida em
J. Considere E um intervalo aberto tal que E 2J n N.

Como T § transitiva, existe m > 0 tal que T™(N) \ E & ;, isto §, existe
y2N?¥%J talque f"(y) 2E %I nN, dafy & f™(y).

A funsao ™ § contfnua, logo existe uma vizinhanea aberta U de y contida em
J tal que f™(U)\U = ;.

Tome um aberto nao vazio A 2 (f™(U) \ E) % J; isso § possfvel pois
f™(U)\E & ;. Aplicando a transitividade de f para os abertos U e A, con-
clufmos que existe k > 0 e * 2 A tal que f¥(2) 2 U. Como 1 2 A, tem-se que
1 = fM(z) para algum z 2 U % J. Logo fk(1) = fK(FfM(z)) = f**™(z) 2 U.
Chamen=k+m>m.

Portanto encontramos 0 < m < n com z, f"(z) 2 U e tM(z) 2 U, ou seja,
conseguimos trés pontos z, T™(z) e f"(z) 2 J com 0 < m < n, que nao satisfazem
as desigualdades da Proposieao 2.3.1. Porque se tais pontos satis zessem as de-

sigualdades da Proposisao 2.3.1, entao deverfamos ter ™(z) entre z e T"(z), mas
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como z e T"(z) 2 U, terfamos f™(z) 2 U, o que nao § verdade.

Essa contradisao p Proposisao 2.3.1 surgiu de termos suposto que o conjunto
dos pontos perifidicos de T nao era denso em |. Portanto esse conjunto § denso em
I e demonstramos o0 teorema. o]

Uma observasao importante, § que essa prova nao pode ser generalizada para
espasos de dimensao maiores. 1Isso se deve ao fato de termos usado a Proposisao
2.3.1 para demonstr§-la, e nessa proposisao foi usado fortemente a relasao de ordem
de R, 0 que nao temos em outros espasos de dimensao maiores.

Daremos a seguir exemplos que mostram que em intervalos, a finica trivialidade
da de nisao de caos § a apresentada acima, ou seja, daremos exemplos de funsees

sobre intervalos que satisfazem algumas das condigoes de caoticidade mas nao todas.

Exemplo 2.3.1 . Uma funsao contfnua sobre um intervalo, cujo conjunto dos pon-

tos perifidicos § denso, e que nao depende sensitivamente das condisees iniciais.
Considere T : 1 ¥ | dada por f(x) = x. Todos os pontos de T sao perifidicos

de perfodo 1, mas T nao depende sensitivamente das condigees iniciais, pois para

quaisquer pontos x;y 2 | e para qualquer inteiro n _ 0, tem-se
00 1 PO =X iy

Exemplo 2.3.2 . Uma funsao contfnua sobre um intervalo que tem a dependéncia
sensitiva e o conjunto dos pontos perifidicos denso, mas que nao § transitiva.

Sejal =R.ede naf:I1 ¥ | por:

8
§3x se 0-x<4t
T id3x+2 se $-x<2
f(x) = ) )
§3x|2 se §-x<l1
T f(xjl+1 se x .1
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O gr§ co de f § dado por:

3.
1.87
1.6
1.47
1.2
¥ 13
0.5
069
0.4
0.2

D 02040608 1 121415 18 2

ks

Calculando f2(x) no intervalo [0; 1] temos:

8
ox se 0-x< 5—1%
ioX+2 se % X < g
X j2 se 9 X <§
ixX+4 se 3 -Xx<g
fP)=_9i4 se g-x<2
iox+6 se % X < g
9X 16 se § X <§
i9x+8 se g X<3
"9 j8 s g -x<l1
O gr§ co de 2 no intervalo [0; 1[ § dado por:
1_
0.8
0.6
¥
0.4 7
0.2
o 0.2 0.4 06 0.5
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Note que os gr§ cos de f e 2 no intervalo [0; 1[ sao formados respectivamente
por 3 e 9 pedasos lineares. Cada pedaso com inclinasao 83 e 89, contido num
subintervalo de comprimento % e % e cuja imagem de cada subintervalo § todo o
intervalo [0; 1] ou ]0; 1].

Em geral, podemos concluir que o gr§ co de " § formado por 3" pedasos li-
neares. Cada pedago com inclinasao 83", contido num subintervalo de comprimento
3% e cuja imagem de cada subintervalo § todo o intervalo [0; 1[ ou ]0; 1].

Mediante essa observasao, e conforme j§ vimos no Capftulo 1, concluf§mos que f
depende sensitivamente das condigoes iniciais e que o conjunto dos pontos perifidicos
§ denso em 1.

Agora, T nao § transitiva, pois para quaisquer k;n 2 N tem-se
fX([n;n+1]) = [n;n+1]. Logo se tomarmos U e V dois abertos com U % [n;n + 1]
eV % [n+1;n+ 2], nao existe k 2 N tal que FK(U)\V & ;.

Observasgoes:

1 - No exemplo acima, a hipfitese de I = R, § essencial, porque se considerarmos
I = [0;1], entao T seria transitiva, e portanto cafjitica, conforme observado no
Capfitulo 1.

2 - Se considerarmos |1 = [0; 2], conseguimos um exemplo de uma funsao num inter-
valo limitado que tem a depend@ncia sensitiva e o conjunto dos pontos perifidicos

denso, mas que nao § transitiva.

Exemplo 2.3.3 . Uma funsao contfnua sobre um intervalo ilimitado que tem a
dependéncia sensitiva, mas o conjunto dos pontos perifidicos nao § denso.
Considere | =R, e f: 1 ¥ | dada por f(x) = 2x.
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O Ginico ponto perifidico de T § o zero, e T possui a dependéncia sensitiva, pois

para quaisquer xX;y 2 1 e n 2 N tem-se
) i (I = 2% i i

Exemplo 2.3.4 . Uma funeao contfnua sobre um intervalo limitado que tem a
dependéncia sensitiva, mas o conjunto dos pontos perifidicos nao § denso.

Considere I =[0;2] e f:1 ¥ I dada por:

1
72 3

f(x) = gx se
2

(1ix) se

-X<

Nk O

EN[aS L

Note que o intervalo [3; 3] § invariante pela f, alfm disso qualquer x 2]0; [,
existe k 2 N tal que f¥(x) 2 [;2]. Portanto o intervalo ]0; 3[ nao possui nenhum
ponto perifidico, e com isso o conjunto dos pontos perifidicos de f nao § denso
emI.

Resta mostrar que T depende sensitivamente das condisees iniciais. Para isso,
calculemos as expressoes de f, 2 e 3 (sem se preocupar com o intervalo de de -

nisao), e veremos se conseguimos obter alguma relasao entre eles.

8 3
(g)sx

8 Gyx % ORCERY
= Grein (i
f200=_ 3,310 ro=_ (P¢ix
= G b s
= Grain ?5) i
2 G i %)
~ Bxi g
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A partir dessas trés expressees, podemos concluir que a expressao de X para
k 2 N, § dado por

= 3 hio;
onde hi(xX) =x jciouhj(xX) =ciix,com0 - ¢i - 1e o nfimero de funsees h; §
nito.
Considere + = 0:2, x 2 [0; %] um ponto qualquer e N uma vizinhansa aberta de

x contida em [0; 3]. Sey 2 N ey & x, entao para todo k inteiro teremos,

ZH3'”|< H3'ﬂk N H3'ﬂk
W= 5 hi 5 hOT= 5 ) i i
Como x;y 2 1 = [0;%], temos que jhi(x) i hj(y)] § limitado. Al§m disso,

(%)k T +1 quandok ¥ +1.

Portanto existe k _ 0 tal que
e i fy=>=

Com isso, provamos que T possui a dependéncia sensitiva das condigees iniciais.

2.4 Outra De nisao de Caos

Vimos at§ agora todas as implicasees possfiveis na de nisao de sistema din@mico
cafitico, tanto em intervalos quanto em um espago m§trico qualquer. Considera-
remos a seguir um espaso mitrico qualquer e introduziremos uma outra de nisao
de caos apresentada em [7]. Esta de nisao § uma reformulasao das duas condisees
topolfigicas, a transitividade e a densidade dos pontos perifidicos, em uma {inica
condigao que produz uma simples e breve de nisao de caos. Por m, mostraremos

a equivaléncia entre essas duas de nisees.
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De nisao 2.4.1 . Sejam X um espaso mitrico e f : X ¥ X uma aplicasao
contfnua. Dizemos que T § cafitica em X, se dados U e V conjuntos abertos nao
vazios de X, existem um ponto perifidico p 2 U e um inteiro nao negativo k tal que
fX(p) 2V, isto §, qualquer par de subconjuntos abertos nao vazios de X compartilha

uma @§rbita perifidica.

Usaremos essa de nisao para dar a caracterizasao de caos, e mostrar a equi-
valéncia com a de nisao anterior. Para isso, basta mostrar a equivaléncia dessa de -
nisao com a transitividade e a densidade dos pontos perifidicos, ou seja, mostraremos

a seguinte proposigsao.

Proposisao 2.4.1 . Sejam T : X ¥ X contfnua e X um espaso m@trico. A funsao
f § cafitica em X no sentido da De nisao 2.4.1 se, e somente se,  § transitiva e o

conjunto dos pontos perifidicos de f § denso em X.

Demonstrasao. Vamos mostrar primeiramente que o conjunto dos pontos perifidicos
de T § denso em X.

Com efeito, pois pela prfipria de nisao de caoticidade, cada par de subconjuntos
abertos nao vazios de X compartilha uma §rbita perifidica. Logo, cada subconjunto
nao vazio de X cont§m um ponto perifidico.

A transitividade segue tamb§m direto da de nisao, pois considere U e V dois
abertos nao vazios de X. Pela de nisao, existe p 2 U perifidico e k _ 0 tal que
fk(p) 2 V.

Reciprocamente, suponha que f seja transitiva e possua 0 conjunto dos pontos
perifidicos densos em X, e mostremos que T § cafitica em X.

Sejam U e V dois abertos quaisquer nao vazios de X. Pela transitividade da f,
existe u 2 U ek _ 0 tal que FK(u) 2 V.
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De na
W =fikV)\U:

O conjunto W § aberto e nao vazio, pois u 2 W. Al§m disso,
W) = FXEFI*(V)\U) %V \ FKU) % V:

Como W § um aberto nao vazio de X, e o conjunto dos pontos perifidicos
de T § denso em X, entao existe p 2 W, perifidico para f. Logop 2 U e
X(p) 2 FX(W) 12 V.

Portanto dado dois abertos U e V quaisquer nao vazios de X, conseguimos um
inteiro k _ 0 e um ponto perifidico p tal que p 2 U e fX(p) 2 V, ou seja, T §

cafjtica. o]

Vamos mostrar agora que qualquer nfimero nito de subconjuntos abertos nao

vazios de X compartilha uma §rbita perifidica quando T § cafjtica.

Proposisao 2.4.2 . Se X § um espaso m§trico e £ : X ¥ X § uma aplicasao
contfinua e cafitica em X, entao qualquer colesao nita de subconjuntos abertos nao

vazios de X compartilha uma @rbita perifidica.

Demonstrasao. Demonstraremos essa proposisao por indusao no nfimero de sub-
conjuntos abertos da colesao.

Chame de N o nfimero de subconjuntos da colesao.

Se N =1, o resultado segue pela densidade dos pontos perifidicos.

Se N = 2, o resultado segue pela prfipria de nisao de caoticidade.

Suponha entao que a proposisao § verdadeira para N = n, e mostraremos que

ela § verdadeira para N =n + 1.
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Podemos supor, sem perda de generalidade, que a colesao consiste de n + 1
subconjuntos disjuntos, pois se nao forem disjuntos tomamos a interseceao nao vazia
de dois deles como sendo um @inico subconjunto, e camos com uma colesao de
n subconjuntos. Daf pela hipfitese de indusao essa nova colesao compartilha uma
Birbita perifidica. Em particular, essa §irbita § compartilhada pelos n+1 subconjuntos
da colesao inicial.

Tome um subconjunto qualquer dessa colesao e denote por V. Os n subcon-
juntos restantes, pela hipfitese de indusao, compartilham uma §rbita perifidica.

De todas as §irbitas perifidicas que essa colesao de n subconjuntos compartilham,
existe uma de menor perfodo, que denotaremos por m. Note que m _ n.

Desses n subconjuntos, tome um deles e denote por Uy. Seja p 2 Uy 0 ponto
perifidico acima de perfodo m. Os n j 1 subconjuntos que restaram, denotaremos
da seguinte maneira:

O primeiro conjunto atingido pela §irbita de p, denotaremos por U;. Supo-
nhamos que isso ocorra na k;-§sima iterada de f, isto §, f<*(p) 2 U; e 0 < k; < m.
Da mesma forma, o prfiximo subconjunto atingido pela §rbita de p, chamaremos de
U,. Suponhamos que isso ocorra na kx-§sima iterada de f, com 0 < k; < k, < m.
Pondo ko, = 0 e prosseguindo com esse raciocfnio, obtemos 0 = ky <k; <k, <:: <
<kn;1<mtal que f<i(p) 2 U;, j =0;1;:5n j 1.

Portanto temos a nossa colesao denotada por fV; Ug; Uy; i1 Un;10.

De na agora uma outra colesao de subconjuntos abertos nao vazios de X da
seguinte maneira:

Seja

Wo = Up; 1t

Claramente temos que fkrit(p) 2 W.
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Como Kn;2 < Knj1, COnsidere
Wy = fitknarikni2)(Wo) \ Up ;o
Temos que W, § aberto e nao vazio pois,

Fr12(p) 2 Un;o

fkniz(p) — f i (knilikniz)(fknil(p)) 2 f i (knilikniz)(WO):
Logo fkniz(p) 2 W4, e al§m disso,
Wi % Uy e f(knilikniZ)(Wl) Y Wo:
Seja
W2 =Ff i(kniZiknia)(Wl) \ Un i3:

De modo an§logo, W, § um aberto nao vazio, W, %% U,;5 €
f(knizikni3)(W2) ]/2 Wl'

Continuando esse processo, construfimos a seguinte colesao de abertos nao vazios
de X:

WO = Unil;
W; = fitkniiiknia) (Wi ) N\ Un ey para i=1;205n0 G 1
onde
Wi % Uneny € FEnaiiknian)(Wi) 26 Wi o

Devemos encontrar uma @rbita perifidica que visita a nossa colesao
TV;Up; Uy; 155 Un;10. Para isso, considere V. e Wy;;. Sabemos que eles compar-
tilham uma §rbita perifidica, isto §, existe um ponto perifidico p’ 2 V e um inteiro

positivo g, tal que FI(p’) 2 W, 1.
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Entao temos:

P2V,

F(p’) = FOI(p') 2 Wi ;1 % Uo;

FOo)(pf) = FU TR (FEHO (pf)) 2 £ (Wi 31) %6 W2 ¥ Uy
F)(pf) = Fle i (FEHD () 2 FO2T (Wo;2) Y Wa s ¥ U,

FOrkni) () = Flnizikni2) (F@+kni2)(pl)) 2 Fnizikni2) (W;) 16 W %2 Uy 1.
Portanto, encontramos um ponto perifidico p’ cuja §rbita visita cada um dos
n + 1 subconjuntos da colesao. Isso completa a prova da indusao, e temos de-

monstrado a proposisao. e

Corol8rio 2.4.1 . Se X § um espaso m§tricoe f : X ¥ X uma aplicasao contfnua
e cafitica em X, entao qualquer colesao nita de subconjuntos abertos nao vazios de

X, compartilha uma in nidade de §rbitas perifidicas.

tos abertos nao vazios de X, que compartilha apenas um nfimero nito de §rbitas
perifidicas.

De na por P, o conjunto formado pelos pontos dessas nitas firbitas perifidicas.
O conjunto P § nito.
de nida por V; =U;nP.

Pela Proposisao 2.4.2, (Vi) compartilha uma §rbita perifidica, e obviamente essa
§irbita nao est§ em P.

Por outro lado, da forma que de nimos (V;), essa firbita § tamb§m compar-

tilhada pela colegao inicial (U;). Isso contradiz o fato de termos tirado inicialmente
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de (U;) o conjunto de todos os pontos de todas as §irbitas perifidicas que o visitam.
Tal contradisao surgiu de termos suposto que existisse uma colesao que dividisse

apenas um nfimero nito de §rbitas perifidicas. Isso mostra o corol§rio. o)

Proposisao 2.4.3 . Sejam X um espaso m@trico e ¥ : X ¥ X uma aplicasao
contfnua em X. As seguintes a rmasees sao equivalentes:

1 - A aplicasao T § cafitica em X;

2 - A aplicasao T § transitiva e o conjunto dos pontos perifidicos § denso em
X;

3 - Qualquer colesao nita de subconjuntos abertos nao vazios de X compartilha
uma §rbita perifidica;

4 - Qualquer colesao nita de subconjuntos abertos nao vazios de X compartilha

in nitas §rbitas perifidicas.

Demonstrasao. J§ mostramos que 1) , 2) > 3) ) 4); s§ nos resta mostrar que

4) ) 1).
Suponha entao que 4) seja v@lido. Portanto quaisquer dois subconjuntos abertos

nao vazios de X compartilham uma §rbita perifidica, ou seja, T § cafitica em X. ©
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