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RESUMO

O primeiro objetivo deste trabalho foi estudar problemas relacionados a estabilidade
estrutural dentro das classes de campos de vetores suaves por partes e suaves por
partes refrativos tridimensionais que admitam integral primeira que deixe invariante to-
das as esferas bidimensionais centradas na origem. Condi¢cdes sobre estabilidade e
familias genéricas a um parémetro na esfera bidimensional foram usadas para provar
0s resultados que estabelecem as condi¢gées necessarias para a estabilidade estru-
tural dentro destas classes. Além disso, estudamos o problema do centro-foco e de
ciclicidade nas classes de campos suaves e suaves por partes tridimensionais que
admitam integral primeira que deixe invariante todas as esferas bidimensionais cen-
tradas na origem. Provamos que sistemas lineares nessas classes nao admitem ciclo
limite nas esferas invariantes. Finalmente, obtemos 4 ciclos limite de pequena am-
plitude bifurcando de um foco-fraco para sistemas quadraticos (suaves) definido na
esfera unitaria e também mostramos que existe uma perturbacdo suave por partes
quadratica tal que pelo menos 10 ciclos limite de pequena amplitude bifurcam de um

centro quadratico suave nessa esfera.

Palavras-chave: Campos de vetores em esferas invariantes, estabilidade estrutural,
integrabilidade, problema do centro-foco, ciclicidade local.






ABSTRACT

The first goal of this work was to study structural stability problems in the classes of pi-
ecewise smooth and piecewise smooth refractive vector fields that admit a first integral
that leaves invariant any two-dimensional sphere centered at the origin. Stability con-
ditions and generic one-parameter families in the two-dimensional sphere were used
to prove the results that establish the necessary conditions for structural stability in
these classes. Furthermore, we study the center-focus and the cyclicity problems in
the classes of smooth and piecewise smooth vector fields that admit a first integral that
leaves invariant any two-dimensional spheres centered at the origin. We prove that
linear systems into these classes do not admit limit cycle on invariant spheres. Finally,
we obtain 4 small amplitude limit cycles bifurcating from a weak-focus of a (smooth)
quadratic system defined on the unit sphere and we also show that there exists a pie-
cewise smooth quadratic perturbation such that at least 10 small amplitude limit cycles

bifurcate from a smooth quadratic center on this sphere.

Keywords: Vector fields on invariant spheres, structural stability, integrability, center-
focus problem, local cyclicity.
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1 Introducao

Equagoes diferenciais e sistemas dinamicos podem ser utilizados para modelar fenome-
nos naturais e podemos obter informagoes sobre isso através das solugoes desses sistemas.
Uma ferramenta interessante para entender o comportamento das solugdes de um sis-
tema dinamico ¢ a existéncia de integrais primeiras, pois quando existem as trajetorias
do campo vetorial permanecem restritas as superficies de nivel dessas fun¢oes. Quando
trabalhamos com um sistema n—dimensional, dizemos que ele é completamente integravel
quando tem n — 1 integrais primeiras independentes e as érbitas de um sistema comple-
tamente integravel sao obtidas apenas intersectando os conjuntos de nivel das integrais
primeiras. Outros conceitos importantes no entendimento do comportamento das solu-
¢oes de um sistema diferencial e na classificacao de retratos de fase de campos de vetores
suaves sao os de equivaléncia topolégica (ver Defini¢ao e estabilidade estrutural (ver
Definicao , que buscam responder sob quais hipdteses campos de vetores tem o mesmo
comportamento. Nesse sentido, os Teoremas de Peixoto [42), 43| classificam os campos de
vetores estruturalmente estaveis em regioes planares e variedades bidimensionais. Além
disso, em [47, [51] foram exibidas classificagoes dos campos de vetores de codimensao-1
definidos em variedades bidimensionais sem e com bordo, respectivamente. Mais detalhes
podem ser vistos na Secao [2.1]

Em 1880s o conceito de ciclo limite (i.¢. érbita periddica isolada) foi introduzido por H.
Poincaré e o problema em aberto mais importante relacionado a esse tema foi apresentado
por D. Hilbert, em 1900, no International Congress of Mathematicians - ICM, em Paris. A
segunda parte do décimo sexto problema de Hilbert busca uma estimativa para o nimero
maximo de ciclos limite que um campo vetorial polinomial planar pode ter. Para mais
detalhes, indicamos [30].

Nos ultimos anos, o comportamento de sistemas dindmicos suaves por partes também
tem sido estudado e uma formulacao rigorosa do problema foi dada por Filippov, em [21].

Esta teoria é muito importante em aplicagoes fisicas e bioldgicas, veja [16] por exemplo.

Nesse sentido, consideramos

X (x,y,2), z>0,

(1.1)
X (x,y,2), 2<0,

Y(l’? y’ z) = {

21
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um campo de vetores suave por partes 3—dimensional com regiao de descontinuidade
Y = {(z,y,2);2 = 0}. Assumimos que Y pode ser multivaluado em ¥ e seguimos as
convencoes de Filippov nas regioes de escape e deslize. As defini¢bes precisas podem ser
vistas na Secao

No caso suave por partes, assim como no caso suave, a integrabilidade dos campos de
vetores X* é uma ferramenta importante para entender o comportamento das trajetérias
de Y = (X, X7), na classificagdo de retratos de fase e também para responder a questoes
relacionadas com a existéncia de ciclos limite costurantes (6rbita periédica de costura
isolada). Veja [39] para mais detalhes.

Outro conceito importante na classificacao de retratos de fase de campos de vetores
suaves por partes é a Y—equivaléncia. Dizemos que dois campos de vetores suaves por
partes Y = (X7, X )eY = (X1, X ") sdo E—equivalentes se existe um homeomorfismo
h que leva 6rbitas de Y em orbitas de Y preservando a orientacao das Orbitas e tal
que h(X) = X. Para mais detalhes, veja Segao Nesse sentido, podemos encontrar
uma caracterizagao local dos elementos estruturalmente estaveis e de codimensao-1, para

sistemas suaves por partes planares, em [28] [34], por exemplo.

Denotamos por X a classe dos campos de vetores suaves X : R® — R3 que admitem
H(z,y,z) = 2*> + y* + z? como integral primeira, munido da topologia C". Isso significa
que todas as esferas centradas na origem e com raio p, S? = {(x,y, 2) : 2> +y* + 2* = p*},
sao invariantes pelo fluxo de X. Denotamos por X, quando as componentes de X € X
sao polindmios de grau n. Também consideramos a classe de campos de vetores suaves
por partes dada por tais que X, X~ € X. Denotamos esta classe por X e por X,
quando X, X~ € X,,. Portanto se Y € X, entdo qualquer esfera centrada na origem ¢
invariante pelo fluxo do sistema suave por partes Y. Munimos a classe X com a topologia
produto de classe C", como usual.

Também consideramos o caso em que Y € X é refrativo, veja Definicao [4.6, Em
suma, significa que a primeira derivada de Lie de f(z,y,z) = z nas diregoes de X e de
Y em p = (z,y,0) € 3 coincidem, conforme definido com mais detalhes na Segao .
A principal motivagdo para estudar este caso reside em aspectos da Teoria do Controle
onde enfatizamos o notavel trabalho de I. Ekeland em [19], no qual o principal problema
no calculo classico de variagoes foi estudado. Denotamos por R o espago de todos os
campos de vetores refrativos Y = (X, X7) em X e munimos R com a topologia induzida
da topologia produto de classe C". Para A > 0, suficientemente pequeno, consideramos
o conjunto 3** formado por todos os campos de vetores suaves por partes refrativos
definidos em S3 tendo X = {(z,y, 2) € S3;2z = 0} como regiao de descontinuidade. Note

que se Z € *R, entao para cada A > 0 a restricao Z|SA € M.

Nossos principais objetivos sao:

1. Estudar o problema de estabilidade estrutural e bifurcagdes de codimensao-1 na classe
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M. Utilizar os resultados obtidos para estudar, localmente, o problema de estabili-

dade estrutural na classe fR.

2. Estudar o problema de estabilidade estrutural e bifurcagoes de codimensao-1 na classe
X5,

3. Estudar o problema de centro foco e ciclicidade na classe &,,, n =1, 2.
4. Estudar o problema de centro foco e ciclicidade na classe X,,, n =1, 2.

A seguir, descrevemos os resultados obtidos. Os enunciados, detalhados, estdo no

corpo do texto.

No que diz respeito ao primeiro objetivo, buscamos caracterizar os conjuntos Egk e
S7* dos campos estruturalmente estéveis e de codimensdo-1 em :5* e também buscamos
caracterizar um subconjunto ¥y C R tendo uma descricdo simples e compreensiva de
modo que se Z € fR é localmente estruturalmente estavel, entao Z € ¥,. Estabelecemos
esse resultado no Teorema [£.1, na Segdo [£.6] O Teorema (1.1 ndo é de cardter global
em R? mas no desenvolvimento de sua prova precisaremos estabelecer alguns resultados
globais envolvendo estabilidade estrutural e bifurca¢ées genéricas de campos de vetores
suaves por partes refrativos definidos em uma esfera bidimensional S, com \ > 0 finito.
Na verdade, lidamos com um campo de vetores suave por partes refrativo tridimensional
definido em um conjunto folheado por esferas bidimensionais.

Os seguintes passos devem ser levados em consideragio para obtermos o Teorema [4.1]
Primeiramente, analisamos os aspectos locais da estabilidade estrutural e das bifurcacoes
de codimensdo-1 em 937, nas Secoes e Depois disso, estudamos os aspectos
globais em R, nas Secdes e , provando os Teoremas e , que sao descritos
a seguir. O Teorema é uma versio do Teorema de Peixoto sobre R%*. O resultado
classico pode ser encontrado em [43], e o Teorema é inspirado nos resultados sobre
bifurcacoes genéricas de campos de vetores suaves definidos em variedades bidimensio-
nais, que podem ser encontrados em [47, 5I]. Observamos que sistemas refrativos siao
estruturalmente instaveis no contexto geral de sistemas suaves por partes. Os resultados

comentados sao baseados em [g].

. . c . . —Sy =S
No que diz respeito ao segundo objetivo, estudamos os conjuntos =;* e =7* dos campos

estruturalmente estveis e de codimensao-1 em X°*. Os resultados obtidos sdo detalhados

nos Capitulos[3le 5l A abordagem é semelhante a do objetivo anterior.

No que diz respeito ao terceiro objetivo. Seja X € A} um campo de vetores linear.
Logo (x, X(x)) = 0, para todo x € R? e, portanto, X é homogéneo e pode ser escrito na,
forma

X(x;a1,a2,a3) = (—a1y — agz, a1x — azz, asx + asy), (1.2)
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com x = (z,y,2) € R3. No Capitulo |§| demos uma classificagdo qualitativa dos pontos de
equilibrio de (L.2), provando que se p € S2 = {(z,y, 2) : 2> + y* + 2> = p*} é um ponto
de equilibrio isolado do sistema em SIQJ, entdao p é um centro. Além disso, o sistema
¢ completamente integravel.

Inspirados pela homogeneidade dos campos de vetores X € X} estudamos e classifica-
mos os pontos de equilibrio do tipo centro na classe dos campos de vetores quadraticos
homogéneos X € XJ. Na Secio veremos que o comportamento dos campos lineares e
quadraticos homogéneos é o mesmo em todas as esferas invariantes. Essa propriedade nao
é valida para campos quadraticos nao homogéneos. Nesse caso, pela dificuldade do pro-
blema, faremos o estudo restrito a esfera unitria S? = {(z,y,2) € R? : 22 +¢y*> + 22 = 1},
exibindo algumas familias de centros para campos de vetores X € X, na esfera S%.

Finalmente, analisamos a ciclicidade local das familias de centros obtidas para X € A%
e também de focos-fracos, estudando bifurcagoes de ciclos limite de pequena amplitude
a partir de um foco-fraco ou de um centro em S?. Nesse sentido, exibimos um sistema,
quadratico para o qual existem 4 ciclos limite de pequena amplitude bifurcando do ponto
(0,1,0), na esfera S? (no Teorema [6.4). Essa foi a melhor cota obtida. Os resultados

comentados sao baseados em [10].

No que diz respeito ao quarto objetivo, consideramos, primeiramente, X € X;. Como
vimos, X é dado por (1.2)). Assim, Y = (X1, X7) € X; é um campo de vetores suave por
partes 3—dimensional da forma

Y(z,y,2) = - (1.3)

X*(x;af,a3,af), 2>0,
X~ (x5a1,0ay,a3), z<0,

com

A S +, o+ +, o+ —
X*(x;a7,a3,a35) = (—ajy —ayz, a7 ¢ —azz,a; ¢ + a3 y).

No Teorema provamos que nenhum campo de vetores suave por partes Y € X;, dado
por admite ciclos limite na esfera Si.

Inspirados pela propriedade de homogeneidade dos campos de vetores lineares em X,
estudamos e fornecemos algumas familias de centros para os campos de vetores suave por
partes homogéneos que sejam continuos em Y. Essas familias sdo exibidas na Secao [7.4]

Finalmente, também analisamos a ciclicidade local de pontos de equilibrio do tipo
centro em X,. Além disso, estudamos bifurcacoes de ciclos limite de pequena amplitude
a partir de centros e de um foco-fraco, em S%, com perturbacoes suaves por partes em Xs.
No Teorema mostramos que exite ao menos 10 ciclos limite costurantes hiperbdlicos
na familia quadratica X, em S?. Esse foi o maior nimero de ciclos limite em torno de
um ponto de equilibrio monodréomico na familia quadratica X, que encontramos. Os
resultados obtidos sdo baseados em [9).

O Capitulo [§ ¢ dedicado as conclusoes e trabalhos futuros.
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Os céalculos apresentados neste trabalho foram realizados utilizando o sistema algébrico

computacional Maple, versao 2018, [40)].






2 Resultados preliminares

Neste capitulo apresentamos uma breve recapitulagao de alguns dos principais resul-
tados da teoria qualitativa das equagoes diferenciais ordinarias e de sistemas suaves por
partes que serao utilizados no decorrer deste trabalho. FEste capitulo é organizado da
seguinte maneira. Primeiramente, recordamos a definicao de campo de vetores planar e
as definigoes de equivaléncia e conjugagao, na Segao [2.1] Posteriormente, enunciamos o
Teorema Cléssico de Peixoto e os resultados de Sotomayor e Teixeira sobre bifurcagoes ge-
néricas em variedades bidimensionais sem bordo e com bordo, respectivamente. Na Secao
definimos sistema suave por partes e também falamos sobre estabilidade estrutural
local e bifurcagdes de baixa dimensao. Na Secao recordamos os conceitos de integra-
bilidade e na Secao 2.4 o de reversibilidade para campos de vetores suaves e suaves por
partes. Por fim, na Se¢do [2.5] veremos como utilizamos coordenadas locais para trabalhar

com campos de vetores definidos em esferas bidimensionais.

No decorrer deste capitulo recordamos alguns resultados ja conhecidos de campos
de vetores suaves e suaves por partes. Dessa forma, ainda ndo impusemos que estamos
trabalhando nas classes X', X ou ‘R, definidas na Introducao. Por isso, para que nao
haja confusao com a notacado pre-estabelecida, ao longo deste capitulo denotamos por
Q"(M™) o conjunto dos campos de vetores de classe C" definidos em M™, onde M™
¢ uma variedade m—dimensional orientével e por Q"(M™, f) o conjunto dos campos de

vetores suaves por partes definidos em M™ e com regidao de descontinuidade ¥ = f~1(0).

2.1 Campos de vetores suaves

Seja U C M™, aberto, onde M™ é uma variedade m—dimensional e x € U. Um campo
de vetores de classe C", r > 1, definido em U C M™ é uma aplicagao P : U — TM™,
onde P(x) = (Pi(x),...,Pn(x))) é de classe C". Associado ao campo de vetores P temos

um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias da forma
x = P(x), (2.1)

27
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onde o ponto indica a derivada de x com relagao a variavel ¢ e as solugoes do sistema ([2.1])
sao curvas diferenciaveis ¢ : I C R — U que satisfazem

dg
Lt = Po(1))

Seja I o intervalo maximal da solu¢do ¢. O conjunto {4(t),t € I} é chamado de
orbita ou trajetéria de P. Denotamos por 2 = {(¢,x); t € I, e x € M™}. Entao Q é
aberto em I, x M™. O fluxo de P, ¢ :  — M™, é definido por ¢(t,x) = ¢4(x) e é de
classe C", para mais detalhes, ver [4§].

Dizemos que x é um ponto de equilibrio (ou ponto critico) de quando P(x) = 0.
Caso contrario x é chamado de ponto reqular. Além disso, x é um ponto de equilibrio
hiperbolico de quando todos os autovalores da matriz jacobiana de P em x, DP(x),
tem parte real nao nula. Dizemos que uma o6rbita é periddica se existe T' > 0 tal que
O« (t +T) = ¢x(t) para todo t € Iy, onde I, denota o intervalo maximal da solugdo ¢. O
menor 7' > 0 que satisfaz ¢ (t +T') = ¢x(t) é o periodo da érbita. Um ciclo limite é uma
6rbita periddica isolada. Seja 7 uma trajetoria fechada de P passando por p € U e S uma
se¢do transversal em p. Assim, 7 é dita hiperbdlica quando a aplicacio de primeiro retorno
de Poincaré definida em S tem ponto de equilibrio hiperbdlico. Para mais detalhes, ver
[48].

Uma separatriz (genérica) de P é um arco de trajetéria de P cujo conjunto a-limite
ou w-limite é um ponto de sela ou uma trajetéria que passa por uma tangéncia (no caso
de M™ ser uma variedade com bordo) visivel de P com dM™. Além disso, conexdes entre
separatrizes de selas hiperbdlicas ou tangéncias quadraticas distintas, conexdes entre sela
hiperbdlica e tangéncia quadratica ou loop simples (loop de uma sela p ¢ OM™ tal que
tr(DP,p) # 0, onde tr(D P, p) denota o traco da matriz jacobiana de P calculada no ponto
p, € que nao tangencie OM™) serao chamados de conezdes quase genéricas.

Definigoes e resultados importantes como os teoremas de Existéncia e Unicidade de
solucoes, do Fluxo Tubular e de Poincaré-Bendixson, por exemplo, podem ser encontrados
em [18] [48], por exemplo. A seguir, recordamos as defini¢des de equivaléncia topolégica e

conjugacao.

Definicao 2.1. Sejam P, e P, campos definidos nos abertos U; e Uy de M™, respectiva-
mente. Dizemos que P; e P; sdo topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo
h : Uy — U, levando 6rbitas de P; em orbitas de Ps, preservando a orientagao do tempo.
O homeomorfismo h é chamado de equivaléncia topologica. Quando h é um difeomorfismo
de classe C", dizemos que P; e P, sao C"-equivalentes. Em outras palavras, se p € U; e
v(x) é a drbita orientada de P; que passa por x, temos h(v(x)) = a(h(x)), onde a é a

érbita orientada de P, que passa por h(x).

Além da equivaléncia topologica, temos a definicao de conjugacao topologica.
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Definicao 2.2. Sejam ¢ : Q1 — M™ e ¢o : Q9 — M™ os fluxos associados aos campos
de vetores P; e P, respectivamente. Dizemos que Py e P sao topologicamente conjugados
se existe um homeomorfismo h : M™ — M™ tal que h(¢1(t,x)) = ¢o(t, h(x)), para todo
(t,x) € Q1. O homeomorfismo h é dito uma conjugagao topologica entre P, e P;. Se h
for um difeomorfismo de classe C", dizemos que P; e P, sao C"-conjugados e, neste caso,

h é dito uma C"-conjugacao entre P, e Ps.

Note que, uma equivaléncia h leva ponto singular em ponto singular e 6rbita periddica
em orbita periddica. Além disso, se h for uma conjugacao, o periodo das orbitas peridédicas

é preservado. Assim, toda conjugacao é uma equivaléncia, mas o contrario nao é valido.

Denotamos por Q"(M™) o conjunto dos campos de vetores de classe C" definidos em
M™ munido da norma C”. A seguir, recordamos as defini¢oes de estabilidade estrutural

e estabilidade estrutural local.

Defini¢ao 2.3. Dizemos que P € Q" (M™) é estruturalmente estavel se existe uma vizi-
nhanca B C " (M™), de P, de modo que todo ) € B ¢é topologicamente equivalente a
P.

Defini¢ao 2.4. Dizemos que P € 2" (M™) é localmente estruturalmente estével se para
todo p € M existe uma vizinhanca B C 2"(M™), de P, e uma vizinhanca V,, C M™, de

p, de modo que todo ) € B ¢ topologicamente equivalente a P em V,.

Note que se P é estruturalmente estavel, entao P é localmente estruturalmente estavel,
mas a reciproca nao é verdadeira. Por exemplo, se P admite uma conexao entre duas
selas hiperbolicas, entao P é localmente estruturalmente estavel mas nao é estruturalmente
estavel. Além disso, as defini¢oes de estabilidade estrutural exigem equivaléncia topologica
ao invés de conjugacao topoldgica, pois exigir conjugacao diminuiria consideravelmente o
conjunto dos campos estruturalmente estaveis. Exigir conjugacao topoldgica implicaria
que o periodo das érbitas fechadas correspondentes deveria ser o mesmo, por exemplo.
Também por restringir demais o conjunto de campos estruturalmente estaveis, nao é

pedido que a equivaléncia topoldgica seja um difeomorfismo nas Defini¢oes el2.4

2.1.1 Teorema Classico de Peixoto no plano

Nesta secao relembramos a versao planar do Teorema Classico de Peixoto, introduzido
em [42], que caracteriza os campos de vetores estruturalmente estaveis definidos em uma

regido M C R? compacta, conexa e com bordo suave tal que
M = {(z,y) € R* B(z,y) > 0} e IM = 7(0), (2.2)

onde 3 :R? = R ¢ de classe C" e 0 é valor regular de 3.
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Definicao 2.5. Chamamos de ¥"(M) o conjunto de todos os campos de vetores P €

Q" (M) que satisfazem as seguintes condigoes:
(i) X"(1): todos os pontos de equilibrio de P sdo hiperbdlicos e estao no interior de M,

(ii) X7(2): todas as dérbitas periédicas de P sao hiperbdlicas e estao contidas no interior
de M,

(iii) ¥"(3): qualquer tangéncia entre uma trajetéria de P e OM é quadratica;

(iv) ¥7(4): P nao admite conexoes de separatrizes de selas, de tangéncias, nem de sela

com tangéncia.
Teorema 2.6. [{2][Teorema de Peizoto em regides planares]

(i) P € Q" (M) € estruturalmente estdvel em M se, e somente se, P € X" (M), para
todor > 1.

(ii) X" (M) € aberto e denso em Q" (M), para todo r > 1.

A demonstracao e mais detalhes podem ser encontrados em [42].

2.1.2 Teorema Classico de Peixoto em variedades bidimensio-

nais

Em [43] foi provado uma versao do Teorema de Peixoto para variedades bi-dimensionais,

como segue. Considere M? uma variedade bidimensional compacta, conexa e sem bordo.

Definigao 2.7. Chamamos de X"(M?) o conjunto de todos os campos de vetores P &

Q" (M?) que satisfazem as seguintes condigoes:
(i) P tem um numero finito de pontos de equilibrio hiperbélicos;
(ii) os conjuntos « e w limites de P sdo triviais;
(iii) P nao admite conexoes de separatrizes;
(iv) P tem um numero finito de érbitas periddicas hiperbdlicas.
Teorema 2.8. [/3][Teorema de Peizoto em variedades bidimensionais/

(i) P € Q" (M?) é estruturalmente estdvel em Q" (M?) se, e somente se, P € ¥."(M?),
para todo r > 1.

(ii) X" (M?) € aberto e denso em Q" (M?), para todo r > 1.



Campos de vetores suaves 31

Estabelecidas as condi¢oes sobre estabilidade estrutural de campos de vetores suaves.
Sotomayor em [47] e Teixeira em [51] caracterizaram o espago de bifurcagdes genéricas
em variedades bidimensionais sem bordo e com bordo, respectivamente. A ideia é violar
minimamente cada uma das condigoes de estabilidade estrutural e, quando necessério,
impor condigoes quase-genéricas para a caracterizacao desses conjuntos, como veremos a

seguir.

2.1.3 Espaco de campos de codimensao-1 em variedades bidi-

mensionais sem bordo

Seja M? uma variedade bidimensional, compacta e sem bordo. Como anteriormente,
denotamos por 2"(M?) o espago de campos de vetores definidos em M? munido da topo-
logia C" e X"(M?) como na Definigao 2.7 Seja Q(M?) = Q"(M?) \ X"(M?).

Dado P € Qf, seja B uma vizinhanga de P em €} (M?), na topologia induzida e seja
C(B, P) a componente conexa de B que contém P. Chamamos de topologia intrinseca
de Q7(M?) a topologia na qual os conjuntos C'(B, P) sejam os abertos fundamentais.
E consideramos }(M?) munido ora com a topologia intrinseca, ora com a topologia
induzida. Sempre indicaremos quando utilizarmos a topologia intrinseca. O préximo
teorema descreve a subvariedade X (M?) C Q7 (M?) dos campos de vetores de codimensao-

1 de maneira simples, isto é, violando minimamente cada uma das condi¢des dadas no
Teorema 2.8

Teorema 2.9. [/7] Eziste uma subvariedade 5 (M?) C Q}(M?) de codimensdo-1 e classe

C™1 satisfazendo:
(i) 37 (M?) tem uma descricio simples;
(i1) X5(M?) € denso em Qf (M?);

(iii) dado P € X7(M?), existe uma vizinhanga B C Y7(M?) de P, munido da topologia

intrinseca, tal que todo () em B € topologicamente equivalente a P.

Como dito anteriormente, descrever X7 (M?) de maneira simples consiste em violar
minimamente cada uma das condi¢oes dadas no Teorema Nesse caso, como M? nao
tem bordo, isso significa, a grosso modo, que P € X7(M?) pode ter um tnico ponto de
equilibrio semi-estavel, ou uma tnica orbita periddica semi-estavel ou uma tinica conexao
de separatrizes quase-genérica. Mais detalhes podem ser vistos em [47]. Ressaltamos que
o uso da topologia intrinseca se faz necessario, para termos estabilidade estrutural em
YT(M?) C Qj(M?), visto que, quando uma 6rbita semi-estavel I’ é simultaneamente o
e w-limite de separatrizes de selas s; e sy, 0 rompimento de I' pode criar uma conexao
entre as separatrizes instaveis e estaveis dessas selas. Falaremos disso com mais detalhes

no Capitulo [3] Assim, a ressalva quanto a topologia utilizada em Qf(M?) é bastante
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importante pois, por ser mais fina (isto é, ter mais abertos), a topologia intrinseca é capaz
de separar as vizinhancas onde pode ocorrer acumulagao de elementos de codimensao-1,

0 que nao ocorre com a topologia induzida.

2.1.4 Espaco de campos de codimensao-1 em variedades bidi-

mensionais com bordo

Seja N2 uma variedade bidimensional compacta e com bordo suave. Como anterior-

mente, denotamos por Q"(N?) o espago de campos de vetores definidos em N? e munido
da topologia C". Novamente, denotamos por Q] (N?) = Q"(N?)\ X7(N?).

Teorema 2.10. [51] Eziste uma subvariedade 35 (N?) C Q5 (N?) de codimensio-1 e classe

O™ satisfazendo:
(i) X7 (N?) tem uma descrigio simples;
(ii) X7 (N?) é denso em QU (N?);

(iii) dado P € X7(N?), existe uma vizinhanga B C X7(N?) de P, munido da topologia

intrinseca, tal que todo Q) em B ¢é topologicamente equivalente a P.

Como na segao anterior, descrever X7 (N?) de maneira simples consiste em violar mi-
nimamente cada uma das condi¢oes dadas no Teorema . Nesse caso, como N? tem
bordo suave, isso significa, a grosso modo, que P € ¥7(N?) pode ter um tinico ponto de
equilibrio semi-estavel, ou uma tnica orbita periddica semi-estavel ou uma tnica conexao
de separatrizes quase-genérica ou uma tangéncia cibica de uma trajetoria de P com o
bordo ON? de N2, ou uma tnica érbita peridédica estével que tangencia o bordo ON? de

NZ2. Mais detalhes podem ser vistos em [51].

2.2 Campos de vetores suaves por partes

Nesta secao recordamos as defini¢oes de campos de vetores suaves por partes, seguindo
as convengoes de Filippov, introduzidas em [21].

Considere M™ uma variedade m-dimensional, orientavel, compacta e sem bordo e
x € M™. Sejam f : M™ — R uma funcao de classe C" e 0 um valor regular de f.
Dessa forma, ¥ = f71(0) = {x € R™; f(x) = 0} é uma subvariedade mergulhada em M™
de codimensdo-1. Chamamos de Xt = f1([0,+00)), ¥~ = f1((—0,0]) e definimos o
campo de vetores suaves por partes com descontinuidade X por

Y(x) =

{ X*(x), x€3+, 23)

X~ (x), x€¥,
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onde X* sdo campos de vetores de classe C" definidos em %*. Chamamos de Q"(M™, f)
o espaco de campos definidos por ([2.3). Dessa forma, podemos considerar Q"(M™, f) =
Q" (M™) x Q"(M™), munido da topologia produto.

Os pontos de equilibrio de X e X~ situados em X" e X7, respectivamente, siao
chamados de pontos de equilibrio (ou pontos criticos) admissiveis ou, simplesmente, pontos
de equilibrio de . Por outro lado, os pontos de equilibrio de Xt e X~ situados em
¥~ e X1 respectivamente, sdo chamados de pontos de equilibrio nao-admissiveis de (12.3)).

A derivada de Lie de f na direcdo de X* no ponto p € ¥ é definida por

X*f(p) = X*(p)- 7 f(p),

onde v/ f denota o vetor gradiente de f. As derivadas de Lie de ordem superior sao

definidas, sucessivamente, por

(XE)f(p) = XF(p) - v(XH)" ' f(p), n>2.

Dizemos que Y é refrativo (em X) quando X f(p) = X~ f(p) para todo p € 3. Cam-
pos refrativos foram estudados em [19] 52], por exemplo, e serao abordados no Capitulo .

No que segue, recordamos as defini¢goes de pontos de tangéncia e conjuntos de tan-
géncias de . Dizemos que p é uma dobra (ou tangéncia quadrdtica) de se
X*(p) # 0,X"(p) # 0, XTf(p) = 0,(XT)’f(p) # 0 e X f(p) # 0 (ou X f(p) =
0,(X7)2f(p) # 0 e XTf(p) #0), isto é, se um dos campos de vetores X* tangencia ¥
em p enquanto o outro campo de vetores é transversal a X em p. De forma recursiva,
dizemos que p € ¥ é uma tangéncia de ordem n de se Xt(p) # 0,X (p) # 0,
X*flp) = 0,.... (X)) f(p) = 0,(XF)"f(p) # 0, paran > 2 e X f(p) # 0 (ou
XS () = 0, (X)L f(p) = 0, (X )" (p) £ 0, para n > 2, e X+(p) £0).

Dizemos que p é uma dobra-dobra quando Xt (p) # 0,X (p) # 0, X" f(p) = 0,
X=f(p) = 0, (XT)2f(p) # 0 e (X)?f(p) # 0. De modo andlogo, podemos definir
tangéncia dupla de ordem superior.

O conjunto de tangéncia de X* com ¥ é definido por Sx= = {p € ¥; X*f(p) =0} e
o conjunto de tangéncia de com X por Sy = Sx+ U Sx-.

Seguindo as terminologias de Filippov, consideramos em ¥ as seguintes regioes:
« Regido de costura: X¢={p € X; X f(p) X~ f(p) > 0},

o Regifo de deslize: ¥* = {p € 3; X f(p) <0, X~ f(p) > 0},

» Regido de escape: X ={pe X; XTf(p) >0, X~ f(p) < 0}.

Definimos o campo de vetores deslizante (ou de Filippov) Fy(p), de (2.3]), em ¥° U X°

por
1

X flp) - X*f(p)

Fy(p) (X f@)XT(0) = X f ()X (1)) (2.4)
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e S s

(a) (b) (¢)

Figura 2.1: Regites de costura (a), deslize (b) e escape (c) para campo de vetores suaves
por partes tridimensionais.

Note que ¥ é a uniao disjunta de ¥°U »* U X° U Sy. Além disso, se p € %¢ ambos
X*(p) apontam na mesma direcdo em p e a érbita de é dada pela concatenacao das
6rbitas de X e de X~ em p (seguindo orientagao adequada dos fluxos de X e X 7). Por
outro lado, quando p € ¥\ ¢ o fluxo de pode ser multivaluado e qualquer possivel
trajetéria de X, X~ ou Fy passando por p (seguindo orientagido adequada dos fluxos de
X*, X~ e Fy) é considerada como uma 6rbita de Y por p.

Assim como para campos de vetores suaves, dizemos que um ponto p € X é reqular do
campo sep€Xousepe NlUX e Fy(p) #0. Quando p € S¢UXC e Fy(p) = 0,
dizemos que p é um ponto de equilibrio do campo de Filippov . Note que, p € R4UX®
é um ponto de equilibrio de se, e somente se, X1 (p) e X~ (p) sdo paralelos. Dizemos
que p é um ponto de equilibrio hiperbélico do campo de Filippov quando p é um ponto
de equilibrio hiperbdlico do campo de vetores (m — 1)—dimensional .

Definigao 2.11. Uma curva v composta por arcos regulares de trajetérias de X em
Yt ou X~ em X7 ou de Fy em X é uma poli-trajetéria de Y = (X, X7) se v contém
arcos de pelo menos dois entre os campos X, X ou Fy ou é composta por arcos de Fy,

respeitando-se o sentido do tempo nos arcos de trajetoria.

Observacao 2.12. O que chamamos de poli-trajetorias também recebe o nome, em outros
textos, de orbita mista e quando uma trajetoria so intersecta a regiao de descontinuidade
em pontos de costura também recebe o nome de orbita costurante. Além disso, quando
o sentido das trajetorias ndao € respeitado v € chamada de pseudo-orbita ou pseudo-poli-

trajetoria.

A seguir recordamos a definicdo de separatriz para campos de vetores suaves por
partes. Certos de que nao havera confusao, utilizamos a mesma nomenclatura utilizada

para campos de vetores suaves.

Definicao 2.13. Uma separatriz genérica de é um arco de trajetoria de X, X~ ou
do campo de Filippov (2.4) cujo conjunto a-limite ou w-limite é um ponto de sela de X+
ou um ponto de equilibrio de Fy ou uma trajetoria que passa por uma dobra visivel de
Y. Além disso, conexdes entre separatrizes de selas hiperbélicas distintas de X* que nao

estejam sobre ¥ ou de selas hiperbdlicas de Fy, conexdes entre tangéncias quadraticas,
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Figura 2.2: Exemplo de pseudo-conexao.

conexdes entre sela hiperbdlica e tangéncia quadratica, ou loop simples (loop de uma sela
p ¢ X tal que tr(DXT(p)) # 0, se p € Xt ou tr(DX (p)) # 0, se p € ¥~ e que nao
tangencie ¥.) serdao chamados de conexdes quase genéricas. Uma pseudo-conexao se dé

quando o sentido das trajetorias que conectam as separatrizes nao € respeitado.

Seguindo a abordagem de [28 [34] recordamos as definigoes de Y-equivaléncia e equi-

valéncia topologica entre dois campos de vetores suaves por partes.

Definigio 2.14. Dizemos que dois campos de vetores suaves por partes Y e Y, definidos
em M™ e com descontinuidade X e f], sao Y-equivalentes se existir um homeomorfismo
que preserve orientacao do tempo h : M™ — M™ que leva orbitas de Y em orbitas de Y
e tal que h(Z) = 3.

Note que a Y-equivaléncia preserva a regiao de costura. Além disso, por preservar todas
as trajetorias de Y, uma X-equivaléncia também preserva pseudo-poli-trajetérias. Para
campos de vetores suaves por partes também é possivel definir equivaléncia topologica,

COmo segue.

Definicao 2.15. Dizemos que dois campos de vetores suaves por partes Y e 17, definidos
em abertos M™ e com descontinuidade ¥ e 3, sdo topologicamente equivalentes se existir

um homeomorfismo que preserve orientacao do tempo h : M™ — M™ e que leva orbitas
de Y em érbitas de Y.

E claro que uma Y-equivaléncia é também uma equivaléncia topologica. Mas a re-
ciproca nao ¢ verdadeira. Uma discussao mais detalhada sobre as diferencas entre as
duas definigoes pode ser encontrada em [28]. Neste trabalho utilizaremos o conceito de

Y-equivaléncia.

Definicao 2.16. Dizemos que um campo de vetores suave por partes Y, definido em M™
e com descontinuidade ¥ = f~1(0), é localmente estruturalmente estdvel em p € M™ se
existe uma vizinhanga V' C M™, com p € V, e uma vizinhanga V C Q"(M™, f), de Y, tal
que para todo Y € V existe uma Y-equivaléncia hg: : V' — V levando trajetorias de Y|,

em trajetérias de ?V.

Definicao 2.17. Dizemos que um campo de vetores suave por partes Y, definido em M™
e com descontinuidade 3 = f71(0), é estruturalmente estével se existe uma vizinhanga
YV CQ(M™, f), de Y, tal que todo campo de vetores Y €V é Y-equivalente a Y.
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Daqui em diante, recordaremos algumas defini¢oes para campos de vetores suaves por
partes definidos em uma variedade bidimensional, isto é, consideramos definido em
M? e seguimos a nomenclatura estabelecida em [49].

Primeiramente, note que quando o campo de vetores esta definido em uma vari-
edade bidimensional, isto é, quando m = 2, a descontinuidade ¥ é unidimensional, nesse
caso, para que p seja um ponto de equilibrio hiperbélico de Fy basta checar que Fy(p) # 0
ou, equivalentemente, que d(det[X*, X 7] )(p) # 0. Nesse caso, dizemos que p é uma sela
de Fy quando p € %4 (p € X¢) e Fy.(p) > 0 (Fy(p) < 0, respectivamente). Caso contrario

dizemos que p ¢ um no6 de Fy.

Definigdo 2.18. Seja Y = (X, X7) definido em uma variedade bidimensional M?.
Dizemos que p € X é uma X —singularidade elementar de Y se p ¢ uma X —dobra de Y,

ou p é um ponto de equilibrio hiperbdlico de Fy.

i

Figura 2.3: ¥ —dobra para campos de vetores suaves por partes bidimensionais.

Figura 2.4: Pontos de equilibrio hiperbélicos para o campo deslizante de campos de vetores
suaves por partes bidimensionais.

Definigao 2.19. Seja v uma poli-trajetéria fechada de Y = (X, X ™), definido em M?2.

Dizemos que:
(i) v é do tipo I se v encontra ¥ apenas em pontos de costura;
(ii) v é do tipo IT se v = X;
(iii) v é do tipo III se y contém ao menos uma dobra de Y.

Note que, v é uma poli-trajetéria fechada do tipo II se, e somente se, ¥ é fechada e
Y=YouX =3
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Definigao 2.20. Seja v uma poli-trajetéria fechada de Y = (X, X ™), definido em M?2.
Dizemos que 7 é elementar se a transicao de arcos de trajetérias de X+ para X~ é feita por
pontos de costura e a transicao de arcos de trajetorias de X ou de X~ para arcos de Fy
¢ feita através de dobras ou de pontos regulares de arcos de escape ou deslize respeitando

os sentidos das trajetorias e, além disso, uma das seguintes condigoes é satisfeita:

(i) v é do tipo I e m'(q) # 1 para algum ¢ € YN X, onde 7 é aplicacdo de primeiro

retorno da poli-trajetéria fechada;
(ii) ~ é do tipo II;

(iii) ~ é do tipo III, e contém ao menos um arco de trajetoria de Fy. Se 7 possuir mais
de um arco de trajetoria de Fy, entdo todos os arcos devem ser do mesmo tipo
(isto é, ou todos arcos de deslize ou todos arcos de escape). Além disso, ndo existe
p € yNX de modo que p seja um ponto de tangéncia e vy N (p — §,p + §) = 0 para
0> 0.

Figura 2.5: Poli-trajetorias elementares do tipo I e do tipo III.

Observagao 2.21. As imposicoes do item (iii) da Definicao visam assequrar que
v nao conecta duas separatrizes de dobra. Isso porque, caso vy conecte um segmento de
escape a um de deslize, certamente conectard duas dobras distintas. O mesmo ocorre
quando além de conter um segmento de deslize ou de escape v tangéncia > em um ponto

p tal que (p— 6, p+96) N~y =0, para algum 6 > 0.

Observacao 2.22. Uma poli-trajetoria fechada do tipo I elementar também é chamada

de ciclo limite costurante.

Observacao 2.23. Mesmo nos segmentos 3°UX¢ C X € possivel considerar a aplicagdo de
primeiro retorno e a mesma condi¢ao genérica precisa ser imposta tanto para dobra-dobras
quanto para pseudo-poli-trajetorias fechadas que conectem segmentos de escape e de deslize
mas nao contenham segmentos do campo deslizante. Nestes casos a aplicacao de primeiro
retorno nao tem nenhum significado dindmico mas esses objetos, que correspondem a
pontos fixos de w sdo preservados por %-equivaléncias. Para poli-trajetorias do tipo I11

nos ndo falamos em primeiro retorno, devido a presenca de uma dobra na poli-trajetoria.
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Figura 2.6: Exemplos de pseudo-poli-trajetorias fechadas.

Porém, também é possivel que pseudo-poli-trajetorias se formem como as poli-trajetorias
do tipo I11, isto é, passando por pontos de dobra e contendo segmentos do campo deslizante
e de modo que a transicio de arcos de trajetérias de X+ e X~ ndo siga a orientagdo natural
do fluxo. Nesse caso também ndao hd significado dindmico para esse tipo de objeto (que,
claramente, nao sao bem orientados) mas eles sio preservados por X-equivaléncia assim
como as poli-trajetorias do tipo III. Por fim, pseudo-poli-trajetorias podem se formar
contendo segmentos de escape e/ou deslize, sem conter pontos de dobra. Dizemos que
v € uma pseudo-poli-trajetoria fechada elementar se ela conectar segmentos de deslize e
escape, nao contiver segmentos do campo deslizante e o primeiro retorno associado for
hiperbolico ou se ela passar por um ponto de dobra ou segmento deslizante e nao conectar

separatrizes. Esses casos serao abordados na Segio[3.3

No que segue, vamos recordar alguns resultados locais para campos de vetores suaves
por partes definidos em abertos do plano. Pelo que veremos na Secao tal analise pode
ser generalizada para uma andalise local para campos de vetores definidos em variedades
bidimensionais.

Seguindo a notacao estabelecida no inicio da secdo, consideramos U C R? uma vi-
zinhanga da origem, f : U — R uma fun¢do de classe C" de modo que 0 seja um
valor regular de f, ¥ = {(x,y) € U;y = 0} e um campo de vetores suave por partes

Y = (X1, X7) e Q(U, f). Primeiramente, recordamos a seguinte proposicao.

Proposicio 2.24. [28] Considere dois campos de vetoresY = (X X7 ) eY = (X+, X ")
definidos em abertos U e U do plano com descontinuidade > e i, respectivamente. Seja

h:U — U um difeomorfismo satisfazendo:

(i) h é uma conjugagio topoldgica entre X+ definido em ©t C U e X+ definido em
StcU;

(ii) h é uma conjugagdo topoldgica entre X~ definido em X~ C U e X definido em
Y- cU.

Entao h também € uma conjugagdo entre os campos de Filippov Fy e Fy e, portanto, h €

uma equivaléncia topologica entre Y e Y.
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Observacao 2.25. Todas as equivaléncias topologicas construidas utilizando a proposicao

anterior sao também Y-equivaléncias, como pode ser visto em [28].

A seguir, recordamos as formas normais que foram estabelecidas em [28], para campos
de vetores suaves por partes planares Y = (X, X7) definidos em uma vizinhancas da

origem quando (0,0) € ¥ é um ponto regular ou uma Y —singularidade elementar de Y.

Proposigao 2.26. [28] SejaY = (X, X7) um campo de vetores suave por partes definido

em um aberto do R? contendo a origem.

(i) Se (0,0) € ¢, entao em uma vizinhanga U de (0,0), Y é X-equivalente a forma

normal

YO % ) = 0,1, y <o,

~ {X/+(:B7y) = (07 1)7 y =0,

definida em uma vizinhanga U de (0,0). Além disso, Y € topologicamente equivalente

ao campo de vetores Y = (0,1), que é um campo de vetores suave.

(ii) Se (0,0) € ¢ e X1(0,0) ndo € paralelo a X~ (0,0), entdo em uma vizinhanga U de

(0,0), Y € X-equivalente a forma normal
Y(z,y) =

definida em wma vizinhanga U de (0,0).

(iii) Se (0,0) € ¢ e X(0,0) ndo € paralelo a X~(0,0), entao em uma vizinhanga U de

(0,0), Y € X-equivalente a forma normal

Y(xay) =

. {Y+(w,y)=(1,1)> y >0,
Xi(x7y> = (17 _1>7 Yy < 07

definida em wma vizinhanga U de (0,0).
Quando (0,0) € ¥ é uma Y—singularidade elementar, temos:

Proposigao 2.27. [28] SejaY = (X, X ™) um campo de vetores suave por partes definido

em um aberto do R? contendo a origem.

(i) Se (0,0) € 3 € uma tangéncia quadrdtica de X com X enquanto X~ é transversal

a X, entdo em uma vizinhanga de U de (0,0), Y € X-equivalente a forma normal

Py 2 [ K@D =, v 20
VX @y = 0.0), y<o,
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definida em uma vizinhanga U de (0,0), onde temos a = sgn((X+)2£)(0,0)) e b =
sgn(X ™ f(0,0)).

(ii) Se (0,0) € L4 UX® é um ponto de equilibrio hiperbdlico do campo de Filippov Fy,

entao em uma vizinhanga de U de (0,0), Y é Y-equivalente a forma normal

N B X*(x,y) = (ax,b), y>0,
= { (2, y) = (az,=b), y <0,

definida em uma vizinhanga U de (0,0), coma = sgn(F4(0,0)) eb = sgn(X*£(0,0)).

Agora podemos enunciar o seguinte resultado, sobre estabilidade estrutural local em

(U, f).

Teorema 2.28. [28] SejaY = (X1, X ™) € Q"(U, f) um campo de vetores suave por partes
definido em uma vizinhanga U da origem (0,0) € R%. Se (0,0) € ¥ = f~1(0) é um ponto
reqular ou uma Y—singularidade elementar de Fy entao Y é localmente estruturalmente

estdvel e localmente Y — estruturalmente estavel.

Em [28, 34] também foi feita uma andlise local dos elementos de codimensdo-1 e dois
para campos de vetores suaves por partes. Abordaremos o tema no Capitulo [3]

A seguir, recordamos brevemente a regularizacao de Sotomayor—Teixeira, introduzida
em [50], para podermos recordar os resultados obtidos em [49]. Tais resultados estabele-
cem condicoes sobre as quais a regularizacao de Sotomayor—Teixeira, de campos de vetores

suaves por partes definidos em regides compactas do R?, seja estruturalmente estavel.

Definicao 2.29. Uma fun¢do ¢ : R — R de classe C'*° é uma funcao de transicao se

(1) = 0,t € (—oo,—1],
T e, 00,

e ¢ (t) > 0 para todo t € (—1,1).

Definigao 2.30. Seja U C R? aberto e f : U — R uma funcao de classe C" de modo
que 0 seja um valor regular de f. Seja Y = (X, X7) € Q"(U, f) um campo de vetores
suave por partes e ¢ uma funcao de transicao. Uma ¢.—regularizacao de Y é uma familia

indexada pelo pardmetro ¢, para € > 0, de campos de vetores Y. € Q"(U), definida por

Yo(p) = (1 = ) (f ()X~ (p) + @ (f(p) X *(p)

onde ¢c(t) = ¢(t/e).
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Em [49] foi definida a seguinte classe de campos de vetores suaves por partes em um

compacto planar M satisfazendo (2.2), isto é, com M da seguinte forma
M = {(z,y) € R* B(z,y) > 0} e IM = 7(0),

onde 3:R? — R é de classe C” e 0 é valor regular de 3.

Definicao 2.31. Chamamos de G"(M) o conjunto de campos de vetores suaves por
partes Y = (X7, X7) € Q"(M, f) tal que X;" € X" (XT), X|;_ € X7(X7) e que satisfaz

|z;+
as seguintes condigoes:

(i) G"(1) : Toda Y-singularidade de Y é elementar e nao pertence a 9M:;
(ii) G"(2) : Toda poli-trajetéria de Y é elementar e nao tem pontos de OM,;

(iii) G"(3) : Para cada p € X NOM, XT(p)X B(p) # 0, e quando esta expressao é
negativa, entdo X 5(p)Y ™ f(p) — X f(p) X~ B(p) # 0;

(iv) G"(4) : Y nao possui conexdes de sela nem de tangéncias. Se p € X N IM,
X B(p)X~Bp) < 0 e XTBP)Y flp) — XTf(p)X B(p) > 0, entdo a trajetéria

passando por p nao contem nenhuma separatriz nem um ponto p; # p € X N OM
com XtB(p) X B(p1) <0e XTB(p) X f(p1) — XTf(p1)X B(p1) > 0.

Observamos que as condigoes de G"(3) serao responsaveis pelas tangéncias dos campos
regularizados, para € > 0 pequeno, serem no maximo quadraticas e também por garantir
que XT ndo serdo tangentes ao bordo de M em pontos p € OM N'X. Além disso, a
condi¢do dada em G"(4) garantird que os campos regularizados nao terdo conexoes de
separatrizes. Mais detalhes podem ser vistos em [49].

O seguinte resultado, apresentado em [49], garante que sob algumas condigoes os con-
juntos apresentados na defini¢ao de G" (M) quando regularizados segundo a regularizacgao

de Sotomayor—Teixeira, que foi introduzida em [50], sdo estruturalmente estaveis.
Proposigao 2.32. [/9]
(i) SejaY = (X, X7) e G"(1), r > 1. Entao, dada uma fungio de transigio p, existe

um g9 > 0 tal que para 0 < e < gg, Y. € X7(1).

(i) Seja Y = (XT,X7) € G"(2)NG"(4), r > 1. Entdio, dada uma fungdo de transi¢io
p, existe um €9 > 0 tal que para 0 < € < &g, Y. € ¥7(2).

(7ii) SejaY = (XT,X7) € G"(3), r > 1. Entao, dada uma fungao de transicao @, existe
um g9 > 0 tal que para 0 < e < ey, Y. € ¥7(3).

(iv) SejaY = (XT,X7) e G"(2)NG"(3) N G"(4), r > 1. Entdo, dada uma fungdo de
transi¢do p, existe um g9 > 0 tal que para 0 < e < ey, Y. € ¥7(4).

Teorema 2.33. [49] O conjunto G" (M), r > 1, é aberto e denso em Q" (M, f).
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2.3 Integrabilidade

Seja P : F™ — F™ tal que P(x) = (P,(x),..., Pn(x)), onde x = (z1,...,2,) € F™
e P, i=1,...,m, sao polindmios nas variaveis x; com coeficientes em [F, onde F indica
o corpo dos reais (R) ou dos complexos (C). Seja n o maximo entre os graus de P,

t=1,...,m e considere o sistema diferencial m—dimensional
x = P(x). (2.5)
Dizemos que (2.5 é integrdvel em um aberto U C F™ se existe uma funcdo analitica

H : U — R, nao constante, tal que

(PG, VHK)) = 3 PG () =0,

=1

em U. Nesse caso, H é chamada de integral primeira. Além disso, P é dito completa-
mente integrdvel se possui m — 1 integrais primeiras linearmente independentes. Em [20]
foi provado que qualquer sistema linear m—dimensional tem m —1 integrais primeiras line-
armente independentes e, por isso, todo sistema linear m—dimensional é completamente

integravel.

Note que, a integrabilidade implica que se pode obter as trajetérias de um sistema
apenas intersectando os conjuntos de nivel dessas integrais primeiras, veja [I8] para mais
detalhes. Observe que quando consideramos um campo de vetores suave por partes
Y = (XT,X7), pedir que X* e X~ sejam integraveis com integrais primeiras h™ e
h~, respectivamente, nao garante que as trajetérias de Y estejam contidas nos conjuntos
de niveis dessas integrais, pois isso nao é suficiente para entender o comportamento do

campo de Filippov. Porém, isso acontece quando ht = h™.
No que segue, definimos alguns objetos que se relacionam com integrabilidade a partir

da Teoria de Integrabilidade de Darboux, para campos de vetores bidimensionais, que

veremos ao final desta se¢ao. Considerando m = 2 em ([2.5)) obtemos o sistema planar

¥ = Pi(z1, 22), (2.6)
.1:2 = PQ(.Z'l,Z’Q).

Dizemos que uma funcdo analitica, e ndo identicamente nula, R : U C F? — F é um

fator integrante de (2.6)) se

OR OR oP, 0P,
P2 p (2 92 R
'O, * 20y (5I1 * axz) .

Dizemos que uma funcao analitica, e ndo identicamente nula, V : U C F? — F é um
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fator integrante inverso de (2.6) se

ov 9V [(oP 0P,
Pl@xl +P261’2 - (8:}01 + 8x2> V

Observe que a partir de um fator integrante R, do campo de vetores (2.6[), construimos

uma integral primeira H, de ({2.6|), dada por

H(xy,29) = /R(:El,xg)Pl(;cl,xQ)dmg + h(xq),

onde h(zy) é escolhido de modo que gi = —RP,.

Além disso, V é um fator integrante inverso em U C F? se, e somente se, R = 1/V é
um fator integrante em U \ {(x1,22) € U; V (21, 22) = 0}.

Seja f € Clxy,x] uma func¢do nado identicamente nula. Dizemos que f(zq,x9) =0 é

uma curva algébrica invariante de (2.6) se existe um cofator K € Clxq, x2] satisfazendo

of +P28f

Pf=0rP
f=hg-+hy-

Kf. (2.7)

O nivel zero de f recebe o nome de curva algébrica invariante pois a equagao
implica que o vetor gradiente de f é ortogonal ao campo de vetores e, portanto, o
fluxo de é tangente a curva f(z1,x9) = 0. Logo, essa curva é formada por trajetérias
do campo de vetores. Note também que se o grau do sistema P = (P, P») é m entao o
cofator K tem grau maximo m — 1.

A seguir definimos fator exponencial, que é um outro objeto que também satisfaz (2.7]).
Seja g, h € Clx, x2] tais que g, h sdo relativamente primas em C[xy, 25 ou h = 1. A fungao
exp(g/h) é chamada de fator exponencial de se existir um cofator K € Clzy, x9] de

grau maximo m — 1 satisfazendo

ron(§) - o0 (2)

Como exp(g/h) é sempre nao nulo o fator exponencial ndo define uma curva invariante
para o campo de vetores .

A Teoria de Integrabilidade de Darboux para sistemas polinomiais nos fornece algumas
condicoes sob as quais a existéncia de curvas algébricas invariantes, fatores integrantes,
fatores integrantes inversos e fatores exponenciais garantem que o campo de vetores é
integravel. No que segue recordamos parte da teoria que serd utilizada neste trabalho e
ressaltamos que mais detalhes e a demonstragao de tais resultados podem ser encontrados

m [I8, 53]

Teorema 2.34. Suponha que o campo de vetores (2.6) tenha grau m e admita p curvas

algébricas invariantes irredutiveis f; = 0, com cofatores K;, i« = 1,...,p e q fatores
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ezponenciais exp(gj/h;) com cofatores K,+;, j =1,...,q. Entao, existem \;, p; € C nao

todos nulos e tais que Y b_; \iK; + E?Zl wiK,1; =0 se, e somente se, a funcdo

s () (o ()

¢ uma integral primeira para o sistema (2.6). Além disso, (2.8)) é um fator integrante
inverso para o sistema (2.6) se, e somente se, existem X;, p; € C ndo todos nulos e tais
que Z?:l >\sz + 23:1 /Lij+j = diV(Pl, Pg)

Observe que f; e exp(g;/h;) podem ser funcoes complexas mas quando o sistema ([2.5)
é real a expressao (2.8) também é real. Para mais detalhes, ver [18].

2.4 Reversibilidade

Dizemos que o sistema (2.5)) é p—reversivel em U C R™ se existir uma involucdo, de
classe C", ¢ : U — U, isto é, ¢ satisfaz po¢ = Id, de modo que Fix(¢) = {x € R™; ¢p(x) =
x} e

DpoP =—Pog

onde D¢ indica a matriz jacobiana de ¢ com relacao as varidveis x. Observe que se
um sistema é ¢—reversivel entdo os pontos de equilibrio sobre Fix(¢) nao sao atratores
nem repulsores. Para mais detalhes sobre sistemas reversiveis indicamos [35]. Essa é a
reversibilidade classica, que usaremos em todo o trabalho. Ressaltamos que conceito de
reversibilidade foi generalizado em [2].

Também podemos definir reversibilidade para campos de vetores suaves por partes.
Utilizando a notacao estabelecida acima, dizemos que é ¢p— reversivel se Fix(¢) C ¢
e DpoY = —Y o ¢, onde ¢ é uma involucao de classe C" definida em R™. Para mais
detalhes, ver [32].

Note que, tanto campos de vetores suaves quanto campos de vetores suaves por partes

apresentam certa simetria quando sao reversiveis.

2.5 Analise local para campos de vetores definidos
em variedades bidimensionais a partir de cartas

locais

Nesta secao explicamos como utilizamos cartas locais para aplicar os resultados ja
obtidos para campos de vetores planares como ferramentas do nosso estudo. Por simpli-

cidade, e por ser o objeto de estudo dos demais capitulos, vamos considerar campos de
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vetores definidos em esferas bidimensionais S? = {(x,y, 2) € R* 2* + y* + 2% = p*}, com
p > 0.

Seguindo a notacao das se¢des anteriores, denotamos por 2" (Si) o espago dos campos
de vetores de classe C" definidos em S, com r > 1. Seja f : S — R dada por f(z,y,2) =
z. Logo f é de classe C"™ e 0 é um valor regular de f. Considere QT(Si, f) o espaco
dos campos de vetores suaves por partes definidos em SZ com regiao de descontinuidade
¥ = f71(0), definidos por

XT(x), f(x) 20,

e {X—<x>, f(9 <0, 2

com Xt X~ € QT(Si) e munimos QT(Si, f) com a topologia produto. Também denota-
mos por L1 = {(z,y,2) € S f(x) > 0}, X~ = {(z,y,2) € S% f(x) < 0}.

Para uma primeira andlise local, precisamos das seguintes defini¢des. No que segue,
por simplicidade, denotamos Si = §? para p fixo e arbitrério.

Como S? é uma variedade orientdvel podemos escolher um atlas maximo coerente,
digamos A, de classe C", r > 1, isto é, podemos escolher A de forma que as mudancgas
de coordenadas tenham determinante jacobiano positivo para toda carta em A. Sempre
trabalhamos com cartas locais de um mesmo atlas A.

Dado X € 27(S?) definimos, localmente, com o auxilio da carta local ¢ : U C R?* — §?,

v € A, o campo de vetores projetado
Dy (x) :dgp;(lx) o X o ¢(x). (2.10)

Chamamos de campo de vetores (suave) projetado.

Considere Y = (X, X7) € Q7(S?, f) com descontinuidade ¥, como definido na Se-
¢ao 2.2} Como ¢ : U C R? — o(U) C S? é difeomorfismo local entdo ¢~ 1(ENp(U)) = ®x
é uma curva contida em U que é fechada se, e somente se, ¥ C ¢(U). Além disso, como
0 é valor regular de f também o é de f o . Com isso, definimos, 5 = (f o »)71(0) =
e (EN ().

Dessa forma, podemos definir um campo ®y = (P y+, Py-) com descontinuidade Py,

a partir do campo Y = (X, X7) e de uma carta local ¢ € A. Isto é, podemos considerar

v

Y

P x+(x) :dSD;(lx) o X" op(x), (fop)(x) >0
07

(I)y X) =
T o () mdily 0 X 0 ), (o 9))

(2.11)

IA

com X, X~ € Q(S?). Chamamos de campo de vetores suave por partes projetado
mesmo que a carta local ¢ nao seja uma das projecgoes estereograficas. Observe que se
o(x) ¢ ¥ podemos diminuir U de forma que o(U) N Y = (). Nesse caso consideramos
apenas @ x+ ou ®x- conforme p(U) C £F ou p(U) C X~.

A seguir, veremos que as defini¢goes dadas na Secao nao dependem da parametri-
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zagao escolhida. O intuito desta secao é formalizar o uso de coordenadas locais que serao
utilizados no restante do trabalho.
Primeiramente, vejamos que as defini¢des referentes a campos suaves ndao dependem

da parametrizagao escolhida.

Lema 2.35. Seja X € Q"(S?). O campo ®x = dcp;(lx) o X op(x) nao depende da parame-
trizacao @, no sequinte sentido: Se ¢ : U CR? = p(U) CS? e : V CR?* = (V) C S?
sao parametrizagoes em p € S* com p(0) = p = 1(0), entdo Px(x) = dgpg(lx) o X op(x) e
Uy (x) = d@/);(lx) o X o(x) sao C"—conjugados em UNV.

Demonstracio. Considere ¢ : U C R* — S? e ) : V C R? — S? duas parametrizacoes
com p(0) = p = 1(0). Assim, ¢ o) : V CR* - U C R? é a mudanca de coordenadas

e, como escolhemos um atlas coerente, d(p~! o %) tem determinate jacobiano positivo.

Logo,

Pxo(pltoy)=dptoXop=d(p tor))oWUy. (2.12)
Como ¢! o1 é um difeomorfismo de classe C" que satisfaz (2.12)), os campos @y e Uy
sao C"—conjugados. m

Observe que, da equagao (2.12) podemos escrever

b = d(gpfl oy)oWxo ((pfl ozp)fl7

Ux =d(ip top)odxo(ptop) ™

Logo, pela Proposi¢ao[2.24], seguird que dado Y = (X+, X7), p € X e duas cartas locais
¢ € 1) em p, entdo os campos projetados @y e Wy, definidos em (2.11)), sdo X-equivalentes.

Lema 2.36. (i) p é ponto regular de X € Q7(S?) se, e somente se, existir uma para-

metrizagio ¢ : U C R?* — S? tal que p(q) = p e q é ponto reqular de ®x.

(ii) p € ponto de equilibrio de X € Q7 (S?) se, e somente se, existir uma parametriza¢ao
0 : U CR? = S? tal que p(q) = p e q é ponto de equilibrio de ®x. Além disso, p é
ponto de equilibrio hiperbdlico se q for hiperbalico.

As afirmacoes nao dependem da parametrizacao.

Demonstragio. Observe que p é ponto regular (de equilibrio) de X se, e somente se,
q = ¢ 1(p) é ponto regular (de equilibrio) de ®x, pois ®x(q) = dp~' o X o ¢(q) com
dp~! isomorfismo. De modo andlogo concluimos que p é hiperbdlico se, e somente se,
q é hiperbdlico. O Lema [2.35] garante que esses fatos ndo dependem da parametrizacao
escolhida. O]
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A seguir, veremos como as trajetérias do campos X € Q7(S?) e do campo projetado
® x se relacionam.

Seja X € Q(S?) e p : U C R* = ¢(U) C S* uma parametrizagio de modo que
['(t), t € I, seja uma trajetéria de X, com I'(t) € p(U) para todo t € I. Como I' é
uma trajetéria de X, entdo dI'/dt = X(T'(t)). Assim, y(t) = ¢! o ['(t) também é uma

trajetoria de @y, pois

Dx(Y(t)) = (dppiy 0 X o) o (p~H o T(t)) = dppyy 0 X o I(t)

vy d, I
o = (07 e D)(8) = dopgy = = dppgy 0 X o T(2).
Logo, dvy/dt = ®x(y(t)).

Com isso obtemos o seguinte resultado.
Lema 2.37. Seja X € Q"(S?).

(i) T C S? é uma trajetéria fechada de X se, e somente se, existir uma parametrizacdo
0 :U — o(U) tal que T(t) C p(U), para todo t e y(t) = p~toT'(t) é uma trajetéria
fechada de ®x.

(i) T é um ciclo limite para X se, e somente se, v for um ciclo limite para ®x. Além

disso, I serd hiperbolico se, e somente se, v for hiperbolico.
As afirmacoes acima ndo dependem da parametrizacio escolhida.

Demonstragcio. Suponha que I' seja uma trajetéria fechada de X e que existam duas
parametrizacoes ¢ : U — o(U), ¥ : V — (V) tal que T'(t) C p(U) N(V), para todo t.
Considere (t) = p o T'(t) e a(t) = ¢~ o T'(t).

Como I'(t) é fechada, existe T > 0 tal que I'(0) = I'(T"). Como ¢ e 1) sdo cartas locais,
entao v e o também sao trajetorias fechadas de ®x e Uy, respectivamente.

Como ¢ é carta local se I' é uma trajetoria isolada, entao ~ também serd. Vale o
mesmo para «. Para ver que a hiperbolicidade dos ciclos é preservada basta considerar
secoes transversais a [' e suas respectivas projecoes.

O Lema [2.3§ garante que a afirmacdo ndo depende da parametrizacao escolhida. [

A seguir, veremos que as defini¢oes referentes a campos de vetores suave por partes
nao dependem da parametrizacao escolhida. Como o contato entre curvas é preservado

por difeomorfismo (veja [17], para mais detalhes), obtemos o seguinte resultado.
Lema 2.38. Seja Y = (X, X7) € Q"(S?, f). Entdo:

(i) p € ¥ é um ponto de costura de Y se, e somente se, existir uma paramelrizacao

o:U = @(U) tal que g € U, p(q) =p, e q € Py € um ponto de costura para Py ;
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(i) p € 3 é um ponto de deslize de Y se, e somente se, existir uma parametriza¢io

o :U— o(U) tal que q € U, v(q) = p, e ¢ € s € um ponto de deslize para Py ;

(iii) p € X é um ponto de escape de Y se, e somente se, existir uma parametrizacao

0:U — @(U) tal que q € U, p(q) = p, e g € Py € um ponto de escape para Py ;

(iv) p € ¥ é um ponto de tangéncia quadrdatica (de ordem superior) de'Y com ¥ se, e
somente se, existir uma parametrizacio ¢ : U — @(U) tal que ¢ € U, p(q) = p, e
q € s um ponto de tangéncia quadrdtica (de ordem superior, respectivamente) de

Dy com Dy,

(v) p € ¥ € um ponto de tangéncia dupla quadrdtica (de ordem superior) de Y com
Y se, e somente se, existir uma parametrizacio ¢ : U — o(U) tal que ¢ € U,
©(q) = p, e ¢ € Ps um ponto de tangéncia dupla quadrdtica (de ordem superior,

respectivamente) de ®y com Ps.
As conclusoes dos itens acima nao dependem da parametrizacao escolhida.

Lema 2.39. p € X € ponto de equilibrio de Fy se existir uma parametrizagao ¢ : U C
R? — S? tal que p(q) = p e q € ponto de equilibrio de Fy,. Além disso, p € ¥ € dito

hiperbolico se q for hiperbdlico. A afirmacdo nao depende da parametrizacao escolhida.

Demonstragio. Se p € 3 é um ponto de equilibrio de Y entdo X f(p)X~ f(p) < 0
e o conjunto {X*(p), X (p)} ¢é linearmente dependente. Como contato entre curvas e
conjuntos linearmente dependentes sdo preservados por difeomorfismo, segue que ¢ = ¢(p)
serd ponto de equilibrio de ®y(p). A hiperbolicidade segue como no Lema . O Lema

[2.38 garante que a afirmacao nao depende da parametrizagao escolhida. O

Como ja vimos que dobra e ponto de equilibrio hiperbdlico de Fy nao dependem da
parametrizacao entao X —singularidade elementar, como na Defini¢ao [2.18] também nao

depende.

Observacao 2.40. Procedendo como nos lemas anteriores, vemos que € indiferente con-
siderar separatrizes genéricas ou quase-genéricas e poli-trajetorias definidas em uma va-
riedade bidimensional ou em um aberto do plano. Isso implica que podemos redigir lemas
semelhantes aos enunciados acima, para poli-trajetorias. Nao o faremos aqui, para evi-
tar repeticoes. Em particular, o caso das poli-trajetorias elementares do tipo I, pode ser

analisado de modo andlogo ao de ciclo limite para campos suaves, como no Lema[2.57.

Observacao 2.41. Note que a andlise anterior continua vdilida quando consideramos
uma variedade bidimensional, compacta, conexa e orientdavel. Nos limitamos, acima, a
definir e provar os resultados para a esfera bidimensional, que serd utilizado no restante
do trabalho.



3 Analise de elementos de
codimensao-1 e de Oorbitas nao

trivialmente recorrentes

3.1 Introducao

Denotamos por X a classe dos campos de vetores suaves por partes definidos em R?,
com regiao de descontinuidade ¥ = {(z,y,2) € R% 2z =0} = f71(0), com f: R® - R
dada por f(z,y,2) = 2z, que admitem H(z,y,z) = 2> + y? + 2? como integral primeira.
Isso implica que todas as esferas bidimensionais centradas na origem sao invariantes pelo
fluxo dos campos de vetores em X. Denotamos por X°* a restricio desses campos a esfera,
bidimensional de raio A > 0 finito e, como na Sec¢ao , denotamos por 1 = f71([0, +00))

e X = f71((—00,0]). Munimos X com a topologia produto de classe C", como usual.

Neste capitulo apresentamos a analise local dos elementos de codimensao-1 que po-
dem aparecer em campos de vetores suaves por partes no conjunto X**. Para evitar o uso
excessivo de super indices, consideramos campos Z = (X,Y) € X* em todo o capitulo.
Note que, por se tratar de uma andlise local, levando em conta os resultados obtidos na
Secao , podemos trabalhar com coordenadas locais {x1, 25}, isto é, analisar o problema
planar. Dessa forma, as expressoes do campo de Filippov e dos primeiros retornos apre-
sentadas no capitulo sao para os campos projetados. No Capitulo faremos uma anéalise

global dos elementos de codimensdo-1 em X,

Ressaltamos que uma analise minuciosa dos diagramas de bifurcagdo foi apresentada
em [28] [34]. O objetivo deste capitulo é ver que, sob certas condiges genéricas, os elemen-
tos de codimensao-1 retratados em [28| [34] formam uma subvariedade de codimenséao-1
no conjunto de sistema de Filippov definidos em S3. Essas condigdes genéricas foram
apresentadas nos trabalhos citados. Porém, em geral, os detalhes envolvendo a prova de
que, de fato, temos uma subvariedade de codimenséo-1 néo foram exibidos. Em [36] foi
demonstrado que, sob certas condi¢oes genéricas, os sistemas de Filippov planares que

possuem uma singularidade do tipo dobra-dobra sao uma subvariedade de codimensao-1

49
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no conjunto de sistema planares de Filippov. Neste trabalho também foram exibidos os
desdobrametos versais das mesmas singularidades.

Como vimos na Se¢ao 2.2 em [28] uma classificagao local dos elementos estrutural-
mente estaveis foi exibida. Além disso, podemos ver em [28, [34] que os elementos de

codimensdo-1 local de Z = (X,Y) € X*» podem ser classificados em:
(i) dobra-dobra;
(ii) cuspide-regular;

(iii) p € ¥ é ponto de equilibrio hiperbdlico de X (Y') enquanto Y (X, respectivamente)

é transversal a X em p;
(iv) o campo de Filippov Fz tem um ponto de equilibrio semi-hiperbélico.

Também em [28, [34] alguns casos de codimensao-1 global foram exibidos envolvendo
drbitas periddicas e conexoes de separatrizes, que podem ocorrer em tempo finito (como
no caso de conexdes entre Y-singularidades do tipo sela ou entre dobras, por exemplo).
Em [28] também foi observado que os elementos globais de codimensao-1 em sistemas de
Filippov podem ser considerados como casos particulares de conexoes de separatrizes e,
portanto, esses objetos podem ser tratados seguindo a abordagem de [47, 51]. As conexdes
de separatrizes podem ser classificadas dependendo dos pontos de chegada e partida que
dao origem a essas conexoes que devem ser pontos de equilibrio hiperbdlicos de X ou
de Y do tipo sela, pontos de equilibrio hiperbélicos do campo de Filippov do tipo sela,
ou no, ou dobras. Note que, conexdes envolvendo pontos de equilibrio nao hiperbodlicos
ou tangéncia de ordem superior gerariam elementos de codimensao maior do que um.
Ainda em [28§], algumas bifurcagoes de codimensao dois locais e globais foram exibidas.
Em particular, no diagrama de bifurcagao de elementos de codimensao dois aparecem os
elementos de codimesao um citados acima e que serao retratados no que segue.

Seja Z = (X,Y) € X%. De maneira natural, elementos de codimensdo-1 de X ou
de Y contidos em Xt ou ¥~ permanecem de codimensdo-1. E o caso, por exemplo, de
pontos de equilibrio do tipo Hopf ou sela-né e orbitas fechadas semi-estaveis. Para mais
detalhes, ver [47, BI]. Além disso, assumindo algumas condigbes quase-genéricas, que
serao explicadas caso-a-caso no decorrer do capitulo, um ponto de equilibrio hiperbélico
de X ou de Y que esteja sobre ¥ ou uma orbita fechada hiperbélica de X ou de Y que
tangencie Y também serao elementos de codimensao-1, assim como pontos de equilibrio
semi-estaveis do campo de Filippov. Nos primeiros dois casos as demonstragoes sao ba-
seadas nas demonstracoes de colisao de singularidade ou érbita periédica com o bordo de
uma variedade bidimensional, dadas em [51], enquanto no tltimo caso, na demonstragao
dada para campos unidimensionais. Aqui, nos restringimos a uma ideia da demonstragao

e a mostrar, quando necessario, as adaptacoes feitas.
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Também analisamos os casos de poli-trajetérias fechadas do tipo I e III nao genéri-
cas, loops ou conexoes de separatrizes envolvendo . Temos quatro casos especiais para
considerar. O primeiro surge quando ha separatrizes de selas que espiralam por ambos
os lados de um ciclo semi-estavel ou de uma poli-trajetoria do tipo I com 7r,(q) =1le
7' (q) =d (q) # 0, com ¢ € ¥ N, onde d(q) = 7(q) — ¢ é a funco distancia. O segundo
quando hé separatrizes de selas cujo a ou w—limite é um loop-simples (envolvendo ¥
ou nao). O terceiro quando, na regido limitada por uma poli-trajetéria do tipo III nao
genérica existe uma sela. Finalmente, o quarto caso especial surge quando uma trajetoria
fechada hiperbdlica e tangente a ¥ de modo quadratico é o ou w-limite de separatrizes
de selas ou dobras. Nesses casos, podem surgir conexoes de selas ou de sela com dobra,
quando as poli-trajetérias e/ou conexao de separatrizes se rompem. Para os casos que
nao envolvem 3, ver [47], os demais casos serdo analisados a seguir utilizando argumentos

semelhantes aos utilizadas nas referéncias citadas.

3.2 Analise de elementos de codimensao-1

3.2.1 -singularidades quase-elementares e colisao de pontos de

equilibrio hiperbdlicos com a descontinuidade X

Nesta subsecao abordamos os casos em que o campo de Filippov F, definido em
¥4 U X¢, tem um ponto de equilibrio semi-hiperbélico, que Z possui uma dobra-dobra
elementar ou ainda que X (Y, respectivamente) tem um ponto de equilibrio hiperbélico
p € ¥ enquanto Y (X, respectivamente) é transversal & descontinuidade . Mostramos
que, sob condi¢Oes quase-genéricas, os campos com esse tipo de elementos formam uma

subvariedade de codimensao-1 em X5>.

Lema 3.1. Seja Zy = (Xo,Yy) € X tal que Fyz, possui um ponto de equilibrio p € ¥
do tipo sela-nd, isto €, Fz,(p) = 0, F/Zo(p) =0ce Fgo(p) #0 e Xo(p) # 0, Yo(p) # 0,
Xof(p) # 0 e Yof(p) # 0. Entdo, eviste uma vizinhanca B de Zy em X5 e uma fungdo
h: B — R tais que h(Zy) = 0, dhy, # 0 e todo Z € h™(0) possui um ponto de equilibrio do
tipo sela-né de Fy em uma vizinhanga de p. Além disso, h™*(R_)Uh™Y(R,) € localmente

estruturalmente estdvel.

Demonstragio. Observe que p estd no interior de um segmento de deslize ou de escape.
Dessa forma, a transversalidade de X, e de Yy em relagao a ¥ em uma vizinhanca de pg
garantem a existéncia de vizinhancas B =U x V, de Zy, e W, = U, N'V,, de po, tais que
para todo Z = (X,Y) € B os campos de vetores X e Y s@o transversais a ¥ em W,,.
Assim, podemos fixar nossas atengoes ao comportamento do campo de Filippov, Fy,
definido para Z € B em W,. Por ser unidimensional, a Teoria Classica nos dé o resultado
desejado. O
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Ressaltamos que o resultado a seguir pode ser encontrado em [36]. Essa bifurcagao
também foi estudada em [28] com o nome de dobra-dobra genérica, onde as condigoes
quase-genéricas foram exibidas, e em [34] onde foram utilizadas as siglas V'V, VI e II para

distingui-las conforme a visibilidade das tangéncias envolvidas.

Definicao 3.2. Seja p € ¥ uma dobra-dobra de Z € ¥%. Dizemos que p é uma dobra-

dobra quase-genérica (ou elementar) se satisfaz uma das seguintes condigoes:
(A) p € ¥ é uma dobra-dobra visivel-visivel (ou dobra-dobra hiperbdlica) de Z € X*.

(B) p € ¥ é uma dobra-dobra visivel-invisfvel (ou dobra-dobra parabdlica) de Z € X5,
Note que, p € 0¥ N OX° ou p € 9%°, dependendo da orientacdo de X e Y. No
primeiro caso, o campo F; esta definido em ambos os lados da dobra-dobra e é dado
por

Fz(z) =B+ O(x),

com € R. Assim, a condi¢ao para que p seja uma dobra-dobra visivel-invisiel (ou

invisivel-visivel) quase-genérica é 3 # 0.

(C) p € ¥ é uma dobra-dobra invisivel-invisfvel (ou dobra-dobra eliptica) de Z € X%,
Note que, p € 9%¢ N OX° ou p € IX°. Em ambos os casos ha um primeiro retorno
definido em uma vizinhanca de p, induzido pelas involugoes associadas ao fluxo dos

campos de vetores X e Y, que sao dadas por

bx(r) = -z + axz® — aia® + Oyx),

dy(x) =—x+ ayz? — oz%a:g + Oy(x),

com ay,ay € R. Assim, para x < 0 suficientemente pequeno, temos definido um

primeiro retorno
bz(x) = ¢y 0 dx(2) =z + (ay — ax)2z® + (ay — ax)?z® + O4(x),

e, portanto, pedimos que ay — ax # 0, para que p seja uma dobra-dobra invisivel-
invisivel quase-genérica. A condigdo ay — ayx # 0 também é chamada de Condi¢cdo
(G). Ela é responsével por garantir que o primeiro retorno ¢z ¢é hiperbdélico e que,
portanto, nao existe trajetorias fechadas em uma vizinhanca da dobra-dobra, no
desdobramento da mesma, além da criada pela bifurcacao pseudo-Hopf. Quando

ay — ax = 0, o primeiro retorno é da forma
¢z(x) = + B’ + O5(x),

nesse caso, lidamos com uma dobra-dobra de codimensao maior ou igual a dois. Para
mais detalhes, ver |28 [36].
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Lema 3.3. Seja Zy = (Xo,Yy) € X e py = (0,0) uma dobra-dobra quase-genérica (ou
elementar) de Zy. Entdo, existe uma vizinhanca B de Zy em X% e uma fungdo h : B — R
de classe C™! tais que h(Zy) = 0, dhyz, # 0, todo Z € h='(0) possui uma dobra-dobra do

mesmo tipo de Zy e h"'(R_) UL Y (R,) € localmente estruturalmente estdvel.

Demonstragio. Seja Zy = (Xg,Yy) e po € ¥ uma dobra-dobra elementar de Z,. Logo,
Xof(po) = 0= Yyf(po) e uma das condigoes dadas na Defini¢ao|3.2|é satisfeita. Sem perda
de generalidade, podemos supor que, localmente, ¥ = f~1(0) com f(z,y) = y. Quando
necessario, escreveremos Xo = (X1, X3) e Yy = (Y1,Y3). Observe que, no caso invisivel-
invisivel, a Condi¢ao (G) garante que nao hé trajetérias fechadas em uma vizinhanga
da dobra-dobra, além da criada pela bifurcacao pseudo-Hopf, com isso, nao fara falta
distinguir o tipo de dobra-dobra para construir a fungao h.

Considerando a tangéncia do campo Y com ¥, defina gy : ¥ x ¥ — R por
gy (Z,p) = Y f(p). Logo, gv(Zo,po) = 0. Por hipétese, Y2 f(po) = Yo(po)V(Yof)(po) =
Yo(po)VYa(po) # 0 e, portanto, g—i(po) # 0. Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe um
aberto B C X%, com Z, € B, um aberto U C X, com py € U, e uma funcio G : B — U,
G € C™, com gy(Z,p) = 0 se, e somente se, G(Z) = p.

Definimos h(Z) = X f(G(Z)). Logo, h(Zy) = 0 e, além disso, Z € X** tem uma
dobra-dobra se, e somente se, h(Z) = 0.

Mostremos que dh(Zy) # 0. Para isso, localmente, podemos considerar ¥ = f~1(0) =
y=0eg(Zy) =po=(0,0). Considere uma bump function g, : R* — R tal que g;(0,0) =1
e supp(g1) C V5(0,0), 6 > 0 suficientemente pequeno. Seja V = (V4, V,) com Vi = (0, g1)
e Vo = (0,0). Definimos

Xy =Xo+AV1, y 20,

Z)\:ZO+)\V:
Y/\I}/(), ySO

Dessa forma,

d d
dh(V) ==h(Zo+ AV)j, Ly = (X2 +Ag1)(0,0) = L.

Portanto, h é de classe C" ', h(Zy) =0 e dhy, # 0. O

O préximo caso também foi estudado em [34] com o nome de tangéncia dupla. A sigla

DT também foi utilizada.

Lema 3.4. Suponha que Zy = (Xo,Yy) € X5 possui uma tangéncia cibica (cispide)
de Xo (Yo, respectivamente) em p € 3 e que Yy (Xo, respectivamente) seja transversal
a Y em uma vizinhanca de p. Entdo, existe uma vizinhanca B de Zy em X5 e uma
fungio h : B — R de classe C"' tal que h(Zy) = 0, dhy, # 0 e todo Z € h™*(0)
possui uma cispide em uma vizinhanga de p. Além disso R~ (R_)UR™Y(R,) € localmente

estruturalmente estdvel.
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Demonstragio. Seja Zy = (Xo,Yp) e po € X tal que Xo(po) # 0, Xof(po) = 0, X2 f(po) =
0, Xgf(po) # 0 e Yo(po) # 0, Yof(po) # 0. Quando necessario, escreveremos X
(XlaXQ) eYy= <Y17Y2)-

Considere a fungio gy : X*» x ¥ — R definida por gx(Z,p) = X f(p). Logo, por
hipétese, g(Zy,po) = 0, dg—;{(Zo,po) =0e dZ%X(ZO,pO) # 0. Assim, pelo Teorema da

Funcdo Implicita, existe um aberto B C X%, com Z, € B, um aberto U C X, com

po € U, e uma funcio Gx : B — U, Gx € C"™ !, com dg—;{(Z,p) = 0 se, e somente se,
Gx(Z) = p. Diminuindo B e U, se necessario, a transversalidade entre Yj e ¥ nos permite
supor que todo Y € B é também transversal a > em U.

Assumindo %(Z, p) > 0, o outro caso é andlogo, segue que Gx(Z) é o minimo da
funcao gx(p) = gx(Z,Gx(Z)). Logo, se gx(Z,Gx(Z)) > 0 o campo X é transversal a ¥
em U, se gx(Z,Gx(Z)) = 0 temos uma ctspide em Gx(Z) ese gx(Z,Gx(Z)) < 0, existem
p1 < Gx(Z) < p; tais que gx(Z,p1) = 0 = gx(Z,p2) € %5(Z,p1) # 0 4%(Z,p) # 0.

Definimos h(Z) = gx(Z,Gx(Z)). Assim, h(Zy) = 0 e, além disso, dhz, # 0, como na
Teoria Cléssica [51]. O

A seguir estudaremos o caso em que Z = (X, Y’) tem uma colisao de ponto de equilibrio
hiperbdlico de X ou de Y com a descontinuidade Y. Podemos ter trés tipos distintos de
pontos de equilibrio sobre ¥: sela, foco e n6. Em todos os casos precisamos de condig¢oes
genéricas adicionais para que a bifurcacao seja de codimensao-1. Essas bifurcagoes foram
estudadas em [34], com os nomes de boundary-saddle, boundary-focus e boundary-node,
com as siglas BS, BF e BN. Também foram estudadas em [28] onde as condigdes genéricas,

que descreveremos a seguir, foram exibidas.

Definig¢do 3.5. Seja Z = (X,Y) € X e p € ¥ um ponto de equilibrio de X ou de
Y. Observe que, sem perda de generalidade, podemos supor p = (0,0) e ¥ = {(z,y) €
R%y = 0}, j4 que a anéalise a seguir é local. Dizemos que p é quase-genérico se satisfaz

uma das seguintes condicoes.

(A) Seja Z = (X,Y) € X% e p € ¥ uma sela hiperbélica de X (Y, respectivamente)
enquanto Y (X, respectivamente) é transversal a ¥ em uma vizinhanga de p. Além
disso, suponhamos que os auto-espagos da sela sejam transversais a descontinuidade
3. Note que, p € (0X°N I%Y) ou p € (% N IL°) e, portanto, o campo de Filippov

I esta definido a direita ou a esquerda de p. Nesse caso, temos
Fz(z) = ax + Oy(x), (3.1)

com « € R. Assim, a segunda condi¢ao para que p seja quase-genérico é que o # 0,
pois, caso contrario, teriamos um ponto de equilibrio semi-hiperbdlico do campo de
Filippov estendido, F;. Além disso, o valor de a@ determina a estabilidade do ponto

de equilibrio de F. Por fim, pedimos que em p € ¥ o auto-espago da sela e o
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campo de vetores Y sejam transversais. Isso implica que nao existe conexoes entre
as separatrizes da sela e do ponto de equilibrio de Fz no desdobramento. O nao
cumprimento dessas condi¢oes pode acarretar em bifurcagoes de codimensao maior.

Exemplos disso podem ser encontrados em [28].

(B) Seja Z = (X,Y) € X% e p € ¥ um foco hiperbdlico de X (Y, respectivamente)
enquanto Y (X, respectivamente) é transversal a ¥ em uma vizinhanca de p. Além
disso, como no caso de colisdo de uma sela com a descontinuidade, temos p € (9%°N
03%) ou p € (9X°N IX°) e, portanto, o campo de Filippov F estd definido & direita
ou a esquerda de p e é dado por , com « € R. Logo, temos que impor a # 0
como condicdo quase-genérica. Como tltima condi¢ao, nao ha conexao da tangéncia,
originada pelo deslocamento do foco, com o ponto de equilibrio do campo de Filippov
no desdobramento. Como nos casos anteriores, o nao cumprimento dessas condigoes

pode acarretar em bifurcacoes de codimensiao maior.

(C) Seja Z = (X,Y) € X5 e p € ¥ um né hiperbdlico de X (Y, respectivamente) en-
quanto Y (X, respectivamente) é transversal a > em uma vizinhanga de p. Além
disso, os auto-valores do n6 tem que ser distintos em p e os auto-espagos devem ser
transversais a . Note que, como no caso de colisao de uma sela com a descontinui-
dade, temos p € (93¢ N IX?) ou p € (9X° N JL°) e, portanto, o campo de Filippov
F; esta definido a direita ou a esquerda de p e é dado por , com « € R. Logo,
temos que impor a # 0 como condi¢ao quase-genérica. Como nos casos anteriores,
o nao cumprimento dessas condi¢oes pode acarretar em bifurcagoes de codimensao

maior.

Lema 3.6. Suponhamos que Zy = (Xo,Yy) € X possui um equilibrio hiperbélico p de
Xo (Yo, respectivamente) em X, satisfazendo a condigio quase-genérica (A), (B) ou (C)
dadas na Definicao . Entdo, existe uma vizinhanca B de Zy em X% e uma funcdo
h: B — R de classe C"™' tal que h(Zy) = 0, dhz, # 0 e todo Z € h™(0) possui uma
singularidade do mesmo tipo da de Zy em 3. Além disso h"{(R_)Uh™ (R,) é localmente

estruturalmente estdvel.

Demonstragio. Seja Zy = (Xo,Yo) € po € X um ponto de equilibrio hiperbdlico de Xy
satisfazendo uma das condi¢oes quase-genéricas (A), (B) ou (C) da Defini¢do[3.5] O caso
em que py ¢ ponto de equilibrio de Y é analogo.

A hiperbolicidade de pg e a transversalidade de Y, em relacao a ¥ em uma vizinhanca
de po garantem a existéncia de vizinhancas B=U x V, de Zy, e W, = U, NV, de py, tais
que para todo Z = (X,Y) € B existe um ponto de equilibrio hiperbdlico ¢; = (az,bz)
de X em W, cujos auto-espacos sejam transversais a > e Y seja transversal a X em W,
Além disso, as condigoes dadas na Definigao [3.5] garantem que, caso o campo de Filippov

esteja definido e possua um ponto de equilibrio ele serd hiperbélico.
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Com isso, definimos
h:B —R

Logo, h(Zy) = 0 e h=1(0) é o conjunto de campos de vetores Z = (X,Y) de modo
que X possui um ponto de equilibrio hiperbélico em . Além disso, se by > 0 (bz < 0),
entdao (az,bz) € X1 ((az,bz) € ¥7) e, portanto, ¢; é um ponto de equilibrio admissivel
(nao-admissivel) de Z € B. Concluimos a prova pois dhz, # 0 como na Teoria Classica
(ver [51]). O

3.2.2 Poli-trajetéria fechada semi-hiperbdlica e trajetoria fechada

tangente a descontinuidade X

Nesta subsecio abordamos os casos em que o campo Z = (X,Y) € X5 possui uma
poli-trajetéria do tipo I ou III semi-hiperbélica e também que X (Y, respectivamente)
possui uma trajetéria fechada hiperbdlica e tangente a p € ¥ enquanto Y (X, respec-
tivamente) é transversal a descontinuidade ¥ em uma vizinhanca de p, mostrando que
em todos os casos, sob condigdes quase-genéricas, os campos com esse tipo de elementos
formam uma subvariedade de codimensdo-1 em X**.

Observe que, como mencionado anteriormente, por se tratar de uma andlise em uma
vizinhanga da poli-trajetéria de Z = (X, Y) ou da trajetéria fechada de X ou Y podemos
usar cartas locais e trabalhar com coordenadas cartesianas em todos os resultados desta
secao.

No seguinte lema mostramos como adaptar a construcao da coroa que existe em torno
de trajetorias fechadas hiperbélicas, que pode ser vista em [42] 48], para poli-trajetéria
fechada elementar do tipo I. Com pequenas adaptacoes, essa construgdo também serd
utilizada para estudar poli-trajetérias fechadas do tipo I com primeiro retorno nao hiper-

bolico.

Lema 3.7. Seja v uma poli-trajetoria elementar do tipo I de Zy = (Xo,Yy) € X5* tal que
W’(q) £ 1 para algum q € yN'Y. Entdo, existem vizinhancas B de Zy em X5 e C, de vy
em S3, de modo que IC., € a unido disjunta de duas curvas Cy e Cy transversais a todo
Z € B. Além disso, todo Z € B possui uma poli-trajetoria fechada elementar do tipo I
em C,, com a mesma estabilidade de v. Portanto, Zy € localmente estruturalmente estdvel

em C,.

Demonstragdo. Por hipétese, v é uma trajetéria fechada elementar do tipo I com 7' (¢) # 1
para algum ¢ € yNX, onde 7 é o primeiro retorno associado a v, como na Defini¢ao [2.20]
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que 7' (¢) < 1 e assim d (q) < 0, onde

d(p) = m(p) — p denota a aplica¢do distancia.
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Considere Zy = (Xa,Yy) o campo de vetores obtido a partir de Zy = (X, Yp) apos

uma rotagao de angulo # dos campos Xy e Yy, isto é,

Xez( cos sen@)‘Xo’

—senf cosf

Y, ( cosf senf ) Y

—senf cosf

Denote por my(x) a aplicagdo de primeiro retorno do campo Zy, definida em . A

partir de 7y, defina
dg: RxY — X

(0,x) — d(0,x) =me(x)— =z,

a distancia associada a Zj.

Temos dy(0,q) = d(q) = 0 e dy(0,q) = d (q) # 0. Assim, pelo Teorema da Funcio
Implicita, existem U C R x ¥ aberto com (0,q) € U, V C R aberto com 0 € V e
¢ : V — R uma aplicagdo de classe C™! tal que ¢(0) = ¢, (0,6(0)) € U e dg(0,9(0)) =0
para todo 6 € V.

Tome ¢ > 0 tal que (—¢,¢) C V. Assim, para todo 6 com |0| < ¢ existe gg = ¢(0) € &
de modo que d(6,qy) = 0. Isto é, Zy tem uma 6rbita periédica que chamaremos de ~y.

Note que, 79 — v quando 6 — 0.
Afirmagao: vy N~y = () para todo 6 com |0| < e.

Como Zjy é construido a partir de Z, por uma rotacao de angulo 6, com @ suficien-
temente pequeno, as trajetorias de Zy e Z, sao sempre distintas e, portanto, se existir
intersecao entre as trajetorias de Z e de Zy, essa se dard de forma transversal. Assim, se
v N~y # B, como ambas sao curvas fechadas segue, pelo Teorema da Curva de Jordan e
pela unicidade das solugbes (ja que v, intersecta 3 apenas em pontos de costura) que as

curvas se intersectam em pelo menos dois pontos.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que 7y : [0, 27r] — R? com yNY = {py, p2}
e supor que y(0) = p1, Y(7) = P2, Y.y € 7 € V., € X7 O caso geral é andlogo.

Defina

) Zy(v(®)  Ze(v(1))
C 0= (T T2

onde (.,.) denota o produto interno usual em R?, j& que estamos trabalhando com cartas
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locais. Assim, como Zy = (Xj, Yp), entao

_/ Xe (1) Xe(v(®)) )
o(t) = 00 =([REa oo €0 »
ga(t) :< Y5-(v(®)  Ye(v(1) > e inon
VG- (@D 1Ya (v /7 )

Entao, para todo t € [0,27], g(t) = cosa, com o = g — 6. Portanto é cons-
tante. Por outro lado, como as curvas se intersectam em pelo menos dois pontos, diga-
mos Y(t1) = (t1) e y(t2) = 7(t2) segue que o = L(Zy(y(t)), Zo(v(t1))) > § e a =
2(Z¢ (1)), Zo(7(82))) < 5 (on @ = Z(Z¢(1(1), Zo(3(1))) < % e @ = L(Zi (7(t2),
Zy((t2))) > %), onde Z(u,v) denota o angulo entre u e v. Portanto, g(t1) e g(t2) tem
sinais diferentes nesses pontos o que contradiz o fato de ser constante.

Logo, 79 Ny = 0 para todo # com |0| < e.

Com isso, podemos escolher §; < 0 < 05 com |6;] < &, i = 1,2 de modo que vy, € g,
delimitem uma coroa em torno de 7. Chamaremos essa coroa de C,.

Além disso, como Z; tem um ntmero finito de singularidades, podemos supor que Zj
nao se anula em C., diminuindo ¢; e 05, caso seja necessério.

Assim, existe uma vizinhanca B C X% de Z; tal que as trajetérias de todo Z € B
cortam 7y, € 7y, transversalmente e no mesmo sentido que Zy. Além disso, como Z; nao
se anula em C,, Z € B também nao se anulard, diminuindo B, se necessario.

Note que os zeros de 7 sao isolados e C, N X C X°. Logo, pelo Teorema de Poincaré-
Bendixson [6] todo Z € B terd uma tnica trajetéria fechada em C., com a mesma estabi-
lidade de 7.

Além disso, dado Z € B a Y-equivaléncia entre Z e Zy é construida por razao de
comprimento de arco considerando ¥ como sec¢ao transversal, assim como no Teorema de
Peixoto (ver [42]). O

No caso das poli-trajetorias fechadas elementares do tipo II vizinhancgas andlogas tam-
bém existem. Basta observar que os arcos de escape ou deslize e o fato de os campos
Xo e Yp serem linearmente independentes em todo ponto p € ¥ (hipdtese que garante a
nao existéncia de Y-singularidades) serao preservados para campos em uma vizinhanga B
de Zy = (Xo, Yo). Nesse caso, seguindo as notagoes do Lema podemos tomar C., de
modo que 9C,, = C.+ UC.—, onde C.+ = {(x,y,2) € S}; 2z = +e}. Além disso, no caso de
Zy admitir poli-trajetérias elementares do tipo III as dobras e a existéncia de segmentos
de deslize ou escape também sdo preservadas para campos em uma vizinhanca de Z.
Como comentamos anteriormente, a andlise local de bifurcacao de codimensao-1 recai so-
bre a analise de conexao de separatrizes e, por isso, as demonstracoes sao inspiradas nas

demonstragoes de [7, [47] que envolvem esses elementos.
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Lema 3.8. Seja v uma poli-trajetéria fechada do tipo I de Zy = (Xo,Yy) € X% com
7 (po) =1 en (po) # 0 para py € yNX. Entdo, existem vizinhangas B em X5 de Z, e
C, em S3 de v e uma fungdo h : B — R de classe C™1 tais que OC., é a unido disjunta
de duas curvas Cy e Cy transversais a todo Z € B. Além disso, h(Zy) = 0, dhz, # 0 e
todo Z € h™1(0) possui uma poli-trajetéria do tipo I nas mesmas hipdteses de y. Ademais,
h=Y(R_) € estruturalmente estdvel e admite duas poli-trajetorias fechadas elementares do
tipo I em C., e h™"(Ry) pode admitir conexdes de separatrizes a menos que vy nao seja

simultaneamente o e w-limite de separatrizes de sela ou dobra.

Demonstragio. Seja Zy = (Xo, Yp), v uma poli-trajetéria fechada do tipo I de Zy e py €
YNy com 7 (pg) = 1. Quando necessério, escreveremos Zy = (X, Yy) com Xy = (X1, X5)
e Yo = (Y1,Y5). Sem perda de generalidade, podemos considerar v N3 = {pg,p1} e
T = Tyomx, onde mx e my denotam as aplicagoes de semi-retorno definidas em ;U C 3.
O caso em que YyNY = {p1,pa2,...,pn}, n > 2, é andlogo. Além disso, por hipétese, temos
m(po) = po, T (po) = 1 e @ (py) # 0 e assumimos, também sem perda de generalidade,
que 7 (po) > 0.

Seja S uma segdo transversal local a Xy em sg € «y, de modo que S C 7. Podemos
escrever Ty = mio7s, diminuindo X1, Y5 e S, se necessario, com 7z : X1 — Semw 1 S — Yo,
como na Figura . Chamando sy = m3(py) = 77 (p1), temos 73 o Ty o m1(s9) = 5o,

(mgomy om) (s9) =1 e (m30my om(sy))” #0.

S
V 50 \\Wl
X1 [ po P o >
\j/
0%

Figura 3.1: Primeiro retorno associado a poli-trajetoria fechada do tipo I.

Definimos dg : B C X% x S — R por dg(Z,s) = 75(Z,s) — s, com 7g = 73 0 Ty 0 T}.
Dessa forma, temos dg(Zy, so) = 0, dg(Zo, 50) = 75’ (s0) — 1 = 0 e dg(Zy, 50) # 0. Assim,
pelo Teorema da Funcao Implicita, existe um aberto By C B, com Z; € By, um aberto
UcCS,com sy €U, euma funcio G : By — U, G € O™ ', G(Z) = s tais que d (Z,5) = 0
se, e somente se, s = G(Z). Definimos h(Z) = d(Z,G(Z)), com Z € B, e omitimos o

indice S da funcao distdncia dg para simplificar a notacgdo. Logo, h(Zy, sg) = 0.
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De forma andloga ao feito no Lema [3.7] construimos uma coroa C, em torno de v,
onde 9C, é a uniao disjunta de duas curvas C e U5 transversais a todo Z € By e de modo
que o fluxo de Zj entra em C, por C e sai de C,, por C;. Como assumimos 7" (po) > 0
segue que %(Z, s) > 0, para todo (Z,s) € By x Uy, com U; C U NC,. Dessa forma,
temos 24(Z,s) =0 e %(Z, s) > 0 e, portanto, h(Z) = d(Z,G(Z)) é o minimo da fungao
dz(s) = mz(s) — s, para s € U;. Com isso, concluimos que 7z tem um ponto fixo G(Z)
se, e somente se, h(Z) = 0. Se h(Z) > 0 segue que 7 nao tem pontos fixos e se h(Z) < 0
entdo m tem dois pontos fixos. Dessa forma, todo Z € h71(0) tem uma poli trajetéria
fechada do tipo I vz, em C,, de modo que dado p € vz N X temos 7r/(p) = 1. Além
disso, h}(R_) admite duas poli-trajetérias fechadas com primeiro retorno hiperbélico e
h~*(R;) ndo admite poli-trajetéria fechada em C.,.

Para provar que dhy, # 0, como sy, é um ponto regular de X, pelo Teorema do
Fluxo Tubular, existe um sistema de coordenadas {z1,x2} no qual Xy = (1,0), em uma
vizinhanga de so com x1(sg) = x2(s9) = 0.

Considere S_s = {(—d,u); =0 <u <} e Ss = {(d,u); =0 < u < d§}, com J suficiente-
mente pequeno.

Nas coordenadas {x1,x2}, escrevendo G(Zy) = (G1(Zy), G2(Zp)), temos

hZo) = d(Zo, G(Z0)) = za(s5(Z0, G2(Z0))) — 22(G2(Z0)).

Seja ¢x,(t,z) o fluxo do campo Xy, passando por z € X* no tempo t. Observe que,
Ox,(t, (—d,u)) = (=06 + t,u). Para ¢ suficientemente pequeno, considerando s_5 =
Ts_s(Zo, G(Zp)) temos

x2(7TS(G(ZO))) = x2(¢Zo (T(ZO’ 3—5)7 5—5))7
onde T é o tempo de retorno de S_s a S. Logo,
hZo) = 2(92,(T(Zo, 5-5)), 5-5) — 22(G2(Z0)).

Defina, g : R? — R uma bump function tal que g(—4,0) = 1 e supp(g) C Vg(—d, 0). Seja
V= (V,V,) com V; = (0,9) e V5 = (0,0). Considere

X)\ :X0+)\V, ZZO,

Zy=2Zy+ ANV =
Y)\:)/(), ZSO

Dessa forma, na vizinhanga dada pelo fluxo tubular, temos X, = (1, Ag) e

dhz,(V) =dd>\h(Zo FAV) o = dd)\ (22(02,(T(2x,5-5),5-6)) — 12(G(Z)))) =
; (3.3)

ﬁ(%(ébzx (T(X,5-5),5-5)))-
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Note que a solugdao de (#,y) = (1,0) que passa por s 5 = (—06,0) em t = 0 é
(z(t),y(t)) = (t —6,0). A solucdo de (z,y) = (1, Ag(x,y)) que passa por (—4,0) em
t = 0 satisfaz z(t) =t — ¢ e, portanto, y(t) é a solugao de

y(t) = Ag(t —d,y),y(0) = 0. (3.4)

Como T(Zy,s-s) = § para todo A, entdao za(¢pz, (T(Zx, 5-s5),5-s)) = y(J), onde y é
solugdo de (3.4). Expandindo y(f) em A, obtemos y(t) = yo(t) + Ayi1(t) + Oa(A), com
%0(0) = 0 e y(0) = 0. Além disso, ¥/(t) = yy(t) + Myy(t) + Os(N\) e, por outro lado,
Ag(t—0,y(t)) = Ag(t — 6, yo(t)) + O2(A). Comparando termo a termo em A, obtemos

Ag(t —6,y(t)) = Ag(t — 6, 90(t))

o que implica, y,(t) = 0, y;(t) = g(t — 6,90(t)). De yo(t) = 0, yo(0) = 0, concluimos
que yo(t) = 0 e de y,(t) = g(t — 6,0),y1(0) = 0 concluimos que y;(t) = i g(s — 6,0)ds.
Substituindo em (3.3) e usando que g é uma bump function, obtemos

Ay (V) = 90, = 12(0) = [ 95— 6,0)ds £0.

Portanto, h é de classe C" ! e tal que h(Zy) = 0 e dhy, # 0. Assim, resta mostrar que
h~Y(R,) pode admitir conexdes de separatrizes a menos que v nio seja simultaneamente
a e w-limite de separatrizes de sela ou dobra.

Como vimos, as trajetérias de Z; cortam o bordo da coroa C.,, 0C, = C; U Cs, de
modo transversal. E, sem perda de generalidade, podemos supor que Z; aponta para o
interior de C., sobre C e para o exterior de C,, sobre Cs, como na Figura[3.2] Além disso,
quando h(Z) > 0 o campo Z nao tem poli-trajetéria fechada em C.,. Nesse caso, o fluxo
de Z entra em C, por C; e sai por (s e, portanto, define uma aplicagao nz : C; — Co.

A seguir, vamos supor que a poli-trajetéria quase-genérica v, de Zj, seja simultane-
amente « e w-limite de separatrizes de sela ou dobra para vermos que, sob essas condi-
¢oes, quando h(Z) > 0 o campo Z pode admitir conexdes de separatrizes. Nesse caso,
sejam wq(Z),...,w(Z) os extremos dos arcos de w—limite de separatrizes de selas ou
tangéncias de Z que cortam C} e ay(Z),...,ax(Z) os extremos dos arcos de a—limite
de separatrizes de selas ou tangéncias de Z que cortam C,. Assim, pelos pontos w;, a;,
1=1,...,01,5=1,...,k passam separatrizes de selas e de tangéncias.

Denotamos por Elsk(dl, ka,lw) o conjunto para os quais a poli-trajetéria fechada é
a—limite de k e w—limite de [ separatrizes de selas ou tangéncias. Note que, Z ¢é local-
mente estruturalmente estavel se, e somente se, az(w;(Z)) # a;(Z) para todo 4, j e isso
sempre ocorre quando k- [ = 0.

Afirmagao: Se k-1 > 0 existem campos Z, com h(Z) suficientemente pequeno, tais

que nz(w;i(2)) = oj(Z), para algum par (i,5),i=1,...,01,j=1,... k.
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Considere £k = 1, ] = 1 e p; € v N X como inicialmente. Como ¥ U ¥y é se¢ao
transversal para Z, € h7'(0), considere as sequéncias ¢(t,) e ¥(t,,), definidas pelas
‘batidas’ do fluxo de Z em 3, passando por «; e wyq, respectivamente. Logo, ¢(t,) (¢¥(tm),
respectivamente) é uma sequéncia monétona crescente (decrescente, respectivamente) e
o(tn) — p1 (¥(t,) — p1, respectivamente).

Como vimos anteriormente, quando h(Z) > 0 o campo Z nao tem poli-trajetoria
fechada em C.,. Nesse caso, o fluxo de Z entra em C, por C) e sai por C; e, portanto,
define uma aplica¢ao nz : C7 — Cs. Dessa forma, as sequéncias ¢(t,) e ¥ (t,,) passam a
estar definidas em Y5 e ndo estao mais limitadas superiormente (inferiomente), por p.

Se existirem tempos t,,t,, de modo que ¢(t,) = ¥ (t,,), Z admitird uma conexao de
separatrizes. Fixe oy e, portanto, ¢(t,,). Sejam qi, ¢ as sela e/ou dobras que geram
w; e a, respectivamente. Considere uma perturbacao local em uma vizinhanca C,, de
q1. Mais especificamente, considere uma rotacdo do campo inicial por um angulo 6 como
perturbagdo. Seja a; o ponto onde a separatriz de ¢, que inicialmente se aproximava de
7, corta 0C,,. Como v era a e w-limite de ¢; e g2 entao, existem ¢ > 0, suficientemente
pequenos, tais que para h(Z) = ¢ a trajetdria passando por gs corta 9C,,. Seja as esse
ponto. A rotacao em €, gera uma perturbagao nos pontos a; e, para uma sequéncia de

angulos 6; teremos a; = ay e, portanto, conexoes de separatrizes.

Figura 3.2: Possivel conexao de separatrizes podem surgir no rompimento de uma poli-
trajetoria do tipo I nao elementar.

Com isso concluimos que h~*(R,) pode admitir conexdes de separatrizes quando 7 é
« ou w-limite de separatrizes de sela ou dobra.
Observe que, se min{k, [} > 1 ndo é claro que podemos produzir duas conexoes simul-

taneas com esse tipo de perturbacao. O

Observagao 3.9. Como comentamos na Observagdio do Capitulo [3, os mesmos

argumentos se aplicam a pseudo-poli-trajetorias do tipo I.
A seguir, analisamos os dois casos envolvendo poli-trajetérias fechadas do tipo I11. Note
que, as imposigoes da Definicao [2.20] asseguram que se v é uma poli-trajetéria fechada,

elementar do tipo III, entdo v ¢é localmente estruturalmente estavel.
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Lema 3.10. Seja Zy = (Xo,Yy) € X5 e v uma poli-trajetoria fechada do tipo III de Z
que possui todos os arcos de deslize e apenas um de escape (ou todos os arcos de escape e
um de deslize). Entdo, existe uma vizinhanca B em X de Zy e uma funcio h : B — R
de classe C"' tal que h(Zy) = 0, dhz, # 0 e todo Z € h™'(0) possui uma poli-trajetdria
do tipo III nas mesmas hipoteses de . Além disso, considere S uma se¢do transversal
local de Zy em p € v, com p no segmento de trajetoria que une as duas dobras de 7.
Entao, h"Y(R}) (h"(R_)) pode admitir conexdes de separatrizes a menos que nenhuma

separatriz de sela corte a secao transversal local S.

Demonstragio. Seja Zy = (Xo, Yp) e v uma poli-trajetéria fechada do tipo III de Z;, que
contém todos os arcos de deslize e apenas um de escape (ou todos os arcos de escape
e apenas um de deslize). Dessa forma 7 possui uma conexao de tangéncias e, portanto,
construimos h como no caso de conexoes de tangéncia da Teoria Classica, ver [51]. Quando
a conexao de dobras que forma a poli-trajetoria v se rompe apenas uma das separatrizes

de dobras que formavam a conexao permanecera na regiao inicialmente limitada por ~.

f/ f/ i \
- > by
a b
Figura 3.3: Poli-trajetéria do tipo III contendo um segmento de deslize e um de escape.

Chamamos de a e b as dobras que aparecem em v e ¢ um ponto da trajetoria que
conecta a e b que escolhemos arbitrariamente. Sem perda de generalidade, podemos
supor a e b sao dobras de X e que ¢ € XT. Por ¢ existe uma secao transversal S, do
campo X, inteiramente contida em 7.

Pela continuidade do fluxo, quando h(Z) # 0, o fluxo de X que passa por a (b) corta
Sema (5, respectivamente), com a # b. Podemos estabelecer uma relacao de ordem em
S e supor, sem perda de generalidade, que quando h™'(Z) > 0, temos a > ¢ > 5, como
na Figura[3.4] Nos fixaremos nesse caso, os demais sdo analogos.

Diminuindo S, se necessario, pela continuidade do fluxo de X a trajetéria passando
por b corta ¥ em tempo finito.

Resta provar que se Z € h™'(R,)Uh }(R_), entdo Z pode admitir conexao de sepa-
ratrizes a menos que nenhuma separatriz de sela corte a se¢ao transversal local S.

Seja s; uma sela de X contida na regiao inicialmente limitada pela poli-trajetoria v e
suponha que uma separatriz de s; corte S em s;. Considerando uma perturbacao local em

uma vizinhanca de s;, mais especificamente, uma rotagao por angulo #. Assim como no
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lema anterior, é possivel escolher # de modo que s; = a. Portanto, existem perturbacoes
para as quais temos uma conexao sela-dobra, que surge ap6s o rompimento de .

De modo andalogo, seja s; uma sela de X ou de Y contida no exterior da regiao
inicialmente limitada pela trajetéria v e suponha que uma separatriz de sy corte S em
S9. Considerando uma perturbacao local em uma vizinhanca de s, mais especificamente,
uma rotacao por angulo #. Assim como acima, é possivel escolher § de modo que §, = b.
Portanto, existem perturbagoes para as quais temos uma conexao sela-dobra, que surge

ap6s o rompimento de 7. O

Figura 3.4: Possiveis conexoes de separatrizes que podem surgir no rompimento de uma
poli-trajetéria do tipo III.

Note que, quando temos uma poli-trajetéria do tipo III nao elementar temos conexao
de dobras, ja que as trajetorias entram em arcos de escape apenas por pontos de dobras e
saem de pontos de delizes apenas por pontos de dobras, como ja comentamos. Mas, além
disso, a poli-trajetéria se forma pois um arco de trajetéria saindo de um ponto regular
de Fy retorna ao segmento de deslize, em um ponto regular de Fz, em tempo finito.
A continuidade dos fluxos de X e Y garantem que, nesse caso, existe um continuo de
orbitas periodicas do tipo III. Todas as orbitas desse continuo compartilham da mesma
conexao de dobras e, por isso, quando rompemos a conexao, rompemos o continuo de
poli-trajetérias do tipo III. Outro exemplo cléssico disso foi dado em [28§], e exibimos na

proxima figura.

S :
N

Figura 3.5: Exemplo de poli-trajetéria do tipo III.

O préximo caso foi abordado em [28], na se¢ao que trata de conexdes heteroclinicas de

dobras, pois, como ja vimos, os casos de bifurcagoes globais podem ser vistos como casos
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de conexoes de separatrizes. A prova do Lema ¢ andloga a anterior e, por isso, sera

omitida.

Lema 3.11. Seja Zy = (Xo,Yy) € X5 e v uma poli-trajetoria fechada do tipo III de Z
com todos os arcos de deslize ou escape e que possui uma conexdo de tangéncias. Entao,
existe uma vizinhanga B em X5 de Zy e uma fungio h : B — R de classe C"~' tal que
h(Z) =0, dhgz, # 0 e todo Z € h™'(0) possui uma poli-trajetdria do tipo III nas mesmas
hipoteses de . Além disso, considere S uma secao transversal local de Z em p € ~v, com p
no segmento de trajetéria que une as duas dobras de . Entdo, h™'(R,) (h"Y(R_)) pode
admitir conexoes de separatrizes a menos que menhuma separatriz de sela corte a secdo

transversal local S.

(Y
IS CEEr

Figura 3.6: Poli-trajetéria do tipo III contendo uma conexao de dobras.

O préximo caso foi estudado em [34] com o nome de touching bifurcation ou grazing
bifurcation com as siglas TCy e TCy. Também foi abordado em [28], na segao que trata
de conexoes homoclinicas de dobras, pois, como ja vimos, os casos de bifurcagoes globais

podem ser vistos como casos de conexoes de separatrizes.

Lema 3.12. Seja Zy = (X,,Yy) € X5 tal que Xo (Yo) possui uma trajetéria fechada
hiperbolica o tangenciando ¥ de forma quadrdtica em um unico ponto p € X Ny €
que Xof(q) # 0 para todo q em uma vizinhanga de p. Além disso, suponha que Yy
(Xo, respectivamente) seja transversal 4 ¥ em uma vizinhanga de p. Entao, existe uma
vizinhanga B em X9 de Zy e uma fungio h: B — R de classe C™! tais que h(Zy) = 0,
dhz, # 0 e Z € h™'(0) se, e somente se, Z possui uma trajetéria fechada hiperbélica
tangenciando ¥ e sequindo as mesmas hipdteses enunciadas. Além disso, h™(R,) ou
h=Y(R_) admite poli-trajetérias elementares do tipo III. Ademais, h~'(R,) (ou h™'(R_))
pode admitir conexdes de separatrizes a menos que a trajetoria fechada v nao seja o ou

w-limite de separatrizes de sela ou de dobra.

Demonstragio. Seja Zy = (Xo,Ys) e v uma trajetoria fechada hiperbdlica de Xy que
tangencia X de forma quadratica em um tnico ponto p € ¥ N y. Suponha também que
exista uma vizinhanga W, de p, tal que Xy e Yy ndo se anulam em W), que Xof(q) # 0

para todo ¢ € W, \{p} e que Y} seja transversal a ¥ em W,. Entao, existe uma vizinhanca
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B=UXYV, de Zy, de modo que todo Z = (X,Y) € B é tal que X admite uma unica
trajetoria fechada hiperbodlica  passando por ¢ € W, N X, com a mesma estabilidade que
Yo- Além disso, para todo ¢ € W, N X temos X (q)Y (¢) # 0 e Y f(q) # 0.

Note que v corta L = {Xf = 0} em um ponto p, = (az,bz) e, quando by = 0, v

tangencia Y. Dessa forma, definimos,

h:B —R

Entdo, h(Zy) = 0 e Z € h™(0) se, e somente se, satisfaz as hipGteses enunciadas.
Além disso, dhz, # 0 como na Teoria Classica (ver [51]). Suponhamos que 7, tangencia
¥ em py e que dada V,,, uma vizinhanca de py, entdo V,, \ {po} N2 C X¢U X% Note
que, supondo 7y, atratora entdo, se h(Z) > 0 segue que X possui uma trajetoria fechada
hiperbdlica contida em 7, enquanto que se h(Z) < 0, a dependéncia sensitiva com relagao
as condicoes iniciais de X garante que a trajetéria passando pelo ponto de tangéncia p
retorna ao segmento de deslize e, portanto, Z possui uma poli-trajetéria fechada elementar
do tipo II. Por outro lado, supondo 7y repulsora entéo, se h(Z) > 0 segue que X possui
uma trajetéria fechada hiperbdlica contida em X7 e Z possui uma poli-trajetéria fechada
elementar do tipo I enquanto que se h(Z) < 0, Z nao possui trajetéria fechada em uma
vizinhanga de 7p. O caso em que V,,, \ {po} N X C 3¢ U X° é andlogo.

A prova de que h™*(R_) (h"'(R,)) ¢ localmente estruturalmente estivel enquanto
Y R,) (R~ Y(R_), respectivamente) pode admitir conexdao de separatrizes a menos que
a trajetoria fechada vy nao seja o ou w-limite de separatrizes de sela ou dobra é analoga
a da do Lema [3.8

Note que o caso em que v é uma trajetéria fechada hiperbélica de Yj, tangente em

po € X e Xy é transversal a > em uma vizinhanga de py é analogo. O]

3.2.3 Conexao de separatrizes quase-genéricas

Os casos abordados no préximo lema foram tratados em [28] e em [34] nas segdes
de conexdes homoclinicas e heteroclinicas. Quando envolvem equilibrio do campo de
Filippov, F, essas conexoes também foram chamadas, nas referéncias citadas, de pseudo-

homoclinicas ou pseudo-heteroclinicas.

Lema 3.13. Suponha que Zy = (Xo,Yy) € X% possui uma conexdo heteroclinica entre
selas hiperbolicas ou tangéncias quadrdticas ou entre sela hiperbdlica e tangéncia quadrd-
tica que nao dd origem a uma poli-trajetoria fechada. Entao, existe uma vizinhanca B de
Zy em X% e uma fungdo h : B — R de classe C™! tal que h(Zy) = 0, dhy, # 0, e todo
Z € h™Y(0) possui uma conexdo do mesmo tipo de Zy. Além disso, h"'(R_) U h~ (R,)

nao admite conexoes de separatrizes.
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Nesse caso, podem ocorrer conexoes heteroclinicas do tipo dobra-dobra, sela-sela, sela-
dobra. Essas conexoes podem ou nao envolver . Em todos os casos a demonstracao é

andloga ao caso cldssico e, por isso, serao omitidas. Para mais detalhes ver [47), 51].

Lema 3.14. Suponha que Zy = (Xo,Yy) € X% possui uma conexdo heteroclinica entre
pontos de equilibrio elementares de F'z, ou entre pontos de equilibrio hiperbolicos de Fy e
tangéncia quadrdtica, ou entre pontos de equilibrio elementares de F; e selas hiperbolicas
de X ou Y. Suponha que essa conerdo nao dd origem a uma poli-trajetoria fechada.
Entdo, existe wuma vizinhanca B de Zy em X% e uma fungio h : B — R de classe C™™1
tal que h(Zy) = 0, dhg, # 0, e todo Z € h™(0) possui uma conexdo do mesmo tipo de

Zy. Além disso, h"'(R_) U h ' (Ry) ndo admite conexdes de separatrizes.

Nesse caso, podem ocorrer conexoes de separatrizes de sela ou dobra com uma separa-
triz de pontos de equilibrio elementares de F; ou conexoes entre dois pontos de equilibrio

elementares de Fz. Em todos os casos a demonstracao é analoga ao caso classico.

Observagao 3.15. Note que algumas configuracoes de conexdo envolvendo tangéncias
podem dar origem a poli-trajetorias do tipo III em seu desdobramento, como vimos no
Lema . Além disso, é possivel que a concatenag¢ao de orbitas de Z = (X,Y) seja
fechada e de modo que a transicio entre as trajetorias de X e Y se dé por pontos de
tangéncia, como na Figura [3.7  Quando a transicio da concatenagio se dd por pon-
tos de tangéncia, nao usaremos o termos poli-trajetoria e sim, poli-ciclo nao localmente
estruturalmente estavel. O proxzimo lema mostra que, sob condicoes genéricas, esses ele-
mentos sio de codimensao-1. Esses casos foram estudados em [3]|] com os nomes de
return to a invisible tangent point (buckling bifurcation) e return to a visible tangent point
(sliding-crossing bifurcation e crossing-crossing bifurcation) com as siglas SC e CC. Veja
Figura . Também foi abordado em [28], na se¢io que trata de conexdes homoclinicas
de dobras pois, como jd vimos, os casos de bifurcagoes globais podem ser vistos como casos
de conexdes de separatrizes. Em [22], condigdes genéricas sobre o primeiro retorno que
pode ser definido em uma vizinhanga de poli-ciclos para o caso CC foram exibidas, mais
precisamente pede-se que o primeiro retorno seja hiperbolico no segmento de costura onde
estd definido. Além disso, neste mesmo trabalho, foi mostrado que no desdobramento de
C'C uma poli-trajetoria fechada do tipo I nao coexiste com uma poli-trajetoria fechada do
tipo 111, como exibido no caso CCy de [34)].

Lema 3.16. Seja Zy = (X, Yy) € X5 e v um poli-ciclo ndo localmente estruturalmente
estavel de Zy que possui todos os arcos de deslize ou escape e de modo que a trajetoria
retorne a ¥ em um ponto de tangéncia quadratica (ou dobra) visivel ou invisivel p. Entao,
existe uma vizinhanca B em X°* e uma fungio h : B — R de classe C"~* tal que h(Zy) = 0,
dhz, # 0 e todo Z € h™1(0) possui um poli-ciclo nas mesmas hipdteses de . Além disso,
h~Y(R,) (h=(R_)) pode admitir conexdes de separatrizes a menos que nenhuma separatriz

de sela corte a secao transversal Y em uma vizinhanga de p.



68 Analise de elementos de codimensao-1 e de drbitas nao trivialmente recorrentes

Lema 3.17. Seja Zy = (Xo, Yp) € X5 e v um poli-ciclo ndo localmente estruturalmente
estavel de Zy que nao possui arcos de deslize nem de escape e de modo que a trajetoria
retorne a 3 em um ponto de tangéncia quadrdtica (ou dobra) visivel (caso CC). Além disso,
suponha que o primeiro retorno definido a direita (ou a esquerda) do ponto de dobra seja
hiperbélico. Entdo, existe uma vizinhanca B em X% e uma funcio h : B — R de classe
C™ ! tal que h(Zy) = 0, dhz, # 0 e todo Z € h='(0) possui um poli-ciclo nas mesmas
hipéteses de . Além disso, h"Y(R,) (h"*(R_)) pode admitir conexdes de separatrizes a

menos que vy nao seja a ou w-limite de nenhuma separatriz de sela ou dobra.

e Y4 OO
= /N N4

(a) (b) ()

Figura 3.7: (a) Buckling bifurcation, (b) sliding-crossing-bifurcation, (c¢) crossing-crossing-
bifurcation.

Finalizamos a secdo com o caso em que o campo Zy = (X, Yy) € X5 é tal que X, ou

Yy possui uma sela hiperbdlica que da origem a um loop que nao tangencia .

Definigdo 3.18. Seja Z = (X,Y) € X e p uma sela de X (ou de Y). Uma conexao
cujos conjuntos « e w-limite coincidem com o ponto de sela p é chamada de loop. Dizemos
que um loop é simples quando p é uma sela hiperbélica que nao estd em 3, tr(DX, p) # 0
(ou tr(DY, p) # 0, respectivamente), onde tr(DX, p) (tr(DY,p)) denota o trago da matriz
jacobiana de X (Y, respectivamente) em p. Além disso, caso o loop intersecte 3, a

interseccao se da de forma transversal.

Lema 3.19. Suponha que Zy = (Xo,Yy) € X possui um loop de sela simples. Entao,
existe uma vizinhanca B de Zy em X e uma funcdo h : B — R de classe C™™! tal que
h(Zy) = 0, dhg, # 0, e todo Z € h™(0) possui um loop de sela simples. Além disso,
Y (R_) C SN e h=Y(R.), pode admitir conexdo de separatrizes a menos que o loop nao

seja o ou w-limite de separatrizes de sela ou dobra.

Demonstragao. Seja Zy = (Xo, Yo), 7 um loop de sela de Zj e p a sela que dé origem ao
loop. Suponhamos, sem perda de generalidade, que p € X+ é uma sela de X;. Assim como
os casos anteriores, a demonstracao ¢ analoga ao caso classico, levando em consideracao
as seguintes observagoes.

Como p ¢ 3, pelo Lema 4.3 de [47], podemos tomar uma vizinhanca de V), de p,

de modo que V, N Y = () e JV, seja uma curva diferenciavel. Existe uma vizinhanca B
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de Z, tal que todo Z € B tem uma sela em V, e que as separatrizes estaveis (instaveis)
de p cortam 0V, em dois pontos s;(X) e u;(X), ¢ = 1,2, respectivamente. Além disso,
existem arcos fechados S; (U;, respectivamente) de modo que s;(X) € S;, u;(X) € U; e as
trajetérias de X, sdo transversais a V,, em S; (U;, respectivamente).

Os pontos s;(X) (u;(X), respectivamente) dividem os arcos S; (U;, respectivamente)
em dois arcos fechados S} e S? com S} N S? = 5;(X) e S} US? = S;. Se necessdrio,
diminuimos S; para que toda trajetéria que entre em V), passando por x € S\ {s;} saia
de V,, passando por kY (z) € U; \ {u;}, como na Figura Assim, temos definida uma

aplicagao k% : S — Uj;, que é continua.

Figura 3.8: Loop de sela intersectando > de forma transversal.

Suponhamos que o loop seja formado pela conexao das separatrizes de u; e s e
considere 7 : U} — S}, definido pelo fluxo. No caso em que v N ¥ # ), consideramos
T = 711 O Ty O T3, COM Ty : 27 — So, My : g — Xy emg : Uy — Yo onde X7 UXy C XCe
Y1 N Yy =0, como na Figura |3.8

Observe que 7 é diferenciavel, pois cada um de seus fatores (no caso descrito acima)
sera diferenciavel. Com essas consideragoes, a conclusao da demonstracao é analoga ao
caso classico e pode ser encontrada em [47].

A prova de que hm}(R_) C TN e h~'(R,), pode admitir conexdo de separatrizes a
menos que o loop nao seja a ou w-limite de separatrizes de sela ou dobra ¢é andloga ao

que foi feito na prova do Lema |3.8 O

Observagao 3.20. Como comentamos no Capitulo[3, os mesmos argumentos se aplicam

a pseudo-conexdes que ndo envolvem segmentos de deslize e/ou escape.
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3.3 Recorréncia nao trivial

Nesta secao recordamos a definicdo de orbita recorrente e érbita nao-trivialmente re-
corrente. No nosso caso nao ¢ restritivo assumir que os campos de vetores que trabalhamos
possuem apenas um numero finito de pontos de equilibrio, >-singularidades e tangéncias
e que nao sao topologicamente transitivos visto que campos de vetores topologicamente
transitivos apresentam, necessariamente, conexao de separatrizes (ver [33]). Dessa forma,
podemos utilizar cartas locais e trabalhar com campos definidos em abertos do plano.
No que segue veremos que um campo suave por partes definido em um aberto do R? que
possui 6rbita nao trivialmente recorrente nao é estruturalmente estavel. Iniciamos a se¢ao

recordando algumas defini¢oes e resultados.

Definigao 3.21. Uma trajetoria maximal vz (¢; pp) é uma trajetoria global que nao pode
ser estendida a nenhuma outra trajetéria global adicionando trajetorias locais. Isto é,
se 7z é uma trajetoria global contendo vz entdo 77 = 7z. Nesse caso, chamamos
I = (77 (po), 7" (po)) de intervalo maximal da solugdo 7z, onde 7¢ = lim; 4. t;. Uma
trajetéria é positivamente (negativamente, respectivamente) maximal se i € N (i € —N,

respectivamente). Observe que, pode ocorrer 75 (pg) = 4-00.

Defini¢ao 3.22. Considere uma trajetéria maximal passando por pg, vz(t;po). O con-
junto w(yz(t;po)) = {q € V; 3 (t,) satisfazendo vz(t,;po) — ¢ com t, — 71 (py) quando
n — oo} ((alyz(t;po)) ={q € V;3 (t,) satisfazendo vz(t,;p0) — ¢ com t, — T (po)
quando n — —oo}) é chamado de w-limite (a-limite, respectivamente) de z(¢;pg). O
w-limite (a-limite, respectivamente) de um ponto p é a uniao dos w-limite (a-limite, res-

pectivamente) de todas as trajetérias maximais que passem por p.

Definigao 3.23. Dizemos que p é recorrente se p € w(yz(p)) ou p € a(yz(p)) para alguma
trajetoria maximal de Z passando por p. Dizemos que p ¢é trivialmente recorrente quando
p é ponto de equilibrio de X, de Y ou de F, quando p é uma dobra-dobra invisivel-
invisivel, quando 7z(p) é uma trajetéria fechada ou uma poli-trajetéria fechada do tipo
I, ou ainda quando 7yz(p) é uma poli-trajetéria fechada elementar do tipo II ou III, para

uma concatenacao fixada. Caso contrario, dizemos que p é nao-trivialmente recorrente.

Note que, se p é nao trivialmente recorrente entao 7z(p) nao contém pontos de equi-
librio de X, Y ou F pois isso implica que w(vz(p)) (ou a(vz(p)), respectivamente) seja

esse ponto de equilibrio e, portanto, p ¢ w(yz(p)) (p ¢ a(vz(p)), respectivamente).

Observacao 3.24. Sabemos que campos de vetores suaves por partes admitem orbitas
nao-trivialmente recorrentes, como na Figura [3.3. O intuito da secio é ver que, sob
algumas condicoes, quando esse tipo de orbita existir o campo de vetores possuird uma

conexdo de separatrizes. A abordagem é baseada em [{J)].
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Recorde que, dado Z = (X,Y) um campo de vetores suave por partes definido em
um aberto de R? e vz(p) uma trajetéria maximal de Z passando por p, o Teorema de
Poincaré-Bendixson (ver [6]) garante que se 7z(p) estd contida em uma regido compacta
K que, por sua vez, estd contida em um subconjunto invariante por Z, de modo que
KNY C (X1UX°)¢ e Z tem um ntimero finito de tangéncias e pontos de equilibrio em K
entao os conjuntos w-limite de vz (p) sdo: (i) pontos de equilibrio de X ou de Y; (ii) érbitas
periédicas de X ou de Y; (iii) um grafo de X ou de Y’; (iv) uma poli-trajetéria fechada
(chamada de pseudo-ciclo no trabalho citado); (v) um grafo do campo Z (chamado de
pseudo-grafo no trabalho citado); (vi) uma dobra-dobra invisivel-invisivel. Logo, nesse
caso, nao ha orbitas nao trivialmente recorrentes.

Note que se yz(p) é um poli-ciclo nao estruturalmente estével (ver Figura[3.7(c)) entdo
~vz(p) ndo esté nas hipdteses do Teorema de Poincaré-Bendixson pois qualquer vizinhanga
de vz(p) intersecta segmentos de deslize ou escape. Nesse caso, vz(p) contém ao menos
uma conexao de dobras.

Agora, considere Z = (X,Y) um campo de vetores suave por partes definido em
R2. Seja vz(p) uma trajetéria de Z passando por p com p € w(yz(p)) e suponha que
vz(p) esteja contida em um compacto K invariante por Z. Primeiramente, note que se
vz(p) N3 = 0, entdo vz(p) C X1 ou yz(p) C E~. Nesse caso, se yz(p) for recorrente
ela serd trivialmente-recorrente. Além disso, se vz(p) N X C X¢ entdo, diminuindo K, se
necessario, podemos supor que K N'Y C (3¢ U X¢)¢. Esse caso recai sobre o Teorema de
Poincaré-Bendixson dado em [6] e, portanto, vz (p) é trivialmente recorrente.

Suponha entdo que vz(p) N C (24U X¢)¢ mas nio existe um compacto K, invariante
por Z, de modo que K C (X4UX¢)¢. Se yz(p) for fechada, por ndo passar por segmentos de
deslize ou escape segue que 7z(p) serd um poli-ciclo (ver Figura [3.7(c)) ou uma trajetéria
fechada de X ou de Y tangente a ¥. Dessa forma, vz(p) possui ao menos uma conexao de
dobras. Caso vz(p) nao seja fechada nem possua conexdes de dobras entdo para tempo
futuro (ou passado) vz(p) N X C X¢. Portanto, hé unicidade de trajetérias para tempo
futuro (ou passado) e, novamente, recaimos sobre o Teorema de Poincaré-Bendixson que
garantird que 7yz(p) é trivialmente recorrente.

A seguinte proposicao garante que, se p é um ponto nao trivialmente recorrente de
Z = (X,Y) e yz(p) é uma érbita passando por p que intersecta 3 em segmentos de deslize
ou de escape entao yz(p) possui ao menos uma conexao de separatrizes. A abordagem ¢é
baseada em [44].

Ressaltamos que para o nosso propdsito nao é restritivo supor que Z = (X,Y’) tem um
numero finito pontos de equilibrio e de dobras, todos elementares. Dessa forma, também

havera um nimero finito de segmentos de deslize e escape em X..

Proposigao 3.25. Suponha que Z = (X,Y') possui um nimero finito de pontos de equi-
librio e de dobras, todos elementares. Seja p um ponto nao trivialmente recorrente de
Z = (X,Y) evz(p) uma drbita passando por p tal que w(yz(p)) N (X?UXE) # 0. Entdo
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~vz(p) conecta separatrizes de dobras e, portanto, ndo € localmente estruturalmente estdvel.

Demonstrag¢io. Seja p um ponto nao trivialmente recorrente de Z = (X,Y) e yz(p) uma
trajetéria de Z passando por p (a concatenagao estd fixada) tal que p € w(yz(p)). Entao,
p nao é ponto de equilibrio de X, Y ou Fz, p nao é uma dobra-dobra invisivel-invisivel
de Z e yz(p) ndo é uma trajetéria fechada nem uma poli-trajetéria fechada elementar do
tipo I, IT ou III. Por hipdtese w(yz(p)) N (L€ U X4) £ .

Passo 1: Se vz(p) NS¢ #£ 0 e yz(p) N X¢ # 0, entdo yz(p) contém ao menos uma
conexao de dobras. De fato, basta observar que vz(p) s6 sai de um segmento de deslize
por uma dobra e s6 entra em um segmento de escape por uma dobra.

Logo, resta analisar os casos em que vz(p) N X C (29U XE) ou vz(p) N C (XU X9).

Passo 2: Se vz(p) N X C (X°U %) entdo vz(p) contém ao menos uma conexio de
dobras. De fato: note que, nesse caso ha unicidade de trajetoria para tempo futuro pois ao
passar por um segmento de deslize a trajetéria sé saird do mesmo por um ponto de dobra.
Seja V, uma vizinhanca de p. Por ser recorrente, vz(p) retorna a V), infinitas vezes. A
unicidade da trajetoria para tempo futuro junto com a dependéncia sensitiva com relacao
as condigoes iniciais das trajetorias de X| , e de Y| _ garantem que, decorrido tempo
t > 0, 7z(p) retorna ao segmento de deslize. Seja ¢ esse ponto (como na Figura [3.9(a)).
Dessa forma, Z admite uma poli-trajetoria fechada do tipo III, I'z(q), passando por q.
Observe que se p ¢ I'z(q) entdo p nado é recorrente, visto que, nesse caso, diminuindo V,,
temos V, NT'z(q) = 0. Se p € T'z(¢), como estamos supondo que p é nao-trivialmente

recorrente, segue que I'z(g) ndo é elementar e, portanto, deve conter uma conexao de

dobras, como nas Figuras 3.3, 3.6 ¢[3.7) (a) e (b).
Iz(

SERLRETS

N/

(a)

Figura 3.9: Poli-trajetérias fechadas nao elementares do tipo III.

Passo 3: Se vz(p) N X C (X°U X°) entdo vz(p) contém ao menos uma conexao
de dobras. De fato: nesse caso ha unicidade da trajetoria para tempo passado pois a
trajetéria s6 entrard em um segmento de escape por um ponto de dobra. Seja V,, uma
vizinhanca de p. Por ser recorrente, vyz(p) retorna a V, infinitas vezes. A unicidade da
trajetoria para tempo passado junto com a dependéncia sensitiva com relacao as condigoes
iniciais das trajetorias de X|_, e de Y| garantem que, decorrido tempo t < 0, vz(p)
retorna ao segmento de escape. Seja ¢ € X¢ esse ponto (como na Figura (b)) Dessa
forma, Z admite uma poli-trajetéria fechada do tipo III, I'z(q), passando por q. Observe

que se p ¢ I'z(q) entdo p nao é recorrente, visto que, nesse caso, diminuindo V,, temos
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V,NTz(q) = 0. Se p € T'z(q), como estamos supondo que p é nao-trivialmente recorrente,
segue que I'z(q) ndo é elementar e, portanto, deve conter uma conexao de dobras.

Os passos 1, 2 e 3 concluem a prova. O

Apesar de nao haver nenhum sentido dinamico, as defini¢oes [3.21] [3.22] e [3.23] podem

ser adaptadas para pseudo-poli-trajetérias, apenas considerando que a concatenagao pode

nao seguir o sentido natural dos fluxos de X, Y ou do campo de Filippov Fz. Como
vimos no Lema , pseudo-poli-trajetérias fechadas foram abordadas em [36]. O assunto
também foi abordado em [28) [44].

Recorde que, pela Definicao [3.23] dizemos que p é trivialmente recorrente quando
p é ponto de equilibrio de X, de Y ou de F, quando p é uma dobra-dobra invisivel-
invisivel, quando 7z(p) é uma trajetéria fechada ou uma poli-trajetéria fechada do tipo
I, ou ainda quando 7z(p) é uma poli-trajetéria fechada elementar do tipo II ou III, para
uma concatenacao fixada. Dessa forma, no que segue, diremos que uma pseudo-6rbita
passando por p é trivialmente recorrente quando p é ponto de equilibrio de X, de Y ou de
Fy7, quando p é uma dobra-dobra invisivel-invisivel, quando vz (p) é uma trajetoria fechada
ou uma pseudo-poli-trajetoria fechada que conecta segmentos de deslize e escape mas nao
contém segmentos do campo deslizante (como na Figura[3.12|a)), para uma concatenagao

fixada. Caso contrario dizemos que a pseudo-orbita é nao-trivialmente recorrente.

A seguir observamos que a refracao junto com a nao existéncia de conexoes de separa-
trizes implica na nao existéncia de pseudo-conexoes e de pseudo-orbitas nao-trivialmente
recorrentes. Por esse motivo, o entendimento completo do campo refrativo nao requer
uma discussao sobre pseudo-trajetérias e, portanto, nao ha necessidade de abordar esse
tipo de objeto no Capitulo [}

Note que a nao existéncia de segmentos de deslize e escape para campos refrativos
(isto é, quando X f(p) = Y f(p) para todo p € ¥) implica que uma trajetéria s6 poderia
seguir por uma orientagdo “inversa” em um ponto de tangéncia dupla (de ordem par)
ou de singularidade-tangéncia ou de singularidade-singularidade quando o contato das
trajetérias de X e de Y com X forem visiveis. Isso porque, nesse caso o campo de
Filippov nao esta definido em nenhum ponto de ¥ e ha unicidade de trajetorias que passem
apenas por pontos de costura, logo nao faz sentido “inverter” a orientacao natural de uma
trajetoria em um ponto de costura, ja que nao ha mais de uma opcao de concatenagao
(ver Figura (3.10)).

Isso implica que apods inverter a orientagao uma vez a érbita tera apenas duas opgoes:
(i) seguir a partir desse ponto sempre no sentido contrario da orbita original; (ii) se
conectar com outro ponto de tangéncia ou singularidade onde podera, a depender da
visibilidade da tangéncia, alterar novamente sua orientagdao. Observe que o tultimo caso
implica, obrigatoriamente, em uma conexao de tangéncias. Essa propriedade pode ser

vista na Figura [3.10] nesse caso, invertendo a orientacao natural da trajetéria entre p; e
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P2, No ponto po nos devemos seguir até p3 ainda com orientagao contraria. Ja no ponto ps
podemos seguir com orientacao invertida ou voltar a orientagdo natural da trajetoria. O
mesmo argumento implica que uma pseudo-conexao de sela com dobra-dobra implicaria,
obrigatoriamente, em uma conexao de sela com dobra-dobra e pseudo-conexdes passando

apenas por segmento de costuras nao existem.

\\ZL‘)/-/A\\ka}' D

{\'/—\ ey D3

Figura 3.10: Pseudo-poli-trajetéria em campo refrativo.

Dessa forma, a imposicao da nao existéncia de conexoes em campos refrativos implica
também na nao existéncia de pseudo-conexdes. Como vimos, isso implica que, apos
inverter a orientacdo uma vez, a Orbita seguira, a partir desse ponto, sempre em direcao
contraria da orbita original. Nesse caso, apds decorrido tempo ¢ > 0 a trajetéria segue
o fluxo de Z com orientacao trocada, passando por ¥ apenas em pontos de costura e,
portanto, recaimos sobre as condi¢oes do Teorema de Poincaré—Bendixson e os conjuntos

limites serao os ja conhecidos do mesmo resultado.

Para campos de vetores suaves por partes que admitem segmentos de deslize e es-
cape a discussao acima nao ¢é valida e esse tipo de elemento deve ser levado em con-
sideracao. No entanto, note que as pseudo-conexdes que nao contenham segmentos de
deslize ou escape podem ser rompidas da mesma forma que as conexodes (com o uso de
bump-functions) e os primeiros retornos associados a pseudo-poli-trajetérias, por serem
difeomorfismos, também podem ser analisados de forma analoga quando a pseudo-poli-
trajetéria nao contém segmentos de deslize ou escape, portanto, os lemas das Sec¢oes
e[3.2.3] podem ser facilmente adaptados a esse tipo de objeto. Assim, um melhor entendi-
mento das pseudo-poli-trajetérias se dara a partir de um entendimento do comportamento
de pseudo-poli-trajetérias fechadas que contenham segmentos de deslize e/ou escape e de
pseudo-poli-trajetérias nao trivialmente recorrentes. Note que, o fato de uma pseudo-
poli-trajetéria fechada conter segmentos de deslize e escape nao implica, diretamente, em
uma conexao de dobras, como no caso de conexoes entre esses segmentos, visto que, uma
pseudo-poli-trajetéria pode sair ou entrar em um segmento de deslize ou escape por qual-
quer ponto. Além disso, tais objetos podem existir mesmo quando as trajetorias (seguindo

a orientac¢ao natural do fluxo) sé apresentem comportamento genérico.
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Figura 3.11: Pseudo-conexoes que nao contém segmentos de deslize ou escape.

& @8- G
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Figura 3.12: Pseudo-poli-trajetorias fechadas.






4 Campos de vetores suaves por
partes refrativos parcialmente

integraveis

4.1 Introducao

Como anteriormente, denotamos por X o conjunto dos campos de vetores suaves por
partes definidos em R?, com regido de descontinuidade ¥ = {(z,y,2) € R* 2 = 0} =
1740), com f: R® — R dada por f(z,y,2) = z, e que admitem H(z,y, z) = 22 + 3> + 2°
como integral primeira. Isso implica que todas as esferas bidimensionais centradas na
origem sdo invariantes pelo fluxo dos campos de vetores em X. Denotamos por X** a
restricao desses campos a esfera bidimensional de raio A > 0 finito. Além disso, denotamos
por R (M5, respectivamente) o conjunto dos Z € X (Z € X5, respectivamente) que sejam
refrativos. Como R C X, munimos R com a topologia induzida da topologia produto.
Para evitar o uso excessivo de super indices, consideraremos campos de vetores suaves
por partes Z = (X,Y) € B em todo o capitulo. Como na Secio denotamos por
St = f7H([0,4+00)) e 7 = f7((—00,0]).

Nosso principal objetivo é estabelecer condicoes de estabilidade estrutural para campos
de vetores suaves por partes refrativos (veja Definigao . Nesse sentido, caracterizamos

o conjunto X C R, na Secao .6 provando o seguinte resultado.
Teorema 4.1. Eziste um subconjunto g C R C X satisfazendo:
(1) 3o tem uma descri¢io simples;

(2) se Z = (X,Y) € R € estruturalmente estdvel, entio Z € ¥y.

A descricao de Xy é estabelecida na Segao [4.6] mais precisamente, na Definigao [4.25]
Para provarmos o Teorema [1.1] os seguintes passos devem ser seguidos. Primeiramente
analisamos os aspectos locais de estabilidade estrutural e bifurcagoes de codimensao-1 em
M5 nas Secoes e . Em seguida, estudamos aspectos globais de estabilidade

77
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estrutural e bifurcagdes de codimensdo-1 em SR}, nas Secdes [4.4] e caracterizamos os

conjuntos ng e Ef * e provamos os seguintes teoremas.

Teorema 4.2. Eriste $5* C R C X% satisfazendo:

(1) £ tem uma descricio simples;

(2) Z = (X,Y) € R ¢ estruturalmente estdvel se, e somente se, Z € La*;

(3) $5* ¢ aberto e denso RS>

Teorema 4.3. Existe uma subvariedade de codimensdo-1, X5 C RS, satisfazendo:
(1) S tem wma descrigio simples;

(2) para todo Zy = (Xo,Yy) € X3, ewiste uma vizinhanga B(Zy) € ¥3* tal que Z =
(X,Y) € B é ¥—equivalente a Zy na topologia intrinseca de Ry = 9%\2(‘?*. Portanto

Efk ¢ aberto messa topologia,
(3) £ € denso em Ry,

Observagao 4.4. Usamos a topologia intrinseca no item (2) do Teorema porque ela
¢ mais fina (tem mais conjuntos abertos) do que a topologia ambiente, como vimos na
Secio [2.1.] Dessa forma, ela é capaz de separar as vizinhangas onde pode ocorrer acu-

mulacao de elementos de codimensao-1, o que nao ocorre com a topologia induzida.

O Teorema [4.2 ¢ uma versdo do Teorema de Peixoto sobre S85*. O resultado cldssico
pode ser encontrado em [43], e o Teorema ¢ inspirado nos resultados sobre bifurcagoes
genéricas de campos vetoriais suaves definidos em variedades bidimensionais, que podem
ser encontrados em [47), 51]. E importante ressaltar que sistemas refrativos sdo instéveis

no contexto geral de sistemas suaves por partes.

Observagao 4.5. Este capitulo é baseado em [§]. Para manter a notagio deste trabalho,

hd algumas divergéncias entre a notacao do capitulo e da referéncia citada.

4.2 Resultados preliminares

Como vimos na Secao 2.1] em [42] foi dada uma classifica¢io dos campos de vetores
suaves estruturalmente estdveis definidos em subconjuntos compactos de R%. Em [43] este
resultado foi estendido para variedades bidimensionais. Em [47] foi dada uma classificagao
dos campos de vetores suaves de codimensao-1 em variedades bidimensionais sem bordo.
Essa classificagao foi estendida para variedades com bordo em [51]. Os resultados obtidos

e as ferramentas utilizadas nestes trabalhos serdao muito tteis no que segue.
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4.2.1 Algumas consideracoes sobre campos de vetores suaves

por partes refrativos

Primeiramente, recordamos a definicdo de campo de vetores suave por partes refrativo,
j& introduzida na Secao [2.2]

Definigao 4.6. Um campo de vetores suave por partes Z = (X,Y') é dito refrativo (em
Y)se Xf(p) =Y f(p), para todo p € X.

Dessa forma, se Z = (X,Y) é refrativo, entdo 3 é composta apenas por regioes de
costura, pontos de equilibrio de X ou de Y ou pontos de tangéncia. Além disso, as linhas
de tangéncia de X e Y coincidem, isto ¢, Sx = Sy. Enfatizamos que campos refrativos

nao admitem segmentos de escape nem de deslize.

Observacgao 4.7. Observe que, se Z = (X,Y) é um campo de vetores suave por partes
refrativo, entio X f(p) — Y f(p) = 0, para todo p em X. Essa condigio garante que
R C X € uma variedade (de Banach). Isso torna possivel falarmos de espago de campos

de codimensao-1 em SR.

Seja Z = (X,Y) um campo de vetores refrativo. O préximo lema garante que dado
p € Xse X(p) #0eY(p) #0, entdo o contato de X (p) e de Y(p) com X, em p, é da

mesma ordem.

Lema 4.8. Seja Z = (X,Y) um campo de vetores suave por partes refrativo e p € X
tal que X(p) # 0 e Y(p) # 0. Se p é uma tangéncia dupla de Z, entio a ordem do
contado entre as trajetorias de X e de' Y com X em p coincidem em p. Em outras
palavras, se existe n > 1 tal que X f(p) = -+ = X" 1f(p) = 0 e X"f(p) # 0, entdo
Yfp)=-=Y""1f(p)=0eY"f(p) #0.

Demonstragio. Sem perda de generalidade podemos considerar a expansao de Z = (X,Y),

escrevendo

X = ( Z CL@jfL‘iyj, Z bi7inyj) R Y = ( Z Cid‘l'iyj, Z di7jl'iyj) s
i+j=0 i+j=0 i+j=0 i+j=0

onde n € N e que ¥ = {(z,y);y = 0} é a regido de descontinuidade. Seja p = (0,0) € ¥
um ponto de tangéncia dupla. Entao byo = doo = 0. Como X (0,0) # 0 e Y(0,0) # 0,

entao ago # 0,cop # 0. Com essas observagoes, a prova segue facilmente. O

Por nao termos regides de escape e deslize, alguns objetos de codimensao-1 em X
sao estaveis em PR. O mesmo ocorre com elementos de codimensao 2 em X que sao de
codimensao-1 em fR. Por isso, a seguir, pontuamos algumas diferencas entre campos de

vetores suaves por partes e campos de vetores suaves por partes refrativos.
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Como vimos na Defini¢ao 3.2} se p € ¥ é uma dobra-dobra invisivel-invisivel (ou dobra-
dobra eliptica) de Z = (X,Y’), hd um primeiro retorno, definido em uma vizinhanga de p,
induzido pelas involugoes associadas ao fluxo dos campos de vetores projetados, definidos

a partir de X e Y, que sao dadas por

ox(r)=—z+ axx? — oz%,xg + Oy(x),

py(x) =—x+ ayr? — a%x?’ + Oy(z),

com ay,ay € R. Assim, para z < 0 suficientemente pequeno, temos definido um primeiro

retorno
bz(x) = ¢y 0 dx(x) = = + (ay — ax)2® + (ay — ax)?2® + Bz* + Os(x). (4.1)

A condigdo ay — ax # 0 também é chamada de Condigio (G).

Definigao 4.9. Seja Z = (X,Y) um campo de vetores suaves por partes refrativo. Di-
zemos que p € Y é uma dobra-dobra genérica se p é visivel-visivel (ou hiperbdlica),
visivel-invisivel (ou parabdlica) ou invisivel-invisivel (ou eliptica) e satisfaz a Condicao
(G). Se p € ¥ é invisivel-invisivel com ay — ax = 0, entdo o primeiro retorno definido
em (4.1)) é da forma

¢z(x) =z + Bz* + Os(x),

e dizemos que p é uma dobra-dobra quase-genérica de Z quando [ # 0.

Na Se¢ao[2.2] introduzimos a nogao de tangéncia dupla quadratica e de ordem superior.
Em particular, quando p é uma tangéncia dupla de ordem 3, isto é, quando X f(p) = 0,
Yf(p) =0, X2f(p) =0, Y?f(p) = 0, X°f(p) # 0 e Y*f(p) # 0, dizemos que p € ¥ é
uma cusp-cusp.

Definigao 4.10. Dizemos que p € ¥ é um ponto de equilibrio-dobra (dobra-equilibrio,
respectivamente) de Z = (X, Y) se p é um ponto de equilibrio de X (Y, respectivamente)
e também uma dobra de Y (X, respectivamente). Quando p é uma sela de X (Y, respec-
tivamente) e também uma dobra de Y (X, respectivamente) dizemos que p é um ponto
de sela-dobra (dobra-sela, respectivamente). Quando p é um né de X (Y, respectiva-
mente) e também uma dobra de Y (X, respectivamente) dizemos que p é um ponto de
noé-dobra (dobra-né, respectivamente). Quando p é um foco de X (Y, respectivamente) e
também uma dobra de Y (X, respectivamente) dizemos que p é um ponto de foco-dobra

(dobra-foco, respectivamente).

Seja Z = (X,Y) € R. Como na Defini¢ao [2.19] dizemos que uma poli-trajetéria v de
Z é uma poli-trajetoria fechada do tipo I se v cruza ¥ apenas em pontos de costura e que
~ é uma poli-trajetéria fechada do tipo III se v contém ao menos um ponto de dobra de

Z. Além disso, dizemos que uma poli-trajetéria fechada v de Z = (X, Y) é elementar (ou
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genérica) se 7y € do tipo I e o primeiro retorno 7 : ¥ — ¥, associado a 7 satisfaz 7 (p) # 1,
para p € X N~. Também dizemos que v é uma poli-trajetéria do tipo I quase-genérica
de ZeRsenm:E = Ncomn(p) =1en (p) #0, para todo p € ¥ N . Note que,
se v é uma poli-trajetéria fechada do tipo III de Z € *R, entao v tem uma conexao de
dobras. Por isso, em R apenas as poli-trajetérias fechadas do tipo I serao elementares.
Além disso, no caso refrativo, nao existem poli-trajetorias do tipo II, ja que ¥ = XU S5.

Os conceitos de Y —equivaléncia, estabilidade estrutural e estabilidade estrutural local
dados nas Definigoes [2.14] 2.16] ¢ 2.17] da Secao [2.2] podem ser facilmente adaptados aos
espacos R e RN,

4.3 Analise local de singularidades estruturalmente
estaveis e de codimensao-1 para campos de veto-

res refrativos

Observagao 4.11. Observe que algumas cartas locais preservam a propriedade refrativa.
E o caso, por exemplo, da projecio estereogrifica nos planos {x = +p} ou {y = £p} e
também das coordenadas esféricas. Portanto, na andlise local sempre usamos uma des-
sas cartas locais que preservam a propriedade refrativa para trabalharmos com sistemas

planares.

4.3.1 Condicoes de estabilidade estrutural local para campos de

vetores refrativos

Seja PR(0) o espago dos campos de vetores suaves por partes refrativos Z = (X,Y") de-
finidos em uma vizinhanca da origem 0 € R?, com descontinuidade ¥ = {(z,y) € R?;y =
0}. Em [52] podemos ver os detalhes da classificagdo de campos vetoriais suaves por

partes refrativos localmente estruturalmente estéveis em SR(0). Relembramos o resultado

SR S 4
NN

(a) (b) (©) (d)
Figura 4.1: (a) Dobra-dobra visivel-invisivel; (b) dobra-dobra visivel-visivel; (¢) dobra-
dobra invisivel-invisivel; (d) regido de costura.

a seguir.

Proposigao 4.12. [52] A origem (0,0) € R? de Z € R(0) é uma dobra-dobra genérica

se, e somente se:
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(a) (0,0) é uma dobra-dobra visivel-invisivel. Nesse caso, sua forma normal é dada por

Z(w,y)z{

definida em uma vizinhanga U de (0,0). Ver Figura[4.1(a).

(b) (0,0) é uma dobra-dobra visivel-visivel. Nesse caso, sua forma normal é dada por

Z(:c,y)z{

definida em uma vizinhanga U de (0,0). Ver Figura [4.1(b).
(¢) (0,0) € uma dobra-dobra invisivel-invisivel. Nesse caso, sua forma normal é dada por

X(.T,y):(l,—.ﬁﬂ), yzoa
Y(.I',y) = (_1 +‘Z.7 _:C>7 Yy S 07

Z(l‘,y) _{

definida em uma vizinhanga U de (0,0). Ver Figura[4.1(c).

Teorema 4.13. [52] Z = (X,Y) € localmente estruturalmente estavel em R(0) se, e

somente se, 0 € X é um ponto de costura ou uma dobra-dobra genérica de Z € R(0).

Apés relembrar tais resultados, estamos em posicao de proceder a classificagao local

dos elementos de codimensao-1 para campos de vetores refrativos.

4.3.2 Analise local de elementos de codimensao-1 para campos

de vetores refrativos

Seja Z = (X,Y) € R um campo de vetores refrativo e ¥ = {(x,y) € R?; y = 0},
em coordenadas locais. Supondo que X tem um ponto de equilibrio em p € ¥, entao
Xs(p) = Ya(p) = 0. Dessa forma, X f(p) = Y f(p) = 0. Portanto, se Z7 = (X,Y) é
refrativo e p € ¥ é um ponto de equilibrio de X, entdo p também é um ponto de equilibrio
ou uma dobra de Y. Os trés tipos de pontos de dobra-equilibrio (ou equilibrio-dobra)
dados na Defini¢ao[4.10] podem aparecer nos campos de vetores suaves por partes refrativos
de codimensao-1, como veremos a seguir. Observe que, uma dobra-dobra invisivel-invisivel
quase-genérica (segundo a Deﬁnigéo e um ponto de cusp-cusp quase-genérico também
sao elementos de codimensao-1. A seguir, descrevemos cada um deles e suas condigoes
quase-genéricas. Depois disso, provamos que esses elementos sao todos de codimensao-1

e terminamos esta secao com alguns exemplos.
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(a)

Ponto de dobra-sela. Seja py = (0,0) um ponto de dobra-sela de Z = (X,Y).
Nesse caso, precisamos impor algumas condigoes quase-genéricas. Primeiro, a sela é
um ponto de equilibrio hiperbdlico isolado de Y e seus auto-espacos sao transversais
a Y. Se o ponto de dobra de X for invisivel, precisamos de mais duas condigoes. A
dobra invisivel-invisivel que pode aparecer no diagrama de bifurcagao é genérica e nao
ha autoconexao de separatrizes de sela. O nao cumprimento dessas condigoes leva a

bifurcagoes locais de codimensao de ordem superior.

Y S 7 S \ /4
N\ N K

(a) - (0) ()

LN NN
TN N K

Figura 4.2: Pontos de dobra-sela e seus desdobramentos.

Ponto de dobra-né. Seja py = (0,0) um ponto de dobra-né de Z = (X,Y). Nesse
caso, precisamos impor algumas condig¢oes quase-genéricas. Primeiro, o ndé é um
ponto de equilibrio hiperbdlico isolado de Y e seus auto-espagos sao transversais a
Y. Se o ponto de dobra de X for invisivel, precisamos impor que a dobra-dobra
invisivel-invisivel que pode aparecer no diagrama de bifurcacao seja genérica. O nao
cumprimento dessas condigoes leva a bifurcagoes locais de codimensao de ordem su-

perior.

BN/ SR O RN 7
S Ny ¢

(a)

(0) (c)
N TR
(d) (e) (f)

Figura 4.3: Pontos de dobra-né e seus desdobramentos.
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(c) Ponto de dobra-foco. Seja py = (0,0) um ponto de dobra-foco de Z = (X,Y).
Nesse caso, precisamos impor algumas condigdes quase-genéricas. Primeiro, o foco
¢ um ponto de equilibrio hiperbdlico isolado de Y, isso significa que o traco e o
determinante de DY (py) s@o diferentes de zero e positivos, respectivamente. Se o
ponto de dobra de X for invisivel, precisamos de mais duas condi¢oes. A dobra-dobra
invisivel-invisivel que existe quando p, € ¥ é genérica, assim como a dobra-dobra
invisivel-invisivel que aparece no diagrama de bifurcacao. O nao cumprimento dessas

condigoes leva a bifurcagoes locais de codimensao de ordem superior.

Observacgao 4.14. Se py = (0,0) € X € do tipo dobra-foco para Z = (X,Y) podemos

escrever

X(z,y) =(ag + a10x + a1y + Oa2(x,y), biox + bory + Os2(z,y)),
Y(z,y) =(cio0r — cory + Oa2(x,y), corx + cioy + Oa(2,9)),

onde ago, bio # 0 e cor, c10 # 0.
Assim, para xo suficientemente pequeno, o primeiro retorno € da forma
Oz(x0) = exp(crom/co1)wo + Oo(x0).

Entdo, nesse caso, a dobra-dobra invisivel-invisivel, que existe em py quando py €

simultaneamente um foco para X e uma dobra invisivel para Y , tem a mesma estabi-

lidade do foco.

SNV 7 S 7
T

o/
(a) (b) c)

o /T .S 7
N

(d) () (f)

Figura 4.4: Pontos de dobra-foco e seus desdobramentos.

obra-dobra quase-genérica (para campos de vetores refrativos). Seja py =
d) Dobra-dob éri d t frati Sej
(0,0) uma dobra-dobra de Z = (X,Y’). Nesse caso, precisamos impor que o primeiro

retorno é escrito da forma

Oz(xo) = T + oz:cg — a%% + ﬁfl)é + Os(z0)
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com o = 0e 3 # 0. O nao cumprimento dessas condigdes leva a bifurcagoes locais

em codimensoes de ordem superior.

=N S S /7=
N

NS
(a) (b) (¢)

Figura 4.5: Dobra-dobra invisivel-invisivel quase-genérica e seus desdobramentos, com

B < 0.

\€

(e) Cusp-cusp quase-genérica. Seja pg = (0,0) uma cusp-cusp de Z = (X,Y). Note

que, podemos assumir

X(z,y) =(ago + a107 + any + O2(z,y),

bory + baox? + biizy + boay”® + Os(z,y)),
Y (z,y) =(coo + 10 — cory + Oa(,y),

dory + daox® + dyyxy + dooy® + Os(z,y)).

com agg, Coo, b20, dog # 0. Quando necessario escrevemos X = (X1, Xs) e Y = (Y1, Y3).

Neste caso, vamos impor que X e Y sejam transversais a > em uma vizinhanca de
2\ A{po}-

Existem quatro tipos de comportamento em uma vizinhanca de py, que dependem do
tipo de inflexdo das trajetérias de X e Y em py € ¥. Estudamos apenas dois deles

porque os outros dois sao analogos.

No primeiro caso, quando agpycog > 0, existem duas dobras parabodlicas no desdo-
bramento da cusp-cusp. Portanto, nao precisamos de condigoes adicionais quase-
genéricas além da transversalidade de X e Y em uma vizinhanga de ¥ \ {po}, ja

citada.

No segundo caso, quando agycog < 0, existe uma dobra-dobra invisivel-invisivel e uma
vivivel-visivel no desdobramento da cusp-cusp. Portanto, além da transversalidade
de X e Y em uma vizinhanca de 3\ {py}, precisamos impor que essa dobra-dobra
invisivel-invisivel seja genérica e que nao hd uma autoconexao entre as separatrizes
da dobra hiperbdlica. O nao cumprimento dessas condicoes leva a bifurcagoes locais

de codimensao de ordem superior.
Com os proximos lemas, provamos que os elementos discutidos acima sdo todos de
codimensio-1 em R,

Lema 4.15. Seja Zy = (Xo,Yy) € R tal que todos os equilibrios de Xy e Yy sdo

hiperbolicos e ndo estdo em X3, exceto um deles, py. A refracdo garante que py € um ponto
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5 m// > /// 5 ////
T

L
E 4

(d) (f)

Figura 4.6: Pontos de cups-cusp e seus desdobramentos.

de dobra-equilibrio (equilibrio-dobra, respectivamente) de Zy. Além disso, consideramos
as condigoes quase-genéricas impostas na Se¢iolf.3.9 Entao, existe uma vizinhanga B de
Zy € uma fungdo h: B — R de classe C"™1 tal que h(Zy) =0, dhz, #0 e h(Z) =0 se, €
somente se, Z € R tem um ponto de dobra-equilibrio (equilibrio-dobra, respectivamente)

do mesmo tipo de Zj.

Demonstragio. Seja Zy = (Xo, Yp) e po € ¥ uma sela hiperbdlica de X e uma dobra de Y.
Os outros casos sao analogos. Entao, existe uma vinhanca B =UxV de Zy e W, = U,NV,,
de pp tais que para todo Z = (X,Y) € B existe uma sela hiperbdlica ¢; = (az,bz) de
X e uma dobra ¢z = (fz,0) de Y em W, com sgn(Y2f(q2)) = sgn(YZf(p)). A refragao
garante que Xs(x,0) = Y3(x,0) para todo (z,0) € ¥ e entdo (fz,0) é uma dobra-dobra
de Z. Como ¢; e gz sao os inicos pontos de equilibrio e dobra-dobra de Z em W, b; =0
implica ay = fz. Nesse caso, Z tem uma sela-dobra em (fz,0).

Considere
h:B — R

Logo, h1(0) é o conjunto dos campos de vetores refrativos Z € PR tendo uma
sela-dobra em W,. Além disso, se by > 0 (bzy < 0) entdo (az,bz) € X7 ((az,bz) €
Y7, respectivamente) e entao a sela é um ponto de equilibrio admissivel (ndo-admissivel,
respectivamente) de Z € B. A prova termina pois dhz, # 0 como no caso Cléssico (para
mais detalhes, veja [51]). O

Lema 4.16. Seja Zy = (Xo, Yy) € R epy = (0,0) a tinica dobra-dobra invisivel-invisivel
quase-genérica de Zy. Além disso, suponha que em wuma vizinhanca de py o primeiro
retorno (1)) seja da forma ¢z,(xo) = zo + Brg + Os(xg), com § # 0. Entdo, existe uma
vizinhanca B de Zy e uma fungio h : B — R de classe C™1 tal que h(Zy) = 0, dhg, # 0

e h(Z) =0 se, e somente se, Z tem uma dobra-dobra invisivel-invisivel quase-genérica.
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Demonstragio. Seja Zy = (Xo,Yy) € M3 e py € ¥ uma dobra-dobra invisivel-invisivel
quase-generica. Entao Xof(po) = 0 = Yo f(po), X2f(po) > 0, YZf(po) < 0 e a aplicacio

de primeiro retorno associada a dobra-dobra é da forma
Gz,(x) = Py 0 px () = v + az® — o’z® + fa' + Os(x).

coma=0ef#0.

A propriedade de refragao, junto com o Teorema da Funcao Implicita, garantem a
existéncia de vizinhancas W = U x V de Z, e W, = U, NV, de p, tal que para todo
Z € WV existe uma tnica dobra-dobra invisivel-invisivel em W,. Entao uma pequena
perturbagao de Zj, em W, pode alterar apenas a aplicacdo de primeiro retorno ¢z,. A
hipétese § > 0 (8 < 0) garante que existe apenas uma poli-trajetéria fechada do tipo I
quando o < 0 (e > 0, respectivamente), que nasce como na bifurcagao classica de Hopf,
ja que a refracao garante que nao exista segmento de escape ou deslize e, portanto, uma
bifurcacao do tipo pseudo-Hopf ndo pode ocorrer.

Com isso, a prova segue utilizando a expressao do primeiro retorno e argumento se-

melhante ao utilizado no Lema [3.3]. O

A prova do préoximo lema é andloga ao do Lema [3.4] utilizando a propriedade de

refracao, como no Lema e, por isso, serd omitida.

Lema 4.17. Suponha que Zy = (Xo,Yy) € R possui um tinico ponto de cusp-cusp
po € X. Além disso, considere as condigoes quase-genéricas dadas na Se¢io[{.3.3. Entao,
existe uma vizinhanga B de Zy e uma fungio h : B — R de classe C" ! tal que h(Zy) = 0,
dhz, # 0 e h(Z) = 0 se, e somente se, Z possui um unico ponto de cusp-cusp em %, do

mesmo tipo que Zy.

No que segue, mostramos alguns modelos de elementos de codimensao-1 para campos
de vetores refrativos e seus desdobramentos. Apesar desses modelos nao serem, necessa-

riamente, formas normais eles sdo representantes de algumas delas.

(a) Dobra-dobra quase-genérica. Seja Z) = (Xy,Yy), com Xy(z,y) = (=1 — Az, z + y?)
e Y\(z,y) = (1,x). Entdo Z, = (X, Y)) tem uma dobra-dobra invisivel-invisivel na

origem, para todo A. Para zy € X, temos

2 4 4 16
qbz)\ (l’g) =T -+ g)\l’g + §)\2.Tg + <3 + 27>\3> .Ié —+ 05(%’0),
entdo 7y tem uma dobra-dobra invisivel-invisivel quase-genérica na origem e 7, tem
uma dobra-dobra invisivel-invisivel genérica quando \ # 0. Além disso, quando A = 0
temos § = 4/3 > 0 e entdao a dobra-dobra quase-genérica é repulsora. Quando A < 0

a estabilidade da dobra-dobra muda de repulsora para atratora e uma poli-trajetoria



88

Campos de vetores suaves por partes refrativos parcialmente integraveis

fechada do tipo I (também chamado de ciclo limite costurante) de pequena amplitude

nasce. Quando A > 0 a origem ¢ uma dobra-dobra genérica (repulsora).
Cusp-cusp quase-genérica (ou simples). Vamos distinguir dois casos.

(b1) Seja Zy = (Xy,Y)), com Xy(z,y) = (1, 22+ )) e Yy(z,y) = (1,22 + )\). Entao Z,
tem uma cusp-cusp em p = (0,0) € ¥, Z, é transversal a > em uma vizinhanga
de p quando X > 0, e Z, tem duas dobras-dobras visivel-invisfvel em (++v/),0)
quando A < 0.

(by) Seja Zy = (X),Yy), com Xy\(z,y) = (1 +x,2°2 + \) e Va(z,y) = (—=1,2% + \).
Nesse caso, Zy(r,y) tem uma cusp-cusp em p = (0,0) € X, Z, é transversal
a ¥ quando A > 0 e Z, tem uma dobra-dobra visivel-visivel em (—v/—\,0) e
uma dobra-dobra invisivel-invisivel em (v/—X,0) quando A < 0 . Nesse caso, a

aplicagao de primeiro retorno é

2
QbZ)\ (JIQ) = T -+ Tg\/_—/\ﬁg + Og(xo).

Portanto, a dobra-dobra invisivel-invisivel é genérica.

Ponto de dobra-sela quase-genérico. Seja Zy = (X,,Y)), com Xy(z,y) = (1,—z) e
Yi(x,y) = (x—y+\, —z). Entdo Zy(z,y) tem uma dobra-sela em p = (0,0) € X. Note
que A controla a distdncia entre a sela de Y)\(z,y), P = (0,\), e a descontinuidade
3. Portanto P é admissivel para A < 0 e ndao-admissivel para A > 0. Além disso,
escolhemos X, e Y, de modo que a dobra-dobra que aparece quando A # 0 é dada
por F' = (0,0) e é invisivel-visivel quando A > 0 e invisivel-invisivel quando A < 0.

No ultimo caso, temos

2 4
¢z, (T0) = 20 + 590?) + ng + O4(z0),

entao a dobra-dobra invisivel-invisivel é genérica.

Ponto de dobra-foco quase-genérico. Seja Z) = (X,,Y)), com X(z,y) = (1,—x) e
Yi(z,y) = (x+y — A\, —x +y). Entdo Zy(x,y) tem uma dobra-foco em p = (0,0) €
Y.. Como vimos na Se¢ao m, (0,0) tem a mesma estabilidade do foco que, nesse
caso, é repulsor. Note que, A controla a distdncia entre o foco P = (A\/2,\/2) e a
descontinuidade Y. Portanto, P é admissivel quando A < 0 e nao-admissivel quando
A > 0. Além disso, escolhemos X, e Y, de modo que a dobra-dobra que aparece
quando A # 0 é dada por F' = (0,0) e é invisivel-visivel quando A\ < 0 e invisivel-

invisivel quando A > 0. No ltimo caso,

4
3\

16
a:g + Wm% + Oy(xo).-

¢ZA ($0) = To
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Portanto, como xy < 0, a dobra-dobra invisivel-invisivel é genérica, com estabilidade

igual a inicial (da dobra-foco).

(e) Ponto de dobra-nd quase-genérico. Seja Zy = (X,,Y)), com X)(z,y) = (1,—x) e
Yi(z,y) = 3z +y + A\, —z). Entdo Zy(z,y) tem uma dobra-né em (0,0) = p €
Y. Quando A # 0 podemos ver que A controla a distdncia entre o né de Y)(z,y),
P = (0,—)), e a descontinuidade ¥. Portanto P é admissivel quando A\ > 0 e nao-
admissivel quando A < 0. Além disso, escolhemos X, e Y, de modo que a dobra-dobra
que aparece quando A # 0 é dada por F' = (0,0) e é invisivel-visivel quando A > 0 e

invisivel-invisivel quando A < 0. No ultimo caso,

2 4
¢Z/\ (.To) = X -+ X.T% + ﬁ%’% -+ O4<SL’0).

Portanto, a dobra-dobra invisivel-invisivel é genérica.

4.3.3 Conexoes de separatrizes e poli-trajetorias

Nesta secao lidaremos com conexoes de separatrizes quase-genéricas e poli-trajetérias.
Pela similaridade com as provas exibidas no Capitulo [3| algumas das demonstragoes serdo

omitidas.

Lema 4.18. Suponha que Zy = (Xo,Yy) € R possui uma tnica conexdo heteroclinica
entre dobras-dobras genéricas, que nao dd origem a wma poli-trajetoria fechada. Entdo,
existe uma vizinhanga B de Zy em B> e uma funcio h : B — R de classe O™ tal que
hZy) =0, dhz, #0 e h(Z) =0 se, e somente se, Z tem uma unica conexao heteroclinica

entre dobras-dobras.

Lema 4.19. Suponha que Zy = (Xo,Yy) € R possui wma tinica conexdo heteroclinica
entre uma sela hiperbolica, com auto-espacos transversais a >, e uma dobra-dobra gené-
rica. Entdo, existe uma vizinhanca B de Zy em R e uma funcio h : B — R de classe
C"™ ! tal que h(Zy) =0, dhz, #0 e h(Z) = 0 se, e somente se, Z tem uma Unica conexao

heteroclinica entre sela e dobra-dobra.

Lema 4.20. Suponha que Zy = (Xo,Yy) € R possui uma tinica conexdo entre selas
hiperbolicas que nao estejam em X e com auto-espacos transversais a . No caso de ser
um loop (conexdo homoclinica) o loop é simples. Entao, existe uma vizinhanga B de Zy
e uma fungdo h : B — R de classe C"! tal que h(Zy) = 0, dhy, # 0 e h(Z) = 0 se,
e somente se, Z tem uma unica conexrao de selas, nas mesmas hipoteses da conexao de
Zy. Ademais, no caso em que Zy € R possui um loop simples, h~1(R,) pode admitir
conexao de separatrizes a menos que o loop ndo seja o ou w-limite de separatrizes de
sela ou dobra enquanto h™'(R_) C 2? admite uma trajetoria ou poli-trajetoria fechada

elementar.



90 Campos de vetores suaves por partes refrativos parcialmente integraveis

As provas dos lemas anteriores sdo analogas as utilizadas na Teoria Classica [47, 51]

com as adaptagoes ja mostradas nas Proposigoes [3.13] e [3.19 e, por isso, serdo omitidas.

(a) (C) (d)
Figura 4.7: (a) Conexao entre dobras—dobras distintas; (b) conexao sela-dobra; (¢) Cone-
xao entre duas selas distintas; (d) loop de sela.

Lema 4.21. Seja vy uma poli-trajetoria fechada do tipo I de Zy = (Xo,Yy) € R com
7(q) =1 en (q) # 0 para todo g € XNy, onde 7 denota a aplicagio de primeiro retorno.
Entdo, existem vizinhangas B C R de Zy, e C,, de 7y, e uma fungio h : B — R de classe
C™ ! tal que W(Zy) =0, dhz, # 0 e h(Z) =0 se, e somente se, Z tem uma poli-trajetdria
fechada do tipo I nas mesmas hipdteses de vy em C.,. Ademais, h™*(R_) € estruturalmente
estdvel e admite duas poli-trajetorias fechadas elementares do tipo I em C., e h™(R) pode
admitir conexoes de separatrizes a menos que Yo nao seja simultaneamente o e w-limite

de separatrizes de sela ou dobra.

Observe que o Lema ¢ valido para campos refrativos. Basta considerarmos a
restricao da vizinhanga de campos construidas na demonstracao do mesmo ao espaco de

campos refrativos. Dessa forma, a prova do lema anterior é analoga ao do Lema

No proximo lema, lidamos com poli-trajetorias fechadas do tipo IIT que passam, neces-
sariamente, por uma dobra-dobra visivel-visivel e que envolvam a conexao de separatrizes
dos campos X e Y. Este objeto também é conhecido como two-fold cycle na literatura e
foram estudados, sem a hipdtese de refragdo, em [41]. Note que, para campos nao refra-
tivos tais objetos sao de codimensao-2. Em sistemas refrativos, podem ter duas formas
distintas (ver Figura e, como observado em [41], para ambos podemos definir uma
aplicagdo de primeiro retorno em um intervalo semi-fechado [0, d) contido em 3 N int(~y)
e ¥ Next(7y), respectivamente. A seguir, mostramos a constru¢ao para o caso exibido na
Figura [1.§(a). O caso da Figura [4.§(b), ou com outras orientagdes, sdo andlogos. Esta
analise é baseada na apresentada em [41] para o mesmo objeto no caso nao refrativo.

Suponha que Z; = (X, Yy) € PR possui uma poli-trajetéria fechada do tipo III
I' e seja py a dobra-dobra genérica que da origem a I'. Seja V,, uma vizinhanca de py
tal que py seja a tUnica dobra-dobra de Z; em V. Pela propriedade refrativa temos
(Vo \ {po}) N ¥ C ¥¢. Estas hip6teses e a dependéncia continua das solucoes de X e
Y, das condigbes iniciais, garantem que existe um anel Vp, em torno de I', tal que todo
Z = (X,Y) € B tem um ponto de dobra-dobra p; € V, N Vr. Ademais, a trajetéria
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A
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N

(a)

Figura 4.8: Poli-trajetorias fechadas do tipo III.

()
3

de X (Y, respectivamente) comegando em pz encontra Y. transversalmente em ¢x (gy,
respectivamente) quando olhamos a variagio positiva (negativa) do tempo, e as trajetérias
de X e Y conectando pz a gx e qy, respectivamente, estdo ambas contidas em Vp. A
seguir adaptamos a construgao dada em [41], adicionando a propriedade refrativa.

Seja Xy. = {(z,e),z € R} e ¥_. = {(z,—¢),x € R}. Considere duas fungoes de
transicao py : [0,9) — Xi. e py ¢ [0,0) — X_. dadas por pi(z) = pT + [1(Z)x + Os(x)
e p(z) = p~ + k1(Z)x + Oz(z) com 11(Z),ki(Z) > 0, onde (p*,+e) € L. denotam a
primeira intersegao da trajetéria passando por (z,0), onde 0 < z < 4, com Y.

Como a trajetéria de X passando por pz cruza XY transversalmente para tempo posi-
tivo, temos definido um difeomorfismo ps : p1([0,60)) — X, que pode ser estendido numa
vizinhanca de p™ como pa(x) = gx + l2(Z)(x — pt) + Oa((x — pT)), com I2(Z) < 0. Da
mesma forma, como a trajetoria de Y passando por pz cruza ¥ para tempo negativo,
temos definido um difeomorfismo s : p1([0,0)) — X, que pode ser estendido em uma
vizinhanga de p~ como ps(x) = qy +kao(Z)(x —p~ )+ O2((x —p~)), com ko(Z) < 0. Logo,

diminuindo B e Vi, se necessario, para cada Z € B, é possivel definir uma fun¢ao distancia

fo(x) =paopi(x) — p2om(z) =

(4.2)
=(gx —av) + (W(D)(Z) — k1 (2)ka(Z))2* + Os().

Logo, fz, = Mx? + Os(x), onde M = 11(Zy)l2(Zo) — k1(Zo)ka(Zy). Portanto, assumimos

a condicdo quase-genérica M # 0 para esse tipo de poli-trajetoria.

N

Figura 4.9: Funcao distancia para poli-trajetorias fechadas do tipo III.
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Lema 4.22. Suponha que Zy = (Xo,Yy) € R possui uma poli-trajetoria fechada Ty
do tipo III, que passa por uma dobra-dobra visivel-visivel, com fz,(x) = Mx? + O3(z),
onde M # 0. Entdo, existem vizinhancas B C R de Zy, e Vi de Ty, e uma funcdo
h:B — R de classe C"! tal que h(Zy) = 0, dhz, # 0 e h(Z) = 0 se, e somente se, Z
tem uma poli-trajetéria do tipo III do mesmo tipo que Zy em Vr. Ademais, h™'(R,) é
estruturalmente estavel e admite uma poli-trajetoria fechada elementar do tipo I em Vi e
h=Y(R_) pode admitir conexoes de separatrizes a menos que I' ndo seja o ou w-limite de

separatrizes de sela ou dobra.

Demonstracdo. Seguindo a notacao estabelecida acima, sem perda de generalidade, po-
demos supor M = (11(Zy)l2(Zy) — k1(Zo)ka(Zp)) < 0. Isso implica que a poli-trajetéria
fechada do tipo III é repulsora.

Considere h(Z) = qx — qy. Entao, h(Z) = 0 se, e somente se, Z tem uma poli-
trajetéria fechada do tipo III. Além disso, se h(Z) < 0, ndo existe poli-trajetéria do tipo
I no anel Vi e se h(Z) > 0, existe uma poli-trajetéria repulsora do tipo I no anel Vp. A
prova desse fato ¢ andloga a exibida em [41]. A prova termina mostrando que dhy, # 0.

Para isso, considere a curva Z()\) € R tal que Z(0) = Zy e h(Z()\)) = (gx —qv) + \.
Portanto, para V' € Z(\) temos,

o L BEN) -MZ)
dhz(Z (0)) = ah(z()‘»h:o = }\1_)115 = }\li%l =1=#0.
m
A seguir lidaremos com campos de vetores Z = (X,Y) que possuem uma Orbita

periddica hiperbdlica de X ou de Y tangente a > em um ponto de dobra-dobra. Note
que, esse ¢ um tipo de poli-trajetéria do tipo III. Esse tipo de objeto foi estudado em
[25], sem a hipétese de refragdo. Note que, para campos nao refrativos esse objeto é de

codimensao-2.

g N A.NYA
)
(a) (b)

Figura 4.10: (a) Orbita periédica tangente a X; (b) poli-trajetéria fechada do tipo III
conectando separatrizes estaveis e instaveis de uma mesma dobra.

Seja Zy = (X, Yy) € R e suponha que X, possui uma trajetéria fechada hiperbélica
I'y genericamente tangente a X em p € Y. Isto é, p € I'yNX é uma dobra-dobra genérica de

Zy. Essas hipdoteses garantem a existéncia de vizinhancas B =UxV de Zy e W, = U,NV,
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de p tal que para todo X € U existe uma tnica trajetéria fechada hiperbdlica I' de X
passando por p € U, (com a mesma estabilidade de I'y) ¢ uma tnica dobra-dobra ¢ € W,
de Z com Y2f(q) = Y f(po).

Seja I' a trajetéria fechada hiperbolica de X € U e (fz,0) € W, o ponto de dobra
de Y, respectivamente. Note que, I' cruza L = {X f = 0} em um ponto pr = (az,by).
Quando bz = 0 a refracao garante que ay = f7 e, nesse caso, ' é tangente a > no ponto
de dobra-dobra (fz,0).

Entao, definimos

h:B — R

Z = h(Z) =by. 43)

E facil ver que h=1(0) é o conjunto de campos de vetores refrativos que possuem uma
trajetéria fechada tangenciando Y, de modo genérico.

Inicialmente teriamos que considerar dois casos, o em que I' tangencia > em um ponto
de dobra-dobra visivel-visivel e o que I" tangencia > em um ponto de dobra-dobra visivel-
invisivel, para impor, se necessario, outras condicoes quase-genéricas para esse tipo de
poli-trajetéria do tipo IIL. E facil ver que a refracio e a hiperbolicidade de Ty sdo condi¢oes
suficientes quando consideramos que py € ¥ é um ponto de dobra-dobra visivel-visivel, ja
que nao existe segmento de escape ou deslize em ..

Quando pg € I'yNXY é um ponto de dobra-dobra visivel-invisivel, fazendo uma mudanca
de coordenadas, se necessario, podemos assumir que a aplicacao de semi-retorno associado
a dobra invisivel de Y; é dado por 7y, () = —z + Os(z), para x € (—¢1,0), com &1 > 0.

O primeiro retorno e a fun¢ao distancia associados a esse tipo de poli-trajetoria, sem
a hipdtese de refracao, foram calculados em [25] A seguir adaptamos a construgao dada
em [25], adicionando a propriedade refrativa.

Considere as segoes transversais da forma o" = {(z,¢),z € R.} e 0° = {(z,¢),2 €
R_}, com ¢ suficientemente pequeno. Assim, para todo Z € B, o fluxo de X induz
uma aplicacio px : 0% — ¢°, e também define duas funcoes de transicio, TX° : ¥ —
o e T ¥ — o Além disso, o fluxo de Y induz uma aplicacio py : ¥ — X,
como na Figura Com uma andalise semelhante a descrita no caso anterior, e ja

Px

Figura 4.11: Aplicagdo de primeiro retorno.
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impondo a refracao, utilizando as fungoes de transicao e as aplicagoes induzidas pelos
fluxos de X e de Y é possivel escrever a aplicacao de primeiro retorno e também a fungao
distancia associada a esse tipo de trajetéria que é da forma fz(z) = (T X o py) (x) —

((px)*l oTX ) (). Expandindo todas as aplicagoes envolvidas, como em [25], obtemos

fz2(x) =B(Z) + M(Z)2* + O3(x), (4.4)

com B(Zy) = 0. Em [25] também foi provado que M (Zy) # 0 sempre que I'g for hiperbé-
lica, além disso, M (Zy) < 0 (M(Z) > 0) se I'y é atratora (repulsora, respectivamente).
Assim, fz,(z) = Ma* + Os(x), com M # 0.

Isso implica que a funcao distancia é sempre hiperbdlica e, portanto, a hiperbolicidade
é mantida quando consideramos pequenas perturbacoes de Z; em SR**. Logo, conside-
rando Z = (X,Y) na vizinhanca B de Z, descrita acima e h definida por ([£.3). Se
h(Z) > 0, entdo X tem uma trajetéria fechada hiperbélica contida em X7. Se h(Z) = 0,
entao X tem uma trajetoria fechada hiperbdlica genericamente tangente a . Finalmente,
se h(Zy) < 0, h& uma poli-trajetoria fechada do tipo I, em Vr, com a mesma estabilidade
de I'y.

O segundo motivo que nos permite nao distinguir o tipo de dobra-dobra em que I'
tangencia Y é que uma pequena perturbacao do campo nao pode gerar uma dobra-dobra
invisivel-invisivel em seu desdobramento.

Portanto, no préximo lema, nao precisamos distinguir o tipo de dobra-dobra em que
a trajetoria de X, é tangente a X, pois nao é necessario impor condigdes quase-genéricas

adicionais em nenhum dos casos.

Lema 4.23. Suponha que Zy = (Xo,Yy) € R possui uma orbita periédica hiperbélica
genericamente tangente a . Entao, existe uma vizinhanca B de Zy e uma fungio h :
B — R de classe C"1 tal que h(Zy) = 0, dhz, # 0 e h(Z) = 0 se, e somente se, Z tem

uma orbita periodica genericamente tangente a X, nas mesmas hipoteses de Z.

Com as consideragoes acima, a prova do lema é andloga ao do Lema [3.12] Além disso,
seguindo a notagdo acima, note que h~'(R_) pode ter conexdes de separatrizes a menos
que a trajetoria fechada de Zy nao seja o ou w-limite de separatrizes de sela ou tangéncias,

como no caso do Lema [1.21] e no lema citado.

Observacao 4.24. Os casos de poli-trajetorias fechadas do tipo III que passam por um
ponto de dobra-dobra visivel-invisivel ou wvisivel-visivel e que a conexao envolva apenas
separatrizes da dobra de Xy ou de Yy, mas cruzem 3 em pontos de costura (como na
Figura (b)), podem ser estudados de modo andlogo ao visto acima. Impondo que o
primeiro retorno (ou a fungdo distincia) seja hiperbdlico, como condi¢io quase-genérica,

quando a dobra-dobra for visivel-invisivel. Para mais detalhes, ver [23].
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4.4 Espaco de campos estruturalmente estaveis em
RN

Inspirados pelo Teorema de Peixoto, definimos o seguinte subconjunto de SR>, para

A > 0 fixo e arbitrario.

Defini¢ao 4.25. Dizemos que Z = (X,Y) € Eg* se, e somente se, satisfaz as seguintes

condicoes:

(a) todos os equilibrios de X e de Y sao hiperbélicos e nao estao em ;

(b) todas as 6rbitas periédicas de X e de Y sdo hiperbdlicas e nao tangenciam ¥;
(c) todas as poli-trajetorias sao elementares;

(d) todas as dobras-dobras sdo genéricas;

(e) Z nao possui conexoes de separatrizes;

(f) Z nao possui orbita nao trivialmente recorrente.

Observacao 4.26. Como vimos na Secao as unicas possibilidades de recorréncia
ndo trivial em R sdo as poli-trajetorias fechadas ndo elementares do tipo III. Assim,
a nao existéncia de conexoes de separatrizes implica na ndo existéncia de orbitas ndao

i, S
trivialmente recorrentes em ™.

O principal objetivo desta se¢ao é provar o Teorema [4.2] A seguir, usamos a notacao
X, € X7(X7) (Y]__ € ¥'(¥7), respectivamente) quando X|_, (Y]__, respectivamente) ¢

estruturalmente estavel.

Lema 4.27. Seja Zy = (Xo,Yo) € R tal que X, . € Y(EF), Yo € X(X7). Supo-
b -
nhamos também que Xof(p)Yof(p) > 0, para todo p € X2, e que Zy ndo admita conexdo de

separatrizes nem orbitas nao trivialmente recorrentes. Entdao Zy € estruturalmente estdvel.

Demonstragio. Seja Zy = (Xo, Yp) nas hipéteses enunciadas. A continuidade das propri-
edades de Z, com relacdo ao campo Z, garante que existe uma vizinhanca B C X5 de
Zy tal que todo Z € B tenha os mesmos tipos de pontos de equilibrio que Z; e satisfaca
todas as hipoteses do lema.

Dado Z = (X,Y) € B considere ¥x,, ¥x, ¥y, ¢ ¥y os fluxos de Xy, X, Yy e Y,
respectivamente.

Seja p € ¥ = f71(0) entdo f(¢x,(0,p)) = 0. Além disso, Vf(p) # 0 e %(¢x,(0,p)) =
Xo(p) # 0. Dessa forma, pelo Teorema da Fungao Implicita, existe uma vizinhanga
Vo C S? de p e uma funcio ¢ : Vo — R tal que f(¢x,(t(q),q)) = 0, para todo ¢ € VN,
isto é, ¥x,(t(q),q) € X. Analogamente, existe uma vizinhanga V; C S? de p e uma funcao
t: Vi — R tal que f(vy,(t(q),q)) = 0, para todo ¢ € V1 N X7, isto é, 1y, (t(q),q) € .
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Tome ¢, > 0 tal que B(p,e,) C Vo NVi. Como Xy e Yy possuem um nimero finito
de pontos de equilibrio podemos supor, sem perda de generalidade, que Xy e Yy nao se
anulam em B(p, €,).

Observe que a construcao acima ¢ vélida para todo p € X. Assim, Upex B(p,¢p)
é uma cobertura aberta para X, que é compacta. Logo, existem {p;,...,px} tais que
Y, C Ule B(pi,ep,;) e essa cobertura admite nimero de Lebesgue §. Assim, para todo
p € X, existe i € {1,...,k} de modo que B(p,0) C B(pi,e;). Disso concluimos que
§ < g, para todo i € {1,...,k} e, portanto, obtemos uma coroa Cs em torno de ¥ onde
podemos aplicar o Teorema da Funcao Implicita, como acima, e onde os campos X e Y

nao se anulam.

J_
S =

Z = (X,Y) € B existem tempos T;, i = 1,...,4 tais que

Considere e e chame ¥4, = f~!(4¢). Diminuindo € e B, se necessario, para todo

Q/}X(Tl(Q),Q) €Xe wX(T2<Q)aQ) € Z+£7q € 2 N OE

e
¢Y(T3(Q)>CJ) €EXe wY(T4<q)7Q) € Zfsaq eX N Os-
Sejam s° e s}/O as selas de Xj e Yj, respectivamente. Como todo p € ¥ é ponto
de costura para Zj, sobre ¥ marcamos apenas os pontos onde as separatrizes estaveis e
Xo

% o . . .
e s;° cruzam Y. Lembrando que, por hipétese, Zy nao admite conexao

Xo ¢ 5}/0 cruzam X nunca coincidem. FEsses

instaveis de s;
de separatrizes e, portanto, os pontos onde s
pontos delimitam arcos sobre ¥ e os extremos desses arcos variam continuamente com Z.
Dessa forma é possivel fazer uma correspondéncia biunivoca entre eles e seus correspon-
dentes para Z € B de modo que podemos estender essa correspondéncia para toda a .
Denotaremos essa extensao por h.

Vamos estender h a C. utilizando comprimento de arco. Para isso consideramos u €
C. N YT, Seja vyo(u) a trajetéria de Xy que passa por u. Como vimos vp(u) intersecta
Y e ¥, e assim chamamos u; = y(u) NE e ug = Yo(u) N X4 Seja vy = h(uy) € e
v(v1) a trajetéria de X que passa por vy, logo y(vq) intersecta 3 e ¥, e assim chamamos
v = y(v1) N X4e. Para u € C. N X" definimos h(u) = v com v € y(v;) N X satisfazendo

uug| — |voy

urus| o1,

E claro que h(ug) = v5. Logo h leva ¥ . em X ..

De modo analogo estendemos h a C. N X~.

Logo, temos h definida no fecho de C., C-, e pela forma como construimos tal extensao,
segue que h é homeomorfismo e leva trajetérias de Zy em trajetérias de Z em C..

Observe que as trajetorias de Xy e Yy cortam Y,. e ¥_. transversalmente. Além
disso, por hipétese, XolE+ eX(Xh)e YO‘Y € ¥"(X7). Com isso estendemos h utilizando
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o Teorema de Peixoto em S? \ C..

Portanto, para todo Z € B temos construido um homeomorfismo
hz:S* — S

que leva trajetorias de Zy em tajetorias de Z preservando orientagao do tempo.

Logo, Zy é estruturalmente estavel. O

Lema 4.28. Seja Zy = (Xo,Yy) € R tal que Xo, . € (), Yo € YX(X7). Além
b)) >

disso, suponha que as dobras-dobras de Zy sejam todas genéricas e que Zy ndao tenha co-

nexoes de separatrizes, poli-trajetorias fechadas nem orbitas ndo trivialmente recorrentes.

Entao Zy ¢ estruturalmente estdvel.

Demonstragio. Seja Zy = (Xo,Yy) nas hipdteses enunciadas. A continuidade das pro-
priedades de Zj, o Teorema da Funcdo Implicita e a propriedade de abertura de X7 (X%)
garantem que existe uma vizinhanca B C R de Z,, suficientemente pequena, de modo
que todo Z € B satisfaz as hipdteses enunciadas e possui os mesmos elementos criticos e
pontos de dobra-dobra que Zj.

Em coordenadas locais, seja py = (0,0) um ponto de dobra-dobra genérico de Z.
Pelo Teorema Zy € localmente estruturalmente estavel em uma vizinhanga V,, de
po. Assim, diminuindo B, se necessario, podemos supor que todo Z € B é localmente
Y—equivalente a Z, em V. Isso significa que existe um homeomorfismo h tal que h(X) =
2 e que leva trajetorias de Zy em trajetérias de Z em V), preservando a orientacao do
tempo, para todo Z € B. Além disso, a Proposicao fornece as formas normais dessas
singularidades.

Ainda em coordenadas locais, seja py = (0,0) um ponto de dobra-dobra genérico de
Zy. Seja Vi, = {(z,y) € R%2* + y? — k < 0}, para k > 0. Portanto, 9V} é uma curva
fechada ao redor da origem. Usando as formas normais fornecidas no Teorema 4.12] é
facil verificar que o contato entre Zy e 0V é transversal, exceto em um numero finito
de pontos onde o contato é quadratico, independente do tipo de ponto de dobra-dobra
genérico dentro de Vj. Além disso, 0V}, cruza ¥ transversalmente. Observe que podemos
fixar ko pequeno o suficiente para que Vi, C V,,, e entdo cada Z € B é X—equivalente
a Zy em Vy,. Se houver outros pontos de dobra-dobra genéricos p; # po, i = 1,...,n
repetimos o processo em uma vizinhanga V), de p; e construimos como vizinhangas Vj,
como antes.

Seja V.=V, UV, U--- UV, . Como Zy também ¢é localmente estruturalmente
estével em todos os pontos p € S2\ Ve XN (S?\ V) C X¢ construimos a vizinhanga C.
como no Lema[£.27] As trajetérias passando por OVi, N e OVj, NOC,, com i =1,...,n,
devem ser consideradas separatrizes e, portanto, nao devem se conectar com selas ou
dobras de Z,. Diminuindo V} e g, se necessario, nao € restritivo supor que isso nao ocorre.

Assim, estendemos a equivaléncia dada em V para C. de uma maneira semelhante ao
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mostrado no lema anterior. Concluimos a prova usando o Teorema Classico de Peixoto
em S*\ (C.UV).
m

Lema 4.29. Seja Zy = (Xo,Yy) € R tal que Xo € X7(2), Yo € ¥/(X7). Além
b)) p

disso, suponha que todas as dobra-dobras de Zy sejam genéricas, que Zy nao tenha conexoes

de separatrizes nem orbitas nao trivialmente recorrentes e que Zy tenha um nimero finito

de poli-trajetorias fechadas elementares do tipo I. Entdo Zy € estruturalmente estdvel

Demonstragio. Seja Zy = (Xo,Yp) nas hipdteses enunciadas. A continuidade das pro-
priedades de Zj, o Teorema da Funcdo Implicita e a propriedade de abertura de X7 (X%)
garantem que existe uma vizinhanca B C R de 7, suficientemente pequena, de modo
que todo Z € B satisfaz as hipoteses deste lema e possui os mesmos elementos criticos e
pontos de dobra-dobra e poli-trajetorias fechadas que Zj.

Seja 79 uma poli-trajetoria fechada elementar do tipo I de Zy, e w: ¥ — ¥ a aplicacao
de primeiro retorno associada a 7y. Sem perda de generalidade, assuma que 7 (¢) < 1
para ¢ € X N~. Como no Lema [3.7] Zy é localmente estruturalmente estavel em um
anel V,; em torno de vy. Suponha que 0V, = C; U Cy como no lema citado. Assim,

todas as trajetérias de Z, cruzam 0V, entrando transversalmente em V. . Logo, existe

0
um homeomorfismo h que preserva a orientagao do tempo e que leva trajetoérias de Zy em
trajetorias de Z, em V., para todo Z € B. Se houver outras poli-trajetérias fechadas
elementares do tipo I 7;, 2 = 1,...,n, repetimos o processo em uma vizinhanca V,, de ;.

Observe que podemos construir o anel C. em torno de %, como no Lema .28 j& que
¥ =¥U{p1,...,pm} onde p; sao pontos de dobra-dobra genérica para todoi =1,...,m.
Assim como no Lema [£.28] as trajetérias passando por oV, N X e 0V,, N OC., com i =
1,...,n, devem ser consideradas separatrizes e, portanto, nao devem se conectar com selas
ou dobras de Z,. Diminuindo V,, e €, se necessdrio, nao ¢ restritivo supor que isso nao
ocorre. Estendemos a equivaléncia h definida em V =V, UV, U---UV, para C. com
o mesmo argumento usado nos Lemas [1.27] e [£.2§ e concluimos a prova usando o Teorema,

Classico de Peixoto fora de C. UV. O

Proposigdo 4.30. Z = (X,Y) € B> ¢ estruturalmente estdvel se, e somente se, Z €
SN

Demonstragio. Se Z = (X,Y) € 2(?* nao tem poli-trajetorias fechadas, X|_, Y| = € X7
e toda dobra-dobra of Z é genérica, entdo pelos Lemas e [£.28 Z é estruturalmente
estavel. Se Z € Eg * e Z admite poli-trajetorias elementares do tipo I, concluimos a prova
usando o Lema [£.29.

Por outro lado, suponha Z ¢ EOSA. Portanto, Z nao satisfaz algumas das afirmacoes da
Definigao [4.25] Se Z tem qualquer ponto de equilibrio ou érbita periddica nao hiperboélica

e que nao tangencie Y, entdo Z nao é estruturalmente estavel como na Teoria Classica
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[42, 143]. Assim, dos itens (a) e (b) resta analisar os casos em que X ou Y tem um ponto
de equilibrio em ¥ ou que uma trajetéria fechada de X ou Y tangencie ¥. Usando os
lemas da Secao [4.3.2| e também a Observagao [4.26, concluimos a prova para esses dois

casos e também para os demais enunciados. O

. S\~ .
A seguir provamos que X3 é denso em 9R®*, seguindo os passos da prova do caso

suave, dada em [43].
Proposicao 4.31. 23‘* ¢ denso em R.

Demonstragcio. Como vimos, existem cartas locais, como a projecio estereografica, que
preservam a propriedade refrativa. Portanto, quando lidamos com perturbacoes locais,
sempre usamos este tipo de coordenadas locais.

Seja Zy = (X, Yy) € R, Primeiramente, usando perturbagdes locais, Z; pode ser
aproximado por um campo de vetores suaves por partes refrativo Z; = (X1, Y]) de modo
que X e Y] tenha um nimero finito de pontos de equilibrio hiperbélicos (nenhum deles em
¥). Além disso, podemos assumir que X; e Y7 nao tenham trajetérias fechadas tangentes
a 2. A refracdo garante que Z; tem apenas pontos de costura ou tangéncias duplas em
Y. Dessa forma, usando novas perturbacgoes locais, se necessario, Z; pode ser aproximado
por Zy = (Xs,Y3) que, além das propriedades de Z; s6 tenha dobras-dobras genéricas e
em numero finito como tangéncias duplas.

Recorde que o Teorema de Poincaré—Bendixson ([6]) garante que os conjuntos limite de
Zy sao pontos de equilibrio de X5 ou de Ys; trajetérias fechadas de X5 ou de Ys; grafos de
X5 ou Ys; poli-trajetorias de Z; grafos de Zs; ou dobra-dobras invisivel-invisivel. Dessa
forma, as unicas possibilidades de recorréncia nao trivial sdo as poli-trajetorias fechadas
do tipo III nao genéricas que serao tratadas a seguir. Como vimos acima, X, e Y5 tem
apenas um numero finito de pontos de equilibrio e Z5 tem apenas um nimero finito de
dobras-dobras. Entao Z; tem no maximo um nimero finito de grafos de Xs, Y5 ou Z,.
Com o mesmo argumento do Lema [£.21| Z; pode ser aproximado por um sistema Zj3
que nao tenha grafos de X3, Y3 ou Z3 como conjunto limite. Além disso, Z3 nao tem
mais pontos de equilibrio que Z; e esse processo nao cria novas conexoes de separatrizes.
Portanto, o sistema Z3 tem um nimero finito de pontos de equilibrio e dobras-dobras,
que sao elementares e seus conjuntos-limite sao pontos de equilibrio de X3 ou de Y3, ou
Orbitas periddicas de X3 ou Y3 ou poli-trajetorias fechadas ou pontos de dobra-dobra
invisivel-invisivel.

Caso Z3 possua alguma conexao de separatrizes de sela e/ou dobras que, novamente,
pela finitude desses pontos de equilibrio aparecem em ntmero finito, Z3 pode ser aproxi-
mado por um sistema Z, que além de possuir as propriedades de Z3 nao admite conexoes
de separatrizes. Observe que, ao romper todas as conexoes de separatrizes eliminamos
as poli-trajetérias do tipo III (que, necessariamente, admitem esse tipo de conexao). Por

isso, no que segue, lidaremos apenas com poli-trajetérias do tipo 1.
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Caso os conjuntos limite de Z; sejam trajetérias fechadas nao-hiperbdlicas ou poli-
trajetérias fechadas do tipo I nao-elementares, Z, sera aproximado por um campo de
vetores refrativo Zs que tenha apenas trajetorias fechadas hiperbodlicas e poli-trajetorias
fechadas elementares. Note que, esse processo pode criar novas trajetérias fechadas hi-
perbdlicas e poli-trajetérias fechadas elementares e também podem surgir novas conexoes
de separatrizes (isso pode ocorrer quando uma (poli)-trajetéria fechada é a e w-limite
de separatrizes de selas e dobras, por exemplo, como vimos no Lema . No dltimo
caso, repetimos o processo realizado para obter Z; a partir de Z3, e obtemos um novo
sistema, Zg que, além de todas as propriedades de Z5, nao tenha conexao de separatrizes.
Observe que, esse passo nao cria novas singularidades, tangéncias, trajetérias fechadas
nem poli-trajetérias fechadas.

Observe que, a aplicagao de primeiro retorno de Poincaré 7, definido em X, associado
a uma poli-trajetoria fechada do tipo I de Zg é um difeomorfismo. Logo, assim como
no caso continuo, ou as trajetérias fechadas e poli-trajetérias fechadas do tipo I de Zg
aparecem em um numero finito ou existe um continuo de trajetérias fechadas ou poli-
trajetorias fechadas. Se Zg tem um continuo de trajetorias fechadas ou poli-trajetorias
fechadas do tipo I, ele pode ser aproximado por um sistema Z; tendo apenas um nimero
finito de trajetorias fechadas isoladas e poli-trajetorias fechadas do tipo 1. Esta etapa
nao cria nem novas conexoes de separatrizes, nem novos pontos de equilibrio, mas novas
trajetorias fechadas nao hiperbdlicas ou poli-trajetorias fechadas nao elementares podem
surgir. Se Z7 tem trajetérias fechadas nao hiperbdlicas ou novas poli-trajetérias fechadas
nao elementares, repetimos o processo para obter Zs a partir de Z4, obtendo um novo

campo de vetores refrativo Zg € EOS*, segundo a Defini¢ao , o que conclui a prova. [
Com esses resultados podemos concluir a prova do Teorema [4.2]

Prova do Teorema[4.3. O item (2) é imediato da Proposi¢ao [4.30, A abertura é uma
consequéncia imediata do item (2) e a densidade segue pela Proposigao m O

4.5 Espaco de campos de codimensdo-1 em R

Agora, consideramos o espaco de bifurcacio de :3%*,
R = R\ ISP

A seguir, caracterizamos o conjunto de bifurcacao de codimensao-1, Ef* C :®’. Como
de costume, essa caracterizacao é baseada em certas questoes envolvendo campos de
vetores nao estruturalmente estaveis com condigoes quase-genéricas. Isso significa que
as condigoes impostas na definicdo de 25* sao minimamente violadas, mas condigoes

quase-genéricas sao consideradas.
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Definicao 4.32. Considere:

(a)

Z = (X,Y) € ¥ (ay) se todos os pontos de equilibrio de X e de Y séo hiperbdlicos
exceto um deles, que é uma sela-né ou um ponto de equilibrio de Hopf. Nenhum
deles estd em . Além disso, as condigoes (b), (¢), (d), (e) e (f) da Definigao sao

satisfeitas.

Z = (X,Y) € ©7*(ay) se Z possui um tnico ponto de equilibrio-dobra (ou dobra-
equilibrio) p € 3, satisfazendo as condigbes quase-genéricas dadas na Segao m
Além disso, as condigoes (b), (c), (d), (e) e (f) da Definicao sao satisfeitas.

Z = (X,Y) € (b)) se todas as 6rbitas periddicas de X e Y sdo hiperbélicas,
exceto uma delas que é do tipo sela-n6. Nenhuma delas é tangente a . Além disso,
as condigoes (a), (c), (d), (e) e (f) da Defini¢ao[d.25|sdo satisfeitas. Quando necessario,
vamos distinguir o subconjunto %9 (b)) C Elsk(bl) formado pelos campos de vetores
refrativos Z € £7*(by) para os quais a trajetéria fechada nio é simultaneamente o e

w-limite de separatrizes de sela ou de érbitas tangentes a X.

Z = (X,Y) € 23*(by) se todas as 6rbitas fechadas sio hiperbélicas e apenas uma
delas é genericamente tangente a 3. Além disso, as condigoes (a), (c), (d), (e) e (f)
da Definicao [4.25] sdo satisfeitas. Quando necessério, vamos distinguir o subconjunto
292 (by) € 272 (by) formado por todos os campos de vetores refrativos Z € L7 (by)
para os quais a trajetoria fechada nao é o nem w-limite de separatrizes de sela ou de

outras érbitas tangentes a .

Z = (X,Y) € 2 (¢;) se todos as poli-trajetérias de Z sdo elementares exceto uma,
7, do tipo I tal que 7 (¢) = L en (¢) = d (q) # 0, para todo ¢ € £N~. Além disso, as
condigoes (a), (b), (d), (e) e (f) da Definigao sao satisfeitas. Quando necessario,
vamos distinguir o subconjunto Slsk(cl) C 21&@1) formado pelos campos de vetores
refrativos Z € S (c1) para os quais a poli-trajetéria do tipo I ndo é simultaneamente

a e w-limite de separatrizes de selas nem de érbitas tangentes a .

Z = (X,Y) € 2 (ey) se todas as poli-trajetérias de Z sdo elementares, exceto uma
delas, que é quase-genérica do tipo III e passa por apenas uma dobra-dobra. Além
disso, as condicoes (a), (b), (d), (e) e (f) da Defini¢ao sao satisfeitas. Quando
necessario, vamos distinguir o subconjunto ifA(CQ) C ElsA(CQ) formado pelos campos
de vetores refrativos Z € Ef*(cz) para os quais a poli-trajetoria do tipo III nao é «a

nem w-limite de separatrizes de selas nem de outras orbitas tangentes a ..

Z = (X)Y) € Efk(dl) se todos os pontos de tangéncia dupla sao dobras-dobras

genéricas exceto uma delas que é uma dobra-dobra quase-genérica. Além disso, as
condigoes (a), (b), (c), (e) e (f) da Defini¢ao sao satisfeitas.
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(h) Z = (X,Y) € ©7*(dy) se todos os pontos de tangéncia dupla sdo dobras-dobras
genéricas exceto uma delas que é uma cusp-cusp quase-genérica (ou simples). Além
disso, as condigoes (a), (b), (c), (e) e (f) da Definigao sao satisfeitas.

(i) Z = (X,Y) € 2 (e) se existe apenas uma conexao quase-generica de separatrizes
que nao dé origem a uma poli-trajetéria (esses casos foram analisados anteriormente).
Além disso, as condigdes (a), (b), (), (d) e (f) da Definigao[4.25sdo satisfeitas. Vamos
distinguir os diferentes tipos de conexdes de separatrizes quase-genéricas. Dizemos
que Z € 2 (ss) € £ (e) quando Z admite uma conexdo entre duas selas distintas,
Z € P (sl) € 7 (e) quando Z admite um loop simples, Z € L7 (fs) € 9 (e)
quando Z admite uma conexao entre dobra e sela e Z € P (ff) € X3 (e) quando
7 admite uma conexao entre duas dobras. Quando necessario, vamos distinguir o
subconjunto $7*(e) € X3*(e) formado pelos campos refrativos Z € £ (e) para os
quais o loop simples (quando exista) ndo é a nem w-limite de separatrizes de selas

nem de outras orbitas tangentes a .

. . . S
Definimos os seguintes subconjuntos de Ry*,

S =0 () U P (az) U S (01) U P (be) U (1) U TP (e0) U S (d)U
SP (dz) U S (e),

if’\ :EfA (Cll) U Zf* (CLQ) U ifA (bl) U if’\ (b2) U if’\ (Cl) U ifk (CQ) U EfA (dl)U
S (da) U 7 ().

No que segue, provamos o Teorema [1.3. Note que os Lemas [£.15] [4.16] [£.17] [4.18§]
1.19] |4.20] [4.21] 14.29] e [4.23] garantem que £7* é uma subvariedade de codimenséo-1 de

M5, Os mesmos lemas fornecem as vizinhancas B(Z) da segunda afirmacao do Teorema

4.3l em que podemos construir a X —equivaléncia usando, na maioria dos casos, 0 mesmos
argumentos dos Lemas [4.27], [£.28| e [£.29] Assim, mostramos apenas a prova da afirmacao
(2) para dois casos especiais nos Lemas e .34 Isso implica que 2P C /Y 6 um

conjunto aberto. Concluimos a se¢cao mostrando que EfA ¢é denso com a Proposicao m,

que conclui a prova do Teorema [4.3

Lema 4.33. Para todo Zy = (X, Yy) € L5 (by), existe uma vizinhanga B(Zy) em L3> (by)
tal que todo Z € B é Y—equivalente a Zy (na topologia intrinseca de %f*).

Demonstracao. Descrevemos a construgao apenas no caso em que X, tenha uma trajetoria
fechada atratora, Iy, tangente a ¥ em p = (0, 0) que também é um ponto de dobra invisivel
para Yj e fixamos a orientagao da Figura [4.12{a).

No Lema .23 vimos que existem vizinhancas B = U x V de Zy e W, = U, NV,

de p tal que para todo X € U existe uma tnica trajetéria hiperbélica fechada I' de X
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passando por p € U do mesmo tipo que I'y e um tnico ponto de dobra g € V,, de Y com
Y2f(q) = Y&f(po). A propriedade refrativa garante que p = ¢. Fazendo uma mudanca de
coordenadas, se necessario, podemos assumir que a aplicacao de semi-retorno associado
a dobra invisivel de Yy é dado por my,(z) = —x + Oy(x), para z € (—&1,0) com & > 0
suficientemente pequeno.

Como I'y é uma trajetoria fechada atratora de X, existe um anel Vr, em torno de
I' tal que toda trajetéria de Xy cruza 0V = C; U Cy entrando transversalmente em Vi.
Diminuindo Vr, se necessario, podemos supor que a funcao distancia esteja definida
em Vr No*, onde o* é a secao transversal utilizada na construcao de (4.4]).

Agora, seja vy a trajetéria de Yy passando por ¢. = (g,0) € XN Cy. Entao vy cruza ¥
no ponto q¢_. = (—¢,0) para tempo negativo. Considere a trajetéria de Xy passando por
q—.. Ela cruza Vi no ponto ¢ para tempo negativo como na Figura M(a). Portanto,
consideramos Vr limitado por esses dois segmentos de trajetérias, pelo arco ¢,q. C Cs e
por (.

Podemos definir, de forma analoga, a vizinhanca Vr, para todo Z € B. Em Vr
considere a Y —equivaléncia construida a partir da aplicacdo de primeiro retorno e da
ferramenta de comprimento de arco. Fora de Vr estendemos a X—equivaléncia com as
mesmas ferramentas utilizadas lemas dados na Se¢do[4.4] e o Teorema Cléssico de Peixoto.

m

[
Vr

N
(0)

Figura 4.12: Vizinhanga Vr do Lema [£.33] (Lema respectivamente) em (a) ((b),

respectivamente).

Lema 4.34. Para todo Zy = (X, Yy) € L5 (ca), existe uma vizinhanga B(Zy) em L3> (cy)
tal que todo Z € B € X—equivalente a Zy (na topologia intrinseca de ?ﬁfk).

Demonstragdo. Seja I' uma poli-trajetéria genérica do tipo III de Zy,. Na prova do
Lema [£.22] vimos que existe uma vizinhanca B C R de Z; tal que para todo Z € B
podemos definir uma funcao distancia para todo z € [0,6]. Sem perda de gene-
ralidade, assumimos que fz, (z) = Mz? + Os(x) com M > 0. Isso significa que ' é
atratora.

Seja po € (0,0). A trajetéria de Xy (Yy) passando por py cruza ¥ transversalmente

para tempo positivo (negativo, respectivamente) no ponto ¢x, (qy,, respectivamente.).
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Considere Zy = (Xp,Yy), obtido pela rotagdo de angulo 6 de Z;, como no Lema .
A transversalidade implica que para 6 € [0, 27), suficientemente pequeno, as trajetérias
de Xy (Yy) passando por py também cruzam ¥ transversalmente para tempo positivo
(negativo, respectivamente) no ponto qx, (gy,, respectivamente.).

Considere V; a vizinhanga delimitada pela poli-trajetoria I' e por C; onde C é a uniao
dos arcos de trajetéria de Xy e Yy passando por py e pelo segmento [gx,, qy,] C ¢ como
na Figura [1.12{b).

Note que as trajetérias de Zy cruzam C transveralmente e diminuindo B, se necessario,
isso também ocorre para todo Z € B. Além disso, as trajetérias de Zy sempre cruzam C4
entrando Vi, ja que assumimos que I é uma trajetéria atratora.

Dessa forma, construimos a YJ—equivaléncia em ), usando a aplicacao de primeiro re-
torno dada no Lema |4.22{e comprimento de arco. Fora de V; estendemos a >.—equivaléncia

como nos lemas exibidos na Se¢ao [£.4] e no Teorema Cléssico de Peixoto. O
A densidade de 215* segue da seguinte proposicao.

Proposicao 4.35. As sequintes afirmacoes sio verdadeiras:

(a) Seja $0(ay) o espago dos campos de vetores Z = (X,Y) € R tais que X ou Y
tenham pontos de equilibrios nao hiperbélicos em S2\ X. Entdo X (ay) € denso em
E?((Il).

(b) Seja X9(by) o0 espago dos campos de vetores Z = (X,Y) € R tais que X ou'Y tenha
trajetdrias fechadas nio hiperbélicas em S\ . Entio $0(by) € Ad(Z5* (b)) UE (e)),

onde Ad(B) denota o conjunto dos pontos aderentes de B.

(¢) Seja X9(ay) o espago dos campos de vetores Z = (X,Y) € K> tais que Z tenha
pontos de equilibrio-dobra. Entio Y0(as) C Ad(X5*(a1) U B (ag) U S5 (dy)).

(d) Seja 30(by) o espago dos campos de vetores Z = (X,Y) € R tais que X ou'Y tenha
trajetorias fechadas tangentes o X. Entdo ¥0(by) C Ad(E (by) U X7 (by) U £ (e)).

(¢) Seja X9(ey) o espago dos campos de vetores Z = (X,Y) € R tendo conexdes de
separatrizes de selas. Entio Y0(ey) C Ad(Z7 (ay) U S5 (by) U B (¢1) U S5 (e)).

Seja X0(c1) o espago dos campos de vetores Z = (X,Y) € RP tendo poli-trajetorias
1 1
fechadas do tipo I ndo elementares. Entio X9(c;) C Ad(S7> (e1) U B3 (e)).

(9) Seja ¥9(ca) o espago dos campos de vetores Z = (X,Y) € R? tendo poli-trajetorias
fechadas do tipo III nio genéricas. Entio ¥9(c;) C Ad(X1(cy) U X (e2) U X7 (dy) U
5P (e)).

(h) Seja X9(dy) o espago dos campos de vetores Z = (X,Y) € > tendo pontos de

dobra-dobra ndo genéricos. Entio ¥7*(dy) € denso em X9(dy).
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(i) Seja X9(ds) o espago dos campos de vetores Z = (X,Y) € R tendo pontos de tan-
gencia dupla de ordem superior (> 4). Entdo Y9(dy) € Ad(S7* (¢1) US> (¢2) 87 (dy)U
£ (ds)).

(7) Seja X0(es) o espago dos campos de vetores Z = (X,Y) € R tendo conexdes de
tangéncias que ndio ddo origem a poli-trajetorias fechadas do tipo III. Entdo X9(ey) C
Ad(SP (d) U S (e)).

(k) Seja X0(es) o espago dos campos de vetores Z = (X,Y) € R tendo conexdes entre
sela e dobra. Entio ¥9(e3) C Ad(ZP (ay) UST (by) U ST (¢1) U B2 (dg) U B2 (€))).

Demonstragio. Para o item (a), considere Z = (X,Y) € X%(ay), po € X" um ponto de
equilibrio nao hiperbdlico de X e Vy uma vizinhanca de py tal que Vy; C X7 e pg seja o
unico ponto de equilibrio de X em V. Com uma perturbacao local de Z em Vj, obtemos
7, tendo um unico ponto de equilibrio quase genérico p; € V. Lembre-se de que todos os
elementos criticos nao genéricos de Z € 3%(a;) sdo pontos de equilibrio nao hiperbdlicos
em S% \ 3. Assim, com outras perturbagoes locais obtemos Z, tal que todos os pontos de
equilibrio de Z; sao hiperbdlicos exceto py, que é quase-genérico. Note que, como todos
os pontos de equilibrio de X e de Y estdo em S2 \ ¥ as perturbagoes locais ndo quebram
a propriedade refrativa. Portanto, Z, € ¥7*(ay).

O item (b) é andlogo ao anterior, apenas observando que, quando Z = (X,Y’) ad-
mitir uma trajetéria fechada nao hiperbdlica que for simultaneamente o e w-limite de
separatrizes de selas ou dobras entdao Z podera ser aproximado por campos de vetores
que apresentam conexoes, com argumento analogo ao utilizado no Lema [3.8  Assim,
concluimos que X0(by) € Ad(X7 (by) U B2 (e)).

No item (c) considere Z = (X,Y) € ¥%(a3) e pp € ¥ um ponto de equilibrio de X e
uma tangéncia de Y. Ao menos dois casos podem ser considerados. Primeiro, se pg € X é
um equilibrio-dobra quase-genérico de Z entao Z pode ser aproximado por um campo Z,
de modo que o tnico ponto de equilibrio-dobra de Z; seja py. Logo, Z; € EIS* (ag). Por
outro lado, se pg € ¥ nao é um ponto de equilibrio-dobra quase-genérico considere V uma
vizinhanga de py. Procedendo como em (a), Z pode ser aproximado por Z; de modo que
Z, tenha um tnico ponto de equilibrio semi-hiperbélico em V, \ ¥ e uma tnica tangéncia
dupla genérica em Vj ou de modo que Z; tenha uma dobra-dobra invisivel-invisivel quase-
genérica em V. Caso Z; possua outros pontos de equilibrio em X, utilizando outras
perturbagoes locais Z; pode ser aproximado por Z; de modo que todos os elementos
criticos de Zy em S5 \ Vj sejam genéricos. Logo Zy € 9 (a1) U X (ap) US> (dy). Assim,
concluimos que £%(a;) € Ad(Z7 (a1) U X9 (ap) U X572 (dy).

O item (d) é andlogo ao (b) apenas observando que, quando Z = (X,Y) admitir
uma trajetéria fechada nao hiperbdlica que for o ou w-limite de separatrizes de selas ou

dobras entao Z podera ser aproximado por campos de vetores que apresentam conexoes,
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com argumento analogo ao utilizado no Lema [3.8 Assim, concluimos que X9(by) C
Ad(S1 (b1) U TP (b2) U X3 ().

Para o item (g), considere Z = (X,Y) € ¥Y(cy) e I' uma poli-trajetéria fechada do
tipo III nao genérica que passe por uma dobra-dobra visivel-visivel. Ao menos dois casos
devem ser analisados. Quando o ponto de tangencia dupla que da origem a I' é uma
dobra-dobra visivel-visivel, pelo Lema podemos definir uma aplicagdo de primeiro
retorno em uma vizinhanca Vr de T' da forma f; = Maz? + Os(x). Assim, se M =
0 com uma pequena e adequada perturbagao de Z, podemos obter Z; com uma poli-
trajetéria quase-genérica do tipo III em uma vizinhan¢a B(Z). Também podemos fazer
uma perturbacao de Z que rompa a conexao que da origem a poli-trajetéria I'. Nesse caso,
obtemos um campo vetorial Z; com uma poli-trajetoria fechada do tipo I quase-genérica
ou com uma conexao de separatriz em B(Z). Além disso, se o ponto de tangéncia dupla
que da origem a I' é de ordem superior usamos o Lema 4.8 e que cada tangéncia de
ordem superior pode ser aproximada por uma de ordem inferior, para aproximar este
ponto de tangéncia dupla de ordem superior por uma cusp-cusp. Assim, concluimos que
0(ca) C Ad(S(er) US (e2) U S (d3) US ().

As provas dos outros itens seguem de modo analogo e, por isso, serao omitidas. O

Note que R7* = 3 (a1) U (az) UE9(b1) U (by) UEY (1) U (e2) UE(dy) UXY (do) U
30(e1) U X0(ez) U X(e5) e portanto, da Proposicao [4.35 qualquer Z € %* pode ser
aproximado por Z € Efk, o que prova a densidade de EfA C %f*. Enfatizamos que, como
Z € %fA pode ter codimensao alta, é possivel aproximar Z de diferentes maneiras. Como
0 objetivo é mostrar que dado Z € i)‘i*l% existe Z € Ef* suficientemente proximo de Z nao

¢ necessario mostrar todas as possibilidades de aproximagao.

Teorema 4.36. FExiste uma subvariedade de codimensao-1, if* C X%, satisfazendo as

sequintes propriedades:

(1) Para todo Zy = (Xo,Yy) € S existe uma vizinhanca B(Zy) € L7, tal que todo
Z = (X,Y) € B é X—equivalente a Zy na topologia induzida de Ry. Portanto, ifA é
aberto em %‘1% nessa topologia.

(2) 33 ¢ denso em X7

A prova do Teorema [4.36|¢é analoga a do Teorema 4.3 apenas considerando a topologia
. . ., .. , ., . =S
induzida, ao invés da topologia intrinseca, ja que nesse caso, estamos lidando com »7*.

Por ser andloga, a prova sera omitida.

4.6 Estabilidade estrutural em ‘R

O objetivo principal desta secao é estabelecer condi¢oes para a estabilidade estrutural

local de campos de vetores no espaco ‘R, que serao enunciadas a seguir. Ressaltamos que
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a Definicao do conjunto ¥y C X, a demonstragao do Lema e do Teorema [4.1
foram inspiradas em resultados similares para campos de vetores reversiveis com esferas

invariantes que podem ser vistos em [7].

Apesar do Teorema ter cardter local em R3, utilizamos as analises globais dadas
nas Secoes e como ferramentas para atingi-lo. Veremos, inicialmente, como o uso
de coordenadas esféricas nos permite, de forma natural, enxergar um campo de vetores

Z = (X,Y) € R como uma familia a um parametro de campos de vetores Z, € R,

Na esfera S3 = {(z,y, 2) € R3; 2% + y* + 22 = A\?}, as coordenadas esféricas sao dadas
por
x =Acosfsen ¢,

y =Asenfsen ¢,
Z =\ Cos ¢,

com (0 <0< 2mre < ¢ <me A >0 fixo. Nessas coordenadas podemos escrever os

campos de vetores
X('gv ¢) :(61(07 ¢)7 CI)I(97 ¢))
Y(Qa qb) :(@2(0a gb)v (1)2(07 ¢))

e a descontinuidade ¥ = {(0, ¢); ¢ = 7/2}. Assim, o campo de vetores suaves por partes

)
)

Z : S} — TS3 é dado da seguinte forma

Dado I = (A9 — €, Ao +¢) um intervalo em R com ¢ suficientemente pequeno, podemos

definir uma familia a um pardmetro de campos de vetores suaves por partes em R,
. 2 2
Zy I xSy — TS5

escrevendo

Zu(1,0,0) = (Xpu(p, 0, 0), Yy (11, 6, 9)). (4.5)
com X (u,0,¢) e Y(u,0,9) de classe C" e tais que Z, € R para todo u € 1.

Também podemos considerar coordenadas esféricas em R®. Para isso, basta variar o
parametro p, associado ao raio da esfera, anteriormente fixado em p = A, isto é, basta

considerar
x =p cos f sen ¢,

y =psen fsen ¢, (4.6)
2z =pcos ¢,

com0<0<2tel0<op<mep>0.
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Nessas coordenadas podemos escrever os campos de vetores

X(pa 97 ¢) :<R1(p797¢)7 @1<p,87¢),®1(p,9,¢)),

(4.7)
Y(pa 6), ¢) :(R2(p7 07 ¢), @2<,0; 07 Qb), q)2(p7 07 ¢))7

e a descontinuidade ¥ = {(p,0,¢);¢ = m/2}. Assim, o campo de vetores suaves por

partes Z : U C R?® — R3 com descontinuidade ¥ é dado por

X(p797¢)7 0§¢§ﬂ-/27

Z(p,6,6) = {Y b e (4.8)

E f4cil ver que quando consideramos as coordenadas esféricas dadas em , se todas
as esferas sao invariantes pelo fluxo de Z, isto é, se Z € R, entao R;(p,0,¢9) =0,i=1,2
em (4.8).

Fixada essa notagao, observe que podemos estabelecer uma correspondéncia entre uma
familia a um parametro 7, € M3 de campos de vetores em SR, com i € I, e um tnico

campo de vetores Z : V3, — R? € R, onde V), é uma vizinhanca tubular de Sio dada por
Vae = {(11,0,0) e R pel, 0<0<2m, 0< ¢ <7}

Para isso, para cada Z,(u,6,¢) = (X, (11,6, 9),Y. (1,0, ¢)), como definido em (4.5) nos
consideramos Z(u, 0, ¢) = (X (1,0, 6),Y (i, 0, ¢)), como definido em onde X e Y sdo
definidos como em e Ri(p,9,0)=0,i=1,2.

Com isso, consideramos Z = (X,Y) € X e denotamos por Z) a restrigdo de Z a esfera
de raio A, isto é, Z, = Z|Si e mais, utilizando o que descrevemos acima, dado um campo
de vetores Z € R nos o consideramos como uma familia a um pardmetro de campos de

vetores Zy € R,

Observacao 4.37. Considere h como nos lemas da Segdo que definem Zf* como
subvariedade de codimensio-1 de B’5*. Como vimos todo campo Z € Zf* pode ser visto
como uma familia a 1-parametro de campos de vetores transversais a Ef*, ja que dhyz # 0
para todo Z € L7 = h™'(0). Essa transversalidade implica em estabilidade estrutural
local para campos em R (isto €, para campos tridimensionais) visto como familias a um
pardmetro de campos de vetores em R>. Além disso, como Z(‘?A N Zf* = ) seque que
Z € Zg* também pode ser visto como uma familia a 1-parametro de campos de vetores

L S
transversais a %77.

A seguir recordamos as defini¢oes de ¥ —equivaléncia e estabilidade estrutural e defi-

nimos o conjunto ¥y C R, seguindo a abordagem de [28] e j4 comentadas na Segao .

Definicao 4.38. Dizemos que dois campos de vetores Z e Z , em R, definidos em abertos

U e U do R3 e com descontinuidade ¥ e f), respectivamente, sao >— equivalentes se existe
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um homeomorfismo h : U — U, com hX) = 3, que leva trajetérias de Z em trajetérias

de Z preservando orientacao do tempo.

Definicao 4.39. Dizemos que Z € ‘R é localmente estruturalmente estavel se para todo
p € R3 existe uma vizinhanca V de Z em R e uma vizinhanca U C R? de p tal que todo

campo de vetores ZeVé Y.—equivalente a Z em U.

Defini¢ao 4.40. Dizemos que Z = (X,Y) € ¥y C R se, e somente se, para cada A,

existe uma vizinhanca V), de A\ satisfazendo uma das seguintes condicoes:
(a) Zy € B3> para todo A € Vy,.
(b) Zy, € X3 e Zy € B3> para todo A € Vy, \ {0}

c) 4y, € DI b1) U PIER bs), existe uma sequéncia (A,),en C V), tal que A\, — Ay com
0 1 1 0
A # Ao € Zy, € D52 (ss) USA (fs)USA(ff) para todo n € N, e Z, € £3* para todo
Ae Vi \{ o, Ai,.. .}

d) Z,, € Zf* c) U Zf* C9), existe uma sequéncia (A, ),eny C V), tal que A\, — X\ com
0 0
A # Xo € Zy, € D7 (ss) USP(fs) USTA(ff) para todo n € N, e Zy € ¥5* para todo
Ae Vi, \{ o, Ai,.. .}

(e) Zy, € Ef* (sl), existe uma sequéncia (A,)neny C Vi, tal que A\, — Ao com A, # A\ e
Zy, € L7 (ss)USA (fs) para todon € N, e Z, € B5* para todo A € Vi, \{ Ao, Ap,...}.

O préoximo lema foi demonstrado em [7] e serd utilizado na demonstragao do Teo-

rema [A.1].

Lema 4.41. Se dois campos de vetores Z = (X,Y), Z = (5(/, Y) € R sdo L—equivalentes,
entdo para cada X existe = p(N\) tal que os campos Zy : S — TS} e Zuny + SPupy —
TSZ(A) também sdo Y—equivalentes em R, A correspondéncia X — pu(\) é uma fungio

continua.

Demonstragdo. Seja h a Y—equivaléncia que leva trajetéria de Z € R em trajetoria de

Z € M. Pela definicdo de R, toda esfera S3 ¢é invariante pelo fluxo de Z e de Z. Assim,

para cada A > 0 a restrigdo hy = hy, : S5 — S}, é uma Y—equivaléncia entre Z) e

. A

Zuv- O
Com esses resultados podemos provar o Teorema [£.1] A prova desse Teorema é inspi-

rada na prova do Teorema C, de [7].

Demonstracio do Teorema . Seja Z € R\ Xy. Observe que, negando a afirmacao (a)
da Definigao [4.40] se existir um tnico A\, € Vy, de modo que Zy, ¢ X5* mas Zy, € X7,
entao diminuindo V), se necessario, recaimos sobre o caso (b) da Defini¢do m Por isso,

temos apenas dois casos a considerar.
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(1) Existe \o tal que Zy, ¢ 220 U X3,
(2) Existe (An)nen tal que A, —= Xo, Zy, € X% (s5) U X (sf) US> (ff) para todo n e
Zng & S (1) U (be) U P (e1) B (e2) U B (s1).

O caso (2) implica que Zy, ¢ Y5> UXS> e, portanto, s6 precisamos analisar o caso (1).
Logo, no que segue, vamos supor que 2, ¢ Eg* U Ef\

Seja U C R uma vizinhanca de Z. Podemos assumir que Y = V X B com B uma
vizinhanca de Zy, em %% e V uma vizinhanca de \g. Como Z,, ¢ X5* U XD e N5* &
denso em 3%, pela Proposicio , existe Z N €BN EOSA.

Observe que o campo de vetores Z,\O pode ser estendido ao campo de vetores Z e
U c R Como Z Ao € estruturalmente estavel em Mo, existe ¢p > 0 e uma vizinhanca
tubular Vy, = {(X,0,0) € R* X g —eo <A< Xg+e, 0<0<2m, 0< ¢ <w}deS;3, tal
que Z\ é Y—equivalente a Z,\O, para todo A € (Mg — €9, Ao + €0). Pelo Lema m Z nao
é Y—equivalente a Z em ‘R, ja que Z,, nao é X—equivalente a Z % em Mo, Portanto,

Z ¢ R\ Xy implica que Z nao ¢é estruturalmente estavel em . O

Observagao 4.42. A outra implicagio do Teorema[{.1] requer mais estudos, pois envolve
a construcao de uma Y-equivaléncia global entre familias de campos vetoriais Z € ¥.

Outra questao interessante, para um trabalho futuro, é estudar a densidade de Yo C *R.

Exemplo 4.43. Considere o campo de vetores suave por partes Z = (X, Y) com X (z,y, 2)
= (~y—ay—wz,2+22—yz, 2°+y?) e Y(2,v, 2) = (—y—22—9y*+yz, v+ay—vz—yz, 2> +1y°)
e descontinuidade ¥ = {(z,y, 2) € R? 2 = 0}. Note que H(x,y,2) = 2*> + 3> + 2? é uma
integral primeira para ambos X e Y e que Z é refrativo, ja que Xf = Y f = 2% + 42,
para todo z,y € R. Portanto, Z € R e toda esfera centrada na origem é invariante
pelo fluxo de Z. Além disso, os tnicos pontos de equilibrio admissiveis de X (de Y,
respectivamente) na esfera de raio A é px = (0,0, A) (py = (0,0, —\), respectivamente)
que é um ponto de equilibrio hiperbdlico atrator (repulsor, respectivamente), para A > 0.
Nesse caso, =3¢ e o fato de que X e Y sao transversais a toda circunferéncia paralela a
> junto com as informagoes dos seus pontos de equilibrio garantem que, em cada esfera
S%, o w-limite (a-limite, respectivamente) de toda trajetéria regular ¢ o ponto px (py,
respectivamente). Dessa forma o campo de vetores Z = (X,Y) restrito a cada esfera S3,

com A > 0, pertence ao conjunto 25* C M5 e entdo Z pertence ao conjunto ¥ C 9.
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partes parcialmente integraveis

5.1 Introducao

Como nos capitulos anteriores, denotamos por X o conjunto dos campos de vetores
suaves por partes definidos em R3, com regiao de descontinuidade ¥ = {(z,y,2) € R3; 2z =
0} = f71(0), com f:R?* — R dada por f(x,y,2) = z, e que admitem H(x,y,2) = 2% +
y? + 2% como integral primeira. Isso implica que todas as esferas bidimensionais centradas
na origem sdo invariantes pelo fluxo dos campos de vetores em X. Denotamos por X** a,
restricao desses campos a esfera bidimensional de raio A > 0 finito. Além disso, denotamos
por R (M5, respectivamente) o conjunto dos Z € X (Z € X, respectivamente) que
sejam refrativos. Para evitar o uso excessivo de super indices, consideraremos campos
Z = (X,Y) € X% em todo o capitulo. Como na Segio , denotamos por LT =
f7H[0, +00)) e BT = f7H((—00,0]).

A abordagem deste capitulo é semelhante a usada no Capitulo Recorde que os
aspectos locais de estabilidade estrutural e bifurcacées de codimensdo-1 em X¥°*, foram
analisados nas Segoes e[3.2l Vamos estudar os aspectos globais de estabilidade estru-
tural e bifurcacdes de codimensdo-1 em X**. Na Secdo recordamos a caracterizacao
do conjunto Eg* C X%, de campos estruturalmente estaveis, que pode ser vista em [44],

no seguinte resultado.

Teorema 5.1. Eziste um subconjunto Eg* C X5 tal que:
(1) Eg* tem uma descrigdo simples;

(2) Z = (X,Y) € Z3* € estruturalmente estdvel;

(8) E3* € aberto.

E na Secaoe caracterizamos o conjunto Z7* C X%, de bifurcacio de codimensao-1,

no seguinte resultado.

Teorema 5.2. FExiste uma subvariedade de codimensdo-1, Ef* C X5, tal que:

111
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(1) Ef* tem uma descrigdo simples;

(2) Para todo Zy = (Xo,Yy) € E existe wma vizinhanga B(Zy) € Z3*, munido da
topologia intrinseca, tal que todo Z = (X,Y) € B € Y-equivalente a Zy. Portanto,

Ef* C X ¢ aberto nessa topologia.

Observacgao 5.3. Novamente, usamos a topologia intrinseca no item (2) do Teorema

porque ela é mais fina (tem mais conjuntos abertos) do que a topologia ambiente.

O Teorema ¢ inspirado no Teorema de Peixoto, que pode ser visto em [43], e o Teo-
rema [5.2| é inspirado nos resultados sobre bifurcagoes genéricas de campos vetoriais suaves
definidos em variedades bidimensionais, que podem ser encontrados em [47, [51]. Note que
os resultados deste capitulo sdo semelhantes aos exibidos no Capitulo 4| considerando,
agora, as classes X e X% ao invés de R e R™. Por conta disso, algumas das demons-

tragoes do capitulo serao omitidas, ja que, serao andlogas as exibidas anteriormente, no
Capitulo [

5.2 Espaco de campos estruturalmente estaveis em
X5

O objetivo desta secao ¢ caracterizar os campos de vetores suaves por partes definidos
na esfera S3 com o equador 3 = {(z,y,2) € S%;2 = 0} = {(z,y,2) € S3;2% +¢* = N\?}
como regiao de descontinuidade. Dessa forma, ¥ = f~!(0) onde f(z,y,z) = z. No
Capitulo [2| introduzimos as defini¢oes utilizadas no trabalho por meio de cartas locais
e provamos que elas independem da carta escolhida. Entao, assim como nos capitulos
anteriores, quando se tratar de uma andlise local, trabalharemos com coordenadas locais
{z1,72}. Além disso, como nas segoes anteriores, por simplicidade, denotamos S3 = S?,
para A # 0 fixo e arbitrario.

Os conceitos de Y-equivaléncia, estabilidade estrutural e estabilidade estrutural local
dados nas Definigoes [2.14], 2.16], 2.17] da Secao [2.2] podem ser facilmente adaptados aos

espacos X e X5, Vale ressaltar, novamente, que todo campo Z € X°* estruturalmente

estavel é também localmente estruturalmente estavel, mas a reciproca nao é verdadeira.
Além disso, a classificacdo das Y-singularidades localmente estruturalmente estaveis foi

exibida em [28], como vimos no Capitulo 2|

Observagao 5.4. A sequir, definiremos o conjunto dos campos de vetores suaves por
partes definidos em S?, EOSA C X5, que sdo estruturalmente estdveis em X°*. Com uma
abordagem semelhante, em [J)], foi exibido um conjunto de campos de vetores suaves por
partes estruturalmente estdveis, definidos em uma variedade m— dimensional M, orien-

tavel, compacta e sem bordo, cuja regido de descontinuidade K C M ¢é um 1—complexo
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finito, de modo que os angulos formados entre as arestas de K, nos vértices de K, se-
jam sempre nao nulos. Em [{] as componentes conexas de M \ K sao chamadas de Gj,
i=1,...,n eem cada G; define-se um campo vetorial suave Z; e denota-se o campo suave
por partes Z, definido em M por Z = (Zy,...,Z,). Sequindo as convengées de Filippov,
define-se as regioes de costura, deslize e escape em K. A diferenca entre as abordagens se
dd pois em [{§l] o segmento de deslize é considerado como uma drbita singular do campo
suave por partes Z. O principio é utilizar de concatenagoes o menor niumero de vezes
possivel, na formacao de uma orbita de Z. Dessa forma, M é decomposta em uma unido
disjunta de trajetorias de Z. Note que, com essa abordagem, nao se considera trajetorias
do tipo 111, poli-ciclos nem pseudo-poli-trajetorias. Apesar de obter resultados semelhantes
aos que exibiremos nesta secdo, os detalhes das construcoes das Y-equivaléncias nao sao
exibidos em [J). Ressaltamos ainda que, apesar da diferenca entre as definicoes de traje-
torias, a ideia da construgio das Y-equivaléncias deve ser a mesma. Além disso, em [])] €
necessario entender o comportamento de Z numa vizinhanca dos vértices de K. No nosso
caso, como ¥ é o equador de S?, nio nos deparamos com essa questio. Em [[]] a es-
tabilidade estrutural de campos suaves por partes definidos em variedades bidimensionais
compactas e sem bordo também foi estudada, exibindo a construcdo das Y-equivaléncias
para esses casos. Como observado em [{4l] e na Segdo a discussao sobre orbitas e
pseudo-orbitas nao trivialmente recorrentes ainda nao € suficiente para obtermos a reci-
proca do item (2) do Teorema nem para provarmos a densidade de =% C X5+, Por
isso, os resultados sio mais fracos que os apresentados no Capitulo [J Tendo apontado
as semelhancas e divergéncias entre o que serd mostrado nesta secao e o que foi feito nos
trabalhos [J, [44)] sequimos com a defini¢io de Z5* C X5

A fim de evitar a existéncia de pseudo-poli-trajetérias que contenham segmentos de
escape e deslize, restringimos a existéncia de poli-trajetorias fechadas do tipo III no con-
junto Eg* definido a seguir. Recorde que, dizemos que p é trivialmente recorrente quando
p é ponto de equilibrio de X, de Y ou de F, quando p é uma dobra-dobra invisivel-
invisivel, quando 7z(p) é uma trajetéria fechada ou uma poli-trajetéria fechada do tipo
I, ou ainda quando 7yz(p) é uma poli-trajetéria fechada elementar do tipo II ou III, para
uma concatenacao fixada. Além disso, dizemos que uma pseudo-orbita passando por p
é trivialmente recorrente quando p é ponto de equilibrio de X, de Y ou de Fz, quando
p é uma dobra-dobra invisivel-invisivel, quando 7yz(p) é uma trajetoria fechada ou uma
pseudo-poli-trajetéria fechada que conecta segmentos de deslize e escape mas nao contém

segmentos do campo deslizante (como na Figura|3.12|(a)), para uma concatenagao fixada.

Definicio 5.5. Dizemos que Z = (X,Y) € Z5* C X5 se, e somente se, Z satisfaz as

seguintes condigoes:

(a) Todos os pontos equilibrios de X e de Y sdo hiperbdlicos e nao estao em ¥;

(b) Todas as érbitas periddicas de X e de Y s@o hiperbdlicas e ndo tangenciam ¥;
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(c) Todas as Y-singularidades sao elementares;

(d) Todas as poli-trajetorias fechadas de Z sao elementares do tipo I ou II. E todas
as pseudo-poli-trajetérias fechadas de Z sdo elementares e nao contém segmentos

deslizantes;
(e) Z nao possui conexao nem pseudo-conexao de separatrizes.
(f) Z nao possui érbita nem pseudo-érbita nao trivialmente recorrente.

Observe que, as imposigoes de (a) a (e) da Definigao implicam, pela Proposi-
¢ao [3.25, na nao existéncia de orbitas nao trivialmente recorrentes. Novamente, ressal-
tamos que tal implicacdo nao é valida para pseudo-érbitas. Ademais, como vimos no
Capitulo [3| a falta de um entendimento completo sobre pseudo-poli-trajetérias nao nos
permite concluir a reciproca dos itens (2) dos Teoremas e ja que, para isso, preci-
sariamos de um entendimento completo da estabilidade estrutural global na presenca de
pseudo-poli-trajetérias fechadas ou pseudo-trajetérias recorrentes que contenham segmen-
tos de deslize e/ou escape ja que tais objetos podem existir mesmo quando as trajetérias
(que seguem orientacao natural do fluxo) s6 apresentem comportamento genérico e que
uma Y-equivaléncia deve preserva-los mas ainda sao desconhecidas todas as suas condi¢oes
genéricas.

Como no Capitulo , denotamos por ¥"(S?) o conjunto dos campos de vetores de classe
C" e estruturalmente estaveis definidos em S? e por ¥ (X%) o conjunto dos campos de
vetores de classe C" e estruturalmente estaveis definidos em ¥*. Pelos itens (a), (b), (e)
e (f) da Definicao segue que se Z € Z5*, entdo X, €X(XE)eY _€X(X)

Como citado na Observacio [5.4] o Teorema é inspirado em [4, [43]. O resultado e
sua demonstragdo também podem ser vistos em [44]. Visando seguir a mesma abordagem
estabelecida no Capitulo[d] no decorrer desta segdo mostraremos o item (2) do Teoremal5.1]
com o auxilio de alguns lemas. Note que a condi¢ao de abertura do conjunto EgA é
imediata do item (2). Observe que os itens (a) e (b) da Defini¢do garantem que se

Zy = (Xo, V) € EOS*, entdo Zy é localmente estruturalmente estdvel em todo p € S* \ 2.

Além disso, o Lema {4.27| é valido para campos Zy = (Xo, Yp) € X5 satisfazendo Xol L€
3
X(ET), Yo € ¥1(X7) e Xof(p)Yof(p) > 0.
A prova dos proximos lemas serao omitidas pois sao andlogas as dos Lemas

e respectivamente, apenas considerando h : X — X equivaléncia topolégica entre os

campos de Filippov Fy, e F; para Z em uma vizinhanca B de Zj, quando Z; admitir
segmentos de escape e deslize e vizinhangas das dobras (ao invés de dobras-dobras). Além
disso, a prova para o caso de poli-trajetorias fechadas do tipo I e de pseudo-poli-trajetérias
elementares que conectem segmentos de deslize e escape mas nao contenham segmentos
do campo deslizante e tenham primeiro retorno hiperbélico é andloga a do Lema [£.29]

visto que, nesses casos, construimos C, como no Lema [3.7]



Espaco de campos estruturalmente estaveis em X5 115

Lema 5.6. Seja Z, = (Xo,Yy) € X5 tal que Xo, , € (BT, Yo, € Y (X7). Supo-
> -

nhamos também que Zy nao admita conexao nem pseudo-conexdo de separatrizes, orbitas

nem pseudo-orbitas nao trivialmente recorrentes, que Xof(p)Yof(p) < 0 para todo p € ¥

e que Fy, seja estruturalmente estdvel em . Entao Zy € estruturalmente estdvel.

Lema 5.7. Seja Zy = (X, Yy) € X5 tal que XolZ+ e Xr(¥h), YO‘Y € X7(X7). Suponha-
mos também que os pontos de dobra sejam quadrdticos, que o campo de Filippov Fz,(p)
seja localmente estruturalmente estdvel em % sempre que Xof (p)Yof(p) < 0, que Zy ndo
admita conexao nem pseudo-conexao de separatrizes, orbitas nem pseudo-orbitas nao tri-
vialmente recorrentes e que Zy nao admita poli-trajetorias fechadas. Nessas condigoes Zy

€ estruturalmente estavel.

Lema 5.8. Seja Zy = (Xo,Yy) € X% tal que X0‘2+ S YO‘Y € X". Suponhamos
também que o campo de Filippov Fy, (p) seja localmente estruturalmente estavel em X
sempre que Xof(p)Yof(p) < 0, que os pontos de dobra sejam quadrdticos, que Zy nao
admita conexdo nem pseudo-conexdo de separatrizes, orbitas nem pseudo-orbitas nao tri-
vialmente recorrentes e que Zy admita poli-trajetorias fechadas elementares do tipo I ou
pseudo-poli-trajetorias fechadas elementares conectando segmentos de deslize e escape que
nao contenham segmentos do campo deslizante. Nessas condigcoes Zy € estruturalmente

estdvel.

Proposicao 5.9. 7 € Eg* é estruturalmente estdvel.

Demonstragio. Se Z = (X,Y) € Z3*, entdo X_,, Y] €Y' (XF)etodas as X-singularida-

des sao elementares, isto é, X-dobras de Z ou pontos de equilibrio hiperbélicos de F;. Por

s—

ser unidimensional e s6 ter pontos de equilibrio hiperbodlicos F; sera localmente estrutu-
ralmente estdavel nas regices de Y onde estiver definido. Além disso, a mudanca entre as
regides de costura, deslize e escape serao em pontos de dobras regulares.

Logo, se Z € Eg* nao possui poli-trajetérias fechadas segue, pelo Lema , que Z é
estruturalmente estéavel. Se Z € Eg * e v = X é uma poli-trajetoria elementar do tipo II de
Z, entdo X f(p)Y f(p) # 0 para todo p € v, logo ¥ = ¢ ou ¥ = 3¢, j& que X f(p)Y f(p)
nao troca de sinal. Como ¥ = 7 é uma trajetéria fechada de Z, entdo Fz nao possui
singularidades e, portanto, é localmente estruturalmente estavel para todo p € ¥. Assim,
pelo Lema , segue que Z é estruturalmente estavel. Por fim, se Z € EgA e possui
poli-trajetérias fechadas elementares do tipo I ou pseudo-poli-trajetérias elementares que
nao contenham segmentos de deslize ou escape, entao, pelo Lema [5.8, segue que Z ¢é

estruturalmente estavel. O

Como dito anteriormente, a falta de um completo entendimento sobre as pseudo-
6rbitas nio trivialmente recorrentes de Z = (X,Y) € X*» nido nos permite concluir

* é denso em X%, Porém, assim como

s —S

a volta da Proposicao nem afirmar que =
.~ - . . - —S , - .

essa restricdo nao impede uma caracterizacao de =3*, ela também nao nos impede de

. —S s . ~
caracterizar .:1)‘, COIMO Veremos 1na proxima secao.
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5.3 Espaco de campos de codimensio-1 em ¥
Nesta secdo, consideramos o conjunto de bifurcacdo de X,
X = X5\ E.

A seguir, caracterizamos o conjunto das bifurcagoes de codimensao-1, Ef* C Z{f*. Como
na Segao e nos trabalhos [47, [51], esta caracterizagdo é baseada na violagdo minima
das condic¢oes impostas na Definicao [5.5| e na suposi¢ao de condigdes quase-genéricas.
Como usual, consideramos X munido com a topologia produto e podemos considerar,
de forma natural, %ISA C X% munido da topologia induzida. Vimos no Capitulo [3| que
h& casos em que elementos de codimensao-1 se acumulam em elementos de codimensao-
1. E o que ocorre, por exemplo, com trajetérias fechadas semi-hiperbodlicas que sejam,
a0 mesmo tempo, a e w-limite de separatrizes de selas. Esse fenomeno ja foi observado
em [47, BI] e no Lema . Por isso, dado Z € X{* e B uma vizinhanca de Z na
topologia induzida, seja C(Z,B) a componente conexa de B que contém Z. Recorde
que chamamos de topologia intrinseca a topologia na qual os conjuntos C'(Z, B) sejam os
abertos fundamentais e consideramos f{fA munido com a topologia intrinseca. A ressalva
quanto a topologia utilizada em %fA ¢ bastante importante pois, por ser mais fina, a
topologia intrinseca é capaz de separar as vizinhancas onde pode ocorrer acumulagao de
elementos de codimensao-1, o que nao ocorre com a topologia induzida. Levando isso em
consideragao, e recordando que a andlise local de codimenséao-1 foi feita no Capitulo [3]

definimos os seguintes subconjuntos de %‘f*.
Definicao 5.10. Dizemos que:

(a) Z = (X,Y) € Z7*(ay) se todos os equilibrios de Z = (X,Y) sio hiperbélicos exceto
um ponto p; que é ou uma sela-né ou um equilibrio de Hopf. Nenhum equilibrio esté
em Y. Além disso, as condigoes (b), (c), (d), (e) e (f) da Definigao [5.5] sdo satisfeitas.

(b) Z = (X,Y) € E(ay) se todos os equilibrios de Z sdo hiperbdlicos e ndo estdo
sobre Y com excecao de um deles, digamos p; € X, que é quase genérico, seguindo a
Defini¢ao [3.5] As condigdes (b), (c), (d), (e) e (f) da Defini¢do [5.5]sdo satisfeitas.

(c) Z = (X,Y) € Z7*(by) se todas as érbitas fechadas sdo hiperbélicas exceto uma que é
do tipo sela-nd. Nenhuma delas tangencia . Além disso, as condigoes (a), (¢), (d),
(e) e (f) da Definicao [5.5|sao satisfeitas.

(d) Z = (X,Y) € Z7*(b,) se todas as érbitas fechadas sdo hiperbélicas e ndo tangenciam
Y. exceto uma delas que é genericamente tangente (tangéncia quadratica) a ¥. Além
disso, as condigbes (a), (c), (d), (e) e (f) da Definigao [5.5|sao satisfeitas.
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(e)

Z = (X,Y) € 2*(c1) se todas as Y—singularidades sao elementares exceto uma que
é uma sela-nd. Além disso, as condigoes (a), (b), (d), (e) e (f) da Definigao sao

satisfeitas.

Z = (X,Y) € 29*(¢,) se todas as tangéncias de Z sio elementares exceto uma delas,
digamos p € ¥ que é uma cutspide de X (Y) enquanto Y (X, respectivamente) é
transversal & ¥ em uma vizinhanga de p. Além disso, as condicoes (a), (b), (d), (e) e
(f) da Definicao |5.5|sao satisfeitas.

Z = (X,Y) € 2 (c3) se todas as tangéncias de Z sdo elementares exceto uma que é

dobra-dobra quase-genérica, seguindo a Defini¢ao . Além disso, as condigoes (a),

(b), (d), (e) e (f) da Defini¢ao |5.5| sdo satisfeitas.

Z = (X,Y) € 27*(dy) se todas as poli-trajetérias de Z sdo elementares exceto uma,
digamos 7, do tipo I, tal que 7' (¢) = 1 e 7 (q) = d (q) # 0, para ¢ € ¥ N~v. Além
disso, as condigoes (a), (b), (c), (e) e (f) da Defini¢ao |5.5| sdo satisfeitas.

Z = (X,Y) € E(dy) se todas as poli-trajetérias de Z sdo elementares exceto um
unico poli-ciclo nao localmente estruturalmente estavel que nao possui segmentos de
deslize nem de escape e cuja trajetoria retorne a > por uma dobra visivel p € X e

com primeiro retorno hiperbélico definido a direita ou a esquerda do ponto de dobra.
Além disso, as condigoes (a), (b), (¢), (e) e (f) da Definigao 5.5 sdo satisfeitas.

Z = (X,Y) € ufk(e) se existe uma unica conexao de separatrizes, que é quase-
genérica (incluindo conexoes com equilibrios do campo de Filippov F). Além disso, as
condigdes (a), (b), (c), (d) e (f) da Definicdo 5.5 sdo satisfeitas. Quando for necessdrio
diferenciar os tipos de conexodes quasi-geréricas, diremos que Z € Efk(ss) c =P (e)
quando admite conexdo de selas distintas, Z € Z9*(I) ¢ 27 (e) quando admite um
loop simples, Z € Z7*(sd) € Z7*(e) quando Z admite uma conexdo de sela com dobra

e Z € Z(dd) € Z7*(e) quando Z admite uma conexio de dobras.

Z = (X,Y) € 2 (pey) se existe uma tnica pseudo-conexao de separatrizes que nao
gera uma pseudo-poli-trajetoria fechada. Além disso, as condigoes (a), (b), (¢), (d) e
(f) da Definicao [5.5|sdo satisfeitas.

Z = (X,Y) € EP(pey) se existe uma tnica pseudo-poli-trajetéria y fechada que
conecta segmentos de deslize e de escape mas nao contenha segmentos do campo
deslizante e tal que 7' (q) = 1 e n (¢) = d (q) # 0, para ¢ € ¥ N~. Além disso, as
condigdes (a), (b), (c), (e) e (f) da Definigao [5.5|sdo satisfeitas.

Z = (X)Y) € =9 *(pcg) se existe uma unica pseudo-poli-trajetéria v fechada que

contenha um ponto de dobra visivel mas nao contenha segmentos do campo deslizante
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e com primeiro retorno hiperbélico definido a direita ou a esquerda do ponto de dobra.
Além disso, as condigoes (a), (b), (c), (e) e (f) da Definigao [5.5|sao satisfeitas.

Finalmente, definimos:

=S\ __ =S

=P =27 (a1) UEP (a2) UED (b)) UED (by) UEP (1) U EP (e2) U EP (c3) U EPA (dh)U
2P (d2) UED (e) UEP (per) U Ep (pea) U 9 (pe3).

Os lemas apresentados no Capitulo [3| garantem que EfA ¢ uma subvariedade de co-
dimensdo-1 de X;*. Os mesmos lemas também nos déo as vizinhancas B(Z) nas quais
podemos construir a ¥-equivaléncia do item (2) que, na maioria dos casos, usam os mesmos
argumentos dos Lemas [1.27] [£.28] [£.29] da Secao [4.4] e também dos Lemas 5.7 ep.8|
da Secao 5.2 No Lemma nos exibimos alguns detalhes do item (2) que sao distintos
dos ja vistos anteriormente e indicamos as semelhancas nos demais casos. A abertura de
=9 ¢ X é imediata do item (2)

Lema 5.11. Se Z = (X,Y) € =02, entdo Z € estruturalmente estdvel em X7

Demonstracao. Lembramos que %‘fA = X \ Z e, portanto, consideramos vizinhangas
nesse conjunto.

Se Zy = (Xo,Yy) € EP(aq) UED(by), entdo Zy é estruturalmente estével em X7
pois esses dois casos nao envolvem X e, portanto a afirmacao segue como Teoria Cléssica
(ver [47, B51]). Além disso, o caso Zy € Z7*(by) também pode ser analisado como o caso
de colisao de trajetoria fechada com o bordo da Teoria Classica levando em consideragao
possiveis segmentos de escape ou deslize que existam numa vizinhanca de p. Se Z, €

Z9 (az) UE (1) UES (¢3) seja p € ¥ um ponto de equilibrio de X, ou de Yj, uma sela-né
do campo de Filippov Fy, ou uma cuspide de Zy com ¥. As condigOes quase-genéricas
exibidas no Capitulo [3| garantem que existe uma vizinhanga B C X5 de Zy e V,, de p
de modo que todo Z € B tem as mesmas propriedades de Z, em V,. Assim construimos
a Y-equivaléncia h entre Z; e Z como nos Lemas de a .8 a depender dos outros
elementos de Zj, apenas considerando a trajetoria passando por p como uma separatriz.
Se Z, € Ef*(cg) as condi¢oes quase-genéricas dadas na Defini¢ao garantem que a
construgao é andloga a do Lema [£.28] levando, novamente, em consideracao os segmentos
de escape ou deslize que existem numa vizinhanca da dobra-dobra. Se Z; € EfA (dq),
entdo Z, admite uma tnica poli-trajetéria fechada v do tipo I de Zy, tal que 7' (¢) = 1
en (q) =d(q) #0, para ¢ € N ~. O Lema garante que existe uma vizinhanga
B C X% de Z, e uma coroa C., em torno da poli-trajetéria fechada v de modo que 9C, é a
uniao disjunta de duas curvas C e Cs transversais a todo Z € B. Além disso, todo Z € B
possui uma poli-trajetoria fechada do tipo I do mesmo tipo que v contida no interior
de C,. Assim, construimos a X-equivaléncia h entre Z; e Z como no Lema m Se
Zy € Ef* (dy), considerando B C %f* a vizinhanca de Z; dada no Lema , a construcao
é analoga a do Lema |4.34]
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Por fim, ilustramos a construcgao para o caso em que 2 € EfA(e). Nesse caso, temos
que considerar conexoes de selas (incluindo equilibrios do campo de Filippov) distintas
e loops simples, conexoes de sela com dobra ou entre duas dobras. Como vimos nos
Lemas [3.13] [3.14] e [3.19| existe uma vizinhanca B C X%* de Z, tal que todo Z € B possui

uma conexao do mesmo tipo que Zy. A seguir, detalharemos a construcao de h no caso
de conexdes entre uma sela e uma dobra. Os outros sao analogos. O caso do loop simples
também pode ser visto em [47], pois é andlogo ao caso Classico considerando, se necessario,
>} como secao transversal.

Assim, consideramos Zy = (X, Yy) € Z5*(sd) tal que Z, admite uma conexdo entre
uma sela hiperbdlica s; € X1 do campo X e uma dobra visivel p; também do campo Xj.
Seja B C %fA a vizinhanga de Z; dada no Lema m

Considerando esses pontos e as demais separatrizes de Zy construimos a coroa C;, em
torno de Y, como nos Lemas e 5.8 com £ > 0 suficientemente pequeno, de modo
que s; ¢ C.. Seja Z € B e sejam py e so a tangéncia e sela de Z. A partir daqui,
construimos h em C. como nos Lemas e O ponto ¢; em que a conexao da sela s;
com a tangéncia p; cruza ;. = f~1(g) serd levado no ponto que satisfaz o mesmo para o
campo Z, pois a construcao leva a orbita passando por p; na érbita passando por ps. Note
que, 0C; esta nas hipéteses do Teorema de Peixoto e, portanto, estendemos h nas regides
S? \ C. utilizando o Teorema citado. Portanto, para todo Z € B temos construido um
homeomorfismo hy : S? — S? que leva trajetérias de Z, em trajetérias de Z preservando

orientacao do tempo. Assim, Z; é estruturalmente estavel em %15 a

S
....... L S

Figura 5.1: Extensao de h para campo de vetores que apresenta conexao de separatrizes.

—€

Se Z, € EP (pcy), entdo Z admite uma pseudo-conexao que nao da origem a uma
pseudo-poli-trajetéria fechada (como na Figura . Esse caso ¢ analogo ao caso de
conexoes. Se Zy € = (pce), entdo Zp admite uma pseudo-poli-trajetéria fechada ele-
mentar conectando segmentos de escape e deslize e que nao contém segmentos do campo
deslizante (como na Figura [3.12|(a)). Esse caso pode ser analisado utilizando os mesmos
argumentos utilizados no caso em que Z, € Z9*(d;). Por fim, se Z, € =3 (pcs), entao Z
admite uma pseudo-poli-trajetoria fechada elementar contendo uma dobra visivel e que
nao contém segmentos do campo deslizante (como na Figura [3.12(c)). Esse caso pode ser

. . —S
analisado com os mesmos argumentos utilizados no caso em que Zy € Z7*(ds).
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Portanto, se Z = (X,Y) € =92 entdo Z ¢ estruturalmente estével em X3 ]

Com um entendimento completo do comportamento das pseudo-poli-trajetorias que
contenham segmentos de deslize ou de escape seriamos capazes de estudar a densidade
dos conjuntos EﬁA CXe EfA C .’ffA de modo analogo ao feito no Capitulo |4, E, com isso,

seria possivel caracterizar, como na Definicao [4.40, o conjunto =y C X.

. ; ’ s . —S o . , .
Assim como no Capitulo 4} poderiamos definir o conjunto =7*, eliminando as possiveis
acumulagoes de elementos de codimensao-1 que ocorrem em Ef * provando um Teorema
analogo ao Teorema [5.2] utilizando a topologia induzida, como fizemos no Teorema [£.36]

Nao o faremos aqui, para evitar repetigoes.

Finalizamos o capitulo com alguns exemplos.

Exemplo 5.12. Considere o campo de vetores suave por partes Z = (X,Y) com X (z,y, 2)
= (—y—zz,x—yz, 22+y?) e Y (2,9, 2) = (—~y—zy+rztyz, v+r?—zxz+yz, —r*—y?). Note
que H(z,y,z) = x*+1y*+2? é uma integral primeira para ambos X e Y e, portanto, Z € X
e toda esfera centrada na origem é invariante pelo fluxo de Z. Além disso, o tinico ponto
de equilibrio admissivel de X (de Y, respectivamente) na esfera de raio A é px = (0,0, \)
(py = (0,0, —\), respectivamente) e ambos sao pontos de equilibrio atratores hiperbélicos,
para A > 0. Além disso, se A < 2, 3=%° e o campo de Filippov Fz(p) é ndo nulo para todo
p € ¥ e, nesse caso, > é uma trajetéria fechada elementar do tipo II. Quando \ = 2 existe
um tnico p € ¥ tal que Fz(p) = 0, F,(p) = 0 e Fy(p) # 0 enquanto para A > 2 existem
dois pontos de equilibrio hiperbdlicos, p; # ps, de Fz(p). Dessa forma, hé uma bifurcagao
do tipo sela-n6 em X. Além disso, o fato de X e Y serem transversais a toda circunferéncia
paralela a X junto com as informagoes dos seus pontos de equilibrio garantem que, em
cada esfera S3, o w-limite de toda trajetéria regular iniciando no hemisfério norte (sul)
é o ponto py (py, respectivamente) enquanto o a-limite de qualquer trajetéria regular
é >°. Nesse caso também nao ha pseudo-conexao nem pseudo-orbita nao trivialmente
recorrente. Dessa forma o campo de vetores Z = (X,Y) restrito a cada esfera S, com
A #£ 2, pertence ao conjunto E;? C X% e Z = (X,Y) restrito a esfera S2 pertence ao

conjunto =7 C X5

Exemplo 5.13. Considere o campo de vetores suave por partes Z = (X,Y) com X (z, vy, 2)
= (222—2%0,—23+xz2) e Y(2,9,2) = (—y—ay+zz+yz, x+2* —x2+y2, —2* —y*). Note
que H(z,y,z) = 2°+y>+ 2% é uma integral primeira para ambos X e Y. Portanto, Z € X
e toda esfera centrada na origem é invariante pelo fluxo de Z. Como vimos no exemplo
anterior, o unico ponto de equilibrio admissivel de Y na esfera de raio A é py = (0,0, —\).
Além disso, X tem uma reta de singularidades da forma {(0,y,0);y € R} e, portanto, X
tem dois pontos de equilibrio da forma (0, +V A, 0) sobre a descontinuidade >, em toda

esfera de raio A > 0. Com isso podemos concluir que 7, ¢ =0 U Els*, para todo A > 0.
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A fim de ilustrar o desdobramento de uma singularidade do tipo sela-nd, para campos
de vetores suaves por partes com esferas invariantes, exibimos o seguinte exemplo. Res-
saltamos que o campo do exemplo nao estd nas classes estudadas ja que o mesmo nao

estd bem definido no plano {z = 0}.

Exemplo 5.14. Considere o campo de vetores X (x,y,2) = (Va2 + 42 + 22 — 1 — 22y,

— 2(Va?+ P+ 22 — 1 —a?) — y;) Note que H(z,y,z) = 2> + y* 4+ 2z é uma integral
primeira para X e, portanto, toda esfera centrada na origem é invariante pelo fluxo de
X. Note também que X nao estd bem definido em uma vizinhanca do plano z = 0 e que
as convengoes de Filippov nao se aplicam se considerarmos Z = (X, X) nesse exemplo.
Foquemos nossa atencao para o comportamento de X restrito ao hemisfério norte. A
outra analise é andloga. Nesse caso, os tnicos pontos de equilibrio de X na esfera de
raio A sdo da forma (£v/A — 1,0,4/A2 — A + 1). Portanto, ndo hé pontos de equilibrio na
esfera de raio A < 1, (0,0,1) é o tinico ponto de equilibrio na esfera de raio 1 e existem
dois pontos de equilibrio nas esferas de raio A > 1. Usando projecao estereografica é facil
ver que (0,0, 1) é um ponto do tipo sela-né enquanto, nas esferas de raio A > 1, coexistem
um ponto de sela e um ponto do tipo n6. Com esse exemplo, conseguimos enxergar a
familia a 1-pardmetro da bifurcacdo sela-né nas esferas invariantes pelo campo X com

raios préoximos a A = 1.

Nos Capitulos [6] e [7] estudamos os problemas de centro-foco para campos de vetores
nas classes X', |/ e X5, Dessa forma, obtemos condicoes e exemplos de campos nio

estruturalmente estaveis em todas essas classes.






6 Centros e ciclicidade para campos
de vetores suaves definidos em

esferas invariantes

6.1 Introducao

Neste capitulo, vamos trabalhar com campos de vetores na classe X dos campos de
vetores suaves definidos em R? e que admitem a integral primeira H(z,y, z) = 22 +y?+ 22
Quando restringirmos a classe aos campos de vetores de grau n, denotaremos por X, e
quando restringirmos a classe aos campos de vetores homogéneos de grau n denotaremos
por X, O objetivo do capitulo é estudar os problemas do centro-foco e de ciclicidade na
classe X. Esses problemas estao fortemente relacionados ao estudo e defini¢do de ciclo
limite (ou seja, érbita periddica isolada) para campos de vetores polinomiais planares dada
por H. Poincaré, nos anos de 1880. No final do século XIX, D. Hilbert apresentou uma
lista de 23 problemas no International Congress of Mathematicians, em Paris. A segunda
parte do décimo sexto problema dessa lista, o famoso 16° Problema de Hilbert, consiste
em exibir uma estimativa para o nimero maximo dos ciclos limite que um campo de
vetores polinomial planar pode ter. Esse problema permanece em aberto. Mais detalhes
sobre a histéria do 16° problema de Hilbert, pode ser encontrada na interessante pesquisa

escrita por Y. Ilyashenko em [31].

A estratégia utilizada aqui é considerar a restricao do sistema diferencial a uma das
esferas bidimensionais invariantes por X e utilizar a projecao estereografica para realizar
a analise local utilizando as ferramentas ja conhecidas e geralmente utilizadas na aborda-
gem desse tipo de problema para sistemas planares. A seguir, descrevemos os resultados
obtidos.

Seja X € X, um campo de vetores linear. Logo (x, X (x)) = 0, para todo x € R? e,

portanto, X é homogéneo e pode ser escrito na forma

123



124 Centros e ciclicidade para campos suaves definidos em esferas

T = —a1Y — A22,
Y= ar — asz, (6.1)
Z = aox + asy.

O préximo resultado nos dé uma classificagao qualitativa dos pontos de equilibrio de (/6.1).

Teorema 6.1. Sejap € S) = {(,y, 2) : 2° +y*> + 2> = p*} um ponto de equilibrio isolado
do sistema (6.1) em Si. Entao p € do tipo centro. Além disso, o sistema é completamente

integravel.

Como vimos acima, se X € X ¢ linear entdo X é homogéneo. Dessa forma X = X;.
Inspirados por essa propriedade estudamos e classificamos os pontos de equilibrio do tipo
centro na classe dos campos de vetores quadraticos homogéneos X € Xf1. Na Secao
provaremos que, sem perda de generalidade, X € X pode ser escrito na seguinte forma
canonica

&= —aury — asvz — (ag + ar)yz — ag??,
Y = a,7° + agrz — agz?, (6.2)

2 =asx? 4+ arTy + agrz + agyz.

Note que um dos pontos de equilibrio de (6.2)) ja estd alocado em (0,1,0). O préximo

teorema classifica os pontos de equilibrio do tipo centro de (6.2)).

Teorema 6.2. O ponto de equilibrio (0,1,0) do sistema (6.2]) € um centro ndo degenerado

se, e somente se, ay # 0, ay = ag, € asa5a8a9 + A5a6a708 + a%amg + a5a8a§ - a7a§a9 =0.

Na Secao veremos que o comportamento dos campos lineares e quadraticos homo-
géneos é o0 mesmo em todas as esferas invariantes. Essa propriedade nao é véalida para
campos quadraticos ndo homogéneos em geral. Nesse caso, pela dificuldade do problema,
faremos o estudo restrito a esfera unitaria S? = {(z,y,2) € R? : 22 + y* + 22 = 1}.

Observe que, sem perda de generalidade, um campo de vetores X € X, se escreve na

seguinte forma candnica

. 2 2
T = —a1y — asz — a4y — a0y — asrz — (ag + a7)yz — agz”,

. 2 2

U= a1T — a3z + a4x° + a10TY + agTz — a11yz — a9z, (6.3)

3 = asx + agy + a5z + arry + any’ + agrz + agyz.

O préximo resultado nos da algumas familias de centros para o sistema (6.3). Na
Segao [6.4] explicamos porque restringimos nossa anélise assumindo ag = 0 e as + a7 = 1.
Com essas hipdteses, a monodromia em uma vizinhanga de (0,1,0) é garantida quando

w? = ag + 1 > 0 e podemos estudar apenas o caso w > 0, sem perda de generalidade.
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Teorema 6.3. O sistema

i=—ay— (1 —a7)z —ayzy + ary® — aszz + (1 — ay — w?)yz — ag??,
U= a17 + a2 + ey’ — aywy + (w? — Dz — anyz, (6.4)

2= (1—ar)xr —any + asx® + azwy + any’® + agrz,

tem um centro no ponto de equilibrio (0,1,0) se ay = 0 e uma das sequintes condigoes é

satisfeita:
(a) w = 1, a1as + agad1; = O,’
(b) a)p = 0, ag = O,’

(C) as =0, a;p =0;

(d) a1 = ag, as = —aiy;,
w? — 1 w? + 1 1 1, w4+l o,
(e) w#1, a1 = masa% = man,fw = w1l (w2+1)a8_ (w? — 1)2a11.

Acreditamos que o resultado acima nos dé, genericamente, uma classificacao de centros
completa. Na Secao checamos esse fato para w € {1/2,2,3}, mas sem fixar algum
valor para w as expressoes necessarias para finalizarmos a prova sao muito grandes e, por
isso, nao conseguimos finalizar os calculos.

Finalmente, analisamos a ciclicidade local das familias dadas no Teorema [6.3] e de
focos-fracos estudando bifurcacgoes de ciclos limite de pequena amplitude a partir de um
foco-fraco ou de um centro em S?. O proximo resultado é a melhor cota que obtivemos

para o numero de ciclos limite de pequena amplitude na familia quadratica Xj.
Teorema 6.4. Considere o sistema

9
T = 2ay+2—0z—x2—2ay2 — %yz—af,

Y = —2ax + 2z + 20wy + 3xz — 2yz, (6.5)

9 29
z= —2—0x—2y+x2+%xy+ozxz+2y2.

O ponto de equilibrio p = (0,1,0) de (6.5) € um centro se a = 0. Por outro lado, p é um
foco-fraco de ordem 4 se o = +4/857/488, ou de ordem 3 se a ¢ A := {0,+,/857/488}.
Além disso, se « = £,/857/488 (av ¢ A) existem 4 (3, respectivamente) ciclos limite de
pequena amplitude, em S?, bifurcando de p, considerando uma perturbagio de na

familia (6.4]).

Observagao 6.5. Note que proximo a familia de centros do sistema (6.5)) (quando « = 0)
existem apenas focos-fracos de ordem 3. Consequentemente, a ciclicidade dessa familia
é 3.
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O Teorema [6.1]mostra que existe alguma semelhanca entre o caso linear em R? e o caso
linear em Si, pois em ambos o0s casos nao existem ciclos limite. Por outro lado, campos em
X, s6 admitem singularidades do tipo centro enquanto campos lineares definidos em R?
podem ter diferentes tipos de pontos de equilibrio. Em relagdo aos campos quadraticos,
Bautin ([3]) provou que existem no maximo 3 ciclos limite de pequena amplitude bifur-
cando de um ponto de equilibrio monodrémico e, neste trabalho, exibimos um foco-fraco
de ordem 4, do qual bifurcam 4 ciclos limite de pequena amplitude em S?. Logo, temos
pelo menos um ciclo limite a mais, para campos de vetores quadraticos, do que no caso
planar.

Outra diferenca é obtida considerando o caso com coeficientes complexos. Neste caso,
provamos que a ciclicidade local (complexa) da familia de centros dada no item (e) do
Teorema é pelo menos 6, com perturbacdo na familia (6.4). O fato da ciclicidade
ser maior quando considerados coeficientes complexos pode explicar as dificuldades que
encontramos para buscar campos de vetores com ciclicidade elevada no estudo dos coefi-
cientes reais, bem como na classificacdo do centro.

Recordaremos alguns conceitos e resultados sobre a projecao estereografica e cons-
tantes de Lyapunov na Segdo [6.2 Na Secao estudamos os casos linear e quadratico
homogéneo e provamos os Teoremas e Na Secao estudamos o problema de
centro e ciclicidade local para X € X, e demonstramos os Teoremas|[6.3)e[6.4] Finalizamos

o capitulo estudando uma familia com coeficientes complexos.

Observacao 6.6. Os resultados mostrados neste capitulo sio baseados em [10]. Para
manter a notagdo deste trabalho, hd algumas divergéncias entre a notagcdo do capitulo e

da referéncia citada.

6.2 Preliminares

Esta secao é dedicada ao estudo dos conceitos e técnicas que serdo utilizados na prova
dos resultados do capitulo. Primeiramente introduzimos o problema e explicamos como
utilizamos a projecdo estereografica para demonstrar nossos resultados principais utili-
zando técnicas ja conhecidas para campos de vetores planares. Também recordamos como
o calculo das constantes de Lyapunov é feito para, finalmente, estudarmos o problema de

centro-foco e ciclicidade para sistemas polinomiais em X.

6.2.1 Introduzindo o problema

Como nos capitulos anteriores, consideramos o campo de vetores X : R3 — R3 ¢
o sistema x = X(x) associado a ele. Neste capitulo estudaremos campos suaves que
satisfacam (x, X (x)) = 0, para todo x € R3. TIsso significa que X tem uma integral

primeira da forma H(z,y,z) = z* + y*> + 2% e, portanto, todas as esferas centradas na
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origem e de raio p > 0, S? = {(z,y,2) : 2* + y* 4+ 2> = p’}, sdo invariantes pelo fluxo
de X. Seguimos denotando essa classe de campos de vetores por X e por &, quando
restringimos a classe aos campos polinomiais de grau n.

Os proximos lemas mostram que uma mudanca de coordenadas ortogonais mantem
todas as esferas invariantes e que nao € restritivo assumir que um dos pontos de equilibrio

de X € X, que sempre existe para campos suaves definidos na esfera, é o ponto (0, p,0).
Lema 6.7. Seja M uwma matriz ortogonal. Se X € X entio M - X(M') € X.

Demonstracdo. Aplicando uma mudanga ortogonal de coordenadas y = M - x, no sistema

diferencial x = X (x), obtemos o sistema
y=M-%=M- X(x)=M- - X(M"y)=Y(y),
pois M~1 = M*. Além disso,
(LY () = (Mox, M- XM -y)) = (Mx)'- M- X (M -y) = xt- X () = {x, X(x)) = 0

para todo y € R?, o que conclui a prova. O

Lema 6.8. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que um dos pontos de equilibrio
de X € X €(0,p,0).

Demonstragio. Seja p = (o, Yo, 20) € SIQJ um ponto de equilibrio de X. Dessa forma,

X(p) =0ce|p|| =p > 0. Considere o vetor unitario v = (x¢/p, yo/p, 20/p) € 0 plano

xrxr ZZ
F:{(x7y’z):0+3/y0+0:0}’
P P P

passando pela origem e perpendicular ao vetor v. Note que a interseccao desse plano

com a esfera unitaria S = {(z,y,2); ? + y* + 22 = 1} é uma circunferéncia e seja

u = (0, —z0/ \/ vé + 28,90/ \/ vi+ z%) um vetor unitario nessa circunferéncia. Com isso
temos uma nova base ortogonal B = {u,v,w}, onde w é obtido pelo produto vetorial de
uev. Seja M a matriz de mudanga de base entre a base canénica e B. Entao M é uma
matriz ortogonal e a mudanca de coordenadas definida por M leva o ponto p = (zo, Yo, 20)
no ponto (0, p,0). Note que o Lema garante que o novo campo de vetores continua

pertencendo a classe X. O

Utilizando a projegdo estereografica com respeito a antipoda de (0, p,0) podemos
considerar o campo planar ao invés do 3—dimensional definido na esfera. Seja p :
2 2 S . 3.,
S2\ {(0,—p,0)} — R? a projecdo estereografica no plano {(z,y,2) € R® : y = p} dada

por

e - (22 25

y+p y+p
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Seja Y o campo de vetores definido com o auxilio da projecao, isto é,
Y (u) = dpy-1i 0 X 0p~'(u), (6.6)

onde X = X |S3 e p(x) = u. Neste capitulo sempre que falarmos de campos de vetores
projetados, estaremos nos referindo ao campo obtido utilizando a projegao estereografica,
isto é, ao campo .

Como vimos na Secao [2.5] p preserva curvas fechadas e contato entre curvas no seu
dominio de definicao. Além disso, dizemos que p € Sf) ¢ um ponto de equilibrio do tipo
centro de X‘S% se p(p) = ¢ e ¢ é um ponto de equilibrio do tipo centro do sistema Y (u)
definido a partir de .

Existem outros tipos de projecoes, além da estereografica, que podemos utilizar para
projetar um campo de vetores tridimensional em um plano, como a projecao central, por
exemplo. Campos de vetores definidos na esfera, também foram estudados em [37], 38] mas
os objetivos dos trabalhos sao diferentes. Em particular, esses trabalhos abordam quando
os circulos méaximos sao invariantes para os campos de vetores considerados. Algumas

das propriedades acima sao usadas, mas sem prova-las.

6.2.2 Constantes de Lyapunov e ciclicidade local

Nesta secao recordaremos os conceitos e os algoritmos usados para estudar a estabi-
lidade de um ponto de equilibrio do tipo centro-foco nao degenerado que tem sua parte

linear escrita na forma de Jordan, como no seguinte sistema

T=ar—Py+ zn: Pi(z,y),

o (6.7)
g=PBz+ay+ Qlz,y),

k=2

onde P, e Q) sdao polindmios homogéneos de grau k nas variaveis = e y. A condigdo
B # 0 implica que o ponto de equilibrio é nao-degenerado enquanto S = 0 recai sobre
os casos degenerados. O sistema pode ser escrito em coordenadas polares (z,y) =
(rcosf,rsenf) como

= R(r0),

0 =p5+0(r0),

onde R e O sdo polindbmios em r e polindmios trigonométricos em cos € e sen . Podemos
remover a dependéncia do tempo e considerar a variagdo do raio r com relagdo ao angulo

0 dada pela equagao diferencial unidimensional

dr R(r,0)

=71 600 " F0) (6.8)
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que é bem definida em uma vizinhanca da origem.

Seja r(6,ry) uma solugao de satisfazendo
r(0,7r9) = ro.

Se a # 0, pelo Teorema de Grobman-Hartman concluimos que (0, 0) é um foco hiperbdlico
e, além disso, o sinal de « indica a estabilidade da origem que seréd atratora (repulsora)
conforme a < 0 ( @ > 0, respectivamente). Quando o = 0 a estabilidade depende dos
termos de ordem superiores. Para estudar o segundo caso, expandimos a solugao ry em

série de Taylor, para ry suficientemente pequeno, e obtemos

r(0,19) =19 + Z Tk(H)r’g,

k=2
com 7(0) = 0, para todo k > 2. Definimos a aplica¢io de primeiro retorno de Poincaré
avaliando a solucao da equacao acima em 6 = 27,

(rg) = r(2m, o).

Como a solugao de (6.7 gira em torno da origem a estabilidade desse ponto de equilibrio

depende do sinal da funcao distancia
A(T) = H(?"o) — To,

definida para r( suficientemente pequeno. Um resultado conhecido, que pode ser encon-
trado em [I], garante que se existir & tal que A’(0) = --- = A®D(0) =0 e A®(0) £ 0
entdo k é um nimero inteiro impar e assim podemos escrever k = 2K + 1, para K > 0.

Chamamos de K-ésima constante de Lyapunov

A(QK'H)(TO)
Lg = 2n) = ——— =
K = T2 41( 7T) (2K+1)!
quando Ly = ---= Lg 1 =0e Lg # 0 e dizemos que a origem é um foco-fraco de ordem

K se existir K > 1 tal que Lg # 0, caso contrario dizemos que a origem é um centro.

O método descrito acima é devido a Lyapunov e mais detalhes podem ser encontrados
em [I], 18], por exemplo. H& um método alternativo ao descrito, também bastante conhe-
cido, devido a Poincaré, que pode ser aplicado para estudar a estabilidade da origem de
quando o = 0. Antes de explica-lo, recordemos a definicao de Funcao de Lyapunov
e de Funcao de Lyapunov estrita para campos de vetores planares.

Considere um sistemas de equacoes diferenciais definido em um aberto U C R? que
contém a origem e seu sistema associado X. Seja V : U C R? — R uma funcao diferen-

ciavel. Considere as seguintes condicoes:
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(a) V(0) =0e V(z) > 0 para todo x € U \ {0};
(b) XV <0em U, onde XV = (X,7V) e vV indica o vetor gradiente de V;
(¢c) XV <0em U\ {0}.

Dizemos que V' é uma Fungio de Lyapunov (estrita, respectivamente), se V' satisfaz as
condigoes (a) e (b) ((a), (b) e (c), respectivamente).

A existéncia de uma Fungao de Lyapunov estrita para o sistema (6.7) garante que a
origem ¢é um foco estavel para o mesmo. O método de Poincaré consiste em procurar por
uma fungao H(z,y) = 2% + y* + Os(z, y) que satisfaca

. dH OH
a=%"-p?"
dt Ox +

oOH & ok
Q@ 9y ;;zh%r ;
onde r2 = 22+ y2. O primeiro coeficiente nio nulo de H, que sempre tem subindice par e,
portanto, pode ser escrito como hog € chamado de valor focal. Nesse caso H atua como
uma funcao de Lyapunov para o sistema (6.7)).

Um resultado conhecido garante que os coeficientes hog o € Lok 1 diferem apenas por
uma constante multiplicativa nao nula e, pelo Teorema de Poincaré—Lyapunov a origem
é um centro do sistema se, e somente se, hog = 0 para todo K, isto é, se e somente
se, o sistema admite uma integral primeira analitica. Note que a série de Taylor de
H(z,y) = 2*> 4+ 3> + O3(x,y) converge para uma integral primeira analitica pois o sistema
é analitico. Para mais detalhes, ver [I], (I8, [46].

Computacionalmente, é melhor considerarmos o segundo método em coordenadas com-

plexas z = x +1y. Nesse caso, se @ = 0 o sistema ([6.7]) se escreve como

n
i=R(zz)=iz+ ) Rz 2),
k=2
onde Ry(z, Z) sdo polinémios homogéneos de grau k em z e z. Como ([6.7)) tem coeficientes
reais segue que a segunda equagao é conjugada da primeira e, portanto, s6 precisamos

escrever a primeira equagao. Nesse caso, H(z,z) = zZ + O3(z, 2) e assim

Logo, os valores focais sao os coeficientes gy.

Como citamos acima, as constantes de Lyapunov e os valores focais diferem apenas
por uma constante multiplicativa nao nula. Além disso, esses objetos sao polinémios nos
coeficientes de Py, e Q) e cada Lk ¢ definida apenas quando L; = 0 para todo j < K. Por

isso, nesse trabalho, independente do método usado no célculo denotaremos as constantes
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de Lyapunov ou valores focais por L. Para mais detalhes sobre o problema do centro-foco

e problemas relacionados, indicamos |1, [45].

A bifurcagio de Hopf classica ocorre para a proximo de 0, onde « determina o sinal
do trago da matriz jacobiana de , e quando a primeira constante de Lyapunov é nao
nula para @ = 0. Se L; > 0 (L; < 0) a origem ¢ repulsora (atratora, respectivamente)
e um ciclo limite de pequena amplitude, repulsor (atrator, respectivamente), bifurca da
origem para valores de v < 0 (o > 0) suficientemente pequeno enquanto a origem se
torna hiperbdlica repulsora (atratora, respectivamente) para valores de @ > 0 (a < 0,
respectivamente).

A bifurcagao de Hopf degenerada ocorre quando os ciclos limite de pequena amplitude
bifurcam de um foco-fraco de ordem superior, isto é, quando a primeira constante de
Lyapunov nao nula é Lx para K > 1. Sabemos que no maximo K ciclos limite de
pequena amplitude bifurcam de um foco-fraco de ordem K, com perturbagoes analiticas
[T, 46], mas o desdobramento pode nao ser completo quando restringimos as perturbagoes
a uma familia de polindémios de um grau fixo. Como estamos interessados em trabalhar
com perturbagdes polinomiais, ao invés de estudarmos os desdobramentos de um foco-
fraco de ordem alta, estudaremos bifurcagoes de Hopf degeneradas a partir de centros,
utilizando uma aplicacao interessante do Teorema da Funcao Implicita dada por Chicone
e Jacobs em [I3] que também pode ser encontrada em [29]. Apresentaremos a abordagem
dada por Christopher [I4], que usa a expansao de Taylor de primeira ordem das constantes

de Lyapunov, com relagdo aos parametros de perturbacgao, para estudar tal problema.

Teorema 6.9 ([14]). Seja p um ponto na variedade central de modo que as primeiras
k constantes de Lyapunov Ly, ..., Ly tenham parte linear independentes (com relag¢io a
expansao em série de Taylor de L; em p). Entdo p estd em uma componente da variedade
central de codimensdo ao menos k e existem bifurcacoes locais que produzem k ciclos
limite de pequena amplitude a partir de p. Se, além disso, p estd em uma componente
da variedade central de codimensdo k, entdo p € um ponto suave dessa variedade, e a
ciclicidade do centro para o valor do parametro p é exatamente k. No ultimo caso, k

também é a ciclicidade de um ponto genérico nesta componente da variedade central.

Demonstragdo. Seja p um ponto na variedade central e denote por Lq,..., L as k pri-
meiras constantes de Lyapunov calculadas nesse ponto. Fazendo € = (e1,...,6x,...,8m),

onde ¢; sao parametros perturbativos e m > k, podemos escrever
1 .
Li(e) = L) + Oa(e), i=1,...,m,

onde LZ[-I] denota a parte linear da expancao em série de Taylor de L; com relagdo ao

parametro perturbativo €. Por hipdtese, as primeiras k constantes tem parte linear Lg”,

1 =1,...,k, linearmente independentes e, além disso, como p esta na variedade central,
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temos LE](O) =0 para?=1,...,k. Logo, existe uma mudanca de coordenadas que nos
permite escrever

Li(e)=¢e;i+Os(e), i=1,... k.

Pelo Teorema da Funcao Implicita obtemos
Li:e’fi,i: 1,...,]{}.

E, portanto, os primeiros k coeficientes da aplicacao de primeiro retorno sao linearmente
independentes. Dessa forma, quando o traco o é nulo obtemos k—1 ciclos limite bifurcando
de p. Quando adicionamos o pardmetro «, relacionado ao trago, obtemos mais um ciclo
limite, pela Bifurcagdo de Hopf Cléassica. Logo, sob as condi¢oes enunciadas existem k

ciclos limite bifurcando de p. n

Note que, o Teorema acima prova a existéncia de uma curva, no espago de parametros,
de focos-fracos de ordem k que bifurcam k ciclos limite e esse é 0 maximo niimero de ciclos
limite que surgem préximos a essa curva. Para mais detalhes, ver [14, [46].

Em [I4] ha também um resultado sobre bifurcagdes de ciclos limite de pequena am-
plitude usando ordens superiores das séries de Taylor das constantes de Lyapunov. Esses
estudos de ordem superiores também podem ser encontrados em [24] 27]. Aqui, nos limi-
tamos a explanar os estudos de primeira ordem, pois nao obtivemos melhores resultados

utilizando ordem superior.

6.3 Centros para campos lineares e quadraticos ho-

mogeéneos

Nesta secao classificaremos os tipos de singularidades que sistemas lineares X € X
podem ter, provando o Teorema[6.1] Como ja comentamos anteriormente, quando X € X
é linear entdo X é homogéneo. Inspirados por esse fato estudamos os centros em X&', que
sao classificados no Teorema Antes de provar esses resultados apresentamos alguns
lemas técnicos sobre sistemas homogéneos com esferas invariantes que serao utilizados nas

demonstragoes dos principais teoremas da secao.

Lema 6.10. A propriedade de homogeneidade é invariante por transformagdo ortogonal

de coordenadas.

Demonstragio. A prova segue diretamente da prova do Lema [6.7] pois transformacoes

ortogonais preservam a propriedade homogénea. O

Lema 6.11. Seja X € X, O retrato de fase em cada esfera é topologicamente equivalente
ao sistema restrito a esfera de raio 1. Além disso, X tem uma linha de pontos de equilibrio

passando pela origem
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Demonstragio. A prova segue apenas fazendo uma mudanga de coordenadas y = x/p e,

se necessario, uma reparametrizacao do tempo. O

Segue pelo lema acima que se X € X é um campo de vetores homogéneo, a exis-
téncia de um ponto de equilibrio em uma das esferas invariantes é transformado, por
continuidade, usando uma dilatacao. Essa propriedade nao é valida para um campo de
vetores X € X qualquer, nem mesmo quando consideramos apenas sistemas quadraticos

na familia X5.

Lema 6.12. Seja X € X*. Entdo o sistema projetado € homogéneo se, e somente

se, X € linear.

Demonstragio. Primeiramente estudamos o sistema projetado X € X! definido em (6.1]).
Pelo Lema podemos supor que qualquer ponto de equilibrio pode ser alocado em
(0, p,0). Isso implica que a; = az = 0. Logo, o sistema (6.1)) pode ser escrito na forma

(X1, X2, X3) = (—a22,0, azx)
e o sistema projetado (6.6)) é
(}/:la }/2) = (—CEQU, a?“)v (69)

que também é linear.

Terminamos a prova exibindo um sistema X € X de modo que o sistema projetado
associado a ele ndo é quadratico homogéneo. Na prova do Teorema [6.2] analisamos o caso
geral, aqui exibiremos um sistema particular comas =ay =1eas = ag = ag =

ag = 0. Nesse caso o sistema projetado associado é o sistema ctbico

U= —4u—4v—u®+ u*v +uw® + 03,
0 =4u—ud—2u*v — w?,

o que conclui a prova. O

6.3.1 Caso linear

Recorde que se X € A}, entdo X pode ser escrito na forma candnica (6.1). No que

segue provamos o Teorema [6.1]

Prova do Teorema[6_1. Pelo Lema todas as esferas sao equivalentes. Logo, podemos
restringir o estudo a esfera de raio p = 1. A prova segue diretamente do Lema [6.12] pois
quando o ponto de equilibrio é isolado, isto é, quando ay # 0, o sistema projetado

tem um centro na origem, que é o centro candnico.
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Note que Hy(z,y,z) = azx — asy + a1z — k é uma segunda integral primeira para o
campo. Como Hi(z,y,2) = 22 +1y?+ 2% é uma integral primeira para todo campo X € X,
segue que o campo é completamente integravel. Dessa forma, a posicao relativa entre
planos e esferas nos permite entender, completamente, o retrato de fase de um campo
linear X € AXj. ]

6.3.2 Caso quadratico homogéneo

O proximo lema técnico garante que podemos assumir que o ponto de equilibrio é
alocado em (0,1,0). Assim trabalhamos apenas com sistemas definidos em S?. Em seguida,

demonstramos o Teorema [6.2]
Lema 6.13. A foma canénica do sistema X € Xf ¢ a dada em (6.2).

Demonstragio. Seja X € Xf1| isto é, X é um sistema quadratico homogéneo e satisfaz

(x, X(x)) = 0, para todo x € R3. Isso implica que X pode ser escrito da forma

&= —ayry — asrz — (ag + a7)yz — ag??,
. 2 2
Y = aqx” + a102Y + T2 + a11Yz — Gg92”,

2= asx® + arxy + agrz + a11y2 + agyz.

Além disso, pelos Lemas|6.8|e[6.10, podemos assumir que (0, p, 0) é um ponto de equilibrio

de X na esfera invariante de raio p, para isso assumimos a;o = a;; = 0 e obtemos o sistema

=) =
Prova do Teorema[6.2 Usando o Lema [6.13] podemos considerar o sistema ([6.2)) restrito

A esfera S? e o sistema projetado Y associado a ele dado pela equagao , que é escrito

na forma,

U= —dagu — (4ag + 4ar)v — dasuv — dagv® — agu® — (ag — a7)u*v + (ag + 2a9)uv?
+ (ag + ar)v?,

¥ = dagu + dagv + 4asu® + daguv — azu® — (2a4 + ag)uv — (2ag + ar)uv? + agv®.

Vamos restringir nossa atencao ao ponto de equilibrio de que podemos supor estar na
origem apoés a projecao. Esse ponto de equilibrio sera do tipo centro-foco nao-degenerado
se a matriz jacobiana J associada ao sistema projetado Y tiver trago zero e determinante
positivo na origem. E f4cil ver que isso ocorre se, e somente se, ay — ag = 0 € agay + a7> —

ag? > 0. Entdo, assumindo essas hipdteses temos um foco-fraco na origem e, escrevendo

2 2

w? = agay + a7® — ay?, o sistema projetado Y é da forma

i = —dasu—4ov—4asuv —4agv® —agu® — (0 — 2a7)u*v+(ay + 2ag)uv® + ov?,

(6.10)

O = dayu-+dagu+dasu® +daguv —azu® — (2a4 + ag)u’v— (20 — ar)uv® +agv?,
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com ¢ = (w? + agag)/az. O trago e o determinante da matriz jacobiana do sistema
sao —4(ay — ag) e 16w?, respectivamente. Logo, quando a4 # ag a origem ¢ um foco
hiperbdlico do sistema . Assim, ay — ag = 0 é a primeira condi¢do para termos
um foco-fraco na origem. No ultimo caso, como explicamos na Secao [6.2.2] a estabilidade
depende do célculo das constantes de Lyapunov do sistema . Nesse caso, precisamos

calcular apenas a primeira constante,

16(a2 + a2 + w?)C

I, —
! 3(a2 +w?)2

com C' = —atarag + asaas — asagai — azagw?® + azaiag. Como w # 0, a condigao C' = 0 é
necessaria para ter um centro na origem. Substituindo w? = agay + a7? — ag? na expressao

de C, dada anteriormente, obtemos a expressao do enunciado.

A prova termina mostrando que as condigoes a; # 0, ay = ag e C' = 0 garantem que
o sistema (6.2)) é reversivel com respeito a uma reta passando pela origem. Provaremos

esse fato mostrando que existe um angulo ¢ de modo que a mudanga de coordenadas
(G, 0) = (cos pu — sen pv,sen p u + cos P v) (6.11)

transforma o campo de vetores (6.10)) em um campo Y, (i, ?) que é reversivel com relacao
ao eixo-0, isto é, que seu retrato de fase é invariante por reflexdes com respeito a esse
eixo na direcdo do tempo. Mais especificamente, o sistema é invariante com respeito
a mudanca de coordenadas (i,0,t) — (—1u,0,—t), onde t é a varidvel tempo. Como
vimos na Segao se um sistema é reversivel com relagao a uma reta, entao os pontos de
equilibrio sobre essa reta, se existirem, nao sao atratores nem repulsores. Essa propriedade

somada a monodromia garantird que temos um centro na origem.

Usando a parametrizacao racional das fungoes seno e cosseno,

2T 1 — 72

——= € COS = —F
2 g 1_|_7-2’

sen p = 7

o sistema Y, (1, 0) é reversivel com relacdo ao eixo ¥ se, e somente se,

M ((4 + 4% — 302) f1(7) 6 + dar (1 + 1)f2(7)@@) =0,
e (4= 30+ A0+ das(e + D)) =0,
com
(1) = —azagr® + 2(a7? — ay® — w?)7® + 6arag? — 2(ar® — ay® — w*)T — azay,

fQ(T) = CL5T2 + 2(187' — as.
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Assim, para concluir a prova precisamos checar se os polindémios f1(7) e fo(7) possuem
raizes em comum. Para isso, observe que f»(7) é identicamente nula quando as = ag = 0
e, caso contrario, sempre tem raizes reais simples. Calculando a resultante entre fi(7) e

f2(T) com respeito a T obtemos
res(f1, f2,7) = 16C°.

Logo, o sistema de equacgoes {f1(7) = fo(7) = 0} tem solugao apenas quando C' = 0.
Para concluir precisamos provar que ao menos uma das solugoes do sistema {fi(7) =
fa(T) = 0} é real. Se ag # 0, como a7 # 0, o sistema tem solugao real pois f1(0)f1(1) =
—(azag)? < 0. Se ag = 0, segue que C' = asag(a? — w?) e fi(1) = 2(a7* — w?)7(7? — 1).
Precisamos analisar trés casos. Se a5 = 0, entao 7 = 0 é uma solugao real e se ag = 0,
entdo 7 = 1 é uma solucao real. Por fim, se a; = tw, entdo fi(7) = 0 e a prova termina
pois fo(7) sempre tem raiz real.

Logo, sob as hipéteses enunciadas o sistema Y, (@, 0) é reversivel com relagao ao eixo

¥ e, portanto, a origem é um centro. ]

Como vimos nos Lemas e quando X € X sempre existe uma linha de
pontos de equilibrio passando pelos pontos (0,1,0) e (0, —1, 0). Isso significa que o sistema,
projetado sempre tem um ponto de equilibrio na origem e outro no infinito, nesse
caso.

Observe que se o grau do sistema X € X' ¢ um ntimero impar n, entdo o sistema X
é invariante pela mudanca de coordenadas (x,y, z,t) — (—z, —y, —z,t) que leva o ponto
(0,1,0) em (0, —1,0). Por outro lado, quando n é um ntimero par, o sistema X é invariante
pela mudanga de coordenadas (z,v, 2,t) — (—x,—y, —z, —t). Assim, se a origem é um
centro do sistema (6.10)), o infinito também serd um centro que gira na mesma (oposta)
dire¢do da origem quando n é impar (par, respectivamente). Essa propriedade pode ser
vista para campos de vetores lineares no Teorema [6.1] pois o tnico retrato de fase do
sistema projetado é um centro global. Para campos de vetores em X os centros do
sistemas projetados, localizados na origem e no infinito, dados no Teorema [6.2] giram em
diregoes opostas e podemos ter diferentes retratos de fase, a depender dos coeficientes do
campo.

A classificagao dos retratos de fase de sistemas planares ctibicos reversiveis que possuem
centros na origem e no infinito que giram na mesma direcao pode ser encontrada em
[12]. Na Figura exibimos o retrato de fase da familia ctibica ([6.12)), proveniente da
projecio de um sistema X € Xf| estudada na Proposicio . Observe que, como o
sistema é reversivel com relagao ao eixo u entao a origem e o infinito sao simultaneamente
centros que giram em dire¢oes opostas. Para alguns coeficientes em particular, essa familia

também exibe uma simetria em relacao ao eixo v.
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Figura 6.1: Retrato de fase de (6.12]) para a = 0 (esquerda) e a > 0 (direita).

Proposigao 6.14. O sistema

U = —8v — dauv — u?v + 203,
71 (6.12)
0 = 2u + dau® — §UU2 — §u3,

tem, simultaneamente, um centro na origem e outro no infinito para todo a. Esses centros
giram em direcoes opostas e os unicos retratos de fase possiveis para essa familia sio 0s
exibidos na Figura |6. 1.

Demonstracao. Note que o sistema ¢é obtido de fazendo a5 = a, a; = 1/2,
ag = ag = 0, e w = 1. Assim, pelo Teoremal6.2] a origem é um centro. Como vimos acima,
pela simetria do sistema tridimensional em R?, o infinito também é um centro que gira na
diregdo oposta ao centro na origem. Podemos assumir que a > 0, fazendo a mudanga de
coordenadas (u,v) — (—u, —v), se necessario. E facil ver que o sistema é reversivel
com relagao ao eixo-u e quando a = 0 ele também é reversivel com relagdo ao eixo-v.

Os pontos de equilibrio do sistema sao (0,0), Ax = (4a + 2v/4a2 +1,0) e
By = (0,£2). Seja J a matriz jacobiana do sistema (6.12). Concluimos que os pontos
de equilibrio A4 sao selas, pois estao sobre a reta de reversilidade e o determinante da
matriz jacobiana .J nesses pontos ¢ —48(2av/4a? + 1 4+ 4a®> £1)2 < 0. A matriz J tem
determinante positivo nos pontos de equilibrio By e, portanto, a estabilidade desses pontos
é determinada pelo sinal do traco de J, que é F8a. Dessa forma, quando a > 0, B, é
atrator e B_ ¢ repulsor. Quando a = 0 a reversibilidade com relagdo ao eixo-v garante

que B, e B_ sao centros. Nesse caso o sistema ¢é integravel, com integral primeira

u? + 40
H =
Como a derivada de Lie
0H 0H 24au*v
U—— + O =

ou Qv (U402 +4)2
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é sempre positiva (negativa, respectivamente) quando v > 0 (v < 0, respectivamente),
H é uma funcao de Lyapunov para o sistema em {(u,v) € R?* : v > 0} ({(u,v) €
R? : v < 0}, respectivamente). Isso implica que se a # 0, ndo existe 6rbita periddica
completamente contida nos semi-planos v > 0 e v < 0. Essa propriedade somada com a
simetria dada pela reversibilidade e com o retrato de fase local de cada ponto de equilibrio
nos da o retrato de fase global descrito na Figura para a = 0 (esquerda) e a > 0
(direita). O

6.4 Centros e ciclicidade para campos de vetores qua-

draticos

Nesta secao estudaremos os campos de vetores quadraticos descritos em . Provare-
mos os Teoremas e[6.4], que s@o os resultados principais deste capitulo. Primeiramente
mostraremos alguns resultados de classificacao de centros e, em seguida, alguns resultados
sobre a ciclicidade desses centros.

O préoximo exemplo nos mostra que o comportamento qualitativo do campo X €
X, pode ser completamente diferente quando olhamos a sua restricao a esferas de raios
distintos. Em particular, o nimero de pontos de equilibrio pode depender da esfera

invariante que consideramos.

Exemplo 6.15. O sistema quadratico tridimensional
(4,9,2) = (—2z —yz — 2° — 2, =24, 2* +ay + vz +yz + 1),

tem todas as esferas invariantes e seus pontos de equilibrio sdo p+ = (0, +p,0) e {z +y+
1 = z = 0}. Logo, além dos pontos p+ exitem outros dois pontos de equilibrio nas esferas
de raio p > 1/\/§ ou mais um na esfera de raio p = 1/\/§

O exemplo acima mostra que o nimero de pontos de equilibrio decresce de 4 para 2
dependendo da posicao relativa da reta x +y + 1 = 2 = 0 e da esfera Si = {(x,y,2) €
R3; 22 + y? + 22 = p?}, mais precisamente, quando a reta z +y + 1 = 0 intersecta a esfera
S2 temos 4 pontos de equilibrio sobre S?, quando a reta tangencia S? temos 3 pontos de
equilibrio e quando S/% N{x+y+1=2=0} =0 existem apenas dois pontos de equilibrio

sobre Si.

Nesta secao estamos interessados na existéncia de érbitas periddicas e ciclos limite
sobre as esferas invariantes. Pelo exemplo anterior, podemos ver que o comportamento
do campo de vetores X € X, pode ser completamente diferente quando olhamos a restri¢ao
de X a esferas de raio distintos e, por isso, restringimos nosso estudo a esfera de raio p = 1,

S? = {(z,y,2) € R®: 2> = y* + 2% = 1}. Como j4 vimos anteriormente, podemos supor,
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sem perda de generalidade, que (0,1,0) é um ponto de equilibrio de X € X. Esse fato,

forga as condigoes a1g+a; =0 e az + a;; = 0 em (6.3)), que se escreve como

b= —ayy — gz — ayr + a1y’ — aszx + (—ag — ay) 2y — agz?,
U= 1T + a1z + agx® — aryx + agzr — a2y — agz’, (6.13)
Z = aox — a1y + a5x2 + aryx + a11y2 + agzx + agzy.

Note que (0,—1,0) é um ponto de equilibrio de (6.13]) se, e somente se, a; = a;; = 0.
Logo, em contraste com o caso homogéneo, nao existe uma reta de pontos de equilibrio

passando pelos pontos (0, £1,0) para todo X € AX.

6.4.1 Caracterizacao de centros

Para que o ponto de equilibrio (0, 1, 0) seja monodromico precisamos de algumas condi-
¢oOes extras sobre o sistema projetado Y, que é obtido aplicando a transformagao dada em
no sistema . Denotamos a matriz jacobiana associada ao sistema Y, avaliada
na origem, por J. Assim, a origem serd uma singularidade monodromica se, e somente
se, o traco de J for nulo e seu determinante positivo. E facil ver que isso ocorre quando
ay = ag € azag + agay + 2asa7 + as® + az? — ag? > 0. Devido ao grande ntimero de para-
metros envolvidos nas condi¢oes que garantem a monodromia da origem, adicionaremos
duas condicoes extras: ag = 0 e as + a7 = 1. Nesse caso, o sistema projetado Y terd um
foco-fraco na origem se, e somente se, ay = 0 e ag+ 1 > 0. Além disso, quando o trago de
J é zero, J estd na forma normal de Jordan. Escrevendo w? = ag + 1, para garantir que
o determinante de J seja positivo, quando w # 0, obtemos o sistema . Apobs uma

reparametrizacao do tempo o sistema projetado Y se escreve como

. Qq ar 5 s ay +2ag 5 agw 5  2a7 — w? 9
UW=——U—V— —uU" — —uv — ve— U v
w 2 w 2uw? 4 4
+ﬂuv2+w2+2a7—203_a1w2 40w o5 ann 713—1-&1}4,
4w 4w? 8 4 4w Sw? (6.14)
. (2a5 — ap)w a5 (2a7 —Dw? 5 aw ,
V=U+ —T——U +aguv — —V° — U’ — uv
2 2w 4 2
2w? + 2a7 — 3 9 wagq 4 w?ay 3 a; 5 Q11 4
- T v— —uv’ — —0
4 8 4 4 Sw

O proximo resultado mostra que quando fixamos w = 1, o problema de centro-foco
pode ser completamente resolvido. A prova do caso (a) do Teorema segue diretamente
da proxima proposicao.

Proposicao 6.16. Considere o sistema (6.4) com w = 1. Entdo (0,1,0) é um centro se,

e somente se, ay = 0 e ajas + aga;; = 0.

Demonstracio. Como a propriedade é local, trabalharemos com o sistema projetado

(6.14). E facil ver que se as # 0 entdo (0,0) é um foco hiperbdlico, ja que esse coe-
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ficiente determina o sinal do traco da matriz jacobiana J. Logo, ay; = 0 é a primeira
condicao de centro para esse caso.

Para obter a proxima condic¢ao de centro, utilizamos o algoritmo descrito na Se¢ao|6.2.2
para calcular as constantes de Lyapunov desse campo. Exibimos as trés primeiras cons-

tantes a seguir

2
L, = —g(al% + asaq),
Ly = 15(a1a5 + agaq1)(3a? — 6ajag + a? — 18asay; + 5lal, — 7az — 6ay),

= 630(a1a5 + agall)(3a1 — 6a1a8 + 195(11(15 858a1a5a11 - 186(11&11

+ 543a1a8 + 478a1a5a8 — 832aasasa11 — 7182a1a8a11 + 798a1a8 — 18@5
+ 242a3ay; — 509a2a?, + T2a2a? — 6242asa}, + 2146asaga?, + 14267a7,
— 8041a2a?, + 282ag — 276a3a; + 600a;a7as — 84a2ar + 1752asaza1;
— 6276aza7, + 516ara3 — 108a] — 324a,as + 24a2 — 324asar;, + 540a7,
+ 144a3 — 168az — 72az).
Portanto, uma condicdo necessaria para que a origem seja um centro é que aias +
agay; = 0.
O proximo passo é provar que essas duas condi¢oes garantem que o sistema projetado
¢ reversivel com respeito a uma reta que passa pela origem. Faremos isso utilizando a
mesma ideia da prova do Teorema . Para isso, consideramos a transformagéo e
2 ;. B facil

ver que, apés a transformacao (6.11]), quando a4 = 0 o campo de Vetores é 1nvariante

a parametrizacao racional das fungoes seno e cosseno sen ¢ =

pela transformagao (4, 9,t) — (—a, 0, —t), se, e somente se,

ad((0% + 0%) f1(1) — 4f2(7))
(62 + 0%) (02 — 02 — 4) f1(7) — 8fa(7)0?

onde fl(T) = —a1172 -+ 2&17’ +aj; e fQ(T) = a57'2 + 2@87' — as.
A prova termina pois, quando ajas + aj1as = 0, o sistema {f1(7), fo(7)} sempre tem

solucao real, que definira a reta de reversibilidade. O
A seguir demonstramos os demais itens do Teorema

Prova do Teorema[6.3. Como nos casos anteriores, trabalharemos com o sistema proje-
tado . O objetivo é provar que, sob as hipdteses enunciadas, a origem é um centro
para esse sistema. Primeiramente, assumimos ay = 0 pois, caso contrario, a origem é um
foco hiperbdlico.

O caso (a) segue diretamente do Teorema [6.16] Os casos (b) e (¢) seguem pois, sob

essas hipéteses, o sistema ((6.14) é reversivel com relacdo aos eixos u e v, respectiva-
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mente. Para ver isso, basta considerar as involugoes ¢(u,v) = (u, —v) e ¢(u,v) = (—u,v),

respectivamente.

O caso (d) segue pois o sistema (6.14) é Darboux-integravel, com a seguinte integral

primeira racional

(apywu — agv — 2a7 + 1)(w?u? + v*) — (w? — 1)v? — 4(a; — 1)

H(U, U) - (w2u2 + ?J2 + 4)2

A seguir, finalizamos a prova mostrando que o sistema do caso (e) também é Darboux-

integravel, exibindo um fator integrante inverso.

Primeiramente, observamos que o sistema ((6.14) tem quatro retas algébricas invari-
antes. Denotamos por Y = (Y},Y3) o sistema projetado, por F' = au + bv + 1 as retas
invariantes que estamos buscando e por K os respectivos cofatores. Como o sistema pro-

jetado Y tem grau 4 os cofatores K serdao polinomios de grau no maximo 3. Escrevendo

gF Y28F K

Y,
! ov

obtemos quatro possiveis pares de valores (a,b) # 0 que dependem das raizes (que podem

ser complexas) do polinémio

pa(Z) = ZH + A3 Z% + Ay 7?2 + A1 Z + Ay (6.15)

onde A(] M Al

1 2 1 2 w?-1
16(w2+1)2" w2+1)2 ag, Ay = GEpp i T s~ sty © A8 = 2+1 as-

5 ‘ 5 _ 1—w? _ 1—w? 4
Note que, se z1 e z5 sdo raizes de (6.15]) entdo z3 = T D) € %4 = Tneyn também
sdo. Logo, temos uma fatoracdo completa do polindmio ps(Z2) = [1,(Z — 2). Além
disso, como estamos assumindo que todos os coeficientes de (6.14]) sdo reais, entdo zo = 2}

624:,53.

. 2 2 2
. . . _i(z1—22)(w—1)(4z1 22 (W +1)Fw=—1
Assim, escrevendo os coeficientes do sistema (6.14) a;; = ¢ Jw —Dnzw +1) )

8z122(w?+1)
(21+22) (421 22 (W2 41)—w? +1) ¢
s em termos das raizes z; e 2y, de ((6.15)), podemos escrever

e ag =

as quatro retas invariantes e seus respectivos cofatores da seguinte forma

Fi=14+iziwu+ v,

Fy,=1—1izwu+ 2w,

(w? — 1) (v + iwu)
4(w? + 1)z

(w? —1)(v — iwu)
4(w?+ 1)z

Fy=1-

F4:1—
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e
K, = ! (—w® 4+ w)u +i((w? — 1)v — 4z (w? + 1))
b 32zw(w? + 1) !
w? (423 (w?* + 1) — w? + Du 4+ (422 (w? + 1) — w? + 1)v* + 8zw?v + 81 zwu),
1
K. (w* — w)u +i((w? — 1)v — 4zo(w® + 1))

2 32z w(w? + 1)
(w? (=427 (w4 1) + w?— D)u® — (4zf(w*+ 1) — w?+ Dv? — 8zwv + 8izywu),
(—z1wu +i(z0 + 1)) (w? — 1)

21((—w? + w)u +i((w? — 1)v — 4z (w? 4+ 1)))
(zowu +i(z2v + 1)) (w? — 1)

Ky = Zo((w3 — w)u +1i((w? — 1)v — 4zp(w? + 1)))K2'

K3 =

1

A prova termina utilizando a teoria de integrabilidade de Darboux (ver Segao [2.3]), que

T, . . . .
garante que [[7_, F}*" é um fator integrante inverso para o sistema pois

N = dw?22 + 2w + 422 — 2 N Aw?29% + 2w + 4252 — 2
YT g2 w2 + 42— 1 T A2 fuw? £ 4Az2 — 1
Sw?z? +w?+ 822 —1 Sw?zy? + w? + 82°% — 1
)\3 )\4

B Au?z12 + w2 4+ 422 -1’ - Aw?292 + w2 + 4252 — 17

nao sao todos nulos e satisfazem

4
> ONK; =div(Yy, Ya).

i=1
[

Observagao 6.17. Note que a prova do item (e) do Teorema ¢é valida quando os
coeficientes do sistema ([6.3) (ou do sistema projetado (6.14))) sdo complexos. Nesse caso,

nao ha relagao entre as raizes z; e 25 € 23 € 24.

Na proposicao seguinte mostramos que se fixarmos alguns valores de w concluimos
que nao existe outros centros diferentes dos exibidos no Teorema[6.3] Como as expressoes
que aparecem na prova sao extremamente grandes concluimos o resultado apenas para

valores fixos de w.

Proposicao 6.18. Considere o sistema (6.3) com w € {1/2,2,3}. Entao, (0,1,0) é um
centro se, e somente se, ay = 0 e alguma das condigoes (b), (c), (d) ou (e) do Teorema6.

¢ satisfeita.

Demonstragio. Pela prova do Teorema sabemos que todas as familias detalhadas no
enunciado sao centros. Portanto, precisamos checar que essas sao as unicas familias de
centros quando w € {1/2,2,3}. A seguir, apresentamos apenas a prova para w = 2, 08

outros casos sao analogos. Computamos um nimero suficiente de constantes de Lyapunov
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para o sistema ((6.14)) (seis, para esse caso), como fizemos na Proposicao [6.16] usando o
método explicado na Secao Denotaremos por

SL:{leLQZ"':LGZO}

o sistema de equagOes que precisamos resolver. A primeira constante de Lyapunov se

escreve Cco1mo

37&5 — 15&11 i 15&5 — 11&11
a .
48 MDY
Claramente, L; se anula quando a; = ag = 0, que é a familia (b) do Teorema e,

L1 = —a1

portanto, temos centros nesse caso. Entao, se necessario, assumimos que a; e ag Nao

se anulam simultaneamente. A mesma conclusao segue para a; = a;; = 0 (Familia (¢)).

a1(37as—15a11)

Consequentemente, temos duas possibilidades a; = 15a5—11a;; = 0 ou ag = 5(15as 1la1s) °

O primeiro caso segue computando a proxima constante de Lyapunov usando que as

e ag nao se anulam, de outra forma obtemos as familias ja estudadas. De L, = 0 obtemos

507a2 + 1452a2 + 15367
13915

a7 =

e, portanto,

L; = @5&8£i((15, @8),
para ¢ = 3,4,5, com

1
::1908389929600(
— 544862709603 — 7769846931az — 250664168700 ),
B 1
©24038471188044544
— 108564125235500a; — 169714935832475a2a; — 3991537309763256a;

+ 948481941316569a3 + 35336997480290484 ) ,

1
 81871502397230894711906443373681009678107
( 1924917767861968950857260957051155aS

— 17943321356 7577705247078403436812234a5
+ 73905495678552235437090058987858838171a2
+ 1077889062980802829040903234824657808392 ) .

3 68228004a; + 184785513a2a3 — 30394716aj

L,y (1314916911360aS + 3765797544960aza3

Ls = (22502 — 363)

Logo, L; sao polindémios de grau 4, 6 e 8, respectivamente. Nao obtemos outras familias
de centros nesse caso pois o sistema de equagdes {L3 = L4 = L5 = 0} se reduz a
{22542 — 363 = 22542 + 9408 = 0}, que ndo tem solugao real.



144 Centros e ciclicidade para campos suaves definidos em esferas

: 37a5—15
Para o segundo caso, assumimos que ag = % e 15a5 — 11ay; # 0. Sob essas

hipéteses temos L1 =0 e

_ aq (Cl5 + CLH)
320(15&5 — 11&11)3
+ (672a3 — 1124a2ay; + 624asal, — 115a3, — 543as + 576a1,)(15a5 — 11ap;)?
+ 15(106@5 — 67@11)(15(15 — 11a11)2a7>.

Ly (196(2a5 — a11)(8as — 5ax1)(42a5 — 23a11)a?

(6.16)
Quando 106as —67a1; = 0, o numerador da expressao acima ¢ um fator racional nao nulo,
que se escreve como ajas(1149184a? + 33856a% + 59367025) e, portanto, ndo obtemos
nenhuma nova familia de centros quando L, se anula. Quando as + a;; = 0 obtemos
a; = ag que é a familia (d) do Teorema . Portanto, no que segue, escrevemos a;, usando
, como uma fungao racional de (ay, as, a11). As proximas constantes de Lyapunov se

escrevem como
_ai(as + ar1)(3as — 5a11) Li(a1, as, arr)

"7 (106as — 67ay ) (15a5 — 11az;)%—"

(6.17)

para i = 3,4,5,6, onde £; sdo polindmios com coeficientes racionais de grau 5(i — 1) e
50,120, 235,406 monomios, respectivamente. Nao exibiremos as expressoes de L;, i =

3,...,6 por conta do tamanho.

Observe que os fatores comuns das expressoes de L;, com ¢ = 3,...,6 dados em ((6.17))
representam as jé citadas familias dos itens (b), (d) e (e) do Teorema[6.3] Entéo, finali-
zamos a prova checando que os demais fatores de £; nao se anulam simultaneamente nos
dando novas familias de centros. Para isso, calculamos alguns cruzamentos de resultantes
entre L£;, com i = 3,4, 5,6, e provamos que as Unicas novas possibilidades de raizes comuns

ocorrem para valores complexos.

Primeiramente, removemos o parametro a; calculando o cruzamento das resultantes
com respeito a esse fator, obtendo Ry = res(Ls, Lyy3,a1), para k = 1,2,3, que sdo po-
linémios em (as, a11) de graus 30,40, e 50, respectivamente, que se decompdem em alguns
fatores irredutiveis com poténcias naturais. Como as multiplicidades nao sao relevantes
para essa analise podemos desconsidera-las, definindo Ry, com os mesmos fatores que Ry,
mas todos com multiplicidade um. Nao exibiremos ]:Zk, k=1,2,3, por conta do tamanho

desses polindmios. O fator comum entre ﬁ’,k, k=1,2,3, ¢

Ly = (1200a2 — 1110asa;; + 22562, — 169)(2as — a11)(11as — 9a;)
(8@5 — 5(111)(5@5 + GH)(15CL5 — 11@11)(106@5 — 67@11).

A andlise de cada fator em ﬁb segue como detalhada anteriormente para 15a5; — 11a;; = 0
ou 106as — 67a;; = 0. Quando 2a5 — a;; = 0, 1las — 9a;; = 0, 8as — bay; = 0 ou
5as + a1 = 0, sempre obtemos a familia (¢) do Teorema [6.3] A seguir detalharemos
a analise da condigao 1200aZ — 1110asa;; + 225a%, — 169 = 0. Assumindo 1200a? —
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1110asa11; + 225@%1 — 169 = 0, as novas possiveis solugoes reais do sistema S; devem
satisfazer a? = (£19712a5\/a2 + 1 — 20288a2 — 7744) /225 e ay; = (3Tas + 13y/a2 + 1)/15,
mas como +19712a5\/a2 + 1 — 20288a§ — 7744 < 0 para cada as e estamos assumindo
a; # 0 ndo ha novas familia de centros nesse caso.

Portanto, assumimos ﬁb # 0 e fazemos ]-:ii = ]:21 /ﬁb Fazendo um novo cruzamento
de resultantes, removemos o pardmetro as, escrevendo Ryy = res(Ry, Ry, a5) e Ryz =
res(Rl, Rs, as) com isso obtemos dois polindémios em aj; de graus 353 e 479, respectiva-
mente. Como antes, definimos ]%12 e 1%13 deixando apenas um fator, se houver multiplici-

dade maior que um, apds a fatoracao irredutivel. Aqui, o fator comum é
L. = a11(10443a3, + 6875)(48a%, + 1331)(1375a2, — 81)(5125a3, — 507)(15a2, — 1).

Como a;; = 0 ¢é a tnica possibilidade de solucao real do sistema Sy, que nos d4, novamente,
a Familia (¢) do Teorema , assumimos que L. # 0.
A prova termina pois a tltima resultante Ryo3 = res(R12/L., R13/L., ai1) é um ntimero

racional nao nulo. O que garante que nao ha mais raizes de Sy, a serem analisadas. O

Tentando concluir o caso geral, ou seja, provar que sem fixar w as unicas familias de
centros sao aquelas descritas no Teorema [6.3] seguimos o mesmo esquema que na prova
anterior, mas adicionando a proxima constante de Lyapunov, L7, de . Os primeiros
passos seguem facilmente. De L; = 0 e Ly = 0, escrevemos ag e a; como fungoes racionais
de (ai,as, a1, w) e definimos as fungoes L;(ay,as, a1, w), depois de remover todos os
fatores comuns como em . As primeiras resultantes, Ry = res(Ls, Ly13,a1), para
k=1,...,4, sdo polindmios com coeficientes racionais em (as, ai1,w) de graus 119, 163,
207, e 251, e os préximos cruzamentos de resultantes Ry, = res(Ry, Ry, a5), para k = 2,3, 4
sdo polindmios de graus 2.454, 3.438, e 4.422, respectivamente, em (a1, w). Infelizmente,
nao podemos concluir a prova do caso geral, pois nao conseguimos obter os seguintes
cruzamentos de resultantes (removendo aq1) Ria3, R4 € 0 Ultimo (removendo w) Ryaaq,
por causa do enorme custo computacional para fazer todos esses cdlculos. Por conta do

tamanho dos polinémios citados, nao os exibiremos.

6.4.2 Bifurcacoes de ciclos limite de pequena amplitude

Como em muitos problemas envolvendo bifurcacdo de Hopf, a ciclicidade de centros
é usualmente menor que a ciclicidade de alguns sistemas especiais que possuem um foco-
fraco de ordem alta. Este também é o caso na familia X5. O Teorema [6.4] nos da um
foco-fraco de ordem 4, que é mais alta que a ciclicidade das familias de centros estudadas
no Teorema [6.3] onde a maior ciclicidade local foi encontrada na familia (). As outras

familias de centro possuem ciclicidade mais baixa.
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Proposicao 6.19. Considere o sistema (6.4)) satisfazendo as condigoes (e) do Teorema.
Entao, existe uma pequena perturbacdio em Xy de modo que pelo menos 3 ciclos limite de

pequena amplitude bifurcam do ponto equilibrio (0,1,0) em S3.

Demonstrag¢io. Consideramos os coeficientes (ay, as, ar, ag, a1, w) satisfazendo o Teorema
6.3.(e) e a perturbagio

(a17a5aa7aa85a117w) = (al + €1,3a5 + €2, a7 + €3,4a8 + €4,9a11 + 5, W + 86)

no sistema projetado . Denotamos ¢ = (e1,...,£¢), € as constantes de Lyapunov
do sistema perturbado por L;(e). Essas constantes foram calculadas utilizando o método
explicado na Secao [6.2.2]

Como a origem é um centro para o sistema nao perturbado entao L;(0) = 0, para todo

1. Escrevendo
Li(e) = Li'(e) + Os(e),

a prova termina pois a parte linear das primeiras trés constantes de Lyapunov tem rank 3
com respeito a €. Assim, adicionando o parametro do traco e usando o Teorema , ou
o Teorema da Funcao Implicita, obtemos 3 ciclos limite de pequena amplitude bifurcando

da origem. O]

Observacao 6.20. Observamos que nao obtemos mais ciclos limite com o estudo de
ordem 1 das constantes de Lyapunov pois o rank nao aumenta quando consideramos mais
constantes. Além disso, o estudo de ordem superior também nao nos garante a existéncia

de mais ciclos limite de pequena amplitude.

Antes de demonstrarmos o Teorema observamos que o sistema (6.5)) ¢ obtido de
(6.4) fazendo a; = —2a,a4 = 0,a5 = 1,a7 = 29/20,a5 = a,a1; =2 e w = 2.

Prova do Teorema[6.4 Como nas demonstragoes anteriores, trabalharemos com o sistema
projetado (6.14]) obtido do sistema tridimensional com esferas invariantes (6.5)). Fazendo o
calculo das constantes de Lyapunov, utilizando o método exposto na Se¢ao obtemos

Ll :Oa
Ly =0,
I 248832c¢(488a — 857)
3= )
)
I —59719680(361920a* + 513328a — 3529237)
4 = .

5

Note que L3z = 0 se, e somente se, « = 0 ou o = +,/857/488. Se a = 0, temos um

centro pois estamos nas hipéteses da Familia (b) do Teorema . Se v = £,/857/488,
como L, = 6717957338234880c¢/3721 # 0, a origem é um foco-fraco de ordem 4. Caso
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contrario, temos um foco-fraco de ordem 3 na origem. Agora, considere a perturbacao
parcial a; = —2a + e1,a7 = 29/20 + €9, e ag = o + €3. Os outros pardmetros permane-
cem inalterados. Computando os primeiros termos da série de Taylor das constantes de
Lyapunov escrevemos L;(g) = s (e) + Oy(e), onde € = (e1,...,¢3), €

i

L(e) = —7e; — 145,

48 24
e = E(292002 +3809)e;, — 51840aes + E(2920a2 + 3809)es,
248832 72
e = - (48802 — 857) — E(38860800/* — 18453440* — 380679)¢,

36
+622080(22720% + 1909)e, — (38860800 + 321424007 — 3342471)e;.

Se av = £,/857/488 ja vimos que Lg](O) = 0. Logo, como a matriz 3 x 3 formada pelos
coeficientes de (L[lll,L[Ql], LQ]) com respeito a (e, &9,e3) tem rank 3 obtemos, usando o
Teorema da Funcao Implicita e adicionando o parametro do traco, 4 ciclos limite de
pequena amplitude bifurcando da origem do sistema . A prova termina considerando
g3 = 0 e checando que a matriz formada pelos coeficientes de (L[ll],L[Ql]) com respeito
a (e1,e2) tem rank 2. Assim, com o mesmo argumento do caso anterior, concluimos

que existem 3 ciclos limite de pequena amplitude bifurcando da origem do sistema ([6.5))

quando « ¢ {0,4,/857/488}. O

6.4.3 Ciclicidade em campos de vetores complexos

Em geral, estudamos a ciclicidade de campos de vetores com coeficientes no corpo dos
reais. Porém, como isso pode ser estudado a partir dos zeros de um polinémio, também
podemos abordar o mesmo problema para campos de vetores com coeficientes complexos
ou, até mesmo, para solu¢oes complexas das constantes de Lyapunov. Contudo, soluc¢oes
complexas nao nos dao focos-fracos ou centros. Note que, a existéncia de solugoes comple-
xas aumenta a dificuldade do problema de classificacao de centros e, algumas vezes, esses
fatores complexos exigem que calculemos mais constantes de Lyapunov para conseguir-
mos resolver o problema. Observamos que em quase todas as provas das se¢oes anteriores,
existem solugoes complexas cujas ordens dos respectivos “focos-fracos” sao maiores do que
as associadas as solugoes reais. Por isso é tao importante checar se as solugoes sao reais
nos teoremas de centro e/ou ciclicidade. Além disso, os desdobramentos desses “focos-
fracos” podem ter zeros simples que chamaremos de ciclos limite complezos em paralelo
a nomenclatura utilizada para solugoes reais. Enfatizamos que os ciclos limite complexos
nao tem a mesma interpretacdo geométrica dos reais. O objetivo do ultimo resultado é
descrever este fenomeno em nosso problema mostrando porque um estudo cuidadoso é
muito importante para distinguir a existéncia ou nao de centros (reais), como foi feito

na Proposicao [6.18, ou qual é a ordem (real) mais alta de foco-fraco. Em particular,
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mostramos a existéncia de seis ciclos limite (complexos) em uma vizinhanca da origem
para a familia (e) no Teorema em vez dos trés que aparecem quando consideramos
o problema no corpo dos reais, na Proposi¢do [6.19] Note que ndo encontramos mais ne-
nhum ponto na variedade central correspondente com mais de 3 ciclos limite (reais). Na
verdade, os trés ciclos limite aparecem genericamente até uma analise de primeira ordem.
Aqui, ao invés de estudar uma ordem superior, usamos a técnica detalhada em [24] que
explica que a ciclicidade local muda quando movemos os coeficientes dentro da variedade
central. Esta técnica nos permite aumentar o nimero de ciclos limite (complexos), mas
nao os reais.

w? —1 w? +1

ag, s =
’ w? —1

2(1%1 para todo (ag,ayr,w) fivos e tais que w* # 1,

Proposicao 6.21. Considere o sistema (6.4) com a; =
1 1, wr+l

— a —
w2+ 1 (w2+1) % (w?-1)
e aga;y # 0. Entdo, p = (0,1,0) é um centro e existem (ag,d11,w) € C* e perturbagoes

aip €

a7 =

complexas na classe Xy de modo que pelo menos 6 ciclos limite complexos de pequena

amplitude bifurcam de p.

Demonstragio. A propriedade de centro segue diretamente do item (e) do Teorema ,
pois a prova ndo muda se considerarmos os coeficientes do campo complexos.

Nessa demonstragao, trabalharemos com o sistema projetado (perturbado) que
corresponde ao sistema com coeficientes (a1 +€1, as+ea, ar+e3, ag+ey, a11+€5, W+eg)
ao invés de (aq,as, ay, as, a;, w). Calculamos as primeiras 6 constantes de Lyapunov de
utilizando o método explicado na Secao m Fazendo € = (e1,...,¢€¢), escrevemos

Li(e) = L&) + Os(e),

comk=1,...,6,ondea LE] (¢) denota a primeira ordem da série de Taylor das constantes
de Lyapunov.

A propriedade de centro garante que L (0) = LE}(O) = 0 para todo k. Além disso, a
matriz 3 X 6 gerada pelos coeficientes de (L[ll] (), Ly (), LY (€)) com respeito a e tem rank
3 assim como a matriz 6 x 6 obtida utilizando a parte linear das 6 primeiras constantes de
Lyapunov. Logo, adicionando o parametro do trago, o estudo de primeira ordem garante
a existéncia de 3 ciclos limite de pequena amplitude bifurcando de p em S?, usando o
Teorema [6.91

Daqui em diante usaremos o Teorema da Funcao Implicita de uma maneira diferente
da usual para provar a afirmacgao feita no enunciado. Seguiremos de perto os passos
desenvolvidos em [24].

Considerando apenas as primeiras duas, ao invés de trés, constantes de Lyapunov,
fazemos uma mudanca de coordenadas analiticas no espaco de pardmetros. A mudanca
leva (1, e2) em (u1,us) de modo que Ly = u; e Ly = uy. Nas novas coordenadas, assumi-

mos u; = up = 0 para continuarmos a analise. Note que, como consideramos apenas 0s
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termos de primeira ordem, assumir u; = uy = 0 é equivalente a obter (¢1,5) a partir de

{L[ll] = L[;] = 0}. Assim, escrevemos

agall Mk(ag, ai, U))
w7 (w? + 1)%3(w? — 12N (as, auy, w)

1] _
L, = Us(as, a11,w, €3, €4, €5, €6),

para k= 3,...,6, onde

U3 = —(U)2 + 1)2(11)2 — 1)363 - 2(18(11)2 + 1)(’(1)2 — 1)354 - 2@11(11)2 — 1)(11)2 + 1)355
+ 2w((w? + 3)(w* + 1)%a}; + (w® — 1)%ag — (w* — 1)*)es,

N = (2(6w° + 25w* + 20w? + 5))(w? — 1)%az + 2w?(10w® + 49uw° + 81w* + 43w?
+ 9)(w? + 1)%a?, — 3w (w?® — 1)*(w? + 1)*

e M, sado polindmios com coeficientes racionais de grau 30, 46, 62, 78 com 74, 185, 369, 640

mondmios, respectivamente. A seguir mostramos apenas Ms, por causa do tamanho.

Mz = —(3w' + 30w — 51w® + 420w® + 749w* + 350w? + 35)(w? + 1)*ag
— (35w'® + 350w + 752w'? + 450w — 102w® + 450w® + 752w* + 350w?
+ 35)(w* — 1)%a3a}; — w*(35w'? + 350w + 749w® + 420w° — 51w!
+ 30w?® + 3)(w* + 1)*ay; — (6w + 60w — 3w'? + 390w' + 1799w®
+ 2240w5 + 1267w + 350w? + 35)(w? — 1)*a2 — w*(35w'® 4 350w
+ 1267w + 2240w™ + 1799w® + 390w’ — 3w + 60w?* + 6)(w* — 1)%a3,
— 3w (w* + 8w? + 1) (w? + 1)*(w? — 1)°.

Como agay; # 0 e w? # 1, podemos fazer €3 = ug isolando €3 a partir da equacao
us = Us. Claramente, quando M3 ¢é diferente de zero a matriz obtida pela parte linear das
constantes de Lyapunov tem rank 3 e, portanto, nao obtemos nenhum novo ciclo limite
de pequena amplitude, até primeira ordem, pois a condi¢ao de centro garante que Lj se

anula quando L3 = 0.

Para terminar a prova precisamos checar que existem valores n = (ag, a1, %) € C? de
modo que M;(n) = My(n) = Ms(n) =0, Mg(n) # 0, N(n) # 0, e que o determinante da,
matriz jacobiana 7, de (M3, My, Ms) nao se anula em 7. Desse modo, para cada solugao
transversal 7 existe uma vizinhanca suficientemente pequena onde o Teorema da Fungao

Implicita nos permite escrever, para ¢4 = €5 = €6 = 0,

o
~ = ~ A A i
Ly = dpus + ZLkﬂ;(vg, Uy, U5)ugy, com k = 3,4,5,
i=2

°S)
L6 = VglUs + Z L6,i<@37 647 ﬁ5)u§’>7
=2
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com 9 € C\ {0} e Ly ; funcoes analiticas.

Utilizamos o Teorema da Funcao Implicita novamente no proximo passo, dividindo
cada equacao por us, escrevemos L; = viug para k = 3,4, 5. Finalmente, para us suficien-
temente pequeno, temos um foco-fraco (complexo) de ordem 6 de onde bifurcam 6 ciclos
limite complexos de pequena amplitude. Devemos usar o parametro do traco junto com

U1, Us para ter um desdobramento versal.

Finalizamos a demonstracio mostrando que existe n = (ag, d11, ) € C3 de modo que
Ms(n) = My(n) = Ms(n) =0, Mg(n) # 0, N(n) # 0, e que a intersecgao dessas variedades
é transversal. Seguindo o esquema detalhado na prova da Proposicao [6.18, calculamos o
cruzamento das resultantes Ry = res(Ms, My, ag) e Rs = res(Ms, M5, ag) e removendo os

fatores comuns, obtemos que um dos fatores de Ry5 = res(Ry, Rs,a11) é o polindémio

t(w) = 2358125w?® 4 21253750w* + 74700325w*? + 418209680w*
+ 2696915172w® + 11471299432w* + 32469933620w>!
+ 65296240368w* + 97631971158w?° + 111336439620w"®
+ 97631971158w" + 65296240368w™* 4 32469933620w"
+ 11471299432w™ + 2696915172w® + 418209680w°
+ 74700325w* + 21253750w? + 2358125,

que tem grau 18 em w? e, portanto, ndo tem raizes reais. Além disso, as solucoes de
{Ms(as, arr, w) = My(as, arr, w) = Ms(as, a1, w) = v(w) = 0}
podem ser escritas como n = (as, a1, w) = (7/393216, /393216, a) com t(a) =0 e

7% = (—2109840270437897288946799375034 — 177138730058094140280070918750>2
— 558458144889417828684059956000°0 — 3392267877594221003597365462400.°
— 220213281585779864463642081239602° — 88956320318787769838328306222520/24
— 235018444300163972803672844557120%% — 436813784329739312555716463168160.*°
— 597994716860921661794745336698900® — 616754006528510004488264076854500,'
— 47993652204362508680940846437904* — 276040817807460712226840269695680. 12
— 112075195671777791801702673976280'% — 29664406030810089956020432882840°
— 468074157329937609377913199360a° — 660697953909631800086788244000/*
— 2412999359292109298944639437502 — 3181668269212383369855156875)
/9396192821225170,

2 = (40248036412021566334043770625031 + 3481486589274059327698171706250/3
+ 11393905775209774956821591812000*° + 66521557632507168760277854420800%°
+ 434195948032510662838462910845320:% + 1787000348085623732654758213474600%*
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+ 4805318453435671794929900582640000*2 + 9069844669609167436907789692632480.*°
+ 12580335831635505396757251869995500 '8 4 13130151792215329243717516900409100/'
+ 1033425110388324368012929243720848a* + 6013743777450016746385918513027200 2
+ 2472910496862308573899400102071400 + 665395524676875378390708551010120°

+ 10700521536131995853057121609120a° + 14833875568364720118608396765600

+ 53899899597156327155699858890502 + 69737060750810475560536625305)
/32886674874288095.

Usando as relagoes acima, podemos verificar que para cada raiz o do polinémio t te-
mos que M;s(n), My(n), e Ms(n) se anulam enquanto Mg(n) = vi(a), N(n) = (), e
J(n) = aByrs(a) ndo, ji que para i = 1,2, 3, os polindémios t;() tem grau 17 em o com
coeficientes racionais e resultante nao nula com o polinémio t.

Com isso concluimos que existem 6 ciclos limite complexos de pequena amplitude

bifurcando de p em S2. O

Observamos que, na prova acima, os coeficientes de Mz com respeito a (as,ajp) sao
negativos para todo w € R, entdo o mecanismo de bifurcacao descrito ndao fornece mais

do que os trés ciclos limite reais da Proposicao [6.19






7 Centros e ciclicidade para campos
de vetores suaves por partes lineares
e quadraticos definidos em esferas

invariantes

7.1 Introducao

Neste capitulo consideramos campos de vetores suaves por partes 3-dimensionais com
descontinuidade ¥ = {(z,y,2) € R?: z = 0}, isto é

Y(z,y,2) =

{ XHwzy,2), 220, (7.1)

X (x,y,2), z2<0.

Como nos capitulos precedentes, seguimos as convengoes de Filippov, introduzidas em

[21], na regiao de descontinuidade ¥, onde Y pode ser bi-valuado.

Como anteriormente, denotamos por X a classe dos campos de vetores suaves X :
R3 — R3 que admitem H(z,y,z) = 22 + y* + 2% como integral primeira, munido da
topologia C". Isso significa que todas as esferas centradas na origem com raio p, Sf, =
{(z,y,2) : 22 +y*+ 22 = p?}, sdo invariantes pelo fluxo de X. Denotamos por X, quando
os componentes de X € X sao polindmios de grau n. Consideramos também a classe dos
campos de vetores suaves por partes definidos por tais que X, X~ € X. Denotamos
essa classe por X e por X, quando X*, X~ € X,. Portanto, se Y € X entdao qualquer
esfera centrada na origem é invariante pelo fluxo do sistema suave por partes Y. Munimos

X com a topologia produto de classe C", como usual.

Primeiro consideramos o caso linear. Seja X € &;. Entao, como vimos no Capitulo [6]
X é homogéneo e pode ser escrito na forma (6.1). Portanto, todo Y = (X, X7) € ¥, é

153
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um campo de vetores suave por partes 3-dimensional na forma

Y(q: y Z) — X+(X;CL1F,CL;_,CL§_), < Z 07 (7 2)
e X (x;a1,a5,a3), z<0,

com

Xi(x; ait7a§t7(l§t) = (_a’ity - a%tz,aicx - aécz,aécx +a§’>ty)7 (73)

onde, x = (z,y, z). O primeiro resultado é o seguinte.

Teorema 7.1. Nenhum campo de vetores suave por partes Y € Xy, dado por (7.2)), admite

ciclos limite na esfera Si.

Provamos o Teorema na Secao [7.3] Também estudamos campos de vetores linea-
res por partes com outras superficies invariantes para mostrar como o comportamento do
campo de vetores , com X7 linear, pode ser completamente diferente quando muda-
mos as superficies que sdo invariantes pelo fluxo de X*. Em particular, na Secdo [7.3.2]
mostramos que com hiperboloides invariantes podemos ter selas como pontos de equilibrio.

Inspirados pela propriedade de homogeneidade dos campos de vetores lineares em X,
estudamos e fornecemos algumas familias de centros para campos de vetores suaves por
partes quadraticos homogéneos e continuos. Essas familias sdo exibidas na Segao [7.4]
Também mostramos um sistema em X4 com um foco-fraco de segunda ordem no ponto
(0,p,0) a partir do qual 2 ciclos limite costurantes hiperbélicos de pequena amplitude
bifurcam em S? com uma perturbagao em X¥  mostrando uma diferenca importante entre
campos de vetores suaves por partes lineares e quadraticos homogéneos em X. Também
ha uma diferenca quando comparamos campos de vetores suaves por partes quadraticos
homogéneos definidos na esfera S? e em R?. Para ver essa diferenca, lembre-se de que
qualquer campo de vetores quadratico homogéneo definido em R? é reversivel em relacao
a origem e, por isso, ndo possui um ponto de equilibrio do tipo centro (ver [5]). Portanto,
nao podemos considerar o mesmo problema para campos de vetores suaves por partes
quadraticos homogéneos no plano.

Por fim, também analisamos a ciclicidade local dos pontos de equilibrio do tipo centro
em X,, estudando bifurcagoes de ciclos limite de pequena amplitude de centros e de um
foco-fraco em S? com perturbagdes suave por partes em X,. O préximo resultado fornece
o maior nimero de ciclos limite em torno de um ponto de equilibrio monodromico na

familia quadratica X, que encontramos.

Teorema 7.2. Ezxiste ao menos 10 ciclos limite costurantes hiperbolicos de pequena am-

plitude na familia quadrdtica X5 em S?.

O resultado acima fornece uma boa cota inferior de ciclos limite bifurcando de um
centro suave com perturbacao suave por partes em relacao ao ntmero de parametros

livres que temos, que sao 14.
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Observagao 7.3. Neste capitulo utilizaremos o termo ciclo limite costurante ou orbita
periodica costurante, ao invés de poli-trajetoria do tipo I, por ser mais utilizado na litera-
tura, quando se trata de bifurcacoes a partir de um ponto de equilibrio monodromico. Além

disso, nos teoremas de bifurcacoes, lidaremos apenas com esse tipo de trajetoria fechada.

Observacgao 7.4. Este capitulo é baseado em [9]. Para manter a notagdo deste trabalho,

hd algumas divergéncias entre a notacdo do capitulo e da referéncia citada.

7.2 Preliminares

Nesta secao, relembramos alguns conceitos classicos e técnicas de bifurcacao que serao
usadas nas provas dos resultados do capitulo. Como o problema do centro-foco e a ci-
clicidade local serao estudados projetando cada campo de vetores 2-dimensional definido
nas esferas invariantes em um plano, lembramos algumas defini¢oes usuais e o algoritmo
utilizado no calculo das constantes de Lyapunov para campos de vetores suaves por partes

planares, que é uma extensao do algoritmo apresentado na Sec¢ao [6.2.2]

7.2.1 Mudanca de coordenadas ortogonais e projecao estereo-

grafica.

Como vimos na Secao [6.2.1, uma mudanca de coordenadas é ortogonal quando a
matriz dela é ortogonal, ou seja, se M for esta matriz ela deve satisfazer M* = M~!. Pelos
Lemas[6.7¢[6.8] este tipo de mudanga de coordenadas mantém todas as esferas invariantes
e com isso podemos assumir que o ponto de equilibrio de um campo de vetores suave,
que sempre existe em cada esfera invariante SZ, pode estar localizado em qualquer ponto
(20, Yo, 20) que escolhermos. Observe que, quando consideramos campos de vetores suaves
por partes em esferas invariantes, este tipo de mudanga de coordenadas (em toda a esfera)
nos permite assumir que algum ponto de equilibrio do campo de vetores de Filippov ou
algum ponto de dobra pode ser localizado em qualquer ponto (zg, 4o, 0) € X.

Assim como no Capitulo [0 utilizaremos projegoes estereogrificas com respeito ao
ponto (0, —p, 0) para estudar comportamentos locais. Isso nos permite considerar campos
de vetores planares ao invés de 3-dimensionais restritos a esferas. A seguir, definimos o
campo de vetores suave por partes projetado. Seja p : S;% \ {(0,—p,0)} — R? a projecio
estereografica no plano {(z,y,2) € R® : y = p} dada por p(z,y,2) = 2p(z, 2)/(y + p).
Como na Secao 6.2 definimos o campo de vetores projetado associado a X € X por

Px(u) = dpy-1(4) 0 X 0 p~'(u),

onde X = X|,, u = (u,v) e p(x) = u. Note que esta projecdo estereografica leva o
)

conjunto de descontinuidade ¥ = {(x,y,2) € R®: 2z = 0} do campo de vetores suave por
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partes Y € X em {(u,v) € R? : v = 0}. Portanto, a proje¢do Py : R? — R? de (7.1) ¢ da

forma
Px+(u), v >0,

Py (1) = {PX N (7.4)

onde X* = X |i2, u = (u,v). Note que p preserva curvas fechadas e contato entre cur-
S
P

vas no seu dominio de definicdo. Assim, dizemos que p € Si ¢ um ponto de equilibrio
monodromico de ([7.1]) se ¢ = p(p) é um ponto de equilibrio monodrémico de (7.4)).

7.2.2 Constantes de Lyapunov e ciclicidade local para campos

de vetores planares suaves por partes

Na Secao recordamos os conceitos e algoritmos utilizados para calcular constantes
de Lyapunov para campos de vetores suaves. Nesta secao, recordaremos um dos algoritmos
utilizados para estudar estabilidade de um ponto de equilibrio monodrémico de um campo

de vetores suave por partes planar da forma

X (z,y),y =0,
Y(x,y) = {X_(%y), , <o, (7.5)

quando X* tem um ponto de equilibrio monodrémico ndo degenerado na origem. Isto é,

X¥(e) = (% = 504 X0 e 0% + 0¥+ 3 Q3 o))
k=2 k=2
com P e Qki polinébmios homogéneos de grau k nas variaveis x e y. Assumimos que
ambos tem parte linear na forma canonica de Jordan. Como nos capitulos anteriores, as
trajetorias de Y em ¥ = {(z,y) € R? : y = 0} sao definidas seguindo as convengoes de
Filippov. A condicdo 5% # 0 implica que a origem é nido degenerada para ambos X*. O

sistema (7.5 pode ser escrito em coordenadas polares (z,y) = (r cosf,rsenf) como

{f =R*(r,0), 60¢€]0,7],
=R (r,0), 0¢ [m 2n],

onde o ponto indica a derivada com respeito a 6.
Seja (0, 7) a solugao 7 = R*(r, 0) satisfazendo r*(0,rg) = rg, com ry > 0 suficien-

temente pequeno. Quando o = 0, expandimos a solucdo em série de Taylor escrevendo
oo
Ti<07 TO) =To + Z 7”2:(6))7’,57
k=2

com 7;-(0) = 0, para todo k > 2, e com r* definido para # € [0,7] e r~ definido para
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0 € [m,2w|. Assim, as aplicagoes de primeiro retorno de Poincaré sao definidas por

onde II~ denota a inversa de I~ j4 que ambos r* estdo definidos com a condicdo inicial

0 =0 e ry > 0 suficientemente pequeno. A funcao distancia é dada por
A(ro) =TI (1) — I (1),

para 7y suficientemente pequeno. Se existe k tal que A/(0) = --- = AFD(Q) =0 e
A®(0) # 0 definimos a k-ésima constante de Lyapunov por Ly = AF(ry)/k! quando
Li=---=1L,1=0e Ly #0. Nesse caso, dizemos que a origem do sistema é um
foco-fraco de ordem k se existe k > 1 tal que L; # 0 caso contrario, dizemos que a origem
é um centro. Para mais detalhes, ver [1, 23]. Como vimos na Segao no caso suave a
primeira constante de Lyapunov nao nula sempre tem subindice impar mas no caso suave
por partes essa propriedade nao é verdadeira.

Recorde que, para campos de vetores analiticos, a bifurcacao de Hopf classica ocorre
perto de a = 0 e quando a primeira constante de Lyapunov é nao nula para a = 0.
A bifurcacdo de Hopf degenerada ocorre quando os ciclos limite de pequena amplitude
bifurcam de um foco-fraco de ordem superior. Usamos a mesma nomenclatura para
campos de vetores suaves por partes. Além disso, para campos de vetores suaves por
partes, podemos obter mais um ciclo limite quando se pode adicionar um segmento de
deslize ou de escape usando os parametros perturbativos. Esse fenéomeno é conhecido
como bifurcagdo pseudo-Hopf. Para mais detalhes, indicamos [11], 28, [34]. Observe que
a bifurcacao pseudo-Hopf nao ocorre quando lidamos com perturbagoes continuas ou
refrativas porque, nesse caso, nunca temos um segmento de deslize ou de escape em ¥,
como vimos na Segao [4.2]

Como estamos interessados em perturbacoes polinomiais de centros de um sistema
suave por partes, podemos usar o Teorema da Funcdo Implicita para obter ciclos limite
costurantes hiperbodlicos de pequena amplitude em uma vizinhanca da origem de .
Nesse caso, como no analitico, por estarmos perturbando um centro, as expressoes de Ly

sao polinomios que se anulam quando o parametro perturbativo vale zero. Dessa forma,

podemos calcular a série de Taylor de Lo, ..., L; com relagao aos parametros perturbativos.
Denotamos por LE], i = 2,...,1 as suas partes lineares. Consequentemente, se a matriz
[L[21], e ,LE”] tem rank [ — 1, o Teorema da Funcao Implicita junto com o pardmetro

do traco e a bifurcacao pseudo-Hopf fornece [ ciclos limite costurantes hiperbdlicos de
pequena amplitude em uma vizinhanca da origem.
Também podemos estudar bifurcagoes de ciclos limite de pequena amplitude para

campos de vetores suave por partes usando o método de Melnikov. Esse método também
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¢ usado para estudar bifurcacoes globais que ocorrem perto de loops homoclinicos ou
heteroclinicos ou perto de familias a um parametro de érbitas peridédicas. Em particular,
a primeira Funcao de Melnikov e a primeira ordem das constantes de Lyapunov estao
relacionadas e sabemos que se depois de perturbar um centro o rank da matriz definida
pelos coeficientes de [L[;], e ,ng], em relacdo aos parametros perturbativos, é [ — 1,
onde m > [, entdo existem [ ciclos limite costurantes hiperbdlicos bifurcando a partir
desse centro, quando também usamos os parametros relacionados ao trago e ao segmento

deslizante. Para mais detalhes, veja [26].

7.3 Campos de vetores suaves e suaves por partes

lineares com superficies invariantes

Nesta se¢ao, estudamos alguns casos de campos de vetores suaves e suaves por par-
tes lineares com superficies invariantes. Primeiramente, estudamos o caso com esferas
invariantes e notamos que ele pode ser visto como um subcaso daquele com elipséides
invariantes. Depois disso, estudamos os casos com o cone e hiperboloides (ao longo do

eixo x) invariantes. Terminamos a se¢ao com o caso em que temos cilindros invariantes.

7.3.1 Campos de vetores suave por partes lineares com esferas

invariantes

Seja X € X;. Como vimos no Capitulo @, X se escreve na forma . Também
vimos que se p € S? = {(z,,2) € R® : 2° + 3> + 2* = p’} é um ponto de equilibrio de
(6.1) entdo, p é um centro; qualquer X € &} é completamente integravel, tendo as duas
seguintes integrais primeiras H(z,y,z) = 22 + y> + 2% e ﬁ(a:, Y,2) = azr — agy + a12;
X € X tem apenas dois pontos de equilibrios isolados do tipo centro em cada esfera
Si, que sdo antipodas um do outro; e o sistema (6.1)) é invariante por mudangas de
coordenadas (x,y, z,t) — (—x,—y,—z,t). Agora consideramos a classe dos campos de
vetores suave por partes 3-dimensionais Y = (X*, X7) € X; dados por , com regiao
de descontinuidade ¥ = {(z,y, z) € R®: 2 = 0}. Recorde que X = f~1(0) com f(z,y,z) =
z.

Note que o ponto de equilibrio dos sistemas lineares X* definidos por sao (0,0, p)

se, e somente se, agc = agf = 0. Nesse caso, as segundas integrais primeiras de X+ sdo

da forma ﬁi(a:,y,z) = afz, o que implica que ¥ é invariante pelo fluxo de X+ e que
(0,0, £p) sdo os tnicos pontos de equilibrio de X* em cada esfera. Por conta disso, no
que segue assumimos que (a3 )? + (a3)? # 0. Fazemos todos os calculos assumindo que
ay # 0, o caso ay # 0 é analogo. Com isso, os pontos de equilibrios de X* sao da

forma {(z,y,2) € R® : y = —(a3 /a3)r,z = (ai /a3)x}. Portanto, eles estdo na regido
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de descontinuidade ¥ se, e somente se, ai = 0. Como ambos, X*, tem dois pontos de
equilibrio do tipo centro em cada esfera, se ai # 0 concluimos que o campo de vetores

X* tem um ponto de equilibrio admissivel e outro ndo admissivel.

Agora vamos estudar o comportamento das retas de tangéncia de X*, quando (a%c)2 +
(aX)? # 0. Para isso, note que a primeira derivada de Lie de f na direcdo de X+ ¢é
da forma X*f(z,y) = X*Vf(x,y) = afz + a5y. Entdo, as retas de tangéncia de X*
com Y sdo dadas por Sx+ = {(:U,y, z) ER3: —(a5 Ja3)x, 2 = O}. Assim, as retas de

tangéncia intersectam as esferas SZ nos pontos

(z,y,2) <pa3 /\/ a2 a3 %, pay /\/ a2 a3 )

e nos seus antipodais. Logo, temos dois pontos de dobra de X* em S,%, para todo p € R,
p # 0. Calculando a segunda derivada de Lie de f, em direcdo a X+, nos pontos de

tangéncia (z, —(a3 /a¥)x,0) obtemos

(X5 f (2, — (a3 /a5)z, 0) = ayz((a3)* + (a5)?) /a5

Logo, os pontos sdo de tangéncias quadraticas, um visivel e o outro invisivel, a menos
) ) )
que ai = 0. Note também que, quando Sy+ = Sx- temos duas dobras-dobras de

Y = (X*t, X7) em cada esfera e isso ocorre se, e somente se, ada: = a, a+ .
) ) y W U3 2 %3

E importante notar que a simetria do problema garante que se um ponto de equilibrio
de X ou de X~ estd em X, entdo o outro também estard. Além disso, se um ponto
de equilibrio de X coincidir com uma tangéncia ou ponto de equilibrio de X~, o ou-
tro também coincidird. Ademais, a mudanga de coordenadas (z,y,z) — (x,y, —z) nos
permite trocar o comportamento dos hemisférios norte e sul e, por isso, podemos fixar o

comportamento em um deles na analise feita a seguir.

Como vimos na Sec¢ao [7.2] podemos definir o campo de vetores projetado associado a

(7.2), usando (7.4), que é da forma

Px+(u,v), v >0,

Py (u,v) =
7))(_ (U,U), v S 07

onde,
Px=(u,v) :( —4p%af — 4pazv — aiu® + 2a3uv + aiv?,

4p*as + 4pagu — aFu® — 2aiuv + a;L'UQ).

O campo de vetores de Filippov projetado é 1-dimensional e estd bem definido nos

pontos (u, 0) que satisfazem (Px+f)(Px-f)(u) = (4p*ad +4pa3 u—a3u?)(4p®as +4pay u—
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az u?) < 0. Nesse caso, temos

Fofa) (4p° + u?) (a7 af — afaz)u® + 4p(afa; —ayaf)u+4p*(afay —ayay))
e (a5 — af Ju2 + 4p(a3 — a5 )u + 4p*(a5 — az)

(7.6)
Antes de comegar com a prova da Teorema resumimos seus pontos-chave, forne-

cendo depois os lemas técnicos necessarios para conclui-la.

Usando as duas integrais primeiras de X* provamos, no Lema , que com respeito
a admissibilidade dos pontos de equilibrio de Y, os possiveis comportamentos para as
curvas de nivel de ([7.2)), na esfera Si, sao os da Figura , onde indicamos os pontos de
tangéncia com pontos azuis, os pontos de equilibrio de X* em ¥ com pontos vermelhos
e quando os pontos de tangéncia e de equilibrio de X* coincidem indicamos com pontos
rosas. Em seguida, estudamos o comportamento do campo de vetores de Filippov, Fy,
dado por (7.6). Note que, nao é definido quando ¥ é uma trajetéria de X ou de
X~. No Lema concluimos que se os pontos de equilibrio de ambos X* estdo em ¥
(af = a7 = 0) ou se existe A € R tal que XT = AX~, entdo o campo de vetores de
Filippov é identicamente nulo. No Lema provamos que tem dois pontos de
equilibrio 75 se, e somente se, afa; —ajaj # 0, afa; <0 e afa; —ayaj # 0. Nesse
caso, os pontos de equilibrio r; 5 tém a mesma estabilidade (1-dimensional) e sao estéveis
(instdveis) se (a3a; — ayad)(al —ay) > 0 (< 0, respectivamente). Além disso,
pode ter pontos de equilibrio isolados apenas quando os segmentos de deslize e de escape
sao delimitados por dois pontos de tangéncia do mesmo tipo, caso contrario, ambos os
campos de vetores Xt e X~ apontam para a mesma direcao. Ademais, nao tem
pontos de equilibrio isolados quando Y € X; tem pontos de dobra-dobra ou os pontos de
equilibrio de X+ ou X~ estao em X.

Agora, mudando a orientacao do tempo do campo de vetores suave por partes ,

se necessario, podemos fixar uma orientacdo para o campo de vetores X|’2 em X~ =
N
P

{(z,y,2) € S2: 2z < 0} e escolher duas diferentes para Xl; em Xt = {(z,y,2) € S :
z > 0}. Fazendo isso na Figura obtemos possiveis compor[jcamentos para as trajetorias
do sistema na esfera Si, com relagao a admissibilidade dos pontos de equilibrio de
Y, que sao aqueles nas Figuras e [7.3] onde representamos ¥ por um segmento cinza
quando a convencao de Filippov nao se aplica, por segmentos azuis, rosas e pretos, em 3,
as regioes de escape, deslize e costura, respectivamente, e usamos as mesmas cores usadas
na Figura para pontos de tangéncia e equilibrio em Y. Note que, nas Figuras e
nao distinguimos os casos em que é possivel ter conexoes ou pseudo-conexoes, ja que
diferenciar todos esses casos nao fara falta para a prova da nao existéncia de ciclo limite.

Com esta anélise concluimos que o sistema nao tem nenhum tipo de ciclo limite
na esfera Sz. Assim, a prova do Teorema segue.
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Figura 7.1: Comportamento das curvas de nlvel deY € %1, com relacao a adrmssubﬂidade
dos pontos de equilibrio.

No que segue, provamos todos os resultados necesséarios para completar a demonstracao
da Teorema [7.11

Primeiramente, seguindo a abordagem introduzida em [39], usamos as integrais pri-
meiras H(z,y,z2) e ﬁi(a:, y,z) de para definir uma aplicacdo distdncia, em X, como
a seguir. Com essa aplicacao distancia podemos entender o comportamento das curvas
de nivel de H* em Si e como esses niveis interagem com o conjunto de descontinuidade
Y. Isso nos permite entender o comportamento das trajetérias de em cada esfera Si
e, em particular, ver se algum sistema admite ciclo limite costurante em Si. Como
vimos anteriormente, ai = ai = 0 implica que ¥ ¢ invariante pelo fluxo de (7.3)). Por-
tanto, nesse caso, nao podemos definir uma aplicacao distancia usando H*. Por isso, no
que segue, assumimos que (aF)? + (af)? # 0. Fazemos todos os célculos assumindo que
ay #0 e o caso ay # 0 é analogo.

Seja p = (wo,,0) € ¥ N'S2. Entao existe k* tal que H*(p) = k=. A aplicacio de
£(p) = ¢* = (a7, 97, 0) satisfaz H(q*) = p?, H*(¢*) = aff —afyy = k*

e H “(¢7) =azx] —ayy; = k~. Assim, resolvendo os sistemas de equagoes

semi-retorno 7

{H(q") =p* H (¢") =k} {H(q")=p*, H (¢) =k},

obtemos as solugoes

- (e dedad (@GP et )
@Pe@r T @rre?

Entao, a aplicacao distancia, d(p) = 7t (p) — 7 (p) : ¥ = R, é da forma

d(p) =(2(a5 a5 — azaf)((a; af + afaz )wo — (a5 af — aza)yo),

— 2(az a5 — aza3)((ayaf — azaf)ao + (ay ay +afaz)yo),0).
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Figura 7.2: Possiveis comportamentos das trajetérias de Y € X;.
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Figura 7.3: Possiveis comportamentos das trajetorias de Y € X; (continuagao).

Consequentemente, a aplicagdo distdncia d(p) é identicamente nula se, e somente se,
asaz = ay aj . Portanto, ou todas as trajetérias costurantes de (7.2)), em Sf) sao fechadas
ou nennhuma delas é.

Agora, juntando as informacgoes sobre as posi¢coes dos pontos de equilibrio em cada
esfera Sf) com a propriedade da aplicacao distancia que vimos acima, podemos classifi-
car os possiveis comportamentos das curvas invariantes de em Si, com relagao a

admissibilidade dos pontos de equilibrio de Y.

Lema 7.5. Com relacao a admissibilidade dos pontos de equilibrio, os comportamentos

’ 2 ~ .
das curvas de nivel de (7.2)) na esfera S5 sao mostrados na Figura .

Demonstragio. Seja Y = (X, X~) € X;. Denote por p e ¢, com i = 1,2 os pontos
de equilibrio e de tangéncia de X¥, respectivamente. A seguir, assumimos que pi =
(20,90, 20) sd0 tais que zg > 0 e p3y = (0,0, 20) sd0 tais que zy < 0. Os possiveis
comportamentos das curvas de nivel de Y € X; em Si sao mostrados na Figura , onde
representamos por pontos azuis, vermelhos e rosas, os pontos de tangéncia, de equilibrio de
X* em ¥ e a coincidéncia de pontos de tangéncia e de equilibrio de X*, respectivamente.
Dividimos a analise em trés casos, dependendo da posicao dos pontos de equilibrio de X~
em relacao a X.

Primeiramente, se p; = (0,0, p) e p; = —pj as trajetérias de X~ em Si sao paralelas
a ¥. O mesmo ocorre quando pf = (0,0, p) e p3 = —pi. Se p = (20, Y0, 20), i = 1,2, sdo
tais que zg # £p e zp # 0, entdo temos um centro admissivel e um nao-admissivel para
X+ e, portanto, dois pontos de tangéncia, ¢;” € 3, i = 1,2, um visivel e outro invisivel.

Finalmente, se p; = (9, y0,0), i = 1,2, os dois pontos de equilibrio de X estao em 3.
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As curvas invariantes desses casos sao mostradas nas Figuras (a) — (c).

Agora consideramos o caso em que p; = (zg, Y0, 20), ¢ = 1,2, com 2y # 0 e zg # p.
Entao, temos um centro admissivel e um nao admissivel para X~ e, portanto, dois pontos
de tangéncia, ¢; € X, ¢ = 1,2, um visivel e um invisivel, respectivamente. Aqui, como ja
consideramos o caso em que as trajetérias de X~ sdo paralelas a Y, usando a mudanca
de coordenadas (x,y,z) — (x,y, —z) explicada anteriormente, s6 precisamos considerar
os dois comportamentos de X descritos a seguir. Se p;” = (o, yo, 20), ¢ = 1,2, sdo tais
que zp # p e 29 # 0, entdao X tem um centro admissivel e um nao-admissivel, portanto,
dois pontos de tangéncia ¢ € X, i = 1,2, um visivel e um invisivel, respectivamente.
Portanto, temos trés novos comportamentos globais dependendo da posicao relativa de
¢, i =1,2 que ocorrem quando ¢; = ¢ e ¢5 = ¢; , quando eles nio coincidem e quando
¢" = ¢35 e g3 = qi. Finalmente, se p; = (9, y0,0), i = 1,2, os dois pontos de equilibrio
de X estao em X e temos dois novos comportamentos globais dependendo das posicoes
desses pontos de equilibrio, ou seja, quando p;” = ¢; ou pj” # ¢;, i = 1,2. Mostramos as
curvas invariantes desses casos nas Figuras (d) — (h).

Concluimos a analise considerando o caso em que os dois centros de X, em Si, estao
em X, isso significa que p; = (zo,¥0,0), ¢ = 1,2. Usando a mudanga de coordenadas
(x,y,2) = (x,y,—z), podemos nos restringir ao caso em que os dois pontos de equilibrio
de XT, p para i = 1,2, também estdo em . Aqui temos dois novos comportamentos
globais dependendo das posicoes desses pontos de equilibrio, quando p;” = p; ou p;” # p; .

Mostramos as curvas invariantes desses casos nas Figuras [7.1{7) — (). O

Observacao 7.6. Vimos que os pontos de tangéncia de X+ sdo antipodas um do outro.
Portanto, as retas de tangéncia Sx= de X* estdo contidas no plano z = 0 e passam pela
origem. Observe que, quando essas retas de tangéncia sao perpendiculares, Y admite uma
conezdo de tangéncias, isso porque as trajetorias de X+ estdo restritas as curvas de nivel
de ﬁi, em Si. Dessa forma, a depender da posicdo relativa das retas de tangéncia, o
comportamento ilustrado nas Figuras (e), (h) € (j) nao sao dnicos. Mas, para o nosso

objetivo nao € restritivo nao diferenciar os casos em que hd ou ndao conexoes.

Como na andlise acima, consideramos apenas as curvas de nivel de X*, ndo levamos
em consideracao o comportamento do campo de vetores de Filippov, Fy, definido nos
segmentos de deslize e escape. Nos lemas a seguir descrevemos o comportamento de
Fy usando o campo de vetores de Filippov projetado associado a por ser

1-dimensional.

Lema 7.7. O campo de Filippov (7.6|) esta bem definido quando (Px+f)(Px-f) < 0.
Nesse caso, seque que (7.6)) é identicamente nulo se, e somente se, aya3 —afas = 0 e

ayay —afay; =0.

Demonstrag¢io. A prova segue pois ((7.6) é uma funcao racional com numerador identica-
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mente nulo se, e somente se,

(ayaj — ajaz)u’® +4p(afay — ayaz)u+4p*(afay —ayay) = 0.

]

Observacao 7.8. Primeiramente, note que a3 = ay; = 0 e a3 = az = 0 implicam que
ajas —aja; =0 eajay —afay; =0 mas, nesse caso, (Px+[f)(Px-f) € identicamente
nulo e entao Fy(u) ndo estd definido para esses wvalores de coeficientes. Além disso,
ai = ay =0 implica que a7a3 —afas =0 eajay —aia; =0, entdo Fy é identicamente
nulo quando os pontos de equilibrio de ambos X e X~ estdo em X. Finalmente, quando
(a)? + (a7)* # 0, as condigdes ayaj —aja; = 0 e ajag — aja; = 0 implicam que
ayay —azay = 0 e entio X e X~ sdo muiltiplos um do outro, o que significa que os
pontos de equilibrio e as linhas de tangéncia de X+ e X~ coincidem. Entdo, Fy = 0 se,
e somente se, 0s pontos de equilibrio de ambos X+ e X~ estao em X ou X+ e X~ sdo

maultiplos um do outro.

Note que quando afa; — ajaj # 0, o campo de vetores de Filippov projetado (7.6))

tem no maximo duas raizes dadas por

2p((afaz —araf) £ \/(af a3 — ara3)? + (af a3 —araf)?)
afag — ay ag

T2 = (7.7)
se (Px+f)(Px-f)(r12) < 0. Note que, (Px+f)(Px-f)(r12) > 0 significa que X+ e X~
sdo paralelos em um ponto de costura e entdao Fy nao é definido nesse ponto. Por outro
lado, quando aja; —ajaj = 0 o campo de vetores de Filippov projetado tem uma tnica
possivel raiz real na origem. A simetria do problema garante que a outra raiz esteja
situada no infinito. Podemos evitar esse caso supondo que (0,0) ndo é um ponto de
equilibrio de fazendo a mesma mudanca ortogonal de coordenadas que leva (0, p, 0)
em (Zg, Yo, 20) com yo # p em X1 e X, como foi comentado na Sec¢ao . Portanto,
sem perda de generalidade, analisamos apenas o caso afa; — ajaj # 0 e estudamos a

estabilidade dos pontos de equilibrio do campo de vetores de Filippov, quando existem.

Lema 7.9. O campo de Filippov estd bem definido quando (Px+f)(Px-f) < 0.
Nesse caso, tem dois pontos de equilibrio 1 o definidos em (7.7)) se, e somente se,
atay —ajai #0, afa; <0 eajaz —ayai #0. Os pontos de equilibrio 15 tem a mesma
estabilidade (1-dimensional) e, além disso, sdo estdveis (instdveis) se (a3 a3 —ay a3 )(af —

ay) >0 (<0, respectivamente).

Demonstragio. Como vimos anteriormente, quando af a3 —ay aj # 0, o campo de vetores

de Filippov projetado tem, no maximo, duas raizes reais 1 » dadas em ([7.7). Note que
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4.4+ = (0t = — )2
_64p*aiay (aza5 — ayag)

(Px+ [)(Px-f)(r12) =

(afa3 —aja3 )

2
(V (afay —ayad)?+ (afay —ajaz)? =+ (afa; —ayad )) :

Como assumimos afa; — ajay # 0, entdo \/(afag —aja3)?+ (afa; —ayad)? £
(afa; — aya3) é sempre nao nulo. Consequentemente, o campo de vetores de Filippov
projetado Fy ¢ definido em 715 se, e somente se, aja; < 0 e ajaz — aya; # 0. Dessa
forma, quando os pontos de equilibrio de X e X~ estdo em X e quando os pontos de
tangéncia de X+ e X~ coincidem, Fy nao tem pontos de equilibrio isolados.

Estudamos a estabilidade desses pontos de equilibrio quando aja; — aya; # 0 e
aja; < 0. Como 4p% + u? é um fator positivo de , podemos estudar a estabilidade
dos pontos de equilibrio de Fy(u)/(4p* + u*). Nesse caso, a derivada com respeito a u é

da forma
Ap(4p* + u?)(azas — azaf)(af —ay)
((a3 — a3 )u® +4p(a3 — a3 )u + 4p*(af — az))?’

e, portanto, é nao nula para todo u. Entao, r; e r, tem a mesma estabilidade, que depende

do sinal de (a3a; — a5 a3)(ai —ay). O

Observacao 7.10. Como vimos acima, nao € definido quando ¥ € uma trajetoria
de Xt ou X~ e nao possui pontos de equilibrio isolados quando Y tem pontos de dobra-
dobra nem quando os pontos de equilibrio de X ou X~ estao em 3. Além disso, o
campo vetores de Filippov pode ter pontos de equilibrio apenas quando os segmentos
de deslize e escape sao delimitados por dois pontos de tangéncia do mesmo tipo, caso

contrdrio, os campos de vetores X+ e X~ apontam na mesma diregao.

Agora, mudando a orientacdo do tempo de , se necessario, podemos fixar uma
orientacao do tempo para X~ e escolher duas diferentes para X*. Portanto, quando
adicionamos uma orientacao na Figura , obtemos 0s comportamentos que sao repre-
sentados nas Figuras e [7.3] Note que, as figuras ndo levam em conta conexoes ou
pseudo-conexoes, pois esses elementos ndo influenciam na existéncia de ciclos limites, para
esse caso, ja que, a disposi¢ao dos pontos de equilibrio admissiveis, ndo admissiveis e dos
pontos de tangéncia, junto com o fato de Y ser completamente integravel e com a pro-
priedade da aplicacao distancia nao ter zeros isolados é suficiente para vermos que, a nao
existéncia de ciclos limites em Si nao esta relacionada a existéncia de conexoes.

Com esta analise concluimos que o sistema nao tem nenhum tipo de ciclo li-
mite na esfera SZ, que era o objetivo da Secao. Assim, a prova do Teorema segue.
Como um trabalho futuro, gostariamos de classificar todos os possiveis retratos de fase
do sistema , modulo Y-equivaléncia.
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7.3.2 Campos de vetores lineares com outras superficies invari-

antes

Nesta secao, estudamos dois casos diferentes de campos de vetores suaves por partes
lineares com superficies invariantes. A ideia é mostrar como o comportamento do campo
de vetores pode ser completamente diferente quando mudamos as superficies inva-
riantes pelo fluxo de campos dos vetores suaves X*. Em particular, mostramos que com
hiperboloides invariantes podemos ter selas como pontos de equilibrio e com cilindros in-
variantes o sistema nao ¢é necessariamente homogéneo com uma segunda integral primeira

linear.

Em primeiro lugar, veremos que podemos considerar o caso linear com esferas invari-
antes como um caso particular de campos de vetores lineares X : R? — R?® com integral
primeira

2?2 2

Hﬁ(maywz):?_'—ﬁ—i_ga

com a, b, c € R\ {0}, isto é, com elipsoides invariantes.

Seja €2 = H;'(p?). Se existir p € R\ {0} tal que £ é uma superficie invariante
para o sistema linear X entao também existe um cofator K tal que X Hy = K H;. Nesse
caso, concluimos que o cofator K ¢é nulo e, portanto, He ¢ uma integral primeira de X e
todos os elipsoides 5;2) sao invariantes pelo fluxo de X. O sistema linear X com elipsoides

invariantes ¢ também homogéneo e pode ser escrito na forma
2p b%b
Xg(X, bl, bg, bg) = <—y — %Z, bliC — 07232, bgl’ + bgy> s (78)

onde x = (z,y, z). Note que quando a = b = ¢ = 1 estamos no caso com esferas invariantes

centradas na origem.

Proposicao 7.11. O campo de vetores ([7.8|) é completamente integrdvel. Além disso, se
pe& ={(ry2 cR: 2—2 + %2 + i—; = p*} é um ponto de equilibrio isolado do sistema

(7.9) em 52, entdo p € um centro.

Demonstracao. Note que ﬁg(x,y,z) = bsb?x — bya’y + a’bz também é uma integral
primeira para o sistema . Portanto, ([7.8) é completamente integravel e, dessa forma,
podemos obter suas trajetérias pela intersecgao dos conjuntos de niveis de He e f]}. Como
]A-fg define um plano, concluimos que se p € fi ¢ um ponto de equilibrio isolado de ([7.8)),

entao p é um centro. O

Como na Secao [7.3.1] consideramos a classe de campos de vetores suave por partes 3-
dimensionais (7.1]), com regiao de descontinuidade ¥ = {(z,y,2) € R®: 2 =0}, XT = X €+
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e X~ = X, onde XEjE sao definidos por

Xt b 0) = (< - Cata - U )

3
12 Yy — CTZ, b{tx — 72’, bétl' + b3iy
Todos os resultados da Segao [7.3.1], incluindo o Teorema [7.1], podem ser facilmente adap-

tados a este caso. Para evitar repeticoes vamos omitir os detalhes.

Agora consideramos um campo de vetores linear X : R® — R3 e a funcido Hy : R? — R

dada por
Hy(z,y,2) = _ + v + =
a c

com a, b, c € R\ {0}.

Considere ’H?, = Hﬁl(p). Note que H2 ¢ um cone quadrético, ’Hf) ¢ um hiperboloide
de uma folha quando p > 0 e ’H% ¢ um hiperboloide de duas folhas quando p < 0. Além
disso, como X tem grau m = 1 e o grau do cofator é sempre menor ou igual a m — 1, se

existir um cofator K tal que X Hy = K Hy, entao K € R e o sistema linear X se escreve

na forma
K CL2b1 a2b2 K b2b3
Xa(x; b1, b2, b3) = <2a2b202x+ b2 y+ 2 z bz + 2a2b2c2y_ c2 Zs (7.9)
% .
bg.%' + bgy + 2&2()2022) .

Entdo, quando K # 0 o cone quadréatico HZ é o tinico nivel de Hy que é invariante
por (7.9)). Por outro lado, quando K = 0 ([7.9) se escreve na forma simplificada

a’b a’b b%b
X3 (x501,00,b3) = (I);y + 722, bix — 67232, box + 53y> ,

(7.10)
e concluimos que Hy é uma integral primeira para ([7.10)) e entdo todos os hiperboloides

de uma e duas folhas e também o cone centrados na origem sado invariantes pelo fluxo de
(7.10). A prova do préximo resultado é imediata.

Proposicao 7.12. O campo de vetores (7.10)) € completamente integrdvel com sequnda

integral primeira linear ﬁH(x, Y, 2) = b?bsz + a’byy — by 2.

Observe que, como os niveis de Hy sdo planos, concluimos que se p € ”Hi é um ponto
de equilibrio isolado de ([7.10]), entdo p é uma sela ou um centro por causa da posigao

relativa entre os planos e hiperboloides ou entre os planos e o cone.

Agora, consideramos a classe de campos de vetores suave por partes 3-dimensionais
dados por (7.1)), com regiao de descontinuidade ¥ = {(x,y,2) € R® : 2 = 0}, onde

Xt =X} e X~ = X3, admitem a integral primeira Hy(z,y, 2) = —x?/a® +y?/b* + 22 /2.
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Dessa forma, Xfl sao definidos por

2b:|: 2b:|: b2b:t
Xi(x;b%,b§,b§>=<a Ly+ 23 )

2 Y + —= % bir — C—;’z, by + b3y

Nesse caso, como Xﬁ também tem duas integrais primeiras, é possivel construir uma
funcao distancia como na se¢ao anterior e estudar como os niveis destas segundas integrais
primeiras interagem com o conjunto de descontinuidade > em ?—[f,. Acreditamos que pode
ser possivel estudar bifurcacoes de ciclos limite que surjam de um anel de periodo para
certas configuragoes do campo de vetores suaves por partes restrito a H% e também o
problema de ciclicidade para os pontos de equilibrio que sejam centros. Nao o faremos
aqui porque esta fora do escopo deste capitulo que visa estudar a ciclicidade local de

pontos de equilibrio do tipo centro-foco em esferas 2-dimensionais.

Terminamos esta secao com um exemplo que mostra que nao é verdade que todos
os sistemas lineares X : R* — R?® com uma integral primeira quadritica admitem uma
segunda integral primeira linear. Para isso, considere X : R® — R? e He : R® — R dado
por

He(x,y,2) = a*2* + by,

com a, b,€ R\ {0}. Seja C2 = H'(p*). Portanto, C3 é a reta {(z,0,0) e R* : z € R} e

C> é um cilindro quando p > 0.

Se existir um cofator K € R tal que X He = K He¢, concluimos que p = 0 ou K = 0.
Quando p = 0, apenas a reta Cz é invariante e quando K = 0 todos os cilindros Cﬁ, p >0,
e também a reta C3 sdo invariantes pelo fluxo de X. Nesse caso, o sistema linear se escreve

na forma

b%b
Xe(x; b, b1, b2, b3,b4) = (bo + b1z + boy + b3z, byz, _a;y> . (7.11)

Considere uma funcao linear ﬁc(:ﬁ, y,2) = a1x + oy + a3z + a4. Entdo ﬁc é uma
integral primeira para o sistema genérico se, e somente se, XcHe = 0. Isso ocorre
apenas quando a; = 0, i = 1,2,3, ou by = 0,by = b?bya3/(a’ay) e by = —byas/ay, ou
by = 0 e a; = 0. Como uma integral primeira é uma fung¢ao nao constante concluimos
que, genericamente, o sistema nao admite outra integral primeira, como nos casos
anteriores. Note que, como X¢ é linear, X é completamente integravel (veja [20]) e entdo
X admite uma segunda integral primeira. Aqui observamos apenas que nao admite,

genericamente, uma segunda integral primeira linear.
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7.4 Centros e ciclos limite para campos de vetores
suaves por partes quadraticos homogéneos e con-

tinuos

Nesta se¢ao, inspirado na propriedade de homogeneidade de campos de vetores lineares
com esferas invariantes, estudamos o problema de centro-foco para campos de vetores
suaves por partes quadraticos homogéneos em XI. Devido & dificuldade do problema,
restringimos nossa atencao a classe de campos de vetores homogéneos continuos e damos
algumas familias de centros na Proposigao [7.13] Mesmo com esta restri¢ao, na Proposicao
exibimos um sistema em X% com um foco-fraco de terceira ordem no ponto (0, 1,0), a
partir do qual 2 ciclos limite costurantes de pequena amplitude bifurcam em S? com uma
perturbacdo continua em X4 . Observe que, com uma perturbacio continua nao podemos
produzir um segmento deslizante e, portanto, é natural que nao alcancemos o limite
superior maximo para o niamero de ciclos limite de pequena amplitude que podem bifurcar
de um foco-fraco genérico de terceira ordem. Além disso, nesta se¢ao consideramos apenas
a perturbacio em XI! e, na préxima se¢do, lidaremos com uma perturbagio quadratica
geral em Xs.

Seja X € XH um campo de vetores quadratico homogéneo. Como vimos na Secio ,
fazendo uma mudanga de coordenadas ortogonais podemos assumir, sem perda de gene-
ralidade, que (0,p,0) € S?) ¢ um ponto de equilibrio de X € A, e com isso, podemos
escrever X da forma . Reescrevemos , abaixo, para facilitar a leitura.

&= —ayry — asrz — (ag + a7)yz — ag??,

Y= a4$2 + agrz — CL922,

2= asx’ + arxy + agrz + agyz.

Restringimos nossa atengao ao ponto de equilibrio (0, 1,0) de (6.2) que esta localizado
na origem apés a projegdo do campo restrito a esfera S?. Dessa forma, como vimos na
Sec¢ao (0,1,0) é do tipo centro-foco nao degenerado se, e somente se, ay — ag = 0 e
agar+az—ai > 0. Além disso, também assumimos a; # 0, caso contrario, agay +a2—a3 =
—a? < 0. Portanto, nessas condigoes, temos um foco-fraco em (0,1,0). Escrevendo
w? = agaz; + a2 — a3, e o = (W +aqag)/az o sistema projetado Px (u,v) é da forma ([6.10).
Reescrevemos o sistema abaixo, para facilitar a leitura.

U = —4asu—4ov—4asuv —4agv® —asu® — (0 — 2a7)utv+(ag + 2a9)uv? + ov®,
O = dazu-+dagy+dasu’ +daguv —azu® — (2a4 + ag)u*v— (20 — ar)uv® +agv®.
Nessas condigoes, o Teorema garante que (0,1,0) é um centro ndo degenerado de

1) se, e somente se, ay # 0, ay = ag, e a4a5a8a9+a5a6a7a8+a§a7a9+a5aga§—a7a§a9 =0.
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Estamos interessados no problema de centro-foco que aparece naturalmente para o

sistema suave por partes

XH(z,y,2), 2 >0,

Y(z,y,2) = {X(x,y,z), <o (7.12)

onde obtemos X* tomando a; = af em , quando assumimos que p = (0,1,0) €
Y = {(z,y,2) € R®: 2z =0} ¢ do tipo centro-foco para X™ e X~. Como comentamos
anteriormente, por conta do niimero de parametros livres, assumiremos que é con-
tinuo mas nao necessariamente diferenciavel na regiao de descontinuidade Y. Note que o

sistema ([7.12)) e o sistema projetado associado Py = (Px+,Px-), onde Px+ sdo obtidos
+

fazendo a; = a;” em sao continuos na regiao de descontinuidade ¥ se, e somente se,
a; =aj, as =a3,ea; =ai. No que segue, assumimos essas condicoes.

Como estamos interessados em exibir algumas familias de centros para esta familia
de campos de vetores suaves por partes, usamos o método explicado na Segao [7.2.2]
para calcular as constantes de Lyapunov para o sistema projetado Py. Para fazer isso,
precisamos considerar Px+ na forma canénica de Jordan.

Observe que a mudanca de coordenadas {u = v,v = (cu + dv)/w}, onde ¢ = 4ay e

d = 4ay coloca (6.10) em sua forma canoénica de Jordan

. ag (asag — arag 2asa9 — arag asw wWag
u=v+ ( 3 )u2—< 3 )uv—l— 2V2+ 2u3
way ay ay 2a7
(a7® + ag?® — 2w?) , w?
5 uv— —5Vv’,
4(17 4CL7 (7 13)
2 2 24 9 2 :
_ (asag — azag)(az® +ag®) o  (asar® + 2asa9® — aragay)
vV=—u-+ 3 3 u” — 5 uv
a7=w wany
2 2 2 2 2
asag o (ar® +ag?) 5 (207 +2a9° —w*) , wag 4
+—5V 5 u” + 3 uv' — ——v
ay 4@7 4(17 2@7

Nao fizemos uma reparametrizacdo em porque nao foi possivel eliminar um para-
metro. Observe que, a mudanca de coordenadas {u = v,v = (cu+dv)/w*} coloca Py« na
forma candnica e também coloca o conjunto de descontinuidade ¥ = {(u,v) € R? : v = 0}
em X = {(u,v);u=0,v = cu/w*}. Consequentemente, ap6s esta mudanca de coordena-

das, lidamos com o sistema suave por partes

Px+ (U.,V), u> O,
Py (u,v) = (7.14)
Px-(u,v),u <0,
onde Px= sio obtidos fazendo a; = a5 in (7.13)) e entdo, em coordenadas polares, (7.14)

é escrito na forma

{f =R"(r,0), 0 € [-7/2,7/2],
=R (r,0), 0 € [-31/2,—7/2].
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Portanto, usamos a técnica mostrada na Secao apds uma rotagao por angulo /2,
para calcular as constantes de Lyapunov de . Observe que apdés a mudanca de
coordenadas {u = v,v = (cu 4 dv)/w*} o conjunto de descontinuidade de (7.14)), & =
{(u,v);u=0,v = cu/w*}, é parametrizado de duas maneiras diferentes quando w* # w~
e entao a condicao de continuidade deve ser considerada antes de fazer essa mudanca e
também levamos essa diferenca em consideragdo ao calcular as constantes de Lyapunov.

A seguir, damos algumas familias de centros para o campo de vetores suaves por partes
. Alguns desses centros aparecem em uma familia de campos de vetores reversiveis

com relagdo a uma reta (veja a definigdo na Segao .

Proposigao 7.13. O sistema suave por partes continuo (7.12)) tem um centro no ponto

de equilibrio (0,1,0) se af # 0, af = af e wma das sequintes condicoes € satisfeita:
(a) ag = —ag, ag =0, ew™ =w™;
(b) a7 =tw™, a9 =0, ew™ =w™;

(¢c) af = ag, —(a5)%a7ag + a5 (a7)’ag — azag(ag)® — azagw?® + a7 (ag)’ag = 0, e

(d) a5 =0 e ag =0.

Demonstragio. No caso (a) o campo de vetores suave por partes continuo projetado Py =
(Px+,Px-) é reversivel em relacdo ao conjunto de descontinuidade. Para ver isso, basta
considerar a involugao ¢(u,v) = (—u,v). O caso (b) segue pois, em coordenadas polares,
temos dr/dt = 0 para ambos Px+, o que implica que a aplicagdo distancia definida em ¥,
em uma vizinhanga da origem, é identicamente nula. No caso (c), o campo de vetores Py
é suave e satisfaz a condi¢cao dada no Teorema Finalmente, o caso (d) segue porque
ambos Px+ sdo reversiveis com relacao ao eixo u, nesse caso basta considerar a involugao
¢(u,v) = (u,—v), e entdo a aplicacao distdncia definida em >, em uma vizinhanga da

origem, é nula. O que conclui a prova. O

Se w" = w~ a mudanca de coordenadas que coloca o sistema (6.10)) na forma candnica
de Jordan (7.13)) é a mesma para X e X~ e entdo a parametrizacdo de ¥ coincide depois

desta mudanca de coordenadas. Nesse caso, as Unicas familias de centros possiveis para

(7.12) sao as fornecidas nos itens (a)-(d) da Proposicao [7.13]

Proposicao 7.14. O sistema suave por partes continuo (7.12) com w™ = w™ tem um
centro no ponto de equilibrio (0,1,0) se, e somente se, arf # 0, aif = ag e uma das

condigoes (a), (b), (¢) ou (d) da Proposicao[7.13 é satisfeita.

Demonstragio. Para simplificar a notacao da demonstracao, eliminamos o sobrescrito =+

quando os coeficientes correspondentes de X+ e X~ sao iguais. Portanto, consideramos
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w+:w_:w,aI:aZ:a4,a;:a5_:a5a?:a7_:a7eag:a9_:a9.

Pela Proposigao sabemos que todas as familias detalhadas nos itens (a), (b), (c) e
(d) sdo familias de centros. Consequentemente, sé precisamos verificar que essas sdo as
Unicas familias quando wt = w~ = w. Para fazer isso, calculamos quatro constantes
de Lyapunov usando o método explicado na Secao para o sistema , com as

hipoteses adicionais desse caso, obtendo

2
_ + -
Ly _3wa7a9(a8 —ag),
T
2 2 2. 2 4
Ls =Sl <2a5a7a9(a7 + a3 +w?) — as(arag — 2ag ag — 4ag ajw?
7

— (ag + ag)w') = 2aza9(a3(ag)? + (a5)%a} + (af )?w?)),

4 —
L, :Wa5((a§—)2 _ (as )2)(0% — w2)(4a¢ + 3(1%11}2 + 2104)’

T
_ 2 +)2 2 2 2 + 2 —
Ls —W(% +(ag)* —w )(2a5a7a9 — asazag — azazag
wiap
2 2 — 2 2
+ 2asag ag + asag w® + asag w? — 2az(ag) a9>.
Resolvendo o sistema de equagoes Sp, = {Lg = ... = Ly = 0} obtemos as solugoes reais

dadas nas familias (a)-(d) da Proposigao e mais quatro solucoes complexas dadas

por{ag, +1/—(ag)? + w?, ay = £i/a} + w?, ag—ag}e{cw j:lag,as—as,w—O}

Isso conclui a prova pois estamos interessados em familias de centros reais e com w # 0.

Na préxima proposi¢do exibimos um sistema em X¥ com um foco-fraco de terceira
ordem no ponto (0, 1,0) a partir do qual 2 ciclos limite costurantes de pequena amplitude

bifurcam em S? com uma perturbacio continua em XZ.

Proposicao 7.15. Considere o sistema (7.12) com a5 = 1,a7 = 1,a5 = 3,a5 = 1,a9 =
0, e wt = w™ = 2. Entdo, o ponto de equilibrio p = (0,1,0) é um foco-fraco de terceira
ordem e existem 2 ciclos limite de pequena amplitude bifurcando de p, em S?, com uma

perturbagdo continua em Xi.

Demonstragao. Usando as expressoes de L;, ¢ = 2,...,5 dadas na proposicao acima,
concluimos que, para esses valores de parametros, temos Ly = 0 e Ly = 157/16 #
0. Portanto, adicionando o parametro do trago obtemos 2 ciclos limite costurantes de

pequena amplitude bifurcando do ponto de equilibrio (0,1,0) em S2. O]

Enfatizamos que, quando lidamos com uma perturbacao continua, ndo temos o pa-
rametro de deslize para obter a cota superior maxima para o nimero de ciclos limite
costurantes de pequena amplitude que bifurcam de um centro ou foco-fraco, como expli-
camos na se¢ao [7.2.2] Por causa disso, o nimero maximo de ciclos limite que podemos

obter bifurcando do foco-fraco de terceira ordem, na ultima proposicao, é 2.
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7.5 Ciclicidade local para campos de vetores quadra-

ticos em A5 com perturbacao suave por partes em

X

Nesta se¢ao, estudamos a ciclicidade local de centros e de um foco-fraco de campos
de vetores suaves quadraticos, com perturbacoes suaves por partes em X,. Os casos de

perturbagoes continuas ou refrativas também sdo analisados. Mostramos os resultados
obtidos nas Proposicoes e [7.17. A prova do Teorema segue diretamente da

Proposigao (c).

Seja X € A,. Como vimos na Segao o comportamento do sistema X pode ser
totalmente diferente em dois niveis diferentes de esferas invariantes. Portanto, restrin-
gimos nossa andlise & esfera unitdria S? = {(z,y,2) € R® : 22 + y* + 22 = 1}. Neste
caso, qualquer X € X, pode ser escrito na forma . Reescrevemos a seguir, para

facilitar a leitura.

. 2 2
T = —a1y — asz — a4y — azxrz — ay” — (ag + ar)yz — agz”,

. 2 2
Y= 0T — a3z + aq4x” + a10TY + gz — a11Y2 — Agz”,

Z = asx + agy + a5x2 + arxy + agrz + a11y2 + agyz.

Como vimos na Secao , (0,1,0) é um ponto de equilibrio de se, e somente se,
a1+ ayp =0 e az + a;; = 0. Assumimos essas condi¢Oes, no que segue, para que a origem
seja um ponto de equilibrio do campo de vetores projetado Px associado a X. Além disso,
como vimos na Secao (6.4 apds assumirmos duas condigoes extras ag = 0 e as + a7 = 1,
a origem sera um ponto de equilibrio do tipo centro-foco nao degenerado para Px se, e

somente se, a; = 0 e ag + 1 > 0. Escrevendo a, = 0 e w? = ag + 1, com w # 0, obtemos o
sistema ([6.4). Reescrevemos ([6.4) a seguir, para facilitar a leitura.

i =—ayy— (1 —a7)z —aszz +ay® + (1 — a7 — w?)yz — ag2?,
= a17 + a2 — arzy + (w? — Doz — aynyz,

2= (1—ar)x — any + asx® + azwy + agrz + ayy’.

Apébs uma reparametrizagao no tempo e a mudanga de coordenadas u = wu o sistema
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projetado obtido de (6.4)), ja assumindo a4 = 0, é

ai 5 as ar+2as 5 2a7 —w?
U=—v—-—u’— —uv — v uv
w 2uw? 4
2 2
w* + 2a7 — 2
! v3—a1w u4_a11w 3v—guv3+£v4,
2a5 — Ay )w a 2a7 — 1)w? ’
v—u—i—( 5~ o) u? + aguy — —L? (2a7 — Du” 4
2 2w 4
2w? + 2a7 — 3 3
— LA P T R Y MR BN B e
4 8 4 4 8w

Nos itens (a) e (b) da Proposigao mostramos que com uma perturbacao continua
(refrativa, respectivamente) em Xy obtemos 5 (6, respectivamente) ciclos limite costuran-
tes bifurcando de um centro na familia de centros (e) do Teorema[6.3] Além disso, quando
consideramos uma perturbagao suave por partes geral quadratica em X, obtemos 10 ci-
clos limite, como veremos no item (c) da Proposigao , que é, de fato, o Teorema .

Também exibimos uma perturbacao suave por partes quadratica do foco-fraco do sistema
(6.5)), em (0,1,0), na Proposicao [7.16]

A seguir, descrevemos como serdao as perturbagoes suaves por partes de X € A,
consideradas e quais sao as condi¢des que deixam essa perturbacao continua ou refrativa.
Seja X = X(x,a) € Ay dado por onde x = (z,9,2) e a = (a1, as,ar,ag, ajy, w).
Denotando a + ¥ = (a; + &7,...,w + ¢ ) consideramos uma perturbacio suave por

partes de X definida por

X(x;a+eh), 2 >0,

Yixe) = {X(X;&-FE), 2 <0, (7.16)

e o campo de vetores projetado associado, definida por (7.4, que é da forma

Px(wa+e"), v >0,

Py (u,e) = { (7.17)
Px(u;a+e), v <0,
onde u = (u,v) e Px(u,0) é dado por (7.15)).

Assim, quando € = 0 temos os sistemas analiticos nao perturbados e .
Seguindo a mesma ideia da ultima secao, diremos que a perturbacao do campo de vetores
X € X, é continua (refrativa) se ¢ continuo (refrativo, respectivamente) no conjunto
de descontinuidade. Com um célculo direto, vemos que ((7.16) é continuo (refrativo,
respectivamente) se, e somente se, e/ = ¢;, para i = 1,2,3,5 (¢ = ¢;, para i = 2,3,5,
respectivamente).

Observe que a origem estd no limite de dois segmentos de costura do sistema per-
turbado , bem como do nao perturbado. Isso porque assumimos que a origem é

um ponto de equilibrio do tipo centro para o sistema nao perturbado e os parametros
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perturbativos nao alteram a parte linear do campo. Se assumirmos az = —aj; + €7 ao
invés de ag = —ay1, podemos criar um segmento de deslize em uma vizinhancga da origem

pois, neste caso, o sistema projetado é da forma

(—a4u — v+ Oy(u,v), L (’)g(u,v)) :
w w

Assim, também usamos o parametro perturbativo 7 quando lidamos com uma pertur-
bacao suave por partes em vez de continuas ou refrativas, para obter mais um ciclo limite
costurante de pequena amplitude criando um segmento deslizante e usando a bifurcagao

de pseudo-Hopf, como foi explicado na Secao [7.2]

Com essas consideragoes podemos enunciar e provar os ultimos resultados.

Proposicao 7.16. Considere o sistema (6.5)). Entao, para o = £,/857/488 existe uma
perturbagcao suave por partes em Xy tal que ao menos 9 ciclos limite costurantes hiperbo-

licos de pequena amplitude bifurcam do ponto de equilibrio (0,1,0) em S?.

Demonstragio. Seja o = £4/857/488. No Teorema |6.4] vimos que (6.5)) é obtido de (6.4)
fazendo a; = —2a,a4 = 0,a5 = 1,a7 = 29/20,a5 = a,a1; = 2, e w = 2. Além disso,
p = (0,1,0) é um foco-fraco de ordem 4 e existe uma perturbagio suave, na familia A5,

para a qual 4 ciclos limite de pequena amplitude bifurcam de p em S2.

Agora consideramos uma perturbacao suave por partes
(aF,af,aF, a5, af, w®) = (=20 + 7,14+ 65,29/20 + 5, + €5,2 + 5,2 + 7)

no sistema suave por partes projetado ((7.15). Como vimos anteriormente, consideramos

o conjunto de descontinuidade {(u,v) € R? : v = 0} do sistema projetado e os parametros

perturbativos e* = (e7,...,ef) parav > 0e e = (e7,...,&5) para v < 0. Denotamos
por L;(g), com ¢ = (ef,...,ef,e1,...,&5), a constante de Lyapunov correspondente.

Usando o método explicado na Secao [7.2.2| computamos a série de Taylor das constantes

de Lyapunov até primeira ordem com respeito a ¢, LE—H(E), € escrevemos
Li(e) = LI(e) + Os(e).

Obtemos L[21](0) == Lg](O) =0e LE](O) # 0. Portanto, como a matriz formada pelos
coeficientes (Lgl], N LQ]) com respeito a € tem rank 7 considerando também o parametro
do traco e usando o Teorema da Func¢ao Implicita obtemos oito ciclos limite costurantes
hiperbodlicos. Finalmente, adicionando o parametro do deslize obtemos o nono ciclo limite

costurante hiperbdlico de pequena amplitude, concluindo a prova. O
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Proposicao 7.17. Considere o sistema

4 13 ) 4 59

iz—gy—gz—§x2+gy2—§yz—z2,
4 4

Y= =2 + 2z — =%y + 8xz — 2yz, (7.18)
13 ) )

2:§$—2y+§$2—§xy+$z+2y2.

(a) Eziste uma perturbagio continua de (7.18) em X5 tal que ao menos 5 ciclos limite
costurantes hiperbolicos de pequena amplitude bifurcam do ponto de equilibrio (0,1,0)

em S2.

(b) Existe uma perturbacao refrativa de (7.18) em X, tal que ao menos 6 ciclos limite
costurantes hiperbélicos de pequena amplitude bifurcam do ponto de equilibrio (0,1,0)

em S2.

(c) Eziste uma perturba¢io suave por partes de (7.18) em X5 tal que ao menos 10 ciclos
limite costurantes hiperbolicos de pequena amplitude bifurcam do ponto de equilibrio
(0,1,0) em S3.

Demonstragio. Observe que o sistema é obtido fazendo a; = 4/5,a4 = 0,a5 =
5/2,a7 = =5/8,as = 1,a1; = 2, e w = 3 em e, portanto, pertence a familia (e) do
Teorema Logo, (0,1,0) é um centro de . Além disso, pela Proposicao , existe
uma perturbacao suave na familia Xy para a qual ao menos 3 ciclos limite de pequena
amplitude bifurcam do ponto de equilibrio (0,1,0) em SZ.

Agora consideramos a perturbacgdo suave por partes
(a1, as, a7, as, a1, w) = (4/5 +e7,5/2 + €5, —5/8 + 3,1+ 7,2+ €5,3 + ¢7)

no sistema projetado . Como anteriormente, consideramos o conjunto de descon-
tinuidade {(u,v) € R?* : v = 0} do sistema projetado e os pardmetros perturbativos
et = (ef,...,ef) parav > 0e e = (e,...,65) para v < 0. Denotamos L;(g), com
e = (ef,...,e{,e1,...,€5), as constantes de Lyapunov correspondentes. Como vimos,
quando € = 0 a origem é um centro e, portanto, L;(0) = 0 para todo i¢. Usando o mé-
todo visto na Segao [7.2.2] computamos a série de Taylor das constantes de Lyapunov até

primeira ordem, L} (€), com respeito a &, e escrevemos
Li(e) = LI(e) + O (e).

No caso (a) ((b)) consideramos uma perturbagiao continua (refrativa, respectivamente)
desse centro. Como explicado anteriormente, isso implica que € = ¢;, para i = 1,2, 3,5

(ef =e;, parai = 2,3,5, respectivamente). Assim, a matriz formada pelos coeficientes de

i =



178 Centros e ciclicidade para campos suaves por partes definidos em esferas

( [21], cee L[71]) com respeito a € tem rank 5 (6, respectivamente). Adicionando o pardmetro
do trago e utilizando a Teoria de Melnikov, como explicado na Secao , obtemos 5, (6,
respectivamente) ciclos limite costurantes hiperbélicos de pequena amplitude bifurcando
de (0,1,0) em S%.

Finalmente, no caso (c) a prova segue pois a matriz formada pelos coeficientes de
(L[Zl], ce L[112]) com respeito a € tem rank 9, entdo, adicionando o pardmetro do traco
e usando a Teoria de Melnikov, como explicado na Secao [7.2.2] obtemos 9 ciclos limite
costurantes hiperbélicos de pequena amplitude bifurcando de (0,1,0) em S?. Adicionando
o parametro do deslize obtemos mais um ciclo limite, utilizando a bifurcacao de pseudo-

Hopf, o que finaliza a demonstracao. m



8 Conclusoes e trabalhos futuros

No Capitulo [4] estendemos os resultados de Peixoto [42, [43] para campos de vetores
suaves por partes refrativos definidos em esferas bidimensionais, no Teorema 4.2, Tam-
bém caracterizamos, no Teorema [4.3, o conjunto de codimensao-1 para tais sistemas.
Esses resultados foram fundamentais para obtermos o Teorema isto é, para exibir-
mos condigOes necessarias para que campos de vetores suaves por partes refrativos sejam
estruturalmente estaveis na classe de campos parcialmente integraveis R, com a integral
primeira H(z,y,2) = 2> +y*+2% A volta do Teorema é um objetivo mais dificil de ser
alcangado. Isso porque, mesmo se pedirmos que Z € 2§ * para todo A > 0, nao é imediato
que conseguimos estender a Y-equivaléncia para abertos de R?, mesmo se trabalharmos
em abertos do R? que nio contenham a origem. Outra questdo em aberto é a densidade
do conjunto Y. Além disso, ressaltamos que o Teorema nao tem carater global em
R? e, dessa forma, a discussdao nao engloba o infinito nem a origem do R?.

No Capitulo 3| estudamos bifurcagoes locais de codimensao-1 no espago X e Orbitas
nao trivialmente recorrentes. No Capitulo [5| obtemos respostas sobre a caracterizagao
do espaco de campos estruturalmente estaveis e de codimensao-1, nos Teoremas [5.1] e
b2l A volta do item (2) dos Teoremas e requer um melhor entendimento do
comportamento das pseudo-poli-trajetorias fechadas e pseudo-poli-trajetorias recorrentes.

No Capitulo [6] consideramos campos de vetores na classe X. O Teorema nos da
uma classificacdo geral dos campos lineares nessa classe. Além disso, classificamos os
centros em Xf e exibimos familias de centros para campos em X,. Infelizmente, nio
pudemos concluir a reciproca do Teorema por causa do enorme custo computacional
para fazer todos os calculos necessarios. A Proposicao [6.19] e o Teorema fornecem as
melhores cotas que obtivemos perturbando um centro (3 ciclos limite) e um foco-fraco
(4 ciclos limite, respectivamente) na familia X5. Vimos também que campos de vetores
homogéneos nessa familia apresentam comportamento semelhante em todas as esferas.
Isso nao ocorre para campos quadraticos. Entao uma pergunta interessante ¢ entender
como o comportamento do campo varia quando consideramos o raio como um parametro.

No Capitulo [7], provamos que campos na classe X € X; ndo possuem ciclos limite nas
esferas invariantes. Além disso, perturbando as familias de centros exibidas no Capitulo [

com perturbacao suave por partes provamos que existe X € Xy que admite ao menos 10

179



180 Conclusoes e trabalhos futuros

ciclos limite costurantes na esfera S?. Essa é uma boa cota de ciclos limite na familia X,
em relacao ao nimero de parametros livres. Além disso, como observamos na Secao [7.3.2
o problema de centros ciclicidade para sistemas suaves e suaves por partes pode ser es-
tudado para campos tridimensionais com hiperboloides ou outras superficies invariantes,

utilizando técnicas semelhantes as utilizadas neste trabalho.
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