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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar algumas das caracterizacOes alternativas de hori-
zontes de buracos negros. Diferentemente da nogdo cldssica de horizonte de eventos - que é global -
essas caracterizagdes sdo baseadas em referenciais quase locais, com a utiliza¢do de hipersuperficies
folheadas por superficies marginalmente aprisionadas. Serd discutida a geometria de hipersuperficies e
em especial, as superficies nulas e os conceitos de horizontes ndo-expansivel, isolados, de Killing e

dindmicos, além de uma breve discussao sobre as solu¢gdes dindmicas de Vaidya e McVittie.

PALAVRAS-CHAVE: Buracos negros. Horizontes. Superficie nulas.



ABSTRACT

The present work aims to present some of the alternative characterizations of black hole horizons.
Unlike the classical notion of event horizon - which is global - these characterizations are based
on quasi-local frames, with the use of hypersurfaces foliated by marginally trapped surfaces. The
geometry of hypersurfaces and in particular the null surfaces and the concepts of non-expanding,

isolated, Killing and dynamic horizons will be discussed, in addition to a brief discussion of Vaidya
and McVittie’s dynamic solutions.

KEYWORDS: Black holes. Horizons. Null surface.
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1 INTRODUCAO

Os buracos negros estio associados a alguns dos fendmenos mais poderosos de nosso universo,
como o colapso gravitacional de estrelas, nicleos galacticos ativos e as ondas gravitacionais emitidas
por sistemas bindrios de buracos negros. Eles desempenham um importante papel na fisica gravitacional
e a teoria matematica subjacente € extraordinariamente rica (ASHTEKAR; KRISHNAN, 2004). Foi
durante as décadas de 1960 e 1970 que as propriedades classicas de solu¢des exatas e estaciondrias
foram investigadas e também provados teoremas de singularidade e unicidade (BOOTH, 2005).

Buracos negros sdo caracterizados pela existéncia de um horizonte que cobre seu interior. A
primeira nocao de horizonte é devida aos estudos das solucdes estéticas e estaciondrias de buracos
negros em Relatividade Geral, e ¢ denominada de horizonte de eventos (FARAONI, 2015). O horizonte
de eventos € definido como a fronteira futura do passado causal do futuro infinito nulo (ASHTEKAR;
KRISHNAN, 2004)

H =] (IHNM, (1.1)

sendo .# um espaco-tempo assintoticamente plano, munido de uma métrica Lorentziana g, #* o
futuro infinito nulo, e J~ o passado causal do futuro infinito nulo. Essa definicdo de horizonte de
eventos engloba as caracteristicas mais peculiares de um buraco negro, como a ideia de que um
observador externo ndo pode olhar o que ha dentro dele (FARAONI, 2015). No entanto, a defini¢do
classica 1.1 de horizonte de eventos ndo € mais aplicavel quando se quer tratar de espacos-tempo
cosmoldgicos que ndo sdo assintoticamente planos (GOURGOULHON; JARAMILLO, 2008).

O fato de um horizonte de eventos fazer referéncia ao futuro infinito nulo, implica que para saber
se existe de fato um buraco negro em alguma regido do espaco-tempo € necessario conhecer toda sua
estrutura, por isso, diz-se que um horizonte de eventos constitui uma definicdo global. Além disso, sua
natureza teleoldgica, respondendo com antecedéncia a eventos que ocorrerdo no futuro e a auséncia de
relacdo com a presenga de campos gravitacionais fortes € um grande limitante em estudos de situacoes
totalmente dinamicas (ASHTEKAR; KRISHNAN, 2004).

Caracterizacdes de horizontes de buracos negros baseadas em referenciais quase locais, utilizando
folheacao de hipersuperficies por superficies marginalmente aprisionadas, sao alternativas ao conceito
global de horizonte de eventos. Além de fornecer ferramentas poderosas para relatividade numérica e
simulagdes computacionais, possibilita o confronto entre os dados observacionais e a teoria. Com os
recentes avangos observacionais como a deteccdo de ondas gravitacionais emitidas por bindrios de
buracos negros, e a imagem capturada pela colaboracdo Event Horizon Telescope essa abordagem € de
suma importancia.

Nos proximos capitulos serdo discutidas de modo detalhado as definicdes e propriedades dessas
caracterizagdes locais. No primeiro capitulo serd introduzido de modo heuristico por que superficies
nulas devem representar um horizonte de buraco negro em equilibrio e serdo discutidos os principais
resultados relacionados a geometria dessas superficies. Isso estd de acordo com a defini¢do classica
1.1, pois uma vez que .77 € suave, ele deve ser uma superficie nula (GOURGOULHON; JARAMILLO,
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2008) (GOURGOULHON, 2022).

Nos dois capitulos seguintes sdo discutidas no¢des de referenciais que modelam buracos negros em
equilibrio, como os horizontes de isolados e os horizontes de Killing. No capitulo 5 serdo discutidos
os horizontes dindmicos, com a anélise das solu¢des dinamicas de Vaidya e McVittie.

Por fim, nas discussdes que seguem serd assumido que o espaco-tempo € uma variedade Lorentziana
M , 4—dimensional, munido de uma métrica g, com uma conexao afim V compativel com a métrica,

e que a equacdo de campo de Einstein é dada por

1
R;w = Ag,uy + 87 (T/u/ - §Tg;u/) ) (12)

onde A € a constante cosmoldgica, T}, o tensor energia-momento e 7' o traco do tensor energia-
momento.
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2 GEOMETRIA DE SUPERFICIES NULAS

O presente capitulo tem como objetivo desenvolver as ferramentas matematicas que serdo de suma
importancia nos capitulos posteriores.

Buraco negro € uma regido do espagco que nenhum tipo de particula pode escapar, sendo elas
massivas ou ndo. Portanto € natural questionar se deve haver alguma fronteira que delimita tal regido.
A essa fronteira di-se o nome de horizonte de eventos, ou simplesmente, horizonte. O horizonte €
uma membrana unidirecional, pois s6 pode ser atravessado em um Unico sentido, da regido exterior ao
buraco negro para a regido interior, dado que nada pode escapar dele. Segundo (FARAONI, 2015) os
horizontes de buracos negros sao formados por geodésicas nulas que ndo atingem o infinito e por isso
devem ser superficies nulas. Diante disso, serd visto na sec¢do 2.1 que, de fato, superficies nulas sdo
boas candidatas a modelar o horizontes de buracos negros.

Ap6s expor e discutir sobre as classificacdes de hipersuperficies em variedades lorentzianas (se¢ao
2.1), e motivado do porque o horizonte de eventos deve ser uma superficie nula, serd discutida em

detalhes a geometria dessas superficies.

2.1 HIPERSUPERFICIES EM VARIEDADES LORENTZIANAS

Considere o espago-tempo sendo uma variedade lorentziana .7, 4-dimensional, munida de uma
métrica g. Uma subvariedade > de .#, 3-dimensional (codimensao 1) é denominada de hipersuperficie.
As hipersuperficies dividem localmente uma variedade em duas regides.

Em uma variedade lorentziana (.#, g), as hipersuperficies ¥ podem ser classificadas via métrica
induzida g|y; em X por g como segue (GOURGOULHON, 2022):

* ¥ serd do tipo-tempo se a assinatura da métrica induzida for g|s. = (—, +, +), ou seja (X, g|s) é

uma variedade lorentziana;

* ¥ serd do tipo-espaco se a assinatura da métrica induzida for g|y, = (+, +, +), ou seja, (X, g|s)

€ uma variedade riemanniana;

* ¥ serd do tipo-nula se a assinatura da métrica induzida for g, = (0,+, +), ou seja, g|x é

degenerada.
Pode-se ainda, classificar as hipersuperficies X em .# via seus vetores normais n.

* Se n for do tipo-espaco X serd do tipo-tempo;
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Figura 1 — Cone de luz representando a estrutura causal do espago-tempo, linhas de mundo do tipo-
tempo ou nula sé podem viajar no seu interior. O plano em verde ilustra uma hipersuperficie
tipo-tempo . dividindo localmente o espaco-tempo, e seu vetor normal n € do tipo-espago.

Fonte: Produgédo do préprio autor.

* Se n for do tipo-tempo, X serd do tipo-espaco;

Figura 2 — Cone de luz representando a estrutura causal do espago-tempo, linhas de mundo do tipo-
tempo ou nula sé podem viajar no seu interior. O plano em verde ilustra uma hipersuperficie
tipo-espaco X dividindo localmente o espago-tempo, e seu vetor normal n € do tipo-tempo.

Fonte: Produgdo do préprio autor.

* Se n for do tipo-nulo X serd do tipo-nula;
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Figura 3 — Cone de luz representando a estrutura causal do espago-tempo, linhas de mundo do tipo-
tempo ou nula s6 podem viajar no seu interior. O plano em verde ilustra uma hipersuperficie
nula > delimitando exatamente até onde linhas de mundo do tipo-nulas podem estar, e o
vetor em preto ilustra o normal nulo n.

Fonte: Produg¢do do préprio autor.

As hipersuperficies nulas possuem a caracteristica inica de que seu vetor normal € ortogonal e

tangente a ela a0 mesmo tempo por defini¢do, uma vez que
g(n,n) = 0. 2.1)

Uma vez definidas as hipersuperficies em uma variedade lorentziana, pode-se analisar o comportamento
das linhas de mundo cruzando elas, uma vez que elas dividem o espaco-tempo em duas regides.
Assumindo linhas de mundo do tipo-tempo ou o tipo-nula direcionadas para o futuro, elas podem
cruzar hipersuperficies do tipo-tempo de uma regido 1 para uma regido 2, ou da regido 2 para regido 1,
sem nenhum empecilho, de tal forma que hipersuperficies do tipo-tempo sdo membranas bidirecionais

(ver Figura 4).

Figura 4 — Linhas de mundo do tipo-tempo (vermelha e amarela), direcionadas para o futuro cruzando
uma hipersuperficie do tipo-tempo.

Regido 2 Regido 1

Fonte: Produgado do préprio autor.
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Para hipersuperficies do tipo-espago, linhas de mundo do tipo-tempo ou do tipo-nulas direcionadas

para o futuro, podem cruzar da regido 2 para regido 1, mas ndo em sentido contrario (ver Figura 5).

Figura 5 — Linhas de mundo do tipo-tempo (vermelha e amarela), direcionadas para o futuro cruzando
uma hipersuperficie do tipo-espaco.

Regiao 1

Regiao 2
Fonte: Produgdo do préprio autor.

Em hipersuperficies nulas, linhas de mundo do tipo-nulas direcionadas para o futuro podem cruzar
de uma determinada regido 2 para regido 1, porém quando tentam cruzar da regido 1 para regiao 2

ficam presas na hipersuperficie como ilustra a Figura 6.

Figura 6 — Linhas de mundo do tipo-tempo (vermelha e amarela), direcionadas para o futuro cruzando
uma hipersuperficie nula.

Regiao 1 Regiao 2

Fonte: Producdo do préprio autor.

Hipersuperficies do tipo-espaco e hipersuperficies nulas sdo unidirecionais, ou seja, s6 podem ser
atravessadas em uma unica dire¢do. Diante dos comportamentos apresentados, as hipersuperficies
nulas sao naturalmente escolhidas para modelar o horizonte de eventos. Por simplicidade, elas passarao

a chamadas apenas de superficies nulas, e denotadas por 7.

2.2 SUPERFICIES NULAS E NORMAIS NULOS

Seja 7/ um aberto em .# em torno de algum ponto de .7#°, um campo escalar suave ¢ : % — R

define uma superficie nula se'

Vpe d, peH <— P(p) =0. (2.2)

' Apesar de estarmos nos restringindo o estudo de superficies nulas, a presente definicio pode ser estendida para
superficies do tipo-espaco e tipo-tempo (ver (POISSON, 2004) e (CARROLL, 2003)).
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Vad 40 2.3)

A condicdo (2.3) acima garante que a superficie € regular, ou seja, que ela ndo pode se auto-
interceptar (GOURGOULHON, 2022).

Considere um campo vetorial £ direcionado para o futuro; £ serd normal a 77 se, e somente se,

g(£,£) =0, 2.4)

ou seja, £ ¢ um campo vetorial do tipo-nulo.

Como £ ¢ definido apenas em .7, e ndo em uma vizinhanga da superficie, ndo pode ser tomada a
derivada covariante V£ uma vez que nao foi introduzida uma conexao definida intrinsecamente em
¢ . Entretanto, pode-se assumir £ definido em uma vizinhanca de .# folheada por uma familia (J¢)¢
de superficies nulas rotuladas por @, tal que que para cada valor de ® definido em 2.2 tem-se um
elemento da familia de superficies nulas, e para ® = 0 obtém-se 7. Esse procedimento faz com que
£ nio esteja confinado apenas em .7#°, mas em uma vizinhanca da superficie, possibilitando que possa
ser tomada a derivada covariante usando a conexdo de variedade .Z .

Dado um vetor v € T,,.#, v serd tangente a superficie .7’ definida pelo campo escalar ® (2.2) se,

€ somente se,
g(Vo,v) =0, (2.5)
ou em notacdo indicial
v*Vo® = 0. (2.6)

Portanto o campo vetorial definido pelo gradiente V@ deve ser colinear ao campo vetorial normal

£, pela defini¢do dada pela equagdo 2.5. Pode-se sempre escolher um campo escalar p, tal que
L= —e’Vo, (2.7)

ou seja

0P
O POk — P gOH
14 e’ gV, ® e’q Dt (2.8)
A constante que relaciona £ com V® deve ser estritamente negativa. Essa escolha € sempre
possivel devido a escolha do campo escalar ®. Se ® estd aumentando € direcdo ao futuro, £ serd

direcionado para o futuro (GOURGOULHON, 2022).
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2.3 IDENTIDADE DE FROBENIUS

Considere o dual do campo vetorial tipo-nulo normal a J7”:
ly = —e’V,P. (2.9)
Tomando a derivada covariante da equagdo 2.9, obtém-se
Valg = Vo (=€’ Vd) = Vop(—e’ VD) — e’V V0 = (Vap)lsg — e’ pV V5 d. (2.10)

Antissimetrizando e usando a propriedade de que a conexdo € livre de tor¢do (V,Vgd = V3V, P)

tem-se:

Vals — Vala = Vapls — " pVoVs® — Vply + €*pV sVo® = Vopls — Vapl,,

Vagg - Vﬁga = Vapﬁg - Vgpga. (2.11)
Usando a derivada exterior e o produto exterior pode-se escrever ainda a equagdo 2.11 como
d¢ =dp AL (2.12)

A equacdo 2.12 reflete o teorema de Frobenius em sua versdao dual (WALD, 1984) que da um critério
para verificar se .72 € uma superficie ortogonal. Isso significa que £ € ortogonal a uma familia de
superficies que folheia .#Z (POISSON, 2004) como descrito na sec¢io 2.2.

2.4 GERADORES GEODESICOS NULOS

Como citado anteriormente, os horizontes sdo formados por raios nulos que ndo atingem o infinito,
e por isso devem ser superficies nulas (FARAONI, 2015). No entanto, exceto pela discussdo qualitativa
feita na sec¢do 2.1, que mostrou que linhas de mundo do tipo-nulas ficam presas em superficie nulas
quando tentam atravessar uma determinada regidao, nenhum resultado mais formal foi apresentado,
mostrando que elas de fato geram a superficie nula.

Essas linhas de mundo sdo geodésicas nulas que podem ser associadas a raios de luz tentando
escapar de um buraco negro (Figura 6), no entanto ficam presas no seu horizonte, evidenciando uma
das principais caracteristicas de sua definicao, a inescapabilidade.

Como superficies nulas foram escolhidas para modelar um horizonte de buraco negro, é esperado

que elas sejam de fato geradas por raios nulos, e isso é enunciado no resultado a seguir

Proposicao 2.4.1. Qualquer superficie nula ¢ é governada por uma familia de geodésicas nulas
chamadas de geradoras de 7, e cada normal do tipo-nulo £ a 7€ ¢é tangente a essas geodésicas

nulas.
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Demonstragcdo. Contraindo a identidade de Frobenius (equagdo 2.11) com o vetor nulo ¢“:

0N g — N gl = L3N oplg — NV gp LY, . 2.13
8 ; pts 8P - (2.13)
Como
V(l*l,) =20V gl, =0, (2.14)
tem-se
OV ol =1V o plg. (2.15)
Definindo
K =L"Vap =V yp, (2.16)
obtemos a equacgdo
E"‘Vaéﬁ = IQEB. (217)

Tomando o dual métrico das equagdo (2.18), obtém-se
Vil = Kk, (2.18)

A equacgdo acima mostra que os campos de linhas de £ sdo geodésicas devido ao fato de satisfazer a

equagao geodésica. [

Portanto a proposi¢ao 2.4.1 mostra que de fato, assim como os horizontes, as superficies nulas
sdo geradas por raios nulos, e o campo vetorial do tipo-nulo £ abarca seus vetores tangentes, ou numa
abordagem fisica, seus vetores velocidade. A condicdo acerca da inescapabilidade desses raios sdo

discutidas na secao 2.6.

Corolario 2.4.1. O normal do tipo-nulo £ pode sempre ser reescalonado por um campo escalar

positivo o
Ll =0k, (2.19)
de modo que £ seja um campo vetorial geodésico, ou seja,
Vot =0. (2.20)
Demonstragdo. Das equagoes (2.18) e (2.19) temos que
VK/E' = (Vo + ko)l

onde, de modo andlogo a equacdo 2.18, tem-se que o comportamento de ~ definido na equagdo 2.16

sob reescalonamento de £ é dado por

K =V po + ko. (2.21)
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Como o > 0,
Ve/el =0 < Vylno=—x. (2.22)

Portanto para que se obtenha de £ um campo vetorial geodésico a equagdo diferencial ordindria
(equagdo 2.22) deve ser resolvida afim de obter o campo escalar o para que o reescalonamento

(equagdo 2.19) resulte em um campo vetorial geodésico de normais do tipo-nulo. [

O normal do tipo-nulo £ é um vetor pré-geodésico, uma vez que nio satisfaz identicamente a
equagdo 2.18. Isso significa que o gerador de 7 cuja o qual £ € tangente, ndo estd parametrizado
por um parametro afim A. Porém pelo corolério 2.4.1, pode-se fazer um reescalonamento (equacao
2.19) afim de que os geradores de .7 sejam parametrizados por um paradmetro afim \ e seus vetores
tangentes £’ sejam vetores geodésicos. Portanto £ e £’ sdo evidentemente colineares € compartilham o
mesmo campo de linhas. O coeficiente x definido pela equacao (equagdo 2.16) por estar diretamente

associado a £ devido ao fato dele ser um vetor pré-geodésico é denominado de coeficiente ndo-afim.

Figura 7 — Parte superior de um cone de luz como uma superficie nula, com geradores geodésicos
nulos e o do tipo-normal nulo £.

Fonte: Produgdo do préprio autor.

Outro resultado de suma importancia para a geometria de superficies nulas € enunciado e demons-

trado a seguir

Lema 2.1. Todo vetor tangente a uma superficie nula é do tipo-espaco ou do tipo-nulo. No iiltimo

caso, ele também é tangente aos geradores geodésicos nulos.

Demonstracdo. Sejam v e £, respectivamente, vetor tangente a superficie nula .77 e seu vetor normal.
Por definicdo tem-se que g(€,v) = 0 e g(£,£) = 0. Uma vez que os vetores podem sempre ser
escritos numa base ortonormal tal que v = (v, v!,v% v3) e £ = (£0 (1, (2, (3), tem-se que (%00 =
ol + 0% + +0303 e (1°)2 = (01)% + (£2)% + (£3)*. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

obtém-se

()7 4+ (20 + (B)) (W) + (0P + (05)2) = (P + 0?4 PP)? = (00 (2.23)
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o que implica g(v,v) > 0. Caso g(v,v) > 0, v serd do tipo-espago, ou entdo se g(v,v) = 0, v serd do

tipo-nulo, colinear a £ e portanto tangente aos geradores geodésicos nulos. 0

2.5 SECAO TRANSVERSAL

A secdo transversal de uma superficie nula é a primeira parada antes de introduzir o conceito de
expansdo de uma superficie nula, que serd discutido na préxima sec@o. Define-se secdo transversal

como

Definicao 2.1. A secdo transversal de uma superficie nula 7, é uma subvariedade . de M com

codimensdo 2 (dim . = 2), tal que:
* o vetor normal do tipo-nulo £ ndo é tangente a . em nenhum ponto;
* cada gerador geodésico nulo de 7€ cruza . uma, e apenas uma, vez.

A secdo transversal de uma superficie nula . € o que delimita o Horizonte de um buraco negro
e portanto € ela que dd o seu formato e permite localizd-lo (a grosso modo é o que veriamos em
uma observagao), por isso serd assumido que as se¢des transversais sao variedades fechadas, ou seja,
compactas e sem fronteiras.

Munidos da defini¢do de secdo transversal e da condicdo de que . deve ser uma variedade fechada,
a topologia de .77’ serd um “tubo” ou “cilindro” (GOURGOULHON, 2022)

A =R xS (2.24)

Para o caso de buracos negros 4-dimensional padrdo, como o de Schwarzschild, 77 ~ R x S2.

Proposicao 2.5.1. Qualquer secdo transversal .# de uma superficie nula, é do tipo espaco. Ou seja,

todos os vetores tangentes a . sdo do tipo-espago.

Demonstragdo. Sejap € . e v € T,/ um vetor tangente a .. Pelo Lema 2.1, tem-se que v deve
ser tipo-espago ou tipo-nulo, e no tltimo caso serd tangente aos geradores geodésicos nulos que passam
por p. No entanto, nesse caso os geradores seriam tangentes a .’ o que nao € possivel pela definicdo

2.1. Portanto v € necessariamente do tipo-espago, o que prova que . € tipo-espago. U
Seja p € . um ponto qualquer, pode-se definir a métrica induzida q por g em . via

Definicao 2.2.
V(u,v) e T, xT,., qlu,v) =g(u,v). (2.25)

Uma vez que . é do tipo-espaco (Proposicdo 2.5.1), a métrica induzida q deve ser positivo
definida,

Wwel,”, qv,v)>0 e q(v,v)=0 <= v=0, (2.26)



23

ou seja (., q) é uma variedade Riemanniana. Portanto dado um ponto p € .%, o espago tangente

T, deve possuir um completar ortogonal 7’ 1}45” tal que
Tyl =T, & Ty, (2.27)

de forma que T, plﬂ deve ser necessariamente do tipo-tempo para que a assinatura da métrica do
espago-tempo seja g = (—, +, +, +). Como a dimensdo de 7,,.¥ ¢ 2, a dimenséo de Tp{? deve ser 2,
uma vez que a dimensdo de 7},.# é n. Portanto TPLY € um 2-plano do tipo-tempo formado por duas
dire¢cdes independentes € munido de uma métrica lorentziana. A base de 1, pl&’ serd formada por dois
vetores do tipo-nulo linearmente independentes, o normal do tipo-nulo £ e um vetor do tipo-nulo k, de

modo que as seguintes relacdes sejam satisfeitas:

Figura 8 — Plano em verde indicando o complementar ortogonal TPLY , € os vetores £ e k indicando
duas direc¢des linearmente independente do tipo-nula que sdo sua base. A secdo transversal
indicada por . deve estar fora do cone de luz, uma vez que € do tipo-espaco, e TPLY
indica seu plano tangente.

Fonte: Produgdo do préprio autor.

e, =0,
Kk, = 0,
[ (2.28)

Uma vez dada .#’, o normal do tipo-nulo £ e a condi¢cdo dada pela equac@o2.28, a escolha do vetor
tipo-nulo k € dnica (GOURGOULHON, 2022).

A forma bilinear q € definida apenas em 7,,.% inicialmente, mas pela decomposi¢do ortogonal
(equagdo 2.27), pode-se estendé-la a todos os vetores de T},.# , exigindo

weT s, qv,-)=0. (2.29)

Ademais, dado um par de vetores (u, v) de vetores de 7,,.#, a soma direta (equagdo 2.27), implica
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uma decomposicao dnica
u=ul+ut e v=vl+vt com ul vle T,7, ut vte T;Y, (2.30)
que permite, usando a bilinearidade de q e a propriedade dada pela equacio 2.29, obter
V(u,v) € Tptt x Ty tt, q(u,v)=qul v (2.31)

As equacdes 2.2 e 2.31 podem ser consideradas juntas a definicao de q. Uma defini¢do equivalente é

dada como segue

Proposicao 2.5.2. A métrica induzida q pode ser definida explicitamente como

=8 +LRk+k®E, (2.32)

onde L e k sdo os duais das direcoes tipo-nula linearmente independentes dada pela equagdo 2.28.

Demonstracdo. Serd mostrado que a equacao 2.32 implica as equacdes 2.25 e 2.31. Dado o par de

vetores (u,v) € 1,4, da equagdo 2.32 tem-se que
qu,v)=u-v+ (£ -u)(k-v)+ (k-u)(£-v). (2.33)

Como £ e k sdo bases de T’ p{V e dada equagdo 2.30, pode-se escrever os vetores como

u=ul+u’2+u'k e v=vl4+o%+0'k (2.34)
Usando a equagdo 2.28,
u-v=ul vl — 0" — 10, (2.35)
£-u=—u'
k-u=—u
L-v=—v'
k-v=—"

obtém-se que da equacdo 2.33
q(u,v) =ull - vl — % — 00 + 0w + Ot = ull - vl (2.36)

i.e. a equagdo 2.25. [

Dada a métrica q via defini¢do 2.32, pode-se definir a métrica dual
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Definicio 2.3. A métrica dual é um tensor do tipo (1,1) dado por

q=1+Lk+k®L (2.37)
ou em notagdo indicial

¢% = 6% + (kg + k0. (2.38)

Uma consequéncia imediada da definicdo acima € enunciada como segue

Corolario 2.5.1. 7 € o projetor ortogonal sobre secdo transversal ./
Wwel,d, ¢ =yl (2.39)
Demonstragdo. Da equacdo 2.38 tem-se que

g7 = 6%0° + (kgl® + k50", (2.40)

q5k” = 6%Gk" + (kgh” + KUk, (2.41)

portanto usando equagdo 2.28

q) =0, (2.42)
q(k) =0.
Dado v € T,.# , pode-se decompor como na equacdo 2.34 tal que
qV) =qO) +"q @) + 0 q (k) (2.43)
e da equacgdo 2.42
q(v) =Vl (2.44)
]

Como ja mencionado (£,k) formam uma base nula de TI}Y . Entretanto, uma base ortonormal

(n, s) pode ser obtida via

— 104k
noTett (2.45)
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O inverso pode ser facilmente obtido

£ =n+s
2.46
{ k =i(n—s). (2:40)

Usando a equag@o 2.28, pode-se verificar que (n,s) é uma base ortonormal de um plano Lorentziano

L .
pr,ouseja
n-n=-1, s-s=1 e n-s=0. (2.47)

Se a defini¢do 2.5.2 de métrica induzida for escrita em termos dos vetores ortonormais (n, s) utilizando

a equacdo 2.46, seré obtido
q=g+tnANn+s®s. (2.48)

2.6 FOLHEACAO DE SUPERFICIES NULAS

Dado um parametro infinitesimal ¢ > 0, tome um ponto p € .¥ e desloque-o ao longo do vetor
infinitesimal £, obtendo assim um ponto p.. Uma vez que £ € tangente a 7 e p € J¢, tem-se que
pe € S (Figura 9). Repetindo isso para cada ponto em ., mantendo o valor de ¢ fixo, define-se uma
nova superficie .7 de codimensido 2. Diz -se que .. é obtido de .¥ via transporte de Lie ao longo de
£ pelo parametro €. Pode-se ainda variar € de tal forma a obter uma familia .%, tal que para . = .,
e uma vez que p. € .7, Vp € .7, tem-se que .7, C 5 (GOURGOULHON, 2022).

Figura 9 — Transporte de Lie da secdo transversal .# ao longo de £, resultando em uma nova secio
transversal .7..

¢ ¢

Fonte: Produgdo do préprio autor.

Definicao 2.4. Em cada ponto p € ., a expansdo de . ao longo de £ ¢é definida a partir da taxa de
variagdo 9( ) do elemento de drea 6 A — 0 A, em torno de p (Figura 9)

154, — 6A

. 1 5
Oy =lim——— = LyIn /g = 50" Ly (2.49)
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onde Ly é a derivada de Lie ao longo do normal nulo e q,, a métrica induzida em % e q seu
determinante.

O elemento de drea 0 A pode ser calculado via
6A = 7 €(dxy, dxs),

p P . .« . . . . s, ~
onde € é o tensor de Levi-Civita induzido, e associado com métrica q de .7, dx, e dx3 sdo vetores

infinitesimais que delimitam 9.5.

7

Proposicao 2.6.1. Seja (n,s) é uma base ortonormal de ij , 0 tensor ” € é induzido em ./ via o

tensor de Levi-Civita do espago-tempo € por meio
€ = €(n,s, ...), (2.50)

ou em notagdo indicial

S
€102 = €aprinat"S . (2.51)

Demonstragdo. A equacdo 2.50 define uma 2—forma linear totalmente antissimétrica em 7,,.”. Como

para dimensdo de 7},.% o espago de tais formas € 1-dimensional, tem-se necessariamente que € = ¢” e,

onde ¢ é uma constante de proporcionalidade. Uma vez que €(n, s, dxs, dx3) é o volume de um
paralelepipedo 4—dimensional construido com os vetores n, s, dx, € dx3, sendo n e s vetores unitarios

com respeito a métrica g, tem-se
€(n, s, dxs, dx3) = 0A (2.52)

e portanto ¢ = 1. [

Corolario 2.6.1. Se £ for do tipo-nulo em uma vizinhanga de ¢, a expansdo de . ao longo de £

(equacgdo 2.49) pode ser expressa via
9(& =V -L—k (2.53)

onde k é o coeficiente ndo afim do normal tipo-nulo definido na equagdo 2.16.

Demonstragdo. Partindo do tltimo termo do lado direito da Definigdo 2.4, substituindo ¢, segundo a

equacdo 2.32 e usando a regra de Leibniz, tem-se
1 4
(9(6) = 5(]“ (Legu,, + Leﬁuk‘y + guLek’V + Lﬂk‘uﬁy + kuLe&,) . (2.54)
Expressando a derivada de Lie em termos da derivada covariante, obtém-se

Lyguw =" Vagu +9 Vil + 9V LS =V b, + VL.
~——

0
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Como £ e k sdo ortogonais a ., tem-se que ¢**¢, = 0 e ¢"”k,, = 0, portanto
1 w
9(3) =54 (Vul, +V,0,). (2.55)
Como ¢"” € simétrica

00, = 0"Vl (2.56)

Expressando ¢ via equacao 2.32, usando a equagdes 2.16, e 2.28 e assumindo que £ € do tipo-nulo

em uma vizinhanga de J7, tem-se que

00, = (9" + 'K + K'0)V .0, (2.57)

= gV, + OV 0, K+ KRV L, (2.58)
T HO/_/

=V, 0" — k. (2.59)

Escrevendo a divergéncia de £ como V - £ = V (*
9(3) =V .L—k. (2.60)

]

Apesar da defini¢do 2.4 dar a primeira impressdo que a expansdo de .’ depende de sua escolha
especifica, no sentido em que se for escolhida uma nova secao transversal .’ a expansao devera mudar,

isso ndo parece mais evidente na equagdo 2.53, e de fato ndo devera ser, pois

Figura 10 — Duas secdes transversais . e .%’ passando por um ponto em comum p.

Fonte: Produgdo do préprio autor.

Proposicao 2.6.2. A expansdo 9(5) depende apenas da escolha do vetor normal tipo-nulo £ na

superficie nula 7. Logo, 0( 0 indica a expansdo da superficie nula ao longo do normal do tipo-nulo.

Demonstracdo. Considere duas se¢Oes transversais . e .’ passando por a0 menos um ponto em

comum p. Seja dx um vetor infinitesimal tangente a uma das se¢des transversais com origem no ponto
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p onde as secdes transversais se interceptam, e dx’ também um vetor infinitesimal tangente a outra

se¢do transversal ., com a mesma origem que dx (Figura 10). Pode-se obter dx’ via

dxX' = dx + e, 2.61)

onde €€ € um deslocamento infinitesimal ao longo dos geradores geodésicos nulos. Pode-se ainda

calcular o quadrado escalar de dx’
dx' - dx' = dx - dx + 2edx - £+ %L - £, (2.62)
levando em consideracdo a ortogonalidade entre dx e £, temos:
dx' - dx' = dx - dx. (2.63)

Logo todos os comprimentos de segmentos com origem no ponto em comum das se¢des transversais

nao dependem da escolha da se¢do transversal. 0

Se o normal tipo-nulo for reescalonado £ — £ = af onde o é uma campo escalar positivo, a

expansdo 0 &) estard relacionada com 9( ¢, por meio de
9(6’) :V-E'—/i’:aV-E—i—Veoz—Veoz—ﬁa, (2.64)
onde no lado direito da expressdo acima usa-se a equacao 2.21. Portanto

9(6/) =V -l -k =a(V-L—k) = ab g, (2.65)

A expansdo de uma superficie nula indica a taxa com a qual a drea da se¢do transversal muda ao
longo do normal tipo-nulo £, como expresso na defini¢do 2.4. Como visto na secio 2.4, o normal £
pode ser associado aos raios de luz tentando escapar do horizonte. No entanto, dada a condi¢do de
inescapabilidade de um buraco negro, eles sempre ficardo presos no horizonte e portanto a taxa com
a qual a drea dessa secdo transversal deve mudar ao longo de £ serd nula, i.e, 9( 0= 0. Isso implica,
como serd visto no capitulo 3, que a drea do horizonte é constante, a0 menos para buracos negros em
equilibrio.

Apesar de inicialmente a expansao 9( ¢) Ser definida utilizando a se¢do drea da secdo transversal
7, ela descreve como os raios de luz cujo vetor velocidade é £ se comportam em uma determinada
regiao do espago-tempo. Isso pode ser visto com mais clareza por meio do corolério 2.6.1 que associa
a expansao 9( ¢) Apenas ao vetor £. Portanto se 9( 0> 0 diz-se que os raios de luz divergem, ou seja,
eles podem viajar infinitamente longe para fora da fonte que os originaram. Se 9( o < 0 os raios de luz
convergem e vao em dire¢do a um unico local. Finalmente, se 9( 0= 0 os raios de luz ficam preso na

fonte que os originaram.?.

2 Uma discussio acerca do comportamento de raios de luz no horizonte é feita em mais detalhes no capitulo 5.
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2.6.1 TENSOR TAXA DE DEFORMACAO E DE CISALHAMENTO

Definicao 2.5. A taxa de deformagdo © da secdo transversal . ao longo do normal tipo-nulo £ é

definida como a derivada de Lie da métrica induzida q ao longo de £ em ./
O = 17*L (2.66)

sendo 7* a agdo do projetor ortogonal de ./ em L pq.

A atuagdo de ?* permite estender a definicdo de ®, definido inicialmente apenas para vetores de
T, , para todos vetores de 1, :

V(u,v) € Tyt x Tyt %E*qu(u, V) = Lya(q (w), G () 2.67)

Pode-se observar que, uma vez que q é simétrica, ® também serd um campo simétrico em ..

Em notacdo indicial, a equacgdo 2.66 torna-se

1
© = S dud's Lyt (2.68)

Expressando a derivada de Lie na equacdo 2.68 em termos da derivada covariante V, e usando a

equacao 2.32, obtém-se

1
Oup = 5008’3 Volu + 4r Vil + Guo VL)

2

1
= Eq"aq”ﬂ[ﬁa(l{:yvgéu +0,Vok, + kN, + 0,V k) + V0, + k0N 07
——

0

kgl V% + NVl + Lk 07 + Ky 0,07,

0

Como ¢/, ¢, = 0 e ¢, k, = 0 aexpressdo acima é simplificada de forma a obter-se
Oup = q‘;q”ﬂvuﬁy. (2.69)
Substituindo o projetor ortogonal ¢", na equagéo 2.69 pela equagio 2.38
Oap = (6", + ko + K'o) (6" + (kg + k") V Ly, (2.70)
realizando algumas manipulagdes e utilizando propriedades como a equacgao 2.14 obtém-se
Valg = Oap + walg — LK"YV L5, (2.71)
onde a 1-forma w,, € definida por

Wa = —k'N 0, (8", + kPl,) = —k'V 0,117 (2.72)
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sendo
H“a = 6“a + kHe,, (2.73)

o projetor em ¢ ao longo de k.

Sejav € T,,7¢, a atuagdo do projetor dado pela equacdo 2.73 em v é dada por

I 0" = (69, + kL, )v" = v + k¥ L0t =0
0

e também

Tk = (5% + k0, k" = k% + k* £,k = 0. (2.74)
-1

Diante disso, a simples acdo da 1-forma w em vetores de .7Z” € dada por
Wwel, X, <w,v>=-k- -Vl (2.75)

Comparando as defini¢des 2.4 e 2.5, pode-se observar que a expansao 0( 1) nada mais € que o traco
de ©

00, = 9" O = ¢"O,, = O, (2.76)

I

Definicao 2.6. A parte livre de traco de © é chamada de tensor de cisalhamento de .

1
oc=0 — 56(£)q. (2.77)
Por defini¢do, tem-se que
a“# =g"0 =q"0,, =0 (2.78)
e vale observar que
weTl s, O, )=0c(,)=0, (2.79)

em especial parav=~£fev =Kk.

2.7 EQUACAO NULA DE RAYCHAUDHURI

A equacgdo de Raychaudhuri é uma ferramenta para avaliar como a expansao «9( 1) evolui ao longo

dos geradores de 77, para isso, pretende-se avaliar V p£€, assumindo que £ estd direcionado para o
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futuro. Partindo da identidade de Ricci aplicada ao normal nulo £ (GOURGOULHON, 2022)

(VoaVs — V5Va) = R?

uaf

o,

sendo R” . o tensor de Riemann da métrica g, tomando o traco do tensor de Riemann com respeito
pap

aos indices (a, 7y) e substituindo § — «, tem-se
V. Vbt =V V00 = R, 0",

onde R, = R’,,, € o tensor de Ricci de g. Usando as equagdes 2.60 e 2.71, tem-se

V(O + walt — Lk, 0") — Vo0 + k) = ol (2.80)

Expandindo e simplificando a equagdo acima com auxilio das equacdes 2.60 e 2.71, novamente, €

aplicando ao resultado £, tomando o cuidado que ¢#¢,, = 0 e fazendo o — v, obtém-se
'V 08, + (V'Y w, — N (0@ + k) + w0y + k) = R 007, (2.81)
Usando a equag0es 2.71 e 2.79, pode-se observar que

0"V, 0" = V(0" 1) — 0LV 0¥ = —0"V 0,
0
= —O" (O + wuly — Lk, 0,) = —OMO,,,

e também

(0 0, = O (w0, 0) — wy OV (07 = 0 (w, 0) — Kuo, 0.
ZV

A equacdo 2.81 torna-se

—O"0,,, + 'V (W ") — kw " — 'V 00y + 'V k4w, be) + Pwyk = Ry, 040

Da equagdo 2.72 pode-se escrever

Wl = —K¥ O b, — K 070, KN o, = — kYL, = K (2.82)
P

e portanto obtém-se

—0"0,, — 1"V 00 + KO = Ry 00" (2.83)
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Expressando o primeiro termo do lado direito com auxilio da defini¢do 2.6,
OO = oy + 16
p = 0w 0 5 ()
a equacdo 2.83 torna-se
Vb p, = K0 @ Lo R0 2.84
vy = RV — Gab0 — 5% (7) (2.84)

A equacdo 2.84 é conhecida como equagdo nula de Raychaudhuri e é um caso especial da equacio
de Raychaudhuri para congruéncia de geodésicas nulas, onde o termo de vorticidade, associado com a
rotacdo de superficies, desaparece devido ao fato de .7Z ser uma superficie ortogonal.

Se o espaco-tempo (.#, g) satisfazer a equacdo de Einstein, entdo o tensor de Ricci pode ser

expresso em termos do tensor ener gia—momento

R(£,£) = Ag(6,€) +87 | T(£,£) — ~Tg(e,0)| = 8xT(€,0)
—— 2 ——

0 0

e a equacao nula de Raychaudhuri toma a seguinte forma

w1
Viebg = 00 — oo™ — 59(2& — 87T(£, £). (2.85)
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3 HORIZONTES NAO-EXPANSIVEIS E HORIZONTES ISOLADOS

No capitulo 2 foi apresentado o porque o horizonte de eventos deve ser uma superficie nula, e foi
discutida a geometria de tais superficies. Entretanto nao foi feita a distin¢cdo entre uma superficie nula
que modela um horizonte de um buraco negro e uma superficie nula que, por exemplo, representa um
cone de luz no espaco-tempo de Minkowski (GOURGOULHON, 2022).

A existéncia de superficies nulas, com secdes transversais compactas e expansao nula é uma
assinatura de um campo gravitacional forte (GOURGOULHON; JARAMILLO, 2006). Portanto é
quase natural assumir que a expansdo de superficies nulas que modelam buracos negros em equilibrio
deve ser nula (GOURGOULHON, 2022) e a essas estruturas dd-se o nome de horizonte ndo-expansivel.

Os horizontes ndo-expansiveis sdo a primeira no¢ao para se definir estruturas introduzidas recente-
mente por (ASHTEKAR; FAIRHURST; KRISHNAN, 2000) conhecidas como horizontes isolados, e
estdo diretamente relacionados com a nog¢do de superficies de aprisionamento introduzidas por Penrose
em 1965 (GOURGOULHON; JARAMILLO, 2006).

Os horizontes isolados modelam buracos negros em equilibrio no estdgio final do colapso gravita-
cional, quando a radiacdo e matéria absorvida pode ser negligenciada. Eles encerram os horizontes
nao-expansiveis com uma classe de equivaléncia de normais nulos especifica (ASHTEKAR; BEETLE;
LEWANDOWSKI, 2002) e exigem que a geometria intrinseca do horizonte deva ser invariante ao
longo dos geradores geodésicos nulos. Essa € uma noc¢do de horizonte quasi-local como a de Killing,
entretanto os horizontes de Killing! demandam a existéncia de um campo vetorial de Killing em
todo o espaco-tempo constituindo ainda uma no¢do muito global e restritiva no ponto de vista fisico
(ASHTEKAR; KRISHNAN, 2004). Os horizontes isolados sao bem definidos quando ha auséncia de
simetria do espaco-tempo (GOURGOULHON; JARAMILLO, 2006).

O presente capitulo tem como objetivo introduzir e discutir as defini¢des dos horizontes nado-
expansiveis e isolados que modelam buracos negros em equilibrio, bem como suas propriedades e

mostrar como a lei zero da mecanica de buracos negros pode ser estendida naturalmente.

3.1 HORIZONTES NAO-EXPANSIVEIS

3.1.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES
Define-se um horizonte ndo-expansivel como segue (GOURGOULHON; JARAMILLO, 2006):

Definicdo 3.1. Um horizonte ndo-expansivel é uma superficie nula 7€ do espaco-tempo (A ,g), tal

que

1. A topologia de 7 é dada por
H ~Rx.7, (3.1)

onde . ¢ uma subvariedade fechada 2—dimensional;

' A definiciio de horizontes de Killing e suas propriedades serdo apresentadas no capitulo 4.
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2. A expansdo de 3 ao longo do normal nulo* £ é nula, 0(5) =0y

3. O tensor energia-momento T),, satisfaz a condig¢do de energia dominante, ou seja, —T",(" é um

vetor causal direcionado para o futuro do tipo tempo ou tipo nulo.

Da condicdo 2, pode-se observar que se o normal nulo £ for reescalonado por um campo escalar
positivo como feito em 2.65, e 6( 0 = 0 , entdo 6 &) = 0 para qualquer outro normal nulo £'.
Analogamente para a condi¢do 3. Portanto as propriedades de um horizonte ndo expansivel sdo
propriedades intrinsecas a .7#(GOURGOULHON; JARAMILLO, 2006). A condic¢io 1 que afirma que
a secdo transversal .’ de ¢ deve ser fechada reforca a nog¢ao de buraco negro para os caso fisicamente
mais relevantes (GOURGOULHON, 2022), entretanto pode ser enfraquecida em alguns caso e permitir
que 7 tenha secdes transversais ndo compactas, como por exemplo no caso de certos horizontes de
aceleracdo (ASHTEKAR; FAIRHURST; KRISHNAN, 2000).

Definicao 3.2. Dada . uma segdo transversal de 7, a drea de . com respeito a métrica do

espaco-tempo g é dada por

A:/ e(dx(g),...,dx(n_l)):/ Vadaz®...dx" (3.2)
S S

2 nfl)

onde r° = (z°,...,x é o sistema de coordenadas em . e q o determinante da métrica q induzida

porgem .S

A definicdo 2.4, afirma que a expansao 0( ¢) €Xpressa a taxa de variacdo da drea de uma elemento
de superficie ao longo do normal nulo £. Portanto, uma vez que por definicio em um horizonte
nao-expansivel 9( 0= 0, pode-se afirmar que a drea das se¢des transversais . de .7 € constante,
como provado a seguir (GOURGOULHON, 2022).

Proposicao 3.1.1. A drea A da secdo transversal de um horizonte ndo-expansivel é constante e
ndo depende da escolha da secdo transversal .7, por isso é denominada de drea do horizonte ndo-

expansivel 7€ .

Demonstracdo. Seja £ o normal nulo a 77, tome duas se¢des transversais, . e .¥”, e considere um
parAmetro \ associado aos geradores geodésicos nulos, portanto £ = d/d\. Pela defini¢do de secdo
transversal 2.1, os geradores geodésicos interceptam cada secao transversal apenas uma unica vez,
entdo pode-se assumir que em . tem-se que A = 0, e %" em A = ).

Introduzindo um novo pardmetro A’ para os geradores geodésicos nulos, tal que

A d
A/:—:,e/:—‘ 33
Ao ax (3-3)
ParaA =0 =— )\ = 0, estamos em .*;
Para A = \y =— X =1, estamos em .*”;
Pode-se afirmar que .¥”’ foi obtida de .# por meio do transporte de Lie ao longo de £’ por um

pardmetro 6\ = 1. De forma mais geral, podemos afirmar que . foi obtida de . por meio de uma

2 Como £ # 0 em 7, ele passard a ser chamado por simplicidade de normal nulo.
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deformacido continua, dessa forma pode-se introduzir uma familia (.%),) de sec¢des transversais, tal que
=S¢ S1=". Associando a essa familia uma funcao de valores reais \' — A(\'), que informa a
area de cada elemento da familia (.%y).

Da defini¢io de expansdo ao longo do normal nulo £, tem-se

dAN)
N~ //A i

Como .7 ¢ um horizonte ndo-expansivel, 6 &)= 0, logo A(\') € constante. O

Antes de prosseguir para a analise do comportamento do tensor taxa de deformacao introduzido na
secdo 2.6.1 em um horizonte ndo-expansivel, serd provado um resultado auxiliar que ajudard no que se
segue (GOURGOULHON, 2022).

Corolario 3.1.1. Uma vez que a métrica induzida q em . € positivo definida
oo™ > 0. (3.4)

Demonstragdo. Como, por defini¢cdo, o tensor de cisalhamento o € simétrico, ele pode ser diagona-
lizado em uma base ortonormal de q, logo o, = diag(ty,...,t,—2). A métrica q é riemanniana em

alguma base, assim temos que ¢** = diag(1, ..., 1), portanto ¢*'¢"7;;, logo
0oy =1+ .. +12_,>0. (3.5)

]

Partindo da equacdo de Raychaudhuri 2.85 e considerando a condi¢do 2 da defini¢do de horizontes

nao-expansiveis, tem-se que
oo™ + 87T (£,£) = 0. (3.6)

Como do corolério 3.1.1 o primeiro termo da equag@o acima deve ser sempre maior ou igual a zero, e
da condig@o 3 da definicdo tem-se que T(£, £) > 0, da equag@o 3.6 conclui-se que em um horizonte

nao-expansivel

oo =0 (3.7)

T(£,0) = 0. (3.8)

A identidade 3.7 s6 € possivel se o tensor de cisalhamento for identicamente nulo, ou seja o = 0.

Uma vez que o tensor de cisalhamento o e a expansao 8( 0 estdo diretamente relacionado com o tensor
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taxa de deformacao (Defini¢do 2.5 ), tem-se
® =0, (3.9

ou usando a definicdo 2.5

1
gﬁ*qu = 0. (3.10)

Isso implica que a métrica de qualquer secao-transversal de um horizonte ndo-expansivel ao longo
dos geradores geodésicos nulos € invariante (GOURGOULHON, 2022). De modo mais geral, pode-se
afirma que a métrica intrinseca de um horizonte nao-expansivel € independente do tempo, isso da o
sentido de que um horizonte ndo-expansivel estd em equilibrio (ASHTEKAR; KRISHNAN, 2004).

3.1.2 INDUCAO DA CONEXAO AFIM

Como 7 é uma superficie nula, a métrica induzida g| ,» por g é degenerada. Isso implica que
existem infinitos operadores derivadas livre de tor¢do que sdo compativeis com ela (ASHTEKAR;
KRISHNAN, 2004). Entretanto, como 5 é um horizonte nao-expansivel, é possivel induzir uma
Unica conexao afim D por meio da conexao do espago-tempo V em 7.

Seja m e n vetores tangentes a .77, usando a equagio 2.71, tem-se (GOURGOULHON, 2022)

lem®Van” = —nmV g

= —nPm® Onp —M Wy nﬁﬂﬁ +n mee, kMW, lg = 0.
0 0 0

Portanto V ,n e £ sdo ortogonais, isso implica que V,n é tangente a .77, Logo, obtém-se uma conexao
afim induzida tal que

D: T, x T, — T,

(m,n) — Vpn.

Uma consequéncia importante da definicdo € que qualquer geodésica em 7 também serd uma
geodésica em ., uma vez que a identidade Dy,n = V,n € satisfeita. Por isso .77 é chamada também

de subvariedade totalmente geodésica de .7 .

Proposicao 3.1.2. A derivada do normal nulo £ com respeito a conexdo induzida em 7 é dada por
D" = a0, (3.11)

onde @ é chamado de rotacdo 1-forma de (€, £).

Demonstragdo. Sejam b, e v*, respectivamente uma 1-forma e um vetor em 7. A acdo de D, ("
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nesse par € dada por

b,v" D, " = b, 0"V 0"
= bt ©", +b, v w, b — b, v, KOV

~— —~—
0 0
= b, v" (w,l").
Devido ao fato de v* ser tangente a .7 conclui-se a prova. [

A demonstracdo acima mostra que w ¢ induzida em 7 via w definida na equagdo 2.72 atuando
em vetores de 7,7 e para uma horizonte ndo-expansivel é uma quantidade intrinseca a H. Sob o

reescalonamento do normal nulo £ — £ = ¢/, a 1-forma @ toma a transforma-se da seguinte maneira
W' =0 +dno. (3.12)

3.2 HORIZONTES ISOLADOS

Os horizontes isolados sdo uma subclasse de horizontes ndo-expansivel que modelam horizontes
de buracos negros em equilibrio. Eles podem ser compreendidos de modo andlogo a um sistema
termodinamico que estd isolado de sua vizinhanca, mesmo que ela interaja com outros sistemas, ou
seja, horizontes isolados permitem que o espaco-tempo em sua vizinhanga possa ser dindmico, contanto
que isso nao afete a estrutura do horizonte (BOOTH, 2005). Portanto essa no¢do aproxima buracos
negros em seu estdgio final do colapso gravitacional quando a matéria e radia¢ao absorvida podem ser
negligenciada (ASHTEKAR; BEETLE; LEWANDOWSKI, 2002).

A ideia € estabelecer uma nog¢do local para buracos negros em equilibrio sem a necessidade
de uma estacionariedade global, como admitir a existéncia de uma campo vetorial de Killing em
todo espago-tempo. Por isso, foi extraido da no¢ao de horizontes de Killing as condi¢des minimas
necessdrias para definir quantidade fisicas (ASHTEKAR; KRISHNAN, 2004). Isso permite, por
exemplo, estender a lei zero da mecanica de buracos negros para situacdes mais gerais (ASHTEKAR;
BEETLE; LEWANDOWSKI, 2002).

3.2.1 DEFINICOES

Sejam £ e £’ dois normais nulos em um horizontes nio-expansivel .7, pode-se estabelecer uma

relacdo de equivaléncia £ ~ £’ sempre que
0 =ct,

onde ¢ é uma constante positiva. A classe de equivaléncia de normais nulos é denotada por [£]. Tendo

estabelecido a nocao de classe e equivaléncia, pode-se definir horizontes fracamente isolados.
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Definicio 3.3. O par (7, [€]) é dito ser um horizonte fracamente isolado se 7 é um horizonte

ndo-expansivel e cada da normal nulo £ em [€] satisfaz:
(LpDa — DaLp)t® Z 0, (3.13)

ou equivalentemente

Lp@a Z 0, (3.14)
onde w,, é a rotacdo 1-forma introduzida na subsecdo 3.1.2.

A defini¢do de horizontes fracamente isolados garante que a curvatura extrinseca de .7, dada
por D,(” seja independente do tempo. Essa condi¢do ja é o suficiente para que se possa estender
a lei zero da mecanica de buracos negros sem a necessidade de se reportar a uma estacionariedade
global, e comparada com as condi¢des necessdrias para a existéncia de um horizonte de Killing é muito
fraca (ASHTEKAR; BEETLE; LEWANDOWSKI, 2002). No entanto, do ponto de vista geométrico
uma nogao forte € mais natural, e por isso € introduzida a nogao de horizonte isolado (ASHTEKAR;
KRISHNAN, 2004).

Definicdo 3.4. Um horizonte fracamente isolado (€, [€)) é dito ser um horizonte isolado se
(LpDy — DyLp)t" =0, (3.15)

para qualquer vetor arbitrdrio v tangente a F¢ .

A definicdo de horizonte isolado generaliza a noc¢do horizontes fracamente isolados, uma vez que

impdem que a conexao seja totalmente independente do tempo em 7.

3.2.2 SUPERFICIE GRAVITACIONAL

Partindo dos resultados apresentados na subsecao 3.1.2 e utilizando a equacdo 2.82, pode-se

escrever o coeficiente ndo-afim introduzido na sec¢do 2.4 como
K= Wul”. (3.16)

Como j4 discutido anteriormente, ~ estd relacionado com a parametrizacdo do normal nulo, portanto
nao € tnico em 7. Em um horizonte isolado, o comportamento de x sob um reescalonamento
£ £ = clé dado por k' = ck. Se k é nulo em 7, ele é denominado de horizonte isolado extremo e
se k # 0 € um horizonte isolado ndo extremo.

Foi visto na subse¢do 3.1.1, que os horizontes ndo-expansiveis possuem um grande grau de
liberdade em relagdo a escolha do normal nulo, ou seja, dado £, ele pode ser reescalonado por qualquer
campo escalar positivo o. Entretanto, em um horizonte fracamente isolado essa escolha € restringida
pela equacdo 3.13, mas ainda admite um grande grau de liberdade, de modo que dado um horizonte
nao-expansivel .77, 0 mesmo admite um ndmero infinito de estrutura de horizontes fracamente isolados

€, #]). Sejam g e h duas fungdes escalares positivas, tal que em 77 satisfacam Ly f Zr,hZ0.0
12 0
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normal nulo £ pode sempre ser reescalonado por uma func¢io
o=ge " +h, (3.17)

tal que Lpv Z 1 e x é o coeficiente ndo-afim do normal nulo, que € constante em .77°. Dessa forma,
obtém-se um novo normal nulo £ ¢ [£], e portanto dé origem a uma nova classe de equivaléncia de
normais nulos [£'] que também satisfaz a defini¢do 3.3.

Para horizontes isolados 0 mesmo ndo acontece, a condi¢ao imposta pela definicdo 3.4 ndo pode
ser satisfeita para classe de equivaléncia distintas de normais nulos (ASHTEKAR; KRISHNAN, 2004).
Ela seleciona uma classe preferencial de normais nulos [¢] dentre as infinitas classe de um horizonte
fracamente isolado (KRISHNAN, 2002).

Expressando a equacdo 3.14 em termos da conexao induzida em .#” e contraindo com ¢#, obtém-se
"Dy, + 0, 4D, 0" = 0.
Usando ¢*D,&,, = D, (¢*&,) — @,D, 0" e a equagdo 3.11, pode-se reescrever a equagdo acima como

(D, (04,) — 176,00, 0" + @, 00, 0" = 0,
—~—

K

"D,k = 0. (3.18)

Da equagao 3.18 pode-se afirmar que D,k ¢, portanto, seja m um vetor tangente a .7, tem-se que
(TOWNSEND, 1997)

m” D,k = 0. (3.19)

Portanto, de modo andlogo como foi definido superficies nulas na se¢ao 2.2, k = constante define
uma superficie, denominada de superficie gravitacional. Isso demonstra a lei zero da mecanica de
buracos negros no contexto de horizontes isolados e prova a afirmacdo feita acima de que o coeficiente
ndo-afim é constante em .77. A lei zero da mecanica de buracos negros foi provada tradicionalmente

para buracos negros globalmente estacionarios, como serd discutido em mais detalhes no capitulo 4.
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4 HORIZONTES DE KILLING E SOLUCOES ESTACIONARIAS

Assim como os horizontes isolados, os horizontes de Killing sdo abordagens quase locais que
modelam horizonte de eventos de buracos negros em equilibrio, entretanto requerem a existéncia de
um campo vetorial de Killing no horizonte e em sua vizinhanca. Do ponto de vista fisico, a definicdo
de horizontes de Killing constitui uma no¢do muito restritiva, dado que necessita que o espago-tempo
seja estaciondrio (ASHTEKAR; KRISHNAN, 2004).

Apesar disso, os horizontes de Killing sdo estruturas de crucial importancia para a compreensao
das solu¢des estaciondrias, dado que o horizonte de eventos de um buraco negro estaciondrio deve ser
um horizonte de Killing (GOURGOULHON, 2022).

O presente capitulo tem como objetivo, definir e apresentar as principais propriedades dos horizon-
tes de Killing e das solucdes de buracos negros estaciondrios, bem como provar e discutir a lei zero da

mecanica de buracos negros no contexto de horizontes de Killing'.

4.1 VETORES DE KILLING

Os campos vetoriais de Killing estdo relacionados com simetrias no espago-tempo (FARAONI,
2015), em especial, as simetrias relacionadas a métrica. Seja G um grupo atuando em ., tal que
a acdo de G em .# é dada por ¢ : G X A4 — #, sendo A\ € R um pardmetro que cuja o valor
especifica um elemento do grupo, de modo que para ¢, = e tem-se o elemento identidade do grupo.
Um grupo cujo parametro varia continuamente € um grupo de Lie, no presente caso um grupo de Lie
1—dimensional.

A acdo do grupo ¢, desloca pontos de .# de modo que a métrica de g seja invariante para qualquer

valor assumido por \, portanto ¢, é uma isometria de (.#, g).

Definicao 4.1. O gerador do grupo G é um vetor x associado com o pardmetro ) tal que

C]QZM(QS

dx

4.1)

onde q¢d>\(q; é um vetor infinitesimal que conecta q a ¢4)(q). Ademais, a agcdo do grupo restrita
a transformagoes infinitesimais de pardmetro d\ é equivalente a uma translagdo por um vetor
infinitesimal Ed\.

Define-se um campo vetorial de Killing como segue (GOURGOULHON, 2022)

Definicdo 4.2. Um grupo de Lie G de dimensdo 1 é um grupo de simetria do espaco-tempo (M ,g) se

a derivada de Lie da métrica ao longo do gerador x de G é nula

Lyg =0. (4.2)

' Alei zero da mecinica de buracos negros foi provada no contexto dos horizontes isolados no capitulo 3, entretanto uma

discuss@o mais detalhada serd apresentada nesse capitulo.
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O campo vetorial x é chamado de vetor de Killing.

A derivada de Lie pode ser expressa via derivada covariante do espaco-tempo, e a equagao 4.2

pode ser escrita equivalentemente via a denominada equagao de Killing

Vaxs + Vaxa = 0. (4.3)

1 n—l)

Ainda, se as coordenadas (z*) = (o, ', ..., forem adaptadas a um vetor de Killing, tal que

X = O,, pode-se expressar a equagdo 4.2 como

0

=0, (4.4)

Uma discussdo mais detalhada sobre vetores de Killing e simetrias do espago-tempo pode ser
encontra em (GOURGOULHON, 2022) e (O’NEILL, 1983).

4.2 HORIZONTES DE KILLING

Introduzida a nocao de vetores de Killing, pode-se definir horizontes de Killing como segue

Definicao 4.3. Uma superficie nula 7 do espaco-tempo (# ,g) é um horizonte de Killing se existe
um campo vetorial de Killing x em ., tal que x é normal a 7.

Portanto em .7’ o vetor normal jx € um vetor nulo diferente de zero

w4
g(x,x) = 0.

Uma consequéncia imediata da defini¢do de horizontes de Killing é que eles sdo por defini¢dao
horizontes ndo-expansiveis, isso decorre do fato da métrica do espaco-tempo ser invariante ao longo de

x (Equacdo 4.2), portanto a métrica induzida q também sera4.
Proposicao 4.2.1. Qualquer horizonte de Killing com se¢do tranversal fechada é um horizonte isolado.

Demonstragcdo. Uma vez que x € um gerador de simetria e normal ao horizonte de Killing, a geometria

nao deve mudar ao longo de sua dire¢do. Portanto a definicao 3.4
(LxDa — DLy )v* =0

deve ser satisfeita trivialmente, o que mostra que todo horizonte de Killing € um horizonte isolado. [

Note que apesar de todo horizonte de Killing ser um horizonte isolado, nio foi feita nenhuma

restricdo prévia em relac@o ao tensor energia-momento, como feita para horizontes ndo-expansiveis
3.1.
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4.2.1 EXPRESSAO PARA O COEFICIENTE NAO-AFIM

Dado que x € um campo vetorial de Killing e normal a superficie nula .7, pode-se associar a ele

um coeficiente ndo-afim ~, como definido na equacao 2.18
Vxx &4 KX - 4.5)
Tomando a relagdo dual da equacio acima e usando a equacgdo de Killing 4.3, pode-se escrever
X*Vaxu Z —KXa- (4.6)
Como "V X, £ 1/2V o (xux"), a equagdo 4.6 pode ser reescrita como

Va(xuX") = —2kXa- 4.7)

Dado que x,x* = Xx - x € um campo escalar, pode-se escrever a derivada covariante como uma

diferencial

d(x - x) = —2rXx (4.8)

Outro meio de obter uma expressao para o coefienciente ndo-afim « € usando a identidade de
Frobenius 2.11

I
VaXs — VgXa = GaXs — 4gXa; (4.9)

onde a, € uma I-forma que satisfaz a identidade.

Reescrevendo 4.9 usando a equacao de Killing 4.3, tem-se

A
2VaXs = aaXB — a8Xa- (4.10)

Contraindo a equacdo 4.10 com X, tem-se

o
QX”V#XQ = auX”Xa — Qg X“X}L .
0

Comparando o lado direito da equacio acima com a equagdo 4.5 obtém-se que

a, " L 2. .11)
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Tomando o quadrado da equacgdo 4.10 e usando a equacao 4.11

v K v v
4V/.LXVV#X = (aqu/ - CL,,XH)(CL“X —a X”)

H w v v m v 1 v m
- CLNCL XvX — Xv@ auX —apX Xua +aua X,uX
e R Ve
0 2K 2K 2K 2K 0
£ —8k2,
portanto
22 Ly vy 4.12
K™ = _5 uXv X - ( . )

Essa é uma expressao explicita para x em termos do campo vetorial de Killing x. Entretanto, para
célculos computacionais em que se quer encontrar « € preferivel utilizar a equagao 4.8 pelo fato de nao
envolver nenhuma derivada covariante (GOURGOULHON, 2022).

4.2.2 LEI ZERO DA MECANICA DE BURACOS NEGROS

No capitulo 3, foi provada a lei zero da mecanica de buracos negros no contexto de horizontes
isolados sem muito detalhes. No entanto, esse importante resultado foi provado inicialmente para
buracos negros estaciondrios, e, como serd visto na se¢do 4.3, todo horizonte de eventos de um buraco
negro estaciondrio deve ser um horizonte de Killing.

A lei zero da mecanica de buracos negros afirma que (GOURGOULHON, 2022)

Teorema 4.1. Se a matéria e campos ndo gravitacionais obedecem a condi¢do de energia dominante

nula em um horizonte de Killing 7, entdo o coeficiente ndo-afim k do normal nulo é constante em

T

Demonstracdo. Seja . uma secdo transversal de 77 e x um campo vetorial de Killing do tipo-nulo
normal a 7. Projetando a identidade de Ricci 2.81, via projetor ortogonal ? introduzido na defini¢do

2.3, tem-se
V.0 d + X'V — Vi (Oix) + K5 + w0y + K)d5 = Ruax™ (4.13)

Como todo horizonte de Killing € um horizonte ndo-expansivel, tem-se que © = 0 € () = 0, logo a

equagdo acima se reduz a
X'V woq', — Ve, + kw,q", = Ruax". (4.14)
Escrevendo x*V ,w, em termos da derivada de Lie de w, ao longo de x tem-se

X'V q', = (Lyw, — w,Vux")d",. (4.15)
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Introduzindo um vetor qualquer v definido em .77, mas que ndo necessariamente seja tangente a

H, pode-se decompo-lo da seguinte forma
v=vll- <X, V>K,
sendo v/l a parte tangente a .7¢’. Entdo
< Lyw,v>=< Lyw, vl > — < x,v>< Lyw,k > . (4.16)
O primeiro termo do lado direito da igualdade € nulo devido ao fato de .7 ser um horizonte isolado

< Lyw Vvl >=Ly <@, vl > - <@ Lyvl >=< Lya, vl >=0,
——

0
onde w € a restri¢do de w a vetores de .77 . Portanto da equag@o 4.16 conclui-se que
Lyw=— < Lyw, k> x. (4.17)

Substituindo a equagdo acima em 4.15 fica-se com

X'Vw, @', = —k" Lyw, xv@", —w0 VX', = —w, VX", (4.18)
——

0

Portanto a equacgdo 4.14 torna-se

—w, Vux"'q", — Vg, + kw,q", = Rux",
—wu (0 + wux" — xuk’Vox")d", — Vukg', + kwuq’, = R X",

—w, 0 ¢, —w. X" wq', + wu xuq' E°Vex" — Voukg', + kw,q', = R,
~— —— —~—

0 K 0

—V.6q"%, = R x". (4.19)
Introduzindo a derivada ao longo da secdo transversal .# como D, pode-se escrever
7 Dok =V, k"%, (4.20)

portanto a equacdo 4.19 denota a derivada de ~ ao longo de .. Usando a equacdo de Einstein para
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reescrevé-la, tem-se

/ 2 v v 1 v
yDaH = - Agqu“q a —8m TWX“% - TQWX“C] a )
n— 2 —— n—2 ——

X qua XHqua

7 Dok = —87T X" . 4.21)

Como os campos de matéria e ndo gravitacionais devem satisfazer a condi¢do de energia dominante

nula
T(x,x)=-W-x>0 (4.22)
onde

W= —g™T.x"=-T,x"

€ um vetor direcionado para o futuro do tipo-tempo ou do tipo-nulo, tem-se baseado na discussao feita

na subsec¢do 3.1.1 que
x-W=-T(x,x) =0. (4.23)

Portanto W deve ser um vetor tangente a .72. Logo deve ser do tipo-nulo ou do tipo-espaco pelo Lema
2.1. No entanto, devido a condi¢do de energia dominante nula W ndo pode ser do tipo-espago, logo é

um vetor do tipo-nulo e colinear ao normal nulo 7y, concluindo que

¢ WY =—¢, T, x" =0.

Consequentemente a equagdo 4.21 torna-se identicamente nula
YDk =0, (4.24)

0 que prova que ~ € constante em .. Entretanto x também € constante ao longo de cada gerador

geodésico nulo, uma vez que x € gerador de simetria
Lyk =0, (4.25)

o que completa a demonstrag@o de que « € constante em 7. [l

Dado que « é constante em um horizonte de Killing, se satisfeita a condi¢cao de energia dominante
nula, pode-se classificar os horizontes de Killing com base se ele € nulo ou nao nulo em 5 como

definido abaixo

Definicao 4.4. Um horizonte de Killing 77 é dito ser
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* Degenerado se o vetor de Killing x normal a € é um vetor geodésico e k = 0;

* Nado degenerado se o vetor de Killing x normal a 7€ é um vetor pré-geodésico e k # 0,

4.2.3  COMO SUPERFICIE GRAVITACIONAL
Na discussio que segue serd assumido que .77 é um horizonte de Killing ndo degenerado.

Definicao 4.5. Em uma vizinhanga de um horizonte de Killing ndo degenerado ¢, o campo vetorial

de Killing x ¢ do tipo-tempo de um lado de ¢, do tipo-nulo em F e do tipo-espaco do outro lado de
I

Figura 11 — Cone de luz representando a estrutura causal do espago-tempo e o plano em verde re-
presentando um horizonte de Killing 7#°. Em ¢ o vetor x € nulo, em um lado de 7,
X = X; € um vetor do tipo-tempo, sendo representado no interior do cone de luz. Em
outro lado de J7, x = x, € uma vetor do tipo-espago, sendo representado do lado externo
do cone de luz.

Fonte: Produg¢do do préprio autor.
Focando em uma na regido em que x € do tipo-tempo, pode-se definir a “norma” de xy como
Vi=v—-Xx X (4.26)

Proposicao 4.2.2. Uma nova expressdo para o coeficiente ndo-afim k pode ser dada em termos de V

como
K2 = h}n Vv, V'V, (4.27)

onde lim ,» denota o limite quando x se aproxima de €, o que implica V- — 0.

Demonstragdo. Definindo uma 3—forma w’ como

w;ﬁv C= X[O&VﬁX’y}
1

= E[Xa(vﬂXW - v7X6> + Xﬂ(vaa — VaXv) + Xv(vaXﬂ - vﬂXa>]
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e usando a equacao de Killing 4.3 para simplificar obtém-se

1
Wagy = 3(XaVeXa + X5VXa + X7 VaXs) (4.28)

Vale observar que em .77 a 3—forma w’ se anula. Usando a identidade de Frobenius dada pela equagio
4.9

w1
Whey = E[Xa(aﬁxv —ayX5) + Xp(ayXa = GaXy) + Xy(GaXs — @sXa)] = 0.

Calculando w;,, w*"* tem-se

vV 1 1% 12 12
Wi, P = §(><Nu><px”v X+ XuVoxoX"VOX" + X, Vux, X" Vix
+ X0 VXX VOX? + o Vo xu X' VX! + x0 Voxux? VXY

+ X0 Vi X VX7 + X VX X VIX! + X, Viuxo X VIXY).
Na primeira linha pode-se simplificar
XuVoXpX'VIXP = xuX'Vox, VX = =V2V,x, VI = =V, VEXY (4.29)
e usando a equacao de Killing 4.3
XuVoXoX VX" = X, VXX VX, = =X VXX Voxo = —}lvpxﬂvpv? = —V?VVV,V.
(4.30)

Portanto pode-se escrever utilizando as equagdes 4.29 e 4.30

2

17 V v
W, WP = —?(VHXVV“X + 2V, VVHV). (4.31)

Calculando a derivada covariante de w;,, w™"?, tomando o limite em 7 e utilizando as equagdes
4.6 e4.12, obtém-se

1
Vo, W™ 4w Vo™ = — =V V(V,x, VY 42V, VV*V)
AL , prp Vo 3 [ HAV W
-0 —0 —2KXa ——2k2
1 2 w. v "
-3 x:o Vo(Vuxo VEXY + 2V, VVHV).

Portanto em 7
K(V,VV*V — k)Xo — 0.

Como por defini¢do y, # 0 e 5 é um horizonte de Killing ndo degenerado, prova-se 4.27. 0

Como x € um vetor do tipo-tempo direcionado para o futuro (ver Figura 11), ele pode ser associado
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a linha de mundo de um observador &'. Pode-se definir a 4—velocidade desse observador como
u:== (4.32)

sendo u um vetor unitdrio. Como x € uma vetor de Killing, observador & pode ser chamado
de observador estaciondrio, uma vez que a geometria ndo muda ao longo de sua linha de mundo.

Calculando a 4—aceleragdo de &

a:=V,u

=V (V7'x) = VIV (Vi) =V =VA(V V)X + VI Vyx].

Uma vez que x € um vetor de Killing, pode-se mostrar usando a equacgdo de Killing 4.3 que

VxV = xX'Vu(vV—=xuX") = —

1
—F X"V, 00X") = —5 XX Vuxe = 0.
2 —XvX¥ ,u( ) Va,'u_/

0
Portanto a 4—aceleragdo toma a seguinte forma

1
Qo = WXMV,,XQ. (4.33)

Usando a equacdo de Killing 4.3 , calcula-se a “norma"de a,, definida como a := \/a,a” da seguinte
forma

1 1 1

1
2
Qo = _WX‘LVO(XM - _2_‘/2va(xlux'u) vav - _vav

T %

a = /a,at = %\/V#VV”V (4.34)

A medida que o observador & se aproxima do horizonte, tem-se usando a proposicao 4.2.2.

k= lim Va (4.35)
O—H

entretanto V' — 0 quando se aproxima de .7 fornecendo

lim a = +o0. (4.36)

O—H

Portanto a acelera¢do experimentada por um observador & diverge em 7. De modo simples, pode-se
afirmar que a forca gravitacional sentida por um observador ¢ em um horizonte de Killing € infinita.
No entanto, quando a aceleragdo a é reescalonada por V, a quantidade V a € finita no horizonte 77 e
tende a x, essa quantidade denomina-se superficie gravitacional (GOURGOULHON, 2022).

A superficie gravitacional « ndo € interpretada como uma medida local da gravidade em .7#°, mas

pode ser interpretada como a forca por unidade de massa experimentada por um observador no infinito
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que segura uma corda’ infinitamente longa com uma massa unitdria na sua ponta que se encontra em

FE.

4.3 SOLUCOES ESTACIONARIAS

Na secao 4.2 foi discutido de modo detalhado os horizontes de Killing de um modo quase local,
derivando os principais resultados da geometria préxima ao horizonte. Com excecao das vezes em
que foi feita referéncia de uma vizinhanga préxima, nada foi falado sobre o espaco-tempo .Z em que
esse horizonte existe. Acontece que horizontes de Killing modelam buracos negros em equilibrio e
a sua existéncia implica estacionariedade global, no sentido em que todo o espago-tempo deve ser

estaciondrio. Define-se um espago-tempo estaciondrio como segue

Definicao 4.6. Um espaco-tempo (# ,g), 4—dimensional é estaciondrio se admite um campo vetorial

de Killing x do tipo-tempo em todo ponto, incluindo uma vizinhanga proxima de €.

Considera-se que x nio deve ser do tipo-tempo em .77 como serd esclarecido mais abaixo, por
isso é assumida uma vizinhanga préxima de .77. Isso pode ser entendido de modo andlogo a discussio

feita na subsecao 4.2.3.

Lema 4.2. Pode-se definir localmente um sistema de coordenadas () = (t,x', 2%, ...,2™) em

(A, g) estaciondrio, de forma que o campo vetorial de Killing x seja dado por

x = 0, (4.37)
eportanto
09,
—0. 4.38
5t 0 (4.38)

Do ponto de vista fisico, o Lema acima afirma que localmente um observador &' em um espago-
tempo estacionario® que estd localizado em ponto p € .# nio vé a geometria do espago-tempo mudar
conforme o tempo passa, ou seja, 0 campo gravitacional experimentado por esse observador ndo varia
com o tempo.

Uma nocgao forte de estacionariedade € a de estaticidade que € definida como segue

Definicio 4.7. Um espaco-tempo assintoticamente plano (A , g ) € dito ser estdtico se é estaciondrio e o

campo vetorial de Killing x que gera a estacionariedade é ortogonal a uma familia de hipersuperficies.

A definicao de estaticidade implica que x deve satisfazer a identidade de Frobenius como discutido

na se¢do 2.3 e portanto

x Ndx =0, (4.39)

2
3

Considera-se a corda com massa desprezivel e inextensivel.
Isso justifica porque na subse¢do 4.2.3 & foi chamado de observador estaciondrio.
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ou em termos das componentes e utilizando a conexdo do espaco-tempo
X[QV5X7] =0. (4.40)

Uma vez que um espago-tempo estatico € também estaciondrio, pode-se assumir um sistema de
coordenadas (z*) como no Lema 4.2, tal que g;o = O parai € {1,2,...,n — 1}. Portanto x é ortogonal

a hipersuperficies ¢ = constante, de modo que o dual x pode ser escrito como

X = goodt = (x - x)dt. (4.41)

Pode-se escrever entdo a métrica g como
Gudatdz” = Vdt® + gijdxidﬂ , (4.42)

onde V = x - x e g;; sdo fungdes de (z!, 22, ...,z("V)). Se for feita a substituigdo ¢ — —t observa-se
que a métrica nao muda sua forma, ou seja, a métrica € invariante sob tal transformac¢do. Portanto
diz-se que um espacgo-tempo estatico € simétrico sob reflexdo temporal.

Com as ferramentas necessarias em maos, pode-se enunciar seguinte resultado (GOURGOULHON,
2022)

Proposicao 4.3.1. Em um espago-tempo estaciondrio contendo um buraco negro, o campo vetorial de
Killing x que gera a estacionariedade é tangente ao horizonte de eventos F, o que implica x ser do

tipo-nulo ou do tipo-espaco.

Se o campo vetorial x tangente ao horizonte de eventos foi um campo vetorial nulo, pelo Lema 2.1
ele deve ser colinear ao normal nulo; logo, pela defini¢cdo 4.3, o horizonte de eventos .77 deve ser um
horizonte de Killing.

No entanto, caso x seja do tipo-espago em .77, ndo se pode afirma que o horizonte de eventos € um
horizonte de Killing. Porém um resultado provado por Hawking em 1972 denominado de teorema da
rigidez forte, afirma que se g satisfaz a equagdo de Einstein no vicuo em 4 dimensdes deve existir um
outro campo vetorial de Killing £ que é nulo em .77, e portanto o horizonte de eventos é um horizonte
Killing em relagcdo a £&. Em 2008, sob a condi¢do de que .7 tem se¢des transversais que sao compactas
e transversais a &, o teorema da rigidez forte foi estendido para dimensdes maiores ou iguais a 4 por
Moncrief e Isenberg (GOURGOULHON, 2022).
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5 HORIZONTES DINAMICOS

Nos capitulos precedentes foi motivado de modo heuristico porque o horizonte de eventos deve ser
uma superficie nula' e foi apresentada em detalhes a geometria dessa superficies. Apds isso, foram
apresentadas defini¢cdes e discutidas algumas das propriedades de horizontes quase locais que modelam
buracos negros em equilibrio. Apesar de conduzirem a resultados interessantes, essas definicdes sdo
aplicdveis apenas ap0Os a formagao de um buracos negros, quando as pertubagdes externas podem ser
desprezadas numa vizinhanga préxima no contexto de horizontes isolados, ou quando o espaco-tempo
¢é globalmente estaciondrio no caso de horizontes de Killing.

Entretanto, quando se quer tratar de situacdes dindmicas, como a formacdo de um buraco negro ou
quando a radiacdo ou matéria ndo podem ser desprezadas, as definicdes apresentadas nao s@o mais
aplicdveis. Nesse contexto serd introduzida a defini¢cido de horizontes dindmicos.

Um horizonte dindmico, € uma defini¢des quase local que modela buraco negro fora do equilibrio,
por isso dada uma regiao do espago-tempo, pode-se saber se hd ou nao um horizonte dindmico sem
o conhecimento da geometria ou campos de matéria da regido exterior (ASHTEKAR; KRISHNAN,
2004).

Os horizontes dindmicos sao hipersuperficies do tipo-espaco, ou seja, também sao membranas
unidirecionais como discutido no capitulo 2, folheado por superficies fechadas marginalmente apri-
sionadas. O presente capitulo tem como objetivo apresentar e discutir o conceito de superficies de
aprisionamento e de folhea¢des de hipersuperficies do espago-tempo por superficies 2—dimensional
do tipo-espago, bem como apresentar o conceito de horizontes dindmicos. Também serdo discutidas as

solu¢des dinamicas de Vaidya e McVittie.

5.1 SUPERFICIES DE APRISIONAMENTO

Seja S uma superficie do tipo-espago no espago-tempo (., g), de dimensdo 2 e q sua métrica
induzida. 2. Sendo S do tipo-espaco deve viver fora do cone de luz, portanto existem dois vetores
nulos direcionados para o futuro que sdo normais a S. O vetor nulo £ € o vetor nulo normal a .S,
chamado de normal nulo de saida, e k € outro vetor nulo normal a S, chamado de vetor nulo de entrada
(GOURGOULHON; JARAMILLO, 2008) (ver Figura 8).

A defini¢do de superficie de aprisionamento foi introduzida por Penrose (1965) e é dada como

segue

Definicao 5.1. Uma subvariedade S de ., 2 — dimensional é uma superficie de aprisionamento se

é fechada, do tipo-espago e a expansdo ao longo dos normais nulos £ e k convergem localmente em S,

' Uma explicagdo formal de porque horizonte de eventos de buracos negros devem ser superficies nulas pode ser

encontrada no capitulo 4 de (GOURGOULHON, 2022).

No capitulo 2 S foi definida como a secdo transversal . de uma superficie nula. No entanto, para evitar ambiguidade
nas discussdes que seguem, uma vez que nao serd tratado especificamente de superficies nulas a subvariedade sera
chamada de S.
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ou seja,
9(3) <0 e Og <0, (5.1)
onde

1
Oy = Liln /g = 56" Lo

O caso limite em que 9( 0= 0 e Oy < 0 € denominado de superficie marginalmente aprisionada.

Se existe em S uma nocao de interno e externo e 9( 0 < 0, a superficie S é chamada de superficie
aprisionada marginalmente externa. Essa defini¢do foi introduzida por Hawking e diferentemente das
superficies de aprisionamento nenhuma condicao € imposta sobre a expansao ao longo do normal nulo
de entrada k.

A defini¢ao de superficie de aprisionamento estd relacionada com a existéncia de um campo
gravitacional forte. Um teorema provado por Penrose afirma que se a condi¢do de energia fraca é
garantida e existe uma superficie de aprisionamento, entdo existe uma singularidade em (.7, g). Outro
teorema devido a Hawking e Ellis, afirma que garantida a conjectura de censura césmica’ e se o
espaco-tempo contém uma superficie de aprisionamento .S, entdo necessariamente existe um buraco
negro e a superficie de aprisionamento .S estd contida nele. Portanto, esses resultados justificam porque
a expansdo da se¢do transversal .#” de um horizonte ndo-expansivel deve ser nula por defini¢do, e
com excecdo de alguns casos patoldgicos, . € geralmente uma superficie marginalmente aprisionada
(GOURGOULHON, 2022).

Para entender o que fisicamente é¢ uma superficie marginalmente aprisionada, suponha que a se¢ao
transversal de um horizonte em equilibrio (i.e. isolado ou de Killing) seja uma esfera*. E que vocg,
leitor, esteja na superficie dessa esfera que separa o interior e exterior do buraco negro. Na sua mao
direita vocé esta segurando uma lanterna apontado para dentro dessa esfera, ou seja, para a regido
interior ao buraco negro, € na mao esquerda vocé estd segurando uma lanterna aponta para a regiao
exterior ao buraco negro.

Ao mesmo instante vocé acende as duas lanternas. Como os raios de luz que saem da lanterna
que estd na sua mao direita vao em direcdo ao interior do buraco negro, eles podem ser associados ao
normal nulo de entrada k. Como esperado os raios viajam para o interior do buraco negro e por isso
diz-se que a expansdo ao longo de k deve ser negativa (6 < 0). Como os raios de luz que estdo na sua
mao esquerda estdo apontando para dire¢do exterior ao buraco negro, podem ser associados ao normal
nulo de saida £ Entretanto como nada pode escapar de um buraco negro, os raios de luz na direcdo de £
sdo arrastados de volta ao interior do buraco negro, ou seja, a expansio ao longo do normal £ também
serd negativa (9( 0 < 0) e S serd uma superficie aprisionada. No caso em que 9( 0= 0 os raios de luz

ficam presos circundando a superficie S.

3 A conjectura de censura césmica afirma que niio devem existir singularidades nuas no espaco-tempo, ou seja, se existe

uma singularidade no espago-tempo deve existir um horizonte que a cubra.
A secio transversal de um horizonte é o que de fato seria visto em uma observagdo direta de um buraco negro e é o que
chama-se popularmente de horizonte de eventos.
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5.2 FOLHEACAO DE HIPERSUPERFICIES POR SUPERFICIES DO TIPO-ESPACO

No capitulo 2 foi apresentada a geometria de folheagdo das superficies nulas por subvariedades
2—dimensionais denominadas de secdo transversal (Definicao 2.1). A presente se¢do tem por objetivo
apresentar, de modo sucinto, uma generalizacio da geometria de folheac@o de hipersuperficies .77, sem
a restricdo de que 77 seja tipo-nula. As ferramentas matematicas desenvolvidas serdo de importancia
para a andlise de horizontes dinamicos definidos na sec@o posterior, uma vez que esses horizontes
devem ser uma hipersuperficies do tipo-espago folheados por superficies marginalmente aprisionadas.

Assuma uma familia de superficies 2-dimensional denotada por (S;)cr, tal que cada elemento S;
da familia serd, por defini¢do, do tipo-espaco e fechada (i.e. compacta e sem fronteiras). A folheacao
de uma hipersuperficie # é definida como .7 = | J,p S tal que para cada ponto p € ., hd uma e
apenas uma .S; passando através dele (GOURGOULHON, 2005).

Uma vez que as superficies S. sdo do tipo-espacgo, a métrica induzida q em .S; pela métrica do
espago-tempo g é positivo definida (i.e. Riemanniana), e portanto possui assinatura (+, +). Dado um

ponto p € S, pode-se realizar a seguinte decomposi¢ao ortogonal
Ty(A) = T,(S) ® T, (S, (5.2)

onde T,(.#) e T,(S;) sdo respectivamente o espaco tangente a .# e a S, e T, (S;) é o espago
complementar ortogonal. Uma vez que a dimensdo de 7},(S;) é 2, o espagco complementar ortogonal é
um plano do tipo-tempo (Figura 8).

Seja h um vetor tangente a .77, e ortogonal a .S; denominado vetor de evolucdo, tal que Lyt = 1.
Isso implica que uma superficie S; é transportada para outra S; 5 por meio de h (GOURGOULHON;
JARAMILLO, 2008). A metade do produto interno de h com ele mesmo ¢é dada pelo valor C, e o

produto interno pode ser denotado por
g(h h) =2C. (5.3)

Como h ¢ tangente a .7 e normal a S;, uma base ortogonal de 7,,.7# pode ser dada por (h,e;,e,),
onde (e;,e2) é uma base ortonormal de 7,,5;. Nessa base a métrica induzida em .7 por g serd dada
por diag(2C, 1, 1) e, portanto, pode-se concluir que (GOURGOULHON, 2005)

» J7 é do tipo-espago <= h € do tipo-espaco,
» J € do tipo-nula <= h € do tipo-nulo,
» J é do tipo-tempo <= h é do tipo-tempo.

Existe um tnico par de vetores (£, k) normal a S; que sdo nulos, tal que para qualquer vetor v

normal a superficie .S;, como h, £ ou k, o tensor de cisalhamento de S; quando transportada ao longo

> Eles podem ser os vetores nulos de saida e de entrada respectivamente, como discutido na se¢iio 5.1
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de v é definido por

o™ —em_ ! 6Mq, (5.4)
n—2
onde
v _ Lo
oV = ﬁ Lyq, (5.5)
0™ = L,1n /g, (5.6)

sdo respectivamente o tensor taxa de deformacao e a expansao ao longo do normal v. Observe que
se v coincidir com o normal nulo de uma superficie nula, serdo obtidas as definicdes enunciadas no

capitulo 2.

5.3 HORIZONTES DINAMICOS

Antes de introduzir a defini¢ao de horizontes dindmicos, serao definidos horizontes de aprisiona-
mento, que estdo intimamente relacionados com os horizontes dindmicos. Os horizontes de aprisio-
namento foram introduzidos por Hayward (HAYWARD, 1994) e sdo definidos como (ASHTEKAR;
KRISHNAN, 2004)

Definicao 5.2. Um horizonte futuro, externo e aprisionado é uma subvariedade ¢, suave, 3 —
dimensional, do espaco-tempo #, que é folheada por subvariedades fechadas 2 — dimensional S,

tal que
1. a expansdo ao longo do vetor normal tipo-nulo £ direcionado para o futuro é nula 8( 0= 0;

2. a expansdo ao longo do outro normal tipo-nulo k, direcionado para o futuro é negativa, ou seja,

Q(k) <0
3. aderivada de 9(3) ao longo de k é negativa, Lk9(£) < 0.

A condicdo 2 da definicdo acima expressa o fato de .7’ ser um horizonte futuro, ou seja, distingue
o horizonte de um buraco negro de um horizonte cosmoldgico (FARAONI, 2015). Portanto as
subvariedades S que folheiam .77 sdo superficies marginalmente aprisionadas, capturando a principal
caracteristica de um buraco negro.

A condicdo 3 expressa a ideia de que .7 € um horizonte “externo”, pois pequenos movimentos ao
longo do normal nulo de entrada k faz com que S seja uma superficie de aprisionamento, isso mostra a

principal ideia de um buraco negro, de que nada pode escapar de seu interior.
Corolario 5.3.1. Em um horizonte de aprisionamento ¢ ¢ do tipo-espagco ou do tipo-nula.

Demonstragdo. Seja v um vetor tangente a ¢ e ortogonal as superficies S que folheiam .77 de tal

forma que v preserve a folheag@o. Os normais do tipo-nulo £ e k pode ser sempre escolhidos de forma
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que satisfacam g(£, k) = —1; entdo o vetor tangente a .7 toma a forma v = £ — Ck para algum C'.
Portanto, g(v,v) = 2C, logo o valor de C definira se .7 € do tipo-tempo, tipo-nula ou tipo-espago,
como discutido na secdo 5.2.

Pela definicao de v, pode-se concluir que LVH( 0= 0, o que implica L 39( 0= CLkH( o) Portanto
obtém-se da equagdo de Raychaudhuri 2.85 que

CLi0g) = —0a0™ — 8TT(L, £). (5.7

Se o tensor energia-momento satisfaz a condi¢cdo de energia dominante, o lado direito da equagao
nao deve ser positivo. Como em um horizonte de aprisionamento Lke(& < 0, tem-se que C' ndo
pode assumir valores negativo, e portanto .7#° ndo pode ser do tipo-tempo. Caso C' = 0, JZ sera
uma superficie nula e a equacdo 5.7 retomard a discussdo feita no capitulo 3, pois 7 serd um
horizonte ndo-expansivel. Caso C' seja positivo, 7 sera do tipo-espago e descreverd uma situagao
totalmente dinamica, onde os campos de matéria e radiacdo estdo entrando no horizonte (ASHTEKAR;
KRISHNAN, 2004). ]

Portanto, pode-se afirmar que .77 € tipo-espago na regido dindmica, onde a matéria e radiacdo estdo
fluindo, e tipo-nula quando atinge o estado de equilibrio. Discutidos os horizontes de aprisionamento,
pode-se introduzir a definicao de horizontes dindmicos devido a Ashtekar (ASHTEKAR; KRISHNAN,
2004)

Definicao 5.3. Uma subvariedade 7 do tipo-espago, suave, 3 — dimensional do espagco-tempo
€ um horizonte dindmico se pode ser folheada por uma familia de subvariedades fechadas S 2 —

dimenstonal, tal que
1. em cada folheagdo S, a expansdo ao longo do normal tipo-nulo £ é zero, 9( o= 0;

2. a expansdo ao longo do outro normal tipo-nulo k, direcionado para o futuro é negativa, ou seja,

H(k) <0y

Apesar de a principio parecer que as defini¢des 5.2 e 5.3 estdo diretamente relacionadas, elas ndo
possuem nenhuma implicac@o no sentido formal. Mas vale observar que os horizontes dinamicos
que satisfazem a condi¢do adicional Lkﬁ(z) < 0 sdo horizontes de aprisionamento, similarmente,
horizontes de aprisionamento que sd@o do tipo-espago sdo horizontes dindmicos com a condicao
adicional Lkﬁ(e) < 0. Contudo, as duas definicdes podem ser tteis em diferentes contextos. A
defini¢do 5.2 tem a vantagem de permitir que .7Z” seja do tipo-espaco ou nula, o que permite uma
melhor andlise de estdgios de transicao de uma situacdo dindmica para uma situacao de equilibrio. Ja a
definicdo 5.3 apresenta-se util em simulacdes numéricas, pois utiliza apenas estruturas intrinsecas a
2 sem fazer referéncia a evolugdo nas diregdes transversais fora do horizonte.

Horizontes dindmicos que também sdo horizonte de aprisionamento sdo conhecidos como Horizonte
futuro externo do tipo-espaco. Segundo (ASHTEKAR; KRISHNAN, 2004) para descrever totalmente
uma situacgdo fisica de um buraco negro dinamico, deve-se se restringir ao estudos dos Horizonte

futuro externo do tipo-espaco, pois existem buracos negros estaciondrios que possuem horizontes
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de aprisionamento e espacos-tempo que possuem horizonte dindmicos mas ndo possuem superficies
aprisionadas, de tal modo que nenhum deles podem ser considerados contendo um buraco negro

dinamico.
5.4 SOLUCOES DINAMICAS

5.4.1 ESPACO-TEMPO DE VAIDYA

O espaco-tempo de Vaidya é um exemplo simples de espaco-tempo com um buraco negro dina-
mico e fornece uma boa intui¢ao fisica do comportamento de horizontes dinamicos (ASHTEKAR;
KRISHNAN, 2004). Também fornece uma intui¢ao sobre a transicao de um horizonte dinamico para
um horizonte em situacdo de equilibrio, quando o fluxo de radiac@o caindo em seu interior se anula
(ASHTEKAR; KRISHNAN, 2004).

O espacgo-tempo de Vaidya € uma generalizacdo da métrica de Schwarzschild com as coordenadas
de entrada de Eddington-Finkelstein (UNIVERSITY, 2013). Portanto é uma solucdo esfericamente

simétrica, dada por

Gudx'd” = — (1 — 2mT(U)) dv? + 2dvdr + r2d6? + r? sin? Od¢?*. (5.8)
Diferentemente da métrica de Schwarzschild em que a massa m é um paradmetro constante, a massa
na solucdo de Vaidya é um pardmetro dado por m = m(v), ou seja, uma fungio da coordenada
tempo retardado v e pode ser interpretada como a massa do buraco negro na hipersuperficie para
v = constante (BOOTH, 2013).

A métrica de Vaidya € a solu¢do da equagdo de Einstein com o tensor energia-momento de poeira

nula, dado por

11(V) <o ca
T = 5 0505 (5.9)
sendo 1 (v) = dm(v)/dv. O tensor energia-momento 7, satisfaz a condi¢do de energia dominante,
uma vez que (UNIVERSITY, 2013)

m(v) > 0,

portanto a massa nunca decresce e se 7 (v) = 0 obtém-se o caso de Schwarzschild.

Considere o espaco-tempo de Schwarzschild com um buraco negro de massa m;, e suponha que
durante um determinado intervalo de tempo v; < v < vq esse buraco negro absorve radiacdo suficiente
para que sua massa seja incrementada, de forma que massa final do buraco negro apds absorver a

radiacdo seja moy. A massa desse buraco negro pode ser descrita por

my, v; <,
m(v), vy <v < vy, (5.10)

ma, Uy 2>,
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onde m(v) é uma fungdo suave que descreve o incremento de massa entre m; e mo (POISSON, 2004).
A métrica de Vaidya descreve a situagc@o dindmica durante o processo de absorcao de radiagdo do buraco
negro. Uma vez que na situacdo de equilibrio o horizonte de eventos € localizado pela hipersuperficie
nula r = 2m, parav; < ver = 2ms quando v, > v, 0 objetivo € analisar o comportamento do
horizonte r = 2m(v) em uma situagio dindmica descrito pela métrica de Vaidya.

Para analisar o que acontece com horizonte .7¢ do espago-tempo de Vaidya define-se o campo

escalar dado por
O(v,r,0,0) =r —2m(v),

que determina uma hipersuperficie em .Z .

Calculando o normal n a essa hipersuperficie

Vo = —2mdv + dr,

2rm — 2
n:8U+<— mort m(”))ar. (5.11)
r
No horizonte ¢ em que r = 2m(v), tem-se que
g(n,n) Z —41m (v). (5.12)

Portanto = 2m(v) é uma hipersuperficie do tipo-espaco, dado que uma vez que equagdo 5.10 deve
ser satisfeita, logo seu vetor normal € do tipo-tempo.

Vamos introduzir a métrica da se¢@o transversal S de .7 dada pela restricio v = constante e
r = constante (ASHTEKAR; KRISHNAN, 2004)

Qudr’d” = r*d6? + r*sin® 0dg? (5.13)

e os normais nulos £ e k associados respectivamente aos raios nulos de saida e de entrada do horizonte

£=8,+ (M) ., (5.14)
2r
k——9, (5.15)

satisfazendo g(£,k) = —1.
Com as ferramentas necessdria em maos, pode-se calcular a expansio ao longo de £ e k
_r—2m(v)

Opy=—23 > (5.16)

r2
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Oy = ——. (5.17)

00, =0, (5.18)
Q(k) <0 (5.19)
e também
2

portanto, .7 é folheado por superficies marginalmente aprisionadas, logo € um horizonte dinamico.

5.4.2 SOLUCAO DE MCVITTIE

A solucdo de McVittie é uma generalizacdo da métrica de Schwarzschild-de Sitter-Kottler pro-
posta em 1933 por McVittie (FARAONI, 2015). Ela descreve um buraco negro embebido em um
espaco-tempo cosmoldgico de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), sendo a regido entre o
horizonte do buraco negro e o horizonte cosmoldgico ndo estatica.

Ela é uma solucao esfericamente simétrica da equacao de Einstein, com fluido perfeito, livre de
cisalhamento e assintoticamente FLRW. Por simplicidade é assumido por constru¢cdo que a componente
do tensor de Einstein G} = 0 (em coordenadas esféricas), ou equivalentemente pela equagdo de Einstein
Ty = 0. Isso significa que ndo deve haver fluxo de matéria radial quando uma inomogeneidade local,
esfericamente simétrica, tal como um buraco negro for introduzida (FARAONI; MORENO; NANDRA,
2012). O objetivo de McVittie ao propor essa solucao era investigar o comportamento de sistemas
locais diante da expansdo cosmoldgica (FARAONI, 2015).

A solugdo de McVittie é dada por

2 2 -
Gudatd” = — (1 A gy’ r2) e + (1 2 () r2) dr? + r2d6° + r2sin® (6) d¢?

r r

(5.21)

onde H (t) é o parametro de Hubble dependente do tempo, necessariamente positivo, pois considera-
se 0 universo em expansdo. O parametro m positivo informa a massa da inomogeneidade central
(FARAONI; MORENO; NANDRA, 2012).
Os horizontes da métrica de McVittie estdo localizados pelas raizes positivas de
2
m 2,2

== H ()

=0, (5.22)
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sendo elas dadas por (FARAONI; MORENO; NANDRA, 2012)

3

Tl(t) = m81n07
1 1 i
ro(t) = mCOSQ - msma
ra(t) = ——— cosf — —— sin0, (5.23)

H(t) V3H(t)

com sin(36) = 3v/3mH (t). Seguindo a discussio feita por (FARAONI; MORENO; NANDRA, 2012),
uma vez que H e m sdo positivos, r; refere-se a uma solugao ndo fisica. Para 0 < sin(360) < 1, devem
existir duas raizes r; e ry, sendo elas referentes respectivamente ao horizonte do buraco negro e ao
horizonte cosmoldgico. Para sin(36) = 1 ambos horizontes devem coincidir, ou seja, 71 = 5. Por fim,

para sin(36) > 1, ndo ha horizontes. Isso pode ser sumarizado como
s ParamH(t) < 1/(3v/3) hd dois horizontes, 7; e 7;
s ParamH(t) = 1/(3v/3) hd um horizonte, 7, = rs;
e ParamH (t) > 1/(3v/3) ndo h4 horizontes.

Assumindo o fundo de poeira dominante, com H (t) = 2/(3t), existe um tinico tempo £ = 2v/3m

em que mH (t) = 1/(3v/3), e portanto trés possibilidades podem ocorrer
s t < ¢ implica mH (t) > 1/(3+/3) e portanto ndo ha horizontes;

s t =t implicamH () = 1/(3+/3) e portanto h4 um tnico horizonte coincidindo em r; = ry =

1/(V3H(t)):
e t > {implica mH (t) < 1/(3v/3) e portanto ha dois horizontes em 7, e r5.
Figura 12 — Comportamento dos raios dos horizontes do buraco negro e cosmoldgico de McVittie para

fundo de poeira dominante. Para a construcdo do grafico foi assumido m = 1 e tanto ¢
quanto r sdo dados em unidades de m.

. 4
Horizonte do buraco negro J

Horizonte cosmologico J
’

[ EEPTTETY. s

Fonte: Produg¢do do préprio autor.
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A Figura 12 ilustra o comportamento do raios dos horizontes de McVittie. Para ¢t < ¢ ha uma
singularidade nua em r = 2m. Pode-se afirmar que o universo € muito pequeno nesse caso para
acomodar um buraco negro (FARAONI; MORENO; NANDRA, 2012). Em ¢t = { os raios dos
horizontes coincidem em 1, = r, = 3m para o fundo de poeira dominante.

Para t > t, o horizonte cosmolégico e o horizonte do buraco negro se separam. O horizonte do
buraco negro se contrai até atingir um valor assintético r; = 2m para t — +o0o onde estd localizada
a singularidade do espago-tempo. O horizonte cosmoldgico cresce monotonamente até seu raio se
aproximar de ro = 1/H (t).

Vamos investigar o comportamento do horizonte quando ¢ — +o00. A equacio
d=r—2m (5.24)

define uma hipersuperficie .7, cujo normal n é dado por

SH (t)* +2m —
n— (f (t)” +2m T) 0. (5.25)
r
No horizonte em que 7 = 2m, obtém-se que
H 2 2
g(n,n) = —4m"H (t)°. (5.26)

Logo 2 € do tipo-espaco. Introduzindo os normais nulos a folheagdo S de .77

2
£=0,+ (—ﬁH 0?2 — 2y 1) o, (5.27)
T
1 om  \', 1
k=—=(r?H{t)’+— -1 — = 2
5 (7" (t) + , ) (3t 287~, (5 8)
satisfazendo g(£, k) = —1, pode-se introduzir também a métrica induzida em S, dada por

qudztd” = r2df* + r? sin® 0d¢?. (5.29)

Agora, pode-se calcular a expansao ao longo dos normais nulos £ e k

2(r*H (t)* +2m — 1)

Oy =— = : (5.30)
1

Oag = ——. (5.31)
T

Como r é raiz da equagdo 5.22 e localiza o horizonte do buraco negro, tem-se entdo que as equacoes



5.30 e 5.31 tornam-se no horizonte

1
0wy = —~

No limite em que { — +o00 e r; = 2m, obtém-se

0(3) =0,

1
= o

confirmando entdo que o horizonte do buraco negro de McVittie € um horizonte dindmico,

parat — +00.
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(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

a0 menos



63

6 CONCLUSAO

As caracterizagdes de horizontes de buracos negros via referenciais quase locais mostram-se uma
ferramenta poderosa para a andlise desses objetos astrofisicos, sem a necessidade de se reportar a toda
estrutura do espago-tempo. Afinal quando os astrofisicos dizem que descobriram um buraco negro se
referem a um objeto mais concreto e local que um horizonte de eventos (ASHTEKAR; KRISHNAN,
2004).

Baseado nisso, o conhecimento de geometria de hipersuperficies mostra-se necessario, pois assim
como o horizontes de eventos, a hipersuperficies dividem o espaco-tempo em duas regides. Por isso
foi desenvolvido no capitulo 2 em detalhes a geometria das superficies nulas, que sdo membranas
unilaterais e, de fato, mostram-se boas candidatas para modelar horizontes de buracos negros. Dentre os
conceitos mais importantes estdo o de expansio de superficies nulas, que estd intimamente relacionado
com o comportamento de raios de luz no horizontes como apresentado na secao 5.1.

Quando uma superficie nula possui uma expansao nula, sob certas condi¢des do tensor energia-
momento e da secdo transversal, como visto na Defini¢do 3.1, ela € denominada de horizonte néo-
expansivel. Essas estruturas trazem resultados importantes como a invariancia da drea e da métrica
no horizonte, e também possibilita a inducao de uma conexao afim, o que sao alguns dos requisitos
necessarios para modelar um buraco negro em equilibrio. Quando encerrados com uma classe de
equivaléncia de normais tipo-nulo e de uma conexao afim invariante no horizonte, essas estruturas
passam a ser denominadas de horizontes isolados.

Os horizontes isolados modelam buracos negros em equilibrio e s@o estruturas semelhantes aos
horizontes de Killing, porém diferente desses ultimos pois os horizontes isolados ndo necessitam
de um campo vetorial de Killing em todo o espago-tempo e portanto ndo constituem um conceito
global. Além disso, uma vez que localmente ambos possuem as mesmas caracteristicas, a lei zero da
mecanica de buracos negros, provada tradicionalmente para horizontes de Killing, pode ser estendida
naturalmente para os horizontes isolados.

Apesar de global no sentido que necessita de uma campo vetorial de Killing em todo o espaco-
tempo, os horizontes de Killing possuem propriedades que possibilitam compreender a lei zero da
mecanica de buracos negros e as solucdes estaciondrias como a de Kerr (ver (GOURGOULHON,
2022)) com mais clareza, uma vez que ja foram discutidos amplamente na literatura (CARROLL,
2003) (GOURGOULHON, 2022) (WALD, 1984).

Discutido em detalhes referenciais que modelam buracos negros em equilibrio, situagdes dinamicas
também foram englobadas no capitulo 5, introduzindo o conceito de horizontes dinamicos. Aliados a
esse conceito, foram analisadas a solu¢do de Vaidya que possibilita descrever uma situacdo dinamica
entre dois estados de equilibrio de um buraco negro de Schwarzchild que absorve radiacio, e a solugao
de McVittie que descreve um buraco negro embebido em um espago-tempo cosmolégico.

Apesar das discussoes apresentadas, hd muito ainda a se discutir sobre esses referenciais, como 0s
teoremas de existéncia e unicidade e da extensdo a primeira e segunda lei da mecanica de buracos negros,
nesses contextos que ndo foram aqui apresentadas (ASHTEKAR; KRISHNAN, 2003) (ASHTEKAR;
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BEETLE; LEWANDOWSKI, 2002). Dentre as perspectivas futuras, a aplicacio desses referenciais

em espaco-tempo assintoticamente AdS com horizontes ndo compactos € prevista.
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