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Resumo

Seja K um corpo p-adico, com p # 2 e F D K uma extensao galoisiana de K de grau
n. Entao F pode ser visto como espaco quadratico sobre K, com a forma quadratica dada
por T(z) = trpk(z?), para « € F. Determinaremos os invariantes determinante, dimensao e

invariante de Hasse desta forma quadratica para n igual a 2,3 e 4.

Palavras-chave: Forma Quadratica, Forma Traco, Invariante de Hasse, Corpos p—Adicos.



Abstract

Let K be a p-adic field with p # 2 and F a Galois extension field of K of degree n. Then
F can be viewed as a quadratic space over K under the quadratic form T(z) = trpx(2?) for
x € F. The invariants of this quadratic form dimension, determinant and Hasse invariant

are given in the case when n is equal to 2,3 and 4.

Keywords: Quadratic Form, Trace Form, Hasse Invariant, p-Adic Field.
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Introducao

Os primeiros capitulos sao constituidos de tépicos fundamentais, que servem de base para
este trabalho. O Capitulo 1, consiste em um estudo sobre formas quadraticas sobre corpos,
e alguns de seus invariantes.

Nos capitulos 2 e 3 foram vistos resultados importantes de algebra de quatérnios, e feito
uma introdugao ao grupo de Brauer para que fosse possivel definir o invariante de Hasse.

No capitulo 4 ha um resumo sobre corpos locais, em especial os corpos p-adicos, que
sao os corpos sobre os quais estudaremos a forma traco no capitulo 5. Aqui provamos que
duas formas quadraticas sao isométricas se, e somente se, elas tem a mesma dimensao,
determinante e invariante de Hasse.

O capitulo 5 é o foco principal deste trabalho. Nele determinamos os invariantes da forma
trago sobre os corpos p-adicos, baseado na referéncia [G]. Particularmente a dimensao da
forma traco é o grau da extensao F O Q,; o determinante da forma traco ¢ o discriminante
da extensao F D Q,, e finalmente para determinar o invariante de Hasse da forma trago
basta provar se ele é ou nao é representado pela unica algebra de quatérnios com divisao

sobre o corpo p-adico Q,.
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Capitulo 1

Formas Quadraticas

Consideraremos em todo este trabalho, K um corpo com caracteristica diferente de 2 e
K o grupo multiplicativo dos elementos nao nulos de K.
Uma forma bilinear simétrica sobre V é uma aplicacdo b : V x V — K (onde V é um

espago vetorial de dimensao finita sobre K) que satisfaz as propriedades:
e b(z+y,z) =0b(x,2)+b(y, 2), para todos z, y, z € V;
e b(az,y) = ab(x,y) = b(z,ay), para todos x, y € Ve a € K;
e b(x,y) = b(y,x), para todos x,y € V.

Um espago bilinear é um par (V,b) onde V é um espago vetorial de dimensao finita sobre

K e b é uma forma bilinear simétrica sobre V.

Defini¢ao 1.0.1 Um espaco quadrdatico é um par (V,q), onde V € um espago vetorial de
dimensao finita sobre K e q € uma forma quadrdtica sobre V, ou seja, q € uma fun¢ao de V

em K que satisfaz as propriedades:
e g(ax) = a*q(x) para todo x € V e para todo o € K, ¢;

e by : VXV — K definida por by(z,y) = 1(q(z+y) — q(x) —q(y)), para todos z,y € V,

¢ uma forma bilinear simétrica.

A fungao b, definida acima € dita a forma bilinear associada a q.

11
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Nota: Dada uma forma bilinear (simétrica) b sobre um espago vetorial V, podemos
definir uma forma quadrética ¢ : V. — K por ¢(z) := b(x,z). De fato, a fungao ¢ definida
¢ uma forma quadratica dita forma quadrdtica associada a b.

E imediata a verificagdo de que as correspondéncias ¢ — b, e b — ¢, (ou entre
espagos quadraticos e bilineares, (V,q) — (V. b,) e (V,b) — (V,q)) s@o inversas uma
da outra desde que q,, = ¢ e by, = b. Em outras palavras, podemos identificar formas
quadraticas com formas bilineares de modo tinico. Segue-se que conceitos e propriedades de
espagos quadraticos (ou formas quadraticas) podem ser transmitidos para espagos bilineares
(ou formas bilineares) e vice-versa. Um exemplo disto é o conceito de isometria que vem a

seguir.

!/

Defini¢ao 1.0.2 Dizemos que os espagos quadrdticos (V,q) e (V',q") sdo isométricos, e
denotamos por (V,q) ~ (V',¢'), se existe um isomorfismo o : V.— V' tal que ¢'(o(x)) =
q(x), para todo x € V.

Dois espagos bilineares (V,b) e (V' V') sdo ditos isométricos e denotemos este fato por
(V,b) ~ (V' V), se existe um isomorfismo o : V. — V', tal que V' (o(x),0(y)) = b(x,y), para
todos x, y € V. O isomorfismo o : V. — V', em ambos 0s casos, € dito uma isometria.

Por simplicidade muitas vezes diremos que as formas quadrdticas q e ¢ (ou as duas

formas bilineares b e b') sdo isométricas.

Segue-se da defini¢ao que dois espagos quadréaticos (bilineares) isométricos tem a mesma
dimensao. Também tem-se que a relagao de isometria definida entre espacos quadraticos
(bilineares) é uma relagao de equivaléncia.

Agora podemos ver que se q e ¢’ sdo formas quadraticas isométricas entao suas for-
mas bilineares associadas também sao isométricas, e a reciproca também é verdadeira. De
fato, seja ¢ : V.— V' um isomorfismo tal que ¢'(0(z)) = ¢(z). Entao by(o(z),0(y)) =
3ld'(0(2) + o(y)) — d'(0(2)) = ¢ ()] = 3[(d o o)z +y) = (¢ °0)(z) — (¢ °0)(y)] =
%[q(x +vy) —q(z) — q(y)] = by(z,y), para quaisquer z,y € V. Logo by =~ b,. Do mesmo

~Y / a ~o
modo demonstra-se que se b >~ b, entao q, >~ qy.
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1.1 Notacao Matricial

n n
Sejam C' = {ey, e, ...,e,} uma base do espaco vetorial V e x = Zmiei, Yy = Zyjej €
i—1 j=1
V. Se b é uma forma bilinear sobre K, entao

b(z,y) =0 (Z Ti€4, Zyj€j> = Z%’b (@;Z?Jﬂj) = szi?/jb(ei, €j)-
i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1
A matriz B = (b(e;,e;)) = (b;;) é dita matriz da forma bilinear b com respeito a base C.

Vamos denotéa-la por Byo. Deste modo, temos:

bler,er) ... bleg,ep) U1
b(x,y) = (x1 x2 ... =) : : : = 2'Bycy.
blen,€e1) ... blen,en) Yn
A matriz de uma forma quadrdtica q, é definida como sendo a matriz da forma bilinear

associada a ¢. Assim,
By =By e q(z)="by(z,z) = 2'By cx.

Consideremos agora (V, q) e (V',¢') dois espagos quadraticos isométricos e o a isometria
entre eles. Se C' e C' sao bases de V e V' respectivamente e T = (¢;;) a matriz de o em

relacao as bases C' e C’, entao

ch = Tth/C/T, (*)

onde T! é a matriz transposta de T.

Dada uma base C' de V, se tomarmos uma outra base ¢’ de V, teremos que B, =
T'B,cT, onde T é a matriz de mudanga de base, de C' para C'.

Como o determinante de uma matriz quadrada é uma fungao multiplicativa e é invariante

por transposicao de matrizes temos que

detByc = (detT)?.detBycr. (%)

Podemos dizer, entao, que o determinante de formas quadraticas isométricas diferem por

um fator quadrado de K. Vamos denotar por K2 o seguinte subgrupo normal de K, K2 :=
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. K
{z?, = € K}. Entao o ¢ um grupo dito grupo das classes de quadrados. Este grupo tem

papel fundamental na teoria de formas quadraticas. Isto nos permite definir o determinante

K
de uma forma quadratica ¢ como sendo um determinado elemento de ek

Definicao 1.1.1 Sejaq: V — K uma forma quadrdtica e C' uma base fixa de V. Definimos
o determinante de q ou o determinante do espago quadrdtico (V,q) e denotemos por d(q) ou

det(q), como sendo

d(q) := detB,c. K>

Por (**) tem-se que o determinante de uma forma quadratica (ou de um espago quadratico)

K
estd bem definido como elemento de T’ e de (*) temos que o determinante de formas

quadraticas é um invariante por isometrias.

1.2 Espacos Regulares e Decomposicao Ortogonal

Defini¢ao 1.2.1 Seja (V,b) um espago bilinear. Dois vetores x,y € V sao ortogonais se
b(x,y) = 0. Além disso, X,Y C V sdo ditos ortogonais se b(x,y) = 0, para todo x € X e
para todo y € Y.

Notacoes: x Ly, X LY. Trocando b por b, define-se analogamente vetores ortogonais

e subconguntos ortogonais do espago quadrdtico (V,q).

Se X é um conjunto nao vazio de V ((V,b): espaco bilinear), o subespaco ortogonal de X,

denotado por X+, é definido por:
Xt :={yeV|blx,y) =0, paratodox € X}.

Com relacao a definicdo acima, temos que X+ é, de fato, um subespaco de V, e ainda

temos as propriedades:

e se X C Y entao Y+ C X*;

o X C X1
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Se W é um subespaco de V, onde (V,q) é um espaco quadratico, entdao (W, qw) (qw a
restricao de ¢ a W) é um espago quadratico dito subespaco quadrdtico de (V,¢q). Também

diz-se que qw é uma subforma da forma quadratica q.

Definigao 1.2.2 Um espago quadrdtico (V,q) (ou uma forma quadrdtica q) € dito regular
(ou ndo singular), se V& = {0}, isto €, para cada vetor nao nulo x existe y tal que by(x,y) #
0. O subespago V* é chamado de radical de (V,q). Um subespaco W de V € dito regular se

(W, qw) € reqular. Se (V,q) nao é reqular, ele € dito singular.

Observacao 1.2.1 Num espac¢o reqular, somente o vetor nulo é perpendicular a todos os

vetores.

Para um espaco vetorial V, V* denota seu espaco dual: o espaco vetorial de todos os
funcionais lineares de V em K.
Se (V,b) é um espaco bilinear, entao b:V — V* tal que /b\(x) : V. — K é definida por

Z(x)(y) :=b(x,y) é uma transformagao linear, dita transformacgdao adjunta de b.

Lema 1.2.1 Sejam (V,b) um espago bilinear ¢ W um subespaco de V. Entdo W+ =

Ker(pb), onde p : V* — W* denota a proje¢ao canonica.

Demonstracio: Se r € W+, entdo B(x)(y) = b(z,y) = 0, paratodo y € W. Assim,

~

Z(x)‘w =0, e segue que z € Ker(pb).
Agora seja € Ker(pb). Entdo E(x)wv = 0 ou b(z)(y) = 0, paratodo y € W. Logo
b(z,y) =0, paratodo y € W, ou seja x € W. O

Proposicao 1.2.1 As sequintes condicoes sao equivalentes sobre um espago quadrdtico
(V.q):

(i) Byc € wma matriz nao singular, qualquer que seja a base C de V;

(i) x — l;;(a:)() = by(x,-) define um isomorfismo de V em V*;

(iii) Se x € V € tal que by(x,y) = 0, para todo y € V, entdo x = 0, isto é, V € regular.

Demonstracao: (i)== (ii) Seja C' uma base de V e suponhamos que B, é uma matriz

inversivel. Sejam x = (x1,...,2,), ¥ = (y1,...,Yn) as coordenadas dos vetores x e y de V na

base C. Como B, é inversivel, segue que 2'B,c # y'B,c, para todo x,y € V, com = # y.
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Logo by(x,-) # by(y,-), para todo x # y ou entao bAq(x) + bA(](y), quando z # y. Portanto

l;; : V. — V* definida por Z;J(m)() = by(x, ) é um isomorfismo.

by: V. — V*
o by(z)(+) = by(x, )
suponhamos que b,(z,y) = 0, para todoy € V. Isto implica que by(x)(y) = 0, para todoy €

(ii) = (iii) Seja um isomorfismo. Tomemos x € V e

V. Logo IZI(:U) = 0. Como bAq é um isomorfismo, temos que z = 0. Portanto V* = 0, ou seja,

V é regular.

(iii) = (i) Temos que By = (bi;) é inversivel <= detB,c # 0. Se detB,c = 0, entao
B,c.y = 0 tem solugao ndo nula, ou seja, existe ¥’ = (y1,...,y,) € V, com y; # 0 para algum

7, tal que

biiyi + by + ... 4+ by, = 0

bnlyl + bn2y2 + ...+ bnnyn = 0.

Assim, para todo = (x1,...,7,) € V nao nulo, 2'B,cy’ = 0. Logo y' € V*. Portanto

V+ #£ {0} e assim (V, ¢) ndo é regular, o que contradiz a hipétese. O

Consideremos os espagos quadraticos (Vi,q1), (Va,q2),..., (Vn,qn), n > 2, e seja V =

Vi Vya®---dV,. A aplicacdo q : V — K definida por ¢ g x| = g gi(z;) é uma
i=1 i=1
forma quadratica sobre K, pois:

q(adx) =q (X ax) =3 glaz;) =3 a’qi(z:) = o® 3 qi(w;) = a*q (X ).
E para a forma bilinear associada temos:

by (@i, o) =g la (i + X y) —a () —a (X)) =

% la (@i +w1) —a (@) —a(Xwi)l = Z{%[(Qi(fﬂi i) — ai@i) — @)t = 32 b, (i, i)
Como cada uma das formas bilineres b,, ¢ simétrica segue-se que b, também ¢ simétrica.

Assim podemos definir:

Definigao 1.2.3 Dados os espagos quadraticos (Vi,q;), 1 = 1,....,n (n > 2), seja V =

Vi®&Ve®---®dV,,. Opar(V,q), ondeq: V — K € definida porq (Z xz) = Z qi(x;), é um
i=1 i=1
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espago quadrdtico denotado por (V,q) = (Vi,q1)L... L(Vpn,qn) € € dito soma ortogonal dos
espa¢os (V1,q1), ..., (Vn,qn). Esta soma ortogonal também serd denotada resumidamente

porq=qL...1q,, e diz-se que q € uma soma ortogonal de qi,. .., q,.

Nota: Segue-se que uma condi¢ao necessaria e suficiente para que o espago quadratico
(V, q) seja a soma direta dos espagos quadraticos (Vi,¢1), ..., (Va,qn) éque V=V ®---®V,
e V,;LVj, para todos i # j.

De fato, como b, = > b, temos que para x; € V; e x € Vi, j < k, by(zj,x) =
04+ +0+0bg,(2j,0) +0+ -4+ 0+4bg (0,2) +04---+0=0. Logo V; LVy, se j # k.

Sejam (V,¢) um espaco quadratico tal que V.= V; @ --- & V,, e V, LV}, para todos

L # j, e q = qv,. E f4cil verificar que (V;,q;) sao espagos quadréticos para todo i. Segue

n n
que para todo x = le € V, com z; € V; temos que ¢ (Zmz> = by(z1 + -+ +

i=1 i=1
Tpy X1 + -+ + Xy) = Z by(zi,z;). Como V,;LV; temos by(z;,z;) = 0, para i # j. As-
ij=1
sim ¢ (Z xl> = Z by(zi, z;) = Z q(x;) = Z ¢i(z;).
i=1 i=1 i=1 i=1

Um caso particular de soma direta é quando V; sdo subespagos de V ((V, ) um espago
quadratico), tais que V;LV; e V=@,V (n > 1).
Temos que (V;, gv,) sdo espagos quadréticos, e esta decomposigao ortogonal é dita soma

direta ortogonal interna.

Lema 1.2.2 Sejam (Vy, q;) espacos quadrdticos, i = 1,2,3,4. Entao:
(1) (Vi,a) L (Va,02) = (Vo,¢2) L (Vi, 1), (our Lgz g2 L qu);
(i) Se (Vi,q1) = (V2,q2) e (V3,q3) = (Va,qa), entao (Vi,q1) L (Va,q3) =~ (Va,¢2) L
(Va, qu);
(iii) (Vi,q1) L (Va,qe) € reqular se, e somente se, (V1,q1) € (Va,q2) sao ambos regqulares;
(iv) Se By € a matriz de g1 na base Cy de Vi e By € a matriz de g na base Cy de Vs,
B,

entao a soma ortogonal q; L qo tem a matriz na base C1 U Cy de Vi @ V.
0 By

Observacao 1.2.2 Como o determinante de uma forma quadrdtica independe da base dada

B, 0
para expressd-la e desde que det ' = det(By).det(Bs), seque que det(qy L q2) =

0 Bs
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K
det(qy).det(qs) como elemento de o

Lema 1.2.3 Se W € um subespaco reqular do espago quadrdtico (V,q), entao (V,q) =~
(W, qw) L (W, gwo).

Demonstracao: Como W L W+, basta demonstrarmos que V=W ¢ W+,

O radical do espago quadrético (W, gw) ¢ WNW+, e como W é regular temos que WNW= =
{0}. Consideremos b/(qw\) : W — W* tal que b/(qw\)(m)() = bigw)(z,). Como W ¢é regular,
pela Proposicao 1.2.1 segue-se que b/(qw\) ¢ um isomorfismo.
Se z € V, temos que l;;(:c)w € W* e como % ¢ um isomorfismo de W em W*, existe
y € W tal que @(x)w = b/(qw\)(y). Assim, (I;;(x)w)(z) = b/(qw\)(y)(z), para todo z € W. Dai
be(,2) = bigw) (Y, 2) = by(y, 2), para todo z € W, ou by(x —y, 2) = 0, para todo z € W. Logo
r—y € Wt Como z =y + (z—y), segue-se que V=W + W=, Portanto V=W & W-.
De V=W @& W+ temos que 0 : V— W @& W definida por o(x) = x; + x5 (onde z;
e T 520 as projecoes de x sobre W e W+, respectivamente), é um isomorfismo de V em V.
Por definicao de soma ortogonal temos que:
(aw-Laws)(0(2)) = (qwLaws) (@1 + 22) = qw(wr) + qwe (22) = (1) + g(a). Como 0 =
20,(z1,22) = q(x1 + x3) — q(x1) — q(22), segue-se que (qwlawe)(o(x)) = q(x), x = 21 + 2.

Logo ¢ é uma isometria e o lema esté concluido. O

Teorema 1.2.1 Seja (V,q) um espago quadratico sobre K. Entao (V,q) € isométrico a uma
soma ortogonal de subespacos quadradticos unidimensionais. Em outras palavras, V tem uma

base constituida de vetores dois a dois ortogonais (base ortogonal).

Demonstragao: (por indu¢ao em dimensao de V)

Se b, = 0, qualquer decomposi¢ao de V na forma V=V, @ --- @& V,, com dimV, =1
também é uma decomposi¢ao ortogonal.

Se by # 0, existem vetores x,y € V tal que by(z,y) # 0. Como by(z,y) = 3(q(z +y) —
q(z) — q(y)), entao existe z € V tal que ¢(z) # 0, por exemplo, z =z, y ou z + y.

12

Assim o subespago unidimensional W = 2K é regular e pelo Lema 1.2.3, (V,q)

(W, qw) L (WL, gw). Pela indugao segue o resultado. O
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Observagao 1.2.3 O Teorema 1.2.1 garante a existéncia de uma base ortogonal (ou seja,
seus vetores sao ortogonais, dois a dois) C' = {ey,...,e,} de V. Assim, para todo x € V,
n n

r = inei e q(z) = b(z,x) = Z zix;ble;,e) = Zb(ehei)x? = Zq(ei)xf. Isto segue
i=1 =1

ij=1 i=1
do fato de que a matriz de q na base C' é uma matriz diagonal:

b(ey,er) 0 0 0
0 beg,e9) -+ 0 0
B, — . . , .
0 0 <o bep—1,€n-1) 0
0 0 0 b(en, en)

Seque-se também que toda matriz simétrica é congruente a uma matriz diagonal.

Denotando q(e;) por a; temos que para todo x = wiey + xae3 + -+ + Tpe,, q(x) =
a12% + asx3 + - - + a,x2. Esta forma € denotada por (ay) L ... 1{a,) ou resumidamente por
(ay,ag,...,a,), e € dita uma diagonalizacdo da forma q. Temos ainda a notagdo reduzida
n{a) quando a; = a para todo i =1,2,... n.

Assim toda forma quadrdtica q € isométrica a uma forma quadrdtica diagonal.

Lema 1.2.4 (i) Se 0 € uma permutagdo de 1,...,n, entdo (a1, ..., an) >~ (g, - - -, Gom));

ii) Parab; €K, i=1,2,....n, {a1,...,a,) ~ (a1b?, ..., a,b%).
1 n

Demonstracao: (i) O automorfismo de V obtido pela permutagao € dos vetores da base

canodnica ¢ uma isometria.

(ii) Sejam o : V — V definida por o(x1,...,z,) = (i1, ...,byxy), €

aq 0
by = em alguma base C' de V. Seja também ¢ = (ay,...,a,) €
0 an
q = {a1b?, ..., a,b%). Entao a seguinte igualdade se verifica:
q(o(x)) = q(bizy, ..., byzy) = zn:ai(bixi)Q = Zn:(azbf)xf =¢'(x). Logo q~¢. O

i=1 i=1

Observacao 1.2.4 (1) O dtem (ii) deste Lema nos permite considerar qualquer diagona-

K
lizacao de uma forma quadrdtica g tomando os elementos diagonais a; em o Logo podemos
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considerar todos os a; livres de quadrados. Por exemplo a forma ¢ = (8,—4,12), sobre Q
¢ isométrica a forma qu = (2,—1,3), cujos coeficientes sdao livres de quadrados. A mesma
forma q; é isométrica a forma q3 = (1,—1,1), sobre R, pois todo nimero positivo em R é
um quadrado, ou, R? = {x € R | z > 0}.

(2) Se q ~ ¢ = (a1,...,a,) entio det(q) = det(q') = a1...a,.K? e q € reqular se, e

somente se, todos os a;’s sao nao nulos.

Lema 1.2.5 Sejam (V,q) um espaco quadrdtico reqular e W um subespaco de V. Entdo
dimW + dimW+ = dimV.

Demonstracao: Pelo Lema 1.2.1 sabemos que W+ = Ker(plzz), onde

p: V¥ — W* denota a projegcao canonica. Como toda base de W pode ser completada
a uma base de V é facil verificar que p é sobrejetora. Logo p o IZ] ¢é sobrejetora, e portanto
dimV = dim(Ker(p o b;)) + dim(Im(p o by)) = dimW* + dimW*. Como dimW* = dimW

para qualquer espaco vetorial W, temos que dimV = dimW+ + dimW. O

Corolario 1.2.1 Sob as mesmas hipoteses do Lema anterior temos que (VVL)L =W.

Demonstracao: De fato, como W+ também ¢é subespaco de V temos que dimV =
dimW+ + dim(WL)L. Assim, dimW + dimW+ = dimV = dimW+ + dim(WL)L. Can-
celando dimW+, segue que dimW = dim(WL)L. Como W C (WL)L, temos a igualdade
W= (WH O

1.3 Representacao de Elementos

Definicdo 1.3.1 Sejam g : V — K uma forma quadrdtica sobre K e d € K. Dizemos que
q representa d, se eziste x € V tal que q(x) = d.
Uma forma bilinear b : VxV — K representa d € K se existe x € V tal que b(xz,z) =d.

Denotemos por Dk(g), ou simplesmente por D(g) quando nao houver possibilidade de
confusiio quanto ao corpo em questao, o conjunto dos valores de K representados por g, isto
6, D(q) = {d € K| q(z) = d, para algum z € V}. Se D(¢q) = K dizemos que ¢ é universal,

ou seja, q representa todo elemento d € K.
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Se a, d € K tem-se que d € D(q) se, e somente se, a>d € D(q). De fato, ¢(x) = d se,

somente se, ¢(az) = a*d. Dessa forma D(q) consiste da unido de conjuntos de K médulo K2,
K

isto é, D(¢) é um subconjunto de T Também é evidente que se ¢ ~ ¢’, entao D(q) = D(¢').

Existe o conceito analogo para uma forma bilinear b sobre K.

Teorema 1.3.1 (Critério de Representacio) Seja (V,q) um espaco quadrdtico e d € K.
Entao d € D(q) se, e somente se, existem um espaco quadrdtico (V',q') e x € V, tais que

(V.q) ~ (@K, {d)) L (V',¢) (oug=~(d)Lq)

Demonstragao: Se ¢ =~ (d) L ¢, entdao d = d1*? = ((d) L¢')(1,0,...,0). Logo d € D((d) L
q') = D(q).
Reciprocamente se d € D(q), entao existe x € V tal que g(x) = d. O espago quadrético

(zK, (d)) é regular, pois d = det(d) # 0. Pelo Lema 1.2.3 segue o resultado. O

1.4 Espacos Hiperbdlicos e Isotrépicos

Defini¢ao 1.4.1 Seja (V,q) um espago quadrdtico. Um wvetor nao nulo x € V € dito
isotrdpico se q(x) = 0. Se q(x) # 0 diz-se que x € um vetor anisotrépico. Dizemos que (V,q)
(ou q) € um espago isotrépico (forma isotrépica) se existe um vetor isotrdpico em V. Caso
contrario se diz que (V,q) (ou q) é um espago anisotrépico (forma anisotrépica), e neste
caso (V,q) € necessariamente reqular. Finalmente, dizemos que (V,q) ou simplesmente q €

totalmente isotropico se todo vetor x nao nulo de V € isotropico.

Teorema 1.4.1 Seja (V,q) um espaco quadrdtico bidimensional. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(i) (V,q) ¢€ regular e isotrdpico;

(ii) (V,q) € reqular e d(q) = —1K?;

(iii) q € isométrica a (1,—1).

Demonstragao: (i) = (ii) Seja {e;,e2} uma base ortogonal de V, com relagao a

g. Como (V,q) é regular, temos que ¢ ~ (di,ds), onde d; = g(e;) # 0, i = 1,2. Seja
x = ae; + bey, a, b € K, um vetor isotrépico de V. Como z # 0 temos que a # 0 ou b # 0.

Sem perda de generalidade podemos supor a # 0 para o que segue. Assim,
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B\ 2
0= Q(ael + b€2> = a2d1 + b2d2 —d; = — (—) ds.
Portanto d(q) = dydy. K? = —1K?2.

(if) = (iii) Considere novamente g ~ (d1, d»), a diagonalizagdo de g suposta no infcio
da demonstra¢do. Como det(q) = dy.dy € %, por hipdtese, temos que dids = —1, o que
implica que dy = —d;(modK?). Logo q ~ (dy,—d;), com d; € K. Seja ¢'(z,y) = dizy e
0 :V — V definida por o(z,y) = (x — y,z + y). Entdo, ¢ o 0 = (dy, —dy), isto é, ¢ ~ q.
Como ¢ é claramente universal, temos que ¢ também é. Logo 1 € D(q). Portanto pelo
Critério de Representacio, ¢ ~ (1,¢). Como det(q) = —1K2, temos que ¢ = —1(modK?), ou
seja, ¢ ~ (1, —1).

(iii) = (i) Como (1, —1) é isotrépica e regular, ¢ também é. O

Observagao 1.4.1 A forma quadrdtica ¢ ~ (1,—1), dada por q(z,y) = x*> —y* € isométrica

a forma quadrdtica qi, onde ¢, (x,y) = zy.

De fato: Basta considerarmos o isomorfismo o (z,y) = (z—y, z+y), que teremos ¢, (o(x,y)) =

q(z,y) e portanto q ~ ¢.

Definicao 1.4.2 A classe de isometrias de um espaco quadrdtico bidimensional satisfazendo
as condi¢oes do Teorema anterior € dito plano hiperbolico. O plano hiperbélico serd denotado
por H. Uma soma (ortogonal) de m planos hiperbolicos serd dita espago hiperbélico e serd
denotada por mH. A forma quadrdtica correspondente pode ser tomada como x? — x3 +
e x%m_l - x%m 0U COMO T1xy + -+ + Tom_1Tom. Por simplicidade algumas vezes vamos

identificar H por um de seus representantes, usando a expressao H = (1,—1).

Corolario 1.4.1 Seja (V,q) um espaco quadrdtico reqular. Entdo:
(1) (V,q) € isotrépico se, e somente se, (V,q) contém um plano hiperbdlico H como
subespago quadrdtico (um somando ortogonal);

(ii) Se q € isotrdpica, entao q é universal.

Demonstracao: (i) Suponhamos ¢ isotrépica. Entao existe z € V nao nulo tal que

q(z) = 0. Como (V,q) é regular existe y € V tal que b,(z,y) # 0. Desde que b,(z,ax) =
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0, para todo o € K o conjunto C' = {z,y} é linearmente independente. Seja ¢’ = qw, onde

W é o subespago de V gerado por C. Entao ¢’ é regular desde que

0 by (z,y)
by (y,x) by (y,y)
tem determinante —1K2. Pelo Teorema 1.4.1 segue-se que ¢’ ~ H. Agora o resultado segue

do Lema 1.2.3.

Bqlc =

Reciprocamente se ¢ = H.l¢' para alguma forma quadratica ¢’ e H = (1,—1) entdo

q(1,1,0,...,0) =1.12 = 1.12 + ¢'(0,...,0) = 0. Logo ¢ é isotrépica.

(ii) Se ¢ é isotrépica por (i) ¢ contém H que é universal. Logo ¢ é universal, pois

K = D(H) € D(q). O
Teorema 1.4.2 (Da Representagio) Sejam q uma forma quadrdtica e d € K. Entio, d €
D(q) se, e somente se, ¢ L (—d) € isotropica.

Demonstracao: Sejam d € D(q) e ¢ ~ ¢, com ¢ uma diagonalizagdo de ¢, ¢ =

{ai,...,a,). Entao existem z; € K, i = 1,...,n tais que ¢'(z1,...,2,) = @123+ -+ a,22 =
d. Assim, a;z3+ - -+a,z2 —d1?> = 0. Logo ¢’ L {—d) éisotrépica. Como qL(—d) ~ ¢ L(—d),
segue que ¢ L (—d) é isotrépica.

Agora suponha que x = (x1, ..., 2, Ty11) seja um vetor isotropico para ¢ L (—d). Assim

2 2
T T
| Tn41
D(q") = D(q). Se xp41 = 0, entao (xy,...,2,) # 0 é um vetor isotrépico para ¢’'. Logo por

(ii) do Corolério 1.4.1, ¢’ é universal. Assim d € D(q') = D(q). O

Corolario 1.4.2 Para r inteiro e positivo, sao equivalentes:
(i) Toda forma quadrdtica reqular q de dimensao r é universal;

(ii) Toda forma quadrdtica reqular q; de dimensao r + 1 € isotrdpica.

Demonstracao: Imediata. O
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Definigao 1.4.3 Sejam x € V um vetor anisotrépico e W = (zK)*. Entdo uma aplicacio
2bq(x> y)

linear 1, : V — V tal que 7,(y) =y —
q()

.z, para todo y € V é dita reflexao sequndo

o hiperplano W ortogonal a x.

Lema 1.4.1 Considerando 1, como definida acima, temos:
(i) 72(z) = —2 e Tppw = idw;
(ii) 7.(x) € uma isometria de (V,q);
(iii) 7, o 7, = id;

(iv)det(r,) = —1.

Demonstragao: A demonstracao dos itens (i), (ii) e (iii) sdo simples.

(iv) Escolha uma base {e,...,e,} de W e complete para a base de V, fazendo e; = z.
10 --- 0
. ~ N 7/ 0 1 o 0 .
A matriz de 7, com relacao a esta base é R _ que tem determinante —1. O
0o 0 - 1

Lema 1.4.2 Sejam (V,q) um espago quadrdtico e x,y € V tais que q(x) = q(y) # 0. Entao

existe uma isometria 7 : V — V tal que T7(x) = y.

Demonstracio: Para que 7(z) = y, é necessario que r +y € W = (wK)* para algum

w e V. Para w = x —y, temos b,(z —y,z+y) = ¢(x) —q(y) = 0. Logo z —y L z+y. Entdo
devemos fazer uma reflexdao segundo o hiperplano W = ((z —y)K)*, desde que g(z —y) # 0.

Pela lei do paralelogramo, temos

q(z +y) +q(z —y) = 2q(x) + 2q(y) = 4q(x) # 0.

Isto implica que ¢(z + y), ¢(x — y) ndo podem ser ambos nulos. Trocando y por —y (se for
necessario), podemos assumir que ¢(z — y) # 0 (se acharmos uma isometria 7: V. — V tal

que 7(z) = —y, entdo —7 leva z em y). Aplicando a reflexdo 7,_, a x, obtemos 7,_,(x) =
l’ _——————

a(r—y)
querialmos. O

(x—y). Mas ¢(x —y) = 2b(z,z —y), assim 7,_,(z) = v — (x —y) = y, como
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Teorema 1.4.3 (Cancelamento de Witt) Sejam q,q1,qs formas quadrdticas arbitrdrias. Se

qLq1~ql g, entio ¢ ~ .

Demonstracao: (12 passo) Suponhamos ¢ totalmente isotrépica e ¢; regular. Sejam

B,, By e B,, as matrizes simétricas associadas a ¢, ¢1 € g2 em bases convenientes. Pelas

- s Bq O / N Bq O . / . .
hipdteses temos que € congruente a , 1sto €, existe uma matriz
0 th 0 B!I2
. , g 0 [ Bg O * *
inversivel E = , tal que =E E =
C D 0 B, 0 B, x* D'B,D

Em particular, B, = D'B,,D. Como B,, ¢ nao singular, temos que D também é e assim B,

e By, sao congruentes. Portanto ¢; >~ ¢s.

(22 passo) Suponhamos ¢ totalmente isotrépica. Diagonalizemos ¢i, g2 € assumamos que
¢1 tenha exatamente r zeros na diagonalizacao e que ¢ tem r zeros ou mais.

Reescrevendo as hipéteses, temos que ¢ L 7(0) L ¢} ~ ¢ L r(0) L ¢5. Como ¢, é regular,
pelo 12 passo, temos que ¢} ~ ¢b. Assim, q; ~ r(0) L ¢] ~r(0) L ¢} ~ ¢s.

(32 passo, caso geral) Seja ¢ ~ (aj,...,a,) e provemos por indugao sobre n.

Paran = 1, (a1) L ¢ ~ (a1) L go. Se a3 = 0, retornamos ao segundo caso. Se
a; # 0, sejam g3 = {(a1) L ¢1 , g4 = (a1) L gp e 0 : V — V tal que g3 = g4 0 0. Como
a; € D(gq3) N D(qq), existem z,y,z € V, com o(z) = z tal que ¢3(2) = a1 = q(y) ou
a1 = q3(2) = qa(0(2)) = qu(x). Logo q4(x) = q4(y) # 0. Pelo Lema 1.4.2, existe 7: V — V
tal que 7(z) =y (qao7 = q4). Temos g3 = quo0 = quoToo ea; = q3(z) = (quoT00)(2) =
as((7 0 9)()) = qa(y) (onde (7 0 0)(2) = v). Logo (70 F)rge : ()L —» (yK)* é um
isomorfismo tal que qu;(,k): ©(T00) KL = G3)K) L, OU S€ja, Goo (Too) = q1. Assim, ¢ = go.

O resto segue por indugao. O

Proposicao 1.4.1 Sejam q = {(a,b) e ¢ = {(¢,d) formas bindrias requlares. Entao q ~ ¢
se, e somente se, d(q) = d(¢') e D(q) N D(¢") # 0 (isto €, q e ¢’ representam um elemento

em comum e € K).

Demonstracao: (=) E clara.
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(«<=) Suponhamos e € D(q) N D(q'). Pelo Critério da Representacao, ¢ ~ (e, x) e
q ~ (e,y) para algum z,y € K. Calculando o determinante, temos que ab = ez e cd = ey,

assim ¢ ~ (e, abe) e ¢ ~ (e, cde). Mas por hipétese ab = cd, e portanto q ~ ¢'. O

Corolario 1.4.3 Assuma que toda forma bindria sobre o corpo K € universal. Entdo, duas
formas quadrdticas sao isométricas se, e somente se, elas tém o mesmo determinante e a

mesma dimensao.

Demonstragao: Se ¢ e ¢’ tem dimensdo 1 é evidente. Como a forma bindria (aj, as)

representa 1, pois é universal, segue do Critério de Representacao que (ay,as) ~ (1, ajas).

Por indugao, temos que qualquer forma quadritica regular ¢ = (a,...,a,), (n > 2) é
equivalente a (1,...,1,d(q)). Disto o Corolério segue facil. O
Dizemos que duas formas quadraticas diagonalizadas ¢ = (ay,...,a,) e ¢ = (b1, ..., by),

sao de equivaléncia simples se existirem i e j tais que (a;,a;) =~ (b;,b;) e ar = by quando
ki

Definicao 1.4.4 Dizemos que duas formas quadrdticas diagonalizadas q e ¢', sao equiva-
lentes por cadeia e denotemos por q ~¢c q1, se existe uma sequéncia de formas quadrdticas
diagonalizadas, qo,q1,--.,qm tais que qo = q € qn = ¢, e para cada i, q; e ¢y1 Sdo de

equivaléncia simples (0 <i <m —1).

A equivaléncia por cadeia é claramente uma relacao de equivaléncia, sobre o conjunto de
todas as formas quadréticas diagonais sobre um corpo K. Note que ¢ ~¢ ¢’ implica ¢ ~ ¢'.

O seguinte Teorema mostra que a reciproca também ¢é verdadeira.

Teorema 1.4.4 (Equivaléncia Por Cadeia) Sejam q e g1 formas quadrdticas diagonais quais-

quer (de mesma dimensdo). Se q >~ qi, entdo q ~¢ q.

Demonstracao: Sejam ¢ = (ay,...,a,) € ¢ = (by,...,b,). Primeiro notemos que se ¢

é uma permutacao dos indices {1,2,...,n} e ¢ = (apu),...,apm)), entdo ¢ ~c ¢, pois
o grupo das permutagoes de n elementos é gerado por transposicoes. Temos ainda que se
q >~ qq, entao ¢ e ¢; tém o mesmo nimero de termos nulos em suas diagonalizacoes. Assim

é suficiente verificarmos que as partes regulares de ¢ e ¢ sao equivalentes por cadeia. Deste
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modo podemos assumir que ¢ e ¢; sao regulares, isto €, a;, b; sao todos nao-nulos. Dali
procedemos por indugao em n.

Se n = 1,2 o resultado segue direto. Assim consideremos n > 3. Dentre todas as formas
quadréticas diagonais que sao equivalentes por cadeia a ¢, escolha uma ¢ = (c1,...,¢,)
tal que alguma subforma diagonalizada (¢, ..., c;) represente by, e k seja 0 menor niimero
natural possivel.

Verifiquemos que k = 1. De fato, se by = ¢1€? + -+ + cxei (com k > 2), entdo para todo
m>lem <k, cel+--+cpe # 0. Caso contrario by = cie? + -+ - + cpe?, + cmHCZmH +
oo CREE = Cmn1Cogy T CRE € (Cly ey Cony Gty <+ Ck) 220 (Cint 1y ooy Cy CLy ey Cp)
e biemi1€l, 1 + -+ + e com k —m < k (absurdo pela escolha de ¢.) Em particular
d = cie? + cye5 # 0. Pela Proposigao 1.4.1 {c1, o) =~ (d,cicad). Deste modo q ~¢ ¢ =
(c1,09, .. cn) ~c (d,crcad, 3, oo Chy ooy ) = (3,0 o o Chiy e oy Cpy C102d) € by = dtc3es+
-+ -+ cpes é representado por (d, s, . .., ), que tem dimensdo k — 1, contradizendo a escolha

de k, portanto k£ = 1.

Consequentemente (c1) = (b1), e assim q¢ ~¢ (b1, ¢, ..., ¢,). Pelo Teorema do Cancela-
mento de Witt (by, ¢, ..., ¢,) = (by,ba, ..., b,) segue-se que (Ca,...,Cy) = (ba, ..., b,). Por
hipé6tese de inducdo, tem-se (ca, ..., cn) ~¢ (ba,...,b,). Finalmente ¢ ~¢ (by,co, ..., cy) ~¢

<b17627"'7bn>:q1- U

1.5 Produto de Kronecker de Espacos Quadraticos

Ja foi definido soma ortogonal de formas quadraticas. Agora definiremos produto de

formas quadraticas.

Defini¢ao 1.5.1 Sejam (Vi,q1), (Va,q2) espacos quadrdticos sobre K de dimensoes m e n,
eV =V; ® Vs Definimos b : V xV — K a unica forma bilinear simétrica satisfazendo
b(x1 @ To2,y1 @ Yo) = bi(x1,y1).ba(x2,y2) para todos x1,y1 € Vi e x9,y2 € Vo, onde b; €
a forma bilinear associada a q¢;, i = 1,2. Agora definimos q : V. — K por q(z1 ® z3) =
b(r1 ® x9, 11 ® T3). Portanto q(xq ® x3) = by(x1, 21).ba(x2, x2) = q1(21).q2(22). Segue-se que
(V,q) € um espaco quadrdtico de dimensdao m.n, e a forma bilinear associada a quadrdtica

q € a forma bilinear definida acima. Denotemos q por ¢ ® qo (ou ¢ = q1.q2).
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Sejam {ey, ..., e, } base de Vyq, {e},..,e,,} base de Vq, a;; = bi(e;,€;) € by = ba(e), €)).

5 Cn

Entdo A = (a;;) e B = (by) s@o as matrizes de ¢; e ¢» nestas bases. Na base {e; ® €],e; ®

eyl @€ em €. e ®@e} de V amatriz de g é

aitbin anbiz -+ apbi angbia

ai1b1z  ajibey - - - e apnB apB -+ ay,,B
anB  apB - ay,B

abir  azbia

ao1bia  aobey - - - ... e ... amB @B - ammB

que é chamado de produto de Kronecher das matrizes A e B. Em particular (a) ® (b) = (ab)

para todos a,b € K.

Propriedades 1.5.1 (i) ¢1 ® ¢2 ~ ¢2 ® q1 (lei comutativa);

(ii) (1 ® ¢2) ® g3 = 1 @ (g2 ® q3) (lei associativa);
(i) ¢® (1 L 2) ~ (¢ q1) L (¢® @) (lei distributiva).

Demonstracao: (i) 0 : V=V;®Vy — Vo ® V; dada por o(z ® y) = y ® z, leva base em

base e g=¢ oo, ondeq=q ® g eqd =g q.

(i) o: (Vi®Vy)®@V3 -V, ®(Va®V3),onde o((z ®@y)®@2) =2® (y® z), leva base
em base e (¢1 ® (2 ®¢q3)) o0 = (1 ® ¢2) ® gs.

(iii) o : V@ (V] L Vo) = (Ve V) L (V®Vy) definida por o(z® (y1 +42)) = (xQ@y1) +
(z®ys) satisfaz (¢'o0) [x@(y1+y2)] = ¢'((x@Y1)+(2®y2)) = (¢®q1) (z@Y1)+(¢®¢2) (z®Y2) =
@)@ L @)y +v2) =q® (@1 L @)@ (y1 +12)), onde ¢ = (@ q1) L (¢ @ ga). Logo
(@ Lg) ~(@@q) L (¢ q). U

Observacao 1.5.1 (i) Pela lei distributiva tem-se:
(@1, ooy ) @ (b, .y by) = (a1by, arba, ... a1by, agby, . .. amby);
(ii) Se q € regular entdo q ® H ~ (dim(q)).H;
(iii) (¢1 L q2) L g3 =aq1 L (g2 L q3) (lei associativa).



Capitulo 2

Algebra dos Quatérnios

Definicdo 2.0.2 Sejam K wm corpo com caracteristica diferente de 2, e a,b € K. A K-

dlgebra gerada por i e j tal que i® = a,j> =b eij = —ji = k ¢ dita dlgebra de quatérnios e
, a,b
¢ denotada por A = e

Como espago vetorial A tem dimensao 4 sobre K e uma base é {1,4, 7, k}. Além disso A
nao é comutativa, pois ij = —ji.
Se considerarmos K = R e A = (

quatérnios, denotado por H.

~1,-1

), entao A é o anel de divisio usual dos

Observagao 2.0.2 A construcao da dlgebra dos quatérnios € simétrica em relagao da a e b,

a,b b,a
a, A== |=A"
ou seja, ( ) < )

De fato, seja i’, j', k' € A’ tais que > = b, j2 = a, —i'j' = j'i' = k' e considere

w: A — A'tal que p(1) =1, (i) = j', ¢(j) =i e p(k) = ¢(ij) = ¢(i).0(j) = j'7' =K, e

estende por linearidade a todo A. A fungao ¢ é, claramente, um homomorfismo de algebras.

Definicao 2.0.3 (i) Uma K-dlgebra A é dita central se Z(A) = K (= K.1a), onde Z(A) =
{r € A | za = az, para todo a € A} (Z(A) é dito centro de A).
(ii) Uma K-dlgebra A € dita simples se A nao possui ideais bilaterais proprios.

(iii) Uma K-dlgebra A € central simples se satisfaz (i) e (ii).

b 2 by? -
Proposigao 2.0.1 (i) (%) ~ (ax},{ Y ), para todos a, b, x,y € K;

29
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b )
(ii) O centro de (%) ¢ K(=K.1), para quaisquer a, b € K;

aa b , , . >
(iii) ?) ¢ uma dlgebra simples, para todos a, b € K,

—1,1
(iv) (T’> ~ My (K) (dlgebra de matrizes 2 x 2 sobre K).
b 2 by?
Demonstragao: (i) Sejam A = (%) com base {1,i,7,k} e A’ = (ax},{ Y ) com
base {1,7,5',k'} tal que > = az® e j”* = by®>. Observe que zi,yj € A/, pois i'* =

ar? = 2%% = (11)?, i = by =yt = (y7)?,

(zy)(if) = (zy)(—ji) = —(yj)(x1). Assim, ¢ : A — A’ tal que ¢(i) = xi, p(j) = yj e
o(k) = ¢(ij) = o(i)e(j) = ziyj = zyij = zyk, e estendendo por linearidade, obtemos um

2 2 i’2j’2 _ abx2y2 e mais, (m)(yj) =

isomorfismo de K-algebra entre A e A,

(ii) Z(A) = {x € A | za = ax, paratodo a € A}. Seja x = a+ fi + vj + ok € Z(A).
Assim, de xt1 = ix, vem que 27k +2adj = 0. Como k, j sao linearmente independentes segue
que v =6 = 0. Logo x = a + fi. De zj = jx encontramos 20k = 0. Logo 8 = 0. Portanto
r=a € K. Logo Z(A) = K.

(iii) Seja J C A um ideal bilateral (AJ =J e JA =1J).

Se J # {0}, tome x = v+ fi+vj + 5k # 0, x € J. Suponhamos v # 0. Como zi, iz € J,
temos que y = zi — iz € J. Fazendo os cédlculos temos que y = —2adj — 2vk € J. De
yj — jy € J, temos que —4byi € J. Assim —4byi.i = —4aby € J. Como —4aby # 0, segue
que 1 € J. Logo J = A. Se ## 0 ou § # 0, de modo andlogo se prova que J = A.

: o 0 13 01 . .
(iv) Seja ip = Jo = em My(K). Temos i3 = —Id,j2 = Id e
-1 0 10
o I 0 . . . ) —1,1
10Jo = = —Jolo. Assim existe um homomorfismo de algebra ¢ : x )
—1

M;(K), onde (1) = Id, p(i) = i9,0(j) = jo, ¢(k) = iojo. Como Id, ig, jo,iojo geram My (K),

temos um isomorfismo entre as K-algebras. O
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Os itens (ii) e (iii) da Proposigao 2.0.1, nos moatram que toda &lgebra de quatérnios é

central simples.

Definigao 2.0.4 Um quatérnio x = o + i + vj + 0k € A € dito quatérnio puro se a = 0.

O conjunto dos quatérnios puros serd denotado por Aqg.

A proposigao abaixo mostra que a “pureza”dos quatérnios independe da base {1,1, j, k}.

a,b

Proposicao 2.0.2 Seja x € A = ( %

2?2 e K.

> ,x # 0. Entdo x € Ay se, e somente se, x & K e

Demonstracao: Seja x = a + (¢ + 77 + k. Entao,

2% = (a® + aff® + by? — abd?) + 2a(Bi + vj + 6k). (2.1)

(=) Sex € Agentao a =0. Assim 2% = af*> + by? —abd* e K e v € K.
(<) Sex & Kentao 3 # 0ou~y # 0oud #0. Como 2 € K, pela equacgao 2.1 devemos

ter « = 0. E assim x é um quatérnio puro, isto é, x € Ay. O
. . a,b , a v , ,
Corolario 2.0.1 Se A = e JAT = K ) P A — A" um isomorfismo de

dlgebras, entio p(Ag) = Aj.

Demonstragao: Seja x € Ag entao r &€ K e 22 € K. Como ¢(K) = K (pois p(Z(A)) =

Z(A")) e o é injetor, temos que p(r) € K e p(1)? = p(2?) € K. Logo p(x) € Aj, e portanto
©(Ag) C Aj.

Por outro lado, se y € A, entao y & K e y*> € K. Seja x € A tal que p(x) = y. Como
0(K) = K temos que x € K (pois ¢ é injetor) e de ¢(2?) = ¢(z)* = y* € K, segue que
2? € K e entao x € Ag. Portanto A) C p(Ay). O

2.1 Algebra dos Quatérnios Como Espaco

Quadratico
Seja A = % , a,b € K uma élgebra de quatérnios com base {1,4, j, k}. Veremos que

A tem uma estrutura de espaco quadratico.
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Definigao 2.1.1 Para x = a+ fBi+vj + 0k € A, o conjugado de x é definido como sendo
T=a«a—Fi—yj]—ok.

Segue desta definicao que para todos z,y € A tem-se:

4. rx =rz, r € K,
5. Se x € Ag, entdao T = —u;

6. = € K se, e somente se, T = .

b
Definicao 2.1.2 Dado x € A = (%), definimos a norma de x por N(x) = z.T e o trago

de x por T(z) =x +T.

Observacao 2.1.1 Note que N(z),T(z) € K, para todo x € A, pois: T(x) = T(x) e N(z) =
N(z).

Definigao 2.1.3 Definimos b : A x A — K por b(z,y) = (27 + yT) = iT(2y) € K.
FEsta fungao € uma forma bilinear simétrica e portanto (A,b) € um espago bilinear. A forma
quadrdtica associada a b é g, = N: A — K, pois qy(x) = b(z,z) = 3T(2T) = N(z). Assim,
N é uma forma quadrdtica em A chamada forma norma de A. Dessa forma, (A, N) é um

espaco quadrdtico.

Corolério 2.1.1 O espago quadrdtico (A, N) tem base ortogonal {1,i,5,k} e a forma

quadrdtica N é isométrica a (1, —a,—b, ab).

Demonstragao: Sez,y € Ay temos que b(z,y) = 3(2y+yT) = 3(—zy—yz) = —3(zy+yz).
Assim, x L y em Ay, se, e somente se, b(z,y) = 0, ou seja, ry = —yx. Em particular, {3, j, k}
¢ uma base ortogonal para o espago quadratico (Ag, Ny), pois ij = —ji, ik = —ki, kj = —jk

(isto é, sdo ortogonais dois a dois). Além disso, se = é um quatérnio puro b(z,1) = 3(z1 +
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17) = %
(A, ).

Como N(i) = ii = —i*® = —a,N(j) = jj = —j2> = —be N(k) = kk = —k* =
ab, segue que se ¥ = o + Bi +vj + 0k € A entao N(z) = o® — aff® — by? + abd® =

(x —x) = 0. Logo 1 é ortogonal a i, j, k. Portanto {1,4, 7, k} é base ortogonal para

(1, —a,—b,ab)(x). Concluimos assim que (1, —a, —b, ab) é uma diagonalizagao de N. Logo

(A, N) ~ (A, (1, —a, —b, ab)). 0

Note que se = a + Bi +vj + 0k € A, entao N(z) = a? — af? — by? + abd.

Proposicao 2.1.1 Todo = = «a + [Bi + ~vj + 0k € A satisfaz a equacdo
r? — T(x)x + N(x) = 0.

Demonstragiao: x? = (a2 + a3? + by? — abd?) + 2afi + 2avj + 2a6k = (a? + a? + by? —
abd?) + 2a(Bi + vj + 6k) = (a® + af? + by? — abd?) + 2ax — 202

Temos que (a? + af? + by? — abd?) — 20 = —a? + af? + by? — abd?> = —N(x). Logo
r? = 2ax — N(z), ou entao, 2 — T(z)x + N(z) = 0. O

Proposigao 2.1.2 (i) Para todos x, y € A, N(zy) = N(x)N(y);

(ii) x € A € inversivel se, e somente se, N(x) # 0 (isto é, se x é anisotropico).

. K
Em particular, D(N) € um subgrupo de K | ou de Tz

Demonstragao: (i) N(zy) = zyTy = 2yy T = zN(y)T. Como N(y) € K = Z(A) temos
que N(zy) = 27.N(y) = N(z)N(y).

(ii) Seja z € A, nao nulo. Se existe 27! entdo N(z)N(z71') = N(xz™!) = N(1) = 1,
assim N (z) # 0.

Reciprocamente se N(x) # 0 da equacao zZ = N(x).1 segue que xNa(CZU) B Ng(cx) "
I3
L -1 = .
BT T N

D(N) é subgrupo, pois 1 = N(1) € D(N). Assim D(N) # 0. Se ¢,d € D(N), sejam
= N(z), d= N(y), com z, y € A. Como N(y).N(y~') = N(y.y~') = N(1) = 1, segue que
N(y) "= N(y™"), para todo y € K. Logo cd™' = N(z)N(y)™' = N(z)N(y™") = N(zy ') €
D(N). O
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b N
Proposicao 2.1.3 Para A = (a’?), A = (a},{ ) as sequintes afirmacoes sao equiva-

lentes:
(i) A éisomorfa a A’ como K-dlgebras;
(i) (A, N) = (A, N');
(iii) (Ag, No) =~ (A}, Ny), onde Ny = (—a, —b,a.b) e Ny = (—d', =V, a'b’).

Demonstragao: (i) = (ii) Seja ¢ : A — A’ um isomorfismo de algebras. Pelo Corolario

2.0.1, p(Aog) = Aj. Se x = a+ zp, onde a € K e xy € Ag, entdo T = o — xy. Dal

p(r) = p(a+x0) = p(a) + (o), p(r) = W«_H p(ro) = pla) —p(zo) = p(a) + p(—x0) =

pla =) = ¢(@). Assim, N'(p(z)) = p(2)p(r) = ¢(2).0(T) = p(2T) = p(N(z)) = N(z).
Logo ¢ é uma isometria de (A, N) em (A’ N').

(ii) <= (iii) Pelo Corolario 2.1.1 temos que N ~ (1, —a, —b,ab) e N' ~ (1, —a’, =¥, a".V/).

Dessa forma, utilizando o Teorema do Cancelamento de Witt, segue a equivaléncia.

(iii) = (i) Seja 0 : Ay — A{, uma isometria. Entdo, —a = N(i) = N'(0(i)) =
o(i)o(i) = —o(i)% Assim, 0(i)> = a. Analogamente, verificamos que ¢(j)> = b. Como
i Lj, bni(0(i), 0(5)) = by (i, 5) = 0. Assim, (o (i)o(j) + o(j)a(i)) = 0, ou seja, o(i)o(j) =
—o(j)o(i) € Aj. Entao temos a K-base para A’ {1,0(i) = 7,0(j) = j/,0(i)o(j) = k'} e

considerando ¢ : A — A’ tal que p(1) = 1,¢(i) = 7, 0(j) = j' e p(k) = kK, verifica-se

facilmente que ¢ é um isomorfismo de K-dlgebras. O
Corolario 2.1.2 A = (%2) @ 1) _
orolario 2.1. ===~ = A’
K K
Demonstragao: As formas nornas (1, —a, —a, a?) e (1, —a, 1, —a) sao isométricas. O

Definigao 2.1.4 Uma dlgebra A € dita com divisao se todo elemento nao nulo de A € in-

versivel.

a,b , N . ,
Teorema 2.1.1 Para A = ?) as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

A~ () =)

(2) A nao € uma dlgebra com divisao;
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(3) (A, N) € um espago quadrdtico isotropico ;

(4) (A, N) € um espago quadrdtico hiperbdlico;

(5) (Ao, (—a,—b,ab)) € um espago quadrdtico isotrdpico;
(6) A forma quadrdtica bindria {a,b) representa 1;

(7) a € Ngik, onde E = K(V/b).

Demonstrac¢ao:(1) = (2) Como A ~ M;(K) e My(K) tem divisores de zero, segue que

A também tem e assim, nao é uma algebra com divisao.

(2) = (3) Existe 2 € A nao nulo tal que x nao é inversivel. Logo pela Proposigao

2.1.2(ii), N(x) = 0. Portanto (A, N) é um espago quadrético isotrépico.

(3) = (4) Como N ¢ isotrépica, pelo Corolario 1.4.1(1) N ~ H L ¢, onde H é o plano
hiperbdlico e ¢ uma forma quadratica regular, isto é, (1, —a,—b,ab) ~ H L {(c¢,d). Calcu-
lando o determinante, obtemos d(N) = d(H).d({c,d)) ou 1 = —cd. Assim d({(c,d)) = —1K>.
Dessa forma ¢ ~ H. Logo N ~ H L (¢,d) = 2H: uma forma hiperbdélica. Portanto (A, N) é

um espago quadratico hiperbdlico.

(4) = (5) Como (A, N) é hiperbdlico, segue que N ~ (1, 1,1, —1) >~ (1) L (—a, —b, ab).
Pelo Teorema do Cancelamento de Witt, (—a,—b,ab) ~ (—1) LH. Portanto (—a, —b, ab) é

isotropica.

(5) = (6) Por hipdtese e Corolario 1.4.1(i) temos que (—a, —b,ab) O H. Portanto
(—a,—b,ab) ~ H L (d). Calculando o determinante, temos que d = —1. Dai (—a, —b, ab) ~
(1,—1,—1). Somando (a,b,1) de ambos os lados, obtemos (1,a,—a,b,—b,ab)
~ (a,b,1,1,—1,—1). Como (a, —a) ~ H ~ (b, —b), cancelando 2H de ambos os lados obte-
mos (1,ab) ~ (a,b). Dai 1 € D((1,ab)) = D({a,b)). Portanto, (a,b) representa 1.

(6) = (7) Se Vb € K, segue por tautologia.
Podemos assumir que vb € K.
Para = + yVb € E (r,y € K), temos Ng(z + yvb) = 2% — by?. Por hipétese temos

que axd + by = 1 (x9,90 € K), onde zy nido pode ser zero senao Vb € K. Assim,
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2 2
a= xig(l —byd) = (%) —b (i—g) = Ngjk (xio + i—i\/@). Portanto a € Ngk(E).
(7) = (2) Se d = Vb € K entiio d®> = b = 52, assim (d+ j)(d —j) = 0. Como {i, j} sdo
independentes, esta equacao diz que A tem divisores de zero.
Se Vb ¢ K, por hipdtese existe uma equacao 22 — by? = a, onde z,y € K e um ou outro
é nao nulo. O quatérnio niao nulo z = x + i +yj € A tem norma 2.2 = 22 — a — by? = 0.
Como ¢ # 0 entao z é um divisor de zero. Como os divisores de zero nao sao inversiveis, A

nao é algebra de divisao.

(2) = (1) Pelo Teorema de Wedderburn, “toda algebra simples A é isomorfa a uma
algebra de matrizes M,,(D), onde D é uma algebra de divisao sobre K”, segue-se que neste
caso dim(A) = 4 e dimA = m?.dimD. Se m = 1 entao dim(D) =4 e A =~ M;(D) D, o
que é um absurdo (pois A nao é algebra de divisao e D é). Se m = 2 entao dim(D) = 1,

assim D = K e A = My(K). O

Observacao 2.1.2 Temos que (—1,—1) nao representa 1, quando K = R. Assim a dlgebra
—-1,-1
K

¢ uma dlgebra com divisao pelo Teorema 2.1.1. Por outro lado uma

1,—-1 —-1,—-1
dlgebra de quatérnios sobre R serd isomorfa a <’T> ou ( ]1’% ) (Proposi¢ao 2.0.1(i))

desde que R =1R2U (—1)R2. Assim, existem essencialmente duas dlgebras de quatérnios

1,—1 —1,-1
R e 4 .
sobre o corpo R, a saber < - ) € ( n )

de quatérnios (

- : ] L b
Definicao 2.1.5 Dizemos que uma dlgebra de quatérnios A = (a_) se fatora, se ela

satisfaz uma das condigoes (portanto todas) do Teorema anterior.

. 1 _
Coroldrio 2.1.3 (i) Se a € K, entao as dlgebras de quatérnios (%) , <a, a) se
fatoram;

(ii) Se a # 0,1, entao (

a,l—a

) também se fatora.

Demonstracao: As formas binérias (1,a), (a, —a), (a,1 — a) representam 1. Pelo item (i)

do Teorema 2.1.1 elas se fatoram. |
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)

-1
Exemplo 2.1.1 (T) se fatora, pois sua forma norma (1,—1,1,—1) € hiperbdlica.

Coroléario 2.1.4 (Linearidade) Para a,b,c € K, temos:

a,b a,c a, bc c, —a’c a, bc

&0 LY o [ L2 ’ ~ [ 22 o MK,
() = (5) = (%) o () = (5 ) o

Demonstracao: Sejam {1,7,j,k} e {1,7,7, K’} bases de A = <%b e A/ = (%C),
respectivamente. Queremos analisar o produto tensorial das algebras, ou seja, A ® A’
Consideremos X = K(1® 1) +K(i®1)+K(j®j)+Kk®j) =K1+ KI+K.J+K.(IJ),
pois (1®1)(j®s) =(ij))®(1j) =k®j,onde  =i®1eJ =j®j'. Esta éuma subdlgebra
de dimensao 4 de A ® A’. De fato, temos que I? = (i® 1)(i®1) =@ 1 =a®1 = a,

=722 =b00c=bce —1J=-(1i21)(j®j)

—ij® 7 =7i®j5 = JI. Assim a

a,be
subalgebra X é uma copia da algebra dos quatérnios ’T

Também temos , Y = K(101)+K(1®j)+K(i@k)+K(—ci®i') = K14+KI+K.J+K.K
[=1®7,J=i9k,K=i® —c'),onde I’ =1® j? =¢,J> =2 @ Kk?* = —a®c,I1J =

ik =i®(—ci')e JI =i®kj = —K = —I.J. Dessa forma Y também é uma cépia
¢, —a’c

da dlgebra de quatérnios ) . Pelos itens (i) da Proposigao 2.0.1 e (i) do Corolario

—a? —
2.1.3, temos que Y ~ (C’ a C) ~ (C’ C) ~ My (K).

K K
Para completar a prova é suficiente demonstrar que A ® A’ é o produto tensorial das

subdlgebras X e Y. Primeiro observemos que os elementos de {1, 7, .J, K} comutam com os
elementos de {1,1,J, K'}. Por exemplo,
IJ = (@ )iek) = @k = (0 kKiol = J, K] =
(k@G QK) = ki j'k = (—ik) @ (=k'j) = (ik) @ (Kj) = (i @ K)(k® j) = JK,
e analogamente se verifica que os outros elementos também comutam.

Uma base para X ® Y é o produto das bases de X e de Y. Assim
B={1®1l=¢, 1®I=e, 1@J=e3, 10K =ey, IQl=e;5, IQT] =¢5, IR J
er, I®]~(:eg, J®1=ey, J®1::elo, J®j:en, J®k:€12, K®1=es3, Kol =
e, K@J=e5, K@K = €16}

Cada elemento de B é da forma z @y, com z € {1,1,J,K} ey € {1,1,J, K}. Definimos

p: XY — A® A’ tal que p(x ® y) = 2y, com = ® y € B e estendemos por linearidade.

Como os elementos da base de X e de Y comutam entre si temos que se x ® y, 1 Qy; € B,

entdo p((z @ y).(x1 @ y1)) = p((zz1) @ (Y1) = xx1.991 = vy.2151 = @(T Q@ Y).p(T1 @ 11).
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Dessa forma temos que @(Z.W) = o(Z).p(W), para todos Z, W € X® Y. Como ¢ ¢ linear
e dim(X®Y) =16 = dim(A ® A’), se demonstrarmos que ¢ é sobrejetora teremos um
isomorfismo linear entre X® Y e A® A’ Eassim X® Y ~ A® A’ como K-édlgebras.

Para mostrar que ¢ é sobrejetora, basta verificar que um conjunto de geradores de A®@ A’
é C={1,4,5,k} ®{1,7,j',k'}. Fazendo os calculos, temos:
pler) = 1 @1, plea) = 1®@J, ples) = i @K, pleg) = —c(i ® ). Isto implica que
(—6—04> =1i®1i, ples) =i®1, p(eg) =i®]', v(er) = a(1®k'). Segue que ¢ (%67) =1®kK, e
assim por diante. Com este processo podemos ver que cada elemento de C é da forma ¢(ae;),

para algum «; € K e e; conveniente. Isto completa a prova. d

2.2 Corpos Finitos

Seja K = K, um corpo finito com ¢ (= p™, p : primo e p # 2) elementos. Temos que K é
grupo ciclico de ordem par (]K] =q—1). Seja s o gerador de K. Dessa forma K = K2U sK2,

K - . K _
ou entao i {K?, sK?}, que também representamos por i {1,5}. Concluimos entao

que = 2, ou seja, todo corpo finito tem duas classes de quadrados. Temos ainda que,

—1 € K? <= q = 1(mod4), e —1 ¢ K? «<= q = 3(mod4) e neste caso podemos tomar

s =—1.
- : K - .
Proposicao 2.2.1 Seja K=K, e o ={1,s}. Entdo s é uma soma de dois quadrados.

Demonstracao: Temos dois casos a considerar:

(i) Se —1 € K2, entéio (1,1) ~ (1, —1) = H. Pelo Corolério 1.4.1 (ii) , temos que (1,1) é

universal. Logo s = 22 4+ 42, para algum z,y € K.

(ii) Se —1 ¢ K2, temos que os conjuntos K2 e 14 K? tem a mesma cardinalidade, igual a
qg—1

e sao distintos pois 1 € K2, mas 1 ¢ 1+ K2. Assim, existe 1 + 22 que ndo pertence a
K2el+22#40 (pois —1 ¢ K2) Portanto podemos tomar s = 1 + 22, isto é, s é uma soma

de dois quadrados. O

Consideremos a forma quadrética bindria ¢ = (a,b), com a,b € K. Assim, a,b € {T,E},
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o que implica que a e b sao da forma 172 ou sr?. Logo as formas bindrias regulares sobre K,

a menos de isometria, sdo (1,1),(1,s) e (s, s).

Proposicao 2.2.2 Toda forma quadrdtica bindria reqular sobre um corpo finito € universal.

Além disso, existe uma unica forma quadrdtica bindria anisotropica, dependendo do corpo.

Demonstracao: E evidente que (1, s) representa 1 e s, logo é universal.

Verifiquemos (1,1) e (s,s). Como (1, 1) representa 1, temos que (1, 1) é universal. Além
disso, pelo Critério de Representagao (1,1) ~ (s,z) e calculando o determinante, temos que
x = s. Portanto (1,1) ~ (s,s). Logo (s, s) também é universal.

Se —1 € K? entdo (1,1) ~ (1, —1) = H, e como (s, s) ~ (1,1), segue que (1,1) e (s, s) sdo
isotrépicas. Logo a unica forma bindria anisotrépica é (1, s), isto segue do Teorema 1.4.1(ii).

. K
Se —1 ¢ K2, podemos tomar s = —1 | ou seja, T {1,—1} |. Dessa forma (1, s) ~ H,

e portanto é isotrépica. Segue do Teorema 1.4.1(ii) que (1,1) ~ (s,s) é anisotrdpica e é

Unica a menos de isometria. O

b
Corolario 2.2.1 Se K € um corpo finito, entdo (%) se fatora.

Demonstracao: Toda forma binaria é universal, logo representa 1. Portanto, pelo item

(6) do Teorema 2.1.1, segue o resultado. O

Observacao 2.2.1 Como toda dlgebra de quatérnios sobre um corpo finito se fatora, existe

1,-1
essencialmente uma dlgebra de quatérnios sobre um corpo finito K, a saber (’T)

A teoria de dlgebra de quatérnios pode ser usada para classificar formas quadraticas
binarias.

Corolario 2.2.2 (Classificagdo de formas quadrdticas bindrias) As formas quadrdticas reg-
a,b

ulares ¢ = {(a,b) e q1 = (¢, d) sao isométricas se, e somente se, d(q) = d(q1) e —) R~

() K

Demonstracao: (=) Se (a,b) ~ (c,d), entdo ab = cd, isto é, d(q) = d(q1). E mais,
<17 —a, _b7 CLb> = <_1><<_17a7b7 _ab>> = <_1>(<_1vca dv _Cd>) = <17 —C _d7 Cd> LOgO pela
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d
%), entdo pela Proposigao 2.1.3 | (1, —a, —b, ab) =~

(1, —c, —d, cd). Cancelando (ab), (1) (pelo Teorema do Cancelamento de Witt), temos que
(—a,—b) ~ (—c,—d). Portanto q ~ ¢. O

(<) Se ab = cd e

c,d
P 2.1. —
roposicao 3, ( ) ( K )
a,b
K



Capitulo 3

Invariante de Hasse

3.1 O Grupo de Brauer

Esta secao é uma breve introducao ao grupo de Brauer, o suficiente para definir o invari-

ante de Hasse de uma forma quadrética.

Definicao 3.1.1 Seja A uma K-dlgebra. Para um subconjunto S C A, definimos o centra-

lizador de S em A como:
Ca(S) ={x € A | zs = sz, para todos € S}.

E imediata a verificagao de que Cx(S) é uma subélgebra de A. No caso em que S = A,

Ca(A) é exatamente o centro de A, Z(A), conforme definido em 2.0.3 (i).

Teorema 3.1.1 Sejam A e B K-dlgebras, e A’ C A, B’ C B K-subdlgebras entao:

(i) Cagp(A’®@B’) = CA(A") @ Cs(B’). Em particular, se A e B sdo centrais entao A @ B
€ central ;

(ii) Se A € central simples e B € simples, entio A @ B € uma K-dlgebra simples;

(iii) Se A e B sao centrais simples entio A @ B € uma K-dlgebra central simples.

Demonstracao: (i) Ca(A")®@Cg(B’) C Cagp(A'®B’) (pela defini¢ao de produto tensorial).
Sejam {by,...,b,} uma K-base de Be z € Cpgp(A'®B’). Assim, . = x;®b;+- - -+, Qb,,

onde z; € A s@o unicamente determinados. Para todo a € A’, temos que (a® 1)z = z(a®1),

41
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portanto (azx1) ® by + -+ + (ax,) ® b, = (x1a) by + -+ + (z,a) ® b, 0 que implica que
x; € Ca(A’), pela unicidade da representacao.

Seja {ay,...,a;} uma K-base de A. Entao podemos escrever z = a1 @ y; + - - - + ar @ Y
onde y; € B sdo unicamente determinados. Logo para todo b € B/, temos (1®b)z = x(1®b),
assim ay ® (byy )+ - -+ag ... (byr) = a1 @(y1b)+- - - +ar® (yib), o que implica que y; € Cp(B’).
Portanto x € Cy(A’) ® Cs(B’).

(ii) Seja I um ideal bilateral nao nulo de A ® B. Mostremos que I = A ® B.

Assumamos que I contém um elemento a ® b # 0. O ideal bilateral de A gerado por a é
A (pois A é central simples). Assim existem a;’s, a.’s elementos de A tais que Y a;aa, = 1.
Portanto > (a; ® 1)(a ®@b)(a; @ 1) =1@be L.

O mesmo argumento aplicado a bnosda 1 ® 1 € 1.

Em geral, escolhemos = € I e uma representacao r = a1 @by +---+ap b, a; € A, b; € B
tal que k£ é o menor possivel. Usando o mesmo argumento para ag, podemos assumir sem
perda de generalidade que a; = 1.

Admita agora k > 1. Entao a,_; e a; sao linearmente independentes, pois se ay_1 = Aay,
tomando um k menor para ax_1 ® by_1 + ar @ by = ap @ (Abx_1 + bx). Como A é central
ag—1 ¢ C(A). Assim existe a € A tal que aag_1 — ar_1a # 0.

Consideramos agora o comutador (a ® 1)z —x(a ® 1) = (aa; — a1a) @ by + -+ - + (aag —
ag—1a) ® bi_1. Como os b;s sdo linearmente independentes e o somando acima é nao nulo, a
soma total é nao nula. Assim, construimos um elemento em I com um k& menor. Portanto

k =1 e reduzimos o problema ao caso considerado acima.
(iii) E consequéncia de (i) e (ii). O

O objetivo de construir o grupo de Brauer é classificar todas algebras centrais simples
sobre K por uma relagao de equivaléncia, e entao construir uma estrutura de grupo no

conjunto das classes de equivaléncias pelo produto tensorial.

Definicao 3.1.2 Duas dlgebras centrais simples A e A’ sao ditas similares (A ~ A’) se

existem espacos vetoriais V e V' de dimensoes finitas sobre K tais que:

A® EndV ~ A’ ® EndV'  como K-dlgebras,
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onde End(V) € a dlgebra dos endomorfismos do espago vetorial V.

Similaridade é uma relacao de equivaléncia, pois:

(i) A~ A (reflexiva);

(ii) A~B= B~ A (simétrica);

(iii) Se A~BeB~ Centao A~ C (transitiva).

Considere o fato que EndV; ® EndVy ~ End(V, ®@ V).

Como A ~ B e B ~ C, existem espacos vetoriais V1, Vs, V3,V sobre K tais que A ®
EndV, =~ B® EndVs e BQ EndVs ~ C® EndV,. Logo, A® End(V,®V3) # A® (EndV;®
EndVs3) = (A ® EndV,) ® EndV; = (B ® EndVs) ® EndVs ~ B ® End(V, ® V3) =
B® (EndVs ® EndVs) ~ (C® EndV,) ® EndVs ~ C® End(V, ® V). Logo A ~ C.

O conjunto das classes de similaridades serd denotado por Br(K).

Notagao: [A]: classe de equivaléncia da algebra central simples A.

Definigao 3.1.3 (i) A aplica¢ao Br(K) x Br(K) — Br(K) dada por [A1].[As] = [A1 ® Ay]

€ a classe do produto tensorial de dlgebras centrais simples.

O produto esta bem definido, pois: se A} ~ Al e Ay ~ A, entao

Ay ® EndV; = A} ® EndV/

Ay ® EndVy = Ay, @ EndVy,.
Logo, (A; ® EndV;) ® (Ay ® EndVs) ~ (A} ® EndV)) ® (A, ® EndV)). Portanto
(AL ®A) @ End(V1® V) = (A] @A) ® End(V] ®@V)), isto é, [A; ® Ag] = [A] ® A))]. Como
Al® (A ®A3) = (A1 ®A)®A3 e Aj @Ay =~ Ay ® A4, o produto é associativo e comutativo.

(ii) A classe das dlgebras de matrizes M,,(K) € o elemento neutro deste produto, pois
Al IM,(K)] = [A ® M,(K)] = [A], desde que A @ M,,(K) ~ A. Temos também que
(K] = My (K)] = [EndV].

Para exibir um inverso para cada elemento de Br(K), definiremos a élgebra oposta.

Definigao 3.1.4 Seja A uma dlgebra. A dlgebra oposta de A, denotada por AP, € a dlgebra

tal que como conjunto A°? = A, a multiplicacao de A°? € dada por a ® b = ba e as outras
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operagoes (adi¢ao e multiplicagao por escalares), permanecem as mesmas de A. Observe que

A = A como grupo abeliano aditivo.

Proposicao 3.1.1 Seja A uma dlgebra central simples. Entio A ® A’ ~ EndA (dlgebra
dos endomorfismos do K-espago vetorial A).

Em particular, Br(K) é um grupo comutativo, com [A]~' = [A°]. O grupo Br(K) € dito
grupo de Brauer de K.

Demonstracao: Provemos que AR AP =~ EndA, onde A é considerado como um K-espaco

vetorial.

Para a € A, b € A% a aplicagdo 9, : A — A, dada por ¢,,(z) = azb é um
endomorfismo do K-espago vetorial A, pois ¢, (ax+y) = a(ar+y)b = a(arb+yb) = aaxb+
ayb = a(axb)+ayb = ahyp(x) +1ap(y). Isto define uma aplicagao ¢ : Ax A% — Endg(A),
dada por ¢(a,b) = 14, Esta aplicacdo é bilinear pois, ¢¥(ax + y,2)(t) = Vagiy:(t) =
(ax +y)tz = awtz + ytz = athyo (1) + Py o () = (a2 + Uy ) (1) = (ath(z, 2) +9P(y, 2))(D).

E como Yacpod(r) = a(cxd)b = Yop(cxd) = Yo p(Vea(x)) = (Yap © Yeq)(z), também é
multiplicativa. Assim, existe um homomorfismo de K-algebras ¢ : A ® A’ — EndA.

Como A® A é algebra simples, ¢ é injetivo (pois o nicleo de ¢ é 0). Como as dimensoes

de A ® A? e de EndA coincidem, ¢ é sobrejetora. Portanto A ® AP ~ End(A). O

Para um dado corpo K, precisamos saber como representar um elemento de Br(K).

Pelo teorema de Wedderburn, temos que “toda K-algebra central simples A é isomorfa
a M, (D), onde D é uma K-élgebra central com divisao”. Assim A ~ M, (D) ~ D @ M,,(K),
o que implica que [A] = [D] em Br(K). Além disso, este teorema diz que “A é unicamente
determinada por D”. Dessa forma, se D e D’ sao dlgebras centrais simples com divisao e
[D] = [D'] em Br(K), entao existem m,n € N tais que D ® M, (K) ~ D’ @ M,,,(K). Isto
implica que M,,(D) &~ M,,(D’). Portanto D ~ D" e n = m.

Como consequéncia, temos:

Proposicao 3.1.2 Seja K um corpo. Os elementos de Br(K) estao em correspondéncia 1 a
1 com as classes de isomorfismos das K-dlgebras centrais com divisao D. A correspondéncia

¢ D — [D].
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Em geral, a classe das élgebras de quatérnios nao formam um subgrupo de Br(K). No

entanto, cada classe de algebra de quatérnios com divisao representa um elemento de ordem

2 em Br(K). De fato,

a,b a,b a, b a, 1
(?) ® (?) ~ (T) ® Ms(K) ~ (?) ® Ms(K). Pelo Teorema 2.1.1, segue que

b
{(%) = 1 em Br(K). Também temos que o subgrupo de Br(K) gerado pelas classes
de isomorfismos de algebras de quatérnios tem expoente 1 ou 2, porém nao se sabe se este

subgrupo contém todos elementos de ordem 2 de Br(K).

3.2 Invariante de Hasse

Definigao 3.2.1 Seja (V,q) um espago quadrdatico. Se {(ay,...,a,) € uma diagonaliza¢ao
A, Aj
de q, definimos o invariante de Hasse, como sendo a classe de s(q) = H [( K ]ﬂ no
1<i<j

grupo de Brauer Br(K) (onde s(q) =1 sen =1).

Observacgao 3.2.1 Por comodidade, denotaremos [(%},{%)] € Br(K) por [a;,a;].

Proposicao 3.2.1 Dada uma forma quadrdtica q sobre K, temos que s(q) independe da

diagonalizacao de q, depende apenas da classe de isometrias de q.

Demonstracao: Sejam ¢; = (ay,...,a,) € ¢o = (by,...,b,) duas diagonalizagdes de q.

Entao ¢ e g, s@o isométricas e portanto equivalentes por cadeia (Teorema de Equivaléncia
por Cadeia). Dessa forma é suficiente comparar duas diagonalizagoes (a,b, as, ..., a,) e
(c,d,as,...,a,) com (a,b) ~ (c,d).

b d
Pela isometria acima, segue do Corolario 2.2.2 que ab = cd e (%) R (%) Por

Linearidade (Corolério 2.1.4), temos

s({a,byas, ... a,)) = la,bas...ay][b,as...a,]. H la;,a;] = la,b]la,as...a,][b,as...a,).
3<i<j
N leial = a,bllab,as ... an). J] laia;] = [edled.as...an]. [] laia)] = [c.d]
3<i<j 3<i<j 3<i<j
[c,as...a,][d, a3 ... ay]. H [a;,a;] = [e,das . ..a,)[d,as...a,). H la;, a;] =
3<i<j 3<i<j

s({c,d,as, ..., a,)). Logo s(q1) = s(qz). O
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Teorema 3.2.1 Sejam q e q; formas quadraticas sobre K tais que dimq < 3, dimgqg; < 3.

Entao, q ~ q; se, e somente se, s(q) = s(q1), d(q) =d(q1) e dim(q) = dim(q).

Demonstracao: (=) Obvia, pelo que j4 foi visto.

(<) Se dim(q) = dim(q1) = 2, o resultado segue do Corolario 2.2.2.

Suponhamos entdo dim(q) = dim(q1) = 3 e sejam d = det(q) = det(q),
q ~ (a,b,c) e ¢1 ~ {a1,b1,¢1). Logo s({(—d)q) = s({(—ad, —bd, —cd)) = [—ad, (—bd)(—cd)
—bd, —cd] = [—ad, bc][b(—d), c(—d)] = [a,b][a,c|][—d,b][—d, ][, c|[b, —d][—d, c][—d, —d]]a,

]
[ [—d 0]
la, c][b, d][—d, b*[—d, c]*[—d, —d] = s(q)[—d,—d]. Como d = abc, temos (—d)q ~ (—abc)
(a,b,cy ~ (=bc, —ac, —ab) = (z,y, —zvy), onde x = —bec, y = —ace s({(—d)q) = s((z,y, —zy))

= [$7nyf_xyH _xy] = h@ynxya_xy] = h@y} Do HK%HK)InOdO, S«_%an =
s((xr,y, —on)) = (e ey, —zun]lyn, —o] = [zo ]z, o] = e n] = (2,9,
pois s({(—d)q) = s({—d)q1). Assim suas formas normas sao isométricas, ou seja,

(1, =z, —y,zy) ~ (1, —x1, —y1, x1y1). Pelo Teorema do Cancelamento de Witt, (—x, —y, zy)
~ (—x1,—Y1,21Y1), 0 que implica que (—d)q ~ (—d)q;. Multiplicando ambos os lados por
(—d) temos que q ~ q. O

Teorema 3.2.2 Suponhamos que toda forma quadrdtica de dimensao 5 sobre K € isotropica.
Entao dimensao, determinante e invariante de Hasse classificam formas quadrdticas sobre

K, ou seja, ¢ ~ q; se, e somente se, dim(q) = dim(q1), d(q) = d(q1) e s(q) = s(q1).

Demonstracao: (=) E 6bvio.

(«<=) Se dim(q) < 3, temos o Teorema 3.2.1.

Assim, suponhamos dim(q) = dim(q;) > 4, d(q) = d(q1) e s(q) = s(q1). Como ¢
e ¢ sao universais pelos Corolarios 1.4.1 (ii) e 1.4.2, g e ¢ representam 1, e portanto
g~ (1) L ¢ eq ~ (1) L ¢, Dessaforma, d(¢') =1.d(¢") =d(q) = d(q:) = 1.d(¢}) = d(q}) e
dim(q') = dim(q}).

Sejam ¢ ~ (ay,...,a,) e ¢y =~ (by,...,b,). Entdo, s(¢') = H[ai, ajl e s(q)) = H[bi’ bjl.

1<j 1<j

Como s(q) = s(q1), tem-se que [1,a;..... anls(q) = [1,by..... by)s(qy), mas [1,z] = 1 em
Br(K), para todo = € K. Assim, s(¢') = s(¢}).
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Provemos por indugao que se dim(q) = dim(q1), d(q) = d(q1) e s(q) = s(q1) entao q ~ ¢;.

Suponhamos valido para formas quadraticas com dimensao até n e provemos que vale
para formas quadraticas de dimensao n + 1.

Pela hipétese de indugao, ¢’ ~ ¢}, e portanto ¢ ~ (1) L ¢’ ~ (1) L ¢ ~ ¢;. Logo q ~ ¢;.

O



Capitulo 4

Corpos Locais

Definicao 4.0.2 Dados um corpo K e uma aplicacao v : K — Z, dizemos que v € uma
valorizagcao nao arquimediana de K se:

(i) v(zy) =v(@) +v(y);

(ii) v(z +y) > min{v(z),v(y)}, para todos z,y € K, com y # —z.

Desde que os grupos aditivos Z e mZ, m # 0 sao isomorfos podemos assumir sem
perda de generalidade, que v é sobrejetora. Estendemos a adi¢ao de Z para Z U {oc} por
a+00=00+a=00= 00+ 00, para todo a € Z e definimos v(0) = co e oo > a, para todo
a € 2.

O conjunto A, = {z € K | v(z) > 0} é um subanel de K, dito anel de valoriza¢ao de K.
A, tem um tnico ideal maximal P = {z € K | v(z) > 1}, que é um ideal principal gerado
por qualquer elemento 7 tal que v(m) = 1. Os geradores de P sao determinados a menos de
unidades do anel A, e sao ditos uniformizadores de A,, ou de K.

De fato: e A, é um anel, pois:

(a) v(1) = v((=1)(=1)) = v(=1) + v(=1) e v(1) = v(L.1)
20(1), ouv(l) =v(—-1). Dev(l) =2 =0
A, # 0.

(b) Sejam x,y € A,. Como v(1l) = v(—1), temos que v(—y) = v(—1) +v(y) = v(y).

v(1) +v(1). Logo 2uv(—1) =

v(1), segue que v(1) = ov(—1). Assim, 1 € A,. Logo

Entao v(z —y) > min{v(z),v(—y)} = min{v(z),v(y)} > 0. Portanto z —y € A,,.
(c) De v(zy) = v(x) + v(y) > 0, para todos =,y € A,, segue que xy € A,.

Logo A, é fechado para subtracao e multiplicacao. Como A, estd contido em K, A, é

48
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um dominio.

e P é um ideal maximal de A,,.

(a) P # 0, pois 0 € P, desde que v(0) = oo > 1.

(b) Sejam z,y € P, como v(z) = v(—=x) temos, v(zx —y) > min{v(x),v(—y)} =
min{v(z),v(y)} > 1. Portanto, v —y € P.

(c) Sex € A, ey € P entao v(z.y) = v(x) +v(y) > 1. Logo, zy € P. Portanto P ¢ um
ideal de A,.

(d) O grupo das unidades de A, é dado por U(A,) = {z € A, |z ¢ P} ={z € K| v(z) =
0} (também representamos U(A,) por U).

De fato, isto segue da igualdade P = A, — U(A,) e para verificar esta igualdade, basta
demonstrarmos que U(A,) = {z € K | v(z) = 0}. Seja = € K tal que v(z) = 0. De

lem K, segue que 0 = v(x) + v(z™!). Logo v(z™!) =0 e entao z7! € A,. Assim

1 =uaa~
r € UA,). Se z € U(A,) entdo existe z71 € A, tal que 1 = zz~!. Como v(z) = 0 temos

que 0 =v(1) = v(z) +v(z™!) = v(z™).

(e) P é o tnico ideal maximal de A,, e é principal.

(i)Seja J um ideal de A, tal que P & J C A,, entdo por (d) JNU(A,) # (). Portanto
J=A, e P é maximal.

(ii) P ¢é tnico.

Suponhamos I um ideal maximal de A,, entao I ndo contém unidades, ou seja, INU(A,) =
0. LogoIC P ¢ A,. Como I é maximal, [ = P.

(iii) P ¢ principal.

Como v é sobrejetora, existe m € A, tal que v(7) = 1. Portanto, para todo z € P,v(z) =
a = v(nm®). Logo v(zm~*) = 0 e portanto zn~* = u € U(A,), assim x = unr®. Logo z
pertence ao ideal principal 7A,.

Além disso, como qualquer gerador de P tem valorizagao 1, eles diferem por uma unidade.

Nota 4.0.1 (1) Notemos que todo y € K pode ser escrito (unicamente) na formay = uﬂ”(y),
onde u € U. Basta ver que se y € K, existe r € Z tal que v(y) = r entdo v(y) = v(x"). Isto

implica que v(ym™") =0 e entdo yr " =u € U(A,). Assim y = ur” = ur®W.
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(2) Para todo = € K, tem-se que © € A, ouz~' € A,. Consequentemente K = C fr(A,)
(onde C'fr(A,) é o corpo de fracéoes de A, ).

De fato, de (1) temos que para todo = € K,z =urmcommeéeZeué€ U(A,). Sem >0
entdo xr € A,. Se m < 0 entao x~! =u~lrT™ € A, (pois u™' € U(A,) e —m > 0).

Temos uma sequéncia de ideais encaixados:

A, DPDOP*>---D{0}, comnP = {0}

— A
O corpo K = % é dito o corpo de residuos de K (relativo a valorizacao v), e a projegao

de A, em K é expressado por a — @ = a + P.

Defini¢ao 4.0.3 Um corpo local € um par (K,v) como acima, onde K € completo relativa-

mente a valorizacao.

Temos que toda valorizacao induz numa métrica , e dizer que K é completo significa que
na métrica d(z,y) = e *(*=¥) toda sequéncia de Cauchy converge em K. Observe que nesta
métrica, dois elementos x, y estao préximos se, e somente se,  — y pertence a uma poténcia
P", para n € N, suficientemente grande.

Suponha 1, ..., z, uma sequéncia em A, tal que x;;; = z;(modP?), para todo i. Entao
A, contém um elemento x(= limz;) tal que x = x;(modP"), para todo i. Esta propriedade
caracteriza o completamento.

Exemplos de corpos locais sdo os corpos de séries de poténcias formais K = F(t), sobre

um corpo F. Os elementos de K sao da forma g = Zaiti = t"(am + amert + --+), com

a; € FemeZ.
Definicao 4.0.4 O corpo local (K,v) € dito P-ddico se K é um corpo finito.

Defini¢ao 4.0.5 Um corpo P-ddico (K,v) € dito didadico se 2 € P. Em outras palavras,

(K, v) € diddico se, e somente se, v(2) > 1 e isto ocorre quando car(K) = 2. Caso contrdrio,

ou seja se 2 ¢ P, (K,v) € dito nao diddico.
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Os completamentos p-ddicos do corpo Q, denotado por @, é outro exemplo. Temos que
(Qp, v,) sao corpos p-adicos para cada primo p em Z tal que seus elementos se escrevem
como acima, trocando t por p e 0 < a; < p, com a; € Z. Também como exemplo, tomemos
F um corpo global, isto é, uma extensao finita de Q (dita um corpo de nimeros) , ou de
K,(t) (dita um corpo de funcoes de uma varidvel sobre K,). O completamento de F por uma

valorizacao nao arquimediana é um corpo local que tem um corpo de residuos finito.

Lema 4.0.1 Sejam (K,v) um corpo local com car(K) # 2 e u € U. Temos que u € um

quadrado em K (ou em U) se, e somente se, u é um quadrado em K.

3 R
Demonstragao: (=) Se u =a? a € K, entao u =a? € K.

(<) Sejau = v, bek.
Precisamos construir uma sequéncia (b;) em U tal que b7 = u(modP") e biy1 = b;(modP?),
para todo i. Se tivermos tal sequéncia, ela é de Cauchy pois b, — b; € P'. Logo (b?) é de
Cauchy e fazendo b = lim b;, tem-se que b —u= lim b —u = 1im (b7 — u) = 0. Assim,
b =u e u € K2, pois IZ( éo(jompleto. , T T
Temos que b, existe, pois © = Z_)Q € K = P—;

b? = u(modP).
Suponhamos que existam b; € U, i > 1, tais que b? = u(modP?) e b; = b;_1(modP'™1).

. Como u € U, também by = b € U. Assim,

Precisamos encontrar b;y1 € U tal que b7, = u(modP™) e b1 = bi(modP?), isto ¢,
biy1 = b; + zmt, para algum z € A,,.

Seja b1 = b; + ar’, com a € A,. Entao, byy1 = b;(modP?), para todo « € A,

Como b7 —u = fr', B € A,, temos que b7 | —u = (b; +an’)? —u = (b} — u) + 2ab;7" +
a?m? = 7B + 2ab;) (modP*1). Como 2b; € U (pois car(K) # 2) e u € U, basta encontrar
a € A, tal que 3+ 2ab; = 7. Fazendo o = (m — 3)(2b;)~! € A, concluimos que b1 € U e
bit1 = bi(modP?). O

Teorema 4.0.3 (Levantamento de raizes)
Sejam (K,v) um corpo local com car(K) # 2 e f(x) = ax® + bx + ¢ € K[z]. Se existe uma

raiz U de f(x) = az® 4+ bx +¢ em K, entdo existe uma raiz u de f(z) em K.

b
Demonstracao: Fazendo a mudanca de varidvel x para y — 5, oM f(z), obtemos ¢(y) =
a
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b? — dac
ay? — e Temos que x, é raiz de f se, e somente se, Yo = Ty + 5 ¢ raiz de g. Porém,
a a

1
Yo € raiz de g(y) se, e somente se, h(y) = —g(y) tem raiz yo. Dessa forma, o célculo de raizes
a
de um polinomio de grau dois se reduz ao calculo de quadrados. Assim basta verificarmos
que se h(z) = 2% + d € K[z] tem uma raiz u € K, entdo h(z) = 2° + d tem uma raiz u em

K, e isto segue do Lema 4.0.1. O

Corolario 4.0.1 Seja (K,v) um corpo local com car(K) # 2. Um elemento un™ € K, com
uelU em € Z, é um quadrado em K se, e somente se, m € par e u € K. Em particular,

seuw =1 entdo u € U>.

Com isto, podemos construir uma sequéncia exata. Definimos um homomorfismo i de
— em — por i(uK") = uK?, onde v € U ¢é um levantamento de u. Este homomorfismo
—2 K2

K

estd bem definido pois se w é outro levantamento de @, entao vw—! =1, isto é, uw—! € K .
-2

. . . -2
Logo uw™t € K? (pelo Coroldrio 4.0.1). Assim, uK? = wK?2, ou seja, i(uK ) = i(wK ).

Coroldrio 4.0.2 Seja (K,v) um corpo local com car(K) # 2. Entdo a sequéncia

1l — — — — 0, € exata e se fatora.

Demonstracao: Temos que i é injetora pois se Z(EK2) = 1K2, entdo uK? = K2 Logo
u € K2 Pelo Coroldrio 4.0.1 @ € fz e assim ﬂﬁZ = TKQ. A fungao v : % — % tal
que v(zK?) = v(z) + 2Z estéd bem definida pois se K? = yK?, entao zy~! € K2 Logo
v(zy™') € 2Z. Dai, v(z) — v(y) € 2Z, equivalentemente v(z) + 2Z = v(y) + 2Z. Assim
7(xK?) = 7(yK?).

Também T é claramente sobrejetora e (T o z)(ﬂKQ) = T(uK?) = v(u) + 2Z = 2Z = 0.
Logo, Im(i) C Ker(v).

Se K2 € Ker(7), entdo t(xK?) = v(z) + 2Z = 0, ou seja, v(z) € 2Z. Logo existe y € K
tal que v(z) = v(y*) o que implica que % = u € U. Assim x = uy?, o que resulta que

. . =2
rK? = uK? = i(uK ). Portanto Ker(v) C Im(7).
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7Z K

Para a fatoracao, definimos ¢ : 7 T

-2
com f(ur®) = (EK ,E). O

Nota 4.0.2 A Nota 4.0.1(2), garante que para todo © € K, x € A, ou z~' € A,. Como

' se necessdrio (veja Lema 1.2.4 (ii)), podemos tomar

2K?2 = ac_lKQ, trocando x por x~
qualquer diagonalizacao (a1, . .., a,) de uma forma quadrdtica com a; € A,. Além disso pelo

Coroldrio 4.0.1, a; = u ou a; = um, com u € U(A,).

Proposigao 4.0.2 Seja (K,v) um corpo local, com car(K) # 2.

(i) Se ¢ = (uq,...,u.), onde u; € U, entao q é anisotrdpica sobre K se, e somente se,
q=(U,...,u,) € anisotropica sobre K;

(ii) Suponhamos q = q L (m)qe, onde ¢ = (u1,...,u), Go = (Ups1,---,Upn)
(u; € U). Entao q é anisotrdpica sobre K se, e somente se, G, e G, sao anisotrdpicas

sobre K.

Demonstracio: (i) (=) Suponhamos § isotrépica, logo existe T = (7y,...,T,) € K,

.,
nao nulo tal que g(Z) = 0, ou seja, Zﬂﬁf = 0. Supondo T; # 0, temos que T; é raiz da
i=1

equacdo ut2 +b = 0, onde b = upx? + - - - + u,22. Pelo Teorema 4.0.3, segue que x; é raiz de
ut? + b = 0, ou seja, q(z1) = 0, com 1 # 0. Logo ¢ é isotrépica, contradizendo a hipdtese.
Portanto g é anisotrépica.
T
(<=) Suponhamos ¢ isotrépica e © = (x1,...,z,) # 0 tal que ¢(z) = 0. Logo Z wiTs =
i=1
0. Como z; = v;®*, com «a; € 7Z e v; : unidade, se tivermos «a; > 0, conside;aremos 0
minimo dos «}s. Consideremos que a; seja o minimo (reordenando se necessario). Dali,

T2 (ug0? + upvin2@2—a) . oy 2rHere))) = (. Logo, fazendo 3; = a; — oy, temos

Uv? + upvdn?® 4 o f w27 = 0 e T = (Ug,vemP2, ..., v,mP) # 0. Dessa forma, se

q(z) = 0 com = # 0, entdo g(Z) = 0 com T # 0. Portanto g é isotrépica, o que é um absurdo.
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(ii) (=) Se ¢ é anisotrépica, entao ¢; e go também sdo anisotrépicas. Assim, g, e g,
sdo anisotrépicas sobre K (por (i)).

(<) Suponhamos ¢ = ¢; L (m)qy isotrépica, assim ¢ 2 H = (1,—1). Dessa forma,
¢ é isotrépica ou ¢y é isotrdpica, pois caso contrario H seria isométrico a (u,wv), com u,v
unidades, o que é um absurdo pois det(H) = —1. Logo pelo item (i), g, ou g, é isotrépica,

absurdo pela hipétese. Portanto ¢ é anisotropica. O

Corolario 4.0.3 Seja (K,v) um corpo local, com car(K) # 2.

(i) Se toda forma quadrdtica de dimensio n + 1 sobre K € isotrépica, entdo toda forma
quadratica de dimensao 2n + 1 sobre K € isotrépica;

(ii) Se K tem uma forma quadrdtica anisotrépica de dimensio n, entdo K tem uma

forma quadrdtica anisotropica de dimensao 2n.

Demonstracao: Consequéncia da proposicao anterior. O

Teorema 4.0.4 Sejam (K,v) um corpo P-ddico, ndo diddico e uw € U tal que u ¢ K.
Entao:

(i) ﬁ consiste de quatro conjuntos representados por 1,u,m, um;

(ii) Eziste uma unica forma quadrdtica anisotrdpica de dimensao 4 sobre K, a menos de
isometria, a forma q = (1, —u, —m,um) = (1, —u) @ (1, —7);

(iii) Ewiste uma unica dlgebra de quatérnios com divisao sobre K, a menos de isomor-

s u7 ™
fismo, que é < K )
- K _ —~2
Demonstragao: (i) Como |K| é finito, temos que — = {1,7}, com @ ¢ K . Pelo Corolario
. K
K K Z »
4.0.2 temos que — ~ — @ ——. Pelo Corolario 4.0.1, segue o resultado.
K2 K 27,
(ii) Seja ¢ = (u1, ..., up) L (m)(Ups1, ..., us) uma forma quadratica anisotropica sobre K.
Pela Proposigao 4.0.2 (ii), temos que §; = (U1, ..., U,) € Gy = (Upi1,- .., Ug) SAO anisotrépicas

sobre K. Logo pela Proposicao 2.2.2 e pelo Corolario 1.4.2 dim(q,) = dim(g,) = 2. Pela

Proposicao 2.2.2, temos q; = (1, —u) ~ (—1,7) = G,. Portanto ¢ ~ (1, —u, —m, un).
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(iii) Segue de (ii) e pelo fato que toda algebra de quatérnios com divisao, estd em

correspondéncia 1 a 1 com sua forma norma (veja Proposicao 2.1.3). O

Observacao 4.0.2 Temos que (1, —u, —m,ur) € universal.

De fato: Se existe w € K tal que w ¢ D((1,—u,—m,ur)), entdo (1, —u,—m,ur)
1 (—w) é anisotrépica. Logo (1, —u, —m, —w) e (—u, —m, uw, —w) sdo subformas anisotrépi-
cas de (1, —u, —7,um, —w) e nao sao isométricas pois tém determinantes distintos (o que é

um absurdo pelo item (ii) do Teorema 4.0.4).

Corolario 4.0.4 Seja K um corpo P-ddico, nao diddico.
(i) Seq=(1,—a,—b,ab) é uma forma quadrdtica sobre K, entao s(q) = [a, b];

b d .
(ii) Para quaisquer dlgebras A, = (a;) , Ay = (% existem e, z, t € K tais que

K
W= (). = ()

Demonstracao: (i) Desde que [1,z] = 1, por linearidade temos que s(q) = [—a, —b).
[—a,ab].[-b,ab] = [—a,—ab?|.[-b,ab] = [—a,—a].[-b,a].[-b,b] = [-1,—a].[a, —a].[-b,]].
.[—b, a]. Pelo Corolario 2.1.3 ficamos com s(q) = [—1, —al].[-b,a] = [-1, —1].[-1,a].[-b,a] =

—1,-1

[—1,—1].[b,a]. Pelo Teorema 4.0.4(ii) a forma norma de , 4(1) é isotrépica. Do

K
Teorema 2.1.1 segue que s(q) = [b, a] = [a, b].

(ii) Se A; e A, sao dlgebras com divisao, pelo Teorema 4.0.4 elas sao isomorfas. Con-
sequentemente pela Proposicao 2.1.3 (1, —a, —b,ab) ~ (1, —c¢, —d, cd). Logo (—a,—b, ab) ~
(—c,—d,cd). Dal —a € D({—c, —d,cd)) e pelo Critério da Representagao existem z,y € K

tais que (—c, —d, cd) ~ (—a,z,y). Calculando o determinante encontramos 1 = —azy o que

implica que y = —az. Dai (—c, —d, cd) ~ (—a, x, —az). Isto implica que —ax = y(—azx)?, e
p que y ) ) y L,y p q i) )

d _
portanto (1, —¢, —d, cd) ~ (1, —a, x, —ax). Segue que <C’? ~ a,K:v
Se A; (ou Ay) se fatora entdao (1,—a,—b,ab) ~ (1,—1,1,—1). Logo (—a,—b,ab) ~

. Logo e = a.

H L (—1). Assim (—a, —b,ab) é universal e portanto representa —c. Repetindo o raciocinio
c, 2 c,

d
anterior conclui-se que A; ~ (?) e Ay = (?> , Ou seja e = c. O

Pelo Corolario anterior podemos concluir que s(q) em Br(K) é representado por uma
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) . a,b L ) .
classe de dlgebra de quatérnios (?) . Como s6 existem duas algebras de quatérnios sobre
K, a menos de isomorfismo, uma se fatora e a outra é com divisao podemos redefinir o

invariante de Hasse neste caso por

Definigao 4.0.6 Seja K um corpo P-ddico (nao diddico). Para cada forma quadrdtica ¢ =

(ay,aq,...,a,) definimos o invariante de Hasse de q dado por s(q) = |a,b], por:
a,b
1, se [ — | se fatora
K
s(q) = a.b
-1, se <?) ndo se fatora.

Teorema 4.0.5 Seja (K,v) um corpo P-ddico, nao diddico. Entao toda forma quadrdtica

de dimensao 5 sobre K € isotropica.

Demonstracao: Considere ¢ ~ (a,b,c,d,e).

Se (a, b, ¢, d) é isotrépica, entao ¢ é isotrépica.
Se ¢1 = (a,b,c,d) é anisotrépica, entao ¢ ~ (1, —u, —m, un) (pois esta é a Unica forma
anisotrépica de dimensao 4 sobre um corpo local). Mas (1, —u, —7,um) é universal, logo

—e € D(q1). Pelo Teorema da Representagao, g ~ ¢; L (e) é isotrdpica. O

Corolario 4.0.5 As formas quadrdticas sobre um corpo P-ddico K sdo classificadas por

dimensao, determinante e invariante de Hasse.

Demonstracao: Segue do Teorema 3.2.2. O

4.1 Corpos p—Adicos Q,

Fixado um numero primo p € Z p # 2, todo nimero racional x nao nulo se escreve de

a
modo unico na forma r = pmg comm, a, b € Z, b # 0 e p nao divide ab. A valorizagao
p-adica é definida sobre Q por v,(x) = m e v,(0) = co. Denota-se por Q, é o completamento

p-adico de Q segundo a valorizacao p-adica de Q. Assim

@pZ{Pm (Zaipi), a; € Z, 0§¢u<p}-

=0
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O anel de valorizacao de v, é:

Zp:{xe@p|Up(x)20}:{2aipi, a; € Z, Ogai<P},

=0

o grupo das unidades de Q, é dado por

Z/Ip:{xé(@p|vp(a:):O}:{Zaipi, a;, €Z, 0<a; <p, CL()?AO},

=0

e o ideal maximal de Z,, ¢

P:{xEQP|vp(l‘)21}:{p<zalpl)a GlEZ, 0§&Z<p}
=0

Podemos escrever todo elemento nao nulo = de @, de modo tnico na forma z = up™,

onde m = v,(x) € Z e u é uma unidade.
— 7 VA
O par (Q,,v,) ¢ um corpo local e é p-ddico, pois Q, = % N (corpo finito). De fato,
p

A
basta considerarmos a aplicagao ¢ : Z, — 7 definida por ¢(x) = ag + pZ, que induz um
p
— 7 _ -
i fi ~—=40,1,...,p—1}.
isomorfismo Q, 7 {0,1,...,p—1}

Observemos que no caso de Q,, teremos (%D = {1,u,p,up}, ja que v,(p) = 1 e 7 era
p
tomado tal que v(m) = 1.

Consideremos p # 2 e assim car(@p) # 2. Logo os corpos Q, satisfazem todos os
U, p

resultados obtidos para corpos locais e corpos p-adicos. Em particular A = (
p

) é a Unica

algebra de quatérnios com divisao sobre Q, e s((1, —u, —p,up)) = —1p,.



Capitulo 5

Forma Traco Sobre Algumas
Extensoes (zaloisianas de Corpos

p—Adicos

Este é o principal capitulo da dissertacao. Nele vamos considerar extensoes galoisianas
F de Q, (p # 2) de graus 2, 3 e 4 ¢ vamos determinar, em cada caso, os invariantes da forma
trago vistos anteriormente, a saber: a dimensao da forma quadrética, que é o grau [F : Q,[;
o determinante da forma quadratica, que é exatamente o discriminante da extensao F sobre
Qp; e o invariante de Hasse. Estes trés invariantes caracterizam a forma quadrética trago
T:F — Q,, T(z) = tr(z*) ou sua forma bilinear associada by : F x F — Q,, br(z,y) =
tr(zy), a menos de isometria. Especialmente para extensoes de grau 4 o discriminante do

corpo F é de grande ajuda e por isso vamos precisar de alguns resultados preparatorios.

Lema 5.0.1 Seja (1,a) uma forma quadrdtica sobre o corpo K. Entao D({1,a)) é um sub-

- K
grupo de K ou de o3

Demonstracao: Seja F = K(v/—a). Para z = a+ v/—a € F, a norma de x é definida por
N(z) = 2T = o? 4+ af%. Assim temos que D({1,a)) = {a? +aB? € K, a,f € K} = {N(z) €
K, z € F}. Agora a demonstragdo deste Lema ¢é andloga a demonstragdo da Proposicao

2.1.2. O

o8
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Lema 5.0.2 Se (1,a) € anisotrdpica sobre Q,, entao |D((1,a))| = 2. Em particular, se a €

uma unidade, entao D((1,a)) = {1,u}, onde 9’27 = {1, u,p,up}.
P

Demonstracao: Suponhamos % representado por {1, u, p, up} (veja Teorema 4.0.4(i)).

p .
Se a = p, temos que D({1,p)) = {s = 2? + py* € Q,,com z,y € Q,}. Se x = 0 entao

s = p(mod Qz) Se x # 0, entdo s = 22 (1 +p(y/x)2). Como 1+ pz? € A, , segue que
- _ -2 . :
1+p22=1€Q, e pelo Lema 4.0.1, temos que 1 +p2? e @f,. Logo s =1 em 912’. Portanto

D((1,p)) = {1,p}. Analogamente prova-se que D((1,up)) = {1,up}, com u € Z/l.p

Agora suponhamos que a = u, com u € U. Como (1,u) é anisotrépica, u # —1.
Evidentemente D((1,u)) D {1,u}. Suponhamos que p € D({1,u)), entdo p = z* + uy?
e assim —uy? = 2% — pl12. Como y # 0 (pois p nao é um quadrado) obtemos —u =
(z/y)>—p(1/y)* € D((1,—p)) = {1, —p}. Logo u = —1, absurdo. Analogamente se demons-

tra que up ¢ D((1,u)). Assim D({1,u)) = {1,u}. Finalmente suponhamos que % é repre-

p .
sentado por {1, —1,p, —p} e demonstremos que D((1,1)) = {1, —1}. Como D((1,1)) C UQ>

resta demonstrar que D((1,1)) # QZQD Facamos por absurdo. Se x? + 3% = 22, para todos
z,y € Q,, entdao por inducio em n = dim(n(1)) temos D(n(1)) = C 2, para todo n > 1. Em
particular, D(5(1)) = Qf, Mas pelo Teorema 4.0.5 a forma quadratica 5(1) é isotrépica, logo
universal pelo Corolério 1.25 (ii), absurdo. Portanto D((1,1)) = {1, —1}(@]2). O

Seja F uma extensao de K de grau n e seja r : F — K um funcional linear nao nulo (logo
sobrejetor). Se (V, ¢) é um espago quadratico sobre F definimos r.q : V. — K por (r.q)(z) =

r(q(z)). Entao r.q é uma forma quadratica cuja bilinear associada é definida de VxV em K

por br.q(,) = 5 [(ra)(& + ) — () (@) = (rea) ()] = 5 [ gl +9)) = 7 (a(a)) — 7 a(w))]

Assim temos um novo espago quadratico (V,r.q) sobre K.

Podemos notar que b,,, = r(b,) e vamos denotar b, , por r.b,.

Agora consideremos a forma quadrética ¢ = (c), com ¢ € F. Como ¢ tem dimenséo 1,
segue que o espaco vetorial V. = F.ej, onde ¢(e;) = ¢. Temos que r.{(c) : F.e; — K é

dada por (r.(c))(x) = r(cz?) e a forma bilinear sobre F associada a forma quadratica (c) ¢é

b (2,9) = 5 ({6 (& + ) — {e)(x) — () = ey,
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Para F = K(y/a), temos que {1, /a} ¢é base para o K-espago vetorial F. Temos que r.b, :
V x V. — K é dada por (r.b,)(x,y) = r(by(x,y)). Considerando o funcional linear definido
(b (1,1))  r(be(1,Va))
r(be(Va, 1)) r(be(va, va))
= rie)  rieva) . Fazendo ¢ = a+ /a, com «a, 3 € K, temos M, () = b o ,
r(ey/a) r(ac) a fa

cujo determinante é —a? + af3*> = —(a® — a3?) = —N(c). Seja r.(c) ~ {(a;,as). Como

por r(1) =0 e r(y/a) = 1 temos que M, (¢ = M, 4, =

o determinante ¢ um invariante por isometria temos que aja; = —N(c), e entao aay =

—N(c)ay. Logo r.{c) =~ {(ai,as) ~ {a1,asa?) ~ (ay, —N(c)a;) =~ {a;){1,—N(c)). Portanto,
re(c) >~ (a1)(1, —N(c)), com a; € D(r.(c)).

Teorema 5.0.1 Seja F = K(y/a), com a ¢ K2. Entdo a sequéncia

K ; F 5 K

K2 F? K2

¢ exata, onde i € induzida pela inclusio K — F e € definida por m(a¥F?) = N(a)K2, onde

K2 {K2,ar<2} .

N é norma de F em K.

Demonstracao: (i) Verifiquemos a exatidao em % Seja FK? um elemento de Ker(i).
Entao 8F? = F2 ou seja, 3 € F2. Assim, 8 = (z + yy/a)?, com z,y € K e desenvolvendo o
quadrado temos 3 = 22 + ay? + 2xy\/a. Desde que 8 € K, segue-se que xy = 0. Se x = 0,
temos 3 = ay? € aK? e se y = 0 temos ( = 22 € K2. Logo Ker(i) = {K2,aK2} .

(ii) Verifiquemos a exatiddo em F/F2.

Temos que 71(i(aK?)) = (aF?) = N(a)K? = o2K? = K2. Portanto Im(i) C Ker(m).

Seja zF? tal que N(z)K? = K2, ou seja, N(x) € K2 Consideremos o funcional linear
r : F — K definido por (1) = 0 e r(y/a) = 1. Como vimos anteriormente r,(z) =~
(y)(1,—N(zx)), com y € K. Como N(z) € K2, tem-se r,(z) ~ H. Seja z € F um vetor
isotrépico para r,(z). Entao (r.(z))(z) = 0, ou seja, r(xz?) = 0. Fazendo z = 2; + z91/a e
r = a+ (v/a, entao 2% = (o + fv/a) (2} + az3 + 221294/a). Como r(x2?) = 202129 + B(2F +
az3) = 0, segue-se que z2° = (a(2? + a23) + 28az12,) + (202125 + B(22 + az3)/a) € K. Logo
2F? = £22F? = i(22°K?). Portanto Ker(@) C Im(i). O

Corolério 5.0.1 Seja F = Q,(v/a), com a € Q, \ Q2. Entdo ‘F/F2‘ =4.
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Demonstragao: Como a nao é um quadrado em Q,, temos que a forma quadratica (1, —a)

F/E?
¢ anisotrdpica. Pelo Lema 5.0.2 temos que |D((1,—a))| = 2. Desde que / G ~ Im(m),
er(m
g /i
segue do Teorema 5.0.1 que T () = |D((1,—a))| = 2. Logo = 2 o que implica
m (i
que ’F/F2 = 4. O

Definig¢ao 5.0.1 Sejam F = Q,(0) wma extensio Galoisiana de grau n de Q, e A =

{a1,..., 05} uma Qp-base de F. O discriminante de A € definido como sendo
A[A] = {det(os(ay))}?,

onde o; sao Qp-automorfismos de F.

Notagao: A[A].

Se tomarmos outra Q,-base de F, B = {f,...,,}, temos que o discriminante das bases

A e B diferem apenas por um fator quadratico, ou seja, A[B] = A[A].c?, ¢ € Qp.

n
De fato: Para todo 8, € B, B = Z agjaj, com ag; € Q. Assim, (ay;) é a matriz de mu-
j=1

" 2
danga da base A para a base B. Portanto, A[B] = {det(c;(3))}? = {det (Z akjai(aj)> }

j=1
= {detl(aiy)-(0:(0;))1}? = {det(ar)}2.{det(o,(;))}? = {det(ar;)}2.A[A]
Considerando o discriminante de uma base A de um corpo F como elemento de Qp / Qf,

temos que ele é um invariante (por mudanca de base) do corpo F e serd denotado por ¢F.

Proposigao 5.0.1 Seja A = {ai,...,an} uma Q,-base de F = Q,(0). Entio 0F =

n

det(tr(cuay)), onde tr(z) = Z oi(x) € o tragco do elemento x € F.
i=1

Demonstragao: Denotemos a matriz (o;(a;)) por M. Entao 0F = {det(o;(c))}* =
detM*.detM = det(M'M) = det{(o;(a;)).(0i(c;))} = det <Z ar(ai)ar(ozj)) =
r=1

det (Z ar(aiaj)> = det(tr(oa;)). O
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Teorema 5.0.2 Sejam F D Q, uma extensao galoisiana de graun = [F : Q,] <4 e § = JF.
Entao:

(i) Sen =2 oun=4 e Gal(F : Q,) € ciclico, entio § ¢ Q* e Q,(V/6) € a tnica extensio
de grau 2 de Q, contida em F;

(ii) Sen=3, oun=4 e Gal(F : Q,) € o grupo de Klein entio § € @g

Demonstracao: Sejam G = Gal(F : Q,) = {o1,...,0,} e {e1,...,e,} uma base de F

sobre Q,. Pela Proposi¢ao 5.0.1, § = det(trp/Q (ese;)) = {det(oi(e;))}* . Assim, § € Q, NF2.

Pelo Teorema do Elemento Primitivo temos que F = Q,(6), com 6 € F \ Q,.
Se n = 2, entdao {1,0} é uma base para F e como 6? € F existem a;, ay € Q, tais

que 0* = a;0 + ay. Logo 6 é uma das raizes de f(z) = 2% — ajz — as € Q,z], a saber:
ay £ \/a? + 4ay

0; = 5 . Portanto Q,(0) = Q,(20 — a1) = Q,(\/a? + 4as). Resta demonstrar
que 0 = a? + 4as.
2
160
Por definicido § = ! = (0, — 6,)* e em F temos que 2° — a1x — ay =
1 6,

(x — 0))(x — 0y) = 22 — (01 + O2)x + 0,05. Logo 6y + 0y = ay e 6105 = —as, 0 que im-
plica que af + 4ay = (01 + 02)? — 46,0, = (0 — 6;)%. Portanto F = Q, (\/3) e entao 0 ¢ @]%

Se n = 3, pelo Teorema da multiplicidade dos graus de extensoes temos que nao existe
extensdo de grau 2 de Q, contida em F. Assim para todo § € F tal que 3? € Q,, segue que
B € Q, e portanto 5% € Qf, Mas como & = {det(a;(¢;))}* e § € Q, NF2, temos que § € (@g

Resta estudar os casos de n = 4.

Sen =4, sejam F = Q,(0), p(z)=Irr(0,Q,) € Qpy[z] de graud e 6 =0y, 05, 03, 0, as
raizes de p(z). Temos dois casos a considerar:

(i) Para G = Gal(F : Q,) ciclico, G = (o) = {01,09,03,04 = id}, onde 0, = o' ¢
as rafzes sao ordenadas de forma que o (6;) = 6o, 02(6,) = 03, 03(0;) = 04, o*(61) = 6;.
Considerando a base {1,6, 6% 6%} da extensdo F 2 Q, temos:

1 6, 63 63

§ = 6F = {det(0;(67))}2. Logo v/3 = L0s 05 6
1 6, 65 63
1 60, 62 6




63

1 0o—01 0s(0,—0,) 02(65—0,)
1 05—0, 03(05—6,) 62(6;—6,)
1 04—00 04(0.—6,) 62(0.—0,)

Oy—01 0s(05—01) 02(02—0,)
— 03—91 93(93—91) 9%(93—61) —
0001 04(0.—6,) 02(05—0)

1 0 0 0
1 60y 62
(02 —61)(03—01)(0s—01)| 1 65 9§ =
1 6, 62

1 6y —04 05(602—0,)
(02 —01)(03 —01)(0s —01).| 1 05—0, 03(05—0,) | =
1 0 0

= (62— 01)(05 — 01)(01 — 01)(02 — 02) (05 — 02)(65 — 62) =[] (6, —00).

1<i<j<4

Temos que V0 € Q, se, e somente se, G fixa v/0. Mas o(Vd) = o ( H (0, — QZ)> =

[T @O)—c)= T @) -0 (o) =o(6)o(6:)~o(6))((6) ~(6))
- [T @=0i)l0n —02)(01—0s)(0, — 02)] = 1T (05=0:)1(6:=02)(61 - 03)(61—61)] =
=TI 6 - 0016~ 02005 = 0006 — 0] = — ] (6 — 6) = ~(det(e:(8')). Logo

Vo ¢ Qp, 0 que implica que 0 ¢ QI% e Qp(\/g) ¢ uma extensao quadrética de Q, contida em
F. Para a unicidade note que toda extensao intermediaria L de Q, é galoisiana e o grupo de
Galois da extensdo Ljg, ¢ do tipo G/N, onde N é subgrupo normal de G. Mas o tnico sub-
grupo normal de G com |G/N| =2 é N = (0?) = {id,0?} e L = Q,(V/9), pois o(v/6) = =5
e disto segue que o? fixa V9.

(ii) Se G é o grupo de Klein podemos supor, a menos de isomorfismo, que G esta contido
no grupo das permutagoes pares, ou seja: G = {id, (01 02)(03 04), (61 05)(02 04), (61 64)(0362)}.
Logo 0(\/5) = /0, para todo o € G. Como a extensido ¢ galoisiana, vem que Vo € Qp e
entao 6 € Q]% O
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Corolario 5.0.2 Seja F uma extensao galoisiana ciclica de Q, (p # 2), de grau 4 com

discriminante 6. Entdo 0 é uma soma de dois quadrados.

Demonstracao: Sejam L = Q, (\/3) , & Unica extensao quadrética de @, contida em

F,eF =0Q, (\/a+6\/c_5) . Denote por G = (o) o grupo de Galois de F sobre Q,, e
e = y/a+ $v/6. Como L é o corpo fixo de {id, 02} e € € L temos que (6%(e))? = 0%(e?) = €2,

Logo o%(e) = e e como e ¢ L vem que 0%(e) = —e. Desde que o, € Gal(L,Q,) e
o # id temos que o(a + fV9) = a — BV6, ou, o(e?) = a — Bv/5. Consequentemente,
a?—03? = e*o(e?) = (ea(e))? € Q,NF2. Entédo, Q,(ec(e)) é uma extensao quadrética contida
em F. Pelo Teorema 5.0.2(i), Q,(ec(e)) = L. Segue-se que o? — §3* = (ec(e))? € Q, N L2
Pelo Teorema 5.0.1 vem que o? — 06% = 2%, z € Q,, ou o® — 4% = d2?, x € Q,. No
primeiro caso eo(e) = /a2 — 632 € Q, e portanto o(e)a*(e) = o(ea(e)) = eo(e). Logo
a%(e) = e, o que contradiz o fato de que o?(e) = —e. Entao a? — §3* = dx°.
Se « =0 entao -1 =1 (mod Qi) . Dai, (1,1) ¥H e € D((1,1).

) 2 52\ 2
Se a # 0 entdao 1 = 9 (g) +90 (é) . Multiplicando por ¢, temos que § = 1 (Ex) +

1 (@)2 € D((1,1)). ) O

«

Seja F' uma extensao galoisiana de Q, e 0 € G = Gal(F,Q,). Para cada espaco bilinear
(V,b) sobre F definimos um novo espago bilinear (V,5%), onde V7 tem a mesma estrutura
de espago vetorial de V e a multiplicacao por escalar é definida por a *z = o(a)x. A forma
bilinear v : V7 x V° — F ¢é definida por v’ (x,y) = o~ (b(x,y)). De fato ° é uma forma
bilinear pois, para todo a € F ez, y, 2 € V temos que b (axz+y, z) = o1 (b(o(a)x+y, 2)) =
o Y o(a)b(x,2) + by, 2)) = ac™(b(z,2)) + o~ by, 2)) = ab?(z, z) + V7 (y, 2). Fixada uma

n

base de V podemos denotar b(x,y) por b(z,y) = Z a;;x;y;. Dal

(2, y) = o bz, y)) =0~ (Z azﬂi%’) = Z o Naij)o ™ (zi)o ™ (y;)-

Podemos definir também ¢° : Vo — F, onde ¢ : V — F é uma forma quadratica. Um

modo de fazer isto é considerar 07 : V7 x V7 — F como definido anteriormente e daf faga

q°(x) = b7 (v, x).
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Se r : F — K é um funcional linear nao nulo e ¢ uma forma quadratica sobre F ja temos
definido 7,.q : V — K. Quando r = trpk (que nao é o funcional nulo) denotaremos r.q por
tr(q).

Notemos também que toda forma quadratica ¢ (ou bilinear) sobre K pode ser vista como
uma forma quadrética (bilinear) sobre F que denotaremos por ¢*. De fato, dada ¢ : V — K,
defina ¢ : F®x V — F por ¢ (a ® ) = o?q(z). Assim, se na base B = {e1,...,e,} ¢ tem

matriz (o;;), na base By = {1 ®ey,...,1®e,} ¢" tem matriz (a;).

Proposicao 5.0.2 Se (V,q) € um espago quadrdtico reqular sobre F, entao (V,r.q) é um

espaco quadrdtico reqular sobre K.

Demonstra¢ao: Suponhamos que (V,7r.g) ndo é um espaco quadratico regular. Entao
existe um vetor nao nulo z € V, tal que (r.b,)(z,y) = r(by(z,y)) = 0, para todoy € V. Como

(V,q) é regular, existe y' € V tal que b,(z,y’) # 0. Para a € F, temos b, (x, L/)g/) =
Yy

by(z,
a a
———b,(x,y) = a € F. Aplicando o funcional r, temos r(a) = (rb,) | x, ———v' | =
NERT) o(7,Y) (@) = (r:by) ERT)

0, contradizendo o fato de r : F — K ser um funcional linear nao nulo.

Teorema 5.0.3 Seja F D K wma extensdo galoisiana finita, com grupo de Galois G =

Gal(F : K). Entao para toda forma quadrdtica q sobre F, existe uma isometria

tr(q)F ~1,cq ¢°.

Demonstracao: Seja (V, ¢) um espago quadratico sobre F. Temos que a forma quadratica

Lloeq q° estd definida do espago quadratico l,.q V? em F, enquanto que a forma
quadratica trpk(q) estd definida de V em K. Precisamos encontrar uma isometria
0 : FOxV —Lseq V7, de modo que b o (p(x @), o(2/ @1')) = tr(b,)F (z*y, 2" «y'). Seja

Pz @k y) = Z(m «y) e estenda ¢ a todo F ®x V por linearidade .

oeG
A fungao ¢ estd bem definida pois, dados ra ® y e * ® ay, com o € K, temos que

plra@y) = Y waxy =Y olzaly = S o(w)ay = 3w x (ay) = ¢z © ay). Temos

ceG JEG

também que ¢ ¢ F-linear, pois p(2'(z ® y)) = ¢(@’x @y me *y = Z (2'z)y =

oceG

Za(w’)a(x)y = Za(x')(a(x)y) = Zm' x (xxy) =2 * o(r ®vy), para todos ',z € F e

ceG
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y € V. Emais, b) o (p(z®Yy), ¢ Zb" rxy, ' xy') Za o y,o(2)y) =
JEG ceG
=> o 2)bg(y,y/)) = Z o = 2a'tr(by(y,y)) = w2’ (tr+by) (y,y) =
oceG ceG

tr(b) " (z x y, 2" * o).

Como dimp(F ®k V) = dimk (V) = [F : Kl.dimp(V) e dimp(Lyeq V) = |Gl.dimp(V) =
[F : K].dimp(V), para verificarmos que ¢ é um isomorfismo, resta demonstrar que ¢ é
injetiva. Suponhamos que p(z) =0, com z € F @k V. Como ¢ preserva o produto interno,
segue que 0 = b, . (p(2), ¢(z)) = tr(q)¥(z,x), para todo z € F @k V, e portanto z pertence
ao radical do espago quadratico (F®x V, tr(q)F). Mas pela Proposicao 5.0.2, (F@k V, tr(q)")

é regular, assim z = (0. Portanto ¢ é injetivo. O

Agora estamos em condi¢oes melhores e podemos comecar o estudo da forma traco
T:F — Q,, definida por T(z) = tr(z?), onde F é uma extensao galoisiana de grau 2,

3 ou 4 de Q,.

5.1 Extensoes Quadraticas e Cubicas de Q,.

Seja F uma extensio quadritica de @,. Pelo Teorema 5.0.2 (i) F = Q,(v/9), onde § é

o discriminante de F. Enunciemos

Teorema 5.1.1 Seja F = @p(\/g) uma extensao quadrdtica de Q, e T : F — Q, a forma
trago T(z) = tr(z?) (oubr :F xF — Q,, br(z,y) =tr(zy)). Entdo
S —
1, sed el ou?e
S(T) = [2,6] = &

—1, caso contradrio.

Demonstragio: Seja G = Gal(F : Q,) = {id, o}, onde o(a + fV6) = a — 3V/3. Assim
para todo =z = a 4+ Vo, y = a; + AVS temos que bp(z,y) =
tr ((aa1 +0661) + (afy + alﬁ)\/g> = 2(aay + 0361). Logo na base {1,1/4} a forma traco
T se escreve na forma T ~ (2) L (20) ~ (2,20). Segue-se que s(T) = [2,2][2,0]. Como

2 € D((1,1)) pelo Teorema 1.3.1 temos que (1,1) ~ (2,z) e calculando o determinante
encontramos x = 2. Logo (1,1) ~ (2,2). Consequentemente 1 € D((2,2)) e pelo Teorema

2.1.1 (6) vem que [2,2] = 1p,. Assim s(T) = [2,0]. Como (2,9) ~ (2)(1,25) se 6 é uma
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unidade entdao D((2,6)) = 2D((1,20)) = 2{1,u} = {1,u} ou Q, (veja Lema 5.0.2). Como
2€U, D((2,6)) = {1,u} ou Q,. Logo (2,8) representa 1, e novamente [2,6] = 1.

No caso em que 2 € @z, entao pelo Lema 4.0.1 2 € Q; Logo (2,4) ~ (1, 6) representa 1,
e novamente s(T) = 1.

Finalmente, se 2 ¢ Qf, e 0 nao é uma unidade, entao {1,2,0,20} é um conjunto de
representantes das classes de quadrados de Q,. Dessa forma, D((2,d)) = 2D((1,20)) =
2{1,26} = {2,d}, ou seja, (2,0) ndo representa 1. Portanto s(T) = —1. O

Teorema 5.1.2 Seja F = Q,(0) uma extensdo cibica da Q,. Entio s(T) = 1.

Demonstracao: A forma quadratica associada a forma bilinear b(x,y) = zy é denotada
por q = (1). Logo tr({1)) ~Loeq (1)7 = (1) L (1) 1 (1) = (o71(1)) L {o3}(1)) L
(o31(1)) = (1) L (1) L (1) = (1,1,1). Portanto T =~ (1,1,1) em Q,. Assim, s(T) =
[1,1][1,1][1,1] = [1,1]. Como (1,1) representa 1, pelo Teorema 2.1.1 temos que s(T) = 1. O

5.1.1 Extensoes Galoisianas de Grau 4

Como G = Gal(F,Q,) é um grupo ciclico ou o grupo de Klein, existe um subgrupo
normal de G de ordem 2 e consequentemente uma extensao galoisiana intermediaria L. sobre
Q, tal que Q, & L & F. Como toda extensao quadratica é uma extensao radical, temos que
L =Q,(va), com a € Q, Qg e F =1L(y/a;), com a; € L~ L2,

Lema 5.1.1 Sejam a € Q, ~ Qz, comp#2 el =Q,a).
: L i )

(i) Se —a ¢ Q2, entao i {1,Va,p,8/a}, onde f € Q, \ Q2;

. L
(ii) Se —a € Q2, entdo i {Lp,vV=1pv-1}.

Demonstracao: Sejam % = {1,a,,a8} e L = Q,(y/a), demonstremos que BL? # L% e
p
By/aL? £ 12
Se B = (z+y+/a)? € L2, entao 8 = x? +ay® +2zy/a em L. Logo 8 = 2? +ay? e 22y = 0.
Como [ ¢ Q?w temos que y # 0. Logo z =0 e 8 = ay? em Qp, o que é um absurdo. Portanto
PBL2 # 1.2,
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Agora se 3y/a € L2, entdo Sv/a = (z + yy/a)?, ou seja, Bv/a = 2% + ay? + 2xy+/a. Dali,
2
> +ay?*=0e2zxy=0. Comoxz #0ey+#0, temosquea:—(f) .
Y
Assim, se —a ¢ Qi, temos um absurdo e By/a ¢ L?.  Consequentemente,

= = {1, Va5, 5V}

Se —a € Qg, ou seja, a = —1 em %, entao % = {1,—1,0,—0} e sem perda de
p p
2

generalidade, podemos supor 3 = p. Entao temos 22 —y> = 0 e 22y = p. Logo y =
ouy = —z, e 222 = p ou —22? = p. Calculando as valorizagoes, obtemos 1 = v,(p) =
Up(2) + 20p(2) = vp(—2) + 2v,(x), ou seja, 1 = 2u,(x) € Z, absurdo. Logo p/—1 ¢ L2e
entao temos as 4 classes de quadrados em L, % ={1,p,v—1,pv/—1}. O

Lema 5.1.2 Sejam L = Q,(v/a) e F = L(\/a1), a1 = a+ fya € LN12 Se —a ¢ Q2
entdo podemos considerar a; € Q, se, e somente se, Gal(F,Q,) € o grupo de Klein. Caso

contrdrio a; = [B+/a, isto é, tTL\Qp(al) =0.

Demonstracao: Temos que a; € Q, se, e somente se, § = 0. E neste caso, a; = a. Como

F = L(y/a1) é uma extensao de Q, de grau 4 segue que Q,(y/a) = L # Q,(y/a1). Logo temos

pelo menos duas extensoes intermediarias entre Q, e F. Pelo Teorema 5.0.2(i), Gal(F,Q,) é

o grupo de Klein.
Reciprocamente, se Gal(F,Q,) é o grupo de Klein entao temos trés extensoes quadréticas

intermedidrias correspondentes aos subgrupos normais de ordem 2 de Gal(F,Q,). Sao:

Q,(va@), Qp(y/F) ¢ Qy(/ap), onde %

u ¢ @pz. Consequentemente, /p ¢ Qy(vu) e F = Q,(vu,/p) = Qu(v/u, Jup). Logo

podemos considerar a; = u, p, ou up, e portanto a; € Q,.

= {1, u, p, up}, v uma unidade em Q,, tal que

Caso contrdrio, do Lema 5.1.1 segue que a; = \/a ou a; = /a, para algum [ € Qp, e

neste caso tryg,(ai) = 0. O

Lema 5.1.3 Sejam F uma extensdo galoisiana de Q, de grau quatro com G = Gal(F,Q,),
e L uma extensao intermedidria prépria de Q, contida em F. Entao:
(i) Se G € o grupo de Klein entao T ~ (1,u, p,up), onde 1, u, p, up é um conjunto de

representantes das classes de quadrados de Q,;
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(ii) Se G € ciclico entao T ~ (1,6) L H.

Demonstracao:

(i) Vimos na demonstragao do Lema 5.1.2 que F = Q,(\/u, \/p) e L = Q,(y/u) ou Q,(,/p),
ou Q,(\/up). Em qualquer caso, tomando a Q,-base {1,1/a} de L = Q,(y/a) completemos
a Qp-base B = {1,/u, \/p, \/up} de F. Vamos calcular o trago de cada elemento de B.

Seja * = y/u. Entdao X? — u = p(X) é o polindmio minimal de = sobre Q,. Logo o
polindmio caracteristico de x é f,(X) = p(X)? = X* — 2uX? + v®. Portanto tr(y/u) = 0
(pois ¢ o coeficiente de X* do polinémio f,(X)). Do mesmo modo tr(,/p) = tr(,/up) = 0.
Por definicao a matriz da forma quadratica traco T na base B é a matriz da forma bilinear

associada a T, portanto

tr(1) — tr(Vu)  tr(yp)  tr(yup)
tr(y/u) tr(u) tr(\/up) tr(u/p)
tr(yvp) tr(yup)  tr(p) tr(pv/u)
() trleyp) Ve ()

Como o tr: F — Q, é uma funcao Q,-linear temos

4 0 0 0

0 4u 0 0
(T)s =

0 0 4p 0

0 0 0 4up

Ou entao T ~ (2%, 2%u, 22p, 2%up) ~ (1, u, p, up).

(ii) Se G ¢é um grupo ciclico entao L = Qp(\/g) ¢ a Unica extensao intermediaria de
grau dois de @Q, contida em F (Teorema 5.0.2(i)) e F = L(y/a1), com tryg,(a1) = 0 (ver
Lema 5.1.2). Logo a; = B4 com 3 € Q,. Seja By = {1, V0, m, V3. 5\/5} E f4cil
demonstrar que B; é uma Q,-base de F. Para calcular a matriz da forma bilinear associada
a quadratica trago na base B precisamos calcular os tragos dos elementos de B;. Temos que
X1—§3? é o polinomio caracteristico de \/m e (X2-0)?2 = X1—-20X2%2-4§?, X*—3%5° sao
os polindmios caracteristicos de V8 e W, respectivamente. Como nenhum deles tem
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o termo X3 temos que ¢r (W) = tr(vV6) = tr (\/557\/5) = 0. Assim (T)g, = (br)p,

¢ dada por
tr(1) tr(+/9) tr (\/ﬁ\/g) tr ( \/B0V3
tr(\/6) tr(d) tr <\/ﬁ5\/g> tr 64/ BV6
(T)p, =
’ tr (\/ ﬁ\/S) tr { \/BoVS tr(BV9) tr(6)
tr (\/55\/5) tr [ 64/ BV6 tr(39) tr(36+/0)
Como tr : F — Q, ¢ Q,-linear temos
4 0 0 0
0 49 0 0
(T)Bl -
0 0 0 456
0 0 450 0
0 456 ) i
Desde que det = —1@12,, pelo Teorema 1.4.1 temos que
436 0
T ~ (22,220) L H ~ (1,6) 1L H. O

Teorema 5.1.3 Sejam F uma extensdo galoisiana de grau quatro de Q, e G = Gal(F,Q,).

Entao

(A) -1€@Q;,
(i) Se G € o grupo de Klein, entio T ~ (1,u, p,up) € anisotrdpica e s(T) = —1;
(ii) Se G ¢ ciclico, entao T ~ (1,) L H~2H e s(T) = 1.

(B) —-1¢ @12,, entao T ~ 2H e s(T) = 1.

Demonstracao:

. . Qp N2 .. S
(i) Seja = = {1,u,p,up}, com u ¢ Q2. Pelo Teorema 4.0.4(ii) (1, —u, —p,up) é tinica
P

u? ’ . ’ ’ .
forma quadratica anisotrépica de dimensao 4 sobre Q, e ((QTP) a Unica algebra de quatérnios
p
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com divisao sobre Q,. Desde que —1 € @12,, pelo Lema 5.1.3(i) segue que T ~ (1, —u, —p, up).
Pelos Corolério 4.0.4 e Definigao 4.0.6 segue que s(T) = —1.

(ii) Se G é ciclico, segue do Lema 5.1.3 (ii) que T ~ (1,6) L H ~ (1,6,1,—1) ~ (1,4,1,1)
pois 1 =—1¢€ %. Dai, s(T) = [1,0]. Como (1, ) representa 1, segue-se que s(T) = 1.
p

Para o caso (B) podemos considerar 1, —1, p, —p os representantes das classes de quadra-
dos de Q,.

Se G é o grupo de Klein, pelo Lema 5.1.3(1) T ~ (1,—1,p, —p) ~ 2H. Pelo Corolério

4.0.4(i) s(T) = [1,—p] = 1, pois a tunica dlgebra de quatérnios com divisao sobre Q, é

_17p
Qp

(veja Teorema 4.0.4(iii)).

Se G é ciclico, do Corolério 5.0.2 temos que § € D((1,1)). Como D((1,1)) = {1, —1}(@123
e 0 & Qi temos que 6 = —1. Pelo Lema 5.1.3 (ii) T ~ 2H. Logo s(T) = 1 pelos Corolério
4.0.4 e Definicao 4.0.6. O
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