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Resumo

Neste trabalho temos como objetivo estudar o nimero e a distribuicao de ciclos
limites em sistemas diferenciais lineares por partes. Em particular estudamos o
nimero de ciclos limites do sistema diferencial linear por partes planar

‘7:“ = Y- €¢($),
Yy=1,

onde € # 0 é um parametro pequeno e ¢ é uma funcao periédica linear por partes
impar de periodo 4. Provamos que dado um inteiro arbitrario positivo n, o sistema
acima possui exatamente n ciclos limites na faixa |z| < 2(n + 1). Consequente-
mente, existem sistemas diferenciais lineares por partes contendo uma infinidade de
ciclos limites no plano real. Inicialmente obtemos uma quota inferior para o niimero
destes ciclos limites na faixa |z| < 2(n + 1) via Teoria do Averaging. Em seguida,
utilizando a Teoria de Campos de Vetores Rodados, verificamos que o sistema acima
tem exatamente n ciclos limites na faixa |z| < 2(n + 1).

Palavras-chave: Ciclos limites, campos de vetores planares, sistemas lineares por
partes.



Abstract

The main goal of this work aim to study the number and distribution of limit
cycles in piecewise linear differential systems. In particular we consider the planar
piecewise linear differential system

‘7:“ = Y- €¢($),
Yy=1,

where € # 0 is a small parameter and ¢ is an odd piecewise linear periodic function of
period 4. We prove that given an arbitrary positive integer n, the system above has
exactly n limit cycles in the strip |z| < 2(n + 1). Consequently, there are piecewise
differential systems containing an infinite number of limit cycles in the real plane.
First we get a lower bound on the number of limit cycles in the strip |z| < 2(n+ 1)
via Averaging Theory. In the following, using the Theory of Rotated Vector Fields,
we see that above system has exactly n limit cycles in the strip || < 2(n + 1).

Key words: Limit cycles, planar vector fields, piecewise linear systems.
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Introducao

Um marco de referéncia fundamental na evolucao dos estudos de equacoes dife-
renciais é o artigo Integral curves defined by differential equations, publicado por
Henry Poincaré em 1881, onde sao lancadas as bases da entao Teoria Qualitativa das
Equacoes Diferenciais Ordindrias e surge pela primeira vez a nogao de ciclo limite.
Esta teoria visa a descricao da configuragao global das solugoes e o efeito de pequenas
perturbagoes das condigdes iniciais (estabilidade) de uma equagao diferencial, sendo
a pesquisa de ciclos limites, que sao solugoes (6rbitas) periddicas isoladas, umas das
partes mais interessantes e dificeis.

Apé6s Poincaré, muitos pesquisadores como por exemplo Van der Pol, Lienard,
Andronov, Dulac, Bendixson entre outros, produziram varios resultados significa-
tivos sobre ciclos limites. Desde entao, o estudo sobre as propriedades de ciclos
limites, principalmente sobre a existéncia ou nao, a unicidade ou o niimero maximo
de ciclos limites, tem se tornado extensivo entre matematicos, fisicos e até bidlogos
e engenheiros, devido a presenca em tais areas.

O desenvolvimento da teoria matematica é muitas vezes guiado por problemas
praticos. Para o campo das equagoes diferenciais, esta situacao é praticamente
clara. O estudo da teoria de ciclos limites tem como motivacao, em sua maior
parte, problemas de ordem pratica em varias areas da ciéncia e tecnologia, como
por exemplo biologia, metereologia e engenharias.

Sistemas diferenciais lineares por partes sao de grande importancia na engenha-
ria e aparecem na teoria de controle (veja [1, 4]), na maioria das vezes na forma
de sistemas mecanicos ou de circuitos elétricos. Ha a sensacao de que sistemas
diferenciais lineares por partes podem apresentar todas as dinamicas complexas
que pode-se ver nos sistemas diferenciais nao-lineares. Por exemplo, ciclos limites,
orbitas heteroclinicas e homoclinicas, que sao os principais ingredientes para a des-
cricao qualitativa dos retratos de fase de sistemas diferenciais planares, também
estao presentes em sistemas diferenciais lineares por partes planares. Em dimensoes
maiores, até mesmo atratores estranhos aparecem na classe de sistemas diferenciais
lineares por partes.

Um dos principais problemas no estudo qualitativo das equacoes diferenciais
planares é conhecer o niimero e a distribuicao de seus ciclos limites. Dentre eles,
destacamos o mais famoso problema relacionado aos ciclos limites, conhecido como
o 16° Problema de Hilbert. 'Tal problema foi apresentado por Hilbert em 1900
no Congresso Internacional de Matematicos, e estd dividido em duas partes, cuja
segunda parte consiste da seguinte indagacao: Qual é o nimero maximo de ciclos
limites para o campo de vetores polinomial



Introducao 2

T = Pn(zay)a
Y= Qn(x:y):

onde P, e (), sao polindmios nas variaveis x e y e possuem grau menor ou igual
a n, e quais suas posicoes relativas no plano? Tal problema ainda se encontra em
aberto e sua solugao é motivo de varios estudos. No que diz respeito ao niimero e
distribuicao de ciclos limites em sistemas diferenciais lineares por partes, existem
apenas resultados analiticos sobre sistemas com um ntmero baixo de ciclos limites,
veja por exemplo [5, 6, 8].

Neste trabalho estudamos sistemas de equagoes diferenciais contendo um para-
metro. Duas ferramentas importantes para o estudo destes sistemas sao Teoria do
Averaging [14] e a Teoria de Campos de Vetores Rodados [2, 16]. De um modo
geral, a Teoria do Averaging reduz o problema de encontrar orbitas periddicas de
um sistema de equacoes diferenciais, sob condi¢oes convenientes, para encontrar
zeros simples de alguma funcao de dimensao finita. Ja com a Teoria de Campos
de Vetores Rodados é possivel obter informacoes sobre o comportamento dos ciclos
limites quando campos de vetores seguindo a variacao do parametro sempre giram
na mesma direcao.

O problema proposto é estudar o sistema de equacoes diferenciais linear por
partes

T o= —y—ep(x), (1)
y =z,
onde € # 0 é um parametro e ¢ : R — R é uma funcao periédica linear por partes
impar e de periodo 4, definida em toda a reta e satisfazendo

- x , se xe[0,1
¢<x)_{—x+2 , se r€el,2

],
i 2)
Na teoria de controle este sistema é conhecido também como sistema de controle
feedback linear por partes.

No ano de 1980, Z. Zhang publicou um trabalho (veja [17]) no qual obteve o
seguinte resultado particular

Teorema 1 Para ¢ # 0. O sistema diferencial (1) com ¢(x) = sen x tem
exatamente n ciclos limites na faiza |x| < (n+ 1)m paran = 1,2,... . Além disso,
o0s ciclos limites alternam entre estaveis e instdveis.

Em 2003, motivados por esse estudo, J. Llibre e E. Ponce mostraram em [9] que

Teorema 2 Seja ¢ : R — R dada por (2). FEntdo para um inteiro positivo
arbitrdario n , o sistema diferencial linear por partes (1) tem pelo menos n ciclos
limites hiperbdlicos na faiza |x| < 2n + 2, para € # 0 suficientemente pequeno.

Em [9], Llibre e Ponce conjecturaram que a quantidade de ciclos limites em cada
faixa || < 2n+2 é exatamente n. Este resultado, apresentado a seguir, foi provado
com a colaboracao de X. Zhang em [10]. As idéias principais utilizadas na prova
seguem a demonstracao do Teorema 1.
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Teorema 3 Seja ¢ : R — R definida como em (2). Para € # 0 e para um
inteiro positivo arbitrdrio n , o sistema diferencial linear por partes (1) tem exata-
mente n ciclos limites na faiza |x| < 2n + 2, alternando entre estdveis e instdveis.
Consequentemente, o sistema (1) tem uma infinidade de ciclos limites no plano real.

Organizamos este trabalho da seguinte forma. No Capitulo 1 abordamos os pré-
requisitos necessarios para o estudo proposto: fundamentos da teoria qualitativa das
equacoes diferenciais, Teoria do Averaging e Teoria de Campos de Vetores Rodados.

No Capitulo 2 apresentamos a prova do Teorema 2, que nos d4 uma quota inferior
para a quantidade de ciclos limites do sistema (1) em cada faixa |z| < 2n + 2. Para
obtengao de tal resultado, é utilizado o método do Averaging. Como exemplo da
aplicagao do método, fazemos um estudo dos ciclos limites de um sistema diferencial
nao-linear qualitativamente semelhante ao (1).

Por tltimo é apresentada a prova do Teorema 3, que nos garante em (1) a
existéncia de exatamente n ciclos limites na faixa |z| < 2n+2. Ao contrario da prova
do Teorema 2, esta parte do estudo é mais trabalhosa, por se tratar de uma prova
construtiva e utilizar varios resultados e teorias. A prova é dividida em dois passos.
No primeiro passo utilizamos o Teorema da Regiao Anelar de Poincaré-Bendixson
para garantir a existéncia dos ciclos limites, e no segundo, por meio da aplicagao
de Poincaré e a Teoria de Campos de Vetores Rodados, concluimos a unicidade dos
mesmos. Seguindo esta linha de pensamento, apresentamos no final deste trabalho
que é possivel obtermos um sistema diferencial linear por partes planar com tantos
ciclos limites quanto quisermos.



Capitulo 1

Conceitos e resultados
preliminares

A ideia principal deste trabalho é estudar os ciclos limites de campos de vetores
lineares por partes. Nesse capitulo apresentamos um resumo dos conceitos e re-
sultados utilizados no desenvolvimento deste trabalho, com o intuito de esclarecer
e facilitar o entendimento dos raciocinios aplicados para a obtencao dos princi-
pais resultados estudados. Inicialmente apresentamos conceitos fundamentais de
ciclos limite e de estabildade. Na sequéncia, ¢é feito um resumo sobre o Método do
Averaging (também conhecido como Método da Média), a Teoria de Campos de
Vetores Rodados e finalmente apresentamos a funcao de Bessel de primeiro tipo e a
regra de Leibnitz para a derivacao de integrais. Ressaltamos que nao apresentamos
a demonstracao de alguns resultados, apesar de todos terem sido estudados com
detalhes. Porém sao indicadas referéncias de onde encontra-las.

1.1 Conceitos fundamentais e estabilidade de
ciclos limites

Levando em conta que o sistema estudado neste trabalho é um sistema diferencial
planar, o estudo dos conceitos e resultados realizado nesta secao é feito sobre o plano
euclidiano R2.

Seja 2 um subconjunto aberto do R2. Definimos um campo de vetores de classe
C", 1 <r < o0, como uma aplicacao X : Q — R? de classe C" em 2. Associamos
ao campo de vetores X a equacao diferencial

i = X(2), (1.1)

onde & = dx/dt. As varidveis = e t sdo chamadas varidvel dependente (ou espacial) e
varidvel independente (ou temporal) da equagao diferencial (1.1), respectivamente.
Visto que X = X (z) nao depende da varidvel ¢, dizemos que a equagao diferencial
(1.1) é autonoma. Observamos que a equagao diferencial planar (1.1) é equivalente
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ao sistema de equagoes diferenciaveis

1 = P(x1,29),
Ty = Q(z1,22),

onde P e () sao funcoes de classe C" e x1, 2o e t sao variaveis reais.

Definigao 1.1.1 As solugoes da equagao diferencidvel (1.1) em um intervalo I C R
sao aplicagoes ¢ : I — § tal que p é diferenciavel em I e

para todo t € I. Além disso, se dado xq € ) a aplicagdo ¢ €é uma solucao da
equacdo diferencial (1.1) satisfazendo p(to) = xo para um certo ty € I, entao ¢ ¢é
uma solugao do problema valor inicial (PVI)

i = X(a),

(ty) = 7o, (1.2)

em I. Tais solugoes sao chamadas de trajetérias, curvas solugoes ou orbitas

de (1.1).

Sob certas condigoes sobre a aplicacao X, garantimos que o sistema (1.1) possui
uma unica solugao passando por cada ponto xgy € €2 definida em um certo intervalo
I C R. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes) Seja (2
um aberto do R* contendo o, e assuma que X € CY(Q). Entao existe um real
positivo a > 0 tal que o PVI (1.2) possui uma tnica solu¢ao p(t) no intervalo
[to—a,tg%—a}.

Demonstragao: Veja [12], pdg. 73, juntamente com a observacao da pag. 76. MW

O Teorema 1.1.1 nos garante que o sistema (1.1) possui uma tnica solu¢ao ¢
definida em um intervalo [ty — a,ty + a] satisfazendo a condicao inicial ¢(ty) = .
Porém, existe um intervalo («, 3) D [to — a,ty + a] tal que a solugdo permanece
definida e tinica, conforme nos diz o teorema a seguir.

Teorema 1.1.2 Seja Q um subconjunto aberto do R* e assuma que X € C1(Q).
Entao, para cada xy € S, existe um intervalo («, ) no qual o PVI (1.2) possui
uma unica solugao p(t), isto é, se (1.2) possui uma solugao ¢*(t) definida em um
intervalo I, entao I C (a, B) e ¢*(t) = p(t) para todo t € I.

Demonstragao: Veja [12], pdgina 88. |
O intervalo (a, ) é chamado intervalo maximal de ezisténcia da solucdo do

PVI (1.2), e o denotamos por I, visto que « e [ geralmente dependem da condi¢ao
inicial zy, como nos mostra o exemplo abaixo.
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Exemplo 1.1.1 O problema valor inicial

T = x°,

possui a tnica solugao o(t) = (1 —¢)~! definida no intervalo maximal de existéncia
I} = (—o0,1). De fato, o gréfico da solugao ¢(t) é dado pela Figura 1.1. Notamos
que a fungao ¢(t) possui outro ramo definido sobre o intervalo (1,00), porém esse
ramo nao é considerado como parte da solugao do PVI, ja que to = 0 ¢ (1, 00).

Figura 1.1: Gréfico da fungao ¢(t) do Exemplo 1.1.1.

Defini¢ao 1.1.2 Seja Q um subconjunto aberto do R* ¢ X € C'(Q). Para xy €
Q, considere a solugdo ¢(t,xo) do PVI (1.2) definida sobre seu intervalo mazimal
de existéncia I = I,,. Entao para t € I,,, a aplicacio ¢ : Q — Q definida
por @i(xg) = @(t,x9) € chamada fluxo da equagdo diferencial (1.1) ou fluxro
gerado pelo campo de vetores X (x).

Teorema 1.1.3 Seja Q um subconjunto aberto do R* e X € CY(Q). Entdio o
conjunto A = {(t,z) : x € Q,t € I,} € um subconjunto aberto de RxQ e p; € C1(A).

Demonstragao: Veja [12], pagina 96. |

Se consideramos o ponto inicial zy fixado e I = [, entao a aplicacao
o(+,x0) : I — € define uma 6rbita do sistema (1.1) através do ponto zy € €.
Usualmente, identificamos a aplicacdo ¢(-, xg) como um grafico em I x {2, e uma
orbita é visualizada como um deslocamento ao longo de uma curva ~ através do
ponto x no subconjunto 2 do R?, veja Figura 1.2. Por outro lado, se consideramos
o ponto zy variando em todo K C €2, entao o fluxo do sistema (1.1), ¢; : K — Q,
pode ser visto como o movimento de todos os pontos no conjunto K, veja Figura
1.3. Fazendo uma analogia, se tomamos o sistema (1.1) descrevendo o deslocamento
de um fluido, entdo uma 6rbita de (1.1) descreve o deslocamento de uma particula
individual do fluido, enquanto que o fluxo de (1.1) descreve o deslocamento do fluido
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por inteiro. Consequentemente, se xy ¢ uma condicao inicial e I,, = R, a 6rbita de
Ty € a curva dada por

Yoo = {2 €Q |z =(t,x0),t € R},

definida por (1.1). Nos referimos a 7,, como a drbita passando pelo ponto zy no
tempo t = 0. Logo, definimos a semi-6rbita positiva por

vh ={reQ|z=(t )t >0}
e a semi-Orbita negativa por
Voo =12 € Q| = (L, 30),t <0},

de forma que qualquer érbita v,, = 7} U7,

Figura 1.2: Uma 6rbita v do Figura 1.3: O fluxo ¢; do sistema
sistema (1.1). (1.1).

Definicao 1.1.3 Um ponto o € R? ¢é dito wm ponto singular ou ponto de
equilibrio do campo de vetores X (ou do sistema (1.1)) se X(z9) = 0 e ponto
regular se X(xo) # 0. Um ponto singular xoy € dito isolado se existe uma vizi-
nhan¢a U de xg, tal que X (x) # 0 para todo © € U—={xy}, isto é, xo € o unico ponto
singular em U.

Definigao 1.1.4 Um ponto singular xo de um campo vetorial X : Q C R? — R2,
de classe C", r > 1, é dito hiperbdlico se todos os autovalores da matriz jacobiana
de X em xo, DX (xg), possuem parte real diferente de zero.

Definicao 1.1.5 Uma érbita periddica do sistema (1.1) é qualquer curva solugdao
fechada de (1.1) que ndao é um ponto singular de (1.1). Uma drbita periddica é dita
estavel se para cada € > 0 existe uma vizinhanca V de ~ tal que para todo x € V,
d(vl,v) < e, isto €, se para todo x € V et > 0, d(p(t,x),v) < €. Uma drbita
periodica € dita instdvel se ela nao é estavel.
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Orbitas periédicas do sistema (1.1) correspondem as solugoes periédicas de (1.1),
pois ¢(+, zg) define uma curva solugao fechada de (1.1) se e somente se para todo
t€R, o(t+T,x9) = ¢(t,x9) para algum 7" > 0. O menor tempo 7' o qual vale a
ultima igualdade, é chamado periodo da 6rbita periddica (-, xo).

Definigao 1.1.6 Um ciclo limite do sistema (1.1) € uma drbita periddica isolada
de (1.1), ou seja, se existe uma vizinhang¢a V' C € de 7 tal que vy é a unica orbita
periodica contida em V.

Seja I' um ciclo limite. Denotamos por ext(I') e int(I") os conjuntos dos pontos
pertencentes ao exterior e interior, respectivamente, de I'.

Definicao 1.1.7 Dizemos que I' € um ciclo limite estdavel se existe uma vizinhancga
V C Qdel tal que tlim d(p(t,q),T') = 0, para todo ¢ € V; T' é um ciclo limite

instdvel se existe uma vizinhanca V- C Q de T' tal que tEr_noo d(e(t,q),T') =0, para
todo q € V; I" é um ciclo limite semi-estdvel se existe uma vizinhanca V C €}
tal que tlggo d(p(t,q),I') = 0, para todo ¢ € V Next(l') e tgr_noo d(p(t,q),T) =0,
para todo q € V Nint(T'), ou tlirglo d(p(t,q),I') = 0, para todo ¢ € V Nint(l') e
tEI_HOO d(p(t,q),I') =0, para todo q € V Next(I).

A interpretagao geométrica para um ciclo limite estével (instavel) I', é que dado
qualquer ponto zy préximo a I'; a solugao ¢(-, xy) passando por z, se aproxima de
(afasta de) I' conforme o tempo cresce.

Exemplo 1.1.2 Consideramos o sistema

i = —y+a(l—a—y?),

j o= vty(l—a—y?) (13)

Aplicamos a mudanca de coordenadas polares z = rcosf e y = rsen6, obtemos o

sistema )
S (] —
0 = 1.
Observamos que
e =1> 0, ou seja, a componente angular é crescente;

e 7 = r(1 —7r?) e entao a componente radial é crescente para 0 < r < 1 e
decrescente para r > 1;

o (r,0)=(1,t) e (r,8) = (0,t) sdo solugoes de (1.4), as quais correspondem em
coordenadas cartesianas a um ciclo limite estavel I" representado por y(t) =
(cost,sent) e a um ponto singular (origem), respectivamente.

A representacao geométrica das solugoes do sistema (1.3), que denominamos retrato
de fase, é esbogada na Figura 1.4.
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Figura 1.4: Ciclo limite estavel I' do sistema (1.3) do Exemplo 1.1.2.

1.1.1 Aplicacao de Poincaré para uma orbita periddica

Provavelmente a ferramenta mais basica para se estudar a estabilidade de uma orbita
periodica é a aplicacao de Poincaré, também conhecida como aplicacao primeiro
retorno, definida por Henry Poincaré em 1881. A idéia dada por Poincaré é bem
simples: Sejam v = {p(t, ) : t € R} uma érbita periddica de periodo T' do sistema
(1.1) passando pelo ponto xy e ¥ uma segao transversal a 7y em xy. Entao, em virtude
da continuidade do fluxo ¢; do sistema (1.1), para todo z € ¥ suficientemente
proximo de x, a érbita o(t,z) passando por z em t = 0 permanece préxima de
v e cruza novamente ¥ no ponto P(x) conforme o tempo cresce. Esta aplicagao
x +—— P(z) é denominada aplicagcdo de Poincaré.

Notamos que para zg € X N~y temos P(xy) = xp, ou seja, o é um ponto
fixo da aplicagao de Poincaré P : ¥ — 3 e respectivamente, todo ponto fixo de
P corresponde a uma érbita periédica de (1.1). Além disso, se consideramos %
como sendo uma reta normal a v, entao o ponto xg € X N~ divide ¥ em dois
segmentos ¥~ e X1, representando os pontos de Y contidos no interior e exterior de
7, respectivamente, conforme mostra a Figura 1.5.

Basicamente, a aplicagao de Poincaré se resume a tomar um ponto x no seg-
mento de reta X, sendo s a sua distancia em relagdo a xy (ponto fixo de P) com
s > 0 (respectivamente s < 0) para z, pertencente a L1 (respectivamente ¥7), e
observar onde a drbita a partir do ponto xs cruza ¥ apés um periodo 73, ou seja,
analisar se a Orbita se aproxima ou se afasta da orbita periddica .

Dado 6 > 0 suficientemente pequeno, seja Y9 = {z € ¥ : |z —x¢| < §} o dominio
da aplicacao P com xg € ¥ tal que P esta definida em todos os pontos de .

Proposicao 1.1.1 Seja ¢, um fluro de classe C" com 1 < r < oco. FEntdo a
aplicagao de Poincaré P : Yo — X é um difeomorfismo de classe C" sobre sua
imagem %1 = P(X).

Demonstragao: Veja [13], pdgina 227. |
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Figura 1.5: Reta 3 normal & v em .

1.1.2 Estudo da estabilidade de um ciclo limite

Seja I' um ciclo limite do sistema (1.1). Na sequéncia mostramos que estabilidade
do ciclo limite I' é determinada pela derivada da aplicacao de Poincaré P’(x). Para
isso, definimos a funcdo deslocamento

d(z) = P(z)—=x. (1.5)

Consideramos zy € I' N Y. Entao d(z) = 0, d'(z) = P'(x) — 1 e pelo Teorema
do Valor Médio segue que para |z — zo| < ¢

d(z) = d'(z*)(z — x0),

para algum x* pertencente ao segmento que liga x a xo. Visto que d'(x) é continua
(pois P'(x) ¢é continua), o sinal de d’(x) serd o mesmo que o sinal de d'(zy) para
|z — x| suficientemente pequeno de modo que d'(xg) # 0. Assim, se d'(zg) < 0 segue
que d(z) < 0 parax >z (z € 3¢) e que d(z) > 0 para z < 7 (v € ¥ ), ou seja,
as oOrbitas que passam pelos pontos no exterior e interior de I', respectivamente,
se aproximam de I'; o que nos garante que I' é um ciclo limite estdvel, conforme
ilustra a Figura 1.5. Analogamente, se d'(z9) > 0 entdo as o6rbitas se afastam
de I', ou seja, I' é um ciclo limite instdvel. Em particular, por (1.5) temos que
para € %, se P(z) < x (respectivamente P(x) > ) entdo o ciclo limite I' é
dito exteriormente estdvel (respectivamente exteriormente instdvel), e para x € 3,
se P(z) < z (respectivamente P(x) > x) dizemos que I' é interiormente instdvel
(respectivamente interiormente estdvel).

Equivalentemente, segue de (1.5) que se P(xg) = x¢ € P'(z9) < 1 entdo I' é um
ciclo limite estavel e se P(zg) = x¢ e P'(z9) > 1 entdo I' é um ciclo limite instavel.
Portanto, a estabilidade do ciclo limite I' é determinada pelo derivada da aplicacao
de Poincaré.
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Consideramos o sistema planar

i = P(z,y),
y - Q(x,y),

onde z,y,t sdo varidveis reais, P e @ sdao de classe C!' em z e y. Seja X(z,y) =
(P(z,y),Q(x,y)) o campo vetorial correspondente ao sistema (1.6). Denotamos por
divX(z,y) o divergente do campo X em (z,y), ou seja, divX (z,y) = dP(x,y)/0x +
0Q(x,y)/dy. O resultado a seguir, cuja demonstracao pode ser encontrada em [13],
nos dé a expressao para P’'(x).

(1.6)

Teorema 1.1.4 Sejam Q um subconjunto aberto do R* e X = (P,Q) € C*(Q) um
campo de vetores. Sejam vy uma orbita periddica de (1.6) de periodoT e P : Y9 — X
a aplicagao de Poincaré em uma se¢ao transversal X em xqg € . Entao

P'(zo) = exp ( /0 ' divX (v(t)) dt).
Em particular, se
/OTdivX(v(t)) dt < 0, (1.7)

entao v é um ciclo limite estavel e se

/T divX (4(1) dt > 0, (1.8)

entao v € um ciclo limite instdavel. No caso do valor da integral ser zero, podemos ter
um ciclo limite estdvel, instavel ou semi-estavel, ou pertencer a uma faiza continua
de ciclos.

Definigao 1.1.8 Seja I' um ciclo limite. O wvalor A = P'(xy) € chamado de mul-
tiplicador caracteristico de I'. Além disso, se A # 1, o que implica a condi¢do
(1.7) ou (1.8), dizemos que I' é um ciclo limite hiperbdlico.

Exemplo 1.1.3 No exemplo anterior foi verificado que o sistema

i = —ytal—at -y,
gy = v+y(l—a®—y?,
que em coordenadas polares é equivalente a

ro= r(l—r?),

P (1.9)

possui um ciclo limite I' representado por v(¢) = (cost,sent). Analisamos entao a
aplicagao de Poincaré de (1.9). Consideramos que no tempo inicial ¢, = 0 temos a
condi¢ao inicial r(0) = ry e #(0) = 6. Resolvendo o sistema (1.9) obtemos

1 -1/2
’l"(t,’l"o) = [1+ <ﬁ—1) €2t:| s
0

0(t,00) = t+ 6.
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Se Y é o raio que passa pela origem com o angulo 6 = 6y, entao > é perpendicular
a ' e a dérbita passando pelo ponto (rg,6y) em ¢t = 0, cruza o raio novamente em
t = 27, conforme a Figura 1.6. Portanto, a aplicacao de Poincaré é dada por

P(r¢) = {1 + (%g - 1) 6—4“}1/2.

Claramente P(1) =1 corresponde ao ciclo I' e segue que
1 —3/2
P'(rg) = e *ry? [1 + (—26_47T):| ,
To

com P'(1) = e < 1, 0 que comprova que o ciclo limite I" é estavel.
Por outro lado, em coordenadas cartesianas, como (t) = (cost,sent), segue que
divX(y(t)) =2 —4cos®t —4sen’t e

27 27
/ divX(y(t)) dt = / (2 —4cos’t —4sen’t) dt = —4r.
0 0

Assim, pelo Teorema 1.1.4 temos
P'(zg) = e,

o que confere com o resultado obtido acima pelo calculo direto.

Figura 1.6: Aplicagao de Poincaré para o sistema no Exemplo 1.1.3.
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Com os conceitos de estabilidade fixados, apresentamos a seguir um resultado
que nos dé condicoes para a existéncia de um ciclo limite, e que sera de fundamental
importancia no estudo abordado no Capitulo 3 deste trabalho. A demonstracao do
mesmo pode ser vista em [18], Teorema 4.7.

Teorema 1.1.5 (Regiao Anelar de Poincaré-Bendixson) Seja A uma regido
anelar nao contendo pontos singulares de (1.6) tal que OA ndao contém drbitas
periodicas e toda orbita cruzando a fronteira de A move-se do exterior para o interior
(interior para o exterior). Entao existe pelo menos um ciclo limite exteriormente
estavel (instavel) em A, e existe pelo menos um ciclo limite interiormente estdvel
(instdvel) em A, e € possivel que ambos coincidam, de modo a existir um unico ciclo
limite estdvel (instdvel).

1.2 O Método do Averaging

Consideramos o sistema diferencial da forma
& = ef(t,x) + %g(t,z,¢), (1.10)

com x € D C R" D um dominio aberto limitado, £ é um parametro real e
t > 0. Além disso, assumimos que f(¢,x) e g(t,x,¢) sao fungdes T-periddicas em t.
Denominamos por sistema médio de (1.10), o sistema definido por

y = eF(y), (1.11)

Fly) = o / £(t, )t (1.12)

O Método do Averaging se resume em estudar a existéncia de érbitas peridédicas
de um sistema do tipo (1.10), analisando os pontos singulares de seu sistema médio
(1.11), ou seja, investigando os zeros simples de F'. Em outras palavras, o método
garante que sob certas condicoes, os pontos singulares do sistema médio correspon-
dem as solugoes T-periddicas do sistema (1.10), mais precisamente temos o seguinte
resultado.

Teorema 1.2.1 (Averaging) Consideramos o sistema (1.10) e suponhamos que
as funcoes f, g, Of |0z, 0*f/0x* e Og/dx estao definidas, sao continuas e limitadas
por uma certa constante M (independente de €) em [0,00) x D e e € (0,&0], com g
uma constante fiza. Além disso, assumimos que f e g sao T-periodicas na varidvel
t, com T independente de €. Entdo valem as sequintes afirmagoes.

(a) Se p é um ponto singular do sistema (1.11) tal que

(%)

£0, (1.13)

y=pr
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entdo eziste uma solu¢ao T-periddica ¢(t,e) do sistema (1.10) prozima de p
tal que

lim ¢(t,¢) = p.
e—0
(b) Se o ponto singular p do sistema (1.11) € hiperbdlico entao, para um & su-
ficientemente pequeno, a solug¢do periddica correspondente ¢(t,e) do sistema
(1.10) € hiperbdlica e do mesmo tipo de estabilidade que p.

Notamos que as condicoes sobre f, g e suas derivadas, nos garantem a existéncia
e unicidade de solugoes satisfazendo (1.10) e (1.11) com condigoes iniciais x(0) =
e y(0) = yo, respectivamente. Além disso, a T-periodicidade da f na varidvel ¢ nos
permite trabalhar apenas com valores de ¢ € [0, T].

Antes de realizar a prova do Teorema 1.2.1, apresentamos a seguir alguns con-
ceitos e resultados necessarios e de grande importancia para o entendimento da
prova.

Consideramos agora o sistema linear nao auténomo

@ = A(t)z, (1.14)

comz = (z1,...,x,) € R", A(t) uma matriz n xn T-periédica continua, isto é, A(t+
T)=A(t), t € R. Tomamos n solugdes linearmente independentes xy(t), ..., z,(t)
do sistema (1.14). A matriz ®(¢) cujas colunas sao as solugoes x1(t), ..., x,(t),

(1) = (z1(t)wa(t) ... z0(1)),

é chamada matriz fundamental do sistema (1.14). Mais precisamente, temos a
seguinte definicao.

Definicao 1.2.1 Uma matriz fundamental para o sistema (1.14) é qualquer
matriz n X n nao-singular ®(t), isto é, det ®(t) # 0, tal que para todo t € R,
satisfaz

Notamos que adicionando a condicao inicial z(ty) = zo ao sistema (1.14), as
solugoes do PVI sao dadas por z(t) = ®(¢)® ! (tg)xo. A seguir, apresentamos um
importante resultado para sistemas com coeficientes periédicos como (1.14), que
nos diz que a matriz fundamental de (1.14) pode ser escrita como o produto de uma
matriz T-peridédica e uma matriz (geralmente) nao-periddica.

Teorema 1.2.2 (Floquet) Consideramos o sistema (1.14) com A(t) wma matriz
n X n T-periédica continua . Cada matriz fundamental ®(t) desse sistema pode ser
escrita como o produto

o(t) = Q(t)e”

com Q(t) uma matriz n x n T-periédica e B uma matriz constante.
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Demonstragao: A matriz fundamental ®(t) de (1.14) é composta de n solugoes
independentes satisfazendo ®(t) = A(t)®(t). Como A(t) é T-periddica temos

Ot +T)=A(t+T)0(t+T)=A{t)d(t+T).
Assim, Z(t) = ®(t + T') também é matriz fundamental de (1.14). Além disso
O(t+T)=2(t)0(7), (1.15)

onde ®(7T) é chamada matriz monodromia do sistema (1.14). De fato, verificamos
que Y (t) = ®(t)P(T') ¢ solugao do sistema (1.14)

Y(t) = ot)2(T)
= A)2(t)o(T)
= A[t)Y(?).
Logo, assumindo que na condi¢ao inicial £ = 0 temos ®(0) = I, como Z(0) = ®(T') =

Y'(0) segue pela unicidade das solugbes que Z(t) = Y (t). Portanto, segue de (1.15)
que existe uma matriz constante B tal que

O(T) = P,

Tomando Q(t) = ®(t)e B, para completar a prova basta provar que a matriz Q(t)
é T-periodica

Qt+T) = ®(t+T)e BT

BT s30 chamados

/\T

Observamos que os autovalores da matriz monodromia C' = e
multiplicadores caracteristicos (ou de Floquet) de C' e denotamos por p = e
Cada numero complexo A é chamado de ezpoentes caracteristicos (ou de Floquet).
E possivel escolher os expoentes A tal que eles coincidem com os autovalores de B.

Teorema 1.2.3 Consideramos o sistema em R"
T =A(t)x + f(t, ) (1.16)

com A(t) wma matriz continua T-periddica e a funcao f(t,x) continua em t e em
x e Lipschitz-continua em = para t € R, com x numa vizinhanca de v = 0. Além
disso, temos

LSt )]

=0 wuniformemente em t.
lell—0 ]|

(esta dltima condigao implica também que x = 0 € uma solu¢do da equagdo (1.16)).
Se as partes reais dos expoentes caracteristicos do sistema periodico linear

y=At)y

sao negativas, a solugio x =0 do sistema (1.16) € estdvel e a atra¢ao € exponencial
numa d-vizinhanca de x = 0.
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Demonstragao: Veja [14], Teorema 7.2, pagina 86.

Teorema 1.2.4 Consideramos o sistema em R™
&= Ax+ B(t)z + f(t,x) (1.17)

onde t > ty, A € uma matriz n X n constante com pelo menos um autovalor com
parte real positiva, B(t) é uma matriz n X n continua com a propriedade

lim [[B(#)[| = 0

t—o00

e a fungdo vetor f(t,x) é continua em t e em x e Lipschitz-continua em x numa
vizinhanca de v = 0. Se além disso, tivermos

F @, 2)|

=0 wuniformemente em t
llzli—o |||

entao a solu¢io x = 0 do sistema (1.17) € instdvel.

Demonstragao: Veja [14], Teorema 7.3, pagina 88.

1.2.1 Demonstracao do Teorema 1.2.1

(a) Consideramos t
ult,z) = /0 (s, 7) — F(x)) ds, (1.18)

onde F(z) é a funcao média de f(t,z) dada por (1.12). Como f(¢,x) é limitada,
entao

f(s, x) — F(x)ds

ut, 2)]| =
< /||fsx||ds - / 1F(2)]|ds
< Mt + ||F(z)||t
< 9MT,

para t € [0,T] e x € D. Introduzimos agora a seguinte perturbacio da identidade’
x(t) = z(t) + eul(t, z(t)), (1.19)
com z € D. Derivamos (1.19) e substituimos em (1.10) e temos

Z + gau((att,z) + gﬁuét;z) 2= ef(t,z+eu(t,2) + gtz +eult, 2),e).

!Entende-se uma familia de transformacdes dependendo de € que se reduz & identidade quando
e=0.




1.2. O Método do Averaging 17

Usando (1.18), reescrevemos essa equagao na forma

(I—l—s%) z = —5% + ef(t,z +eult,2)) + gtz +eu(t, 2),€)

= eF(2) —ef(t,2) +ef(t,z +eult,2)) +%g(t, z +eult, 2), )
= eF(2) + R(t,z,¢), (1.20)

-1
com [ sendo a matriz identidade n x n. Denotamos por S(e) = (I + 8%@) A

expansao em série de Taylor de S(€) em torno de € = 0 ¢ dada por

S(e) = S(0) + dfl(go) e+ dcigo) .
. a“g;"‘) e + O(2), (1.21)

onde O(g?) representa os termos de ordem €. Como Jf/dz ¢é continua e limitada
||f(t,z+eu(t,z)) — f(t,2)|| < Lellu(t,2)|| < Le2MT,

onde L é a constante de Lipschitz. Além disso, g também é limitada para t > 0 e
z € D. Assim temos a seguinte estimativa

[ R(t, 2, €l e [f(t,z+eult, 2)) — f(t,2)] + gt z+cu(t,z),)|]
ellf(t, 2z +eult,2)) — f(L, 2 + €°|g(t, 2+ eult, 2),€)]|
e22MTL + £*M

= £2C.

IA A

A estimativa acima nos garante que R = R(t, z,¢) é de ordem 2. Assim, por (1.20)
e (1.21) obtemos o seguinte sistema em z

z = [eF(z) + R]S(¢e)

= eF(z) + R — 62F(2)% - Re% + eF(t,2)0(e?) + RO(?)

= ¢eF(z) + R — 52F(z)% + O(%)

= eF(z) + (e[f(t,z+eu(t,2) — f(t,2)] + €g(t,z+eult, z),e)) —
5%%2)% + O(%). (1.22)

Denotamos por fO(e) = f(t,z + eu(t, 2)) — f(t,2) e G(e) = g(t,z + eu(t, 2),e).
Suas respectivas séries de Taylor em torno de € = 0 sao dadas por:
df°(0) d*f°(0) €
0 _ 40 il
fie) = fF10) + d€€+ de? 2
af(ta Z) 2)

= e u(t,z)e + O(e

(1.23)
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G(e) = G(0) + ac;i())g + 3;20)% Lo
= g(t,2z,0) + O(e). (1.24)

Substituimos (1.23) e (1.24) em (1.22) e o sistema em z pode ser reescrito como

p o= eF(2) + ¢ afgz@ u(t,2) + £2g(t,2,0) — 2F(z )a“éz ) Lo
= eP(2) + (aféz’z) utt,2) — PP g0 4 0(5>)
= eF(2) + &2 R*(t,z,¢), (1.25)

com R*(t,z,¢) continuamente diferencidavel com respeito a z e T-periddica em t, ja
que por hipdtese f e g sdo T-periddicas e temos u(t, z) T-periddica, pois

u(t+T,z) = /0 o [f(s.2) = F(2)] ds
= [V-Feas + [ 1569 - PN
_ /Ot[f(s,z) () ds+</fszds—/oTF )
_ /Dt [f(s,2) = F(2)]ds + [F(:)T — F(2)T)

= u(t,2).

Portanto, uma solugao T-periédica z(t) de (1.25) produz uma solugao T-periédica
x(t) de (1.10). Integramos o sistema (1.25) e obtemos a seguinte solugao integral

z(t) = 2(0) + 5/0 F(z(s))ds + 82/ R*(s, z(s),e)ds. (1.26)

0

Como para uma solu¢ao T-periddica z(t) vale z(t + 1)) = z(t), para todo t > 0,
temos z(7T") = z(0) e pela equagao (1.26) vale

2(T) = 2(0) + 8/0 F(z(s))ds + 82/0 R*(s, z(s),¢e)ds,
donde concluimos que
h(z(0),e) = /0 F(z(s))ds + 5/0 R*(s,2(s),e)ds = 0. (1.27)

Por hipétese, sendo p um ponto singular do sistema (1.11) satisfazendo (1.13), segue

de (1.27) que h(p,0)=0¢e
Oh(z,0)
(B0

Z=p
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Assim, pelo Teorema da Funcao Implicita, para cada € numa vizinhanca de € = 0,
existe uma tunica solugao z. tal que h(z.,e) = 0. Segue de (1.27) que z. = z(0)
e z2(0) — p quando ¢ — 0, visto que h(p,0) = 0. Dali, por (1.26) temos que
2(t) — p quando ¢ — 0. Portanto, considerando z(¢) uma solugao T-periédica de
(1.25) temos que a solugao z(t) de (1.10) é T-periddica e pela perturbagao (1.19),
conclui-se que z(t) — p quando ¢ — 0, o que prova o item (a).

(b) Suponhamos inicialmente que todos autovalores do ponto singular y = p do
sistema médio (1.11) possuem parte real negativa. Sendo ¢(t, €) uma solugao periddica
do sistema (1.10), aplicamos a mudanga de variavel

r =z + ¢(te), (1.28)
e obtemos que

i o= ef(t,z+d(t,e)) + glt,z+ Ptz +¢e),e) — gz%(t,e)
= e[ft.z+o(t.e)) — ft,0(t.e))] +
e2[g(t,z + o(t,e),e) — g(t, b(t,e),¢)]. (1.29)

Denotamos por fi(z) = f(t,z+d(t,€)) = f(t. ¢(t,€)) e gi(2) = g(t, 2+ ¢(t,€),€) —
g(t,o(t,e),e). Dai, expandindo f; e g1 em série de Taylor com respeito a z em torno
de z = 0, e omitindo os termos nao-lineares, segue que

2 .2
hi(z) = f(0) + df;lio) z 4 digo) St = 8]‘(1&,(;#;(75,5)) .
e
an(z) = a(0) + dg;i()) I dgig()) % Lo ag(t,gzﬁa(i,a),a) .

Logo, substituimos em (1.29) e obtemos o seguinte sistema
Z = eA(t,e)z, (1.30)
com A(t,e) = % [f(t,0(t,e)) —eg(t,¢(t,e),e)] uma matriz T-periddica, pois f e g
o sao por hipotese. O sistema obtido acima é uma linearizacao, com coeficientes
T-periédicos, do sistema (1.10) numa vizinhanga da solucao periddica ¢(t,e). Con-
sideramos a seguinte matriz
of

Bt) = S-(t.p)

Como f é T-periédica em t, segue também que B(t) é T-periddica. Pelo item (a)
temos que ¢(t,e) — p quando ¢ — 0, consequentemente A(t,e) — B(t) quando
¢ — 0. Utilizamos também as matrizes

B’ = %/0 B(t)dt e C(t) = /O [B(s) — B"] ds.

Notamos que BY é a matriz constante do sistema médio (1.11) linearizado. De fato,
expandimos a fungao F(y) de (1.11) em série de Taylor em torno de seu ponto
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singular y = p e consideramos a parte linear da expansao

F(y) = F(p) + d%m(y—p) + e
5 | - p
= By — p). (1.31)

Assim, considerando a translacdo w = y — p para a origem, o sistema médio (1.11)
linearizado é da forma
W = eF(w+p) = eB

Por (1.31) temos BY = dF(p)/dy, segue por hipétese que todos autovalores de BY
possuem parte real negativa. Além disso, a matriz C'(t) é T-periddica e possui média
7€ero pois

t+T t+T
Clt+T) = / B(s)ds — / BOds
0 0

_ ( /0 "B(s)ds + /t t+TB(s)ds) _ ( /0 "Bods + /t t+TBOds)

- /Ot[B(S)_BO]dS + /OTB(s)ds — /OTBOds

t
= /[B(s)—BO]ds + BT — B°T
0

= C),

I I I
—/ [B(s) — B%ds = —/ B(s)ds——/ B%s = B’ - B = 0,
T 0 T 0 T 0

0 que garante, respectivamente, a T-periodicidade e a média zero da matriz C(t).
Agora, aplicando no sistema (1.30) a seguinte perturbagao da identidade z —— y
com

y = (I—20(1)z, (1.32)

e o fato de (I —eC(t))™ = I +eC(t) +--- em torno de € = 0 temos o sistema na
variavel y

gy = —eClt)z + (I —<C(1)%
= —e(B(t) - B"z + (I—s(]( ))eA(t, e)z
= [eB° +e(A(t,e) — B(t)) — *C(t)A(t,e)](I —C(t))
= eB% + e(A(t,¢) —B(t))y + e?R(t,e)y, (1.33)
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onde R(t,e) = B°C(t) + (A(t,e) — B(t))C(t) — C(t)A(t,e) — eC(t)A(t,e)C(t) é
T-periddica e limitada, visto que as matrizes C(t), B(t) e A(t,e) sao T-periddicas e
continuas. Entdo, como (A(t,e)—B(t)) — 0 quando ¢ — 0 e 0s expoentes caracte-
risticos da parte linear do sistema (1.33) dependem continuamente do parametro e.
Para e suficientemente pequeno, o sinal da parte real dos expoentes caracteristicos
da parte linear de (1.33) é igual o sinal da parte real dos autovalores da matriz
B°. Do mesmo modo, os expoentes caracteristicos do sistema (1.30) dependem
continuamente de ¢, e pela perturbacao da identidade (1.32), para e suficientemente
pequeno, o sistema (1.33) estd préximo do sistema (1.30), e consequentemente o
sinal da parte real dos expoentes caracteristicos de (1.30) é igual o sinal da parte
real dos autovalores da matriz BY, ou seja, parte real negativa. Logo, aplicamos o
Teorema 1.2.3 no sistema (1.30) com f(¢,2) = 0 e obtemos que a solugao trivial
z = 0 é estavel, ou seja, z(t) — 0 quando t — oo. Portanto, pela mudanca de
variavel (1.28), segue que z(t) — ¢(t,e) quando t — o0, o que implica que a
solugao periddica ¢(t, <) do sistema (1.10) é estavel.

Suponhamos agora que pelo menos um dos autovalores do ponto singular y = p
do sistema médio (1.11) possui parte real positiva. Logo, a matriz B’ tem pelo
menos um autovalor com parte real positiva. Como para ¢ suficientemente pequeno,
temos que a matriz (A(t,e) — B(t)) estd préxima da matriz nula e o limite de
[|e2R(¢t, €)y||/||y]| estd préximo de zero. Aplicamos o Teorema 1.2.4 no sistema
(1.33) e obtemos que a solucao trivial y = 0 ¢é instdvel, ou seja, y(t) — 0 quando
t — —oo. Dal, pela perturbagao (1.32) e visto que a matriz C(t) é T-periddica,
segue que z(t) — 0 quando ¢ — —oo e consequentemente, pela mudanca de
variavel (1.28), temos que x(t) — ¢(t,¢) quando t — —o0, 0 que implica que a
solucdo periédica ¢(t,e) de (1.10) é instavel. Com isso, estd completa a prova da
parte (b) e concluimos a demonstragao.

[

1.3 Teoria de Campos de Vetores Rodados

A teoria de campos de vetores rodados foi inicialmente estabelecida por Duff em

1953 [2]. Apresentamos a seguir alguns conceitos e resultados da Teoria de Campos

de Vetores Rodados seguindo como referéncia o trabalho de Duff [2] e [3].
Consideramos o sistema de equacoes diferenciais

Ccil—f = P(z,y,q), % =Q(z,y, ), (1.34)
com o parametro «. Suponhamos que quando o parametro « é perturbado por
valores préximos de g, a estrutura topolégica do sistema (1.34),, nao se altera.
Entéao, ag é chamado valor regular de «, e o sistema (1.34),, ¢ dito estruturalmente
estavel com respeito a perturbacao de . Se para uma perturbagao pequena arbitraria
a1 proximo de «p, a estrutura topoldgica do retrato de fase do sistema (1.34),, se
modifica, entao dizemos que «y é um valor de bifurcacdo e a mudanga ocorrida na
estrutura topologica é chamada bifurcacao. Como exemplos de bifurcagoes, temos
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que quando o parametro « varia, um ciclo limite pode surgir ou desaparecer préximo
de um ponto singular, ou entao dividir-se em varios outros ciclos limites.

Nesta secao estudamos equacoes diferenciais com um parametro e o que ocorre
com ciclos limites quando tal parametro varia. E nesta linha que surge a teoria de
campos de vetores rodados.

Assumimos que o campo de vetores (1.34) possui somente pontos singulares
isolados e que P(z,y,a) e Q(z,y,a) sao fungoes de classe C! em Q x I, onde
I=10,T]oul =R e Q CR?éuma regiao aberta.

Definigao 1.3.1 Suponhamos que quando « varia em [0,T], os pontos singulares
de (1.34) permanecem inalterados e em todos os pontos requlares temos

P Q
0P 0Q > 0 (1.35)
Ja OJa
e além disso
P(:l?,y,a+T) = —P(:B,y,a), (136)

Q(x,y,a + T) = —Q(x,y,a).

Entao dizemos que o sistema (1.34) forma uma familia completa de campos de
vetores rodados para 0 < a <T.

Observamos por (1.36) que P(x,y,a) e Q(x,y, a) também sao fungoes periddicas
de a com periodo 27. Para uma melhor interpretacao desta definicao fazemos a
seguinte anédlise. Seja 6 = 6(x,y, o) o angulo entre o campo (P, Q) e o eixo-z, isto é

_ Q
0 = arctan (P) : (1.37)
Entao temos
P Q
20 0 Q B 1
% = P {arctan (F)} RN oP 0Q | (1.38)
Ja Oa

Logo, segue pelas condigoes (1.35) e (1.36) que

00

9 0 e O(zya+n)=0(xy,a)+m.

Isto implica que em todos os pontos regulares p = (z,y), quando o parametro «
aumenta, o campo de vetores (1.34) gira no sentido anti-hordrio no ponto p, e pela
condigao (1.36), quando o parametro muda de « para o + T, o vetor (P, Q) gira
exatamente 7 radianos no sentido anti-horario no ponto p, e o comprimento do
vetor permanece o mesmo. Assim, quando o muda para o+ 27, o campo de vetores
(P, @) gira 27 radianos no sentido anti-horario e volta a sua posigao inicial. Este
é o significado geométrico do termo “rodado e completo” apresentado na defini¢ao
acima e introduzido por Duff.



1.3. Teoria de Campos de Vetores Rodados 23

Como o parametro « varia, a mudanca dos ciclos limites em campos de vetores
rodados ¢ relativamente sistematica, porém as restricoes na definicao da familia
completa de campos de vetores rodados sao bastante fortes. Tais restricoes podem
ser substancialmente reduzidas se retermos somente os requisitos fundamentais. Um
exemplo disso é o conceito de campos de vetores rodados generalizados, onde os ciclos
limites variam da mesma forma conforme o parametro varia. Fazemos agora uma
abordagem sobre este conceito.

Definicao 1.3.2 Suponhamos que quando o varia no intervalo (a,b) (limitado ou
ilimitado), os pontos singulares do campo de vetores (1.34) permanecem inalterados,
e para qualquer ponto reqular p = (x,y) e quaisquer parametros a; < g em (a,b)
temos
P(‘rvy>a1) Q(xuyaal) > 0
P('T7y7&2) Q(xayaaQ)

onde a igualdade nao ocorre sobre uma orbita periddica inteira de (1.34),,, 1 = 1,2.
Entao dizemos que (1.34) é um campo de vetores rodados generalizado.

(ou < 0), (1.39)

Se para um ponto regular (o, yo) e parametro «y, existir um valor § = 6(x, yo, o)
positivo tal que para todo a € [ — 6, ap + 0] vale a igualdade em (1.39), entdo ag
é chamado ponto de parada para (xg,1yo). Caso contrario, oy é chamado ponto de
rodagem.

O significado geométrico da condigao (1.39) é que em qualquer ponto p = (z,y),
o angulo orientado entre (P(z,y,a1),Q(x,y,a1)) e (P(x,y, as), Q(x,y, as)) tem o
mesmo (ou oposto) sinal conforme o sign(as — ay). Isto é, em qualquer ponto
p = (z,y), conforme o parametro o aumenta, o vetor (P(x,y, a), Q(x,y, «)) sé pode
girar em uma direcao. Além disso, o angulo de rotacao nao pode exceder 7 radianos.

Observagao 1.3.1 Notamos que se o sistema (1.34) forma uma familia de campos
de vetores rodados completo entao ele também forma uma familia de campos de
vetores rodados generalizados. De fato, se o sistema (1.34) satisfaz a Definigao 1.3.1

a0
entdo por (1.38) temos —— > 0. Portanto, a funcdo 6 = 0(z,y,«) é crescente em
o

relacao a variavel a. Nesse caso, dados quaisquer parametros oy, as com oy < o
temos 0(x,y, o) < 0(x,y, as). Logo, por (1.37) obtemos

Q(SL’,y,Oél) Q(x>y>a2>
arctan (m) < arctan (m) .

Usando que a funcao arctangente é crescente, segue que

Q(xvf%al) < Q(I,y,CYQ)
P(x,y,ay) P(x,y,as)

Ao multiplicar esta iltima desigualdade por P(z,y, a;)P(x,y, as) temos dois casos:

e Se P(x,y,a1)P(x,y,as) > 0 entdo

P(x,y,2)Q(x,y, 1) < P(x,y,01)Q(x,y,az),
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o que implica

’ P(xvyaal) Q(xuyval) ’ > 0
P(xvyqu) Q(x7y7a2) '

e Se P(x,y,a1)P(z,y,as) < 0 entao

P(x7y7a2)Q(I7y)al) > P(xvyval)Q(x7y7a2)u

o que implica
P<xayaal) Q(xayaal) < 0
P('rvyqu) Q('TuyaaQ) ‘

Ou seja, toda familia de campos de vetores que satisfaz a Definicao 1.3.1, também
satisfaz a Definicao 1.3.2. A reciproca porém nao é verdadeira, conforme mostra o
exemplo a seguir.

Exemplo 1.3.1 Consideramos o sistema de equagoes diferenciais

dx

= —ay,

d
pri Y _ ax— ay f(az), (1.40)

dt

onde 0 < a < oo e f ¢ C' mondtona crescente conforme |z| aumenta. Temos
que a origem ¢é o tnico ponto singular do sistema. Suponhamos que a; < s com
aq, an € (0,00). Pela condic¢ao (1.39) temos que

P(l'»?/;al) Q(x?yval) ‘ _ '_aly alf—alyf(%fl?)
P(z,y,as) Q(z,y,as) —oy o — oy f(anr)

= aagy’[f(aer) = flonz)] > 0.

Assim, segue que o sistema (1.40) forma uma familia de campos de vetores rodados
generalizados. Porém, nao é uma familia completa de campos de vetores rodados,
pois dado 0 < o < T" temos

P, y,a+T) = —(a+T)y = —ay—-Ty # —ay = —P(x,y,aq).

Na sequéncia, apresentamos alguns resultados importantes sobre bifurcacao de
ciclos limites em campos de vetores rodados generalizados, e que também se apli-
cam naturalmente as familias completas de campos de vetores rodados. O préximo
teorema estabelece uma relacao entre as érbitas periodicas de dois sistemas distintos.
Na demonstracao desse teorema utilizamos o seguinte lema.

Lema 1.3.1 Consideramos o sistema

dx dy

— =Xi(z,y), — =Yi(z,y), 1.41

o (@,y), - =Yilz,y) (1.41)
onde X; e Y; com i = 1,2 sio fungoes continuas num aberto Q C R2, e satisfazem
as condigoes de unicidade de solug¢des. Suponhamos que para (z,y) € §)

Xl(x7y> Yi(l‘,y)
XQ(:L‘7y) }/2(1',y)
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nao muda de sinal. Entdo as orbitas fechadas de (1.41)1 e (1.41)s ou coincidem ou
nao se Cruzam.

Demonstragao: Veja [18], pdgina 207.

Teorema 1.3.1 Suponhamos que (1.34) sao campos de vetores rodados generaliza-
dos. Entao para parametros distintos ay e aw, as orbitas periodicas dos sistemas
(1.34)4, € (1.34),, ndo se interceptam.

Demonstragao: Sejam «; # «ay. Pela definicao de campos de vetores rodados
generalizados temos que

P(‘rvyval) Q('Tvyaal)
P(x’yjo@) Q(xayaoQ)

nunca muda de sinal. Pelo Lema 1.3.1, as drbitas fechadas de (1.34),, e (1.34),, ou
coincidem ou nao se interceptam entre si. O determinante acima nao € identicamente
nulo ao longo de uma érbita fechada inteira de (1.34),, para i = 1,2. Portanto as
érbitas fechadas de (1.34),, e (1.34),, nao coincidem, o que completa a demonstracao
do teorema.

Por tltimo, apresentamos duas propriedades em relacao a mudanca nos ciclos
limites conforme o parametro « varia no sistema (1.34). As demonstragoes de tais
propriedades e outros detalhes podem ser encontrados em [16].

Propriedades 1.3.1 Consideramos (P(z,y,a), Q(z,y,)) um campo de vetores
rodados generalizado.

(i) Seja Yo, um ciclo limite estdvel ou instavel do sistema (1.34),,. Segue que,
conforme o parametro muda monotonicamente, o ciclo limite 7,, nao desa-
parece, ele se expande ou se contrai monotonicamente. Quando o campo de
vetores rodado generalizado satisfaz a condi¢ao (1.39) com o determinante > 0,
a evolugao de um ciclo limite v, conforme o aumenta é dada pela Tabela 1.1.

(i) Sejaya, um ciclo limite semi-estavel. Quando o parametro varia, o ciclo limite
Yoo S€ bifurca em pelo menos um ciclo limite estavel e um instdvel. Além disso,
tais ciclos estao em lados distintos de 7y,,, um no interior e outro no exterior.
Quando o parametro varia na dire¢ao oposta o ciclo limite semi-estavel 7,
desaparece. As possiveis mudancgas de um ciclo limite v,, de acordo com a
direcao de seu movimento quando o parametro varia, é dada pela Tabela 1.2.

Direcao Anti-horéario | Anti-horéario | Horéario | Horario
Estabilidade Estavel Instavel Estavel | Instavel
Evolucao Contrai Expande Expande | Contrai

Tabela 1.1: Comportamento do ciclo limite v, conforme «a varia.
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Direcao Anti-horario | Anti-horario Horario Horario
Externamente | Externamente | Externamente | Externamente
Estabilidade estavel, instavel, estavel, instavel,
internamente | internamente | internamente | internamente
instavel estavel instavel estavel
Divide em Divide em
a aumenta Desaparece dois ou dois ou Desaparece
mais ciclos mais ciclos
Divide em Divide em
a diminui dois ou Desaparece Desaparece dois ou
mais ciclos mais ciclos

Tabela 1.2: Comportamento do ciclo limite semi-estével 7, conforme « varia.

1.4 Funcao de Bessel do primeiro tipo

Funcgoes de Bessel sao de grande importancia na fisica matematica e aparecem em
uma ampla variedade de problemas fisicos. Exemplos que envolvem tais fungoes sao:
problemas em eletricidade, hidrodinamica, elasticidade, propagacao de ondas, etc.
A funcao de Bessel é usualmente definida como uma solugao particular y = y(z) da
equacao

P42+ (22 —nPy = 0, (1.42)
com n € Z. Tal equacao é chamada equagao de Bessel de ordem n, n € Z. Denomi-
namos por func¢do de Bessel do primeiro tipo de ordem n, e denotamos por J,(z), a
solucdo de (1.42) representada pela série

o N Z2k+n
Tu(2) = (-1) F(n + )1 2% (1.43)
k=0

Para mais detalhes sobre a obtengao de (1.43), veja [13] pagina 186. A funcao de
Bessel do primeiro tipo satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Jon(z) = (=1)"Ju(2)

(ii) g[e"Ju(2)] = 2" Jna (2)

(i) Jp(2) = 3 [Ja-1(2) = Juta(2)]
Por outro lado, a expressao de J,(z) pode ser representada também na forma de
integral, veja [7] pagina 912, dada por

1

Jn(2) = —/ cos(nf — zsen)do, (1.44)
0

s
n=0,1,2....

Os zeros das fungoes de Bessel também tem sido bastante investigados, devido as
varias classes de problemas os quais estao associados. Um exemplo destes problemas
envolvendo tais zeros sera visto na Secao 2.1.
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Proposicao 1.4.1 Para todon > 0, J,(z) tem um nimero infinito de zeros na reta
positiva.

Demonstragao: Veja [13], pagina 187.

Estes zeros sao calculados numericamente e tabulados, porém é possivel obter
uma interpretacao geométrica da localizacao destes valores. Em particular, anali-
samos na sequéncia a localizagao geométrica dos zeros da funcao de Bessel do
primeiro tipo de ordem um, J;(z). Em 1908, C. Moore provou em [11] que

sign[J1(2)] = (=1)", (1.45)

para z € [(n+ $)m, (n + 1)7]. Assim, segue de (1.44) e (1.45) que J;(0) = 0 e
a localizacao dos zeros de Jy(z) é observada na Figura 1.7. Mais precisamente, o
grafico da funcao J;(z) é dado pela Figura 1.8.

=]

Figura 1.8: Gréficos das fungoes Jy(z), J1(z) e Ja(2).

Particularmente, é possivel verificar que J;(z) possui exatamente n zeros simples
no intervalo [0, (n+1)7]. A simplicidade dos zeros da fungao J;(z) segue do seguinte
fato: Se zp # 0 é um zero de Ji(z) entao Ji(z9) = 0. Para z, ser simples devemos
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ter Ji(z0) # 0. Suponhamos que Ji(z) = 0. Sabemos que a funcao J;(z) é solugao
da equagao (1.42). Logo, segue que

J!(z) = 0. (1.46)

Derivando a equagao (1.42) e usando (1.46) obtemos que J;"(zp) = 0. Prosseguindo

com 0 mesmo raciocinio temos que J1(4)(zo) =0, J1(5)(zo) = 0, .... Por outro lado
segue de (1.43) segue que J;(2) é analitica. Portanto, para todo 2z zero da fungao de
Bessel temos Ji(2g) # 0, ou seja, todos os zeros de J;(z) sao simples. O leitor inte-
ressado em uma leitura mais precisa e ampla, pode obter em [15] mais detalhes sobre
as fungoes de Bessel, bem como suas particularidades, propriedades e a obtencao
das expressoes (1.43) e (1.44) apresentadas acima.

Por dltimo apresentamos uma tabela com os dez primeiros zeros da funcao de
Bessel do primeiro tipo de ordem um. Por meio do software Mathematica® e usando
a propriedade (iii) da funcao J,(z) é possivel obter tais valores.

k  Zeros zj de Jy(z) Ji(zx)

1 3.831706 —0.402759
2 7.015588 0.300115
3 10.173468 —0.249705
4 13.323692 0.218359
5 16.470630 —0.196465
6 19.615859 0.180063
7 22.760085 —0.167184
8 25.903672 0.156725
9 29.046829 —0.148011
10 32.189680 0.140606

Tabela 1.3: Os dez primeiros zeros simples da funcao J;(z).

1.5 Regra de Leibnitz

Sejam f:R* — R e a,b € R constantes. Consideramos a integral como funcio de
um parametro t € R

b
I(t):/ flx, t)dz.

A derivada de I(t) é baseada no seguinte resultado.

2Para obter os zeros da funcio de Bessel, basta utilizar o comando “N[BesselJZero[n, k], m]”,
onde n é a ordem da funcao, k é o seu k-ésimo zero e m é o numero de algarismo em que sera
apresentado o valor. Os valores de J),(z) sao dados por “Z(BesselJ[n — 1, 2] - BesselJ[n + 1, z])” e
o gréfico de J,(z) pode ser obtido usando “Plot[Bessell[n, z], {z, 1, z2}]”.
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Proposicao 1.5.1 (Regra de Leibnitz) Seja f(x,t) uma func¢ao real definida

num retingulo R = [a,b] X [c,d] € R?, integrdvel em = para cada valor de t e
Of (x,t , L
com fét ) continua em x,t € R. Consideramos a funcao integral

= /ab f(z,t)dx

A derwada de I em relagdo at € dada por

I = / %ﬁ’”dﬂ

Observamos que no enunciado acima os limites de integracao sao constantes. No
caso em que os limites sdo fungoes u = u(t) e v = v(t)

I(t) = L(u,v,t) = f(z, t)dx, (1.47)

segue pela regra da cadeia

i OLdl  OLdv  OLdu
re = & - e ovdr onau 1.4
O =w = otat T ovar T dudt (1.48)

Como consequéncia do Teorema Fundamental do Célculo temos

w |t / FE)dz =~ [ f)dz = —fw). (149)

Portanto, segue de (1.48) e (1.49) que

I'(t) = <at/f (@t dx) ot ( /f ot d:p) v(t) (aau /uvf(l',t)d$) dz;it)
[

Dy + f@), ') — flu(t), H)u'(t). (1.50)




Capitulo 2

Uma quota inferior para o numero
de ciclos limites

Um dos principais problemas no estudo qualitativo de equacgoes diferenciais planares
é saber o nimero e a distribuicao de seus ciclos limites. O principal sistema abordado
nao somente neste capitulo mas no trabalho todo é o sistema diferencial linear por

artes
| ()-(G)-() e

ondee # 0 e ¢ : R — R é uma funcao periddica linear por partes impar e de periodo
4, satisfazendo
B T , se x€[0,1],
¢(z) = { —r+2 , se z€l2].
Na sequéncia do nosso estudo, consideramos ¢ definida em toda a reta, considerando
sua periodicidade 4 e o fato de ser impar. O grafico da funcao ¢ é entao dado pela
Figura 2.1.

Embora no Capitulo 3 é verificado que o sistema (2.1) pode ter exatamente
tantos ciclos limites quanto quisermos, utilizando a Teoria do Averaging é possivel
obter uma quota inferior para o ntimero destes ciclos limites na faixa |z| < 2n + 2,
n € N. Neste capitulo fazemos uma prova analitica, apresentada inicialmente por
Llibre e Ponce em [9], de que o sistema (2.1) possui pelo menos n ciclos limites na
faixa || < 2n + 2. Mais especificamente, ¢ feita a prova do seguinte resultado

(2.2)

Teorema 2.0.1 Seja ¢ : R — R dada por (2.2). Entao para um inteiro positivo
arbitrdrio n , o sistema diferencial linear por partes (2.1) tem pelo menos n ciclos
limites hiperbdlicos na faiza |z| < 2n + 2, para € # 0 suficientemente pequeno.

Notamos que o sistema (2.1) é o centro linear (¢ = —y, § = x) quando ¢ = 0.
Além disso, o sistema ¢ invariante sob a simetria (x,y,t, ) — (—x,y, —t, —¢).
Usando esta simetria e o Teorema 2.0.1 segue o resultado a seguir, que nos mostra
uma bifurcagdo pouco usual de infinitos ciclos limites para o sistema (2.1) em & = 0.

Corolario 2.0.1 Todos os ciclos limites do sistema (2.1) para e < 0 suficientemente
pequeno, se tornam orbitas periodicas do centro linear para € = 0, e novamente
passam a ciclos limites para e > 0 suficientemente pequeno, invertendo a estabilidade
com a mudanca do sinal de €.

30



2.1. Aplicagdo do Método do Averaging com ¢(x) = senx 31

-2
\)

A A\ 1“ ;.
JATTRVANTIVIN 1 /N o/ Nomea

_2m-2\/2m N/ 39 \/ 5 6w 2mAly S
! ! ___1 N/ /\v/

2o

Figura 2.1: Grafico parcial da fungao linear por partes periddica ¢.

2.1 Aplicacao do Método do Averaging com
¢(x) =senx

Reescrevemos o sistema diferencial linear por partes (2.1) como

T = _y_€¢(x)7
- (2.3)

A demonstragao do Teorema 2.0.1 se baseia na aplicacao do Método do Averaging.
Como exemplo da aplicacao de tal método, antes de realizar a prova do Teorema
2.0.1, provamos o caso onde o sistema em questao ¢ um sistema diferencial nao-linear
qualitativamente semelhante ao sistema (2.3).

Proposicao 2.1.1 Seja o sistema diferencial analitico

T = —y—€Esenx,

S (2.4)

Para um nimero inteiro positivo arbitrdrio n, tal sistema possui pelo menos n ciclos
limites hiperbdlicos na faiza |z| < (n+ 1)w para € # 0 suficientemente pequeno.

Demonstragao: Tomamos um disco fechado D centrado na origem e de raio
R > (n + 1)m. Passando o sistema (2.4) para coordenadas polares (r,6) dadas
por x =rcosf e y=r senf, obtemos

7 = —ecosf sen(rcosf),
P14 gsene sen(rcos@)'
r
Denotando por
dr —er cosf sen(r cosf)

T p— _— pu—
(¢) df r + esenf sen(rcosf)’
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a expansao em série de Taylor em torno de ¢ = 0 é dada por
dT(0 d*T(0) €2
© , , €70 %

T(e) = T(0) + i Je2

% cos B sen § sen? 0
- cosf sen(rcosd) + g% cos sen @ sen®(r cosf)

r

Assim, o sistema obtido em coordenadas polares é equivalente a equacao diferencial

dr

= —ecosf sen(rcosf) + £2g(0,r e).

(2.5)

Observamos que o sistema (2.5) com f(6,r) = cos@ sen(r cosf) satisfaz todas as
hipdteses do Teorema 1.2.1. Além disso, visto que a funcao f é 2w-periddica, o

sistema médio de (2.5) é definido por

d
OT; = —cF(r),
com
1 2w
F(r) = — cos 6 sen(r cos @) df
2 0

1 s
— / cos ) sen(r cos @) df
2 ),

s 0
= L {/ cosf sen(rcosf) df + / cos  sen(r cosf) d@]
0 _

™

2 x
1 s

= — / cos 6 sen(r cosf) df
T Jo

3 |

/2

2 T{'/2
= / sen @ sen(rsen @) df.
0

™

™ w/2
[/ cos® sen(rcosf) df + / cos ) sen(r cos ) d@]
s 0

(2.6)

Observamos que a ultima igualdade de (2.6) é obtida pelas mudancas de variavel

0 — m/24+0 ¢ 0 — m/2—0 nas integrais f:/2 e foﬂ/z, respectivamente. Notamos

que F(r) coincide com a fungao de Bessel do primeiro tipo Ji(r). De fato, por (1.44)

Ji(r) = l/ cos(f — rsenf) do
0

™

1
T

1 K
= —/ sen @ sen(rsen @) do
0

™

2 71'/2
= —/ sen 6 sen(rsen @) do,
0

™

= —/ [cos B cos(rsen®) + senf sen(rsend)] db
0
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e segue de (2.6) e (2.7) que a equagao média associada a (2.5) é

% = —eJi(r). (2.8)
Vimos na Secao 1.4 que a funcao de Bessel J;(r) possui exatamente n zeros simples
no intervalo [0, (n + 1)7], pelo Teorema 1.2.1 obtemos que para cada zero da funcao
J1(r) existe um ciclo limite do sistema (2.4), ou seja, o sistema (2.4) possui pelo
menos n ciclos limites hiperbolicos em D para € > 0 suficientemente pequeno.

O caso € < 0 suficientemente pequeno segue usando o fato que o sistema (2.4)
é invariante sob a simetria (z,y,t,&) — (—z,y, —t, —¢). Com isso, completamos a
prova do teorema.

Notamos que se omitimos a hiperbolicidade dos ciclos limites na Proposigao 2.1.1,
entao a mesma pode ser considerada como um caso particular do seguinte resultado
provado por Z. Zhang em [17].

Teorema 2.1.1 Para € # 0. O sistema diferencial (2.4) tem exatamente n ciclos
limites na faiza || < (n+ 1)m para n = 1,2,... . Além disso, os ciclos limites
alternam entre estdveis e instaveis.

Na secao a seguir demonstramos o Teorema 2.0.1 utilizando um raciocinio analogo
a demonstracao da Proposi¢ao 2.1.1.

2.2 Demonstracao do Teorema 2.0.1

Seja D um disco fechado centrado na origem e de raio R > 2n + 2. Consideramos o
sistema (2.3) em coordenadas polares e obtemos

7 = —ecosf ¢(rcosh),
b— 14 gsen@ gb(rcos@).
r

Tomando 6 a variavel independente temos

d
d—; = —ccosf ¢(rcosh) + %g(0,r,¢e). (2.9)
Observamos que as fungdes f(0,7) = cos@ ¢(rcosf) e g(0,r¢c) satisfazem as

hipdteses do Teorema 1.2.1 exceto quando rcosf assume um valor inteiro impar,
pois notamos que em tais valores o campo nao é diferencidavel. Porém, vemos na
demonstracao do Teorema 1.2.1 que as descontinuidades na derivada de f e g nestes
valores inteiros isolados nao sao um obstaculo para que o teorema continue a ser
vélido para o sistema (2.9)(veja apéndice). Calculamos agora o sistema médio de
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(2.9). Como f é 2m-periddica e ¢(z) é uma funcao impar, a fungao média associada
a equacao diferencial (2.9) é dada por:

2m
F(r) = %/0 cos B ¢(rcosf) db
i/Tr cosf ¢(rcosf) db
2 J_ . "

T 0
— ZL {/0 cosf ¢(rcosh) df + / cos B ¢(rcosh) d@]

™ i

1 s
= / cos O ¢(rcosf) db
0

™

1 ™ w/2
= — [/ cosf ¢(rcosh) df + / cos @ ¢(rcosb) dQ]
us 0

m /2

™

2 w/2
= —/ sen @ ¢(rsen) db. (2.10)
0

Notamos que a tltima igualdade de (2.10) é obtida pelas mudancas de variavel
0 — m/2+0 e 0 +— 7/2 — 0 nas integrais f:/z e fow/z, respectivamente.
Observamos que F(r) é C' mas nao ¢ C?. Suponhamos, inicialmente, que 0 < r < 1.
Entao, para 6 € [0,7/2] temos 0 < r senf < 1 e como ¢(x) = x para x € [0, 1],
segue de (2.10) que

2 [ 2r (™21 — cos(20
Fir) = / rsentody = 2 [ 100 o r (2.11)
™ Jo ™ Jo 2 2
Consideramos agora 2m — 1 < r < 2m + 1 com m € {1,2,...,n}. Para k =
1,2,...,2m + 1, seja
k
B = B(r) = —. (2.12)
Consequentemente, sempre que [x(r) < 1 definimos por
ar = ag(r) = arcsen i (r). (2.13)
Tomamos [ = 1,2,...,m — 1 e notamos que

o(z) = (—=1)'(xz — 21) para x € [2] — 1,20+ 1],

sendo positiva(negativa) para x € (20—2, 2[) quando [ é impar(par), veja Figura 2.1.
Com isso, temos

r sen 6 , para d € [0, aq],
o(r senf) = (=1)Y(rsen® —21) , para 6 € [ag_1,a941], (2.14)
(=1)™(r send — 2m) , para 0 € [agm_1,7/2].
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Segue de (2.10), (2.12) e (2.14) que
2 o1 m—1 Q9111
F(r)y = - / rsen®6 df + Z(—l)l/ sen@(r sen® — 20) df +
7T 0 =1 Q-1
w/2
(—1)m/ sen O(r sen® — 2m) df
a2m—1
r ai m—1 Q141
= — / 2sen®6 df + Z(—l)l/ 2senf(senf — [y) df  +
™ 0 =1 Q11
w/2
(—1)m/ 2sen f(senf — (o) do |. (2.15)

2m—1

Calculamos as integrais obtidas em (2.15). Na primeira integral, usando (2.12) e

(2.13) obtemos

/ 2sen’f df = / (1 —cos(20)) db
0 0

2
o sen (2ar)
2
cos (v
= al —_

.
= a1 — fi\/1-06L

Reescrevemos a integral do somatério em (2.15) como

Q21 +1

Q2141 Qg +1
/ 2senf(senf — fy) df = / 2sen’f df — / 23y sen 6 db.

Qg1 —1 201—-1

Denotamos por

Q21+1 Q241
A = / 2sen? 6 db e B = / 23y sen 6 df.

20—1 20—1

Calculamos primeiro A. Assim como feito em (2.16), obtemos

A = / 0 = cos(20)) db

20—-1
(sen (209141) sen (20@1_1))
2

= (CY21+1 - CY21—1) -

(2.16)

(2.17)

2
= (o141 — ag-1) — Pap 1_5§z+1 + 521—1\/1—@1,1- (2.18)

Continuamos com o cédlculo de B. Temos que

B = 2ﬁ21(— cos(ozng) + cos(omz—l))

= 2B (/1= B + 1)

(2.19)
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Logo, por (2.18) e (2.19) a integral de (2.17) pode ser reescrita como

/Om+1 2senf(send — By) df = a9y + (20y — ﬂ2l+1)\/1_7ﬂ221+1
g1
ag1 — (20 —521—1)\/1_752214
@12 Q941 + 52171\/% -
Qg1 — 521+1m- (2.20)

Reescrevemos a tltima integral de (2.15) como

w/2 /2 /2
/ 2senf(senf — [y,,) df = / 2sen’ 6 df —/ 29, sen @ do, (2.21)

2m—1 Q2m—1 2m—1

e de maneira andloga as equagoes (2.18) e (2.19) obtemos

w/2 -

/QQm_12sen29 d9 - (5 - a2m—1> + ﬁzm_lm (222)
w/2

[ 2sen a0 = 2L 2

2m—1

Dali, por (2.22) e (2.23) a integral em (2.21) é dada por

w/2 m
/mml 2senf(senf — By,) df = 5 T Cam-1 = (262m — Bom-1)1/1 — Bap_s
212) T
@212 5~ Qom—1 = Bamt1/ 1 = B51- (2.24)

Utilizando (2.16), (2.20) e (2.24) reescrevemos o lado direito da igualdade (2.15)
como

F(T):gl&l—ﬁl\ll—ﬁ% -+
m—1

(1) (0621+1 + Ba—14/1 — 5221+1 — g1 — Bar1y/1 — 5225_1> +

=1

(=™ (g — o1 — Bomr1y /1 — ﬁ§m1> ] . (2.25)

Paral=1,2,...,m — 1 denotamos por

p = o1+ Buo14/1 — 522”17 W= —oyen — 52l+1\/ 1— 5221717
H1 = Q1 — ﬁl V 11— ﬁlQa Hm = — Q2m-1 — ﬁ?m—i—l V - ﬁQmel'
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Assim, agrupando os pares de termos similares em (2.25) obtemos

F(r) = - [041—51\/1—5f +
m—1
Z<_1)l(0421+1 + Bar—1y/1 = B3, — a1 — Pary1y/1 — ﬁ%l_1> +
(=)™ <g — o1 — Pomi1n/1— 522m1) ]

it D+ )+ (1)

| =

o

+ (_1)mﬂm]

S 1=

= {(NI_NT*) + (—py +ps) + (w5 —p3t) + -
o (D) P+ (D) )+

(=1 s + (1) + (=17

- %[(/ﬁl_/j{*) - z(—l)l(ui‘—uﬁl) + <—1>m§]

= - 2a1+(ﬁ3—@1)m T
T:i(—l)l (2062[-1—1 + (ﬁszrﬂm-OM) . (_‘Umg]
i

212) %20&1+2ﬁ1m +

m—1

Z(—l)l <2azz+1 + 2021414/1 — 5221+1> + (—1)7”%] . (2.26)

=1

Consideramos a funcao auxiliar
g(xr) = arcsenz + zv1— 22,

para z € [0,1]. Quando 2m —1 < r < 2m+ 1 com m € {1,2,...,n}, usamos a
fungao g e obtemos de (2.26) uma expressao mais concisa para F'(r) dada por

F(r) = ;[zg(%) e See(2E) <—1>mg<1>], (227

=1
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uma vez que g(1) = 7/2.

Numericamente, temos evidéncias de que F' possui um zero simples em cada
um dos intervalo [2m — 1,2m + 1] para m = 1,2,...,n. Além disso, estes zeros
parecem ter propriedades semelhantes aos zeros da funcao de Bessel J;, veja Tabela
2.1 juntamente com a Tabela 1.3.

m Zeros r* de F F'(r*)

1 2.475414 —0.470516
2 4.503811 0.356924
3 6.514715 —0.299112
4 8.520468 0.262579
5 10.524033 —0.236825
6 12.526457 0.217415
7 14.528211 —0.202109
8 16.529540 0.189638
9 18.530581 —0.179224

10 20.531419 0.170356

Tabela 2.1: Os dez primeiros zeros simples de F'(r) com 2m — 1 < r < 2m + 1.

Para mostrar rigorosamente que todos os zeros da fun¢ao F'(r) sao simples, anali-
samos cada regiao triangular formada pelo grafico do integrando da F' em (2.10),
veja Figura 2.2.

0.5f

0.25\ /0.5 0.75 1 1.25 Q
—0.5}

—1r

Figura 2.2: Grafico do integrando em (2.10) para r = 18.5, tal que 2m —1 <r <2m+1
com m = 9.

Assumimos novamente que 2m — 1 <r < 2m+ 1 com m € {1,2,...,n}. Para
l=1,2,...,m — 1, denotamos
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Qg Q21 +1
nf = / 2sen f(sen§ — By) db, n = / 2senf(sen — [3y) db,
1 21
ay w/2
n o= / 2sen?d db, N = / 2sen O(senf — [3a,,) db.
0 a2m—1

Por (2.15) reescrevemos F'(r) da seguinte maneira

ay m—1 (D]
F(r) = T[/ 2sen’f df  + Z(—l)l</ 2senf(send — [By) df +

m 0 =1 201

)41 ™/2
/ 2sen f(sen @ — (3y) d@) + (—1)’”/ 2senf(senb — By,,) dé‘]

2m—1

3=

(D) (1) )+ ((—1)m_1n§f_1+(—1)mnm)}

= % [(?71 —n) + - (D' = i) + (1" s — 0

=1
m

(/ 2sen’ 6 df — / 2senf(sen — (35) d@) +
0 a1
> (-

2
=1

3

2=

1
Q2] 41 Q2] 42
1) / 2senf(senf — [y)df — / 2senf(senf — [y i0)dl | +

21 Q2141

2m—2 Q2m—1

o2m_1 w/2
(—l)m_1</ 2senf(send — fo,,_o)df — / 2senf(senf — ﬁgm)dﬁ)
(2.28)

Identificamos por

To(r) :/ 2sen” 6 df —/ 2senf(send — [3,) db,
0 «

1

2141 Q2] 42
Ti(r) = / 2senf(senf — [y) df  — / 2senf(send — [y 2) db,
Qg a

2041
w/2

Tha(r) = /  2sen O(sen — Po_o) df — / 2senf(send — () db,

2m—2 2m—1
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onde T,,_1(r) corresponde a ultima regiao triangular (incompleta) se r < 2m, &
ultima regiao triangular completa quando r = 2m, e a ultima regiao triangular
completa mais uma regiao triangular incompleta no caso de 2m < r < 2m+ 1 (este
¢ o caso da Figura 2.2). Utilizamos a fungao auxiliar g e com raciocinio andlogo ao
utilizado no cédlculo das integrais (2.16), (2.20) e (2.24), segue que Ty(r) é dada por

To(r) = al—ﬁlvl—ﬂ% - [042+ﬂ2\/1—5§ - 041—53\/1—5%]
= 20 +2061\/1 -} _(042—1-52\/1—55)

- 5()-2)

Paral=1,2,...,m— 2, a funcao T;(r), associada a (I 4+ 1)—ésima regido triangular
da Figura 2.2, ¢ igual a (—1)! vezes

Ti(r) = {04214-1 + Buiy/1 =05 — au — Pu \/1_5221}
{a2l+2 + Pasar/1— B340 — a1 — 52l+3\/1_6221+1}~
= —<Oé2z + 521\/1—5221) + 2<Oé2z+1 + 521+1\/1—5221+1)
(azz+2 + Patoy/1— 5221+2>
21 20+ 1 20 + 2
r r r

e a ultima contribuigao a considerar de (2.28) é igual & (—1)™"! vezes

Tm71<7’) = [Oéle + ﬁ2m73\/ 1 - 622177,71 — Qigm—2 — ﬁszz\/ 1- ﬁ22m2:|
[g — Qom-1 — Pamy1y/1 — ﬁ%m_l}
= — (Oézmz + Bam—2y/1 — ﬁ%m?) +2 (Oézml + Boam—14/1 — B%ml) -
= (222 (22 g, (2:29)

Logo, de acordo com (2.28) temos

(ORI

Flr) = % : (2.30)
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que é equivalente a (2.27).
Consideramos a mudanga de varidvel § — z = sen§ em (2.28) e introduzimos
a fungao h : [0,1) — R definida por

2z
h(z) = . 2.31
B = = (2:31)
Como
1 1
o — dz = — ds, (2.32)

B1
To(r) = / 277
0

_ /Oﬁlzh(z)dz _ / (2 — Bo)h(2)dz. (2.33)

Da mesma forma obtemos

Bai+1 Bai42
Ti(r) = /ﬂ (z — Boy)h(2)dz — / (z — Borg2)h(2)dz, (2.34)

21 Baig1

paral=1,2,....m—2, e

ﬁQm—l 1

Tna(r) = / (2 = Bam—2)h(2)dz — / (z — Bom)h(2)dz.  (2.35)
527”72 ﬁ27n71

Com as expressoes de Ty(r), T)(r) e T,,_1(r) dadas por (2.33), (2.34) e (2.35),

respectivamente, obtemos o seguinte resultado que nos da os zeros da F.

Lema 2.2.1 Para a fungdo F dada em (2.10) e m = 1,2,...,n valem as sequintes
afirmacoes.

(a) sign[F(2m)] = (=1)™!.

(b) sign[F(2m +1)] = (=1)™.

Segue desse lema que F' possui sinais opostos em 2m e 2m + 1. Portanto existe
r* € (2m,2m + 1) tal que F(r*) = 0.

Na sequéncia, mostramos que r* é o unico zero de F em [2m — 1,2m + 1] e que
este zero é simples, isto é, F'(r*) # 0. Inicialmente estudamos o sinal da primeira
derivada da F. Sabemos por (2.11) que para 0 < r < 1 a derivada é constante, ou
seja, F'(r) = 1/2. Consideramos 2m — 1 < r < 2m+ 1 com m € {1,2,...,n} e
aplicamos a mudanca de variavel § — 2z = senf na equagao (2.15). Usando (2.12),
(2.13), (2.31) e (2.32) segue que
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r B1 m—1 Bait1
F(r) = - [/0 zh(z) dz + Z(—l)l/ﬁ (z — Poy)h(z) dz +
(—1)m / (= Banh(2) dz]
1 51 m—1 Bai+1
= — rzh(z) dz —1) rz —20)h(z)dz
W[/ () +;<1>/ﬁw< 2Wh(z)dz +

(—1)m / :m_l(rz _ 2m)h(z)dz} | (2.36)

Para calcular F’(r) aplicamos a regra de Leibnitz em cada integral da equacao (2.36)
e obtemos

m—1

51 Baiy1
Fr) = i[ /0 eh(z) dz + BUrrBh(G) + 3 (-1) /5 2h(z) d= +

=1 201

3

(=) [By41 () (rBargr — 20 h(Bos1)] —

=1

3

(=D)! By (1) (1Bt — 2D)h(Ba—1)]  +

1

l

o / h(e) dz - ﬂgm_1<r><rﬂ2m_1—2m>h<ﬂ2m_1>)].

2m—1
(2.37)
Por (2.12) temos que rf3; = k e a soma dos termos nao-integrais em (2.37) se
cancelam. Para 0 < z < 1, definimos a fungao
222
u(z) = zh(z) = , 2.38
() = i) = e (2.39)
e entao a igualdade (2.37) pode ser reescrita por
1 b1 m—1 Bart1 1
F'(r)= - / u(z)dz + Z(—I)l/ w(z)dz + (—1)m/ u(z)dz|.  (2.39)
T 1Jo =1 211 2om—1
De maneira analoga a demonstragao Lema 2.2.1, apresentamos o seguinte resultado.
Lema 2.2.2 Para a fungio F dada em (2.10) e m = 1,2,...,n valem as sequintes
afirmacgoes.

() sign[F"(2m)] = (~1)".

(=)™

(b) sign[F’(2m + 1)]
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Para verificar que os zeros da fungao F'(r) sao simples, também precisamos saber
o sinal de sua segunda derivada. Por (2.11) temos que

F"(r) = 0, (2.40)
para 0 < r < 1. Quando r > 1, consideramos que 2m — 1 < r < 2m + 1 para

um certo inteiro positivo m. Assumimos primeiramente que 2m — 1 < r < 2m + 1.
Aplicamos a regra de Leibnitz em cada integral de (2.39) e obtemos

m—1

F'(r) = % Bi(r)u(Br) + Z(—l)l [5§z+1(7")u(52l+1) - 5514(”“(5%—1)} -

=1

(=1)" Bop—1 (M)u(Bom—1) | - (2.41)

Identificamos por

G = 5§z+1(7“)u(521+1), o= =By (ru(Bua),
G = Bi(r)u(B), Cmn = —Bopm_1(r)u(Bam-1)-

Assim, a igualdade (2.4 ) pode ser reescrita da seguinte maneira

F'(r) = —|G + j{: Y6 +¢7] = (= )mCm]

il

Kr-ﬁ-FFG+Gﬂ+(G—§ﬂ+

il

(D™ ()™ ) +

(C1)™ ¢+ (1)) }

m—

= [2[31 Z ) By (1) (ﬁzz+1)] - (2.42)

—_

Definimos a funcao
() = wulz) = 2= (2.3
v(z) = z2u(z) = ——, )
V1= 22

para 0 < z < 1. Segue de (2.12) que (,(r) = —Fk(r)/r e entdo reescrevemos (2.42)
como

r
=1

() = %[ A ey + 3oy (-Pa) uwm)]
[—’U(ﬁl) + Z_(_l)lJrlU(ﬁerl)]

_ > (1) 0 (Bar)- (2.44)
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Utilizamos a expressao (2.44) de F"(r) para obter o seguinte resultado.

Lema 2.2.3 A funcao F dada em (2.10) é de classe C* exceto nos inteiros positivos
impares. Para os valores 2m —1 <r <2m+1 comm =1,2,...,n, temos
sign[F"(r)] = (=1)™.
Pelos Lemas 2.2.1-2.2.3, temos que os graficos qualitativos das funcoes F,F” e

F” no intervalo (2m — 1,2m + 1) sao dados pelas Figuras 2.3 e 2.4, de acordo com
a paridade de m. Com isso, é quase imediata a prova do seguinte resultado

F(r)

L(r)

F(r)
2m—1 2m+1

Figura 2.3: Gréficos das fungoes F(r), F'(r) e F"(r) para 2m — 1 <r < 2m+ 1 com m
impar.

2m—1 2m—+1

Figura 2.4: Gréficos das fungoes F'(r), F'(r) e F’(r) para 2m —1 <r < 2m + 1 com m
par.

Proposicao 2.2.1 Para2m—1<r <2m+1comm =1,2,....n, a funcao F dada
em (2.10) possui um tunico zero r*. Além disso, esse zero satisfaz 2m < r* < 2m+1,
e € simples.
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Demonstracgao: Consideramos m impar, o caso m par é analogo. Pelo Lema 2.2.1,
temos que

F2m—-1) >0, F@2m) >0 e F@2m+1) < 0. (2.45)

Entao, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, concluimos a existéncia de pelo menos
um valor r* € (2m,2m + 1) tal que F(r*) = 0. Segue do Lema 2.2.2 que

F(2m—1) >0, F@2m) <0 e F@2m+1) <0, (2.46)

enquanto que pelo Lema 2.2.3 temos F”(r) < 0 para 2m—1 < r < 2m+1. Portanto,
temos que I é estritamente decrescente para 2m — 1 < r < 2m + 1, o que implica
F'(r*) < 0. Ou seja, r* é um zero simples da fungao F.

A unicidade segue de um argumento usual. Assumimos que F possui um outro
zero simples r** com 2m — 1 < r** < 2m + 1. Entao, visto que F(r) é C? em
(2m — 1,2m + 1), pelo Teorema de Rolle temos que existe 7 € (r*,r**) tal que
F'(T) = 0. Como F'(r) é sempre negativa para 2m < r < 2m + 1, temos

2m—1 < r™ <7 < 2m. (2.47)

Observamos que necessariamente devemos ter r** < 2m, pois caso contrario, se
r** = 2m segue de (2.45) que F(r**) > 0, o que contradiz a hipdtese de r** ser um
zero da funcao F. Por outro lado, se r** > 2m, segue do Teorema de Rolle que para
algum valor entre r** e r* a derivada de F' se anula, contrariando o fato de F”(r) ser
sempre negativa em 2m < r < 2m + 1.

Por (2.47), sendo F’ mondtona decrescente, segue que F'(r**) > F'(r) =0 e
além disso, por (2.46) e (2.47) temos também que F'(r) > 0 para 2m — 1 < r < r**,
ou seja, F(r) é crescente para 2m — 1 < r < r**. Portanto, concluimos que

F(r™) > F2m—1) > 0,

o que é uma contradi¢ao. Com isso, segue que r* é Uinico.
O

Finalmente, pela Proposigao 2.2.1 temos que para cada intervalo (2m—1,2m+1)
com m = 1,2,...,n, existe um tnico r” tal que F(r™) =0 e F'(r"™) # 0. Dali,
aplicamos o Teorema 1.2.1 e concluimos que o sistema (2.1) possui pelo menos n
ciclos limites hiperbdlicos na faixa |z| < 2n + 2, o que finaliza a prova do Teorema
2.0.1.

|

2.3 Demonstracao dos Lemas 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3

2.3.1 Demonstracao do Lema 2.2.1

(a) Por (2.30) temos que para r > 0
sign[F(r)] = sign [Ty(r) + . (=D)'Ty(r) | . (2.48)

3
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Para r = 2m, por (2.12) e (2.33) temos

To(2m) — /0 b+ / g (i—z) hz)d: > 0,

1 m

pois ambos integrandos sao positivos. Analogamente, por (2.34) e (2.35) segue que

TR l b1
T,(2m) = / (z - ) h(z)dz + / ( - z) h(z)dz > 0,

m

paral=1,2,...,m — 1. Além disso, a fungao h é estritamente crescente em (0, 1).
Visto que os intervalos de integragao nas integrais de Tp(2m) e T;(2m) tém sempre
0 mesmo comprimento, 1/2m, segue que

0 < Tg(2m) < T1(2m) < T2(2m) < e < Tm_2(2m) < Tm_1(2m),

e entao, por propriedade elementar de soma alternada de sequéncia mondtona, segue

de (2.48) que o sinal de F'(2m) é dado pelo sinal do ltimo termo da soma, ou seja,
(1t

(b) A prova deste item é um pouco mais trabalhosa. Consideramos primeiro m > 2.
Assim como no item (a), por (2.33) e (2.34), temos que

ZFT it (2
To(2m+1) = / zh(z)dz +/ ( z) h(z)dz > 0,
0

1 2m + 1 B
2m+1

e

20+1 2042

2m—+1 21 2m+1 20+ 2
Ti2m+1) = /21 (z— ST 1) h(z)dz +/2H1 <2m+ . —z) h(z)dz > 0,

2m+1 2m+1
paral=1,2,...,m — 2. Porém, o sinal de
B 2m — 2 ! 2m

Tm1(2m+1) = /g’”ﬁ (z o 1) h(z)dz + /% (Qm 1 z) h(z)dz,

nao é tao claro, pois na segunda integral a funcao passa de valores positivos a valores
negativos. Mesmo assim, como estamos considerando m > 2, podemos assegurar
novamente que

0 < T0(2m—|—1) < T1(2m—|—1) < T2(2m+1) < - K Tm_2(2m+1),

pois os intervalos de integracdo possuem o mesmo comprimento, 1/(2m + 1), e a
fungao h ¢ estritamente crescente em (0, 1).
Consideramos a seguinte afirmacgao

Afirmacao 2.3.1 T,, 1(2m+1) < 0 para m=1,2,...,n.
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Antes de provar a Afirmagao 2.3.1 notamos que param = 1, Ty(3) < 0 o que implica
por (2.48) que F(3) < 0. Assim, pelo mesmo argumento do item (a), para m > 2
segue por (2.48) e pela Afirmagao 2.3.1 que

sign[F'(2m +1)] = sign[Th(2m+1) — T1(2m+1) + ---
o (D)™, (2m A1) + (=)™ o (2m 1)
= sign[ To(2m +1) — Ty(2m+1) + ---
o+ (D)2 (2m 4+ 1) = Ty (2m + 1))]

S

o que prova o item (b).
Provamos agora a Afirmagao 2.3.1. Sabemos por (2.29) que

2m — 2 2m — 1
T. 2m+1) = — 2 — (1
1@m+ 1) 9(2m+1)Jr g<2m+1> g(1)

- (o Gat) v Gad)) + (G ) o)

Entao, a desigualdade a ser provada é equivalente a

2m —1 2m —1 2m — 2
1) - - . 2.4
9(L) g<2m+1) - g(Qm—l—l) g(2m+1) (249)

Fixamos 6 = 1/(2m + 1) e reescrevemos a desigualdade (2.49) como

g(l) — g(1—=20) > g(1—20) — g(1—30).

Como ¢'(x) = 2v/1 — 22, pelo Teorema Fundamental do Céalculo basta mostrar que
1 1-26
/ V1—a?de > / V1 —a?de. (2.50)
1-25 1-35

Como o valor méximo de § é 1/3, é suficiente provar que a desigualdade (2.50) vale
para 0 < § < 1/3, mas sem custo adicional mostramos que a desigualdade vale
para 0 < § < 2/3, pois isso facilita a interpretagdo geométrica em termos de area.
Consideramos para 0 < 0 < 2/3 a fungao

1 1-25
p(0) = / V1—2z2dx — / V1—2a?dx. (2.51)
1-26 1-36
Denotamos por

1 1-26
p1(0) = / V1—2? dx e pAd) = / V1—2a? dx.
1-26 1-35
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Notamos que p(0) = 0. Para calcular p,(J) aplicamos a regra de Leibnitz em

v(0)
= / f(z,0)dx
u(d)

onde u(d) =1—39, v(9) =1—24, f(x,0) =1 —2a2 e por (1.47) e (1.50) obtemos

v(4) T
o) = [ b f0.000) — F).6000)

(9)

= 21— (1-20)% + 31— (1—35)?
= —4V5 -5 + 3v65 — 9% (2.52)

Analogamente, obtemos

p1(0) = 4V — 02 (2.53)
Assim, para 0 < § < 2/3 segue de (2.51),(2.52) e (2.53) que

P6) = 8V5—582 — 3V66 — 957

= 3Vv30 — 92<4\/_ 1) > 0.
1302

Logo, temos que p(d) é crescente e como p(0) = 0, segue que p(d) > 0 para 0 < § <
2/3. Dal, a desigualdade (2.49) é valida e concluimos que T,,,—1(2m+ 1) < 0, ja que

0 < p(1/(2m+1)) < --- <p(1/7) < p(1/5) < p(1/3),
o que implica

To(3) < Th(5) < Ta(7) < -+ < Tp1(2m+1) < 0,

param =1,2,...,n. Com isso, esta completa a prova do Lema 2.2.1.
O
2.3.2 Demonstracao do Lema 2.2.2
Provamos inicialmente o item (b). Por (2.39) e usando (2.12) temos
20+1 1
y 1 2m+1 2m+1 m
F'2m+1) = - / z)dz + Z / u(z)dz + (—1) / u(z)dz|.
T 1o = Bl
(2.54)

Denotamos por

TTT 1
T52m+1) = / : u(z)dz, Tr(2m+1) = u(z)dz,
0

2m+1
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eparal=1,2,...,m—1

20+1
2m—+1
T'2m+1) = u(z)dz.
Gt T

Reescrevemos entao a igualdade (2.54) como

m—1
1
F'2m+1) = T5(2m+1) + W 2m +1) + (=)™ (2m + 1)
=1

(2.55)

Notamos que a funcao u(z) é positiva e mondtona crescente em (0, 1). Além disso,

fl/(2m+1)
0

todas as integrais de (2.54), exceto , possuem o mesmo comprimento de

intervalo: 2/(2m + 1). Logo
0 < T5@2m+1) < T/ 2m+1) < -+ < Tr (2m+1) < T (2m+1).

Portanto, em (2.55) obtemos uma soma alternada de termos que aumentam em
magnitude, de modo que o seu sinal coincide com o sinal do ultimo termo, ou seja

sign[F'(2m + 1)] = sign[T5(2m +1) =T 2m + 1)+ T;(2m + 1) ---

(=)™ o Cm D) + (=D)™TE(2m 4 1)] = (—1)™,

o que prova o item (b).
Provamos agora o item (a). Denotamos por

B Bai+1
= [ uds g = [
5 5

20—1 21

B1 1
&1 :/0 u(z)dz, Em :/ u(z)dz,

e reescrevemos a equacao (2.39) da seguinte maneira

Flr) = 2 [/flu(z)dz + mf(—nl (/Tlu(z)dz +/i2mu(z)dz) +

3|
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[(a—sn G- + () + -

N =

) (- E) (- (%—f:;h)]

3

_ %[_(g;—gl) + . (—DUE - &) + (—l)m(ﬁm—éiii‘l)]

l

[(—1) (/IBQU(,Z)dz —/Oﬂl u(z)dz) +

m—1

S (-1 (/ﬂzmlu(z)dz —/: u(z)dz) +

=1

(—1)m ( / lm w(x)dz — / i:lu(z)dz)]. (2.56)

Logo, segue de (2.56) e (2.12) que

I
¥

2=

=1 2m 2m
1 2'r2r%71
(=™ (/ u(z)dz — u(z)dz) ]
2m—1 2m—2
2m 2m
1 « l
(-
onde
a(m) = / u(z)dz —/ u(z)dz > 0, (2.58)
20—1 21—2
T T
para l = 1,2,...,m, pois temos que a fungao u(z) é positiva, mondtona crescente

em (0,1) e as duas integrais possuem o mesmo comprimento de intervalo 1/(2m).
Por (2.57) e (2.58) temos que F’'(2) < 0. Assim pelo mesmo argumento usado no
item anteior, para encerrar a prova de (a), é suficiente mostrar que para m > 2

aj(m) < as(m) < -+ < am_1(m) < ap(m). (2.59)

Fixamos § = 1/(2m) e consideramos a fungao

Gz) = / Mu(z)dz - / :u(z)dz,
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para 0 < x < 1— 4. Observamos que paral=1,2,...,m

a(m) = G(b) (2.60)

2m

e que se a fungdo G é crescente, entao (2.59) é valida. Calculamos a primeira
derivada de GG utilizando a regra de Leibnitz e obtemos

G'(x) = (/:Magg:)dz + u(z+9) — “(x)) B

(/;5 ag—gj)dz + u(z) - u(a:—a))

= wu(x+0) — 2u(x) + ulx —9), (2.61)
para 0 < x < 1 — 4. Notamos que

lim G'(z) = +oo,
x—(1-6)"

pois quando z — (1 —9)~ temos que (z+dJ) — 1~ e por (2.38) u(z+9) — 400,
o que implica que G nao possui derivada continua em x = 1 — . Precisamos apenas
mostrar que G’'(x) > 0 para 6 < x < 1 — J, mas por (2.61) é equivalente verificar
que

ux+0) — ulx) > wu(x) — u(zx—)9),

ou seja, basta verificar que a fungao u(z) é concava para cima em (0, 1). Logo, por
(2.38) temos

4z — 223 4+ 227
W(z) = e W'(z) = _arer 0,
(1 —22)3 (1 —22)°

para z € (0,1). Portanto, concluimos que a fun¢ao G é crescente e por (2.60) segue
que (2.59) é valida. Entao, por (2.57) obtemos que

sign[F'(2m)] = sign[~a:(2m) + as(2m) — as(2m) ---

+ ()" a1 (2m) + (=1)"an(2m)] = (=1)™

2.3.3 Demonstragao do Lema 2.2.3

Por (2.40) e (2.44) obtemos a diferenciabilidade de F' quando r nao é um inteiro
positivo impar. Analisamos entao a continuidade de F” nestes inteiros positivos
impares. Consideramos primeiro 7 = 1. Segue de (2.11) que

lim F"(r) = 0.

r—1-
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Como (;(r) — 1 quando r — 1, para m = 1 segue de (2.43) e (2.44) que

2
lim F” = — lim — = —00.
AR ) = = i el = e
Logo, os limites laterais de F” nao coincidem, o que implica que F” nao é continua
em r = 1. Com um argumento similar analisamos F”(r) para r = 2m + 1 com
m=1,2,.... Por (2.44) temos
. 7 . 2 - !
lim F'(r) = lim — Z(—l) v[Ba—1(1)]

r—(2m+1)" r—2m+1)" T =1

= ey 2 ().

=1

que ¢ finito. Por outro lado, usamos novamente (2.44) mas agora para 2m + 1 <
r < 2m + 3, e obtemos que

m+1

lim F’(r) =  lim EZ(—l)lv[ﬁm_l(r)]

r—(2m+1)" r—2m+1)*t T —1

= lim (—v[ﬂl(r)] + v[Bs(r)] + -

S s (—-1Y”+lv[ﬁmn+10ﬂ])
(1),

pois por (2.12) temos que foy+1(r) — 1 quando r — (2m + 1), o que por (2.43)
implica v(02,21) — +00. Logo, F” nao é continua em r = 2m + 1 e portanto
concluimos que F' nao é de classe C? nos inteiros positivos fmpares.

Estudamos agora o sinal de F” para2m — 1 <r <2m+1com m = 1,2,....
Aplicamos raciocinios andlogos as provas dos lemas anteriores. Notamos que (2.44)
¢ uma soma alternada. Visto que

222(3 — 222
V(z) = 2-°(3-227) > 0,
(1 —22)3
para 0 < z < 1, segue que v(z) é mondtona crescente. Como por hipdtese considera-
mos 2m — 1 <r < 2m+ 1 param = 1,2,...,n, segue de (2.12) que 0 < [y_1 < 1
paral=1,2,...,m e entao

v(B1) < v(Bs) < v(Bs) < - < V(Ban—s) < V(Bom-1).
Portanto, por (2.44) obtemos

sign[F"(r)] = sign[~0(B) + v(Bs) — v(Bs) + -

+ (=) 0(Bom-s) + (=1)"0(Bam-1)] = (=1)™



Capitulo 3

Existéncia de exatamente n ciclos
limites para todo n € N

Neste capitulo verificamos que o sistema diferencial linear por partes (2.1) o qual
nos propomos estudar, e que no capitulo anterior apresentamos uma quota inferior
para o numero de ciclos limites existentes, possui exatamente n ciclos limites na
faixa |z| <2n+2, n € N.

Para facilitar a leitura reescrevemos o sistema (2.1) dado por

T = —y—eo(x),
. (3.1)

ondee # 0 e ¢ : R — R é uma funcao periddica linear por partes impar e de periodo
4, satisfazendo

B x , se x €10,1],
¢<x>_{—x+2 , se x € [1,2].

Lembramos que o grafico da funcao ¢ é dado pela Figura 3.1.

Em resumo nosso objetivo neste capitulo ¢ apresentar a prova do teorema a
seguir, demonstrado por Llibre, Ponce e Zhang em [10], que garante a existéncia de
um numero exato de ciclos limites para o sistema (3.1) numa determinada regiao e
uma infinidade de ciclos limites no plano.

(3.2)

Teorema 3.0.1 Seja ¢ : R — R definida como em (3.2). Para ¢ # 0 e para
um inteiro positivo arbitrdrio n, o sistema diferencial linear por partes (3.1) tem
exatamente n ciclos limites na faiza |x| < 2(n + 1), alternando entre estdveis e
instaveis. Consequentemente, o sistema (3.1) tem uma infinidade de ciclos limites
no plano real.

Para um melhor entendimento, interpretamos um sistema diferencial linear por
partes como um sistema possuindo uma reta a qual lhe divide em duas regioes, cada
uma com um sistema linear correspondente. Sabemos que sistemas lineares nao
possuem ciclos limites, assim em sistemas lineares por partes para a existéncia de
um ciclo limite é necessario que este passe pelas duas regioes, cruzando assim a reta
que divide o sistema.

Observamos que no caso do sistema em estudo, a reta que divide o sistema linear
por partes citada anteriormente, corresponde as retas x = 2m + 1, m € Z, pois o

53
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Figura 3.1: Gréfico da funcdo y = ¢(x) no plano xy.

sistema (3.1) nao ¢ diferencidvel nos pontos (2m + 1,y), m € Z. Além disso, note
que o sistema ¢ um centro quando € = 0 e a origem ¢ o unico ponto de equilibrio
do sistema.

3.1 Demonstracao do Teorema 3.0.1

A demonstracao é dividida em dois passos. No primeiro passo, provamos que o
sistema (3.1) tem pelo menos um ciclo limite tal que seu ponto mais a direita estd
localizado na faixa 2m < x < 2(m + 1) para m € N, e nenhum ciclo limite em
—2 < x < 2. E no segundo passo provamos que o ciclo limite encontrado no primeiro
passo € 1unico.

A estrutura desta segao é a seguinte: na Subsegao 3.1.1 demonstramos o primeiro
passo. Para isto, assumimos trés afirmacoes cujas demonstracoes estao no final da
subsecao. Na Subsecao 3.1.2 demonstramos o segundo passo e concluimos o Teorema
3.0.1. Os lemas enunciados durante este passo estao demonstrados no final desta
subsecao.

Sem perda de generalidade, assumimos € >0 e para simplificar a notacao deno-

tamos ®(x) = eo(x).
Afirmacao 3.1.1 Para m € N, temos

(I)(—l‘) = _(I)(:U)a

BEm+ 1) = (—1)"d(z). (3.3)

De fato, sendo ¢(z) uma funcao fmpar segue que ®(—z) = ep(—z) = —ep(x) =
—®(x). Para provar a segunda igualdade utilizamos indugdo em m. Antes, verifi-
camos que vale a igualdade ®(2 + x) = —®(x) para todo = € R.

Seja x € [2n—1,2n| ou z € [2n,2n+ 1] para algum n € Z. Observe que o grafico
de ¢ nesses intervalos é dado por

P(z) = (—=1)"x + (=1)""'2n. (3.4)

Logo, 24+ x € 2n+ 1,2n+ 2] ou 2+ 2z € [2n+ 2,2n 4+ 3]. Ou seja, 2 + x €
2n+1)—1,2(n+ 1) ou2+z € [2(n+1),2(n+ 1) + 1], e o gréafico da ¢ nesses
intervalos é dado por ¢(z) = (—=1)""tw + (=1)"*"22(n + 1).
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Assim, para todo x € R temos

P24 1x) = p(2+ )
= e[(-1)" 2+ 2) + (-1)"2(n + 1)
= ¢[(- 1”+12+ —1)"z 4 (=1)"?2n 4 (—1)"1*2]
5[( 1)( + (=1)(=1)"*'2n]

= —[(~1 (—1)"*12n]

= ¢<>
= —d()

Mostramos agora que ®(2m + x) = (—1)"®(x) para m € N. Visto que para
m = 1 a igualdade é verdadeira, assumimos a hipétese de que para m = n a mesma
também se satisfaz, isto é, ®(2n+xz) = (—1)"®(z). Portanto, para m = n+ 1 temos

P2(n+1)+x) = P2+y)
= —d(y)
= —®(2n+x)
= —(-1)"%(x)
= (=1)""d(x).

E com isso estd provada a afirmacao.
Consideramos a mudanca de variavel (z,y) — (—x,y) em (3.1) e obtemos

T =y—d(x),
. (3.5)

que é equivalente a equagao diferencial

dy —x

= = — 3.6

Y- e o0
O sistema (3.5) é um caso particular da equagao de Liénard # + f(x)i + g(x) = 0
tomando-se f(z) = ®(z) = ep(x) e g(xr) = x. Basta considerar a equacdo na
varidvel s ao invés de x e aplicar a mudanca de coordenadas . = s e y = 5+ D(s).

3.1.1 Existéncia de um ciclo limite com seu ponto mais a
direita localizado na faixa 2m <z < 2m + 2

O objetivo nesta subsecao é garantir a existéncia de um ciclo limite com seu ponto
mais a direita localizado na faixa 2m < x < 2m + 2, m € N.

Durante a demonstragao desta subsecao apresentamos trés afirmagoes que serao
demonstradas no final da mesma em 3.1.1.1, 3.1.1.2 e 3.1.1.3.

Assumimos que y = y(z) é uma solu¢ao do sistema (3.5) localizada acima do
grafico da ®(z). Vale a seguinte afirmacao.

Afirmacao 3.1.2 y(2+ ) <y(—z) e y(x)>y(—2—x), para z > 0.
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Consideramos a funcao A : R*> — R dada por
Aaz,y) = 5(2° +97).
Calculando % sobre as solugoes do sistema (3.5) temos

d\ O\ dx O\ dy ) .

Seja y(x) uma solucao de (3.5). Denotamos A(z) = A(x,y(z)) e assim

d\  d\de A —ad(x)

or o 2A _ = = 7\ 3.7

dt dx dt dx y(x) — d(2) (37)
Afirmacao 3.1.3 Sey(z) é uma solugao do sistema (3.5) € a parte da curva solugao
acima de y = ®(x) intercepta as retas r = £2m, m € N, entao

(=)™ A (©2m) — A(=2m)] < 0. (3.8)

Segue de (3.8) que para m par A(2m) — A\(—2m) > 0. Como A(z) = Az, y(x)) =
s[2*+(y(x))?] onde y(z) é uma solugdo do sistema (3.5), temos que y(2m) > y(—2m).
Geometricamente, isto significa que no plano (x, y) o ponto onde a solugao y(z) cruza
a reta r = 2m estd mais alto, com relagao ao eixo-z, do que o ponto onde a solugao
y(z) cruza a reta z = —2m. Como o sistema (3.5) é invariante pela mudanca de
variavel (z,y) — (—x, —y), obtemos que a curva solugao é simétrica com relagao
a origem. Logo se y(x) é uma solugao do sistema (3.5) e a parte da curva solugao
abaixo do grafico da ®(z) cruza as retas x = £2m, entdo vale a desigualdade

(=)™ A (=2m) — A(2m)] < 0, m € N. (3.9)

Seja y(z) uma solugao de (3.5) com ponto inicial em A,, = (—2m,0) param € N
e denotamos por y_s,, a orbita definida por essa solucao.

Afirmacgao 3.1.4 A drbita v_o,, estd acima do eixo-z e cruza o grifico da () em
um unico ponto I, = (xy, ,y5, ) antes de cruzar o eiro-r pela primeira vez no ponto
B, = (x_9mm,0). Além disso, para m par temos

2m < x_gpy <y, <242, T_9pm < T_om_2 < g <2m+2 e y.,Yr.., >0

m—+1

e para m impar temos
2m =2 < x_9ym <y, <2m, 2m—2<x_9pi2<T_2m € Y1, ,,Y1, > 0.

Observe que, como o sistema (3.5) ndo ¢ diferencidvel sobre a reta x = 2m + 1
com m € Z, obtemos que a Orbita y_5,, para m par ou impar, nao cruza o grafico
da ®(z) nos respectivos “bicos”. Logo, as possibilidades sao dadas pelas Figuras 3.2
e 3.3.
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V—2m—2 V—2m—2
V—2m 72)/7{ A\
2m 2m + 2 2m 2m + 2 2m 2m + 2

Figura 3.2: Possibilidades de intersecao da érbita v_o,, para m par.

Y—2m

Y—2m
WQmHy\ 7 2W>/§\ P%\
2m — 2 2m 2m — 2 2m

Figura 3.3: Possibilidades de interse¢ao da érbita v_o,, para m impar.

—2m — 2 —2m —2m — 2 —2m —-2m —2
\/Khm Y2m+2 \v
2m+2 V2m+2

Figura 3.4: Possibilidades de interse¢ao da érbita 7o, para m par.

—2m+2 —2m —2m+2 —=2m —2m + 2

\&m 2 2m V2m—2 \M

V2m

Figura 3.5: Possibilidades de interse¢ao da érbita v, para m fmpar.
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Denotamos por 7s, a orbita que inicia no ponto A,, = (2m,0) com m € N.
Como na demonstragao da Afirmagao 3.1.4, sendo o campo vertical sobre o grafico
da ®(z) e simétrico em relagao a origem, visto que em = = 2m o campo vetorial é
dado por £ = 0 e y = —2m, temos que s, esta abaixo do eixo-x e cruza o grafico da
®(x) em um tnico ponto J,, = (2, ,ys,) antes de chegar em B,, = (z9,,0). Por
(3.9) obtemos que xs,, < —2m para m par. De fato, se s, > —2m hd um arco de
6rbita cruzando o eixo-z no ponto (—2m,0) que estd abaixo de 7o, pela unicidade
de solucoes. Entao esta orbita cruza a reta x = 2m num ponto J;, = (x5, vy )
com yy < 0. Logo, A(=2m) = A(=2m,0) < A(2m,y; ) = A(2m), e como m é
par temos que (—1)™A\(=2m) — A\(2m)] > 0, contrariando (3.9). Notamos que se
Tom = —2m temos A(—2m) = A\(B,,) = A(A,,) = M(2m), o que também contraria
a expressao (3.9). Analogamente, temos que zs,, > —2m para m impar. Para m
par, a unicidade de solugdes garante que —2(m + 1) < ZToimi1) < Tom < —2m,
e segue que Ty, < Toy, < —2m e —2m —2 < wj, . < Topyo < Ty, € para m
fmpar, como —2m < Toy, < Tomm—1) < —2(m — 1), segue que —2m < x5, < Tom
€ Tom < Tom_o < —2m + 2. Portanto, a dérbita v, para m par ou impar, cruza o
grafico da ®(z) com uma das possibilidades dadas pelas Figuras 3.4 ¢ 3.5.

e~

Seja A, B, (respectivamente ngm) o arco de érbita que vai de A,, ao B,

(respectivamente A,, ao B,,) e seja B, A,, (respectivaniente B, A,) o segmento de
reta conectando os pontos B,, e A, (respectivamente B,, e A,,). Tome

e~

S —A B, UB,A UADB, UB,A,

para m € N. Entao {S,,}", é uma sequéncia finita de curvas fechadas simples na

faixa |z| < 2n + 4. Assim, quaisquer duas curvas consecutivas formam os limites
de uma regiao anelar de Poincaré-Bendixson (veja Figuras 3.6 e 3.7). Entao, pelo
Teorema da Regiao Anelar de Poincaré-Bendixson, temos pelo menos um ciclo limite
dentro de tal regiao.

Portanto, com os resultados obtidos até aqui, segue facilmente a seguinte propo-
Sicao.

Proposicao 3.1.1 Considere o sistema (3.5). Valem as sequintes afirmagoes:

a) Existe pelo menos um ciclo limite cruzando o intervalo (2m,2m + 2) sobre o
p
e1ro-r, param = 1,2,...,n.

(b) Cada um dos ciclos limites do item (a) ndo cruzamy = ®(x) para —2m < x <
2m. Além disso, se o ponto mais a direita de tal ciclo limite esta localizado
na faiza 2m +1 < x < 2m + 2, este ciclo limite nao cruza y = ®(x) para
—2m—-1<z<2m+ 1.

(¢) O ciclo limite mais préxvimo do ponto A, = (2m,0) pelo lado direito (respecti-
vamente, do lado esquerdo) € interiormente estdvel para m par e interiormente
instavel para m impar (respectivamente, é exteriormente instdvel para m par
e exteriormente estdvel para m impar).

(d) O sistema (3.5) ndo possui ciclos limites cruzando o intervalo (0,2) sobre o
eizo-x, nem passando através do pontos (2m,0) para m € N.
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‘ m—+1
I
A77l+1

Figura 3.6: Representagao de duas regioes anelares de Poincaré-Bendixson consecutivas
definidas pelas curvas fechadas Sy,—1, Sy, € Sp41 para m par.

vV

/'Bm—l By "Bui1

Figura 3.7: Representagao de duas regides anelares de Poincaré-Bendixson consecutivas
definidas pelas curvas fechadas Sy,—1, Sm € Spm11 para m fmpar.

O item (a) da proposigao segue pelo Teorema da Regido Anelar de Poincaré-
Bendixson, uma vez que S,, e S,,+1 formam os limites pra tal regiao. Pelo mesmo
teorema obtemos também o item (c). Visto que o sistema (3.5) é simétrico em
relagdo a origem, pela Afirmacao 3.1.4 e a unicidade de solugoes segue o item (b).
Do mesmo modo, utilizando a simetria, a unicidade de solugoes e o fato do sistema
(3.5) ser linear na faixa —1 < x < 1, segue-se o item (d). Assim, pelos itens (a) e
(d) temos que o sistema (3.5) possui pelo menos um ciclo limite com o ponto mais
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a direita localizado na faixa 2m < x < 2m + 2. Com isso, completamos a prova do
primeiro passo.

A seguir apresentamos as demonstracoes das afirmacoes enunciadas nesta subsecao.

3.1.1.1 Demonstracao da Afirmacgao 3.1.2

De fato, sendo y = y(z) a solucao de (3.5), segue de (3.6) e do Teorema Fundamental
do Célculo que

2+x —s

y2+z) —y(—z) = /_ J(5) = B(s) ds

et Laet L e

Considerando as mudancas de variavel s — —s e s — 2+ s na primeira e terceira
integral, respectivamente, e usando (3.3) obtemos

Y2+ o) y(-a) =

B T s . 2 S 5 z —(2+S) s
“A y(—s) +a(s) ¢ A'M$—®@)d * A Y21 s)+ (s
:[:m—@+ww@ds‘(Ay@>—®@>*;+u£y@+w»+®@>“ *

/m<2+@2 o)

1 CE T e N T S
- e e v, e
¥ —2

/0 S T80 ds. (3.10)
Como ®(2 4+ x) = —®(x) e y(x) é a solugao do sistema (3.5) que estd acima de
y = ®(x), isto é, y(x) > ®(x) para todo = € R, segue que

y2+x)+O(z) = y2+2)—2(2+2) > 0. (3.11)

Derivando a equagao (3.10) com relagao a x temos
! —ly2+z)—y(-2)] = v 2 to) —y(~o) — 2 . (3.12)

dx (=) +@@)][y2+z)+0(x)]  y(2+z)+(x)

Por (3.11) e (3.12)

i ¢ [y + @) — y(—2)
V@t vl < e e o)+ 3@

(3.13)
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Utilizando a funcao auxiliar

v =eo( [ s ramnETTae )

e (3.13) temos que

(w2 +0) —y(~a) B(@)] =

_(d . . N z [y2+ ) —y(—2)] .
= (b0 -l o) — e S ay B9 < ©

Assim (y(2 + x) — y(—2))E(x) é decrescente. Como a funcao exponencial E(x) é
crescente, entdo y(2 + z) — y(—x) é decrescente. Além disso,

VD -0) = - [ —=tosis < o

Logo, y(2 + x) — y(—x) < 0 para todo = > 0.
Para verificar a segunda desigualdade utilizamos um raciocinio andlogo ao ante-
rior, temos

s —y2=n) = [T

- [t Lt ] e e 61

Aplicando as mudancas s — —2 — s e s —— —s na primeira e segunda integral
de (3.14), respectivamente, temos

ylo) —y(=2—-2) =

- 2—1—5 . 2 s . = s S
Y v Yy R /0 =) o= = T
s [y(s) —y(=2 —s)]
| s (3.15)

Sendo ®(—2 — z) = ®(x) e y(z) a solugao de (3.5) acima do grafico de y = ®(z),
segue que
y(—2—2)—0(x) = y(-2—2) —o(—2—2) > 0. (3.16)

Derivando (3.15) com relacao a x temos

—y(z)—y(—2—2)] =

. (3.7
o + (3.17)



3.1. Demonstracao do Teorema 3.0.1 62

Por (3.16), o segundo termo do lado direito da igualdade (3.17) é positivo, assim

v [y(r) —y(—2 — )]
Y(—2 — ) — ®(2)][y(z) — ®(x)]

Analogamente ao caso anterior, utilizando a fun¢ao auxiliar F(z) temos

 [(yla) —y(-2— ) B(@)] =

S ra) =yl > -

) — (9 — 2) — z [y(z) —y(=2 — )] .
- (dx[y” u(=2 ”) B0 = s — eyl - e@) 7 > O

Como

WO —s-2) = [ s > 0

segue que y(x) —y(—2 —x) > 0 para z > 0, o que completa a prova da Afirmagao
3.1.2.

3.1.1.2 Demonstracao da Afirmacao 3.1.3

Para verificar esta afirmagao consideramos separadamente os casos m impar e m
par. Em ambos os casos, utilizamos inducao em m para verificar tal desigualdade.
Ressaltamos que no texto original [10] esta afirmagao ¢ demonstrada sem utilizar
inducao. Para y = y(z) solucao de (3.5) temos que

22 + y()

Aw) = Al y(a) = 20

e por (3.7) temos a expressao de %*. Utilizando o Teorema Fundamental do Célculo,
o estudo da desigualdade (3.8) se reduz a estudar a desigualdade

(=)™ A@2m) — A(=2m)] = (~1)™*! {/_:%%dx < 0. (3.18)

(1° Caso): Consideramos m impar e seja m € {1,3,5,...,m}. Reescrevemos a
desigualdade (3.18) da seguinte maneira

o] -
(m—1)/2

= (=1)m*! / xr)dr + Z (/_ 4k+2 (x)dzr + /44k+2\11(x)dx> < 0,

4k—2 k—2
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onde ¥(z) = —2®(z)/(y(z) — ®(x)). Param = 1 temos (—1)™*! = 1, entao basta
provar que

/2 U(x)de = /02\11(1')0[1‘ + /0 U(x)dz < 0. (3.19)

-2 -2

Analisamos inicialmente o sinal de A = f02 U(z)dx. Como ®(z) possui expressoes
diferentes para x € [0,1] e x € [1, 2], escrevemos

2 2 ) 1 —xd
/\If(x)dx:/x(x)dmjL/x(I)dx.
0 1 y(e) — @(x) o y(r) = o(2)
Para z € (0,1) e z € (1,2) temos que ®(x) > 0 e por hipdtese y(z) — ¢(z) > 0,
assim

Poad) L)
/1y<x>—<b<x>d =0 /oy<x>—<b<a:>d <0

/ “Ww)dr < 0. (3.20)

Para analisar o sinal do segundo termo da soma de (3.19), B = ff)z U (x)dx, consi-
deramos a mudanca de variavel x — —az. Pela propriedade (3.3) obtemos

0 (7 —x®(x)
[ = [ e
_ /2 —x®(x)
1 y(=x) = o(=
Por hipétese y(—z) — ®(—z) > 0, dai

2 —ad(x) ! —1®(z)
/1 e T / (o) —a(m) =0

Concluimos assim que

! —zP(z)
2) dx + /0 y(—2) — &(—2) dx. (3.21)

/ "Bz < 0. (3.22)

—2

Segue de (3.20) e (3.22) que
2 7 —a0(x) .
/—2 bo)de = /—2 y(z) — O(x) el

o que prova a desigualdade (3.18) para m = 1.
Por indugao, suponhamos que a desigualdade é valida para m = m, ou seja,

o [ -
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Vamos mostrar que tal desigualdade vale para o préximo impar, m = m + 2. Como
(—1)™*3 = 1, partimos de

(m+1)/2 4k+2 4k+2
xr)dr + (/ dxr + / W(x dx) =
/ Z —4k—2 (=) 4k—2 (=)
2 (m—1)/2 —4k+2 4k+2
:/ U(r)de + ) (/ U(z)dx +/ \If(x)dm) +
—2 = —4k—2 Ak—2

< / ;:: W(x)dr + /2 :n+4 \I/(x)dx) |

Pela hipdtese de inducao basta provar que

el [T et
/-2m-4 y(x) — O(x) dr + /2m y(z) — o () dr < 0. (3.23)

Pela propriedade (3.3) temos que
O(—2m —2+1z)=P2m+2+ ) = P(x).

Considerando as mudancas de variavel xt — —2m —2+4+2x e z+— 2m+2+ x na
primeira e segunda integral de (3.23), respectivamente, obtemos

2 (2m 42— 2)0(x) O (2m+2—2)®(z)
(/ y(am 212 o T / y(—2m —2+a) - o(x) dx) "

</02 (—(2m+2+a:)<1>(93) s + /0 —(2m—|—2+x)<1>(x)) dx>.

y2m+2+4x) — O(2) LyCm+2+2x) - O(x

Denotamos por
B 2 2m+2—2)0(2) . 2 —(2m 424 2)P(x) .
t= (/0 s 2m 22 o “ T /0 y(2m+2+x)—(1>(x)d)

7 (/0 @m+2-2)®) N /0 —(2m + 2 + z)®(z) dm)

oy(—2m—2+2x) — P(x) o y(2m+2+x) — P(x)

Para provarmos (3.23) basta verificar que Z + J < 0. Na verdade verificamos que
7 <0eJ < 0. Reescrevemos a primeira integral de Z

2 (2m 42— 2)®(x) P 2m42—2)®(x) .
/0 y(—2m — 2+ x) — O(x) do = /1 y(—2m — 2+ z) — ¢(2) dw +

1 (2m+2 — x)P(x)
/o y(—2m — 2 +x) — d(x) dz. (3.24)
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Aplicamos a mudanga de varidvel z —— 2 — x na integral ff em (3.24) e usamos

que (2 — ) (22 ®(z). Dali, o lado direito da igualdade (3.24) equivale a
b2 iy o2m+2-1)0
/ @m+2)0@) o / @m+2-0)ez) (3.25)
o Y(=2m —z)— (z) o Y(=2m —2+z)— O(x)
Identificamos
I — /1 (2m + 2)®(x) i e T, — /1 (2m+2 — x2)®(x) g
T v —e@ TN T ym 2 - el T
Do mesmo modo, reescrevemos a segunda integral de Z
/2 —(2m + 2+ 2)®(z) o /2 —(2m + 2 + 2)®(x) i+
o y2m+24x)— d(x) L yCm+2+12) — O(2)
1
—(2m+ 24 z)P(x)
dx. 3.26
/Oy(2m+2+x)—<1>(x) * (3.26)

Novamente, pela mudanca de variavel x — 2 — x na integral ff em (3.26), temos
que o lado direito da igualdade (3.26) é equivalente a

L —2m 44— 2)®(z) L _2m+ 24 2)P(2)
/0 y@m+a—z) - () T /0 yemt2ia) o B

Identificamos

[N —@m+4—2)P(2) . [N —Cm+ 2+ 2)P(2) )
R e e e T R e e i

Logo, por (3.25) e (3.27) a integral Z pode ser reescrita como

T = (Th+1y) + (I + 1)

e (2m + z)®(x _ (2m+2+2)0(x) .
- / <y<—2m—x>— @ y<2m+2+x>—<b<x>)d *

/1 ( (2m + 2 — x)®(x) (2m +4 — 2)®(x) ) i
o \y(—2m—2+1x)— &) y(2m +4 —x) — d(x) ’

onde denotamos por C; =71 +Z, e Dy =1, + Z3. Pela Afirmacao 3.1.2 temos
—9m — = y(—(2 2 2
y(=2m—z) = y(-=@2m+x)) > y(2m+ 2+ x)

(>0

—2m — 2 = y(—@m+2—1x)) > y(2m+4—
y(=2m =2 +1x) = y( (,m:r ) z)) > y(2m+4—x),
>0
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e como ®(x) > 0 para 0 < z < 1, segue que

(2m + z)P(x _ (2m + 2+ x)P(x)
y(—2m —z) — ®(x) y(2m+2+x) — ®(x)

2m +2—2)0(x _ (2m +4 — x)P(2)
y(—=2m — 2+ x) — () y(2m+4—2) — ®(x)

Portanto, concluimos que Cz < 0 e Dz < 0, e entao
7 < 0. (3.28)

Para analisar a integral J utilizamos o mesmo raciocinio que na analise da integral
Z. Efetuamos a mudanca de variavel © — —x em J

P —@2m+2+2)0(2) . 2 2m+2—2)0(x) .
T /0 y—2m—2—2)+a(@) /0 y@m+2— )+ o) © (3:29)

Reescrevemos a primeira integral de J

2 —(2m+2+2)®(2) [P —(2m+242)0(2)
/0 y( 5 ¥ /1 y(

d
“om —2— 1)+ m 2 ro@ T

b (@2mt 2+ 2)0(x)
/0 y(—2m — 2 — z) + ®(x) dz, (3.30)

e aplicamos a mudanca de variavel x —— 2 — x na integral ff. O lado direito da
igualdade (3.30) equivale a

Vo —(2m 44— 2)0(x) L _@m+2+2)0(x)
/0 y(—2m — 4+ x) + ¢(x) et /0 y(—2m — 2 —z) + P(x) dz. (3.31)

Identificamos

[N —(2m+4—2)0(z) N —@2m+2+42)0(2)
Ji = /0 y(—2m — 4+ x) + O(x) dv e Jp = /0 y(—2m — 2 — x) + ¢(z) d.

Reescrevemos a segunda integral de (3.29) como

/2 (2m+ 2 — z)P(x) dr — /2 (2m+2 — x)P(x)
o y2m+2—1z)+ d(2) L y(2m+2 —x) + P(2)
(

o@2m 42— 2)0(2)
/o y(2m+2 —x) + O(x) dx, (3.32)

dr +

e com a mudanga de variavel x —— 2 — z em ff, o lado direito da igualdade (3.32)
equivale a

L 2m + 2)®(x) L2m 42— 2)d(x)
/0 y(2m+ x) + @(x) de + /0 y(2m +2 — z) + d(x) dz. (3.33)
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Identificamos

I A U ) LGN A L R Sl C) N
Js = /0 y@m 1)+ o) ¢ Ji = /0 y@m 20+ e

Segue de (3.31) e (3.33) que a igualdade (3.29) pode ser reescrita da forma

J = (B+)+ T+ T)

! @2m+z)P(x) (2m+ 2 + z)P(x) .
N /0 (y(2m+x)+<b(x) y(—=2m —2 — 1) —i-(I)(a:)) dv

/1( (2m + 2 — 2)d(2) (2m +4 = 2)2(z)
o \y( )

2m+2—2) +®(x)  y(-2m—4+w +<I>(:c)> o

onde denotamos C7 = J3+ Jo e Dy =T, + Js. Pela Afirmacao 3.1.2 temos
y2m+z) > y(-2m—-2—-—xz) e y2Cm+2-2z) > y(—2m—4+x),
e como ®(x) > 0 para 0 < z < 1, segue que

(2m + z)®(x) _ (2m + 2+ z)P(x)
y(2m + ) + P(x) y(—2m —2 —x) + ()

(2m +2 —x)P(2) _ (2m +4 —x)P(2)
y(2m+2 —z) + ®(z) y(—2m —4+x)+ O(x)

Donde concluimos que C;s <0 e Dy < 0, e entao
J < 0. (3.34)

Portanto, a desigualdade (3.23) segue de (3.28) e (3.34). E com isso, por indugao,
estd provada a desigualdade (3.18) para m impar.

Agora, analisamos o caso para m par. Seguimos o mesmo raciocinio do caso
m impar. Pequenas diferencas surgem na forma de reescrever a desigualdade a ser
provada.

(2° Caso): Consideramos m par e seja m € {2,4,6,...,m}. Dai, a desigualdade
(3.18) pode ser reescrita da forma

/_m \If(x)dx] = (—1)™*!

2m

(_1)ﬁ+1

/_2xp(x)dx n /Q\I/(x)d:c n /24\If(a:)d:c +

4 -2

= (/:‘I’<~’”>d~’“ + / :M\If(x)dx)] <o,

(3.35)
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com ¥(z) = —z®(x)/(y(z)—®(z)). Suponhamos 7 = 2. Neste caso, (—1)™ = —1
e a desigualdade (3.18) é valida se

{/_42%%dx+/:%%dx+/:%%daz} > 0.
(3.36)

Aplicamos as mudancas de variavel z — —4 +x e x +—— 4 4 x na primeira e na
terceira integral de (3.36), respectivamente. Por (3.3), obtemos

V yE; if)—@éﬁ:) e /_22‘“‘””‘” " / yili;@_@q% d‘”]

B (/ ;&i? )—@@(2)“ y /02‘1’“”)”) ’ (/_Z‘I’(”dx ! / ;&ﬂf )—®<I>(2> d‘”)‘

Denotamos por
o= ([t e [oran )

£ (/%&x) et / R df")‘

Inicialmente analisamos o sinal de K. Reescrevemos a primeira integral de

2 (—z4+4)0(2) B 2 (—z4+4)0(2) U (—o4+4)®()
/0 ) dx —/1 ) dx —I—/O dr.  (3.37)

y(r—4)—o(x y(r—4)—o(x y(r—4)—o(x)
Pela mudanca de varidvel © — 2 — x na primeira integral e por ®(2 — x) (22 O(x),
o lado direito da igualdade (3.37) equivale a
L (2 +2)®(x) U (—x + 4)d(x)
dr + / dz. 3.38
e R e e 1 539
Identificamos
! 2)P "z +4)0
lClz/ (z +2)2( dx e IC2:/ (zz+ () dz.
o y(=2—2) - &(z) o ylr—4) - o(z)

Na segunda integral de K consideramos f02 = ff + fol e aplicamos a mudanca de

<2 . 2 .
variavel x —— 2 — x na integral fl . Assim

Pa@) o[ ek @) o ek
/0 y(z) — O(x) ! _/o y(—z+2) — O(z) d +/0 y(z) — D(z) dx.  (3.39)
Identificamos

o = / W12 ) " o= / @) o ™
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Por (3.38) e (3.39) temos

L/ (2 +2)0(2) z®(x)
K= (Ki+Ka) + (K + K5) = /O (y(_x —2)—®(z) y(x)— @(x))dx '

/1 < (2 +4)0(x)  (—x+2)P(z) )dx
o \ylx—4) =) y(—r+2)-o(x)) "’

onde denotamos por Cx = K1 + K4 e D = Ky + K3. Logo, como para 0 < x < 1
temos ®(x) >0 e 1 < —x+ 2 < 2, pela Afirmagao 3.1.2 temos que

y(r) > y(—2z—-2) e y(-r+2) > ylr—4).

Dali,
(x +2)0(x x®(x)

y(=r=2) =®(z) = y(z) - ()

(cr+ () (~r+2)P(x)
ylr—4) = ®(z) = y(-w+2) - ()

Portanto, Cxc > 0 e Dy > 0. Assim
K > 0. (3.40)

Analisamos a integral £. Inicialmente aplicamos a mudanca de variavel x —— —x

em L
B 2 —x®(x) . 2 (—x 4+ 4)P(2) y
c- | o) e T | o re@ B4

Reescrevemos a primeira integral de £ como

> —2® > —2® b2
/ - e :/ %) +/ @) (3a9)
o y(—x)+ @(x) 1 y(=x) + ®(x) o yY(—x)+ ®(z)
e fazemos a mudanca de variavel r — 2 —  na integral ff. Logo, o lado direito da
igualdade (3.42) equivale a

1 1
—(2 - —xd
/ Q=)o@ , / _ ) (3.43)
o Yz +2)+ (x) o y(=2) + &(x)
Identificamos
1 1
—(2— —zd
c, :/ (2 — 2)®(x) de o Ly = / ff—(f)dx_
o Y& +2)+ () o y(=z) + &(2)
Do mesmo modo, na segunda integral de (3.41) consideramos f02 = f12+ fol e

: ., . 2 .
aplicamos a mudanga de varidvel z —— 2 — = na integral fl . Assim

> (—x+4)®(2) [t (@+2)0(2) . Y (—z+4)P(x) .
/oy )dx—/oy )d +/0y drx. (3.44)

(—z+4)+d(x (x+2)+D(z (—x+4)+P(x)
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Identificamos

B V(2 +2)®(x) e B V(o +4)0(2) .
ks = /0 y(x+2)+<l>(x)d L = /0 y(—x+4)+¢>(m)d'

Por (3.43) e (3.44) temos

V(24 2)®(x) x® ()
L= (Ls+ L)+ (La+L1) = /0 (y(x+2) +d(z)  y(—x) +<I>(I))dx i

/1( (—x 4+ 4)P(2) (2 —2)D(x) )d

o \y(—zx+4)+d(x) ylx+2)+ d(x)

onde denotamos por C, = L3+ Ly ¢ Dy = L4+ L1. Como para 0 < x < 1 temos
O(x) >0 e 1 < —x+2<2, pela Afirmacao 3.1.2 temos

y(—x) > y2+z) e ylx—2) > y(—z+4).
Dali,
(x +2)0(x) - x®(x)
y(x +2) + &(x) y(—z) + ¢(z)

(—z +4)P(2) (2 —2)®(x)
y(—x +4) + &(x) ylx +2)+ &(z)

Donde concluimos que Cz > 0 e D, > 0. Assim
L > 0. (3.45)

Portanto, segue de (3.40) e (3.45) que a desigualdade (3.36) ¢ satisfeita para m = 2.
Por indugao, suponhamos que a desigualdade (3.35) ¢ vdlida para m = m, ou
seja, visto que (—1)™"! = —1 temos

-2 2 (m=2)/2 4k 4k4-4
/ \If(x)dx+/ \If(x)dx+/ z)dz + Z (/ da:+/ \If(a;)da;) > 0,
_4 ) —4k—4 4k

onde ¥ (z) = —z®(z)/(y(z) — ®(x)). Vamos mostrar que a desigualdade (3.35) vale

para o préximo par, m = m+2. Como (—1)™" = —1, temos que verificar a seguinte
desigualdade
-2 2 4 m/2 —4k 4k+4
/ U(z)dz + / U (z)dx + / U(z)dz + Z(/ U (z)dx +/ \I/(x)dx) =
—4 -2 2 o1 \J —4k—4 4k
-2 2 4 (m=2)/2 ;442 4k42
= / U(z)dx +/ U(z)dx +/ U(x)de + ) (/ U(z)dx + / \Il(x)dx) +
—4 -2 2 1 —4k—2 4k—2

(/_;Z‘Ijmd‘” /2 im+4‘1’(ﬂf)dx) > 0.
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Pela hipdtese de inducao basta provar que

o ak(e) [ el
/—2m—4 y(x) — d(x) dr + /2m y(z) — o(z) drz > 0. (3.46)

Pela propriedade (3.3) temos que para m par vale
O(—2m —2+2x)=d2m+2+x) = —P(2).

Considerando as mudancas de variavel xt — —2m —2+4+2x e z+— 2m+2+ x na
primeira e segunda integral de (3.46), respectivamente, obtemos

(/02 y((—?m — 24 2)P(x) s + /0 (—2m — 2 + x)cb(a;)x) dx) N

—2m —2+2z) + O(2) oy(=2m —2+x) + P(
> (2m+2+2)P(x) O (2m+ 2+ 2)0(z)
(/0 y2m+2+x) + (2) do+ /_2y(2m+2+x)+<b(x) dw)'

Denotamos por

M = </02 y((—Zm — 2+ x)@(az)x) i + /02 y((Qm +2+2)0(7) dx)

—2m —2+z) + O(

B O (=2m -2+ 12)®() . O (2m+ 2+ 2)®(x) .
A= </_2y(—2m—2+:v)—l—(l>(as)d * /_2y(2m+2+x)+(1>(x)d)'

Para provarmos (3.46) basta verificar que M + N > 0. Verificamos que M > 0 e
N > 0. Reescrevemos a primeira integral de M

2 (—2m — 2 + x)P(x) - 2 (=2m — 2+ x)®(x)
/o y(—2m — 2+ x) + O(x) dr = /1 y(—2m — 2 +z) + ®(x) dr +
bo(=2m =24 2)®(2)
/0 y(—2m — 2+ ) + ¢(x) dr. (3.47)

Aplicamos a mudanca de variavel  — 2 — x na integral ff em (3.47). Dai, o lado
direito da igualdade (3.47) equivale a

b (=2m - 2)®(x) U(—2m - 2+ 2)0(x)
/o y2m—n) @ T / s—2m—2+a) 1o @ B4

Identificamos

(Y (—2m—2)®(x) e (Y (—2m =2+ 2)P(x) .
M= /0 y(—2m — ) + ®(x) d Mo = /0 y(—2m — 2+ x) + ®(x) dr.
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Na segunda integral de M consideramos f02 = ff + fol e aplicamos a mudanca de

s . 2 .
variavel x — 2 — x na integral fl . Assim

2 (2m + 2+ 2)®(x) [t 2m+4—2)0(2)
AZK d$_u£y(

2m+ 2+ ) + (z) 2m+4 — ) + P(x)

dr +

L (2m+ 2+ 2)()
/0 y(2m + 2+ ) + ®(z) dz. (3.49)

Identificamos

[N Cm+4—2)P(x) [N 2m 42+ 2)0(2)
M3_/0 y(2m—|—4—x)+<1>(3:)dm ¢ M4_/0 y(2m+2+x)+q)(x)dx'

Logo, por (3.48) e (3.49) a integral M pode ser reescrita como
M = (M4 + ./\/ll) + (./\/lg + MQ)

1 (2m 4+ 2 + x)P(z) (2m + 2)®(x)
/0 (y@m +2+ )+ @) y(-2m—2)+ cp<x>) e

/4< @mtd-n)®@) __ (@m+2-2)(@) )m

o \y(2m+4—x)+ d(x) y(—2m — 2+ x) + O(x) )

onde denotamos por Cyy = My + My e Dy = M3z + Msy. Pela Afirmagao 3.1.2
temos

y(—2m—z) > y2m+2+2z) e y(-2m—-2+4+z) > y2m+4—x),
e como ®(x) > 0 para 0 < z < 1, segue que

(2m+ 2+ x)P(x) (2m + z)®(x)
y(2m+ 2+ x) + (z) y(—2m — ) + ¢(x)

(2m+4 — x)P(x) - (2m +2 — x)P(x)
y(2m+4 —x) + O(2) y(—2m —2+ )+ O(x)
Portanto, concluimos que Cyy >0 e Dy > 0, e entao

M > 0. (3.50)

Analisamos a integral N. Inicialmente aplicamos a mudanca x — —z em N

2m—|—2+x)<1>( ) 2 (=2m — 24 2)®(x)
N = / 92— 1)~ () dx+/0y(2m+2—x)—(1>(:p) dr. (3.51)

Reescrevendo a primeira integral de N como

2 2m+ 2+ 2)d( (2m + 2 4 2)®(2)
/Oy( 2m —2 —z) — /1y —2m—-2—1z)— q)(x)d

Tr +

Lo2m+2+2)9(x)
/0 J(—2m—2— 1) - 90 dz, (3.52)
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e fazemos a mudanga de variavel x — 2 — x na integral ff. Logo, o lado direito da
igualdade (3.52) equivale a
/1 (2m +4 —2)P(x) i + /1 (2m+ 2+ x)P(z
x
) W(—2m— 4+ 0) - o) ) W(—2m—2—2) - (1)
Identificamos

M Cm+4—2)P(x) o N C2m42+2)P(x) .
M= /0 y(—2m — 4+ x) — ®(z) d N = /0 y(—2m — 2 —x) — ®(x) de.

dr.  (3.53)

Do mesmo modo, na segunda integral de (3.51) consideramos f02 = f12 + fol e apli-

.y . 2 .
camos a mudanca de varidavel x —— 2 — x na integral f1 . Assim

2 (=2m — 24 2)P(x) B L (Zom — 2)®(z) )
/0 y@m+2—z)— o) /0 @) o) T
1 (—2m — 2+ 2)®(x)
/o yom+2—a) o) (3.54)

Identificamos

Y (=2m - 2)®(x) N M (2m =2+ 2)P(x) y
Ny = /0 y(2m + z) — ®(x) d Ni = /0 y(2m+2 —x) — O(x) d.

Segue de (3.53) e (3.54) que a igualdade (3.51) pode ser reescrita da forma
N = (./\/2 —|—N3) + (Nl +N4)

! 2m+2+2)0(2) _ (2m+2)0(z) .
- [ e o ~ wonro—a)® *
/1 ( (2m +4 — x2)®(2)  (2m+2-2)0(z) ) s
o \y(—2m—4+z)— o(2) y(2m+2—1x)— d(x) ’

onde denotamos Cyy = Ny + N3 e Dy = N; + N,. Pela Afirmacao 3.1.2 temos
y2m+z) > y(-2m—-2—-2z) e y@Cm+2-2) > y(—2m—4+=x),
e como ®(x) > 0 para 0 < z < 1, segue que

(2m + 2+ z)P(x) - (2m + x)P(x)
y(—2m — 2 —z) — d(2) y(2m + x) — O(x)

(2m +4 —2)0(2) - (2m +2 —x)0(2)
y(—2m — 4+ x) — () y(2m+2—1x) — d(x)

Donde concluimos que Cyr > 0 e Dy > 0, e entao

N > 0. (3.55)

Portanto, a desigualdade (3.46) segue de (3.50) e (3.55). E com isso, por inducao,
estd provada a desigualdade (3.18) para m par. Assim, completamos a demonstragao
da Afirmagao 3.1.3.
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3.1.1.3 Demonstracao da Afirmagao 3.1.4

De fato, verificamos que cada arco de uma érbita do sistema (3.5) que estd localizado
no semiplano x > 0 ou z < 0, cruza o grafico da fun¢ao ®(z) ou o eixo-r no maximo
uma vez. Notamos que o campo de vetores de (3.5) é vertical sobre o grafico da
funcao ®(x) pois

z=20 =0

y=—x<0 paraxz >0 ou y=—x >0 parazx <0.

Ou seja, as situagoes dadas pela Figura 3.8 ndo podem ocorrer, pois em (a) existe
um outro ponto no qual a campo é vertical, porém temos que o mesmo é vertical
somente sobre o gréfico da ®(z), e em (b), visto que o campo é vertical sobre ®(z),
a 6rbita forma um “bico” e contraria o fluxo.

(a) (b)

Figura 3.8: Situagoes que a érbita v_o,, nao satisfaz.

Como a orbita v_s, nao pode tender ao infinito, pois pela Afirmacao 3.1.2
para x = 0 vale y(0) > y(2)(notamos que para x = 0 o campo ¢é horizontal com
T =1y,y=0), temos que 0 < z_g,, € Y_g,, estd acima do eixo-z antes de chegar a
B,,. Além disso, a Afirmacao 3.1.3 garante que x_o,, > 2m para m par. De fato, se
T_om < 2m existe uma érbita que cruza o eixo-r no ponto (2m, 0). Pela existéncia e
unicidade de solugoes, esta orbita esta acima da orbita v_o,, e cruza a reta x = —2m
em I, = (=2m,yp ) com y > 0, veja Figura 3.9. Com isso, temos que

A(2m) = A(2m,y(2m))
= A(2m,0)

(—=2m, yr,)

(-

(-2

A
>

= A
= A

2m, y(—=2m))
m)

implica que, param par, (—1)™ T\ (2m)—A(=2m)] > 0, o que contradiz a Afirmagao
3.1.3.
Notamos que se z_s,, = 2m, entao

A(2m) = A(By) = AM(2m, 0) = A(—2m, 0) = A(A,,) = A(—2m)

o que também contradiz a Afirmacao 3.1.3. De modo analogo temos que x_s,, < 2m
para m impar, pois caso contrario, a érbita vy_o,, cruza a reta x = 2m num ponto
IV, = (2m,ypr) com yp > 0 e entdo temos A(2m) > A(—2m). Consequentemente
(—=1)™ A (2m) — A(—2m)] > 0, o que contradiz a Afirmagao 3.1.3.
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{

O(x)

2m 2m

Figura 3.9: Arco de érbita intersectando o eixo-z no ponto (2m,0) para m par.

Para m par a unicidade de solugoes garante que 2m < x_g, < T_gumt1) <
2(m +1). Como & > 0 (respectivamente & < 0) para y > ®(x) (respectivamente
y < ®(z)) segue que 2m < T_g, < T, < 2m+2 € 2m < T_gpm < Togimy1) <
xr,.,., < 2m+ 2. Além disso, y;,, >0 e yg,.,, > 0jid que ®(x) > 0 para 2m <
xr < 2m + 2. Agora, para m impar temos que 2m — 2 < x_o, < x, < 2m
e 2m — 2 < T opmio < T_ oy < 2m pois a unicidade de solugoes garante que
2(m — 1) < x_gm-1) < T_om < 2m. Para 2m —2 <z < 2m, ®(x) > 0, e assim
yr,._, >0 e yr, > 0. Com isso, provamos a Afirmagao 3.1.4.

3.1.2 Unicidade do ciclo limite encontrado em 3.1.1

Nesta subsecao verificamos que o sistema (3.5) possui um unico ciclo limite tal que
seu ponto mais a direita estd localizado na faixa 2m < x < 2m + 2 para m € N.

Durante esta etapa sao enunciados trés lemas cujas demonstracoes sao apresen-
tadas em 3.1.2.1, 3.1.2.2 ¢ 3.1.2.3.

Seja I' um ciclo limite com seu ponto mais a direita na faixa 2m < x < 2m + 2
para algum m € N, e seja A o multiplicador de I'; isto é, o autovalor da aplicacao
primeiro retorno de Poincaré associada ao ciclo limite I'.

Lembramos que a derivada de ®(z) nao estd definida sobre x = 2m + 1 para
m € Z. Assim, denotamos por ®,(z), a derivada pela esquerda (respec. direita)
se consideramos x no intervalo (2m,2m + 1] (respec. [2m + 1,2m + 2)). Segue de
(3.4) que ®,(x) = +e. Decompomos o ciclo limite I' = U,iuzo 7 onde 7y S20 0s arcos
de 6rbita consecutivos de I' separados pelas retas © = 2m + 1 para m € Z. Com
abuso de notagao, denotamos por f% a integral sobre o intervalo [ty, tx11] onde esta
definido o arco de érbita v;. Para este ciclo limite I' vale o seguinte lema.

Lema 3.1.1 O multiplicador do ciclo limite I' para o sistema (3.5) €

A= exp(—Z/ @Ax(t))dt),
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onde o somatorio percorre todos y;.S.

Com os lemas a seguir demonstramos a unicidade do ciclo limite com seu ponto
mais a direita localizado na faixa 2m < x < 2m + 2 para m € N.

Assim como no Lema 3.1.1, decompomos uma érbita periddica I, com seu ponto
mais a direita na faixa 2m < xz < 2m + 1 para algum m € N por

I = Uy,

Daqui por diante, dado uma érbita peridédica I', abusamos da notagao e consideramos
a integral fr como a integral sobre o intervalo em que esta definida a o6rbita periddica
I.

Lema 3.1.2 Seja T, uma érbita periddica do sistema (3.5) tal que seu ponto mais
a direita estd localizado na faizxa 2m <z < 2m+1 para m € N. Entao

(-1)7712/ B, (x(t))dt = (—1)m/ B, (x(t))dt > 0.

Com este lema obtemos uma outra maneira de escrever o expoente caracteristico
associado a uma drbita periddica tal que seu ponto mais a direita estd localizado
na faixa 2m < z < 2m + 1. O préximo resultado nos déd uma relacao entre o
expoente caracteristico para érbitas periddicas tal que seus respectivos pontos mais
a direita estao localizados na faixa 2m + 1 < z < 2m + 2. Sejam I'y e 'y duas
orbitas periddicas. Para tais érbitas, dizemos que I'y C I'y se a orbita I'; estiver
completamente contida na regiao delimitada por I's.

Lema 3.1.3 Se o sistema (3.5) possui duas érbitas periddicas I'y C Iy tal que ambas
tém seu ponto mais a direita localizado na faiza 2m+1 < x <2m+ 2 com m € N,
entdo seus erpoentes satisfazem

(—1)m [ /F (el - / B, (2(t))dt

I'1

< 0. (3.56)

Finalmente, com os resultados obtidos nos Lemas 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3 mostramos
que o sistema (3.5) possui um tnico ciclo limite tal que seu ponto mais a direita esté
localizado na faixa 2m < x < 2m + 2 para m € N. Para isto, dividimos a prova em
dois casos. Analisamos a unicidade do ciclo limite tal que seu ponto mais a direita
esta localizado na faixa 2m < z < 2m + 2.

(Caso 1): Assumimos que o sistema (3.5) possua uma 6rbita periédica I', tal que
seu ponto mais a direita esta localizado na faixa 2m < x < 2m + 1. Vamos verificar
que neste caso o sistema (3.5) ndo pode ter uma ou mais érbitas periddicas tais que
seus respectivos pontos mais a direita estao na faixa 2m + 1 < x < 2m + 2.

Pelos Lemas 3.1.1 e 3.1.2, para m impar (par), a orbita periédica I, é o tinico
ciclo limite hiperbdlico instavel (estavel) do sistema (3.5), tal que seu ponto mais a
direita esta localizado na faixa 2m < z < 2m + 1. De fato, pelo Lema 3.1.1 temos
que o multiplicador da orbita periddica I',, é dado por

A = exp (— Zm @Ax(t))dt) . (3.57)

Ymy
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E pelo Lema 3.1.2, dado I',,, como acima, obtemos que para todo m € N vale

(_1)mi‘ ®,(x(1))dt > 0. (3.58)
k=0

TYmy,

Assim, para m ifmpar (par) o somatério de (3.58) necessariamente é negativo (posi-
tivo), consequentemente por (3.57) temos que A > 1 (A < 1), ou seja, I, é um ciclo
limite hiperbdlico instavel (estével). A unicidade segue do fato que, dado um ciclo
limite hiperbédlico I',, (instavel ou estdvel) com seu ponto mais a diretia localizado
na faixa 2m < x < 2m + 1, se existir um outro ciclo limite hiperbélico I/, com seu
ponto mais a direita localizado na mesma faixa, entao o Lema 3.1.2 garante que o
ciclo limite I, tem a mesma estabilidade de I',,, o que leva a uma descontinuidade
no campo. A seguir analisamos somente o caso m impar. Para m par a prova é
analoga.

Sendo I, a o6rbita periddica com seu ponto mais a direita na faixa 2m < z <
2m+ 1, assumimos que o sistema (3.5) possui uma outra 6rbita periddica I, tal que
seu ponto mais a direita esta localizado na faixa 2m +1 <x <2m+2. Se I} é a
unica érbita periddica com seu ponto mais a direita localizado na faixa 2m+1 < x <
2m + 2, entdo I'*, é a érbita periédica mais préxima do ponto A,, 1 = (2m + 2,0)
pelo lado esquerdo. Assim, sendo I',, instavel para m impar, segue do item (c) da
Proposicao 3.1.1 que I'}, é interiormente estavel e exteriormente instavel. Notamos
que para o caso m par, temos I} interiormente instavel e exteriormente estavel.

Consideramos o sistema X, (z,y) = (P(z,y,a), Q(x,y, a)) dado por

& =y —0(z) - aky(2),

s (3.59)

onde a é um parametro real e

™

O(z) — e sen <§x> , para 2m+1 < |z| <2m + 2.

0 , para |z| <2m+1 e |z|>2m+ 2,
Fn () =

A relagao entre o gréfico de o(x) = sen(mwz/2) e o grafico da ¢(x) é dada pela Figura
3.10.

O sistema (3.59) forma uma familia de campos de vetores rodados generalizados
com respeito a a, veja Observacao 1.3.1. De fato, a origem é o tnico ponto singular
do sistema que permanece inalterado quando « varia. Além disso, temos que

P @ y— () — aF,(z) —x <0 param impar,
= = —zF,(z) =

oroq —F(2) 0 > (0 para m par.

Jda Oa

Como consideramos m impar, segue da teoria de campos de vetores rodados genera-
lizados, mais precisamente de (1.38), que o sistema (3.59) gira no sentido horario.
Logo, quando 0 < a < 1 tende a zero, temos pela Propriedade 1(ii) (veja Tabela
1.2) que a 6rbita periddica I} se divide em pelo menos duas 6rbitas periédicas I'F
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—1t
Figura 3.10: Graficos das fungoes ¢(z) e o(x).

eIV, com IV, CIy,, sendo I'y | estavel e I}, instavel. Visto que a estabilidade

de uma 6rbita periédica I' no sistema (3.59) é dada por

A= exp (/F div(Xa)dt> ~exp (/F @5 + aaf)dt) ~exp </F (@, + an)dt) ,

temos

/ (@, +aF)dt > 0 e / (@, +aF)dt < 0. (3.60)
F *

*
ml m2

Por outro lado, de maneira analoga a prova do Lema 3.1.3, obtemos

(~1)" [ /.

m2

(D, + oF,)dt —/ (0, + aF,)dt| < 0, (3.61)

r

*
ml

ou seja, para m impar vale

(/r (O, + aFy)dt — /F

m1l

(<I>I+an)dt> > 0,

o que contraria a condi¢ao (3.60). Portanto, o sistema (3.5) ndo pode ter uma
unica oOrbita periédica com seu ponto mais a direita localizado na faixa 2m + 1 <
x < 2m + 2. Para m par temos que o sistema (3.59) gira no sentido anti-horario e
quando o parametro diminui, a érbita periédica I'}, se divide em I'} ; instavel e '} 5
estavel e entao

/ (@, +aF)dt < 0 e / (®, + aF,)dt > 0.
T* I*

ml m2
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Como para m fmpar, obtemos por (3.61) que para m par

(J

o que também ¢é uma contradicao.

Assumimos entao que o sistema (3.5) possui pelo menos duas dérbitas periédicas
tais que seus respectivos pontos mais a direita estao localizados na faixa 2m + 1 <
x < 2m+2. Denotamos por I a érbita periédica mais proxima da érbita periddica
I';,, e denotamos por I''* D I'' a orbita periddica proxima a I',. Logo I, é
interiormente estavel (instdvel), visto que I',, é instavel (estdvel) para m {mpar
(par). Se I' nao é exteriormente estdvel (instavel), segue pela teoria de campos
de vetores rodados generalizados que I}, se divide em duas 6rbitas periddicas, e
do mesmo modo que no paragrafo acima chegamos a uma contradicao. Se I';, é
exteriormente estavel (instavel), entao I é estavel (instdvel) e I'** é interiormente
instavel (estavel). Assim, se I'}F é exteriormente instavel (estdvel), o Lema 3.1.1
garante que

J

Por outro lado, para m impar (par), temos pelo Lema 3.1.3 que

(]

o que contraria a condigao (3.62). Consequentemente, se I'** nao é exteriormente
instavel (estdvel) continuamos com a andlise da estabilidade exterior da 6rbita
periédica seguinte, onde no caso de ser instavel (estavel), aplicamos o Lema 3.1.3
a esta Orbita e a orbita periddica I, e obtemos a mesma contradigao como acima.
Porém, como a drbita periédica mais préxima do ponto A,,;; = (2m + 2,0) pelo
lado esquerdo é exteriormente instével (estdvel) para m impar (par), pelo Lema
3.1.3 chegamos a uma contradigao. Isto implica que dada a érbita periddica I'y,, o
sistema (3.5) nao possui érbitas periddicas tais que seus pontos mais a direita estao
localizados na faixa 2m + 1 < x < 2m + 2.

(P, + aF,)dt — /

*
m2 ml

(CIDm—l—ozFx)dt) < 0,

—(x(t))dt < 0 (> 0) e / B, (x(t))dt > 0 (< 0).  (3.62)

* ok
m m

O(a(t))dt — /

i @x(x(t))dt) > 0 (< 0), (3.63)

ook *
m m

(Caso 2): Suponhamos que o sistema (3.5) nao possua érbitas periddicas tais que
seus pontos mais a direita estao localizados na faixa 2m < x < 2m + 1. Entao
pela Subsegao 3.1.1, o sistema (3.5) possui pelo menos uma 6rbita periddica tal que
seu ponto mais a direita estd localizado na faixa 2m + 1 < x < 2m + 2. Suponha-
mos que o sistema (3.5) possui pelo menos duas dessas érbitas periédicas na faixa
2m + 1 < x < 2m + 2. Para m fmpar (par) assumimos que o sistema (3.5) possua
a orbita periddica I',,11 tal que seu ponto mais a direita estd localizado na faixa
2m+2 < x < 2m + 3. Segue do Caso 1 que I',,,;1 € estavel (instavel) e dnica no
intervalo (2m + 2,2m + 4). Denotamos por I} a 6rbita periédica mais proxima de
['y41, e denotamos por Iy, C I''* a érbita periddica mais proxima a I')*. Logo, I')7 é
exteriormente instavel (estavel). Se I''* nao ¢ interiormente instavel (estével), assim
como feito no Caso 1 aplicamos a teoria de campos de vetores rodados generalizados,
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e obtemos que quando o parametro diminui a érbita periédica I'}* se divide em duas
érbitas periddicas I3 e T, estavel e instdvel respectivamente (instavel e estdvel

respectivamente) e entao

J

Como I'*, C T'%%,, para m impar (par) temos por (3.61) que

(/

o que contraria (3.64). Se I''* é interiormente instavel (estavel), entao I':* é instdvel
(estével) e 'Y, é exteriormente estével (instdvel). Dai, se I}, ¢é interiormente estéavel
(instavel), por (3.62) e (3.63) chegamos a uma contradi¢ao. Porém, se I'f nao é
interiormente estavel (instdvel) entdo aplicamos novamente a teoria de campos de
vetores rodados generalizados, e para m {mpar (par) temos que o sistema gira no
sentido horério (anti-horario). Neste caso, quando o parametro aumenta (diminui) a
orbita periddica I'} se divide em duas drbitas perioddicas I} ; e I'Y ,, instavel e estavel

respectivamente (estavel e instavel respectivamente), veja Tabela 1.2. Temos que

J

e que I , C I'*. Assim, segue de (3.61) que para m impar (par) vale

(J

e entao chegamos também a uma contradigao do Lema 3.1.3. Logo, o sistema (3.5)
possui uma tunica érbita periddica tal que seu ponto mais a direita esta localizado
na faixa 2m+1 <z < 2m + 2.

Portanto, pelos Casos 1 e 2, concluimos que o sistema (3.5) possui um tnico ciclo
limite interceptando o intervalo (2m,2m + 2). Com isso completamos a prova do
Teorema 3.0.1.

(@, +aF,)dt > 0 (< 0) e / (@, +aF,)dt < 0 (> 0).  (3.64)

* 3k % %
ml m2

(®, + aF,)dt — /

% 3k % %k
m2 le

(<I>$+an)dt> > 0 (< 0),

(@, +aF)dt > 0 (< 0) e / (®, + aF)dt < 0 (> 0),
I

* % %k
m2 m

(®, + aF,)dt — /

*
F'm2

(<I>m+an)dt> > 0 (< 0),

ok
m

Observamos que se estamos no Caso 1, o tinico ciclo limite considerado ¢ hiperbo-
lico, e se estamos no Caso 2, o unico ciclo limite é estdavel ou instavel. No segun-
do caso, Llibre, Ponce e Zhang em [10] ndo provaram que o unico ciclo limite é
hiperbdlico, mas conjecturaram que todos os ciclos limites do sistema (3.1) s@o
hiperbdlicos. Essa conjectura é natural pois para € > 0 suficientemente pequeno,
provamos que o sistema (3.1) possui pelo menos n ciclos limites hiperbélicos na faixa
lz] < 2n+ 2, n € N (veja Teorema 2.0.1), e eles persistem hiperbdlicos para todo
€ > 0 segundo o Teorema 3.0.1.

A seguir apresentamos as demonstragoes dos lemas enunciados nesta subsecao.
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3.1.2.1 Demonstracao do Lema 3.1.1

Tomamos P(z,y) =y — ®(z) e Q(z,y) = —z. Seja py um ponto sobre I' e n,, o
vetor normal de I" em py apontando para o exterior de I'. A érbita periddica I' tem
o fluxo no sentido horario conforme o tempo cresce, dizemos que I' é negativamente
orientada.

Seja p um ponto sobre n,, tal que a distancia d(po,p) = ng, com ny suficien-
temente pequeno. Logo, a dérbita que inicia em p cruza novamente o vetor n,, no
ponto p* com d(pg, p*) = n;. Assim, em n,, temos uma aplica¢do primeiro retorno
de Poincaré ng —— g(ng) = ny, veja Figura 3.11. A aplicagao g possui um ponto fixo
ng = 0, o qual corresponde ao ciclo limite I'. Além disso, para ng > 0 suficientemente
pequeno, se g(ng) < ng (respectivamente g(ng) > ng) entao a érbita periddica I' é
dita ezteriormente estdvel (respectivamente ecteriormente instdvel). Para ng < 0,
se g(ng) < ng (respectivamente g(ng) > ng) dizemos que I' é interiormente instdvel
(respectivamente interiormente estdvel), porém neste caso n,, é considerado o vetor
normal a I em py apontando para o interior de I'. A prova neste caso é semelhante
a seguinte prova e sera omitida.

A

Figura 3.11: Aplicagao primeiro retorno de Poincaré induzida pelas trajetérias préximas
do ciclo limite I'.

Assumimos que a curva I' estd parametrizada por comprimento de arco a partir
de pp no sentido horario. Denotamos por x = £(s) e y = n(s) a parametrizacao
por comprimento de arco de I' para s € [0,(] onde [ é o comprimento de I". Dali,
11(&'(s),m'(s))|| = 1 para todo s € [0,1]. Notamos que &(s) e n(s) sdo suaves para
s € [0,1] e sdo analiticas entre as retas © = ar € © = ag,1, onde aj € agr; SA0 as
abscissas dos pontos extremos do arco de drbita v, (veja Figura 3.11). Seja I', a
érbita que inicia no ponto p. Para cada ponto p’ € I', existe um tnico vetor normal
exterior de I', n,y, em algum ponto py € I' tal que p’ € ny . A distancia d(pj, p')
¢ uma fungao de s que denotamos por n(s). Como (£'(s),n'(s)) é o vetor tangente
a I' em pf, entdo o vetor normal a I' em pf, é (—1'(s),&'(s)) e a relacdo entre as
coordenadas cartesiana e as coordenadas parametrizadas do ponto p’ é dada por

v = &(s) —n(s)n'(s),
y = n(s) +n(s)f'(s),

,’,Il
/(8

(3.65)
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onde

d_ZL‘ . Ps /( ) _ @ o Qs
Cds o yprr@ T T ds T g
Po=P(&(s),n(s)) =n(s) = 2(&(s)) e Qs =Q(E(s),n(s)) = —&(s),

com [|(¢'(s),n'(s))]| = 1 para todo s. Para o caso em que n,, é considerado o vetor
normal a I' em py apontando para o interior de I, a relagao (3.65) para o ponto p’
6 dada. por (z,y) = (£(s) + () (s),1(s) — n(s)E'(s).

Visto que a estabilidade de I' e sua hiperbolicidade nao dependem de pg, tomamos
po 0 ponto de intersecao de I' com a reta x = 2m + 1 para algum m € Z. Os arcos
de 6rbita v, sao enumerados da seguinte forma: vy é o arco iniciando em py e assim
por diante no sentido horario, de modo que o ultimo arco corresponda a k = M
(veja Figura 3.11). Denotamos por si e spyq1 0s valores do pardmetro s para os
pontos inicial e final de 7, respectivamente. Observamos que (£(sar41), n(Sar41)) =
(€(s0),m(s0)) = po. Em cada intervalo s < s < sg41, substituimos (3.65) na solugao
y = y(z) do sistema (3.5) e temos

dy  dydx
ds  dxds’
o que implica

dy _ n'(s) +n/(
dr ¢(s) —n/(
Por outro lado, como P(z,y) =y — ®(z

)
dy  QUES) = n()(s), 1(s) + n(s)€(s))
dv = P(E(s) —n(a0(3).0(s) T n(s)€(s) (3.67)

) ’Es) n(s)¢"(s) (3.66)

£
s)1/(s) = n(s)n"(s)
e Q(z,y) = —=x, temos

Denotamos

P = P(&(s)=n(s)n'(s), n(s)+n(s)§'(s)) = (n(s) +n(s)€'(s)) — B(E(s) —n(s) (),

Q = QE(s)—n(s)n'(s),n(s)+n(s)E'(s)) = —(&(s) —n(s)n'(s)),
segue de (3.66) = (3.67) que

W (s)P +n/(s) ()P +n(s)s"(s)P = &'(s)Q —n'(s)1'(s)Q — n(s)n"(s)Q,

n'(s) (PE'(s) +Qn'(s)) = Q&(s) = Prf(s) —n(s) (PE"(s) + Qn(s)).

Considerando & = £(s), n = n(s) e n = n(s), temos

dn o Q€ Py —n(P€+Qn")
ds n'(s) = P& 4+ Qn = Wisn), (3.68)
onde Q
¢ = prs gy [P~ Po@ua(€(s) + @3],
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—P,
' = ZEXDE [P? — P.Q®.(E(s) + Q2]
No caso da drbita I', estar contida no interior do ciclo limite I', a expressao (3.68)
¢ dada por W(s,n) = [—(Q& — Pn') — n(P&" 4+ Qn")]/ (P& + Qn'). Relembramos
que nos pontos de intersecao de I' com as retas x = 2m + 1, isto é, em s = s
para k = 0,1,..., M, a derivada ®,(£(s)) nao esta definida. Porém, nos intervalos
(Sk, Sk+1) temos @,(£(s)) = +e.
Como para n = 0 temos P = P, e QQ = (), entao

o ngl B Psn/ .
B P&+ Q' -

Além disso temos P,£” + Qsn" = 0. Segue por (3.68) que

W (s,0)

aw d{(w)_n(%w”
dn n=0 dn PS/‘*’QW P§/+Q77/ n=0
_i(@g’—Pn’) B <P§/I+Q77//) B {ni (Pf”+@n”)}
dn \P§'+Qn' ) |,y \P&+Q0 )|, _, dn \ P&+Qn' )] 1,
d(@f’—Pn’)
dn \ P&+Qn' ) |,_,

- —(£(5))*®.(&(5))
[(n(s) = D(£(s)))? + (£(s))71*2

= H(s).

Ressaltamos que para obter a tltima igualdade acima foram feitas algumas contas
envolvendo basicamente derivadas que omitimos aqui. Segue que W (s, n) = H(s)n+
O(n), onde O(n) representa os termos de ordem superior em n. Lembramos que
n = n(s), para s € [0,[], representa a funcao distancia entre p, € ' e p’ € ', a
partir de ng = d(po, p) = n(0). Notamos que g(ng) = n(l). Como

n(l) 1
/ —dn = In(n(l)) — In(n(0)),

0 ™

exp (/ — dn) = m,
n() T L

e utilizando (3.68) obtemos portanto a expressao da funcao primeiro retorno de

temos que
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Poincaré

g(no) = n(l) = noexp /

Sk+1 1 dn
= ngexp Z/ —h ds>

= TNoexp

= TNoexp
k=0 " Sk

S

(H(s) + 9 (3.69)

Considerando a parametrizagao por comprimento de arco de I', (z,y) = (£(s),n(s)),

segue de
dx dx ds

= = y(t) — e(x(1)),

dt — dsdt
que

dt &(s)
- ()~ e
= [®) = o=®)* + (=)' (3.70)
De (3.5) temos (y — @(x))i—f{ + 2% =0 e assim
%Ky—%))”ﬂ = 2(y — () (sz—i — D >Zf) i 2‘6%

= 2(y—<1>(x))% — 2(y—<1>(x))<1>$(x)fl—f + zxfl_f
dx dy dx

= 2y () 2|l B o
dx

= —2(y — (I’(@)‘I)a:(ff)g

= —2(y(t) — D(x(t)))*@u(x(1)) (3.71)

Utilizando (3.70) e (3.71) obtemos
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(3.72)

onde t; ¢ o tempo que a Orbita periddica I' leva para chegar a si, a partir de so = 0
no tempo ¢y = 0. Visto que ({(sar+1), n(sm+1)) = (§(s0),1(80)), como

[ dl(y — ®(2)* +2%]
Z/ (y—®(a)2 +a2

M

Sk+1 1 d 2 2
R Z/ (7(5) — DE) )+ €G- asl1(e) = (EEN)* + ()7 - ds

M

=3 [ osllals) — w(E) + €57 ds

k=0 7 Sk

= [log ((n(skr1) = P(E(sk11)))* + (E(sk41))7) —

k=0

log ((n(se) — ®(§(s1)))* + (&(sk)*)] = 0,

temos

; / H(s)ds = —]; /t O, (x(t))dt.

Portanto, sendo ny = 0 o ponto fixo da aplicacao primeiro retorno correspondente
ao ciclo limite I', segue que ¢(0) = 0 e por (3.69) temos que o multiplicador da
orbita periodica I" é
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A= g(0) = J&%M = lim exp (i / o (H(s)—i— O(n)> ds)
0 no— 0 sk n

= exp (Z SkHH(s)ds)

k=0 'k

~ exp <_kz /t+ cbx(x(o)dt).

E isso completa a prova do Lema 3.1.1.

3.1.2.2 Demonstracao do Lema 3.1.2

Consideramos I, = C} ULL UC? UL? , onde C} e C? sdo os arcos de drbita de Ty,
localizados nas faixas —2m — 1 <z < —2m e 2m < x < 2m + 1, respectivamente,
e Ll e L? sdo os arcos de T, entre as retas x = +2m paray > 0 e y < 0,
respectivamente. Pelo item (d) da Proposigao 3.1.1, a 6rbita periddica T, nao
intercepta o intervalo (0, 2) e nao cruza o eixo-x através dos pontos (2m,0) para m €
N. Além disso, o item (b) desta proposigao garante que Ll e L? estao localizados
acima e abaixo do grafico da ®(x) para x € [—2m,2m], respectivamente. Assim,
devemos provar que

(-1)m/ By (2(t))dt = (-1)m/€1 B, (x(t))dt + (—1)m/L1 By (x(t))dt +

(—1)m/02 B, (x(t))dt + (—1)m/L by(x(t))dt > 0.

2
m

Segue de (3.4) que para x € [—2m — 1, —2m] U [2m, 2m + 1]

B, (x) = € , se mé par,
1 —e , se m é fmpar.

Assim (—1)"®,(z) = e > 0 nesses intervalos. Portanto, resta provar que

S

Para verificar (3.73) seguimos o mesmo raciocinio aplicado a Afirmagao 3.1.3. Anali-
samos separadamente os casos m impar e m par. Em ambos casos utilizamos indugao
sobre m. Visto que o sistema (3.5) é simétrico em relagdo a origem (pois o mesmo é
invariante pela mudanca (z,y) — (—x, —y)), analisamos apenas os cdlculos sobre
L} . Como

O, (z(t))dt > 0 e (—1)m/ O, (x(t))dt > 0. (3.73)

1 2
m m

(—1)m /L By (x(t))dt - (—1)m/ ) (3.74)
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vamos mostrar que

m 2 D, () -
(—1) /2m7y(x)_¢)(x)d > 0. (3.75)

Para « € [—2m, 2m| temos que y(z) — ®(x) >0 e

@ —T <0 , se x>0,
dv ~ y(o) - o)

>0 , se z <0,

ou seja, a trajetéria Ll é crescente se z € [—2m, 0] e decrescente se z € [0, 2m].
Para o arco de érbita L2, que estd abaixo do grafico da ®(z), temos

(_1)m/L2 By (2(t))dt = (—1)m/2 mm da

_ _1\ym+1 am (I)ﬂf(x> T
- 0 e e 6T

m

Para « € [—2m, 2m/| temos que y(z) — ¢(z) <0 e

@ —x >0 , se x>0,
dv y(z) — ¢(x)

- <0 , se z<0,

ou seja, a trajetéria L2, é crescente se x € [0,2m] e decrescente se x € [—2m, 0].
A anélise para os casos m Impar e m par na expressao (3.76) seguem o mesmo
raciocinio feito a seguir.

(1° Caso): Consideramos m impar e seja m € {1,3,5,...,m}. Consideramos
X(x) = ®,.(z)/(y(x) — P(x)) e reescrevemos a expressao (3.74) da seguinte maneira

(—1)m[ " @ } / Xz da:+ Z ( / :tz (2)dz + :kj?((x)dx).

2m
Para m = 1 temos (—1)™ = —1 e ent@o basta provarmos que

/X /x dx+/X Viz < 0. (3.77)

Analisamos o sinal da primeira integral de (3.77). Como ®,(x) assume os valores &
para z € [0,1] e —e para x € [1, 2], escrevemos

/OQX(x)dx = 5/Olmdx — e/jW dx. (3.78)

Aplicamos a mudanca de varidvel © — 2 — x na integral ff em (3.78) e usamos

que ¢(2 — z) (22 ®(x). Dai, o lado direito da igualdade (3.78) equivale a

6/01 (y(a:)—lcb(x) - 9(2—3:;—@(3;)) da.
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Observamos que para 0 < z < 1 temos 1 < 2 —x < 2. Visto que y(z) é decrescente
para xz > 0 segue que

y2-2) < yl) e y2—1)- D) < ya)— ().

Logo,

Portanto,
2
/ X(x)dz < 0. (3.79)
0

Por (3.4) temos que ®,(z) = —¢ para x € [-2,—1] e ®,(x) = € para z € [—1,0].
Assim, reescrevemos a segunda integral de (3.77) como

/_Zx(x)dx = g/jy(x)—l@(x) de — 5/_21M de. (3.80)

Consideramos a mudanga de varidvel x —— —2 —x na integral f__21 em (3.80). Como

O(—2 —x) i ®(z), o lado direito da igualdade (3.80) é equivalente a

€/_01 (y(x) —1 () y(—2- ;) - (I)(x)) da.

Para —1 < z < 0 temos —2 < —2 — x < —1 e como y(x) é crescente para r < 0
segue que

y(=2-2) < ylx) e y(=2-1) =) < y(r) - o(2).

Logo,

Portanto,
0
/ X(z)dx < 0. (3.81)
-2

Assim, por (3.79) e (3.81) temos

2
/ X(x)dr < 0,
—2

o que prova a desigualdade (3.75) para m = 1.
Por inducao, suponhamos que a desigualdade é valida para m = m, ou seja, visto
que (—1)™ = —1 temos

m—1)/2

ZX(x)d:r +(g (/_4k+2X(x)dx + /4k+2)((x)dx> < 0

4k—2 4k—2

Vamos mostrar que tal desigualdade vale para o proximo impar, m = m + 2. Como
temos (—1)™"% = —1, partimos de
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/_ 22 X(z)dz N S 2 ( /_ ;ZTX(x)dx + /4 ijé\f(x)dx) _

k=1

(m—1)/2 4k+2 4k+2

/X )dz + Z </ )dx+/ X(x)dw) +
4k—2 4k—2

( /_ ;: X(z)dr + /2 :nH X(x)dx) |

Pela hipotese de inducao basta provar que

/2m X(z)dx + /2m+4/\?(a:)dx < 0. (3.82)

—2m—4 2m

Reescrevemos a expressao de (3.82) como

( /ij@)dw /_ ;::X(az)dx) + ( /2 im+22((x)dx+ /_ ;:2)((@619;).

Denotamos por

r- (L wrem e L )

2m+-2 d —2m—2 )
j;(/ ﬁdx—i—/ ﬁdx>
om  Y() — O() —om—a Y() — O(2)
Assim, para provarmos (3.82) basta verificar que Z < 0 e J < 0. Pela propriedade

(3.3) temos que

d2m+2+1x) = P(x), P,2m+2+2) = P
O(—2m —xz) = O(x), P (-2m—1z) = —D,(x).

Considerando as mudangas de variavel x —— 2m +2+x e = —— —2m — x na
primeira e segunda integral de Z, respectivamente, obtemos

2 o () _ ’ @, () x
/0 y(2m+2+ 1) — O(x) du /0 y(—2m — z) — d(2) dx. (3.83)

Identificamos

_ [ o, (v) o o, (z)
b= / y@mteta) _o@ " ¢ = / y(2m —x) @)

Reescrevemos Z; como

2 1 ! 1
7, = — d dz. 3.84
! 6/1 y(2m+2+x) — O(x) ije/0 y(2m+ 2+ x) — d(x) v ( )

Aplicamos a mudanca de varidvel x — 2 — x na integral ff em (3.84) e usamos
que ®(2 — z) = ®(x). Dai, o lado direito da igualdade (3.84) equivale a
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! 1 ! 1
- d dr =
8/0 y2m+4—1x) — O(x) x+8/0 y2m+2+1x) — O(z) ‘

dz. (3.85)

6/1 y2m+4—x)—y2m+2+x)
o lwCm+2+2x)—0(x)|[y2m+4—2x) — O(x)]

Do mesmo modo, reescrevemos Z, como

[ () N ! o, (2) :
7= y(om—z) o) -/ y(om —z) o) (350

Pela mudanga de varidvel x —— 2 — x na integral ff em (3.86), temos que o lado
direito da igualdade (3.86) é equivalente a

! 1 ! 1
_6/0 y(—2m —2+1x) — ®(x) dr + E/0 y(—2m —x) — ®(x) dv =

_ . ! y(—2m — 2+ x) — y(—2m — x) ;
N /0 ly(—=2m — ) — ®(2)][y(—2m — 2 + x) — P(z)] dz. (3.87)

Logo, por (3.83), (3.85) e (3.87) a integral Z pode ser reescrita como

I - Il—IQ

B ! y2m+4—x) —y(2m+2+x) .
N 6[/0 [y(2m 42+ z) — O(2)][y(2m +4 — z) — ()] d

! —2m — 2 —y(—2m —
/ y(=2m =2+ ) —y(=2m =) dr|.  (3.88)
o W(=2m—x) = ¢()][y(—2m — 2+ z) — (z)]
Visto que y(z) é considerada a expressao do arco de érbita acima do gréfico da
®(x) para © € [—2m,2m]|, considerando M = m + 2 temos y(xz) > 0 para z €
[—2m — 4,2m + 4]. Dal, para 0 < 2 < 1, pela Afirmagao 3.1.2 obtemos

y(—2m —x) > y2m+2+z) > 0,
y(—2m—2+2x) > y2m+4—2) > 0. (3.89)
Segue que
: >
2m+2+2) — (@)][y2m + 4 — z) — &(z)]
~ : > 0. (3.90)

[y(=2m — ) = 2(2)][y(—2m — 2 + x) — (z)]

Usando (3.3), (3.6) e o Teorema Fundamental do Célculo temos que
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2m—+4—x
y2m+4—2x) — y(2m+2+x) / ds
( )~ ol e 7= 50
(s+— s+2 /2m+2 r —s—2
ds
2m—+x (s+2)+ (s )
2m~+2—x
—S
ds
/2m+x + (I)(S)
(s — —s) /2m 2+x —g s
—2m—zx (I)(S)
= y(—2m —2+x) — y(—2m —x).

(3.91)

A desigualdade obtida em (3.91) segue do fato que para 0 < z < 1 temos 2m < s <
2m + 2 e entao

—s—2 < —s <0 e 0 < y(s+2) < y(—s).
Além disso, temos que
—2m -2+ < 2m—-—x < 0

para 0 < x < 1. Dai, y(—2m — 2 + z) < y(—2m — ) ji que y(z) é crescente para
x < 0. Segue de (3.91) que

y2m+4—x)—y2m+2+2) < y(—2m—2+2z)—y(—2m—2x) < 0. (3.92)
Por (3.90) e (3.92) temos

y2m+4—x)—y2m+2+x)
[y(2m + 2+ x) — ®(2)]|[y(2m + 4 — x) — O(x)]
_ y(—2m —2+x) —
ly(=2m —x) — @(z)][y(-

para 0 < x < 1. Portanto, segue de (3.88) que

<

y(—2m — )
2m —2+x) — ®(x)]

7z < 0.

Para verificar a desigualdade

J < 0

utilizamos um raciocinio analogo a desigualdade Z < 0. Tais contas serao omitidas.
Assim, a desigualde (3.82) segue de Z < 0 e J < 0. Com isso, por indugao, estd
provada a desigualdade (3.75) para m fmpar.

Agora, analisamos o caso para m par. Seguimos o mesmo raciocinio do caso
impar, porém usamos outra forma de reescrever a desigualdade a ser provada.
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(2° Caso): Consideramos m par e seja m € {2,4,6,...,m}. Dai, a integral do
lado direito da igualdade (3.74) pode ser reescrita da forma

(—1)ﬁ[ _2;2((3:)(13:] [/ X (x)dr + / X (z)dx + / X (z)dx +
T e+ [

(—2)/2
com X(z) = ®,(x)/(y(z) — ®(x)). Suponhamos T = 2. Neste caso, (—1)" =1 e a
desigualdade (3.75) é valida se

[/de—ir/é\’ dx+/z’\’ dx]>0. (3.94)

Reescrevemos a expressao de (3.94) como

</ Xz da:~|—/ X dx) + (/OQX(x)dx+ _;QX(ar)da:).

Denotamos por

- ([mtem e Limz )

Entao, para provar (3.94) basta verificar que K > 0 e L > 0. Pela propriedade
(3.3) temos que

k=1

O2+1z) = —P(x), P,(242) = —P,(x),
O(—z) = —0(z), P (—z) = D,.(2).

Considerando as mudancas de variavel x —— 2+ e x —— —zx na primeira e
segunda integral de /C, respectivamente, obtemos

SR ) NP S N C
/O Z/(—Sl})—i—q)(x) d /O y(2+a:)+<1>(g;) dr. (395)

Identificamos

B 2 P, () " o _ ? P, (z) "
= / s+ () “ o / 21 o)

Reescrevemos Ky como

2 1 ! 1
K, = —5/1 —y(—x)—i—(l)(:c) dr + 6/0 —y(—x)—i—‘I)(:c) dx. (3.96)

Aplicamos a mudanca de varidvel x — 2 — x na integral ff em (3.96) e usamos
que ®(2 — z) = ®(x). Dai, o lado direito da igualdade (3.96) equivale a
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1 1 1 1
‘?Ay@2+w+¢m>“’+5[:m—m+®u>“ -

_ . ! y(=2+2) — y(—1) )
N /0 [y(—x) + O(2)][y(—2 + x) + P(2)] dz. (3.97)

Do mesmo modo, reescrevemos Ko como
2 1
1 1
Ky = —¢ dr + 5/
2 /1 y(2+ )+ O(x) o Y(2+2x)+ P(x)

Pela mudanga de varidvel x —— 2 — x na integral ff em (3.98), temos que o lado
direito da igualdade (3.98) é equivalente a

da. (3.98)

! 1 ! 1
‘?Ayu—m+@u>“'%?éy@+@+@@>

_ . ' y(4 —z) —y(2+2) i
N /0 [y(2+2) + D(2)][y(4 — x) + P(2)] dz. (3.99)

dr =

Logo, por (3.95), (3.97) e (3.99) a integral K pode ser reescrita como

K = K —K;
o y(=z)+2@)[y(-2+ )+ ()]
' y(4— ) —y(2+2)
/0 (2 +2) + (2)][y(4 — z) + ()] da|. (3.100)

Visto que y(x) é a expressao do arco de o6rbita acima do grafico da ®(x), temos
y(x) > 0 para x € [—4,4]. Para 0 < x < 1, pela Afirmacdo 3.1.2 temos

y(=z) > y(2+2z) > 0,

y(—2+2x) > y(d—x) > 0.

Segue que
1 >
W) T e@ =) T )]
1
Y B re@ e e (3.101)

Usando (3.3), (3.6) e o Teorema Fundamental do Célculo temos
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y(4—x) — y(2+x) = /Q_x_isds

2—x

S5 —s—2

(s~ s+2) / ds
o S

= y(—2+2) — y(—=x). (3.102)

A desigualdade obtida em (3.102) segue do fato que para 0 < z < 1 temos 0 < s < 2
e entao
—s—2 < —s5 <0 e 0 < y(s+2) < y(—s).

Como y(z) é crescente para © < 0 e —2+ 2z < —z quando 0 < z < 1, temos
y(—2+ ) < y(—x) e assim segue de (3.102) que

yd—2z)—y2+2z) < y(-2+2z)—y(—z) < O. (3.103)
Por (3.101) e (3.103) temos

y(d —z) —y(2+x) - y(=2+x) — y(—2)
[y(2+2) + O(2)][y(4 — 2) + B(x)] ly(—2) + (2)][y(=2 + ) + O(z)]’

Portanto, segue de (3.100) que
K > 0. (3.104)

Seguindo um procedimento analogo a analise de K > 0, é possivel verificar que
L > 0. Tais contas serao omitidas. Tendo £ > 0 e £ > 0 verificamos que a
desigualdade (3.75) estd satisfeita para m = 2.

Por indugao, suponhamos que a desigualdade (3.93) ¢ vdlida para m = m, ou
seja,

(m—2)/2

/X dx+/X dx+/X dx+z

onde X(x) = @,(z)/(y(x) — ®(x)). Vamos mostrar que a desigualdade (3.93) vale

—4k dk+4
( x)dx + X(:E)dx) > 0,

—4k— 4 4k

para o préximo par, m = m + 2. Como (—1)™"2 = 1, partimos de
4 m/2 gk Ak+4
/ X(x dx+ X (x)dx +/ X(z)dx +Z( X(z)dxr + X(w)dx> =
2 —4k—4 ak

k=1
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—4k:+2 Ak+2
(/ (x)dz + X(a:)da:) +
4k—2 4k—2

(m—2)/2

= X dx+/X dx+/X )dx+
y 2

(/;mf(x)dx* /2 imHX (fr)d:r) > 0.

Pela hipétese de inducao basta provar que
—9m 2m+4
/ X(2)dz + / X(@)dr > 0. (3.105)
—2m—4 2m

Reescrevemos a desigualdade (3.105) como

( /2::49( (z)dz + /_ ;:X (w)dx) + ( /2 ;mHX(:B)dx + /_ ;:22((33)@) > 0.

Denotamos por

M= (/mm e [ e )

2m~+2 P (33) —2m—2 d (l’)
/\/:(/ xidx%—/ xidx).
om Y(@) = P(2) “om-a Y(@) = D(2)
Assim, para provarmos (3.105) basta verificar que M > 0 e N > 0. Pela pro-
priedade (3.3) temos que para m par vale

d2m+2+1z) = —P(x), P.C2m+2+1x) = —P, (),
O(—2m—x) = —D(z), D (2m—2x) = P, (2).

Considerando as mudancas de variavel z —— 2m +2+2x e x —— —2m — x na
primeira e segunda integral de M, respectivamente, obtemos

? .. (x) 2 ®, ()
_/0 y2m+2ta)+o@ T /0 JCom =)+ 0@ @& (3106)
Denotamos
B 2 O, (x) B 2 o, (z)
M= [ arrarm ¢ M= | e e

Reescrevemos M como

2 b, (2) B 2 B, (x)
| smmraraam ) e

! P, (2)
8/0 y(2m+ 2+ x) + P(x) de. (8-107)

Aplicamos a mudanca de varidvel x — 2 — x na integral ff em (3.107) e usamos
que ¢(2 — z) = ®(x). Dai, o lado direito da igualdade (3.107) é equivalente a



3.1. Demonstracao do Teorema 3.0.1 96

! 1 ! 1
- dz + dv =
8/0 y2m+4—x) + O(x) ’ 8/0 y2m+2+x) + O(2) ’

1 y@2m+4—2x) —y@2m+2+ 1)
6/0 [y(2m + 2+ ) + ®(2)|[y(2m + 4 — z) + ()] da. (3.108)

De modo andlogo, reescrevemos My como

2 ®, () _ [ @, (x) .
/0 y(—2m — x) + ®(x) = /1 y(—2m — x) + ®(x) et

' P, (z)
5/0 J(—2m — 1) 7 0() dx. (3.109)

Pela mudanca de varidvel z —— 2 — z na integral ff em (3.109), temos que o lado
direito da igualdade (3.109) é equivalente a

! 1 ! 1
_6/0 y(—2m — 2+ x) + ®(x) de + 6/0 y(—2m — z) + ®(x) dv =

. ! y(—2m — 2+ x) — y(—2m — x) N
a /0 [y(—2m — x) + ®(2)][y(—2m — 2+ z) + O(z)] dr. (3.110)

Logo, por (3.106), (3.108) e (3.110) a integral M pode ser reescrita como

M = —M;+ M,

. /1 y(—Zm—Q—I—aj) —y(—2m—:6) dr —
o w(=2m—z)+ @(@)][y(=2m — 2+ z) + (z)]

1 y(2m+4—x) —y2m+2+x)
/0 [y(2m + 2+ x) + S(2)][y(2m + 4 — ) + ()] dri. (3.111)
Segue de (3.89) que 1
y@m+ 2+ 1)+ e@)y@m + 4— ) + (0)]
g 1 > 0. (3.112)

[y(=2m — x) + ®(2)][y(—2m — 2 + z) + P(z)]
Por (3.112) e (3.92) temos

y2m+4—x) —y(2m+2+ )
[y(2m + 2+ x) + ®(2)][y(2m +4 — z) + D(x)]

y(—2m — 2+ x) — y(—2m — x)
[y(—2m — x) + ®(2)][y(—2m — 2+ x) + O(x)]

<

Portanto, segue de (3.111) que M > 0.
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Analisamos a integral /. Pela propriedade (3.3) para m par vale

P2m+1x) = O(z), P.(2m+2x) = Du(x),
O(—2m—2—2x) = P(x), D(-2m—-2—1x) = —D,(1).

Para verificar que N > 0 seguimos os mesmos passos para analisar M > 0, con-
siderando as mudancas de variaveis convenientes. Sendo assim, omitimos o de-
senvolvimento das contas. Tendo M > 0 e N > 0, a desigualdade (3.105) esta
verificada. Com isso, por indugao, estd provada a desigualdade (3.75) para m par,

o que completa a prova do Lema 3.1.2.
O

3.1.2.3 Demonstracao do Lema 3.1.3

Sejam L; e LY para ¢ = 1,2 os arcos de drbita de I'; acima e abaixo do grafico
da ®(x), respectivamente, ambos entre as retas © = £(2m + 1). Pelo item (b)
da Proposigao 3.1.1, os arcos L; e L nao interceptam o grafico da ®(x) entre tais
retas. Assumimos que os pontos de intersecao de I'; com a reta z = 2m + 1 sao
Ci = (xm,y}) e D; = (,,y?) com x,, = 2m + 1, e y} > y?. Notamos que para
i = 2 a igualdade y3 = y3 nao é verdadeira, pois neste caso Cy = D, implica que I'y
cruza o eixo-r em 2m —+ 1, sendo assim o ponto mais a direita de I'; estaria antes
de 2m + 1, ja que I'y C I'y, o que contraria a hipétese, veja Figura 3.12. Os pontos

de intersegao com a reta x = —2m — 1 sao Cf = (Z,,9}) € Di = (T, y?) com
Ty = —2m — 2, e g} < y? (analogamente, g} < y? para i = 2). Assim, temos que

I',=L;U C/’l\li UL UCrD} onde C/’;\Zi e C! D7 sao os arcos da orbita I'; indo de C;
a D; e de C} a Dj, respectivamente.

y=>(z)

N Y
] G e B
1 o K \\ Cs
Cy
xXr
A o)
y=L(r Dy
N D N
! D
F\ r=2m—+2 \\% ’
2 r=2m+1 Iy r=2m+1
m € par m é impar

Figura 3.12: Notagao usada no calculo da integral do divergente ao longo das duas érbitas
periddicas tais que seus pontos mais a direita estao localizados na faixa 2m +1 < z <
2m + 2.

r=2m-+2
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Visto que as solugoes de (3.5) sdo simétricas em relagdo a origem (lembramos
que tal sistema ¢é invariante pela mudanga de variavel (z,y) — (—z, —y)), basta

provar a desigualdade (3.56) no arco L; U C/'Z\D/Z parat=1,2.

Inicialmente provamos a desigualdade ao longo dos arcos C/HE e C/’QE Transla-
damos a origem do sistema para o ponto (2m + 1, (—1)™¢) tomando as varidveis

X = z—-(2m+1),
Y = y—(=1)"e.

Em seguida, passamos o sistema nas varidveis (X,Y’) para coordenadas polares

X = rcosé,
Y = rsenf.

Utilizando que X =i e Y = 9, o sistema (3.5) nas coordenadas polares é dado por

dr  XX+YY

.
_ rcosfly — ®(x)] + rsen f[—x]
B T
~ reosfle(—1)" +rsent — &(2m + 14 rcosf)] + rsenf[—(2m + 1) — rcos 0]
- r
= e(—1)"cosf — (2m + 1) senf — cos ®(2m + 1 + rcosb),
. 9 XY - XY
rg = = ——

Tdt T r
rcosf[—z] — [y — ®(z)|rsend
r

rcosf[—(2m+1) —rcosf| — [e(—1)" 4+ rsenf — ®(2m + 1 + rcosf)|rsend
r

= —r—¢e(—=1)"senf — (2m + 1) cosf + senf ®(2m + 1 4 rcosf).

—_~—

Como os arcos C1D; e CyDy estao na faixa 2m + 1 < z < 2m + 2, temos
que 0 < r <lel < 1+rcosf < 2paraf € [—n/2,7/2]. Para z € [1,2],
O(x) =epp(x) = e(—x+2) e segue de (3.3) que ®(2m + (1 +rcosh)) = (—1)"P(1 +
rcosf) = (—1)"e(1 — rcosf). Assim, o sistema obtido acima pode ser simplificado
por

dr
dt

7"@
dt

= er(—1)"cos®0 — (2m + 1) sen 6,
(3.113)
= —r—(2m+1)cosf —er(—1)"senf cosb.
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Sejam 1 = r1(0) e 7y = 12(0) para 6 € [—7/2, /2] as expressoes dos arcos de érbita
C1D; e CyDy em coordenadas polares, respectivamente. Parax € [—2m—2, —2m—1]
U [2m + 1,2m + 2] temos por (3.4) que

—ec , para m par,
€ , para m impar,

0.0 = {

e entdo (—1)"®,(z) = —e. Por (3.113) obtemos
o ([t - [ _aeo) -

—7/2 T
= —¢ a0 —
a2 —T2— (2m+1)cost —ery(—1)m™sen ) cos

/71'/2 r "
a2 —T1— (2m+1)cost —eri(—1)msent cos 0

w/2 Ty
= —¢ o —
_rj2 T2+ (2m + 1) cos + ery(—1)™ sen 6 cos ¢

/Tr/2 - p
_rja "1+ (2m 4 1) cos 0 + er(—1)™sen 6 cos ¢

. /“/2 (rg —71)(2m + 1) cos 0

9, (3.114
_rjo [r2 + (2m + 1) cos 0 + @3] [ry + (2m + 1) cos € + D] ( )

onde ®f = er;(—1)™senf cosf para i = 1,2. Analisamos o sinal da integral (3.114)
para os casos m par e m impar separadamente. Notamos que 0 < r; < ry < 1 ja
que I'y € I'y. Assim, 75 — 7 > 0. Para 6 € (—7/2,7/2) temos 0 < cosf < 1 e
—1 <senf < 1. Como ¢ > 0 é pequeno, entao

(TQ—T1>(2m+1> > O,
ri+cosf(2m+1—er;send) > 0,
ri +cosf(2m +1+er;send) > 0

TSN
Il

)

Portanto, para m ifmpar

_5/”/2 (ro —r1)(2m + 1) cosf & < 0
—rjo [r2 +cos0(2m + 1 — ergsen0)[r; + cos0(2m + 1 — ery sen0)] ’
(3.115)
e para m par
_6/”/2 (ro —r1)(2m + 1) cosf & < 0
_rja [r2 +cos0(2m + 1+ ergsen0)][r + cos 0(2m + 1 + ery sen 0)] '
(3.116)

Portanto, segue de (3.114), (3.115) e (3.116) que

(—1)™ (/Ncbx(x(t))dt - /Néx(x(t))dt> <0 (3.117)

C2 Do C1D4
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Y~

Notamos que para provar a desigualdade (3.56) ao longo dos arcos C; D5 e C3 D3
localizados na faixa —2m — 2 < x < —2m — 1, a mudanga de variavel a ser utilizada
é

r = —2m —14rcosf,

y = e(—1)"+rsend,
e como as Orbitas estao orientadas no sentido horario, usando o mesmo raciocinio
aplicado ao caso acima obtemos

(=)™ (/CA*D/*%(w(t))dt - /C?ﬁéx(x(t))dt> —

_ —5/7r/2 (rg —r1)(—2m — 1) cos 6 W o~ 0
/2 [re + (=2m — 1) cos 0 + ®5][r; + (—2m — 1) cos 0 + @7} ’

onde & = (—1)™(2 + r;senf cosf) parai=1,2.

Analisamos agora a desigualdade (3.56) nos arcos de 6rbita L; e Ly acima do
grafico da ®(x). Seja y = y;(z) com z € [-2m —1,2m + 1] para i = 1,2 a expressao
do arco de drbita L;. Por (3.5) temos que dx/dt = y(x) — ®(z) e entao

- / oo - [ o)) =

B 2m+1 (JJ) . 2m+1 P, ( ) )

B ( om_1 Yo (1) — O(x) I /—2m—1 yi(z) — @() ! )
_ /’” (@) (@) Pu(e)
(2) — (@)][y1(2) — @(x)]

Identificamos

_ 1 (z) — yo(x)]| P, ()
B0 = L) — o@)n () — 2@

Verificamos que
2m—+1
(_1)m/ A(z) dz < 0. (3.118)
—2m—1
Antes de verificar tal desigualdade, notamos que como I'y C I'y temos y; () < yo(2)
para todo x € [-2m — 1,2m + 1]. Além disso, para x > 0, por (3.6) segue que

dy _ __ —w
v Tl 0 (3.119)
L )~y = ) _ k)

T @ 0@ | n@) - o)

2[ys(x) — v (2)]
[y2(2) = @(2)][y1(2) — ()]

> 0,  (3.120)
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ou seja, para x > 0 (respectivamente = < 0) a trajetéria de cada arco é decres-
cente (respectivamente crescente) e a diferenga (distancia) entre os arcos L; e Ly é
crescente (respectivamente decrescente).

Notamos que para os arcos L] das érbitas Lj abaixo do grafico da ®(x), temos
y1(z) > ya(x) para todo x € [-2m — 1,2m + 1] e por (3.3) obtemos

(1) ( / |

= (L e s )

. \m 2m+1 [Yyo(—x) — y1(—2x)] P, () N
= = /—2m—1 [y1(—z) + O(2)][y2(—2x) + P(2)] dz. (3.121)

®,a(t)it ~ [

Ly

q)x(w(t))dt) =

Além disso, para x > 0 temos

e 0 ¢ @ —n@] = — k@) -n@] < o
ou seja, para x > 0 (respectivamente z < 0) a trajetéria de cada arco é crescente
(respectivamente decrescente) e a diferenga entre os arcos L e L} é decrescente
(respectivamente crescente). Para verificar a desigualdade (3.118) analisamos sepa-
radamente 1° caso: m fmpar e 2° caso: m par. Para verificar que a integral (3.121)
¢é negativa, o raciocinio é analogo aos casos a seguir e serao omitidos.

(1° Caso): Dado m fmpar, para provar a desigualdade (3.118) basta verificar que
2m+1
—2m—1

/2m+1 Ax)dx = /__2 A(z)dzx + /2 A(z)dx + /23 Alz)dz +

—2m—1 3 -2

( /4 4k+3A(:U)dx - / 4k+1A(az)daz) : (3.122)

k—1 —4k—3

> (. Reescrevemos a integral como

(m—1)/2

k=1

Analisamos o sinal da segunda integral de (3.122). Consideramos

/_ "A@)= /O CAw)ds + /_ " Ale)da. (3.123)

2 2
Visto que

B e , para z € [0,1],
@x(x)—{ —e , para x € [1,2],

reescrevemos a primeira integral de (3.123) como

? - ? y2(z) — yi(x) v
/o Awr = < | (@) — ()]l (@) — B (@]

! yz(l’) - yl(«T)
/ 1a() — (@) (x) — 2@ (3.124)
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Em (3.124) fazemos a mudanga de varidvel x —— 2 — x na primeira integral e por
(3.3)

O(2—2x) =" O(x), o lado direito da igualdade equivale a
1 P2 =)~ (2 2) . ple) (@) ’
6/o <[yz(2 — ) = )]y (2 — x) — ()] [y2() = B (2)][ya(2) — ‘P(fv)]> o

Observamos que para 0 < x < 1 temos 1 < 2—z < 2. Como a diferenca yo(z) — 11 ()
é crescente para x > 0 segue que y2(2 — ) — y1(2 — x) > ya(x) — y1(z). Além disso,
y1(x) é decrescente e entao

n2-—z) <) e pn@-z)-e@) < ) - e)
Analogamente, para ys(z) temos

p2-1) < plr) e p2-1)-0) < y(r) - O(2).

Logo,
y2(2 — ) — (2 — ) - y2(x) — y1(x)
[12(2 — ) — (@)][11(2 — =) — (2] [y2(2) — @(2)][y1(z) — P(2)]
e, portanto, ,
/ A(x)dz > 0. (3.125)

Por (3.4) temos que ®,(z) = —¢ para x € [-2,—1] e ®,(z) = ¢ para = € [—1,0].
Assim, reescrevemos a segunda integral de (3.123) como

‘ _ . 0 y1(z) — yo(2) )
/_2“"’5”‘” - / ale) — ()]l () — 2@ ™ T

! Yo () — 31 ()
-/, (@) — 2@ @) — B (3.126)

Consideramos a mudanca de variavel * —— —2 — x na integral f:;. Como
o(—2 —z) 2
e NN ¥ e 1 N, P

[y2(—2—2) = @(2)][p1 (—2—2) = 0(2)]  [pa(2)=D(2)][p: (x) —D(x)] )

Visto que para —1 < < 0 temos —2 < —2 —x < —1 e por (3.120) a diferenga
y2(z) — y1(x) é decrescente, segue que yo(—2 — ) — y1(—2 — ) > yo(z) — y1(x).
Como para x < 0, y;(z) e y2(z) sdo crescentes, entao

p(=2-2) <w@) wn=2-2)-0@) < n) - ),

p(=2-2) < () e ya(-2-2) =) < pr) - ().

O (), o lado direito da igualdade (3.126) é equivalente a

-1

Dali,

Y2(=2 =) — (2 — ) > y2(x) — y1 ()

[Y2(=2 — z) = D(2)][y1 (=2 — ) — O(2)] [y2(2) = @ (2)][ya(x) — ()]
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/0 A(z)dz > 0. (3.127)

-2

Por (3.125) e (3.127), segue que
2
/ A(z)dz > 0. (3.128)
—2

Analisamos o sinal da integral f__; em (3.122). Pela mudanga de varidvel = —
—2 — x e visto que por (3.4) temos ¢, () = —¢ para x € [—3, —2|, obtemos

-2 . 1 yQ(_Q_x) _yl(_Q_x) X
[, @ = s S >
(3.129)

pois por hipétese, para todo x € [—2m — 1,2m + 1] temos que y;(x) e yo(z) estao
acima do grafico da ®(x) com y;(z) < ya2(x). Do mesmo modo, consideramos a

mudanca de variavel  — 2+ x na integral f;’ em (3.122) e como $,(x) = —¢e para
x € [2,3], segue que
3 1
A(x)dx = 6/ de > 0.
/2 (@) o [122+2)—2@2+2)][n2+2) - 22+ )

(3.130)

Continuamos com o estudo do sinal das integrais contidas no somatdério em (3.122).

Pela mudanga de variavel © — 4k —2+2 e por ®(4k—2+1x) 2 (1) 1d(z) =
—®(x) e O (4k —2+x) = —D,(x), reescrevemos a primeira integral do somatério
como

[l
et () — 0@ [yn(w) — @)

_ /5 [y2(4k — 2 4+ ) — y1(dk — 2+ )] D, (7) dr
1 [y2(4k = 2+ 2) + O(2)][y1 (4k — 2 + z) + ()]

_ /5 o4k =2+ 2) =g (dk =24 2)| 0 (2)
s [k =2+ 2) + ©(2)]ly1 (4k — 2+ 2) + ©(2)]

/3 [yo(4k — 2+ ) — y1(4k — 2 + )] D, (2)
1 [ya(4k — 2+ ) + (2)][y1 (4k — 2+ 2) + D(2)]

_I_

dz,  (3.131)

parak =1,...,(m—1)/2 com m > 3. Aplicamos a mudanga de varidvel x — 6 —x
na integral f35 de (3.131). Por (3.4) temos que ¢, (z) = —e parax € [1,3] e P, (z) = ¢
para x € [3,5], e como ®(6 —z) = ®(x) segue que o lado direito da tltima igualdade
em (3.131) é equivalente a
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s yo(dk +4 —2) —y1(4k +4 — 2)
€</1 [y2(4k + 4 — ) + O(@)][y1 (4k + 4 — 2) + (z)] o

3 y2(4k — 2+ ) —yi1(4k — 2+ )
/1 [y2(4k — 2+ x) + ©(2)][y1 (4k — 2+ x) + P(x)] dx) - (3132)

Paral <z < 3temos 1+4k <4k+4—x <3+4k e —1+4k <4k—-2+x < 144k.
Consideramos k = (m — 1)/2. Dali, segue que

dk+4—x = 2m+2—=x e 2m —1<2m—+2 —x <2m+1,

dk—-24+2 = 2m -4+ e 2m -3 <2m—4+4+x <2m— 1.
Como m > 3, por (3.119) e (3.120) temos

yi(2m+2—z) < y;(2m—4+4z) e y(2m+2—2)+P(x) < yi(2m—4+x)+P(x)
parai=1,2 e

yo2m+2—1z) —y1(2m+2—2x) > y(2m—4+z)—y(2m—4+x).
Logo,

yo(2m +2 — ) —y1(2m + 2 — x)
[y2(2m + 2 — ) + P(2)][y2 (2m + 2 — ) + ()]
yo(2m —4+1x) —y1(2m — 4+ )
[Y2(2m — 4 + ) + ®(x)][y1(2m — 4+ z) + D(z)]

>

(3.133)

Substituimos k£ = (m — 1)/2 em (3.132) e reescrevemos da seguinte maneira

8/3( y2(2m+2 —x) —y1(2m + 2 — x)
1 \e(2m+2 — )+ ®(2)]|[1h(2m + 2 — z) + P(x)]

yo(2m — 4+ 1) —y1(2m — 4 + 1) )dx
[y2(2m — 4 4 2) + ©(2)][y1(2m — 4+ 2) + 2(2)] )

Portanto, por (3.133) obtemos que

4k+3
/ A(x)dz > 0. (3.134)
k-1
Na segunda integral do somatério de (3.122) consideramos a mudanca de variavel

r +— —4k — 4 + x. Como P(—4k — 4 + x) ) (—=1)"*2¢(z) = ®(z) e
O, (—4k — 4+ z) = ¢,(x) temos que
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/ T @) — @) Pa(r)
_apr1 [2(x) — @(2)][y1(2) — ()]

_ /5 [y1(—4k — 4+ 2) — yo(—4k — 4 + )] D, (7)
1 [Ya(—4k — 4+ x) — O(2)][y1 (—4k — 4 + 7) — D(2)]

/5 1 (—4k —4 +x) — yo(—4k — 4 + )| D, ()
5 [ye(—4k —4+2) — O(2)][y1(—4k — 4+ x) — P(2)]

dx

dr —+

1 [pa(—4k =4+ 1) = (@)1 (—4k —d 4+ 2) — ()]
parak =1,...,(m—1)/2 com m > 3. Aplicamos a mudanca de varidvel z — 6 —z

na integral f35 de (3.135) e considerando ®(6 — z) = ®(x) e os valores que D, (z)
assume nos intervalos de integracao, reescrevemos o lado direito da ultima igualdade
em (3.135) como

3 yo(—4k — 4+ ) —y1 (—4k — 4+ x)
(/ 2

—4k — 4+ x) — O(2)][y1 (—4k — 4+ ) — (z)] e

’ Yo(—4k +2 —x) — y1(—4k +2 — )
/1 [ya(—4k + 2 — ) — ®(x)|[ys(—4k + 2 — ) — O(x)] dfl?). (3.136)

Para 1l < x < 3temos —3—4k < —dk—4+x < —1—4k e —1—4k < —4k+2—2x <
1 — 4k. Consideramos k = (m — 1)/2. Dali,

—4dk—442 = 2m—-24+2x e —-2m—-1<-2m-242x<-2m+1,
—4k+2—-—2 = 2m+4—-—ax e —-2m+1<-2m+4—-z<-2m+3.
Como m > 3, por (3.119) e (3.120) temos
yi(—2m—2+1x) < yi(—2m+4—2x) e y;(—2m—2+4x)—P(x) < y;(—2m+4—2)—P(z)
parai=1,2 e
yo(—2m —2+2) —y(—2m—2+2z) > y(—2m+4—2)—y(—2m+4 —x).
Logo,

yo(—2m — 2+ x) —y1(—2m — 2+ x)
[y2(=2m — 2+ ) — @(2)][ya (=2m — 2 + ) — O(x)]

>

yo(—2m +4 —z) —y;(—2m + 4 — x)
[ya(=2m +4 — z) — ®(2)][y1(=2m + 4 — 2) — &(x)]

Substituimos k = (m — 1)/2 em (3.136) e reescrevemos como

s yo(—2m —2+2z) —yi1(—2m — 2 + x)
/ ([y2<—2m — 24 ) — 0(@)][pr(—2m — 2 + @) — B(a)]

>

(3.137)

yo(—2m+4—x) —y1(—2m +4 —x) )da:
[p2(=2m +4 —z) = ()]l (2m +4 —2) = P(2)] )
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Portanto, por (3.137) obtemos que

—4k+1
/ A(x)dx > 0. (3.138)
—4k-3
Assim, por (3.128)—(3.130), (3.134), (3.138) e (3.122) temos que a desigualdade
(3.118) é valida para m {mpar.

O proximo passo € considerar o caso m par. Seguimos um raciocinio analogo ao

do caso m fmpar, porém verificamos que a integral em (3.118) é negativa, ja que
(=)™ > 0.

(2° Caso): Dado m par reescrevemos a integral em (3.118) como

/_ jnjA(x)dx = /_ llA(x)dm +§ ( /4 :ilA(x)dx+ /_ ;:igA(x)dx), (3.139)
e Alz) = 1(x) — ya ()] Pa ()

(@) = @)y (2) — ()]

Analisamos o sinal da primeira integral de (3.139). Considerando a mudanca de
varidavel x — 2 — x e por (3.4) temos que ®,(z) = ¢ para x € [—1, 1], assim

! . 3 y2(2—1’)—y1(2—$) "
/¥A“”$“ ?A[m@—nﬂ—@@—me@—nﬂ—@@—xﬂd < 0
(3.140)

pois lembramos que por hipétese para todo x € [—2m —1,2m + 1], as solugoes y; (z)
e yo(x) estdo acima do grafico da ®(z) e y1(z) < yo(x). Fazemos agora o estudo

do sinal da integrais contidas no somatério de (3.139). Aplicamos a mudanga de

varidvel © —— 4k — 4 + x e como ®(4k — 4 + x) (22 (—=1)?**20(2) = P(x) e

O, (4k — 4+ x) = P, (x), reescrevemos a primeira integral do somatério como

/%“ (@) — p()@ule)
s al@) — ()] [y () — B()

_ /5 [y1(4dk — 4 4+ ) — yo(4dk — 4 + )| D, (7)
1 [y2(4k — 4+ z) — (2)][y1 (4k — 4 + 2) — D(z)]

/5 [y (4k — 4+ ) — yo(4k — 4 + 2)]| D, () d
35 [2(4k —4+2) — O(2)|[y1(4k — 4 + 2) — O(2)]

dx

+

P Uk =4+ a) —yp(dk — 4+ 2)|Dy(2)
/1 [Yyo(4k — 4+ ) — O(2)][y1(4k — 4+ x) — D(x)] d, (3.141)

para k = 1,...,m/2. Pela mudanca de varidvel z —— 6 — z na integral f35 de
(3.141), como ®(6 —xz) = ®(x) e P, (x) assume os valores —e para x € [1,3] e € para
x € [3,5], temos que o lado direito da ultima igualdade em (3.141) equivale a



3.1. Demonstracao do Teorema 3.0.1 107

B s yo(4k +2 —2) — 31 (4k + 2 — ) )
€</1 [y2(4k + 2 — ) — (2)][y1 (4k + 2 — z) — P()] !

3 yo(dk —4+2) —y1(4dk — 4+ x)
/1 [y2(4k — 4 + z) — ©(2)][y1 (4k — 4+ x) — D(z)] dx) (3.142)

Paral < z < 3temos —1+4k < 4k+2—x < 144k e —3+4k < 4k—4+x < —1+4k.
Consideramos k& = m/2. Dai, segue que

dk+2—2x = 2m+2—=x e 2m —1<2m—+2 —x <2m—+1,

4k —4+2 = 2m—4+x e 2m -3 <2m—4+2x <2m — 1.
Como m > 2, por (3.119) e (3.120) temos

yi(2m+2—z) < y;(2m—4+4z) e y(2m+2—2)—d(x) < y;(2m—4+z)—P(2)
parai=1,2 e

yoCm+2—1z) —y1(2m+2—2x) > y(2Pm—4+z)—y(2m—4+x).
Logo,

yo(2m+2—1x) —y1(2m+ 2 — x)
[y2(2m + 2 — x) — ®(2)][y2 (2m + 2 — x) — B(x)]

>

y2(2m — 4+ ) — y1(2m — 4 + )
g [Y2(2m — 44 z) — ®(2)|[y1(2m — 4 + z) — P(x)] (3.143)

Substituimos £ = m/2 em (3.142) e reescrevemos como

_/( p@m+2— 1) —pm+2 -2
L \m 2= 2) — 2@y @m + 2 - 0) - @(2)

y2(2m — 4+ x) —y1(2m — 4 + x) )dx
[y2(2m — 4+ 2) — ©(2)][y1(2m — 4+ 2) — B(z)] )

Portanto, por (3.143) obtemos que

dk+1
/ A(x)dz < 0. (3.144)
4

k-3

Na segunda integral do somatério em (3.139) consideramos a mudanga de variavel

r — —4k — 2 4+ 2. Como ®(—4k — 2 + x) (1) (=1)"*"1®(z) = —P(x) e

O, (—4k — 2+ z) = —P,(x) temos que
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/ T @) — @) Pa(r)
_apm1 [2(x) — @(2)][y1(2) — ()]

_ /5 [yo(—4k — 2+ 2) — y1(—4k — 2+ )] D, ()
1 [Ya(—4k =2+ 2) + O(2)][y1 (—4k — 2 + ) + D(7)]

/5 Wo(—4k =2+ x) — y1(—4k — 2+ )] D, ()
5 [Y2(—4k =2+ 2) + O(2)|[y1 (—4k — 2+ z) + P(2)]

dx

dr +

3 —4k — 2 — y1(—4k — 2 ®,
1 ye(—4k — 24 2) + ®(2)][y1 (—4k — 2 + ) + D(x)]
para k = 1,...,m/2. Aplicamos a mudanca de varidvel x — 6 — x na integral

f35 de (3.145) e considerando ®(6 — z) = ®(x) e os valores que ®,(z) assume nos
intervalos de integragao, reescrevemos o lado direito da tltima igualdade em (3.145)
como

B 3 yo(—4k — 2+ ) — y1 (—4k — 2+ ) .
6</1 [y2(—4k — 2+ 2) + ®(2)][y2 (—4k — 2+ 2) + D(z)] !

3 ya(—dk +4—x) —yi(—4k +4—2)
/1 [y2(—4k + 4 — ) + O (2)][yr (—4k + 4 — z) + ()] dx) . (3.146)

Paral < 2z < 3temos —1—4k < —4k—2+x < 1—-4k e 1—-4k < —4k+4—2 < 3—4k.
Consideramos k = m/2. Dai

—4k—-24+2x = 2m—-2+x e —2m—-1<-2m—-24+2< -2m+1,

—4k+4—-—2 = 2m+4—ux e —2m+1<-2m+4—2 < —-2m+ 3.
Como m > 2, por (3.119) e (3.120) temos
yi(—2m—2+z) < yi(—2m+4—2z) e y(—2m—2+z2)+P(z) < y;(—2m+4—2)+P(x)
parait=1,2 e

yo(—2m —2+2) —y(—2m—2+2z) > y(—2m+4—2)—y(—2m+4 —x).
Logo,

yo(—2m — 2+ x) — y1(—2m — 2+ x)
[y2(=2m — 2+ 2) + ®(2)][y1 (—2m — 2+ 2) + D(z)]

y2(—2m +4 —z) —y;(—2m + 4 — x)
[ya(=2m + 4 — ) + &(2)][y1 (—2m + 4 — 2) + ()]

Substituimos £ = m/2 em (3.146) e reescrevemos como

B 3 yo(—2m — 2+ ) —y1(—2m — 2 + x)
/ ([y2<—2m — 24 1)+ ®(a)|[y1(—2m — 2+ 7) + D(2))

>

(3.147)

Yyo(—2m +4 — ) — 1y (—2m +4 — ) )da:
[y2(=2m + 4 — @) + @(2)][yr (=2m + 4 —x) + D(2)] )
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Portanto, por (3.147) obtemos que

—4k+3
/ A(z)dx < 0. (3.148)

4k—1

Assim, segue de (3.140), (3.144), (3.148) e (3.139) que a desigualdade (3.118) é
valida para m par. Com isso, concluimos que

(—1)™ (/LQCDCC(x(t))dt - /LICIDI,(x(t))dt) < o (3.149)

Portanto, visto que o sistema é simétrico em relagao a origem, por (3.117) e (3.149)
obtemos a desigualdade (3.56). Com isso, completamos a prova do Lema 3.1.3.
|

3.2 Sistemas com nuimero particular de ciclos
limites

Uma consequéncia do Teorema 3.0.1 é o resultado apresentado a seguir, que mostra
a existéncia de sistemas lineares por partes com exatamente k ciclos limites no plano,
onde k é qualquer inteiro positivo. Consideramos

_ J o(x) , para |z <2k +2,
on(x) = { 0 , para|z|>2k+2. (3.150)

No que segue denotamos por (3.1); o sistema (3.1) substituindo a func¢ao ¢(z) por

Teorema 3.2.1 Para ¢ # 0, o sistema (3.1) com ¢(x) ao invés de ¢(x), tem
exatamente k ciclos limites em R? alternados entre estdveis e instdveis.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.0.1 e sua demonstracao, obtemos que o sistema
(3.1) possui exatamente k ciclos limites na faixa |z| < 2k + 2, alternados entre
estdveis e instaveis. Resta-nos entao provar que o sistema (3.1); nao possui ciclos
limites na regido |z| > 2k + 2. Seja o um numero real positivo qualquer. Para todo
m, (—1)™* = (=1)™~1. Segue do Teorema Fundamental do Célculo e da Afirmagao
3.1.3 que

(—1)F[N(2k + 2+ 20) — M(—2k — 2 — zg)] =

o[ s ]

Y 2k+2+x0 —{L‘(I)(ZL’) ) 2k+2 —{L‘q)(l’) N —2k—2 —:L‘(D(ZL') )
=) /2k+2 y(x)—@(x)d +/—2k—2y($)_@($)d +/—2k—2—xoy($)_@($)d
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(3.150)

(—1)*[A(2k 4 2) — A(—2k — 2)] = (=)™ A2m) — A(—=2m)] < 0.

Assim como feito acima, usando (3.9) obtemos que para y(x) solucao de (3.1), tal
que a parte da curva solugao abaixo de y = ®(z) cruza as retas x = +(2k + 2 + ),
vale

(—D)FIM(=2k—=2—20) = A(2k+2+0)] = (=1)"(=1)[A(2k+2+z0) = A(—2k—2—10)]
= (=DFA(=2k —2) — \(2k + 2)]
= (=)™ A(=2m) — A\(2m)] < 0.

(3.152)
Considerando k fmpar, afirmamos que qualquer érbita do sistema (3.1); que inicia
em um ponto (z_,0) com z_ < —2k — 2 (ou seja, x_ = —2k — 2 — xy), cruza o

eixo-r em um ponto (x4,0) com x > —z_. De fato, se tal 6rbita cruza o eixo-z
em (—z_,0) temos A(—z_) — A(z_) = 0, o que contraria (3.151). Recordamos que
M) = Mz, y(x)) com y(x) solugao do sistema, e A(z,y) = 3(z? + y?). Por outro
lado, se a Orbita cruzas o eixo-z em (z,,0) com x; < —x_, hd uma outra curva
solucdo localizada acima desta que cruza o eixo-z no ponto (—z_,0) e que também,
devido a unicidade das solugoes, cruza a reta x = x_ em um ponto (z_,y) com y > 0,
o que implica A(—z_) — A(z_) < 0 e contradiz a condi¢ao (3.151). Lembramos que o
sistema (3.1)x ¢ invariante sob a mudanca de variavel (z,y) — (—x, —y). Do mesmo
modo, a 6rbita que inicia no ponto (—z_,0) cruza o eixo-z no ponto (—z,,0) com
—x, < x_, pois caso contrario temos as mesmas contradicoes acima em relacao a
(3.152), veja Figura 3.13.

Figura 3.13: Comportamento das drbitas do sistema (3.1); na faixa |z| > 2k + 2 para k
impar.

Portanto, para k impar, devido a unicidade das solugoes nao é possivel que uma
érbita que inicia em um ponto (x_,0) e cruza o eixo-x num ponto (z,0), volte ao
seu ponto de origem. O que garante que o sistema (3.1); nao possui ciclos limites
na regiao do plano com |z| > 2k + 2.
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Figura 3.14: Comportamento das dérbitas do sistema (3.1); na faixa |z| > 2k + 2 para k
par.

Consideramos agora k par. Temos que qualquer 6rbita do sistema (3.1); que
cruza o eixo-z em um ponto (z4,0) com x; > 2k + 2 (ou seja, x4 = 2k + 2 + x9),
necessariamente se inicia em um ponto (z_,0) com x_ < —z,. De fato, se tal 6rbita
inicia em (—24,0) temos A(z4) — A(—z1) = 0, o que contradiz (3.151). Por outro
lado, se a drbita inicia em (z_,0) com x_ > —x, hd uma outra drbita acima que
inicia em (—x,,0) e cruza a reta x = x; num ponto (xy,y) com y > 0, devido a
unicidade das solugoes. Logo, temos A(z1) — A(—x4) > 0, o que contradiz (3.151).
Analogamente, a 6rbita do sistema (3.1); que cruza o eixo-z em um ponto (—z,0),
necessariamente comega no ponto (—z_,0) com —z_ > x,, pois caso contrario
temos as mesmas contradigoes acima em relagao a condigao (3.152), veja Figura
3.14. Portanto, o sistema (3.1); nao possui ciclos limites na regido do plano com

|z| > 2k + 2 para k par. Com isso completamos a prova do Teorema 3.2.1
|



Apeéendice

Teorema do Averaging para f(0,r) = cos0¢(r cos6)

Embora a derivada da f(6,7) = cos0¢(r cos @) ndo seja continua sobre os valores
inteiros impares, na demonstracao do Teorema do Averaging isso nao nos impede
de obter uma estimativa para R(f,r,¢). De fato,

f(0,r +eu(@,r)— f(O,r)]] = ||cosO@p([r+ cu(B,r)]cosd) — cosbp(rcos )|
= || cosB[p(rcosb + cu(d,r) cosf) — ¢(rcosb)]||

< ||@(rcos@ + cu(B, 1) cos@) — p(r cos d)]|.
Sendo ¢ uma funcao periddica definida por

x , se xz€l0,1]
o) = { )

L

segue que se consideramos ¢(x) = z, pela ltima inequagao obtida acima temos

—rz+2 , se €l

l|o(rcos@ + cu(f,r) cosh) — p(rcos@)|| = ||rcos@+eu(d,r)cosd —rcosb||

< Jleu(@ )| < N

Por outro lado, se consideramos ¢(z) = —x + 2, temos
[|o(r cos O + eu(, 1) cos @) — ¢(rcos@)|| = || —rcosd —eu(f,r)cosd + 2+ rcosl — 2||
< Jl—eu@ ) < =N,

Portanto, tomando N = max{N;, Ny}, concluimos que
||f(0,r+5u(0,7“)) - f(ear)H < 5N>

e entdao na sequéncia do teorema obtemos uma estimativa para R(6,r,¢).
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