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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar o comportamento dos ze-
ros de alguns tipos de polinômios auto-recíprocos gerados a partir de polinômios quase-
ortogonais de Chebyshev de ordens um e dois. Os zeros dos polinômios auto-recíprocos que
construímos estão ligados aos zeros de polinômios quase-ortogonais. Os polinômios quase-
ortogonais podem ser obtidos a partir de uma sequência de polinômios ortogonais. Neste
trabalho, usaremos os polinômios de Chebyshev para obter polinômios quase-ortogonais
e usaremos resultados sobre o comportamento de zeros desses polinômios para obter in-
formações sobre o comportamento dos zeros de polinômios auto-recíprocos.

Palavras-Chave: Polinômios quase-ortogonais, Zeros, Polinômios de Chebyshev, Po-
linômios auto-recíprocos.





Abstract

The main objective of this work is to study the behavior of the zeros of some classes
of self-reciprocal polynomials related to Chebyshev quasi-orthogonal polynomials of order
one and two. The zeros of self-reciprocal polynomials are linked to the zeros of quasi-
orthogonal polynomials, which can be obtained from a sequence of orthogonal polynomi-
als. In this work we use the Chebyshev polynomials to obtain classes of quasi-orthogonal
polynomials and from results on the behavior of their zeros, we obtain information about
the zeros of some classes of self-reciprocal polynomials.

Keywords: Quasi-orthogonal polynomials, Zeros, Chebyshev polynomials, Self-reciprocal
polynomials.
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Capítulo

1
Introdução

A teoria dos polinômios ortogonais tem se tornando cada vez mais importante nos
últimos anos, pois têm muitas aplicações na matemática (análise numérica, equações
diferenciais, teoria dos números, combinatória, etc.) e também na física e engenharia
(equações de Schrödinger , física quântica, etc.), dentre outras áreas. Para conhecer um
pouco mais sobre a origem do estudo dos polinômios ortogonais ver [3, 19].

No caso específico dos zeros de polinômios ortogonais, uma bela aplicação é o fato de
seus zeros serem utilizados como os nós das fórmulas de quadratura gaussiana, já que têm
a maior precisão possivél para aproximar

∫ b
a
f(x) dx(uma vez que, com n pontos, não é

possível exceder a precisão de 2n − 1), isto é, elas se aproximam mais eficientemente à
integral de uma função suficientemente suave.

Dentre os polinômios ortogonais clássicos, temos os polinômios de Chebyshev de pri-
meira, segunda, terceira e quarta espécies. Esses polinômios são exaustivamente usados
na Análise Numérica, sendo uma ferramenta importante na expansão de funções em séries
de polinômios de Chebyshev, por exemplo. Para mais detalhes sobre os polinômios de
Chebyshev, as referências [2, 4, 17, 21] são boas fontes.

Os zeros dos polinômios de Chebyshev são todos reais, simples e estão localizados no
intervalo [−1, 1], que é o intervalo de ortogonalidade dessa classe de polinômios. Outras
propriedades e o estudo do comportamento dos zeros podem ser encontrados em [4, 13,
22, 23, 28].

Neste trabalho estudamos em detalhes algumas propriedades e teoremas importantes
dos polinômios ortogonais, com ênfase nos polinômios de Chebyshev. Além disso, estuda-
mos algumas propriedades dos polinômios auto-recíprocos ([22, 29]). A teoria estudada
servirá de base para analisar o comportamento dos zeros de algumas combinações lineares
de polinômios de Chebyshev, para assim finalmente obter informações sobre o compor-
tamento dos zeros de alguns tipos de polinômios auto-recíprocos que são construídos a
partir de polinômios quase-ortogonais de Chebyshev de ordens um e dois.

No Capítulo 2 estudamos as principais propriedades de uma família de polinômios
ortogonais, tais como ortogonalidade, relação de recorrência de três termos e o compor-
tamento de seus zeros. Também estudamos algumas sequências de polinômios ortogonais
clássicos, fazendo um estudo detalhado dos polinômios de Jacobi e dos polinômios de
Legendre, tais como simetria, relação de recorrência, ortogonalidade etc.. Como uma
aplicação dos polinômios ortogonais estudamos as fórmulas de quadratura gaussiana.

No Capítulo 3 estudamos os polinômios de Chebyshev de primeira, segunda, terceira
e quarta espécies, tais como ortogonalidade, relação de recorrência de três termos e o
comportamento de seus zeros.

17



1. Introdução 18

No Capítulo 4 estudamos os polinômios com zeros simétricos, que são os polinômios
auto-conjugados, auto-recíprocos e auto-inversíveis. Observamos quais são as condições
necessárias e suficientes para que um polinômio complexo seja auto-conjugado, auto-
recíproco ou auto-inversível e, finalmente, vemos a relação que há entre esses polinômios.

No Capítulo 5 estudamos o comportamento dos zeros de alguns tipos de polinômios
auto-recíprocos que podem ser obtidos usando polinômios quase-ortogonais de Chebyshev
de ordens um e dois.

Atualmente existem muitas bibliografias dedicada ao estudo do tema. Neste trabalho
vamos utilizar principalmente as seguintes:

• Orthogonal Polynomials, G. Szegö [28], é a primeira monografia dedicada inteira-
mente a este tópico e que inclui as principais ideias e técnicas matemáticas, estu-
dando em particular os polinômios da classe de Szegö, entre muitos outros.

• Special Functions and Their Application, N.N. Lebedev [20], monografia clássica
que descreve uma grande parte das funções especiais e polinômios clássicos, como
muitas de suas aplicações para problemas de física matemática e engenharia.

• An Introduction to Orthogonal Polynomials, T.S. Chihara [13], ótima revisão do
tema usando técnicas funcionais lineares. Altamente recomendado para o "inici-
ante".

• Introdução aos Polinômios Ortogonais, E.X.L. de Andrade, C.F. Bracciali, F.R.
Rafaeli [4], excelente livro de referência muito detalhada, sua notação é muito fácil
de entender. Altamente recomendado para o "iniciante".

• Chebyshev Polynomials, J. C. Mason and D.C. Handscomb [21], um livro perfeito
para quem está começando a estudar os polinômios de Chebyshev. É muito didático
e tem muitas aplicações dos polinômios de Chebyshev.



Capítulo

2
Polinômios ortogonais

Os polinômios ortogonais ocupam um lugar muito importante no desenvolvimento de
muitas áreas de matemática pura e aplicada, como na teoria das equações diferenciais,
teoria da aproximação, na análise numérica, entre outras. Para mais detalhes sobre a
teoria apresentada neste capítulo sugerimos os textos [4, 9, 13, 23, 25, 28].

Uma função real ψ, definida em [a, b], é chamada uma distribução (ou medida positiva)
em (a, b), se ψ é não-decrescente, limitada, com infinitos pontos de aumento e tal que as
integrais de Stieltjes

µk =

∫ b

a

xkw(x) dx, k = 0, 1, 2, . . . (2.1)

existam. Os valores µk são chamados momentos da distribução.
Consideremos, daqui por diante, uma distribução dψ(x) = w(x)dx, onde w é uma

função não negativa, mas não identicamente nula. Neste caso chamaremos w de função
peso.

Definição 1 Sejam f, g ∈ C[a, b] e seja w(x) > 0 contínua no intervalo (a, b). Definimos
o produto escalar de f e g com a função peso w da seguinte forma

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)w(x) dx. (2.2)

Definição 2 Seja {Pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios, onde Pn(x) é um polinômio
de grau n. Dizemos que {Pn(x)}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais (SPO) em
relação à função peso w(x) em (a, b) se

〈Pn, Pm〉 = δnmρn,

onde δnm denota o delta de Kronecker.

Definição 3 Uma sequência {Pn(x)}∞n=0 diz-se uma sequência de polinômios ortonormais
(SPO*), denotada por {P ∗n(x)}∞n=0, se é uma SPO com ρn = 1.

Exemplo 1 Consideremos w(x) = 1 e (a, b) = (0, 1). Usando o processo de Gram-
Schmidt e o produto interno dado em (2.2), podemos construir uma sequência de polinô-
mios ortogonais a partir de {1, x, x2, x3, . . .}.

Seja P0(x) = 1, então

P1(x) = x− 〈x, P0(x)〉
〈P0(x), P0(x)〉

P0(x) = x− 〈x, 1〉
〈1, 1〉

= x− 1

2
,

19



2. Polinômios ortogonais 20

pois 〈x, 1〉 =
∫ 1

0
x dx = 1

2
e 〈1, 1〉 =

∫ 1

0
dx = 1.

Além disso,

P2(x) = x2 − 〈x2, P0(x)〉
〈P0(x), P0(x)〉

P0(x)− 〈x2, P1(x)〉
〈P1(x), P1(x)〉

P1(x),

onde 〈
x2, 1

〉
=

∫ 1

0

x2 dx =
1

3
,〈

x2, x− 1

2

〉
=

∫ 1

0

x2

(
x− 1

2

)
dx =

1

12
,〈

x− 1

2
, x− 1

2

〉
=

∫ 1

0

(
x− 1

2

)2

dx =
1

12
,

e assim P2(x) será

P2(x) = x2 − 1

3
−
(
x− 1

2

)
= x2 − x+

1

6
.

Repetindo o processo, obtemos

P3(x) = x3 − 3

2
x2 +

3

5
x− 1

20
, P4(x) = x4 − 2x3 +

9

7
x2 − 2

7
x+

1

70

P5(x) = x5 − 5

2
x4 +

20

9
x3 − 5

6
x2 +

5

42
x− 1

252
,

e assim por diante.
Portanto, obtemos uma sequência {P0(x), P1(x), P2(x), P3(x), . . .} de polinômios orto-

gonais.

Ao longo do texto, vamos denotar os polinômios ortogonais de grau n, Pn(x), por

Pn(x) =
n∑
i=0

an,ix
i, an,n 6= 0.

2.1 Propriedades gerais
Nesta seção apresentamos algumas caracterizações de ortogonalidade para uma SPO

dada.

Teorema 1 Seja {Pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais. Então, {Pj(x)}mj=0

são linearmente independentes.

Demonstração. Sejam αj, j = 0, 1, . . . ,m, constantes reais tais que
m∑
j=0

αjPj(x) = 0.

Logo, para cada Pk(x), 0 ≤ k ≤ m, temos que

0 = 〈Pk, 0〉 = 〈Pk,
m∑
j=0

αjPj(x)〉 =
m∑
j=0

αj〈Pk, Pj〉 = αk〈Pk, Pk〉,

ou seja,
αk〈Pk, Pk〉 = 0,∀k = 0, 1, . . . ,m,

pois {Pn(x)}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais.
Portanto, αk = 0, k = 0, . . . ,m.
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Nos próximos resultados vamos apresentar algumas caracterizações para uma SPO
dada. As demonstrações são baseadas no fato de que o subconjunto {Pk(x)}mk=0 de uma
SPO constitui uma base para o subespaço de polinômios Pm de grau menor ou igual a m,
sendo este fato uma consequência imediata do teorema anterior.

Teorema 2 Sejam {Pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios e w(x) uma função peso no
intervalo (a, b). Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

a) {Pn(x)}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais relativamente a w(x).

b) 〈Pn, π〉 = 0, ∀π(x) ∈ Pm, n > m.

c) 〈xm, Pn〉 = dnδmn, com dn 6= 0, m = 0, 1, . . . n, sendo δmn o delta de Kronecker.

Demonstração. (a) ⇒ (b) Seja π(x) um polinômio de grau menor igual a m. Pelo
Teorema 1 temos que {Pk(x)}mk=0 é uma base para Pm, pois {Pn(x)}∞n=0 é uma sequência
de polinômios ortogonais.

Logo, como π(x) ∈ Pm, temos que existem αk, k = 0, . . . ,m, tais que

π(x) =
m∑
k=0

αkPk(x).

Portanto tem-se que

〈π, Pn〉 = 〈
m∑
k=0

αkPk(x), Pn〉 =
m∑
k=0

αk〈Pk, Pn〉
(a)
= 0.

(b)⇒ (c) i) Suponha que m < n e definimos π(x) = xm. Então pelo item b) segue que

〈Pn, xm〉 = 〈Pn, π〉 = 0.

ii) Seja agora m = n. Assim, π(x) = xn ∈ Pn. Logo, existem αj, j = 0, . . . , n, tais que

xn =
n∑
k=0

αkPk(x), αn 6= 0.

Então

〈xn, Pn〉 = 〈
n∑
k=0

αkPk(x), Pn〉 =
n∑
k=0

αk〈Pk, Pn〉
(b)
= αn〈Pn, Pn〉 6= 0.

(c)⇒ (a) Consideremos Pm(x) =
m∑
k=0

αm,kx
k com n ≥ m. Então

〈Pm, Pn〉 = 〈
m∑
k=0

αm,kx
k, Pn〉 =

m∑
k=0

αm,k〈xk, Pn〉
(c)
= δm,nαn,n〈xn, Pn〉 = δm,nρn.

Corolário 1 Sejam {Pn(x)}∞n=0 e {Qn(x)}∞n=0 duas sequências de polinômios ortogonais
em relação a função peso w(x) no intervalo (a, b). Então existem constantes σn 6= 0, n =
0, 1, . . . , tais que

Qn(x) = σnPn(x).
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Demonstração. Como {Pk(x)}mk=0 formam uma base para Pm e tomando Qm(x) ∈
{Qn(x)}∞n=0, temos que existem σk, k = 0, 1, . . . ,m, tais que

Qm(x) =
m∑
k=0

σkPk(x), σm 6= 0. (2.3)

Por outro lado, pelo item b) do Teorema 2 segue que

〈Qm, P0〉 = 〈Qm, P1〉 = · · · = 〈Qm, Pm−1〉 = 0.

Portanto, para j = 0, 1, . . . ,m− 1,

0 = 〈Qm, Pj〉 = 〈
m∑
k=0

σkPk(x), Pj〉 =
m∑
k=0

σk〈Pk, Pj〉 = σj〈Pj, Pj〉,

e como 〈Pj, Pj〉 > 0, temos que σj = 0, j = 0, 1, . . .m − 1. Assim, pela equação (2.3)
tem-se

Qm(x) = σmPm(x).

Além disso, usando a equação anterior, podemos obter o valor de σm fazendo

〈Qm, Pm〉 = 〈σmPm, Pm〉 = σm〈Pm, Pm〉 ⇒ σm =
〈Qm, Pm〉
〈Pm, Pm〉

.

O colorário anterior mostra que, se existe uma SPO em relação a algum produto
interno, então essa SPO é única, a menos de uma constante. Agora queremos mostrar
que tal SPO sempre existe e para isso precisamos conhecer o conceito de determinante de
Hankel.

Definição 4 (Determinante de Hankel). Dada uma sequência de momentos µn como
em (2.1), define-se por determinantes de Hankel de ordem n + 1, os determinantes ∆n

definidos da forma

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 · · · µn
µ1 µ2 · · · µn+1
...

... . . . ...
...

... . . . ...
µn µn+1 · · · µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 0. (2.4)

Teorema 3 Seja w(x) uma função peso, com sequência de momentos {µn}∞n=0. Uma con-
dição necessária e suficiente para a existência de uma sequência de polinômios ortogonais
em relação a w(x) é

∆n 6= 0, n = 0, 1, . . . .

Demonstração. Suponha que existe uma SPO {Pn(x)}∞n=0 em relação à função peso
w(x), com sequência de momentos {µn}∞n=0.
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Temos, para m ≤ n, e tomando Pn(x) =
n∑
i=0

an,ix
i, que

〈xm, Pn〉 = 〈xm,
n∑
i=0

an,ix
i〉 =

n∑
i=0

an,i〈xm, xi〉

=
n∑
i=0

an,i

∫ b

a

xmxiw(x) dx

=
n∑
i=0

an,i

∫ b

a

xm+iw(x) dx

=
n∑
i=0

an,iµm+i.

Assim, pelo Teorema 2, segue que
n∑
i=0

an,iµm+i = 〈xm, Pn〉 = dnδnm, dn 6= 0.

Logo, fazendo m = 0, 1, . . . , n, obtém-se o seguinte sistema
µ0 µ1 · · · µn
µ1 µ2 · · · µn+1
...

... . . . ...
...

... . . . ...
µn µn+1 · · · µ2n




an,0
an,1
...
...

an,n

 =


0
0
...
...
dn

 . (2.5)

Pelo Corolário 1, cada polinômio de uma SPO é unicamente determinado pelo coeficiente
de maior ordem. Então, an,n = dn∆n−1

∆n
, n = 0, 1, . . . , se, e somente se, ∆n 6= 0, n = 0, 1, . . ..

Teorema 4 Seja {Pn(x)}∞n=0 uma SPO em relação à função peso w(x) no intervalo (a, b).
Então, para qualquer polinômio π(x) de grau n,

〈π, Pn〉 =
αnann∆n

∆n−1

, ∆−1 = 1,

onde αn denota o coeficiente principal de π(x) e ann o coeficiente principal de Pn(x).

Demonstração. Escrevendo

π(x) = αnx
n + πn−1(x),

onde πn−1(x) é um polinômio de grau menor igual a n− 1, temos, pelo Teorema 2,

〈π, Pn〉 = αn〈xn, Pn〉+ 〈πn−1, Pn−1〉 = αn〈xn, Pn〉 = αndn. (2.6)

E, pelo teorema anterior,

an,n =
dn∆n−1

∆n

, (2.7)

onde ann é o coeficiente principal de Pn. Portanto, substituindo (2.7) em (2.6) temos que

〈π, Pn〉 =
αnann∆n

∆n−1

.
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2.2 Relação de recorrência de três termos
Nesta seção vamos demonstrar que os polinômios ortogonais satisfazem uma relação

de recorrência de três termos. Este fato é uma das principais características desses po-
linômios, pois facilitam muito sua geração.

Teorema 5 (Relação de Recorrência de Três Termos) Dada uma sequência de po-
linômios ortogonais {Pn(x)}∞n=0 em relação à função peso w(x) no intervalo (a, b), existem
sequências {βn}∞n=0, {ηn}∞n=0 e {αn}∞n=0 de números reais, tais que

Pn+1(x) = (ηn+1x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x), n ≥ 0, (2.8)

com P0(x) = 1, P−1(x) = 0 e

ηn+1 =
an+1,n+1

an,n
6= 0, βn+1 = ηn+1

〈xPn, Pn〉
〈Pn, Pn〉

, αn+1 =
ηn+1

ηn

〈Pn, Pn〉
〈Pn−1, Pn−1〉

6= 0. (2.9)

Demonstração. Seja Pn(x) =
n∑
j=0

an,jx
j ∈ {Pn(x)}∞n=0.

Como xPn(x) ∈ Pn+1 existem γi, i = 0, 1, . . . , n+ 1, tais que

xPn(x) =
n+1∑
i=0

γiPi(x). (2.10)

Por outro lado, pelo Teorema 2 para j + 1 < n, temos que

〈xPn, Pj〉 =

∫ b

a

xPn(x)Pj(x)w(x) dx =

∫ b

a

xPj(x)Pn(x)w(x) dx = 〈xPj, Pn〉 = 0,

e assim,

0 = 〈xPn, Pj〉 = 〈
n+1∑
i=0

γiPi(x), Pj〉 =
n+1∑
i=0

γi〈Pi, Pj〉 = γj〈Pj, Pj〉,

para j + 1 < n.
Logo, γj = 0, para j < n− 1. Portanto, reescrevendo a equação (2.10) temos

xPn(x) = γn+1Pn+1(x) + γnPn(x) + γn−1Pn−1(x),

que pode ser escrito como

Pn+1(x) =
1

γn+1

xPn(x)− γn
γn+1

Pn(x)− γn−1

γn+1

Pn−1(x),

ou seja,
Pn+1(x) = (ηn+1x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x), (2.11)

com
ηn+1 =

1

γn+1

, βn+1 =
γn
γn+1

, αn+1 =
γn−1

γn+1

.

Finalmente calculamos os valores de ηn+1, βn+1 e αn+1. Comparando os coeficientes
dos termos de maior grau da igualdade na equação (2.10) tem-se an,n = γn+1an+1,n+1, daí
ηn+1 = an+1,n+1/an,n. Da equação (2.11) temos

0 = 〈Pn+1, Pn〉 = ηn+1〈xPn, Pn〉 − βn+1〈Pn, Pn〉 − αn+1〈Pn−1, Pn〉,
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ou seja,

βn+1 = ηn+1
〈xPn, Pn〉
〈Pn, Pn〉

.

De forma análoga,

0 = 〈Pn+1, Pn−1〉 = ηn+1〈xPn, Pn−1〉 − βn+1〈Pn, Pn−1〉 − αn+1〈Pn−1, Pn−1〉,

logo,

αn+1 = ηn+1
〈xPn, Pn−1〉
〈Pn−1, Pn−1〉

.

Da equação (2.11) tem-se Pn(x) = (ηnx− βn)Pn−1(x)− αnPn−2(x). Reescrevendo,

xPn−1(x) =
1

ηn
Pn(x) +

βn
ηn
Pn−1(x) +

αn
ηn
Pn−2(x),

e como

〈xPn, Pn−1〉 =

∫ b

a

xPn(x)Pn−1(x)w(x) dx =

∫ b

a

xPn−1(x)Pn(x)w(x) dx = 〈xPn−1, Pn〉,

obtemos que

〈xPn, Pn−1〉 = 〈xPn−1, Pn〉 =
1

ηn
〈Pn, Pn〉+

βn
ηn
〈Pn−1, Pn〉+

αn
ηn
〈Pn−2, Pn〉 =

1

ηn
〈Pn, Pn〉.

Portanto,

αn+1 =
ηn+1

ηn

〈Pn, Pn〉
〈Pn−1, Pn−1〉

.

Podemos representar de outra maneira a relação de recorrência de três termos, descrita
no teorema anterior, usando uma seqüência de polinômios ortogonais mônicos {P̂n(x)}∞n=0

em relação a uma função peso w(x), que pode ser obtida a partir de uma sequência de
polinômios ortogonais{Pn(x)}∞n=0 em relação a w(x). Para construí-los, basta dividir cada
Pn(x) pelo correspondente coeficiente do termo de maior grau, ou seja,

P̂n(x) =
Pn(x)

an,n
, n ≥ 1.

Assim, a relação de recorrência de três termos para polinômios ortogonais mônicos é
dada por

P̂n+1(x) = (x− β̂n+1)P̂n(x)− α̂n+1P̂n−1(x), (2.12)

onde

β̂n+1 =
〈xP̂n, P̂n〉
〈P̂n, P̂n〉

e α̂n+1 =
〈P̂n, P̂n〉
〈P̂n−1, P̂n−1〉

, (2.13)

ou na forma matricial, fazendo n = 0, 1, . . . ,m− 1,

x



P̂0(x)

P̂1(x)

P̂2(x)
...

P̂m−2(x)

P̂m−1(x)


= J̃m



P̂0(x)

P̂1(x)

P̂2(x)
...

P̂m−2(x)

P̂m−1(x)


+ P̂m(x)



0
0
0
...
0
1


, (2.14)
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onde J̃m é a matriz (tridiagonal) de ordem m

J̃m =



β̂1 1 0 0 · · · 0 0

α̂2 β̂2 1 0 · · · 0 0

0 α̂3 β̂3 1 · · · 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 · · · β̂m−1 1

0 0 0 0 · · · α̂m β̂m


.

Assim, em (2.14) podemos ver que os zeros de P̂m(x) são os autovalores de J̃m, pois o
polinômio P0(x) é um polinômio constante diferente do polinômio nulo. Uma das con-
sequências importantes da relação de recorrência de três termos é a seguinte identidade.

Teorema 6 (Identidade de Christoffel-Darboux) Seja {P̂n(x)}∞n=0 uma seqüência de
polinômios ortogonais mônicos. Então, eles satisfazem a seguinte identidade

n∑
i=0

P̂i(x)P̂i(y)

α̂1α̂2 . . . α̂i+1

=
1

α̂1α̂2 . . . α̂n+1

P ∗n+1(x)P ∗n(y)− P ∗n(y)P ∗n+1(x)

x− y
. (2.15)

Demonstração. Para facilitar a demonstração, vamos denotar por Fn(x, y) o lado direito
de (2.15), isto é,

Fn(x, y) =
1

α̂1α̂2 . . . α̂n+1

P ∗n+1(x)P ∗n(y)− P ∗n(y)P ∗n+1(x)

x− y
.

Da relação de recorrência de três termos descrita em (2.12) para i ≥ 0, temos

P̂i+1(x)P̂i(y) = (x− β̂i+1)P̂i(x)P̂i(y)− α̂i+1P̂i−1(x)P̂i(y),

P̂i+1(y)P̂i(x) = (y − β̂i+1)P̂i(y)P̂i(x)− α̂i+1P̂i−1(y)P̂i(x).

Subtraindo a segunda da primeira na equação acima, temos

P̂i+1(x)P̂i(y)− P̂i+1(y)P̂i(x) = (x− y)P̂i(x)P̂i(y) + α̂i+1

[
P̂i−1(y)P̂i(x)− P̂i−1(x)P̂i(y)

]
,

ou, equivalentemente,

(x− y)P̂i(x)P̂i(y) = P̂i+1(x)P̂i(y)− P̂i(x)P̂i+1(y)− α̂i+1

[
P̂i(x)P̂i−1(y)− P̂i−1(x)P̂i(y)

]
.

Dividindo a última equação por (α̂1α̂2 . . . α̂i+1)(x− y), obtemos

P̂i(x)P̂i(y)

α̂1α̂2 . . . α̂i+1

= Fi(x, y)− Fi−1(x, y), i ≥ 0.

Somando sobre i na última expressão, desde 0 até n, obtemos o resultado desejado.

Além da relação de recorrência de três termos para polinômios ortogonais mônicos,
podemos obter a relação de recorrência de três termos para polinômios ortonormais
{P ∗n(x)}∞n=0, que serão dados por

P ∗n+1(x) = (η∗n+1x− β∗n+1)Pn(x)− α∗n+1Pn−1(x), n ≥ 0. (2.16)
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Vejamos a relação que existe entre as sequências {α̂n}∞n=0 e {β̂n}∞n=0, que são obtidas
da relação de três termos para polinômios ortogonais mônicos, e as sequências {α∗n}∞n=0 e
{β∗n}∞n=0 que são definidas em (2.16).

Da relação de recorrência (2.16), temos

P ∗n+1(x) = (η∗n+1x− η∗n+1〈xP ∗n , P ∗n〉)P ∗n(x)−
η∗n+1

η∗n
P ∗n−1(x),

ou, equivalentemente,

xP ∗n(x) =
1

η∗n+1

P ∗n+1(x) + 〈xP ∗n , P ∗n〉P ∗n(x) +
1

η∗n
P ∗n−1(x).

Assim,
xP ∗n(x) = λ∗nP

∗
n−1(x) + τ ∗n+1P

∗
n(x) + λ∗n+1P

∗
n+1(x), (2.17)

onde λ∗n+1 = 1
η∗n+1

e τ ∗n+1 = 〈xP ∗n , P ∗n〉.
Observe que P̂n(x) = P ∗n(x)/a∗n,n, e da equação (2.13) temos

α̂n+1 =
〈P̂n, P̂n〉
〈P̂n−1, P̂n−1〉

=
(a∗n−1,n−1)2

(a∗n,n)2
= (λ∗n)2

e

β̂n+1 =
〈xP̂n, P̂n〉
〈P̂n, P̂n〉

= 〈xP ∗n , P ∗n〉 = τ ∗n+1.

Fazendo n = 1, 2, · · · ,m− 1, em (2.17) e expressando na forma matricial temos

x



P ∗0 (x)
P ∗1 (x)
P ∗2 (x)

...
P ∗m−2(x)
P ∗m−1(x)


= Jm



P ∗0 (x)
P ∗1 (x)
P ∗2 (x)

...
P ∗m−2(x)
P ∗m−1(x)


+ P ∗m(x)



0
0
0
...
0
λ∗m


,

onde Jm é a matriz (tridiagonal) de ordem m

Jm =



β̂1

√
α̂2 0 0 · · · 0 0√

α̂2 β̂2

√
α̂3 0 · · · 0 0

0
√
α̂3 β̂3

√
α̂4 · · · 0 0

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 0 · · · β̂m−1

√
α̂m

0 0 0 0 · · ·
√
α̂m β̂m


.

Assim, todas as raízes do polinômio P ∗m(x) será um autovalor da matriz Jm, conhecida
como a matriz de Jacobi de ordem m.

O seguinte teorema refere-se à Identidade de Christoffel-Darboux para os polinômios
ortonormais.

Corolário 2 (Identidade de Christoffel-Darboux) Seja {P ∗n(x)}∞n=0 uma sequência
de polinômios ortonormais. Então, eles satisfazem a seguinte identidade

n∑
i=o

P ∗i (x)P ∗i (y) =
1

η∗n+1

P ∗n+1(x)P ∗n(y)− P ∗n(y)P ∗n+1(x)

x− y
. (2.18)
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Demonstração. Da relação de recorrência dada em (2.16) temos

P ∗n+1(x)P ∗n(y) = (η∗n+1x− β∗n+1)P ∗n(x)P ∗n(y)− α∗n+1P
∗
n−1(x)P ∗n(y)

P ∗n+1(y)P ∗n(x) = (η∗n+1y − β∗n+1)P ∗n(y)P ∗n(x)− α∗n+1P
∗
n−1(y)P ∗n(x).

Subtraindo as duas equações acima, segue que

P ∗n+1(x)P ∗n(y)−P ∗n+1(y)P ∗n(x) = η∗n+1(x−y)P ∗n(x)P ∗n(y)+α∗n+1

[
P ∗n−1(y)P ∗n(x)− P ∗n−1(x)P ∗n(y)

]
,

e como αn+1 = η∗n+1/η
∗
n,

P ∗n+1(x)P ∗n(y)−P ∗n+1(y)P ∗n(x) =
η∗n+1

η∗n

[
P ∗n−1(y)P ∗n(x)− P ∗n−1(x)P ∗n(y)

]
+η∗n+1(x−y)P ∗n(x)P ∗n(y).

(2.19)
Da mesma forma,

P ∗n(x)P ∗n−1(y)− P ∗n(y)P ∗n−1(x) =
η∗n
η∗n−1

[
P ∗n−2(y)P ∗n−1(x)− P ∗n−2(x)P ∗n−1(y)

]
+ η∗n(x− y)P ∗n−1(x)P ∗n−1(y). (2.20)

Substituindo (2.20) em (2.19), obtemos

P ∗n+1(x)P ∗n(y)− P ∗n+1(y)P ∗n(x) =
η∗n+1

η∗n−1

[
P ∗n−2(y)P ∗n−1(x)− P ∗n−2(x)P ∗n−1(y)

]
+ η∗n+1(x− y)P ∗n−1(x)P ∗n−1(y) + η∗n+1(x− y)P ∗n(x)P ∗n(y)

=
η∗n+1

η∗n−1

[
P ∗n−2(y)P ∗n−1(x)− P ∗n−2(x)P ∗n−1(y)

]
+ η∗n+1(x− y)

[
P ∗n−1(x)P ∗n−1(y) + P ∗n(x)P ∗n(y)

]
.

Usando o mesmo raciocíno n vezes, temos

P ∗n+1(x)P ∗n(y)− P ∗n+1(y)P ∗n(x) =
η∗n+1

η∗1
[P ∗0 (y)P ∗1 (x)− P ∗0 (x)P ∗1 (y)] + η∗n+1(x− y)

n∑
k=1

P ∗k (x)P ∗k (y).

(2.21)

Por outro lado temos que P ∗1 (x) = a∗1,1x+ a∗1,0 e P ∗0 = a∗0,0. Então

P ∗0 (y)P ∗1 (x)− P ∗0 (x)P ∗1 (y) = a∗0,0(a∗1,1x+ a∗1,0)− a∗0,0(a∗1,1y + a∗1,0)

= a∗0,0a
∗
1,1(x− y).

Substituindo em (2.21), obtemos

P ∗n+1(x)P ∗n(y)− P ∗n+1(y)P ∗n(x) =
η∗n+1

η∗1

[
a∗0,0a

∗
1,1(x− y)

]
+ η∗n+1(x− y)

n∑
k=1

P ∗k (x)P ∗k (y).

Como η∗1 = a∗1,1/a
∗
0,0 e P ∗0 (x) = P ∗0 (y) = a∗0,0, temos

P ∗n+1(x)P ∗n(y)− P ∗n+1(y)P ∗n(x) = η∗n+1(x− y)(a∗0,0)2 + η∗n+1(x− y)
n∑
k=1

P ∗k (x)P ∗k (y)

= η∗n+1(x− y)

[
P ∗0 (x)P ∗0 (y) +

n∑
k=1

P ∗k (x)P ∗k (y)

]

= η∗n+1(x− y)
n∑
k=0

P ∗k (x)P ∗k (y).
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Portanto
n∑
i=o

P ∗i (x)P ∗i (y) =
1

η∗n+1

P ∗n+1(x)P ∗n(y)− P ∗n(y)P ∗n+1(x)

x− y
.

Na Identidade de Cristoffel-Darboux (2.18), se somarmos e subtraimos P ∗n+1(x)P ∗n(x),
obtemos

n∑
i=o

P ∗i (x)P ∗i (y) =
1

η∗n+1

{
P ∗n(x)(P ∗n+1(x)− P ∗n+1(y))

x− y
−
P ∗n+1(x)(P ∗n(x)− P ∗n(y))

x− y

}
.

Fazendo y −→ x em ambos membros da igualdade acima, obtemos a seguinte identi-
dade, conhecida como Fórmula Confluente,

n∑
i=0

(P ∗i (x))2 =
1

η∗n+1

{
P ∗n(x)(P ∗n+1(x))

′ − P ∗n+1(x)(P ∗n(x))
′
}
> 0, (2.22)

que é válida para todo x ∈ R.

2.3 Zeros dos polinômios ortogonais
Nesta seção apresentamos os zeros dos polinômios ortogonais, que possuem diversas

propriedades interessantes, as quais descreveremos a seguir.

Teorema 7 Seja {Pn(x)}∞n=0 uma SPO em relação à função peso w(x) no intervalo (a, b).
Então Pn(x) tem exatamente n zeros reais, distintos e pertecem ao intervalo (a, b).

Demonstração. Vamos supor que Pn(x) tem só k < n zeros reais distintos no intervalo
(a, b). Sejam então x1,n, x2,n, . . . , xk,n tais zeros. Assim, temos

Pn(x) = (x− x1,n)n1(x− x2,n)n2 · · · (x− xk,n)nkQ(x),

onde Q(x) é um polinômio de grau (n− k) que tem zeros complexos ou zeros de multipli-
cidade par em (a, b) ou zeros fora de (a, b) e n1, n2, . . . nk são números inteiros ímpares.
Desta forma, Q(x) não muda de sinal em (a, b). Denotemos também

R(x) =
k∏
i=1

(x− xi,n) ∀x ∈ (a, b). (2.23)

Logo, multiplicando (2.23) por Pn(x), obtemos

Pn(x)R(x) = (x− x1,n)n1+1(x− x2,n)n2+1 · · · (x− xk,n)nk+1Q(x),

e assim∫ b

a

Pn(x)R(x)w(x) dx =

∫ b

a

(x−x1,n)n1+1(x−x2,n)n2+1 · · · (x−xk,n)nk+1Q(x)w(x) dx 6= 0,

(2.24)
pois os números n1 + 1, n2 + 1, . . . , nk + 1 são números pares.

Por outro lado, como o polinômio R(x) tem grau k < n, pelo Teorema 2 temos que∫ b

a

Pn(x)R(x)w(x) dx = 0,
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o qual gera um absurdo com (2.24). Portanto Pn(x) tem exatamente n zeros de multipli-
cidade ímpar em (a, b).

Vejamos agora que os zeros de Pn(x) são simples, ou seja, n1 = n2 = . . . = nm = 1.
Suponhamos que Pn(x) tem zeros não simples, ou seja, existe α zero não simples de Pn(x).

Sendo α um zero não simples de Pn(x), podemos fatorar Pn(x) da seguinte forma

Pn(x) = (x− α)mSn−m(x), m ≥ 2,

onde m é um número ímpar.
Denotemos também

T (x) = (x− α)Sn−m(x), m ≥ 2.

Assim, temos

〈Pn(x), T (x)〉 =

∫ b

a

Pn(x)T (x)w(x) dx

=

∫ b

a

(x− α)mSn−m(x)(x− α)Sn−m(x)w(x) dx

=

∫ b

a

(x− α)m+1(Sn−m(x))2w(x) dx 6= 0,

pois m é um número ímpar e w(x) é positivo por definição.
Por outro lado, como grau(T (x)) = n − m + 1 < n, pelo Teorema 2 temos que

〈Pn(x), T (x)〉 = 0, o qual é um absurdo. Portanto, todos os zeros de Pn(x) são simples.
Logo, Pn(x) tem n zeros reais e distintos em (a, b).

Teorema 8 (Propriedade de entrelaçamento) Seja {Pn(x)}∞n=0 uma SPO em rela-
ção à função peso w(x). Então, entre dois zeros consecutivos de Pn(x), existe somente
um zero de Pn+1(x).

Demonstração. Sejam α e β dois zeros consecutivos de Pn(x) no intervalo (a, b), ou
seja, a < α < β < b. Mostremos que existe um zero de Pn+1(x) no intervalo (α, β).

Como α e β são zeros consecutivos de Pn(x) pelo teorema anterior temos que P ′n(α) e
P
′
n(β) têm sinais diferentes. Logo, substituindo esses zeros em (2.22), obtemos

−P ′n(α)Pn+1(α) > 0 e − P ′n(β)Pn+1(β) > 0.

Assim, como P ′n(α) e P ′n(β) têm sinais diferentes, segue que Pn+1(α) e Pn+1(β) também
têm sinais diferentes.

Sendo Pn+1(x) uma função contínua e desde que Pn+1(α) e Pn+1(β) têm sinais dife-
rentes com α < β, então, pelo Teorema Bolzano-Weierstrass, Pn+1(x) tem um zero em
(α, β).
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Exemplo 2 Usando os polinômios {P0(x), P1(x), P2(x), P3(x), P4(x)} do Exemplo 1, po-
demos ver na Figura 2.1 que os zeros desses polinômios são reais, distintos e localizam-se
no intervalo de ortogonalidade, que neste caso é (0, 1). Além disso, possuem a propriedade
de entrelaçamento, vista no teorema anterior.

Figura 2.1: Polinômios ortogonais em relação a função peso w(x) = 1 no intervalo (0, 1).

2.4 Polinômios ortogonais clássicos
Segundo Chihara [13], os polinômios de Jacobi (incluindo os casos especiais de Legen-

dre, de Gegenbauer, de Chebyshev de primeira, segunda, terceira e quarta espécies), de
Laguerre e Hermite são chamados de polinômios ortogonais clássicos. A definição a seguir
está no trabalho de Agarwal e Milovanović [1].

Definição 5 Polinômios ortogonais em relação ao produto interno (2.2) no intervalo
(a, b) são chamados de polinômios ortogonais clássicos se a função peso w(x) satisfaz a
seguinte equação diferencial

d

dx
(M(x)w(x)) = N(x)w(x),

onde

M(x) =


1− x2, se (a, b) = (−1, 1)
x, se (a, b) = (0,∞)
1, se (a, b) = (−∞,∞)

e N(x) é um polinômio de grau 1.

Exemplo 3 Mais adiante veremos que os polinômios Jacobi são ortogonais no intervalo
[−1, 1], em relação à função peso w(x) = (1− x)α(1 + x)β, α, β > −1, α, β ∈ R. Vamos
ver que essa função peso satisfaz a equação diferencial da definição acima.
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Como x ∈ [−1, 1], então

M(x)w(x) = (1− x2)(1− x)α(1 + x)β = (1− x)α+1(1 + x)β+1,

logo,

d

dx
(M(x)w(x)) =− (α + 1)(1− x)α(1 + x)β+1 + (β + 1)(1− x)α+1(1 + x)β

= [−(α + 1)(1 + x) + (β + 1)(1− x)] (1− x)α(1 + x)β

= [β − α− (α + β + 2)x] (1− x)α(1 + x)β = N(x)w(x),

onde N(x) = β − α − (α + β + 2)x é um polinômio de grau 1. Portanto a função peso
w(x) = (1− x)α(1 + x)β satisfaz a equação diferencial.

2.4.1 Preliminares

Nesta subseção, fornecemos uma breve introdução e apresentamos algumas propri-
edades importantes das funções gama e beta, que servirão para mostrar em detalhes
propriedades específicas dos polinômios ortogonais clássicos. Para mais detalhes sobre
essas e outras funções especiais veja [5, 20, 24].

Uma das primeiras funções especiais que veremos é a função gama, que foi descoberta
por Euler no final da década de 1720 (veja [5]), na tentativa de encontrar uma continuação
analítica da função fatorial.

Sejam x e n dois números inteiros não negativos. Para qualquer a ∈ C, definimos o
fatorial deslocado ou o símbolo Pochhammer (a)n por

(a)n = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1), n > 0, (a)0 = 1. (2.25)

Podemos então escrever
x! =

(x+ n)!

(x+ 1)n
.

Mas

(x+ n)! = (x+ n)(x+ n− 1) · · · (n+ 1)n(n− 1) · · · (2)(1) = (n+ 1)xn!,

logo,

x! =
(x+ n)!

(x+ 1)n
=

(n+ 1)xn!

(x+ 1)n
=

n!nx

(x+ 1)n

(n+ 1)x
nx

,

e como
lim
n→∞

(n+ 1)x
nx

= lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ x)

nx
= 1,

concluímos que

x! = lim
n→∞

n!nx

(x+ 1)n
. (2.26)

Podemos ver que para x ∈ C e x 6= −1,−2,−3, . . . ,, o limite em (2.26) existe e será
chamado

Γ(x+ 1) = lim
n→∞

n!nx

(x+ 1)n
.

Note que se x = n, então Γ(x+ 1) = x! e Γ(1) = 1.

Definição 6 Para todo x ∈ C, x 6= −1,−2,−3, . . . , a função gama Γ(x) é definida por

Γ(x) = lim
n→∞

n!nx−1

(x)n
.
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Uma consequência imediata da definição acima é a seguinte propriedade

Propriedade 1 Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Demonstração.

Γ(x+ 1) = lim
n→∞

n!nx

(x+ 1)n
= lim

n→∞

n!nx

(x+ 1)n
lim
n→∞

x+ n

n

= lim
n→∞

x(n!)nx−1(x+ n)

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n− 1)(x+ n)

= x lim
n→∞

n!nx−1

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n− 1)

= lim
n→∞

n!nx−1

(x)n

= xΓ(x).

Vamos ver outra maneira de definir a função gama.

Definição 7 Para x ∈ C e Re(x) > 0, a função gama Γ(x) pode ser escrita como

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−t dx.

Vamos enunciar algumas propriedades da função gama e as demostrações podem ser
vistas nas referências citadas no início da subseção.

Propriedade 2 Γ(
1

2
) =
√
π.

Propriedade 3 Γ(x)Γ(1− x) =
π

sen(πx)
, 0 < Re(x) < 1.

Propriedade 4 Γ(x)Γ(
1

2
+ x) =

√
π

22x−1
Γ(2x), x ∈ Z+.

Outra função especial que usaremos é a função beta, que é denotada por B(x, y) e pode
ser definida da seguinte forma.

Definição 8 A função beta B(x, y) é definida para x, y ∈ C, Re(x) > 0 e Re(y) > 0 por

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt, (2.27)

conhecida como a integral de Euler de primeira espécie.

A função beta pode ser expressa em termos da função gama, como podemos ver no
resultado abaixo:

Teorema 9
B(x, y) =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
. (2.28)
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Demonstração. Da equação (2.27) temos

B(x, y + 1) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y dt =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y
(

1− t
1− t

)
dt

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y
(

1

1− t
− t

1− t

)
dt

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y
(
(1− t)−1 − t(1− t)−1

)
dt

=

∫ 1

0

[
tx−1(1− t)y−1 − t(1− t)y−1

]
dt

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt−
∫ 1

0

tx(1− t)y−1 dt,

ou seja,
B(x, y + 1) = B(x, y)−B(x+ 1, y). (2.29)

Por outro lado, integrando por partes B(x, y + 1) temos

B(x, y + 1) =
y

x
B(x+ 1, y). (2.30)

Assim, combinando (2.29) e (2.30), obtemos

B(x, y) =
x+ y

y
B(x, y + 1).

Iterando a equação acima, temos

B(x, y) =
(x+ y)(x+ y + 1)

y(y + 1)
B(x, y + 2) = . . . =

(x+ y)n
(y)n

B(x, y + n).

Reescrevendo a equação acima, temos

B(x, y) =
(x+ y)nn!

n!(y)n

∫ n

0

(
t

n

)x−1(
1− t

n

)y+n−1
dt

n

=
(x+ y)n
n!ny−1

n!ny−1

(y)n

∫ n

0

tx−1

nx

(
1− t

n

)y+n−1

dt

=
(x+ y)n
n!nx+y−1

n!ny−1

(y)n

∫ n

0

tx−1

(
1− t

n

)y+n−1

dt.

Fazendo n −→∞, obtemos

B(x, y) =
Γ(y)

Γ(x+ y)

∫ ∞
0

tx−1e−t dt,

assim usando a Definição 7 temos que

B(x, y) =
Γ(y)Γ(x)

Γ(x+ y)
.
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Para x > 0 e y > 0, vamos utilizar muitas vezes a notação(
x

y

)
=

Γ(x+ 1)

Γ(y + 1)Γ(x− y + 1)
, (2.31)

e para n inteiro e x > 0 também usar a notação(
x

n

)
=

Γ(x+ 1)

n!Γ(x− n+ 1)
.

Finalmente temos a relação entre a função gama e o símbolo de Pochhammer, dada
por:

(a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)
. (2.32)

2.4.2 Polinômios de Jacobi

Nesta seção veremos que os polinômios de Jacobi são polinômios ortogonais no inter-
valo [−1, 1] em relação à função peso w(x) = (1− x)α(1 + x)β, α, β > −1, α, β ∈ R.

Definição 9 Os polinômios de Jacobi, denotados por P (α,β)
n (x), podem ser definidos pela

fórmula de Rodrigues

P (α,β)
n (x) = (−2)−n(n!)−1(1− x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[
(1− x)α+n(1 + x)β+n

]
, (2.33)

onde α, β > −1, α, β ∈ R.

Dependendo dos valores de α e β, existem diferentes tipos de polinômios de Jacobi, que
são:

• Quando α = β = −1
2
(Polinômios de Chebyshev de primeira espécie).

• Quando α = β = 1
2
(Polinômios de Chebyshev de segunda espécie).

• Quando α = 1
2
e β = −1

2
(Polinômios de Chebyshev de terceira espécie).

• Quando α = −1
2
e β = 1

2
(Polinômios de Chebyshev de quarta espécie).

• Quando α = β = 0 (Polinômios de Legendre).

• Quando α = β (Polinômios ultra-esféricos ou polinômios de Gegenbauer).

Em seguida, mostraremos algumas propriedades importantes dos polinômios de Jacobi.

Teorema 10 A a sequência de polinômios ortogonais de Jacobi {P (α,β)
n (x)}∞n=1 satisfaz

P (α,β)
n (x) = (−1)nP (β,α)

n (−x). (2.34)
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Demonstração. Vamos mostrar por indução sobre n. Da fórmula de Rodrigues temos

P
(α,β)
n+1 (x) =

(−2)−(n+1)

(n+ 1)!
(1− x)−α(1 + x)−β

dn+1

dxn+1

[
(1− x)α+n+1(1 + x)β+n+1

]
=

(−2)−(n+1)

(n+ 1)!
(1− x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[
(−1)(α + n+ 1)(1− x)α+n(1 + x)β+n+1

+(β + n+ 1)(1 + x)β+n(1− x)α+n+1
]

=
(−2)−(n+1)

(n+ 1)!
(1− x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[
(−1)(α + n+ 1)(1 + x)(1− x)α+n(1 + x)β+n

+(β + n+ 1)(1− x)(1 + x)β+n(1− x)α+n
]

=
(−2)−(n+1)

(n+ 1)!
(1− x)−α(1 + x)−β

{
(−1)(α + n+ 1)

[[
dn

dxn
(1 + x)

]
(1− x)α+n(1 + x)β+n

+(1 + x)
dn

dxn
(
(1− x)α+n(1 + x)β+n

)]
+ (β + n+ 1)

[[
dn

dxn
(1− x)

]
(1 + x)β+n

(1− x)α+n + (1− x)
dn

dxn
(
(1 + x)β+n(1− x)α+n

)]}
=

(−2)−(n+1)

(n+ 1)!
(1− x)−α(1 + x)−β

{
(−1)(α + n+ 1)(1 + x)

dn

dxn
[
(1− x)α+n(1 + x)β+n

]
+(β + n+ 1)(1− x)

dn

dxn
[
(1− x)α+n(1 + x)β+n

]}
=

(−2)−(n+1)

(n+ 1)!
(1− x)−α(1 + x)−β [(−1)(α + n+ 1)(1 + x) + (β + n+ 1)(1− x)]

dn

dxn
[
(1− x)α+n(1 + x)β+n

]
=

(−2)−1

n+ 1
[(−1)(α + n+ 1)(1 + x) + (β + n+ 1)(1− x)]

(−2)−n

n!
(1− x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[
(1− x)α+n(1 + x)β+n

]
=

(−2)−1

n+ 1
[(−1)(α + n+ 1)(1 + x) + (β + n+ 1)(1− x)]P (α,β)

n (x).

Pela hipótese de indução e organizando os termos anteriores temos,

P
(α,β)
n+1 (x) =

(−2)−1

n+ 1
[(−1)(α + n+ 1)(1 + x) + (β + n+ 1)(1− x)] (−1)nP (β,α)

n (−x)

=
(−2)−1

n+ 1
[(−1)(α + n+ 1)(1 + x) + (β + n+ 1)(1− x)] (−1)n

(−2)−n

n!
(1 + x)−β(1− x)−α

dn

dxn
[
(1 + x)β+n(1− x)α+n

]
= (−1)n+1 (−2)−(n+1)

(n+ 1)!
(1 + x)−β(1− x)−α [(α + n+ 1)(1 + x) + (−1)(β + n+ 1)(1− x)]

dn

dxn
[
(1 + x)β+n(1− x)α+n

]
= (−1)n+1 (−2)−(n+1)

(n+ 1)!
(1 + x)−β(1− x)−α

dn+1

dxn+1

[
(1 + x)β+n+1(1− x)α+n+1

]
= (−1)n+1 (−2)−(n+1)

(n+ 1)!
(1− (−x))−β(1 + (−x))−α

dn+1

dxn+1

[
(1− (−x))β+n+1(1 + (−x))α+n+1

]
.

= (−1)n+1P
(β,α)
n+1 (−x).
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Então,
P

(α,β)
n+1 (x) = (−1)n+1P

(β,α)
n+1 (−x).

O seguinte teorema mostra outra maneira de representar os polinômios de Jacobi.

Teorema 11 A a sequência de polinômios ortogonais de Jacobi {P (α,β)
n (x)}∞n=1 satisfaz

P (α,β)
n (x) = 2−n

n∑
k=0

(
n+ α

n− k

)(
n+ β

k

)
(1− x)k(1 + x)n−k. (2.35)

Demonstração. Lembrando a fórmula de Leibniz para a enésima derivada de um pro-
duto:

(f.g)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
fn−k.gk.

Da definição de Rodrigues para o polinômio de Jacobi, temos

M = (−2)nn!(1− x)α(1 + x)βP (α,β)
n (x) =

dn

dxn
[
(1− x)α+n(1 + x)β+n

]
.

Aplicando a fórmula de Leibniz, segue que

M =
n∑
k=0

(
n

k

)[
(1− x)α+n

](n−k) [
(1 + x)β+n

](k)
. (2.36)

Derivando (1− x)α+n n− k vezes obtemos[
(1− x)α+n

](n−k)
= (α + n)(α + n− 1)(α + n− 2) · · · (α + n− (n− k − 1))(1− x)α+k,

e usando a equação (2.25) temos[
(1− x)α+n

](n−k)
=(−1)n−k(α + n)(α + n− 1)(α + n− 2) · · · (α + k + 1)(1− x)α+k

=
(−1)n−k(α + n) · · · (α + k + 1)(α + k) · · · (α + 1)α

(α + k) · · · (α + 1)α
(1− x)α+k

=(−1)n−k
(α)n+1

(α)k+1

(1− x)α+k.

Similarmente, [
(1 + x)β+n

](k)
=

(β)n+1

(β)n−k+1

(1 + x)β+n−k.

Então, substituindo essas duas últimas equações na equação (2.36) temos

M =
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−k

(α)n+1

(α)k+1

(1− x)α+k (β)n+1

(β)n−k+1

(1 + x)β+n−k.
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Usando propriedades da função gama dada na equação (2.32), temos

M =
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−k

Γ(α + n+ 1)

Γ(α + k + 1)
(1− x)α+k Γ(β + n+ 1)

Γ(β + n− k + 1)
(1 + x)β+n−k

=
n∑
k=0

(−1)n−kΓ(n+ 1)

Γ(k + 1)Γ(n− k + 1)

Γ(α + n+ 1)

Γ(α + k + 1)
(1− x)α+k Γ(β + n+ 1)

Γ(β + n− k + 1)
(1 + x)β+n−k

=
n∑
k=0

(−1)n−kn!

(
α + n

n− k

)(
β + n

k

)
(1− x)α+k(1 + x)β+n−k

=n!(1− x)α(1 + x)β
n∑
k=0

(−1)n−k
(
α + n

n− k

)(
β + n

k

)
(−1)k(x− 1)k(x+ 1)n−k

=n!(−1)n(1− x)α(1 + x)β
n∑
k=0

(
α + n

n− k

)(
β + n

k

)
(x− 1)k(x+ 1)n−k.

Empregando operações elementares e eliminando termos comuns, temos

P (α,β)
n (x) = 2−n

n∑
k=0

(
n+ α

n− k

)(
n+ β

k

)
(x− 1)k(x+ 1)n−k.

O seguinte corolário é uma consequência do teorema anterior, que mostra a represen-
tação do coeficiente principal do polinômio de Jacobi.

Corolário 3 O coeficiente principal do polinômio de Jacobi de grau n P (α,β)
n (x) é

an,n = 2−n
(

2n+ α + β

n

)
=

2−n

n!

Γ(2n+ α + β + 1)

Γ(α + β + n+ 1)
. (2.37)

Demonstração. Do Teorema 11, temos

P (α,β)
n (x) = 2−n

n∑
k=0

(
n+ α

n− k

)(
n+ β

k

)
(x− 1)k(1 + x)n−k.

Como (x− 1)k =
k∑
j=0

(
k

j

)
xk−j(−1)j e (1 + x)n−k =

n−k∑
i=0

(
n− k
i

)
xi, fazendo o produto de

Cauchy em (x− 1)k(1 + x)n−k, temos

P (α,β)
n (x) = 2−n

n∑
k=0

(
n+ α

n− k

)(
n+ β

k

){
xn +

[(
n− k

n− k − 1

)
−
(
k

1

)]
xn−1 + . . .

}
.

Assim, sendo an,n o coeficiente principal do polinômio P (α,β)
n (x), tem-se

an,n = 2−n
n∑
k=0

(
n+ α

n− k

)(
n+ β

k

)
.

Se α e β são números inteiros e usando as propriedades da função gama segue que

an,n = 2−n
n∑
k=0

(
n+ α

n− k

)(
n+ β

k

)
= 2−n

(
2n+ α + β

n

)
=

2−n

n!

Γ(2n+ α + β + 1)

Γ(α + β + n+ 1)
.
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Agora, seja

Q(α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1 + x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[
(1 + x)α+n(1 + x)β+n

]
. (2.38)

Vamos encontrar o coeficiente principal do polinômio Q(α,β)
n (x). Da fórmula de Leibniz

temos

dn

dxn
[
(1 + x)α+n(1 + x)β+n

]
=

n∑
k=0

(
n

k

)[
(1 + x)α+n

](n−k) [
(1 + x)β+n

](k)

=
n∑
k=0

(
n

k

)
(α + n) · · · (α + n− (n− k − 1))(1 + x)α+k

(β + n)(β + n− 1) · · · (β + n− (k − 1))(1 + x)β+n−k

=
n∑
k=0

(
n

k

)
(α)n+1

(α)k+1

(1 + x)α+k (β)n+1

(β)n−k+1

(1 + x)β+n−k

=
n∑
k=0

(
n

k

)
Γ(n+ 1)

Γ(k + 1)Γ(n− k + 1)

Γ(α + n+ 1)

Γ(α + k + 1)

Γ(β + n+ 1)

Γ(β + n− k + 1)

(1 + x)α+β+n

=
n∑
k=0

n!

(
α + n

n− k

)(
β + n

k

)
(1 + x)α+β+n,

ou seja,

dn

dxn
[
(1 + x)α+n(1 + x)β+n

]
=

n∑
k=0

n!

(
α + n

n− k

)(
β + n

k

)
(1 + x)α+β+n.

Logo, substituindo a última igualdade na equação (2.38), temos

Q(α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1 + x)−α(1 + x)−β

n∑
k=0

n!

(
α + n

n− k

)(
β + n

k

)
(1 + x)α+β+n

=
(−1)n

2n

n∑
k=0

(
α + n

n− k

)(
β + n

k

)
(1 + x)n

=
(−1)n

2n

n∑
k=0

(
α + n

n− k

)(
β + n

k

)[
xn +

(
n

n− 1

)
xn−1 + . . .

]
.

Sendo bn,n o coeficiente principal do polinômio Q(α,β)
n (x) tem-se

bn,n =
(−1)n

2n

n∑
k=0

(
α + n

n− k

)(
β + n

k

)
,

e podemos observar que bn,n = (−1)nan,n.
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Por outro lado podemos escrever Q(α,β)
n (x) da seguinte forma

Q(α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1 + x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[
(1 + x)α+β+2n

]
=

(−1)n

2nn!(1 + x)α+β
(α + β + 2n)(α + β + 2n− 1) · · · (α + β + n+ 1)(1 + x)α+β+n

=
(−1)n

2nn!

(α + β)2n+1

(α + β)n+1

(1 + x)n

=
(−1)n

2nn!

Γ(α + β + 2n+ 1)

Γ(α + β + n+ 1)

[
xn +

(
n

n− 1

)
xn−1 + . . .

]
,

daí segue que bn,n =
(−1)n

2nn!

Γ(α + β + 2n+ 1)

Γ(α + β + n+ 1)
. Mais como bn,n = (−1)nan,n, então

an,n =
2−n

n!

Γ(α + β + 2n+ 1)

Γ(α + β + n+ 1)
.

O seguinte resultado mostra a ortogonalidade dos polinômios de Jacobi no intervalo
[−1, 1] em relação à função peso w(x) = (1− x)α(1 + x)β, usando o produto interno dado
na Definição 1.

Corolário 4 Os polinômios de Jacobi satisfazem a seguinte relação de ortogonalidade:〈
P (α,β)
n (x), P (α,β)

m (x)
〉

=
2α+β+1Γ(α + n+ 1)Γ(β + n+ 1)

n!(α + β + 2n+ 1)Γ(α + β + n+ 1)
δmn, m, n ≥ 0. (2.39)

Demonstração. Consideremos, sem perda de generalidade, n ≥ m. Usando o Corolário
3 e o Teorema 2, temos〈

P (α,β)
n (x), P (α,β)

m (x)
〉

=

∫ 1

−1

am,mx
mP (α,β)

n (x)(1− x)α(1 + x)β dx,

pois P (α,β)
m (x) =

∑m
k=0 am,kx

k.
Assim,〈

P (α,β)
n (x), P (α,β)

m (x)
〉

= am,m

∫ 1

−1

xmP (α,β)
n (x)(1− x)α(1 + x)β dx

=

∫ 1

−1

P (α,β)
m (x)

(−2)−n

n!
(1− x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[
(1− x)α+n(1 + x)β+n

]
(1− x)α(1 + x)β dx

=
(−2)−n

n!

∫ 1

−1

P (α,β)
m (x)

dn

dxn
[
(1− x)α+n(1 + x)β+n

]
dx.

Fazendo Φn(x) = (1− x)α+n(1 + x)β+n e integrando por partes, obtemos〈
P (α,β)
n (x), P (α,β)

m (x)
〉

=
(−2)−n

n!
(−1)

∫ 1

−1

(
P (α,β)
m (x)

)(1) dn−1

dxn−1
[Φn(x)] dx.

Assim, integrando n vezes por partes temos〈
P (α,β)
n (x), P (α,β)

m (x)
〉

=
(−2)−n

n!
(−1)n

∫ 1

−1

(
P (α,β)
m (x)

)(n)
Φn(x) dx. (2.40)

Considere os seguintes casos:
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i) Se n > m, segue então que
(
P

(α,β)
m (x)

)(n)

= 0. Logo, por (2.40),〈
P (α,β)
n (x), P (α,β)

m (x)
〉

= 0.

ii) Se n = m, então de (2.40),

〈
P (α,β)
n (x), P (α,β)

m (x)
〉

=
2−n

n!

∫ 1

−1

(
P (α,β)
n (x)

)(n)
Φn(x) dx

=
2−n

n!

∫ 1

−1

(
P (α,β)
n (x)

)(n)
(1− x)α+n(1 + x)β+n dx,

mas como
(
P

(α,β)
n (x)

)(n)

= an,nn(n− 1)(n− 2) · · · (2)1 = an,nn!, segue que

〈
P (α,β)
n (x), P (α,β)

m (x)
〉

= 2−nan,n

∫ 1

−1

(1− x)α+n(1 + x)β+n dx.

Fazendo x = 2t− 1 e substituindo na integral acima, obtemos

〈
P (α,β)
n (x), P (α,β)

m (x)
〉

=2−n+1an,n

∫ 1

0

(1− (2t− 1))α+n(1 + (2t− 1))β+n dx

=2−n+1an,n

∫ 1

0

(2(1− t))α+n(2t)β+n dx

=2−n+1an,n

∫ 1

0

2α+β+2n(t− 1)α+ntβ+n dx

=2α+β+n+1an,n

∫ 1

−1

(t− 1)α+ntβ+n dx.

Usando a equação (2.27), temos〈
P (α,β)
n (x), P (α,β)

m (x)
〉

= 2α+β+n+1an,nB(β + n+ 1, α + n+ 1).

Da relação entre a função gama e beta dada na equação (2.28) podemos escrever

〈
P (α,β)
n (x), P (α,β)

m (x)
〉

= 2α+β+n+1an,n
Γ(β + n+ 1)Γ(α + n+ 1)

Γ(α + β + 2n+ 2)
.

Substituindo nesta equação o coeficiente principal do polinômio dado no Corolário
3, obtemos

〈
P (α,β)
n (x), P (α,β)

m (x)
〉

=
2α+β+n+1

2nn!

Γ(α + β + 2n+ 1)

Γ(α + β + n+ 1)

Γ(β + n+ 1)Γ(α + n+ 1)

Γ(α + β + 2n+ 2)

=
2α+β+1

n!

Γ(β + n+ 1)Γ(α + n+ 1)

(α + β + 2n+ 1)Γ(α + β + n+ 1)
.
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Corolário 5 As seguintes igualdades são válidas:

P (α,β)
n (1) =

(
α + n

n

)
=

Γ(α + n+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α + 1)
, (2.41)

P (α,β)
n (−1) = (−1)n

(
β + n

n

)
= (−1)n

Γ(β + n+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(β + 1)
. (2.42)

Demonstração. Do Teorema 11, temos

P (α,β)
n (x) = 2−n

n∑
k=0

(
n+ α

n− k

)(
n+ β

k

)
(1− x)k(1 + x)n−k.

Reescrevendo o somatório acima, temos

P (α,β)
n (x) = 2−n

(
α + n

n

)
(x+ 1)n + 2−n

n∑
k=1

(
n+ α

n− k

)(
n+ β

k

)
(1− x)k(1 + x)n−k,

e avaliando em x = 1, obtemos

P (α,β)
n (1) = 2−n

(
α + n

n

)
(1 + 1)n + 0 =

Γ(α + n+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α + 1)
.

E para mostrar a outra igualdade é só usar a simetria dos polinômios de Jacobi dada
no Teorema 10, onde P (α,β)

n (−1) = (−1)nP
(β,α)
n (1).

Queremos obter a relação de recorrência para polinômios de Jacobi. Para isso, preci-
samos calcular os valores de ηn+1, βn+1 e αn+1, dados em (2.8).

Logo, de (2.9) e (2.37), temos

ηn+1 =
an+1,n+1

an,n
=

2−n−1

(n+1)!
Γ(2(n+1)+α+β+1)
Γ(α+β+(n+1)+1)

2−n

n!
Γ(2n+α+β+1)
Γ(α+β+n+1)

=
1

2(n+ 1)

Γ(2n+ α + β + 3)Γ(α + β + n+ 1)

Γ(2n+ α + β + 1)Γ(α + β + n+ 2)
.

Como Γ(x+ 1) = xΓ(x), obtemos

ηn+1 =
(α + β + 2n+ 2)(α + β + 2n+ 1)

2(n+ 1)(α + β + n+ 1)
. (2.43)

De (2.9) e (2.39)

αn+1 =
ηn+1

ηn

〈P (α,β)
n , P

(α,β)
n 〉

〈P (α,β)
n−1 , P

(α,β)
n−1 〉

=

(α+β+2n+2)(α+β+2n+1)
2(n+1)(α+β+n+1)

(α+β+2(n−1)+2)(α+β+2(n−1)+1)
2n(α+β+n)

×
2α+β+1Γ(α+n+1)Γ(β+n+1)
n!(α+β+2n+1)Γ(α+β+n+1)

2α+β+1Γ(α+n)Γ(β+n)
(n−1)!(α+β+2n−1)Γ(α+β+n)

=
(α + β + 2n+ 2)(α + β + n)

(n+ 1)(α + β + 2n)(α + β + n+ 1)

Γ(α + n+ 1)Γ(β + n+ 1)Γ(α + β + n)

Γ(α + β + n+ 1)Γ(α + n)Γ(β + n)
.

Novamente, como Γ(x+ 1) = xΓ(x), obtemos

αn+1 =
(α + β + 2n+ 2)(α + n)(β + n)

(n+ 1)(α + β + 2n)(α + β + n+ 1)
. (2.44)
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Vamos calcular o valor de βn+1. Para isso vamos utilizar a igualdade dada em (2.41).
Agora, substituindo x = 1 na relação recorrência (2.8), obtemos

P
(α,β)
n+1 (1) = (ηn+1x− βn+1)P (α,β)

n (1)− αn+1P
(α,β)
n−1 (1).

De (2.41),

Γ(α + n+ 2)

Γ(n+ 2)Γ(α + 1)
=(ηn+1 − βn+1)

Γ(α + n+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α + 1)
− αn+1

Γ(α + n)

Γ(n)Γ(α + 1)

(α + n+ 1)(α + n)Γ(α + n)

(n+ 1)n
=(ηn+1 − βn+1)

(α + n)Γ(α + n)

n
− αn+1Γ(α + n)

(α + n+ 1)(α + n)

(n+ 1)n
=(ηn+1 − βn+1)

(α + n)

n
− αn+1.

Logo,

βn+1 = ηn+1 − αn+1
n

α + n
− α + n+ 1

n+ 1
.

Substituindo (2.43) e (2.44), obtemos

βn+1 =
(β2 − α2)(α + β + 2n+ 1)

2(n+ 1)(α + β + n+ 1)(α + β + 2n)
. (2.45)

Assim, a relação de recorrência para os polinômios de Jacobi é

P
(α,β)
n+1 (x) = (ηn+1x− βn+1)P (α,β)

n (x)− αn+1P
α,β
n−1(x), n ≥ 0, (2.46)

onde P (α,β)
0 (x) = 1, P (α,β)

−1 (x) = 0,

ηn+1 =
(α + β + 2n+ 2)(α + β + 2n+ 1)

2(n+ 1)(α + β + n+ 1)
, αn+1 =

(α + β + 2n+ 2)(α + n)(β + n)

(n+ 1)(α + β + 2n)(α + β + n+ 1)
,

e
βn+1 =

(β2 − α2)(α + β + 2n+ 1)

2(n+ 1)(α + β + n+ 1)(α + β + 2n)
.

2.4.3 Polinômios de Legendre

Os polinômios de Legendre são polinômios ortogonais no intervalo [−1, 1] com relação
à função peso w(x) = 1. Também representam um caso especial dos polinômios de Jacobi,
com α = β = 0. Eles podem ser definidos por meio da fórmula de Rodrigues:

Pn(x) =
(−1)n

2nn!

dn

dxn
[(

1− x2
)n]

=
1

2nn!

dn

dxn
(
x2 − 1

)n
. (2.47)

O coeficiente principal do polinômio de Legendre pode ser calculado a partir do coeficiente
principal do polinômio de Jacobi, descrito no Corolário 3,

an,n =
1

2nn!

Γ(2n+ 1)

Γ(n+ 1)
=

(2n)!

2n(n!)2
.

Agora vejamos também a relação de ortogonalidade para os polinômios de Legendre, que
é calculada a partir do Corolário 4.

〈Pn, Pm〉 =
2Γ(n+ 1)Γ(n+ 1)

(2n+ 1)Γ(n+ 1)
δnm =

2

2n+ 1
δnm n,m ≥ 0.
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Para encontrar a relação de recorrência de três termos, substituímos apenas os valores
de α = β = 0 nas equações (2.43), (2.44) e (2.45), para obter ηn+1, βn+1 e αn+1. Assim,
obtemos

ηn+1 =
2n+ 1

n+ 1
, αn+1 =

n

n+ 1
, e βn+1 = 0.

Portanto
Pn+1(x) =

2n+ 1

n+ 1
xPn(x)− n

n+ 1
Pn−1(x), n ≥ 1, (2.48)

onde P0(x) = 1 e P1(x) = x.
Na Tabela 2.1 mostramos os primeiros polinômios de Legendre e na Figura 2.2 seus

gráficos.

n Pn(x)

0 1
1 x
2 1

2
(3x2 − 1)

3 1
2

(5x3 − 3x)
4 1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

5 1
8

(63x5 − 70x3 + 15x)

Tabela 2.1: Primeiros polinômios de Legendre.

Figura 2.2: Polinômios de Legendre.

2.5 Polinômios quase-ortogonais
Nesta seção, veremos as propriedades dos polinômios quase-ortogonais. Para mais

detalhes sugerimos [10, 12, 13, 16].

Definição 10 Seja Rn(x) um polinômio de grau n ≥ r. Se Rn(x) satisfaz as condições∫ b

a

xkRn(x)w(x) dx

{
= 0, para, k = 0, . . . , n− 1− r,
6= 0, para, k = n− r,

(2.49)
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onde w(x) é uma função peso em [a, b], então Rn(x) é um poliômio quase-ortogonal de
ordem r em relação à função peso w(x) no intervalo [a, b].

Teorema 12 Seja {Pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais em relação à fun-
ção peso w(x) no intervalo [a, b].Uma condição necessária e suficiente para que Rn(x) seja
um poliômio quase-ortogonal de ordem r em relação à função peso w(x) no intervalo [a, b]
é que

Rn(x) = c0Pn(x) + c1Pn−1(x) + . . .+ crPn−r(x), (2.50)
onde os ci’s são números que podem depender de n e c0cr 6= 0.

Demonstração.

(⇒) Suponhamos que Rn(x) é um polinômio quase-ortogonal de ordem r em relação à
função peso w(x) no intervalo [a, b].
Como {Pj(x)}nj=0 formam uma base para Pn, existem cj, j = 0, 1, . . . , n, tais que

Rn(x) =
n∑
j=0

cjPn−j(x), c0 6= 0.

Desde que Rn(x) é um polinômio quase-ortogonal e tomando k = 0, temos

0 =

∫ b

a

x0Rn(x)w(x) dx =
n∑
j=0

cj

∫ b

a

x0Pn−jw(x) dx

=cn

∫ b

a

x0P0(x)w(x) dx,

assim cn = 0, pois
∫ b
a
x0P0(x)w(x) dx 6= 0. Da mesma forma, para k = 1 temos

0 =

∫ b

a

x1Rn(x)w(x) dx =
n−1∑
j=0

cj

∫ b

a

x0Pn−jw(x) dx = cn−1

∫ b

a

x1P1(x)w(x) dx,

segue que cn−1 = 0, pois
∫ b
a
x1P1(x)w(x) dx 6= 0. Logo, fazendo o mesmo processo

até k = n− 1− r, obtemos cr+1 = 0.
Mas, se k = n− r tem-se∫ b

a

xn−rRn(x)w(x) dx =
n∑
j=0

cj

∫ b

a

xn−rPn−jw(x) dx

=cn

∫ b

a

xn−rPn−r(x)w(x) dx,

logo, cr 6= 0 pois
∫ b
a
xn−rRn(x)w(x) dx 6= 0.

(⇐) Consideremos o polinômio Rn(x) = c0Pn(x) + . . .+ crPn−r(x) com c0cr 6= 0. Assim,
para k = 0, . . . , n− r, temos∫ b

a

xkRn(x)w(x) dx =

∫ b

a

xk(c0Pn(x) + . . .+ crPn−r(x))w(x) dx

=c0

∫ b

a

xkPn(x)w(x) dx+ . . .+ cr

∫ b

a

xkPn−r(x)w(x) dx.

Usando as propriedades de ortogonalidade dos polinômios P0, . . . , Pn−r dadas no
Teorema 2, podemos mostrar que as condições em (2.49) são satisfeitas. Portanto,
Rn(x) é um polinômio quase-ortogonal de ordem r.
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Vejamos de uma maneira mais geral, isto é, qualquer polinômio da forma

R(x) = g0(x)Pn(x) + g1(x)Pn−1(x) + . . .+ gm(x)Pn−m(x),

onde gi é um polinômio de grau di, pode ser escrito como em (2.50). De fato, como {Pn(x)}
é uma família de polinômios ortogonais, temos que satisfazem a relação de recorrência de
três termos dados em (2.8), isto é,

ηn+1xPn(x) = Pn+1(x) + βn+1Pn(x) + αn+1Pn−1(x).

Observe que xPn(x) pode ser escrito como uma combinação linear de Pn+1, Pn e Pn−1.
Multiplicando por x na equação acima, obtemos

x2Pn(x) =anxPn+1(x) + bnxPn(x) + cnxPn−1(x)

=AnPn+2(x) +BnPn+1(x) + CnPn(x) +DnPn−1(x) + EnPn−2(x).

Procedendo da mesma forma para i, j seja qual for, temos que xiPj pode ser escrito
como uma combinação linear dos polinômios Pj−i, Pj−i+1, . . . , Pj+i. Assim, giPn−i é uma
combinação linear de Pn−i−di , . . . , Pn−i+di . Denotando por d = maxi(n − i + di) e k =
mini {max(n− i− di, 0)}, temos que R tem grau d e é combinação linear dos polinômios
Pk, . . . , Pd. Então, assumindo que os coeficientes de Pk e Pd são não nulos por (2.50)
temos que R é um polinômio quase-ortogonal de grau d e ordem r = d − k = maxi(di −
i) + maxi(di + i).

Teorema 13 Se Rn(x) é um polinômio quase-ortogonal de ordem r em (a, b) em relação
à função peso w(x), então pelo menos (n− r) zeros distintos de Rn(x) estão no intervalo
(a, b).

Mais detalhes desse resultado, assim como a sua demonstração podem ser vistos em [13].
Seja {Pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais em relação à função peso

w(x) no intervalo [a, b]. Sejam a < x1,n−1 < · · · < xn−1,n−1 < b os zeros de Pn−1(x), e
a < x1,n < · · · < xn,n < b os zeros de Pn(x). Assim, denotemos por

fn(x) =
Pn(x)

Pn−1(x)
,

e sem perda de generalidade assumimos que os coeficientes principais an,n dos polinômios
Pn(x) têm o mesmo sinal. Então, para todo x < x1,n, f(x) < 0 e para todo x > xn,n,
f(x) > 0.

Primeiro consideramos o polinômio

Rn(x) = Pn(x) + ςnPn−1(x),

onde ςn 6= 0. Pelo Teorema 12, Rn(x) é um polinômio quase-ortogonal. No seguinte
teorema veremos as propriedades que satisfazem os zeros desse polinômio. Mais detalhes
em [10].
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Teorema 14

(i) Os zeros y1 < · · · < yn de Rn(x) são reais e distintos e no máximo um deles está fora
de (a, b).

(ii)

(a) Se −ςn > 0, então xi,n < yi < xi,n−1 para i = 1, . . . , n− 1 e xn,n < yn.

(b) Se −ςn < 0, então y1 < x1,n e xi−1,n−1 < yi < xi,n para i = 2, . . . , n.

(iii) Se −ςn < fn(a) < 0, então y1 < a.

(iv) Se −ςn > fn(b) > 0, então b < yn.

(v) Se fn(a) < −ςn < fn(b), então todos os zeros de Rn(x) estão em (a, b).

Demonstração. Sejam x0,n−1 = −∞ e xn,n−1 =∞. Reescrevendo a Fórmula Confluente
dada em (2.22), temos

P 2
n−1(x)f ′n(x) = P ′n(x)Pn−1(x)− Pn(x)P ′n−1(x) =

an,n
an−1,n−1

hn−1

n−1∑
i=0

h−1
i P 2

i (x), (2.51)

onde an,n é o coeficiente principal de Pn(x) e hn =
∫ b
a
P 2
n(x)w(x) dx > 0. Sem perda de

generalidade, podemos supor que an,n e an−1,n−1 têm o mesmo sinal, então f ′n(x) > 0 para
todo x ∈ (xi,n−1, xi+1,n−1), i = 0, 1, . . . , n− 1, assim f(x) é uma função crescente em cada
intervalo da forma (xi,n−1, xi+1,n−1), i = 0, 1, . . . , n− 1.

Além disso, f(a) < fn(x1,n) = 0 e 0 = fn(xn,n) < fn(b) = 0. Logo, como

R(x) = 0⇔ Pn(x) + ςnPn−1(x) = 0,

⇔ fn(x) =
Pn(x)

Pn−1(x)
= −ςn,

e sendo y1 um zero de R(x), temos que fn(y1) = −ςn. Então, se −ςn = fn(y1) < f(a) < 0
segue que y1 < a. Portanto, o caso (iii) é demonstrado e de forma similar, podemos
mostrar os casos (iv) e (v).

Para mostrar (ii) parte (a), suponhamos que 0 < −ςn, assim como fn(xi,n) = 0,
i = 1, . . . , n temos que fn(xi,n) < fn(x) para todo x zero de R(x). Portanto, xi,n < yi,
i = 1, . . . , n. Por outro lado pela propriedade de entrelaçamento dos zeros, temos que
xi,n−1 < xi+1,n < xi+1,n−1, i = 1, . . . , n − 2, então xi,n < yi < xi,n−1, i = 1, . . . , n − 1 se
0 < −ςn. De forma similar, podemos mostrar a parte (b).

Agora consideramos o polinômio

Rn(x) = Pn(x) + ςnPn−1(x) + φnPn−2(x), (2.52)

onde ςn e φn 6= 0 são números reais. Pelo Teorema 12, Rn(x) é um polinômio quase-
ortogonal de ordem dois. No seguinte teorema veremos as propriedades que satisfazem os
zeros desse polinômio.

Teorema 15 Se φn < 0, então todos os zeros de Rn(x) são reais, distintos e no máximo
dois deles estão fora do intervalo (a, b).
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Teorema 16 Se φn < 0, então os zeros de Rn(x) são tais que y1 < x1,n−1, xi−1,n−1 <
yi < xi,n−1 para i = 2, . . . , n− 1, e xn−1,n−1 < yn.

Além disso,

(i) yn < xn,n se −ςn − φn/fn−1(xn,n) < 0 e yn > xn,n se −ςn − φn/fn−1(xn,n) > 0;

(ii) yn < b se −ςn − φn/fn−1(b) < fn(b) e yn > b se −ςn − φn/fn−1(b) > fn(b);

(iii) y1 < x1,n se −ςn − φn/fn−1(x1,n) < 0 e y1 > x1,n se −ςn − φn/fn−1(x1,n) > 0;

(iv) y1 < a se −ςn − φn/fn−1(a) < fn(a) e y1 > a se −ςn − φn/fn−1(a) > fn(a).

Demonstração. Sejam ω e υ dois zeros consecutivos de Pn−1(x). Da segunda igualdade
em (2.51) temos

P ′n(ω)Pn−1(ω)− Pn(ω)P ′n−1(ω) = −Pn(ω)P ′n−1(ω) > 0,

P ′n−1(ω)Pn−2(ω)− Pn−1(ω)P ′n−1(ω) = P ′n−1(ω)Pn−2(ω) > 0.

Assim, Pn(ω) e Pn−2(ω) têm sinais opostos (similarmente para Pn(υ) e Pn−2(υ)). Como
φn < 0, segue que Pn(ω) e φnPn−2(ω) possuem o mesmo sinal (similarmente para Pn(υ) e
φnPn−2(υ)). Além disso, pela propriedade de entrelaçamento dos zeros temos que Pn(ω)
e Pn(υ) têm sinais opostos. Assim, Rn(ω) e Rn(υ) têm sinais opostos. Então, Rn(x) tem
um zero entre ω e υ, o que comprova a propriedade de entrelaçamento dos zeros.

Vamos ver agora os outros dois zeros que estão faltando. Temos

Rn(x) = 0⇔0 = Pn(x) + ςnPn−1(x) + φnPn−2(x)

⇔ Pn(x)

Pn−1(x)
= −ςn − φn

Pn−2(x)

Pn−1(x)

⇔fn(x) = −ςn −
φn

fn−1(x)
.

Logo, usando (2.51) podemos ver que fn−1(x) é uma função crescente no intervalo
(xn−2,n−2,∞), sendo a demonstração dessa afirmação análoga à demonstração feita no Te-
orema 14. Por outro lado temos que fn−1(xn−1,n−1) = 0. Como fn−1(x) é uma função cres-
cente no intervalo (xn−2,n−2,∞), temos para x < y ∈ (xn−2,n−2,∞) que fn−1(x) < fn−1(y).
Logo, suponhamos que fn−1(x), fn−1(y) 6= 0 e φn < 0, assim

−ςn −
φn

fn−1(y)
< −ςn −

φn
fn−1(x)

.

Portanto, −ςn − φn/fn−1(x) é decrescente desde −ςn até −∞ em (xn−2,n−2, xn−1,n−1) e
desde∞ até −ςn em (xn−1,n−1,∞). Além disso, fn(x) é uma função crescente no intervalo
(xn−1,n−1,∞). Portanto xn−1,n−1 < yn. similarmente podemos mostrar que y1 < x1,n−1.
Os outros casos são imediatos.

2.6 Aplicações

2.6.1 Introdução

Muitos valores de interesse para a ciência e engenharia são escritos por integrais. Estas
integrais podem ser usadas para calcular comprimentos, áreas, volumes, massas, centros
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de massa, etc.. Em todas estas aplicações, o objetivo é calcular uma integral definida

I =

∫ b

a

f(x) dx,

com a maior precisão e menor custo computacional possível. Muitas dessas integrais
são difíceis de calcular analiticamente, porque em alguns casos a expressão analítica da
função a ser integrada é desconhecida e seu valor é conhecido apenas em alguns pontos ou
a função é muito complexa. Por exemplo, na Teoria das Probabilidades, para determinar
a probabilidade de um evento que ocorre dentro de um intervalo [a, b], é necessário calcular
a integral

β =
1

σ
√

2π

∫ b

a

e
−(x−µ)2

2σ2 dx.

Acontece que f(x) = e
−(x−µ)2

2σ2 é uma função cuja primitiva não pode ser expressa como
uma combinação linear finita de funções simples.

Assim, para poder resolver esse tipo de integral é necessário desenvolver métodos
numéricos para o cálculo de integrais definidas. Neste trabalho estudaremos o método de
quadratura gaussiana. Para mais detalhes sobre a integração numérica veja [4, 6, 11, 14,
15, 26, 27].

2.6.2 Fórmulas de quadratura interpolatórias

Vamos construir a fórmula de quadratura mediante um polinômio interpolador. Para
fazer um estudo mais detalhado do assunto recomendamos os textos citados na subseção
anterior.

Seja

I =

∫ b

a

f(x) dx, (2.53)

onde (a, b) ⊂ R.
As fórmulas do tipo

I =

∫ b

a

f(x) dx =
n∑
k=0

wn,kf(xn,k) + En,

utilizadas para aproximar o valor numérico da integral I, são chamadas de fórmulas de
quadratura, onde wn,k são chamados pesos e xn,k são os nós da fórmula de quadratura,
para k = 0, 1, . . . , n.

Para construí-las, basicamente vamos aproximar a função a ser integrada por meio de
um polinômio que passa pelos nós {(xn,k, f(xn,k)), k = 0, 1, . . . , n}. Ou seja,

f(x) = Qn(x) +Rn(x).

Especificamente, se usamos a interpolação de Lagrange para construir o polinômio
interpolador, obtemos

Qn(x) =
n∑
k=0

f(xn,k)Lk(x),

onde Lk(x) é o k-ésimo polinômio interpolador de Lagrange

Lk(x) =
n∏
i=0
i 6=k

x− xn,i
xn,k − xn,i

.
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Portanto, subtituindo em (2.53), obtemos

I =

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

(Qn(x) +Rn(x)) dx =
n∑
k=0

f(xn,k)

∫ b

a

Lk(x) dx+

∫ b

a

Rn(x) dx,

ou seja,

I =
n∑
k=0

wn,kf(xn,k) + En,

onde,

wn,k =

∫ b

a

Lk(x) dx, k = 0, 1, . . . , n,

e

En =

∫ b

a

Rn(x) dx k = 0, 1, . . . , n.

2.6.3 Quadratura gaussiana

Vamos estudar as fórmulas de quadratura gaussiana, cujos nós serão os zeros de po-
linômios ortogonais.

Consideremos integrais da forma

I =

∫ b

a

f(x)w(x) dx (2.54)

onde w(x) é uma função peso em (a, b).
Suponhamos que a função f(x) é aproximada por polinômios de interpolação de La-

grange, então

f(x) = Qn(x) +Rn(x) =
n∑
k=0

f(xn,k)Lk(x) +Rn(x).

Assim, em (2.54) obtemos

I =

∫ b

a

f(x)w(x) dx =
n∑
k=0

f(xn,k)

∫ b

a

Lk(x)w(x) dx+

∫ b

a

Rn(x)(x) dx (2.55)

=
n∑
k=0

wn,kf(xn,k) + En,

onde,

wn,k =

∫ b

a

Lk(x)w(x) dx, k = 0, 1, . . . , n,

e

En =

∫ b

a

Rn(x)w(x) dx k = 0, 1, . . . , n.

Nosso objetivo é integrar um polinômio de grau 2n + 1. Se f(x) fosse um polinômio de
grau 2n+ 1, então o erro seria En = 0. Assim,

f(x) = Q2n+1 = Qn(x) +Rn(x).

Logo, como a função é aproximada pela interpolação de Lagrange e temos apenas n + 1
nós da fórmula de quadratura, segue que Rn(x) tem que ser de grau 2n+ 1.
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Portanto,
Rn(x) = rn(x)L(x),

onde L(x) =
n∏
j=0

(x− xn,j) e rn(x) é um polinômio de grau n.

Seja {Pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais no intervalo (a, b) em relação
à função peso w(x). Pelo Teorema 1 temos

L(x) =
n+1∑
j=0

ajPj(x)

e

rn(x) =
n∑
i=0

biPj(x).

Portanto, o erro de integração é dado por

En =
n+1∑
j=0

n∑
i=0

ajbi

∫ b

a

Pj(x)(x)Pi(x)w(x) dx =
n∑
i=0

aibi 〈Pi, Pj〉 ,

pois {Pn(x)} é uma família de polinômios ortogonais. Como queremos que En = 0, então
temos duas possibilidades: supondo que bi = 0, i = 0, 1, . . . n, teríamos rn(x) = 0, o que
é impossível; portanto, ai = 0, i = 0, 1, . . . n.

Assim o polinômio de Lagrange pode ser expresso como

L(x) =
n+1∑
j=0

bjPj(x) = an+1Pn+1(x).

Portanto, para que o erro seja nulo, os nós da fórmula de quadratura devem ser os
zeros do polinômio Pn+1(x), que faz parte de uma SPO.

Por outro lado, reescrevendo Qn(x), temos

Qn(x) =
n∑
k=0

f(xn,k)Lk(x) =
n∑
k=0

f(xn,k)
n∏
i=0
i 6=k

x− xn,i
xn,k − xn,i

=
n∑
k=0

f(xn,k)
Pn+1(x)

(x− xn,k)P
′
n+1(xn,k)

.

Assim, em (2.55) temos

I =

∫ b

a

f(x)w(x) dx =
n∑
i=1

∫ b

a

f(xn,i)
w(x)Pn(x)

(x− xn,i)P ′n(xn,i)
dx+ En.

Portanto, a fórmula de quadratura gaussiana é dada por

I =

∫ b

a

f(x)w(x) dx =
n∑
k=0

wn,kf(xn,k), (2.56)

onde

wn,k =

∫ b

a

w(x)Pn+1(x)

(x− xn,k)P
′
n+1(xn,k)

dx, k = 0, 1, . . . n.

Teorema 17 Os pesos wn,k (k = 0, 1, . . . n) descritos em (2.56) são positivos.
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Demonstração. Temos que

wn,k =

∫ b

a

w(x)qn,k(x) dx,

onde qn,k(x) = Pn+1(x)

(x−xn,k)P ′n(xn,k)
, k = 0, 1, . . . n.

Então, q2
n,k(x)−qn,k(x) é um polinômio de grau menor igual que 2n que é nulo quando

x = xn,k, k = 0, 1, . . . , n, que são os zeros de Pn+1(x). Consequentemente,

q2
n,k(x)− qn,k(x) = Pn+1(x)t(x),

onde t(x) é um polinômio de grau menor igual que n− 1.
Assim, ∫ b

a

w(x)
(
q2
n,k(x)− qn,k(x)

)
dx =

∫ b

a

t(x)Pn+1(x)w(x) dx = 0,

pela ortogonalidade dada no Teorema 2. Daí temos

wn,k =

∫ b

a

qn,k(x)w(x) dx =

∫ b

a

w(x) (qn,k(x))2 dx > 0.

Teorema 18 Seja {Pn(x)}∞n=0 uma SPO em relação à função peso w(x) no intervalo
(a, b) e seja m < n. Então, entre quaisquer dois zeros de Pm(x) existe pelo menos um
zero de Pn(x).

Demonstração. Suponhamos que xm,k e xm,k+1 são dois zeros consecutivos de Pm(x) e
que Pn(x) não têm zeros em (xm,k, xm,k+1). Consideremos o polinômio

b(x) =
Pm(x)

(x− xm,k)(x− xm,k+1)
.

Então
b(x)Pm(x) ≥ 0, ∀x /∈ (xm,k, xm,k+1).

Assim, a partir da fórmula de quadratura de Gauss, temos

I =

∫ b

a

b(x)Pm(x)w(x) dx =
n∑
i=1

wn,ib(xn,i)Pm(xn,i),

onde {xn,i}ni=1 são os zeros de Pn(x).
Como Pn(x) não possui zeros em (xm,k, xm,k+1), concluímos que b(xn,i)Pm(xn,i) ≥ 0,

para todo i = 1, 2, . . . , n. Além disso, temos wn,i > 0, para todo i = 1, 2, . . . , n, o que
implica que a soma no lado direito não pode ser nula. No entanto, a integral no lado
esquerdo é zero por ortogonalidade. Essa contradição prova que deve haver pelo menos
um zero de Pn(x) entre os dois zeros consecutivos de Pm(x).



Capítulo

3
Polinômios de Chebyshev

Neste capítulo estudamos os polinômios de Chebyshev de primeira, segunda, terceira
e quarta espécies, com suas respectivas propriedades. Para mais detalhes sobre o assunto
sugerimos [2, 13, 17, 21].

3.1 Polinômios de Chebyshev de primeira espécie
Os polinômios de Chebyshev Tn(x) de primeira espécie são polinômios ortogonais no

intervalo [−1, 1] em relação à função peso (1− x2)−1/2.

Definição 11 Os polinômios de Chebyshev Tn(x) de primeira espécie, são polinômios de
grau n em x definidos por

Tn(x) = cosnθ, x = cosθ, n = 0, 1, 2, . . . . (3.1)

Teorema 19 Os polinômios de Chebyshev Tn(x) de primeira espécie satisfazem a seguinte
relação de recorrência

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x), n = 2, 3, . . . ,

onde T0(x) = 1 e T1(x) = x.

Demonstração. Usando as identidades trigonométricas, temos

Tn(x) + Tn−2(x) = cos(n)θ + cos(n− 2)θ = 2 cosθ cos(n− 1)θ = 2xTn−1(x).

Usando a relação de recorrência no teorema anterior vamos calcular os primeiros po-
linômios:

T0(x) = 1

T1(x) = x = 20x

T2(x) = 2xT1(x)− T0(x) = 2x2 − 1

T3(x) = 2xT2(x)− T1(x) = 22x3 − 3x

... =
...

Tn(x) = 2n−1xn + . . . .

Assim, an,n = 2n−1, n ≥ 1, que é o coeficiente principal do polinômio Tn(x).

53
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Teorema 20 Os polinômios de Chebyshev de primeira espécie satisfazem a seguinte re-
lação de ortogonalidade:

〈Tn, Tm〉 =


π, se, m = n = 0,
π
2
, se, m = n > 0,

0, se, m 6= n.

Demonstração.

〈Tn, Tm〉 =

∫ 1

−1

(
1− x2

)−1/2
Tn(x)Tm(x) dx =

∫ π

0

cos(nθ) cos(mθ) dθ.

i) Se m = n = 0,

〈T0, T0〉 =

∫ π

0

cos2(0) dθ = π.

ii) Se m = n > 0,

〈Tn, Tn〉 =

∫ π

0

cos2(nθ) dθ.

Integrando por partes, temos∫ π

0

cos2(nθ) dθ =
cos(nθ) sen(nθ)

n

∣∣∣∣π
0

+

∫ π

0

sen(nθ)n sen(nθ)

n
dθ

=

∫ π

0

[
1− cos2(nθ)

]
dθ

=

∫ π

0

dθ −
∫ π

0

cos2(nθ) dθ.

Logo, ∫ π

0

cos2(nθ) dθ =
1

2

∫ π

0

dθ =
π

2
.

Portanto,
〈Tn, Tn〉 =

π

2
.

iii) Se m 6= n.

Das identidades trigonométricas, temos

cos(nθ) cos(mθ) =
1

2
[ cos(m+ n)θ + cos(m− n)θ] .

Assim,

〈Tn, Tm〉 =

∫ π

0

cos(nθ) cos(mθ) dθ =
1

2

∫ π

0

cos(m+ n)θ + cos(m− n)θ dθ

=
1

2

[∫ π

0

cos(m+ n)θ dθ +

∫ π

0

cos(m− n)θ dθ

]
=

sen(m+ n)θ

2(m+ n)

∣∣∣∣π
0

+
sen(m− n)θ

2(m− n)

∣∣∣∣π
0

= 0.
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Os polinômios de Chebyshev de primeira espécie são múltiplos dos polinômios de
Jacobi quando α = β = −1/2, ou seja,

Tn(x) = 22n

(
2n

n

)−1

P (−1/2,−1/2)
n (x).

De fato, pelo Corolário 1, sabemos que

Tn(x) = σnP
(−1/2,−1/2)
n (x).

Logo comparando os coeficientes principais dos polinômios de Chebyshev e Jacobi para
α = β = 0 e usando (2.37), temos

σn =
aTn,n
aPn,n

=
2n−1

1
2nn!

Γ(2n)
Γ(n)

=
2n−1

Γ(2n+1)
2n+1Γ(n+1)Γ(n+1)

=
22n(
2n

n

) = 22n

(
2n

n

)−1

,

onde aTn,n é o coeficiente principal do polinômio Tn e aPn,n é o coeficiente principal do
polinômio P (−1/2,−1/2)

n (x).
Para calcular os zeros de Tn(x) consideremos a seguinte equação

cosnθ = 0, 0 ≤ θ ≤ π,

cuja solução é

nθ =

(
k − 1

θ

)
π, k = 1, . . . , n.

Assim, os zeros de Tn(x) são dados quando

x = xk,n = cos
(
k − 1

2

)
π

n
, k = 1, 2, . . . , n.

Na Figura 3.1 apresentamos os gráficos dos primeiros polinômios de Chebyshev de primeira
espécie, vistos na primeira parte da seção. Podemos também observar que a propriedade
de entrelaçamento de zeros de polinômios de graus consecutivos é cumprida, demostrada
no Teorema 8.

Figura 3.1: Polinômios de Chebyshev de primeira espécie.
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3.2 Polinômios de Chebyshev de segunda espécie
Os polinômios de Chebyshev Un(x) de segunda espécie são polinômios ortogonais no

intervalo [−1, 1] em relação à função peso w(x) =
√

1− x2.

Definição 12 Os polinômios de Chebyshev Un(x) de segunda espécie são polinômios de
grau n em x definidos por

Un(x) =
sen(n+ 1)θ

senθ
, x = cosθ, n = 0, 1, 2, . . . . (3.2)

Teorema 21 Os polinômios de Chebyshev Un(x) de segunda espécie satisfazem a seguinte
relação de recorrência

Un(x) = 2xUn−1(x)− Un−2(x), n = 2, 3, . . . ,

onde U0(x) = 1 e U1(x) = 2x.

Demonstração. Usando as identidades trigonométricas, temos

Un(x) + Un−2(x) =
sen(n+ 1)θ + sen(n− 1)θ

senθ
=

2 cosθ sen(n+ 1)θ

senθ
= 2xUn(x).

Podemos obter uma relação entre os polinômios de Chebyshev de primeira e segunda
espécies, usando a seguinte identidade:

sen(n+ 1)θ − sen(n− 1)θ = 2 senθ cosnθ,

ou seja,
Un(x)− Un−2(x) = 2Tn(x), n = 2, 3, . . . .

Usando a relação de recorrência no teorema anterior vamos calcular os primeiros po-
linômios

U0(x) = 1

U1(x) = 2x

U2(x) = 2xU1(x)− U0(x) = 22x2 − 1

U3(x) = 2xU2(x)− U1(x) = 23x3 − 4x

... =
...

Un(x) = 2nxn + . . . .

Assim, an,n = 2n, n ≥ 0, que é o coeficiente principal do polinômio Un(x).

Teorema 22 Os polinômios de Chebyshev de segunda espécie satisfazem a seguinte rela-
ção de ortogonalidade:

〈Un, Um〉 =

{
0, se, m 6= n,
π
2
, se, m = n.

Demonstração.

〈Un, Um〉 =

∫ 1

−1

√
1− x2Un(x)Um(x) dx =

∫ π

0

sen(n+ 1)θ sen(m+ 1)θ dθ.
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i) Se m = n,

〈Un, Un〉 =

∫ π

0

sen2(n+ 1)θ dθ.

Integrando por partes, temos∫ π

0

sen2(n+ 1)θ dθ =

∫ π

0

cos(n+ 1)θ(n+ 1) cos(n+ 1)θ

n+ 1
dθ

=

∫ π

0

[
1− sen2(n+ 1)θ

]
dθ

=

∫ π

0

dθ −
∫ π

0

sen2(n+ 1)θ dθ.

Logo, ∫ π

0

sen2(n+ 1)θ dθ =
1

2

∫ π

0

dθ =
π

2
.

Portanto,
〈Un, Un〉 =

π

2
.

ii) Se m 6= n. Integrando duas vezes por partes, temos

〈Un, Um〉 =

∫ π

0

sen(n+ 1)θ sen(m+ 1)θ dθ

= − sen(n+ 1)θ cos(m+ 1)θ

m+ 1

∣∣∣∣π
0

+

∫ π

0

(n+ 1) cos(n+ 1)θ cos(m+ 1)θ

m+ 1
dθ

=
n+ 1

m+ 1

∫ π

0

(n+ 1) sen(n+ 1)θ sen(m+ 1)θ

m+ 1
dθ

=

(
n+ 1

m+ 1

)2 ∫ π

0

sen(n+ 1)θ sen(m+ 1)θ dθ

=

(
n+ 1

m+ 1

)2

〈Un, Um〉 .

Como m 6= n, então
(
n+ 1

m+ 1

)2

6= 0. Logo 〈Un, Um〉 = 0.

Os polinômios de Chebyshev de segunda espécie são múltiplos dos polinômios de Jacobi
quando α = β = 1/2, ou seja,

Un(x) = 22n

(
2n+ 1

n+ 1

)−1

P (1/2,1/2)
n (x).

A demostração de esse fato é análoga à feita para os polinômios de Chebyshev de primeira
espécie.

Os zeros de Un(x) são facilmente determinados de maneira similar aos zeros de
sen(n+ 1)θ, ou seja, consideremos a seguinte equação

sen(n+ 1)θ = 0, 0 ≤ θ ≤ π,

cuja solução é

θ =
kπ

n+ 1
, , k = 1, 2, . . . , n.
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Logo os zeros de Un(x) são dados quando

x = xk,n = cos
kπ

n+ 1
, k = 1, 2, . . . , n.

Na Figura 3.2 apresentamos os gráficos dos primeiros polinômios de Chebyshev de segunda
espécie.

Figura 3.2: Polinômios de Chebyshev de segunda espécie.

3.3 Polinômios de Chebyshev de terceira espécie
Os polinômios de Chebyshev de terceira espécie são ortogonais em relação à função

peso w1(x) = (1 + x)1/2(1− x)−1/2, no intervalo [−1, 1].

Definição 13 Os polinômios de Chebyshev Vn(x) de terceira espécie, são polinômios de
grau n em x definidos por

Vn(x) =
cos
(
n+ 1

2

)
θ

cos θ
2

, (3.3)

onde x = cosθ.

Teorema 23 Os polinômios de Chebyshev de terceira espécie satisfazem as seguinte re-
lação de recorrência de três termos:

Vn(x) = 2xVn−1(x)− Vn−2(x)

com V0(x) = 1 e V1(x) = 2x− 1.

Demonstração. Segue imediatamente da Definição 13 e das seguinte relação:

2 cos(n+
1

2
)θ cosθ = cos(n+ 1 +

1

2
)θ + cos(n− 1 +

1

2
)θ.

Teorema 24 Os polinômios de Chebyshev de terceira espécie satisfaz a seguinte relação
de ortogonalidade ∫ 1

−1

Vn(x)Vm(x)w1(x) dx = πδn,m.
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Demonstração.∫ 1

−1

Vn(x)Vm(x)w1(x) dx = 2

∫ 1

−1

cos((n+ 1
2
) arccosx) cos((m+ 1

2
) arccosx)

√
1− x2

dx

= 2

∫ π

0

cos(n+
1

2
)θ cos(m+

1

2
)θ dθ

=

∫ π

0

( cos(n+m+ 1)θ + cos(n−m+ 1)θ) dθ

= πδn,m.

Os polinômios Vn(x) são, também, obtidos a partir de dois polinômios particulares de
Jacobi P (α,β)

n (x), para dois casos especiais não simétricos β = −α = 1
2
:

Vn(x) =
22n(
2n
n

)P (− 1
2
, 1
2

)
n (x).

A demonstração desse fato é análoga à feita para os polinômios de Chebyshev de primeira
espécie.

Os zeros dos polinômios de Chebyshev da terceira espécie pode ser calculado de ma-
neira similar aos polinômios de Chebyshev de primeira e segunda espécies. Assim, os
zeros de Vn(x) são dados por

xk,n = cos
(2k − 1)π

2n+ 1
, k = 1, 2, . . . , n.

Na Tabela 3.1 a seguir estão alguns polinômios de Chebyshev de terceira espécie, e na
Figura 3.3 representam alguns desses polinômios. Também as propriedades de entrelaça-
mento de zeros de polinômios de graus consecutivos é cumprida, demostrada no Teorema
8.

n Vn(x)

0 1
1 2x− 1
2 4x2 − 2x− 1
3 8x3 − 4x2 − 4x+ 1
4 16x4 − 8x3 − 12x2 + 4x+ 1
5 32x5 − 16x4 − 32x3 + 12x2 + 6x− 1

Tabela 3.1: Polinômios de Chebyshev de terceira espécie.
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Figura 3.3: Polinômios de Chebyshev de terceira espécie.

3.4 Polinômios de Chebyshev de quarta espécie
Os polinômios de Chebyshev de quarta espécie são ortogonais em relação à função

peso w2(x) = (1− x)1/2(1 + x)−1/2, no intervalo [−1, 1].

Definição 14 Os polinômios de Chebyshev Wn(x), de quarta espécie, são polinômios de
grau n em x definidos por

Wn(x) =
sen
(
n+ 1

2

)
θ

sen θ
2

, (3.4)

onde x = cosθ.

Teorema 25 Os polinômios de Chebyshev de quarta espécies satisfaz a seguinte relação
de recorrência de três termos:

Wn(x) = 2xWn−1(x)−Wn−2(x), (n = 2, 3, ...)

com W0(x) = 1 e W1(x) = 2x+ 1.

Demonstração. Segue imediatamente da Definição 14 e da seguinte relação:

2 sen(n+
1

2
)θ cosθ = sen(n+ 1 +

1

2
)θ + sen(n− 1 +

1

2
)θ.

Teorema 26 Os polinômios de Chebyshev de quarta espécie satisfaze a seguinte relação
de ortogonalidade ∫ 1

−1

Wn(x)Wm(x)w2(x) dx = πδn,m.

Os polinômios Wn(x) são, também, obtidos a partir de dois polinômios particulares de
Jacobi P (α,β)

n (x), para dois casos especiais não simétricos β = −α = −1
2
:

Wn(x) =
22n(
2n
n

)P ( 1
2
,− 1

2
)

n (x).
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A demonstração desse fato é análoga à feita para os polinômios de Chebyshev de primeira
espécie.

Como P (α,β)
n (−x) = (−1)nP

(β,α)
n (x), segue que

Vn(−x) = (−1)nWn(x).

Os zeros dos polinômios de Chebyshev de quarta espécie podem ser calculados de
maneira similar aos polinômios de Chebyshev de primeira e segunda espécies. Assim, os
zeros de Wn(x) são dados por

xk,n = cos
2kπ

2n+ 1
, k = 1, 2, . . . , n.

Na Tabela 3.2 a seguir estão alguns polinômios de Chebyshev de quarta espécie, e na
Figura 3.4 representam alguns desses polinômios. Também as propriedades de entrelaça-
mento de zeros de polinômios de graus consecutivos é cumprida, demostrada no Teorema
8.

n Wn(x)

0 1
1 2x+ 1
2 4x2 + 2x− 1
3 8x3 + 4x2 − 4x− 1
4 16x4 + 8x3 − 12x2 − 4x+ 1
5 32x5 + 16x4 − 32x3 − 12x2 + 6x+ 1

Tabela 3.2: Polinômios de Chebyshev de quarta espécie.

Figura 3.4: Polinômios de Chebyshev de quarta espécie.

Vamos ver a relação que existe entre os polinômios Tn(x), Un(x), Vn(x) e Wn(x). Para
isso fazemos uma mudança de variável u = cos(θ/2) e t = sen(θ/2). Das equações (3.1),
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(3.2), (3.3) e (3.4) temos

Tn(x) = cosnθ = cos
(

2n
θ

2

)
= cos(2n arccosu) = T2n(u);

Un(x) =
sen(n+ 1)θ

senθ
=

sen
(
(2n+ 2) θ

2

)
2 cos θ

2
sen θ

2

= (2u)−1 sen((2n+ 2) arccosu)

sen(arccosu)
=
U2n+1(u)

2u
;

Vn(x) =
cos
(
n+ 1

2

)
θ

cos θ
2

=
cos
(
(2n+ 1) θ

2

)
u

= u−1 cos((2n+ 1) arccosu) = u−1T2n+1(u);

Wn(x) =
sen
(
n+ 1

2

)
θ

sen θ
2

=
sen
(
(2n+ 1) θ

2

)
sen θ

2

=
sen((2n+ 1) arccosu)

sen(arccosu)
= U2n(u).

Também temos a seguinte relação:

Un(x) =
1

2
[Vn(x) +Wn(x)] , (3.5)

a qual deriva imediatamente da seguinte identidade trigonométrica:

sen(n+ 1)θ

senθ
=

sen
[(
n+ 1

2

)
θ
]
cos θ

2
+ cos

[(
n+ 1

2

)
θ
]
sen θ

2

2 sen θ
2
cos θ

2

=
1

2

[
cos
(
n+ 1

2

)
θ

cos θ
2

+
sen
(
n+ 1

2

)
θ

sen θ
2

]
.

A equação (3.5) não é a única relação entre as famílias de polinômios {Vn(x)}, {Wn(x)}
e {Un(x)}. De fato, usando as relações trigonométricas

2 sen
θ

2
cos
[(
n+

1

2

)
θ

]
= sen(n+ 1)θ − sennθ,

2 cos
θ

2
sen
[(
n+

1

2

)
θ

]
= sen(n+ 1)θ − sennθ,

e dividindo por senθ, podemos deduzir que

Vn(x) = Un(x)− Un−1(x),

Wn(x) = Un(x) + Un−1(x).

E finalmente outras relações que podem ser derivadas das definições são

Vn(x) + Vn−1(x) = Wn(x)−Wn−1(x) = 2Tn(x).



Capítulo

4
Polinômios com zeros simétricos

Neste capítulo vamos estudar algumas propriedades dos polinômios auto-conjugados,
auto-recíprocos e auto-invertíveis. Estes são polinômios cujos zeros são simétricos em
relação à reta real R ou ao círculo unitário S = {z ∈ C||z| = 1}. Para mais detalhes sobre
o assunto sugerimos [22, 29].

4.1 Polinômios auto-conjugados, auto-recíprocos e auto-
invertíveis

Definição 15 Seja P (z) = anz
n + an−1z

n+1 + . . .+ a1z+ a0 um polinômio de grau n com
coeficientes complexos. Vamos introduzir três polinômios:

• O polinômio conjugado

P̄ (z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . .+ a1z + a0 = P (z̄). (4.1)

• O polinômio recíproco

P ∗(z) = an + an−1z + . . .+ a1z
n−1 + a0z

n = znP (1/z). (4.2)

• O polinômio inverso

P †(z) = an + an−1z + . . .+ a1z
n−1 + a0z

n = znP (1/z̄). (4.3)

Da definição anterior podemos deduzir que, se z1, . . . , zn são os zeros de P (z), então
z1, . . . , zn são os zeros de P̄ (z), 1/z1, . . . , 1/zn são os zeros de P ∗(z) e 1/z1, . . . , 1/zn são
os zeros de P †(z).

Definição 16 Seja P (z) um polinômio complexo e ξ um zero de P (z). Então P (z) será
chamado:

• auto-conjugado, se ξ̄ é também zero de P (z).

• auto-recíproco, se 1/ξ é também zero de P (z).

• auto-invertível, se 1/ξ̄ é também zero de P (z).

63
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Exemplo 4 Considere o seguinte polinômio P (z) = (3 +
√

3i)z5 + (2
√

3 + 2i)z4 + (
√

3 +
i)z3 + (3

√
3 + 3i)z + 3

√
2 +
√

6i, cujos zeros são z1 = −0.75, z2 = −0.9 + 0.91i, z3 =
−0.9 − 0.91i, z4 = 0.7 + 0.82i e z5 = 0.7 − 0.82i. Então, P (z) é um polinômio auto-
conjugado, pois z1 = z1, z2 = z3 e z4 = z5.

Figura 4.1: Localização dos zeros do polinômio P (z) = (3+
√

3i)z5 +(2
√

3+2i)z4 +(
√

3+
i)z3 + (3

√
3 + 3i)z + 3

√
2 +
√

6i.

Exemplo 5 Considere o seguinte polinômio P (z) = z7−1.5z6+2z5−0.5z4+0.5z3−2z2+
1.5z − 1, cujos zeros são z1 = 1, z2 = 0.66 + 1.26i, z3 = 0.66− 1.26i z4 = −0.73 + 0.68i,
z5 = −0.73 − 0.68i, z6 = 0.32 + 0.62i e z7 = 0.32 − 0.62i. Então, P (z) é um polinômio
auto-conjugado, auto-recíproco e auto-invertível, pois z2 = z3, 1/z2 = z7, 1/z2 = z6,
1/z4 = z5 e 1/z4 = z4.

Figura 4.2: Localização dos zeros do polinômio P (z) = z7− 1.5z6 + 2z5− 0.5z4 + 0.5z3−
2z2 + 1.5z − 1.



4. Polinômios com zeros simétricos 65

Teorema 27 Se P (z) é um polinômio auto-conjugado de grau ímpar, então necessari-
amente tem pelo menos um zero em R. Similarmente, se P (z) é um polinômio auto-
recíproco ou auto-invertível de grau ímpar, então necessariamente tem pelo menos um
zero em S.

Demonstração. Pela Definição 16, se ξ é zero não real de P (z), então ξ̄ é também
seu zero, logo os zeros não reais de p(z) aparecem por pares conjugados. Assim, se n é
ímpar, deve haver pelo menos um zero real. Da mesma forma, os zeros de P †(z) ou P ∗(z)
que têm módulo diferente de 1 podem aparecer apenas em pares (inversos ou recíprocos);
portanto, se P (z) tiver grau ímpar, então pelo menos um zero dele deve estar em S.

Teorema 28 Uma condição necessária e suficiente para que um polinômio complexo P (z)
seja auto-conjugado, auto-recíproco, ou auto-invertível é que exista um número complexo
ω de módulo 1, de modo que uma das seguintes relações sejam satisfeitas, respectivamente:

P (z) = ωP̄ (z), P (z) = ωP ∗(z), P (z) = ωP †(z). (4.4)

Demonstração. É claro, por (4.1), (4.2) e (4.3), que essas condições são suficientes.
Precisamos mostrar, portanto, que essas condições também são necessárias.

Suponhamos que P (z) seja um polinômio auto-conjugado. Sejam então z1, . . . , zn os
zeros de P (z). Logo, pela Definição 16, z1, . . . , zn também são seus zeros. Assim,

P (z) = an

n∏
i=1

(z − zi) = an

n∏
i=1

(z̄ − zi) = (an/an)P (z̄) = ωP̄ (z),

onde ω = an/an e |ω| = |an/an| = 1. Agora, suponhamos que P (z) é um polinômio auto-
recíproco. Se z1, . . . , zn são os zeros de P (z), então os recíprocos 1/z1, . . . , 1/zn também
são os zeros dele; assim

P (z) = an

n∏
i=1

(
z − 1

zi

)
= znan

n∏
i=1

(
1− 1

ziz

)
= (−1)nznan

n∏
i=1

(
1

ziz
− 1

)
=

(−1)nzn

z1z2 · · · zn
an

n∏
i=1

(
1

z
− zi

)
=

(−1)nzn

z1z2 · · · zn
P

(
1

z

)
= ωP ∗(z),

onde ω = (−1)n/(z1z2 · · · zn) = an/a0. Da Definição 16 deduzimos que se P (z) é um
polinômio auto-recíproco, então todos os seus zeros são não nulos. Logo para cada ξ zero
de P (z), 1/ξ é também seu zero o que implica que |z1z2 · · · zn| = 1, portanto |ω| = 1.
Similarmente para um polinômio auto-invertível.

De (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4) podemos ver que os coeficientes de um polinômio auto-
conjugado, auto-recíproco e auto-invertível de grau n satisfazem, respectivamente, as
seguintes relações:

ak = ωak, ak = ωan−k, ak = ωan−k, |ω| = 1, 0 ≤ k ≤ n. (4.5)

Note que qualquer polinômio com coeficientes reais é um polinômio auto-conjugado. Para
que um polinômio P (z) seja auto-conjugado, auto-recíproco e auto-invertível ao mesmo
tempo é necessário que seus coeficientes sejam reais, o que implica que ω = ±1. Isso
sugere as seguintes definições adicionais:
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Definição 17 Um polinômio auto-recíproco real P (z) que satisfaça a relação P (z) =
ωznP (1/z) será chamado de polinômio auto-recíproco positivo se ω = 1 e polinômio auto-
recíproco negativo se ω = −1.

Se considerarmos um polinômio auto-recíproco positivo P (z) = anz
n+an−1z

n−1+. . .+
a0 de grau n, então por (4.5) os coeficientes satisfazem ak = an−k para 0 ≤ k ≤ n, enquanto
os coeficientes de um polinômio de auto-recíproco negativo satisfazem ak = −an−k para
0 ≤ k ≤ n.

Algumas propriedades elementares dos polinômios auto-recíprocos positivos e negati-
vos são as seguintes:

(a) Se ξ é um zero de qualquer polinômio P (z) auto-recíproco positivo ou auto-recíproco
negativo de grau n ≥ 4, então 1/ξ, ξ̄ e 1/ξ̄ são também zeros de P (z). Em particular,
o número de zeros desses polinômios que não estão em S ou em R é sempre um
múltiplo de 4.

(b) Qualquer polinômio auto-recíproco negativo tem z = 1 como zero e P (z)/(z − 1) é
auto-recíproco positivo. Além disso, se P (z) tiver grau par, então z = −1 também
é um zero dele e P (z)/(z2− 1) é um polinômio auto-recíproco positivo de grau par.
De fato, pela Definição 17, temos

P (z) = ωznP

(
1

z

)
= −znP

(
1

z

)
.

Substituindo z = 1 temos, P (1) = −P (1) e portanto P (1) = 0. Similarmente se
n for par P (−1) = 0. Para mostrar que P (z)/(z − 1) e P (z)/(z2 − 1) são auto-
recíprocos positivos, fazemos G(z) = P (z)/(z − 1) e R(z) = P (z)/(z2 − 1). Assim,

G(z) =
P (z)

z − 1
=
−znP (1/z)

−z
(

1
z
− 1
) = zn−1P

(
1
z

)
1
z
− 1

= zn−1G

(
1

z

)
,

R(z) =
P (z)

z2 − 1
=
−znP (1/z)

−z2
(

1
z2
− 1
) = zn−2P (1/z)

1
z2
− 1

= zn−2R

(
1

z

)
.

(c) Qualquer polinômio auto-recíproco positivo P (z) de grau ímpar tem z = −1 como
zero e P (z)/(z + 1) também é auto-recíproco positivo.

(d) O produto de dois polinômios auto-recíprocos positivos, ou dois auto-recíprocos nega-
tivos, é auto-recíproco positivo enquanto o produto de um polinômio auto-recíproco
positivo com um polinômio auto-recíproco negativo é auto-recíproco negativo.

Por outro lado, qualquer polinômio auto-recíproco positivo de grau par n = 2m, pode
ser escrito da seguinte maneira:

P (z) = a2mz
2m + a2m−1z

2m−1 + . . .+ a1z + a0

= zm
[
a2mz

m + am−1z
m−1 + . . .+ a1z

1−m + a0z
−m]

= zm
[
a0

(
zm +

1

zm

)
+ a1

(
zm−1 +

1

zm−1

)
+ . . .+ am−1

(
z +

1

z

)
+ am

]
, (4.6)

onde essa última igualdade ocorre desde que ak = an−k, para 0 ≤ k ≤ 2m.
A expressão obtida em (4.6) é muito importante pois facilitará muito a construção de

alguns tipos de polinômios auto-recíprocos. Estudaremos essa expressão em mais detalhes
no próximo capítulo.
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4.2 Relação entre polinômios auto-conjugados, auto-
recíprocos e auto-invertíveis

A relação mais simples é dada pelos polinômios auto-recíprocos e auto-invertíveis, pois
por (4.2) e (4.3) temos

P †(z) = P ∗(z) = P ∗(z̄), P ∗(z) = P †(z) = P †(z̄).

Portanto, se P (z) é um polinômio auto-recíproco então P̄ (z) será um polinômio auto-
invertível, ou vice-versa.

A relação entre os polinômios auto-conjugados e auto-invertíveis não é tão simples de
perceber. Para ver a relação entre esses polinômios usaremos as seguintes transformações
de Möbius:

M(z) =
z − i
z + i

e W (z) =
−i(z + 1)

z − 1
.

Dado um polinômio P (z) de grau n, usamos transformações de Möbius definidas acima
para definir os dos polinômios transformados como

Q(z) = (z + i)nP (M(z)), e T (z) = (z − 1)nP (W (z)).

O seguinte teorema mostra como os zeros de Q(z) e T (z) estão relacionados com os zeros
de P (z).

Teorema 29 Sejam z1, . . . , zn os zeros de P (z) e λ1, . . . , λn os respectivos zeros de Q(z).
Assumindo que P (1) 6= 0, temos que λ1 = W (z1), . . . , λn = Wn(zn). Similarmente,
se τ1, . . . , τn são os zeros de T (z), então τ1 = T (z1), . . . , τn = T (zn), assumindo que
P (−i) 6= 0.

O seguinte teorema mostra que o conjunto de polinômios auto-invertíveis é isomorfo ao
conjunto de polinômios auto-conjugados.

Teorema 30 Seja P (z) um polinômio auto-invertível. Então, o polinômio transformado
Q(z) = (z + i)nP (M(z)) é um polinômio auto-conjugado. Da mesma forma, se P (z) é
um polinômio auto-conjugado, então T (z) = (z − 1)nP (W (z)) será um polinômio auto-
invertível.

Demonstração. Suponhamos que P (z) é um polinômio auto-invertível. Então, para
qualquer ξ zero de P (z) temos que 1/ξ̄ também é um zero de P (z). Logo, pelo teorema
anterior, os correspondentes zeros de Q(z) serão:

W (ξ) = −iξ + 1

ξ − 1
= λ e W

(
1

ξ̄

)
= −i1/ξ̄ + 1

1/ξ̄ − 1
= i

ξ̄ + 1

ξ̄ − 1
= W (ξ) = λ̄.

Pela Definição 16, Q(z) é um polinômio auto-conjugado. Inversamente, seja P (z) um
polinômio auto-conjugado e tomamos dois de seus zeros ξ e ξ̄; pelo teorema anterior, os
correspondentes zeros de T (z) serão:

T (ξ) =
ξ − i
ξ + i

= τ e T (ξ̄) =
ξ̄ − i
ξ̄ + 1

= −1/ξ̄ + i

1/ξ̄ − i
=

1

T (ξ)
=

1

τ̄
.

Assim, pela Definição 16, T (z) é um polinômio auto-invertível.





Capítulo

5
Alguns tipos de polinômios

auto-recíprocos

O objetivo deste capítulo é construir, a partir dos polinômios quase-ortogonais de
Chebyshev de ordem um e dois, algumas classes de polinômios auto-recíprocos. Desta
forma, através de resultados conhecidos sobre o comportamento dos zeros dos polinô-
mios quase-ortogonais, será possível explorar o comportamento dos zeros destas classes
de polinômios auto-recíprocos. Mais detalhes em [7, 8].

5.1 Introdução

Seja P (z) =
2n∑
j=0

ajz
j, a2n 6= 0 um polinômio auto-recíproco de grau 2n, onde aj ∈ R,

j = 0, · · · , 2n.
Observe que, como a2n−j = aj, j = 0, . . . , n, temos

P (z) =
2n∑
j=0

zn
[
a2n

(
zn +

1

zn

)
+ · · ·+ an+1

(
z +

1

z

)
+ an

]
. (5.1)

Através da transformação

x =
1

2

(
z +

1

z

)
, (5.2)

temos que Tj(x) = 1
2

(
zj + 1

zj

)
, onde Tj(x) é o polinômio de Chebyshev de primeira espécie,

para mais detalhes dessa transformação, veja [18]. Mostremos por indução sobre j:

• Se j = 0, T0(x) = 1
2

(
z0 + 1

z0

)
= 1.

• Suponhamos que é valido para todo k ≤ j, ou seja

Tk(x) =
1

2

(
zk +

1

zk

)
, (5.3)

69
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e mostremos que vale para todo k > j. Tomando j = k + 1 temos

1

2

(
zk+1 +

1

zk+1

)
=

1

2

(
z +

1

z

)(
zk +

1

zk

)
− 1

2

(
zk−1 +

1

zk−1

)
= 2

1

2

(
z +

1

z

)
1

2

(
zk +

1

zk

)
− 1

2

(
zk−1 +

1

zk−1

)
= 2xTk(x)− Tk−1(x),

que é a relação de recorrência de três termos satisfeita pelos polinômios de Chebyshev,
ou seja,

1

2

(
zk+1 +

1

zk+1

)
= Tk+1(x).

Logo, reescrevendo (5.1) segue que

P (z) = 2zn
[
a2nTn(x) + a2n−1Tn−1(x) + · · ·+ an+1T1(x) +

an
2
T0(x)

]
= 2znCn(x), (5.4)

onde C(x) = a2nTn(x) + a2n−1Tn−1(x) + · · ·+ an+1T1(x) + an
2
T0(x).

Teorema 31 Seja P (z) um polinômio auto-recíproco real de grau 2n.

1. P (z) têm todos seus zeros no círculo unitário se, e somente se, Cn(x) têm todos
seus zeros em [−1, 1].

2. Se todos os zeros de Cn(x) estão em [−1, 1], escritos como xj = cosθj, θj ∈
[0, π], j = 1, · · · , n, então todos os zeros zk de P (z), k = 1, · · · , n, são dados por
zk = e±iθk , onde

0 ≤ θ1 ≤ θ2 ≤ · · · ≤ θn ≤ π.

Demonstração. Da equação (5.2) temos que

z2 + 1 = 2xz, (5.5)

zj +
1

zj
= 2xj, j = 1, · · · , n. (5.6)

1. Suponhamos que P (z) têm todos seus zeros no círculo unitário. Como P (z) é um
polinômio auto-recíproco real de grau 2n temos que seus zeros são dados da seguinte
forma: (zj, zj), j = 1, · · · , n, onde zj = 1

zj
e |zj|2 = zjzj = 1.

Assim,

P (z) =a2n

n∏
j=1

(z − zj)(z − zj)

=a2n

n∏
j=1

(z2 − z(zj + zj) + 1).

Subtituindo (5.5) e (5.6) na equação acima, obtemos

P (z) =a2n

n∏
j=1

(2xz − 2xjz)

=a2n2nzn
n∏
j=1

(x− xj).
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Comparando com a equação (5.4), temos que

Cn(x) = 2n−1a2n

n∏
j=1

(x− xj),

ou seja xj, j = 1, · · · , n, são os zeros de Cn(x).

Além disso,

xj =
1

2

(
zj +

1

zj

)
= Re(zj).

Logo,
|xj| = |Re(zj)| ≤ |zj| = 1,

j = 1, · · · , n. Portanto, todos os zeros de Cn(x) estão em [−1, 1].

Suponhamos que Cn(x) têm todos seus zeros em [−1, 1]. Por (5.4) temos que

P (z) = 2znCn(x) =2zn2n−1a2n

n∏
j=1

(x− xj)

=a2n

n∏
j=1

(2zx− 2xjz)

=a2n

n∏
j=1

(z − zj)(z − zj),

onde zj =
1

zj
, j = 1, · · · , n.

Além disso, por (5.6),

z2
j − 2xjzj + 1 = 0⇔ zj = xj ±

(√
1− x2

j

)
i,

e assim,
|zj|2 = zjzj = x2

j +
(
1− x2

j

)
= 1.

Portanto, |zj| = 1, j = 1, · · · , n.

2. Suponhamos que todos os zeros de Cn(x) estão em [−1, 1], escritos como xj =
cosθj, θj ∈ [−1, 1], j = 1, . . . , n. Então pelo item anterior, todos os zeros zj de
P (z) estão no círculo unitário, assim podemos escrever zj = e±iγj . Logo, como

xj =
1

2

(
zj +

1

zj

)
temos

xj =
1

2

(
e±iγj + e∓iγj

)
= cosγj,

consequentemente, θj = γj, j = 1, . . . , n.
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5.2 Polinômios auto-recíprocos gerados pelos polinô-
mios quase-ortogonais de Chebyshev de ordem um

Nesta seção vamos construir polinômios auto-recíprocos a partir dos polinômios quase-
ortogonais de ordem um, estudados na Seção 2.5. Também estes polinômios quase-
ortogonais podem ser encontrados em [10].

Teorema 32 Os polinômios quase-ortogonais de Chebyshev de ordem um geram a se-
guinte classe de polinômios auto recíprocos:

Pα(z) =
2n∑
j=0

aj,αz
j,

onde α = T, U, V,W (relacionado com cada classe de polinômios de Chebyshev) e

1. a2n−2,T = a2n−3,T = . . . = an,T = 0 e a2n,Ta2n−1,T 6= 0;

2. a2n,U = a2n−2,U = . . . = an−2,U = an,U 6= 0 e a2n−1,U = a2n−3,U = . . . = an+1,U 6= 0;

3. a2n−1,V = −a2n−2,V = a2n−3,V = . . . = (−1)nan+1,V = (−1)n−1an,V , a2n,V 6= 0 e
a2n,V 6= −a2n−1,V ;

4. a2n−1,W = a2n−1,W = . . . = an,W , a2n,W 6= 0 e a2n,W 6= a2n−1,W .

Demonstração. Consideremos o polinômio quase-ortogonal de Chebyshev de primeira
espécie de ordem um, como no Teorema 12:

Rn,T (x) = c0,TTn(x) + c1,TTn−1(x), (5.7)

onde c0,T c1,T 6= 0. Comparando com o polinômio Cn(x) de (5.4), obtemos c0,T = a2n,T ,
c1,T = a2n−1,T e a2n−2,T = a2n−3,T = . . . = an,T = 0. Assim, o polinômio auto-recíproco
será

PT (z) = a2n,T z
2n + a2n−1,T z

2n−1 + a2n−1,T z + a2n,T .

Neste caso, os elementos do Teorema 14, a partir de (5.7), serão

ςn = ςT =
a2n−1,T

a2n,T

e
fn(1) = fn,T (1) =

Tn(1)

Tn−1(1)
= 1,

pois se x = 1, por (5.2) temos que 1 = 1
2
(z+ 1

z
)⇔ z = 1. Assim, como Tn(x) = 1

2

(
zn + 1

zn

)
segue que Tn(1) = 1 para todo n ∈ N. Similarmente, fn(−1) = fn,T (−1) = −1.

Para obter a representação de PU(z), PV (z) e PW (z), utilizaremos os polinômios quase-
ortogonais de Chebyshev de ordem um:

Rn,U(x) = c0,UUn(x) + c1,UUn−1(x), (5.8)
Rn,V (x) = c0,V Vn(x) + c1,V Vn−1(x), (5.9)
Rn,W (x) = c0,WWn(x) + c1,WWn−1(x), (5.10)

onde c0,αc1,α 6= 0 para α = U, V,W .
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Usando a relação 2Tn(x) = Un(x) − Un−2(x) podemos reescrever (5.8) da seguinte
forma

Rn,U(x) =c0,U(2Tn(x) + un−2(x)) + c1,U(2Tn−1(x) + Un−3(x))

=c0,U(2Tn(x) + 2Tn−2(x) + · · ·+ 2T2(x) + T0(x))

+ c1,U(2Tn−1(x) + 2Tn−3(x) + · · ·+ 2T3(x) + 2T1(x)).

Comparando os coeficientes de (5.4) com PU(z) = 2znRn,U(x) temos que

2c0,U = a2n,U = a2n−2,U = · · · = an+2,U = an,U

e
2c1,U = a2n−1,U = a2n−3,U = · · · = an+1,U .

Assim, obtemos

PU(z) = a2n,Uz
2n + a2n−1,Uz

2n−1 + a2n,Uz
2n−2 + . . .+ a2n−1,Uz + a2n,U .

A partir de (5.8) também podemos obter os elementos do Teorema 14, que serão

ςn = ςU =
a2n−1,U

a2n,U

e

fn(1) = fn,U(1) =
Un(1)

Un−1(1)
=

2Tn(1) + 2Tn−2(1) + · · ·+ 2T2(1) + T0(1)

2Tn−1(1) + 2Tn−3(1) + . . .+ 2T3(1) + 2T1(1)

=
2 + 2 + . . .+ 2 + 1

2 + 2 + . . .+ 2
=
n+ 1

n
.

Similarmente, fn(−1) = fn,U(−1) = −n+1
n

.
Seguindo a mesma ideia e usando a equação (5.9) e a relação 2Tn(x) = Vn(x)+Vn−1(x),

obtemos

PV (z) = a2n,V z
2n+a2n−1,V z

2n−1−a2n−1,V z
2n−2+a2n−1,V z

2n−3+. . .−a2n−1,V z
2+a2n−1,V z+a2n,V ,

onde os elementos do Teorema 14, a partir de (5.9), serão ςn = ςV =
(
a2n−1,V

a2n,V
+ 1
)
,

fn(1) = fn,V (1) = 1 e fn(−1) = fn,V (−1) = −2n+1
2n−1

.
Finalmente, usando a equação (5.10) e a relação 2Tn(x) = Wn(x)−Wn−1(x), obtemos

PW (z) = a2n,W z
2n + a2n−1,W z

2n−1 + a2n−1,W z
2n−2 + . . .+ a2n−1,W z

2 + a2n−1,W z + a2n,W ,

onde os elementos do Teorema 14, a partir de (5.10), serão ςn = ςW = −1 +
a2n−1,W

a2n,W
,

fn(1) = fn,W (1) = 2n+1
2n−1

e fn(−1) = fn,W (−1) = −1.

Observação 1 Se a2n,V = −a2n−1,V no item 3 ou a2n,W = a2n−1,W no item 4 do Teorema
32, temos polinômios cujos coeficientes satisfazem as condições do item 2 do Teorema 32.

Teorema 33 Quando o grau de um polinômio auto-recíproco real S(z) é ímpar, temos

S(z) = b2n+1z
2n+1 + b2nz

2n + . . .+ b1z + b0 = b2n+1(z + 1)P (z),

onde P (z) é um polinômio auto-recíproco real de grau 2n.
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Demonstração. Sem perda de generalidade suponhamos que b2n+1 = 1. Logo, como
S(z) é um polinômio auto-recíproco real de grau ímpar temos que z = −1 é um zero dele
pois pela Definição 17, temos

S(z) = z2n+1S

(
1

z

)
,

e substituindo z = −1 temos, S(−1) = −S(−1) e portanto S(−1) = 0. Para mostrar que
S(z)/(z+1) é um polinômio auto-recíproco real de grau par, fazemos P (z) = S(z)/(z+1).
Assim,

P (z) =
S(z)

z + 1
=
z2n+1S(1/z)

z
(

1
z

+ 1
) = z2nS

(
1
z

)
1
z

+ 1
= z2nP

(
1

z

)
.

Portanto, S(z) = b2n+1(z + 1)P (z), onde P (z) é um polinômio auto-recíproco de grau
par.

Consideremos

Sα(z) =
2n+1∑
j=0

bj,αz
j = b2n+1,α(z + 1)Pα(z),

onde α = T, U, V,W . Vamos calcular as expressões dos coeficientes de Sα(z) a partir do
Teorema 32:

1. Para α = T temos que ST (z) = b2n+1,T (z + 1)PT (z), assim pelo Teorema 32 temos
que

ST (z) = b2n+1,T (zPT (z) + PT (z))

= b2n+1,T

(
a2n,T z

2n+1 + (a2n,T + a2n−1,T )z2n + a2n−1,T z
2n−1 + a2n−1,T z

2

+(a2n,T + a2n−1,T )z + a2n,T ) .

Comparando os coeficientes da igualdade temos b2n−2,T = b2n−3,T = . . . = bn+1,T = 0,
b2n+1,T b2n−1,T 6= 0 e b2n,T = b2n+1,T + b2n−1,T , ou seja

ST (z) = b2n+1,T z
2n+1 + (b2n+1,T + b2n−1,T )z2n + b2n−1,T z

2n−1 + b2n−1,T z
2

+ (b2n+1,T + b2n−1,T )z + b2n+1,T .

2. Para α = U temos

SU(z) = b2n+1,U(zPU(z) + PU(z))

= b2n+1,U

(
a2n,Uz

2n+1 + (a2n,U + a2n−1,U)z2n + (a2n,U + a2n−1,U)z2n−1 + . . .

+(a2n,U + a2n−1,U)z + a2n,U) .

Comparando os coeficientes da igualdade obtemos b2n,U = b2n−1,U = . . . = bn+1,U e
b2n+1,U 6= 0, ou seja,

SU(z) = b2n+1,T z
2n+1 + b2n,U

2n−1∑
j=0

z2n−j + b2n+1,U .

3. Para α = V temos

SV (z) = b2n+1,V (zPV (z) + PV (z))

= b2n+1,V

(
a2n,V z

2n+1 + (a2n,V + a2n−1,V )z2n + (a2n,V + a2n−1,V )z + a2n,V

)
.
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Comparando os coeficientes da igualdade obtemos b2n−1,V = b2n−2,V = b2n−3,V =
. . . = bn+1,V = 0 e b2n+1,V b2n,V 6= 0, ou seja,

SV (z) = b2n+1,V z
2n+1 + b2n,V z

2n + b2n,V z + b2n+1,V .

4. Para α = W , da mesma forma que nos casos anteriores, temos

b2n−1,W = b2n−2,W = . . . = bn+1,W , b2n+1,W b2n−1,W 6= 0 e b2n,W = b2n+1,W +
b2n−1,W

2
,

ou seja,

SW (z) = b2n+1,W z
2n+1 +

(
b2n+1,W +

b2n−1,W

2

)
z2n + b2n−1,W

2n−3∑
j=0

z2n−1−j

+

(
b2n+1,W +

b2n−1,W

2

)
z + b2n+1,W .

O teorema a seguir mostra o comportamento dos zeros de alguns polinômios auto-recíprocos
construídos a partir de polinômios quase-ortogonais de Chebyshev de ordem um.

Teorema 34 Sobre os zeros de Pα(z) e Sα(z) (α = T, U, V,W ), temos:

(a) Seus zeros são distintos (exceto no caso em que ςα = −fn,α(1) ou ςα = −fn,α(−1)) e
no máximo dois deles estão fora do círculo unitário (que são as raízes reais).

(b) Se ςα = −fn,α(±1), z = ±1 é zero de multiplicidade dois de Pα(z). Para ςα =
−fn,α(1), z = 1 é zero de multiplicidade dois de Sα(z) e se ςα = −fn,α(−1), z = −1
é zero de multiplicidade três de Sα(z).

(c) Se −ςα < fn,α(−1) < 0, Pα(z) (ou Sα(z)) tem dois zeros negativos e 2n − 2 (ou
2n− 1) zeros distintos no círculo unitário. Podemos representar os zeros negativos
por zk,α ∈ (−∞,−1) e 1/zk,α ∈ (−1, 0).

(d) Se −ςα > fn,α(1) > 0, Pα(z) (ou Sα(z)) tem dois zeros positivos e 2n − 2 (ou
2n − 1) zeros distintos no círculo unitário. Podemos representar os zeros positivos
por zk,α ∈ (1,∞) e 1/zk,α ∈ (0, 1).

(e) Se fn,α(−1) < −ςα < fn(1), Pα(z) e Sα(z) têm todos seus zeros no círculo uni-
tário. Eles são representados por zk,α = e±iθk,α, com θk,α = arccosxk,α, onde
xk,α, k = 1, . . . , n são os zeros de Rn,α(x) (para Sα(z), temos xn+1,α = −1 e
θn+1,α = arccos(−1) = π). Além disso,

0 ≤ θ1,α ≤ θ2,α ≤ . . . ≤ θn,α ≤ π,

θn+1,α = π(caso ímpar) e θj,α j = 1, . . . , n são funções crescentes de aα.

Demonstração. Sejam x1,α < x2,α < . . . < xn,α os zeros de Rn,α(x).

(a) Como Pα(z) = 2znRn,α(x) temos

Pα(z) = 0⇔ Rn,α(x) = 0, (5.11)

e sendo Rn,α(x) um polinômio quase-ortogonal de ordem um, pelo Teorema 14 segue
que todos seus zeros são distintos e no máximo um deles está fora de (−1, 1), digamos
xn,α. Assim, pela equação (5.2) temos

xn,α =
1

2

(
zn,α +

1

zn,α

)
,

então, 2 < |2xn,α| ≤ 2|zn,α|. Consequentemente, 1/|zn,α| < 1 e portanto no máximo
dois zeros de Pα(z) estão fora do círculo unitario.
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(b) Por (5.11) temos que 0 = Rn,α(x) = co,αQα,n(x) + c1,αQα,n−1(x), onde Qα,n =
Tn, Un, Vn,Wn são os polinômios de Chebyshev. Assim,

ςα =
c1,α

c0,α

= − Qα,n(x)

Qα,n−1(x)
= −fn,α(x),

então, se x = 1, por (5.2) segue que (z − 1)2 = 0, ou seja z = 1 é um zero
de multiplicidade dois de Pα(z) quando ςα = −fn,α(1). Similarmente, se ςα =
−fn,α(−1), z = −1 é um zero de multiplicidade dois de Pα(z). Para o polinômio
Sα(z) é similar aos casos anteriores, pois Sα(z) = b2n+1,α(z + 1)Pα(z).

(c) Se −ςα < fn,α(−1) < 0, pelo Teorema 14 temos que x1,α < −1 e assim pelo Teorema
31, o correspondente zero z1,α de Pα(z) não está no círculo unitário.

Como
x1,α =

1

2

(
z1,α +

1

z1,α

)
,

segue que z1,α é real, portanto z1,α ∈ (−∞,−1) e 1/z1,α ∈ (−1, 0), pois

1

2

(
z1,α +

1

z1,α

)
< −1.

(d) A demonstração é semelhante ao caso anterior.

(e) Suponhamos que fn,α(−1) < −ςα < fn(1). Pelo Teorema 14 temos que −1 < x1,α <
x2,α < . . . < xn,α < 1. Logo, pelo Teorema 31, todos os correpondentes zeros de
Pα(z) estão no círculo unitário.

Exemplo 6 Consideremos o seguinte polinômio auto-recíproco PT (z) = 4z6+3z5+3z+4,
gerado por un polinômio quase-ortogonal de ordem um R3,T (x). Os elementos do Teorema
14 são ςT = 3

4
, f3,T (1) = 1 e f3,T (−1) = −1, assim como −1 < −3

4
< 1, pelo teorema

anterior segue que todos seus zeros estão no círculo unitário, como podemos ver na Figura
5.1.

Exemplo 7 Consideremos o polinômio PT (z) = z8 + 2z7 + 2z + 1 que é um polinômio
auto-recíproco construído a partir do polinômio quase-ortogonal de ondem um R4,T (x),
onde os elementos do Teorema 14 são ςT = 2, f4,T (1) = 1 e f4,T (−1) = −1. Logo, como
−2 < −1 = f4,T (−1) < 0 pelo teorema anterior segue que tem dois zeros fora do círculo
unitário, que são negativos, como podemos ver na Figura 5.2.
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Figura 5.1: Zeros do polinômio
PT (z) = 4z6 + 3z5 + 3z + 4.

Figura 5.2: Zeros do polinômio PT (z) = z8 +
2z7 + 2z + 1.

Exemplo 8 Consideremos o seguinte polinômio auto-recíproco gerado por um polinômio
quase ortogonal de Chebyshev R6,U(x) de ordem 1:

PU(z) = 2
6∑

k=0

z2k + λ
5∑

k=0

z2k+1.

Na figura 5.3, podemos obsevar como é o comportamento dos zeros de PU(z) quando λ
assume diferentes valores em [−5, 5].

Figura 5.3: Zeros de PU(z) = 2
∑6

k=0 z
2k + λ

∑5
k=0 z

2k+1 para diferentes valores de λ ∈
[−5, 5].
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5.3 Polinômios auto-recíprocos gerados pelos polinô-
mios quase-ortogonais de Chebyshev de ordem dois

Nesta seção vamos construir polinômios auto-recíprocos a partir dos polinômios quase-
ortogonais de ordem dois e assim estudaremos o comportamento de seus zeros. Para isso
usaremos resultados já conhecidos sobre o comportamento de zeros de polinômios quase-
ortogonais estudados na Seção 2.5.

Teorema 35 Os polinômios quase-ortogonais de Chebyshev de ordem dois geram a se-
guinte classe de polinômios auto-recíprocos

Pα(z) =
2n∑
j=0

aj,αz
j,

onde α = T, U, V,W (são os polinômios de Chebyshev) e

1. a2n−3,T = a2n−4,T = . . . = an,T = 0 e a2n,Ta2n−2,T 6= 0;

2. a2n−2,U = a2n−4,U = . . . = an+2,U = an,U 6= 0, a2n−1,U = a2n−3,U = . . . = an+1,U e
a2n,U 6= a2n−2,U ;

3. a2n−2,V = −a2n−3,V = a2n−4,V = . . . = (−1)n+1an+1,V = (−1)nan,V , a2n,V 6= 0 e
a2n−2,V 6= −a2n−1,V ;

4. a2n−2,W = a2n−3,W = . . . = an+1,W = an,W , a2n,W 6= 0 e a2n−2,W 6= a2n−1,W .

Demonstração. Consideremos o polinômio quase-ortogonal de Chebyshev de ordem
dois

Rn,T (x) = c0,TTn(x) + c1,TTn−1(x) + c2,TTn−2(x), (5.12)

onde c0,T c2,T 6= 0. Comparando com o polinômio Cn(x) de (5.4), obtemos c0,T = a2n,T ,
c1,T = a2n−1,T , c2,T = a2n−2,T e a2n−3,T = a2n−3,T = · · · = an,T = 0. Assim, o polinômio
auto-recíproco será

PT (z) = a2n,T z
2n + a2n−1,T z

2n−1 + a2n−2,T z
2n−2 + a2n−2,T z

2 + a2n−1,T z + a2n,T ,

onde os elementos dos Teoremas 15 e 16 são

ςn = ςT =
a2n−1,T

a2n,T

, φn = φT =
a2n−2,T

a2n,T

, fn−1(1) = fn−1,T (1) = 1,

fn−1(−1) = fn−1,T (−1) = −1 e fn−1(xTn,n) = fn−1(xTn,n) =
Tn−1(xTn,n)

Tn−2(xTn,n)
,

onde xTn,n é zero de Tn(x).
Para obter a representação de PU(z), PV (z) e PW (z), utilizaremos os polinômios quase-

ortogonais de Chebyshev ordem dois em relação aos polinômios de Chebyshev de segunda,
terceira e quarta espécies, respectivamente,

Rn,U(x) = c0,UUn(x) + c1,UUn−1(x) + c2,UUn−2(x), (5.13)
Rn,V (x) = c0,V Vn(x) + c1,V Vn−1(x) + c2,V Vn−2(x), (5.14)
Rn,W (x) = c0,WWn(x) + c1,WWn−1(x) + c2,WWn−2(x), (5.15)

onde c0,αc2,α 6= 0 para α = U, V,W .
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Usando a relação 2Tn(x) = Un(x) − Un−2(x) podemos reescrever (5.13) da seguinte
forma

Rn,U(x) =c0,UUn(x) + c1,TUn−1(x) + c2,U(Un(x)− 2Tn(x))

=(c0,U + c2,U)Un(x) + c1,UUn−1(x)− 2c2,UTn(x)

=(c0,U + c2,U)(2Tn(x) + 2Tn−2(x) + · · ·+ 2T2(x) + T0(x))

+ c1,U(2Tn−1(x) + 2Tn−3(x) + · · ·+ 2T3(x) + 2T1(x))− 2c2,UTn(x).

Comparando os coeficientes de (5.4) com PU(z) = 2znRn,U(x) temos que

2c0,U = a2n,U , 2c0,U + 2c2,U = a2n−2,U = a2n−4 = · · · = an+2,U = an,U

e
2c1,U = a2n−1,U = a2n−3,U = · · · = an+1,U .

Assim, obtemos

PU(z) = a2n,Uz
2n + a2n−1,Uz

2n−1 + a2n−2,Uz
2n−2 + a2n−1,Uz

2n−3 + . . .+ a2n−1,Uz + a2n,U .

A partir de (5.13) tambén podemos obter os elementos dos Teoremas 15 e 16 que serão

ςn = ςU =
a2n−1,U

a2n,U

, φn = φU =
a2n−2,U

a2n,U

− 1 fn−1(1) = fn−1,U(1) =
n

n− 1

fn−1(−1) = fn−1,U(−1) = − n

n− 1
e fn−1(xUn,n) = fn−1,U(xUn,n) =

Un−1(xUn,n)

Un−2(xUn,n)
,

onde xUn,n é zero de Un(x).
Seguindo a mesma ideia e usando a equação (5.15) e a relação

2Tn(x) = Vn(x) + Vn−1(x), obtemos

PV (z) =a2n,V z
2n + a2n−1,V z

2n−1 + a2n−2,V z
2n−2 − a2n−2,V z

2n−3 + a2n−2,V z
2n−4

+ . . .− a2n−2,V z
3 + a2n−2,V z

2 + a2n−1,V z + a2n,V .

Neste caso, os elementos dos Teoremas 15 e 16 a partir de (5.15), serão

ςn = ςV =
a2n−1,V

a2n,V

+ 1, φn = φV =
a2n−2,V + a2n−1,V

a2n,V

, fn−1(1) = fn−1,V (1) = 1,

fn−1(−1) = fn−1,V (−1) = −2n− 1

2n− 3
e fn−1,V (xVn,n) =

Vn−1(xVn,n)

Vn−2(xVn,n)
,

onde xVn,n é zero do polinômio Vn(x).
Finalmente, usando a equação (5.15) e a relação 2Tn(x) = Wn(x)−Wn−1(x), obtemos

PW (z) =a2n,W z
2n + a2n−1,W z

2n−1 + a2n−2,W z
2n−2 + a2n−2,W z

2n−3 + a2n−2,W z
2n−4

+ . . .+ a2n−2,W z
3 + a2n−2,W z

2 + a2n−1,W z + a2n,W .

Neste caso, os elementos dos Teoremas 15 e 16, a partir de (5.15), serão

ςn = ςW =
a2n−1,W

a2n,W

− 1, φn = φW =
a2n−2,W − a2n−1,W

a2n,W

, fn−1(1) = fn−1,W (1) =
2n− 1

2n− 3
,

fn−1(−1) = fn−1,W (−1) = −1 e fn−1,W (xWn,n) =
Wn−1(xWn,n)

Wn−2(xWn,n)
,

onde xWn,n é zero do polinômio Wn(x).
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Consideremos o polinômio de auto-recíproco de grau ímpar

Sα(z) =
2n+1∑
j=0

bj,αz
j = b2n+1,α(z + 1)Pα(z),

onde α = T, U, V,W . As expressões dos coeficientes de Sα(z) a partir do Teorema 35 são:

1. Para α = T , temos que b2n−3,T = b2n−4,T = . . . = bn+1,T = 0, b2n+1,T b2n−2,T 6= 0 e
b2n,T = b2n+1,T + b2n−1,T − b2n−2,T , assim o polinômio é dado por

ST (z) =b2n+1,T z
2n+1 + (b2n+1,T + b2n−1,T − b2n−2,T )z2n + b2n−1,T z

2n−1 + b2n−2,T z
2n−2

+ b2n−2,T z
3 + b2n−1,T z

2 + (b2n+1,T + b2n−1,T − b2n−2,T )z + b2n+1,T .

2. Para α = U , temos que b2n−1,U = b2n−2,U = . . . = bn+1,U e b2n+1,U 6= 0,assim o
polinômio é dado por

SU(z) = b2n+1,Uz
2n+1 + b2n,Uz

2n + b2n−1,U

2n−2∑
j=1

z2n−j + b2n,Uz + b2n+1,U .

3. Para α = V , temos que b2n−2,V = b2n−3,V = b2n−4,V = . . . = bn+1,V = 0 e
b2n+1,V b2n−1,V 6= 0. Assim, o polinômio é dado por

SV (z) = b2n+1,V z
2n+1 + b2n,V z

2n + b2n−1,V z
2n−1 + b2n−1z

2 + b2n,V z + b2n+1,V .

4. Para α = W , temos que b2n−2,W = b2n−3,W = . . . = bn+1,W , b2n+1,W b2n−2,W 6= 0 e

b2n,W = b2n+1,W + b2n−1,W −
b2n−1,W

2
. Assim, o polinômio é dado por

SW (z) =b2n+1,W z
2n+1 +

(
b2n+1,W + b2n−1,W −

b2n−2,W

2

)
z2n + b2n−2,W

2n−4∑
j=1

z2n−1−j

+

(
b2n+1,W + b2n−1,W −

b2n−2,W

2

)
z + b2n+1,W .

No seguinte teorema vamos analisar o comportamento dos zeros dos polinômios auto-
recíprocos construídos a partir dos polinômios quase-ortogonais de ordem dois

Rn,α(x) = c0,αQα,n(x) + c1,αQα,n−1(x) + c2,αQα,n−2(x),

onde c0,αc2,α 6= 0 e Qα,n = Tn, Un, Vn,Wn(são os polinômios Chebyshev).
Sejam xα1,n < xα2,n < . . . < xαn,n os zeros do polinomio Qα,n(x). Usando o polinômio

dado em (2.52) e lembrando que

fn,α(x) =
Qn,α(x)

Qn−1,α(x)
,

podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 36 Se φα < 0, então sobre os zeros de Pα(z) e Sα(z) (α = T, U, V,W ), temos:

(a) Todos seus zeros são distintos (exceto no caso em que fn,α(1) = −ςα − φα/fn−1,α(1)
ou fn,α(−1) = −ςα−φα/fn−1,α(−1)) e no máximo quatro deles estão fora do círculo
unitário.
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(b) Todos seus zeros estão no círculo unitário se algum das seguintes condições for cum-
prido

(i) −ςα − φα/fn−1,α(xαn,n) < 0 e −ςα − φα/fn−1,α(xα1,n) > 0;

(ii) −ςα − φα/fn−1,α(xαn,n) < 0 e −ςα − φα/fn−1,α(−1) > fn,α(−1);

(iii) −ςα − φα/fn−1,α(1) < fn,α(1) e −ςα − φα/fn−1,α(xα1,n) > 0;

(iii) −ςα − φα/fn−1,α(1) < fn,α(1) e −ςα − φα/fn−1,α(−1) > fn,α(−1);

(c) Tem dois zeros fora do círculo unitário que são negativos se algum das seguintes
condições for cumprido

(i) −ςα − φα/fn−1,α(xαn,n) < 0 e −ςα − φα/fn−1,α(−1) < fn,α(−1);

(ii) −ςα − φα/fn−1,α(1) < fn,α(1) e −ςα − φα/fn−1,α(−1) < fn,α(−1);

(d) Tem dois zeros fora do círculo unitário que são positivos se algum das seguintes
condições for cumprido

(i) −ςα − φα/fn−1,α(xα1,n) > 0 e −ςα − φα/fn−1,α(1) > fn,α(1);

(ii) −ςα − φα/fn−1,α(−1) > fn,α(−1) e −ςα − φα/fn−1,α(1) > fn,α(1);

(e) Tem quatro zeros fora do círculo unitário sendo dois negativos e dois positivos se
−ςα − φα/fn−1,α(−1) < fn,α(−1) e −ςα − φα/fn−1,α(1) > fn,α(1).

Demonstração. Sejam x1,α < x2,α < . . . < xn,α os zeros de Rn,α(x) e suponhamos que
φn < 0.

(a) Como Pα(z) = 2znRn,α(x) temos

Pα(z) = 0⇔ Rn,α(x) = 0, (5.16)

e sendo Rn,α(x) um polinômio quase-ortogonal de ordem dois e φn < 0, pelo Teorema
15 segue que todos seus zeros são distintos e no máximo dois deles está fora de
(−1, 1), digamos x1,α e xn,α. Assim, pela equação (5.2) temos

x1,α =
1

2

(
z1,α +

1

z1,α

)
,

então, 2 < |2x1,α| ≤ 2|z1,α|. Consequentemente, 1/|z1,α| < 1. Similarmente 1 <
|zn,α| e 1/|zn,α| < 1 e portanto no máximo quatro zeros de Pα(z) estão fora do
círculo unitário.

(b) Vamos supor que o caso (i) seja satisfeito, pois os outros casos são semelhantes. Assim
se −ςα − φα/fn−1,α(xαn,n) < 0 e −ςα − φα/fn−1,α(xα1,n) > 0, então pelo Teorema 16
(parte (i) e (iii)) temos que xn,α < xαn,n < 1 e x1,α > xα1,n > −1, ou seja,

−1 < x1,α < x2,α < . . . < xn,α < 1.

Portanto, pelo Teorema 31 todos os zeros de Pα(z) estão no círculo unitário.

(c) Vamos supor que o caso (i) seja satisfeito, pois o caso (ii) é semelhante. Assim se
−ςα − φα/fn−1,α(xαn,n) < 0 e −ςα − φα/fn−1,α(−1) < fn,α(−1), então pelo Teorema
16 (parte (i) e (iv)) temos que xn,α < xαn,n < 1 e x1,α < −1, ou seja,

x1,α < −1 < x2,α < . . . < xn,α < 1.
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Assim, pelo Teorema 31, o correspondente zero z1,α de Pα(z) não está no círculo
unitário.

Como,

x1,α =
1

2

(
z1,α +

1

z1,α

)
segue que z1,α é real, portanto z1,α ∈ (−∞,−1) e 1/z1,α ∈ (−1, 0) pois

1

2

(
z1,α +

1

z1,α

)
< −1.

(d) A demonstração é semelhante ao caso anterior.

(e) Suponhamos que −ςα − φα/fn−1,α(−1) < fn,α(−1) e −ςα − φα/fn−1,α(1) > fn,α(1).
Pelo Teorema 16 (parte (ii) e (iv)) temos que −1 > x1,α e xn,α > 1. Assim, pelo
Teorema 31, os correspondentes zeros z1,α e zn,α de Pα(z) não estão no círculo
unitário.

Como,

x1,α =
1

2

(
z1,α +

1

z1,α

)
e xn,α =

1

2

(
zn,α +

1

zn,α

)
,

segue que z1,α é real. Portanto, z1,α ∈ (−∞,−1) e 1/z1,α ∈ (−1, 0), similarmente
zn,α ∈ (1,∞) e 1/zn,α ∈ (0, 1) pois

1

2

(
z1,α +

1

z1,α

)
< −1 e 1 <

1

2

(
zn,α +

1

zn,α

)
.

Exemplo 9 Consideremos o seguinte polinômio PU(z) = 3z6 + 2z5 − 9z4 + 2z3 − 9z2 +
2z + 3, gerado por un polinômio quase-ortogonal de ordem dois R3,U(x). Os elementos
dos Teoremas 16 e 15 são ςU = 2

3
, φU = −4, f2,U(1) = 3

2
, f2,U(−1) = −3

2
, f3,U(1) = 4

3
e

f3,U(−1) = −4
3
e f3,T (−1) = −1. Assim, como

− ςU − φU/f2,U(−1) = −2

3
− 4

(
2

3

)
= −10

3
< −4

3
= f3,U(−1),

f3,U(1) =
4

3
< 2 = −2

3
+ 4

(
2

3

)
= −ςU − φU/f2,U(−1),

pelo teorema anterior segue que o polinômio tem quatro zeros fora do círculo unitário, ou
seja dois positivos e dois negativos, como podemos ver na Figura 5.4.
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Figura 5.4: Zeros do polinômio PU(z) = 3z6 + 2z5 − 9z4 + 2z3 − 9z2 + 2z + 3.

Exemplo 10 Consideremos o seguinte polinômio auto-recíproco gerado por um polinômio
quase ortogonal de Chebyshev R6,T (x) de ordem 2:

PT (z) = z12 + λz11 − 3z10 − 3z2 + λz + 1.

Na figura 5.5 podemos ver como é o comportamento dos zeros de PT (z) quando λ assume
alguns valores em [−5, 5].

Figura 5.5: Zeros de PT (z) = z12 + λz11 − 3z10 − 3z2 + λz + 1 quando λ assume alguns
valores em [−5, 5].





Capítulo

6
Considerações Finais

Neste trabalho estudamos as principais propriedades e aplicações dos polinômios or-
togonais. Mostramos o teorema da relação de recorrência de três termos que é uma
propriedade muito importante, já que nos permite gerar uma família de polinômios orto-
gonais a partir das condições iniciais. Os zeros desses polinômios têm um comportamento
muito interessante, pois são reais, distintos e localizam-se no intervalo de ortogonalidade,
além de possuírem a propriedade do entrelaçamento. Como uma subclasse dos polinô-
mios ortogonais, estudamos também os polinômios de Chebyshev e suas propriedades.
Estudamos as principais propriedades dos polinômios auto-conjugados, auto-recíprocos
e auto-invertíveis, cujos zeros são simétricos. Finalmente, construímos polinômios auto-
recíprocos a partir de polinômios quase-ortogonais de ordem um e dois, os quais estudamos
o comportamento de seus zeros. Com base no estudo do Capítulo 5, estamos elaborando
um artigo para ser submetido a alguma revista internacional da área de matemática.
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