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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar o comportamento dos ze-
ros de alguns tipos de polindmios auto-reciprocos gerados a partir de polindmios quase-
ortogonais de Chebyshev de ordens um e dois. Os zeros dos polinémios auto-reciprocos que
construimos estao ligados aos zeros de polinomios quase-ortogonais. Os polindmios quase-
ortogonais podem ser obtidos a partir de uma sequéncia de polinéomios ortogonais. Neste
trabalho, usaremos os polinémios de Chebyshev para obter polindbmios quase-ortogonais
e usaremos resultados sobre o comportamento de zeros desses polindomios para obter in-
formacgoes sobre o comportamento dos zeros de polindémios auto-reciprocos.

Palavras-Chave: Polinémios quase-ortogonais, Zeros, Polindmios de Chebyshev, Po-
linémios auto-reciprocos.






Abstract

The main objective of this work is to study the behavior of the zeros of some classes
of self-reciprocal polynomials related to Chebyshev quasi-orthogonal polynomials of order
one and two. The zeros of self-reciprocal polynomials are linked to the zeros of quasi-
orthogonal polynomials, which can be obtained from a sequence of orthogonal polynomi-
als. In this work we use the Chebyshev polynomials to obtain classes of quasi-orthogonal
polynomials and from results on the behavior of their zeros, we obtain information about
the zeros of some classes of self-reciprocal polynomials.

Keywords: Quasi-orthogonal polynomials, Zeros, Chebyshev polynomials, Self-reciprocal
polynomials.
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CAPITULO

Introducao

A teoria dos polindbmios ortogonais tem se tornando cada vez mais importante nos
tltimos anos, pois tém muitas aplicagdes na matematica (analise numeérica, equagoes
diferenciais, teoria dos ntimeros, combinatoria, etc.) e também na fisica e engenharia
(equagoes de Schrodinger | fisica quantica, etc.), dentre outras areas. Para conhecer um
pouco mais sobre a origem do estudo dos polindmios ortogonais ver [3] [19].

No caso especifico dos zeros de polindmios ortogonais, uma bela aplicacao é o fato de
seus zeros serem utilizados como os nos das formulas de quadratura gaussiana, ja que tém
a maior precisao possivél para aproximar f; f(z) dx(uma vez que, com n pontos, nao
possivel exceder a precisao de 2n — 1), isto é, elas se aproximam mais eficientemente a
integral de uma fungao suficientemente suave.

Dentre os polindmios ortogonais classicos, temos os polindémios de Chebyshev de pri-
meira, segunda, terceira e quarta espécies. Esses polinémios sao exaustivamente usados
na Anéalise Numérica, sendo uma ferramenta importante na expansao de funcoes em séries
de polinémios de Chebyshev, por exemplo. Para mais detalhes sobre os polinémios de
Chebyshev, as referéncias [2, [4], 17, 21] sdo boas fontes.

Os zeros dos polindémios de Chebyshev sao todos reais, simples e estao localizados no
intervalo [—1, 1], que ¢ o intervalo de ortogonalidade dessa classe de polinomios. Outras
propriedades e o estudo do comportamento dos zeros podem ser encontrados em [4, [13]
29, 23] 28].

Neste trabalho estudamos em detalhes algumas propriedades e teoremas importantes
dos polindémios ortogonais, com énfase nos polinémios de Chebyshev. Além disso, estuda-
mos algumas propriedades dos polinoémios auto-reciprocos ([22), 29]). A teoria estudada
servird de base para analisar o comportamento dos zeros de algumas combinacoes lineares
de polinémios de Chebyshev, para assim finalmente obter informacoes sobre o compor-
tamento dos zeros de alguns tipos de polinomios auto-reciprocos que sao construidos a
partir de polinémios quase-ortogonais de Chebyshev de ordens um e dois.

No Capitulo 2 estudamos as principais propriedades de uma familia de polinémios
ortogonais, tais como ortogonalidade, relacao de recorréncia de trés termos e o compor-
tamento de seus zeros. Também estudamos algumas sequéncias de polinomios ortogonais
classicos, fazendo um estudo detalhado dos polindémios de Jacobi e dos polinémios de
Legendre, tais como simetria, relacao de recorréncia, ortogonalidade etc.. Como uma
aplicacao dos polindmios ortogonais estudamos as férmulas de quadratura gaussiana.

No Capitulo 3 estudamos os polindbmios de Chebyshev de primeira, segunda, terceira
e quarta espécies, tais como ortogonalidade, relacao de recorréncia de trés termos e o
comportamento de seus zeros.

[N
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1. Introducao 18

No Capitulo 4 estudamos os polindémios com zeros simétricos, que sao os polindémios
auto-conjugados, auto-reciprocos e auto-inversiveis. Observamos quais sao as condig¢oes
necessarias e suficientes para que um polindmio complexo seja auto-conjugado, auto-
reciproco ou auto-inversivel e, finalmente, vemos a relacao que ha entre esses polinomios.

No Capitulo 5 estudamos o comportamento dos zeros de alguns tipos de polinémios
auto-reciprocos que podem ser obtidos usando polindémios quase-ortogonais de Chebyshev
de ordens um e dois.

Atualmente existem muitas bibliografias dedicada ao estudo do tema. Neste trabalho
vamos utilizar principalmente as seguintes:

Orthogonal Polynomials, G. Szegd [28], é a primeira monografia dedicada inteira-
mente a este topico e que inclui as principais ideias e técnicas matemaéticas, estu-
dando em particular os polindmios da classe de Szego, entre muitos outros.

Special Functions and Their Application, N.N. Lebedev [20], monografia classica
que descreve uma grande parte das fungoes especiais e polindmios classicos, como
muitas de suas aplicagoes para problemas de fisica matematica e engenharia.

An Introduction to Orthogonal Polynomials, T.S. Chihara [I3], ¢tima revisao do
tema usando técnicas funcionais lineares. Altamente recomendado para o "inici-
ante".

Introducao aos Polinémios Ortogonais, E.X.L. de Andrade, C.F. Bracciali, F.R.
Rafaeli [4], excelente livro de referéncia muito detalhada, sua nota¢ao ¢ muito facil
de entender. Altamente recomendado para o "iniciante".

Chebyshev Polynomials, J. C. Mason and D.C. Handscomb [2], um livro perfeito
para quem estd comecando a estudar os polinémios de Chebyshev. E muito didatico
e tem muitas aplicacoes dos polinémios de Chebyshev.



CAPITULO

2

Polinémios ortogonais

Os polindémios ortogonais ocupam um lugar muito importante no desenvolvimento de
muitas areas de matematica pura e aplicada, como na teoria das equacoes diferenciais,
teoria da aproximacao, na analise numeérica, entre outras. Para mais detalhes sobre a
teoria apresentada neste capitulo sugerimos os textos [4l, 9] 13, 23| 25] 28].

Uma fungao real ¢, definida em [a, b, ¢ chamada uma distribugao (ou medida positiva)
em (a,b), se 1 é nao-decrescente, limitada, com infinitos pontos de aumento e tal que as
integrais de Stieltjes

b
i = / a*w(x) dr, k=0,1,2,... (2.1)

existam. Os valores p; sao chamados momentos da distribugao.

Consideremos, daqui por diante, uma distribu¢do diy)(z) = w(x)dx, onde w é uma
funcao nao negativa, mas nao identicamente nula. Neste caso chamaremos w de fungao
peso.

Definicao 1 Sejam f,g € Cla,b] e seja w(x) > 0 continua no intervalo (a,b). Definimos
o produto escalar de f e g com a fun¢ao peso w da sequinte forma

b
(f. ) = / f(@)g(z)w(z) d. (2.2)

Definicao 2 Seja {P,(x)}22, uma sequéncia de polindémios, onde P, (x) € um polindémio
de grau n. Dizemos que { P, ()}, é uma sequéncia de polinémios ortogonais (SPO) em
relagdo a fungio peso w(x) em (a,b) se

<Pna Pm> - 6nmpn7
onde 0,,, denota o delta de Kronecker.

Definicao 3 Uma sequéncia { P,(x)}32, diz-se uma sequéncia de polinémios ortonormais
(SPO*), denotada por {Pi(z)}re,, se € uma SPO com p, = 1.

Exemplo 1 Consideremos w(x) = 1 e (a,b) = (0,1). Usando o processo de Gram-
Schmidt e o produto interno dado em , podemos construir uma sequéncia de polind-
mios ortogonais a partir de {1, z, 2% x3,...}.
Seja Py(x) =1, entdo
(z, Py(x))

P(zx) =z — —<P0(:L’),P0(w))P0(x) =7 —

19




2. Polinémios ortogonais 20

pois (z,1) = folxdx =1e(l,1) = fol dr = 1.
Além disso,

. RE) L,
P =2 = Ay W

onde

e assim Py(x) serd
P(aj)—xQ—l— x—l —xQ—x—l—l
AT B 6

Repetindo o processo, obtemos

5 20 5 5 1
P, — 5 “.,4 =73 22 o
5(x) = x 2:1: + gx 6:1: —|—42x 555

e assim por diante.
Portanto, obtemos uma sequéncia { Py(x), P(z), Py(x), P3(x),...} de polinomios orto-
gonazis.

Ao longo do texto, vamos denotar os polindmios ortogonais de grau n, P,(z), por

P,(x) = Z i, Appn # 0.
=0

2.1 Propriedades gerais

Nesta secao apresentamos algumas caracterizacoes de ortogonalidade para uma SPO
dada.

Teorema 1 Seja { P, () }52, wma sequéncia de polindmios ortogonais. Entdo, { P;(x)}7,
sao linearmente independentes.

Demonstracao. Sejam «;,7 = 0,1,...,m, constantes reais tais que

> a;Pi(a) =0.
=0

Logo, para cada Py(z),0 < k < m, temos que
0= (P, 0) = (Pe, Y a;jPi(x)) =Y aj{(Ps, Pj) = an(Py, Py,
=0

ou seja,
Oék<Pk,Pk> = O,Vk:O,l,...,m,
pois { P, (x)}5°,, é uma sequéncia de polindémios ortogonais.
Portanto, a, = 0,k =10,...,m.
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Nos proximos resultados vamos apresentar algumas caracterizacoes para uma SPO
dada. As demonstragoes sao baseadas no fato de que o subconjunto {Py(z)}}", de uma
SPO constitui uma base para o subespago de polinémios P, de grau menor ou igual a m,
sendo este fato uma consequéncia imediata do teorema anterior.

Teorema 2 Sejam {P,(z)}>°, uma sequéncia de polindmios e w(x) uma fungio peso no
intervalo (a,b). Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) {P,(z)}>2, € uma sequéncia de polinémios ortogonais relativamente a w(x).
b) (P,,m) =0, Vn(x)€P,,n>m.
c) (™, P,) = dypn, com d, 0, m=0,1,...n, sendo d,,, o delta de Kronecker.

Demonstracao. (a) = (b) Seja m(x) um polindémio de grau menor igual a m. Pelo
Teorema |1| temos que { Py ()}, ¢ uma base para P,,, pois { P, ()}, ¢ uma sequéncia
de polinémios ortogonais.

Logo, como 7(x) € P,,, temos que existem ay, k = 0,...,m, tais que

Portanto tem-se que

m

(m, Py = (3 axPil), P) = Y aw(Pe, P) 2 0.

k=0
(b) = (c) i) Suponha que m < n e definimos 7(z) = ™. Entao pelo item b) segue que
(P, x™) = (P, m) = 0.

it) Seja agora m = n. Assim, w(z) = 2™ € P,,. Logo, existem «;,j =0,...,n, tais que

" = ZakPk(x), a, # 0.
k=0

Entao
n

(2", P) = (3" aPe(@), Po) = 3 (P P} 2 (P, Pa) # 0.
k=0 k=0

m
(¢) = (a) Consideremos P,,(x) = Zamkxk com n > m. Entao
k=0

<Pm> Pn> = <Z am,k-rky Pn> = Z CVm,k(-xka Pn> (é) 5m7nan,n<xna Pn> = 5m,npn
k=0

k=0

Corolario 1 Sejam {P,(z)}22, e {Qn(2)}22, duas sequéncias de polindmios ortogonais
em relagao a fungao peso w(x) no intervalo (a,b). Entao existem constantes o, # 0,n =
0,1,..., tais que

Qn(x) = 0,P, ().
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Demonstracao. Como {P;(x)};-, formam uma base para P,, e tomando Q,,(z) €

{Qn(2)}5°,, temos que existem oy, k =0, 1,...,m, tais que
Qm(x) =Y oxPi(x), om #0. (2.3)
k=0
Por outro lado, pelo item b) do Teorema [2| segue que
<Qm7PO> = <QmaP1> == <Qmapm71> = 0.
Portanto, para j =0,1,...,m — 1,
0= (Qum. P) = (Q_owPi(x). Pj) = Y _ow(Pi. }) = 0,(P;, P),
k=0 k=0

e como (P;, P;) > 0, temos que o; = 0,5 = 0,1,...m — 1. Assim, pela equagao (2.3)
tem-se

Qm () = o Pr(2).

Além disso, usando a equacao anterior, podemos obter o valor de o, fazendo

<Qm’Pm> = <Uum7Pm> = Um<Pm>Pm> = Om = ii:—gﬂnz;

O coloréario anterior mostra que, se existe uma SPO em relagao a algum produto
interno, entao essa SPO ¢é tnica, a menos de uma constante. Agora queremos mostrar

que tal SPO sempre existe e para isso precisamos conhecer o conceito de determinante de
Hankel.

Definigao 4 (Determinante de Hankel). Dada uma sequéncia de momentos ji, como
em , define-se por determinantes de Hankel de ordem n + 1, os determinantes A,
definidos da forma

Mo M1 Hp
M1 M2 o Hpga
Hn  Hn+1 - Han

Teorema 3 Seja w(x) uma fungdo peso, com sequéncia de momentos {, 15 ,. Uma con-
dicao necessdaria e suficiente para a existéncia de uma sequéncia de polindmios ortogonais
em relagdo a w(x) €

A, #0, n=0,1,....

Demonstragao. Suponha que existe uma SPO {P,(x)}32, em relacao a funcdo peso
w(x), com sequéncia de momentos { i, }7° .
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n
Temos, para m < n, e tomando P,(x) = E anx', que
i=0

n n
(™, P,y = (x™, Zanyix’> = Zan,i(xm, z')
i=0 i=0
n b
— Zam/ "' w(x) do
i=0 @
n b
= Z am/ " w(z) d
i=0 a

n
- E Qp i om+i -
=0

Assim, pelo Teorema [2] segue que

Z Qn ibm4i = <l,m’ Pn> = dnénmy dn 7& 0.
1=0

Logo, fazendo m = 0,1, ...,n, obtém-se o seguinte sistema
[ o o o pe | [ ano | [ O]
M1 f2 ot Hpyl p,1 0
: : " : : = C . (2.5)
|l Un Hp+1 Hon 1 L an,n i | dn i
Pelo Corolario [T}, cada polinémio de uma SPO é unicamente determinado pelo coeficiente
de maior ordem. Entao, a,, = %, n=0,1,...,se esomentese, A, #0,n=0,1,....

Teorema 4 Seja {P,(x)}>2, uma SPO em relagio a fungao peso w(x) no intervalo (a,b).
Entao, para qualquer polindémio w(x) de grau n,

anann A’I’L

)
An—l

onde «,, denota o coeficiente principal de w(x) € an, o coeficiente principal de P, (x).

<7T, Pn> = A,l = 17

Demonstragao. Escrevendo
m(x) = "™ + m_1 (),

onde 7,_1(z) é um polinémio de grau menor igual a n — 1, temos, pelo Teorema ,

(m, Ppy = ap(a™, Py) + (mp_1, Pu1) = (2™, P,) = and,. (2.6)
E, pelo teorema anterior,
dnAn—l
nn — s 2.7
G = 2R 2.)

onde a,, é o coeficiente principal de P,. Portanto, substituindo (2.7 em ({2.6)) temos que

QU Gnn Ay,

P p—
<7T’ n> Anfl
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2.2 Relacao de recorréncia de trés termos

Nesta secao vamos demonstrar que os polinomios ortogonais satisfazem uma relagao
de recorréncia de trés termos. Este fato é uma das principais caracteristicas desses po-
linémios, pois facilitam muito sua geracao.

Teorema 5 (Relagao de Recorréncia de Trés Termos) Dada uma sequéncia de po-
linémios ortogonais { P,(x)}>2, em relagao a fungao peso w(x) no intervalo (a,b), existem
sequéncias {fn}e g, {12y € {an}i, de nimeros reais, tais que

Poi1(z) = pr1® — Busa) Pu(®) — any1 Poa(z), n >0, (2.8)
com Py(z) =1, P_1(z)=0¢e¢

(zPy, Po) Mt (P, Do)
ST 15 5 SN 0.
;o Brst = i (P, By Qnt1 Mo (Pa1, Pro1) 7

an n
Mot = —2L £ (2.9)

n,n

n

Demonstracao. Seja P,(x) = Zaw-xj € {P.(z)}22,.
=0
Como zP,(x) € P41 existem 7;,7 =0,1,...,n+ 1, tais que

n+1

rPy(z) =Y vPi(x). (2.10)
i=0
Por outro lado, pelo Teorema [2| para j + 1 < n, temos que

(2P, P,) / e Po() Py (2)w(x) dz — / 2Py () Py (2)w(x) dz = (zP;, ) = 0,

e assim,
n+1 n+1
0= <33Pij> = <Z %PZ(x)>PJ> = Z%<PZ,P]> = 7j<13jvpj>7
=0 1=0

para 7+ 1 <n.
Logo, 7; = 0, para j < n — 1. Portanto, reescrevendo a equacao ([2.10) temos

TP () = Vg1 Por1 (T) + 1 Pu(®) + Vo1 Pooa (),
que pode ser escrito como

1 Tn N Yn—1

P, i(x) = xP, () — P,(x) P,_1(x),
i ( ) Yn+1 ) Yn+1 ( Tn+1 ( )
ou seja,
Pn—l—l(x) = (7ln+1$ - 6n+1)Pn(CU) - Oén—i—an—l(x)? (211>
com 1 Tn Yn—1
Nn+1 = s 5n+1 = s Apy1 = .
Yn+1 Yn+1 Yn+1

Finalmente calculamos os valores de 7,11, Bni1 € a,11. Comparando os coeficientes
dos termos de maior grau da igualdade na equagao (2.10)) tem-se a,,,, = Vn41Gn+1n+1, dai
Th+1 = an+1,n+1/an,n' Da equa(;éo " temos

0 - <Pn+1>Pn> - 77n+1<xpnapn> - 6n+1<Pn7Pn> - an+1<Pn—17Pn>>
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ou seja,
B (xP,, P,)

De forma anéloga,

0= <Pn+17 Pn—1> = Mn+1 <$Pna Pn—1> - 6n+1<Pn7 Pn—1> - an+1<Pn—17 Pn—1>7
logo,
<$Pn7 Pn—1>
Qpy1 = nn+1m.

Da equagao (2.11)) tem-se P, (x) = (@ — Bn) Pu1(7) — anPy—2(x). Reescrevendo,

2Py () = S Po(2) + 22 Py (1) + 22 Py (),

n nn n

€ como

b b
(xPn, Poo1) = / 2P, (2) Py (v)w(x) doe = / 2P, 1(x)P,(x)w(x)de = (xP,_1, P,),

obtemos que

1 . n 1
<$Pnapn—1> = <$Pn—17Pn> = _<Pn>Pn> + ﬂ_<Pn—1aPn> + CY_<Pn—2apn> = _<Pn7Pn>

n /’771 n 771’1,

Portanto,
o L= Tin+1 <Pnapn>
n+ Tn <Pn—17 Pn—l>

Podemos representar de outra maneira a relagao de recorréncia de trés termos, descrita
no teorema anterior, usando uma seqiiéncia de polindémios ortogonais monicos {Pn(x) 0
em relagdo a uma fungdo peso w(z), que pode ser obtida a partir de uma sequéncia de
polinémios ortogonais{ P,(x)}>°, em relacdo a w(z). Para construi-los, basta dividir cada
P, (x) pelo correspondente coeficiente do termo de maior grau, ou seja,

Qn,n

Assim, a relacao de recorréncia de trés termos para polindbmios ortogonais monicos é
dada por

Poii(2) = (2 = Bus1) Pa(x) — Gy Pos (), (2.12)
onde o o
A xPn; Pn A~ Pn7 Pn
n+1 — g € Opy1 = #, (213)
<Pnapn> <Pn71>Pn71>
ou na forma matricial, fazendon =0,1,...,m — 1,
}?o(x) 1?0(1’) 0
Py(x) Py(z) 0
Pz ~ P(x R 0
x 2_( . T 2.< ) +P.) | T, (2.14)
émfZ(x> :m,2($) 0
m_1<l’> Pm—l(x) 1
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onde J,, ¢ a matriz (tridiagonal) de ordem m

By 1 0 0 0 0
ay B 10 0 0
i 0 &y By 1 0 0
0 0 0 0 - Bpy 1
00 0 0 0 -+ &m S

Assim, em 1’ podemos ver que os zeros de P, (z) sao os autovalores de J,,, pois o
polinémio FPy(x) é um polindomio constante diferente do polindmio nulo. Uma das con-
sequéncias importantes da relagao de recorréncia de trés termos é a seguinte identidade.

Teorema 6 (Identidade de Christoffel-Darboux) Seja {P,(x)}°, uma seqiéncia de
polinémios ortogonais monicos. Entao, eles satisfazem a sequinte identidade

S P@AG) _ L Ba@R6)-ROPLE@
o dldg e @i+1 dldg e CAYyH—l r—1y

Demonstragao. Para facilitar a demonstragao, vamos denotar por F,(z,y) o lado direito

de (2.15)), isto &,

L P@Pily) — PP (@)

F,
(x y) Qg ... Qpp r—y

Da relagdo de recorréncia de trés termos descrita em ([2.12) para ¢ > 0, temos

A A N

Py (2)Piy) = (& = Ba) Pilx) P(y) — disa Poa () Pi(y).
: P,

Pii(y)Bi(x) = (y — Bis1) Bi(y) Pi(w) — G Pioa (y)

Subtraindo a segunda da primeira na equacao acima, temos

~ A

Piyi(x )]5( ) — HH(y)]Si(x) = (z — Z/)Pz(l')pz(y) + Qg1 |:Pz—1<y>Pz<x) — Pi_1() z(y)} )

ou, equivalentemente,

Dividindo a ultima equagao por (&1dy . .. &;41)(x — y), obtemos

Pi(x)P; :
DWW _ g ) - Foaey), iz 0.
a1Qg ... Oy
Somando sobre ¢ na tltima expressao, desde 0 até n, obtemos o resultado desejado.

[ ]

Além da relacao de recorréncia de trés termos para polindmios ortogonais monicos,
podemos obter a relacao de recorréncia de trés termos para polindémios ortonormais
{P*(z)}5,, que serdo dados por

P:{_H( T) = (77:;+1x - 5;+1)Pn(x) - a;‘H_IPn_l(x), n = 0. (2-16)
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Vejamos a relagdo que existe entre as sequéncias {&, }5°, e {8,152, que sao obtidas
da relagao de trés termos para polinémios ortogonais monicos, e as sequéncias {a}22 e

{85322, que sdo definidas em (2.16)).
Da relac@o de recorréncia (2.16)), temos

Pn—l—l(x) = (77n+1$ - 77n+1<xpn’Pn>>Pn(x) - ni—lpn—l(x)v

n

ou, equivalentemente,

1 1
aP,(x) = ———F, () + (xP;, Py) Py (z) + — P, _4(x).
7]n+1 nn
Assim,
vPy(x) = APy () + TSHP:;(x) + >‘Z+1P;+1<x>a (2.17)

* — 1 * _ * *
onde >\n+1 T onig € Tht1 = <$Pn,Pn>

Observe que P,(z) = Py(x)/ay,,, e da equagao (2.13)) temos

~ pna pn (a;klf n— )2 *
Qpy1 = A< = ) = : 21 = ()’
<Pn717 Pn71> <an,n)
e A A
A (xP,, P,)
n = —F= = = SCP;, P;: = Tn* .
+1 (P By ( ) +1
Fazendon =1,2,--- ;m — 1, em (2.17) e expressando na forma matricial temos
P (x) Py (x) 0
Pi(x) Py (x) 0
Py (x Py(x 0
o R S ) e
P () P _s() 0
P () Pra(x) A

onde J,, é a matriz (tridiagonal) de ordem m
Bi Vas 0 0 - 0 0
0

Vas B Vag 0 0
0 Vas Pz AJay - 0 0

J, =
0 0 0 0 - By Vém
0 0 0 0 - Vam PBm

Assim, todas as raizes do polinémio P} (z) serda um autovalor da matriz J,,, conhecida
como a matriz de Jacobi de ordem m.
O seguinte teorema refere-se a Identidade de Christoffel-Darboux para os polinémios

ortonormais.

Corolario 2 (Identidade de Christoffel-Darboux) Seja {P(z)}>°, uma sequéncia
de polinémios ortonormais. Entao, eles satisfazem a sequinte identidade

L Pl (@) Piy) — PR(y) P (x)

. (2.18)
nn+1 r—y

> P@Py) =
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Demonstragao. Da relagao de recorréncia dada em ([2.16)) temos

Fra(2)Pr(y) = (M — Br) P (@) P (y) — gy By (2) B (y)
Fra ()P (@) = (py = B B () Py () — cn gy Py (y) Py ().

Subtraindo as duas equacoes acima, segue que

Py (2) Py ()= Py (9) P (x) = o (w—y) P (@) Py (y)+oi 0 [P (y) (@) — P (2) P (y)]

% *
€ Como tp41 = 77n+1/77na

Brp (@) P (y) =Py (y) Pr(z) = 77:]“ [Pr_1 () Py () = Py (2) Py (y) ]+ (=) P (2) Py (y).
! (2.19)
Da mesma forma,
P@PLA(0) = PP (@) = [PL(0)PL1(0) = Plala) P ()]
+ (= y) By (2) By (y)- (2.20)

Substituindo (2.20]) em ({2.19)), obtemos

P (@) PE(y) — Py (y) P () Z:f [Py Py () — Pr_y(@) Pry (y)]

+ a1 (T —y) Py () Py (y) + 1y (2 = y) By () Py (y)

Z"f [Pr () Pry () — Pry(2)Pry(y)]

+ (T —y) [P:;fl(x)P;fl(y) + P;(x)P:(y)] .

Usando o mesmo raciocino n vezes, temos

Fr(@)Pi(y) = P (y) Py () = n:fl [Po () Py (z) = By (2) Py ()] + mpa (2 ZPk

Ui
(2.21)

Por outro lado temos que Py(r) = aj ;x + aj, e Py = ag5,. Entao
Py (y) Py (x) — Fy(x) Py (y) = aao(ailx + aio) - aEk),O(aily + aio)
= ag 0011 (7 = y).

Substituindo em ({2.21)), obtemos

3

P:—i—l( z) Py (y) — P:+1( )Py () = n:ljl [%0“1 1 (z y)} +77n+1(x_y) Pp(z) P (y).

h k=1

Como 1; = ai y/ag, e Fj(x) = P (y) = aj g, temos

Pr oy (2)Pr(y) — Pro(y)Pr(x) = my g (x = y)(ag o) + mha (z — ) Y Pr(x) P (y)
= (v —y) | Fy(2) Py (y) + Z P (z) P (y)

_nn—i—l Zpk
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Portanto
1 Pr(2)Py(y) — Py(y) Py (2)
77;:+1 r—=y

> P@Piy) =
u

Na Identidade de Cristoffel-Darboux ([2.18]), se somarmos e subtraimos P, (x)Py(x),
obtemos

S PP ) = (BN - Fea) _ Ble)e) - B

*
7]n+1

Fazendo y — x em ambos membros da igualdade acima, obtemos a seguinte identi-
dade, conhecida como Foérmula Confluente,

n

S (P @) = { P Pra@) ~ Pra@(Bi) } >0, @22

que é valida para todo x € R.

2.3 Zeros dos polindmios ortogonais

Nesta segao apresentamos os zeros dos polindmios ortogonais, que possuem diversas
propriedades interessantes, as quais descreveremos a seguir.

Teorema 7 Seja {P,(x)}>2, uma SPO em relagao a fungao peso w(x) no intervalo (a,b).
Entao P,(x) tem exatamente n zeros reais, distintos e pertecem ao intervalo (a,b).

Demonstracao. Vamos supor que P,(z) tem s6 k < n zeros reais distintos no intervalo
(a,b). Sejam entao xy,, Ton, - .., Tk, tais zeros. Assim, temos

Pu(r) = (x — 210)" (2 — 02)" -+ (7 — 21.0) " Q (),

onde Q(z) é um polinoémio de grau (n — k) que tem zeros complexos ou zeros de multipli-
cidade par em (a,b) ou zeros fora de (a,b) e ny,ng,...n; sdo nimeros inteiros impares.
Desta forma, (x) ndo muda de sinal em (a, b). Denotemos também

k

R(z) =[x — 2in) V2 € (a,b). (2.23)

i=1
Logo, multiplicando (2.23) por P, (z), obtemos
Po(@)R(z) = (2 — 21,0)" (@ = 220)™ " (@ — 2100)™ T Q(2),

/ Po(2) R(z)w(x) dx — / (2= 21" (@ — ) (2 — ) Q) () da £,
’ ’ (2.24)

pois os nameros 1y + 1,19+ 1,...,n, + 1 sao niimeros pares.
Por outro lado, como o polinémio R(z) tem grau k < n, pelo Teorema [2| temos que
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o qual gera um absurdo com ([2.24). Portanto P, (z) tem exatamente n zeros de multipli-
cidade impar em (a, b).
Vejamos agora que os zeros de P,(z) sao simples, ou seja, ny = ny = ... = n,, = L.
Suponhamos que P, (z) tem zeros nao simples, ou seja, existe « zero nao simples de P, (x).
Sendo o um zero nao simples de P,(x), podemos fatorar P, (z) da seguinte forma

Pu(r) = (z — )" Sp-m(z), m>2,

onde m é um nimero impar.
Denotemos também

Assim, temos

pois m é um numero impar e w(x) é positivo por definigao.

Por outro lado, como grau(T(z)) = n — m + 1 < n, pelo Teorema [2 temos que
(P,(x), T(xz)) =0, o qual é um absurdo. Portanto, todos os zeros de P, (z) sao simples.
Logo, P,(z) tem n zeros reais e distintos em (a, b).

Teorema 8 (Propriedade de entrelagamento) Seja {P,(z)},~, uma SPO em rela-
¢Go a4 fungao peso w(x). Entdo, entre dois zeros consecutivos de P,(x), existe somente
um zero de P,1(x).

Demonstracao. Sejam « e [ dois zeros consecutivos de P,(x) no intervalo (a,b), ou
seja, a < a < 8 < b. Mostremos que existe um zero de P,,1(z) no intervalo («a, 3).
Como a e f3 sido zeros consecutivos de P,(x) pelo teorema anterior temos que P, (a) e
(B) tém sinais diferentes. Logo, substituindo esses zeros em ([2.22)), obtemos

/

P

—P(a)Psi(@) >0 e  — P,(B)Pui(B) > 0.

Assim, como P, () e P,(B) tém sinais diferentes, segue que P,.1() e P,,1(3) também
tém sinais diferentes.

Sendo P,1(z) uma fungao continua e desde que P, i(a) e P,1(f) tém sinais dife-
rentes com « < [, entao, pelo Teorema Bolzano-Weierstrass, P, 1(x) tem um zero em

(@, B).
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Exemplo 2 Usando os polinomios { Py(x), Py(z), Py(x), P3s(x), Py(z)} do Exemplo |1, po-
demos ver na Figura[2.1] que os zeros desses polinémios sao reais, distintos e localizam-se
no intervalo de ortogonalidade, que neste caso € (0,1). Além disso, possuem a propriedade
de entrelacamento, vista no teorema anterior.

Py P Py

Z0.6 |

Figura 2.1: Polinomios ortogonais em rela¢ao a fungao peso w(z) = 1 no intervalo (0, 1).

2.4 Polinémios ortogonais classicos

Segundo Chihara [I3], os polindémios de Jacobi (incluindo os casos especiais de Legen-
dre, de Gegenbauer, de Chebyshev de primeira, segunda, terceira e quarta espécies), de
Laguerre e Hermite sao chamados de polinémios ortogonais classicos. A definicao a seguir
esta no trabalho de Agarwal e Milovanovic¢ [I].

Definicao 5 Polinémios ortogonais em rela¢ao ao produto interno no intervalo
(a,b) sao chamados de polinémios ortogonais cldssicos se a fun¢ao peso w(x) satisfaz a
sequinte equacao diferencial

S (@) = Nau(o)
onde
1—2%  se(a,b)=(-1,1)
M(z) = X, se (a,b) = (0,00
1, se (a,b) = (—00,0)

e N(z) € um polinémio de grau 1.

Exemplo 3 Mais adiante veremos que os polindmios Jacobi sao ortogonais no intervalo
[—1,1], em relagio a fungio peso w(x) = (1 —z)*(1 +z)°, a, 8 > —1, o, B € R. Vamos
ver que essa func¢ao peso satisfaz a equacao diferencial da definicao acima.
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Como x € [—1,1], entdo
M(@)w(@) = (1 - 22)(1 - 2)2(1+ 2)° = (1 — 2)*(1 + 2)H,
logo,

L M@)w) = — (@ +1)(1 = 2)°( + 2)7 + (B+1)(1 — 227 (1 + 2)°

dx
=[—(a+1)(1+2)+B+1)1—-2)]1—-2)*1+z)°
=B-a—(a+B+2)z](1-2)*(1+2)" = N(@)w(),

onde N(z) = f—a — (a+ 8+ 2)x é um polinémio de grau 1. Portanto a fungdo peso
w(z) = (1 —2)*(1 + x)° satisfaz a equagdo diferencial.

2.4.1 Preliminares

Nesta subsegao, fornecemos uma breve introducao e apresentamos algumas propri-
edades importantes das funcoes gama e beta, que servirao para mostrar em detalhes
propriedades especificas dos polindémios ortogonais classicos. Para mais detalhes sobre
essas e outras fungoes especiais veja [5, 20] 24].

Uma das primeiras fungoes especiais que veremos é a funcao gama, que foi descoberta
por Euler no final da década de 1720 (veja [5]), na tentativa de encontrar uma continuagao
analitica da funcao fatorial.

Sejam x e n dois ntimeros inteiros nao negativos. Para qualquer a € C, definimos o
fatorial deslocado ou o simbolo Pochhammer (a),, por

(), =ala+1)---(a+n—-1), n>0, (a)=1. (2.25)
Podemos entao escrever
o = )t
(x+1),
Mas
(z+n)=(x+n)(z+n—-1)---(n+Dnn—-1)---(2)(1) = (n+ 1),nl,
logo,
L (x+n)!  (n+1)n!  nn® (n+1),
(z+1), (z+1), (z+1), n= ~’
e como . . )
n—00 n* n—00 ne
concluimos que
nln®
'= lim ——. 2.26
al = lim @), (2.26)
Podemos ver que para z € C e x # —1,—2,-3,...,, o limite em (2.26)) existe e sera
chamado ‘
nln®
r 1)= lim ———.
D)=l D,

Note que se x =n, entao I'(z + 1) =zl e T'(1) = 1.
Defini¢ao 6 Para todo x € C, x # —1,—2,-3,..., a fun¢ao gama T'(z) € definida por

nin®1
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Uma consequéncia imediata da definicao acima é a seguinte propriedade

Propriedade 1 I'(x + 1) = 2I'(x).

Demonstragao.
1T 1T
Mz +1) = lim —2%— — fim % g 27
. r(nn* Yz +n)
= lim
n—oo x(x+ 1)(x+2) - (x+n—1)(z+n)
i nin®!
T e tr+ )@ +2) - (xtn—1)
. nln®!
= lim
n—oo (I)TL
= z['(x).

Vamos ver outra maneira de definir a fun¢ao gama.

Definigao 7 Para x € C e Re(z) > 0, a funcao gama I'(x) pode ser escrita como

F(x):/ t" et da.
0

Vamos enunciar algumas propriedades da funcao gama e as demostragoes podem ser
vistas nas referéncias citadas no inicio da subsecao.

1
Propriedade 2 F<§) = /7.

Propriedade 3 I'(z)['(1 — ) = , 0<Re(r) <l

sen(mx)

1
Propriedade 4 F(:L’)F(§ + )= 2£1F(2w), reZt.

Outra funcd@o especial que usaremos ¢ a funcdo beta, que é denotada por B(z,y) e pode
ser definida da seguinte forma.

Definigao 8 A funcao beta B(x,y) é definida para x,y € C, Re(x) > 0 e Re(y) > 0 por

B(z,y) = /Olt“u —t)vldt, (2.27)

conhecida como a integral de Euler de primeira espécie.

A funcao beta pode ser expressa em termos da fungao gama, como podemos ver no
resultado abaixo:

Teorema 9
(2.28)
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Demonstragao. Da equagao ([2.27)) temos

1 1 1—1¢
B(x,y+1):/ t””‘l(l—t)ydt:/t’“"l(l—t)y (—) dt

= /0 (1 —t)Y (% — %) dt
— /1t$—1(1 (A=t —t(1—t)7") dt
= /1 [ A=) ==Y de

1 1
:/ t“”_l(l—t)y_ldt—/ (1 —t)r"dt,
0 0

B(z,y+1) = B(z,y) — B(z + 1,y). (2.29)

Por outro lado, integrando por partes B(x,y + 1) temos

ou seja,

B,y +1) = %B(:p +1,y). (2.30)
Assim, combinando ([2.29) e ([2.30]), obtemos
r+
Bla.y) == FB(r.y+1)

Iterando a equacao acima, temos

(z4y)(z+y+1)
y(y +1)

Reescrevendo a equacgao acima, temos

| z—1 " y+n—1 dt

B(x,y) = @+ ylan! / (—) (1— —) —

(y)n 0 n n n

(4 y)pnln?~ 1/"1&’0—1 ) £\ vt @t
ot (y), Jo ne n

B (.QZ +y>n nlny—1 ntw—l - i y+n—1 P

"l (), o n |

Fazendo n — oo, obtemos

B(z,y) = B(z,y+2)=...= ——DB(xz,y +n).

B(z,y) = L)) /Oootx_le_t dt,

x4y

assim usando a Definigao [7] temos que

B(x,y) =
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Para z > 0 e y > 0, vamos utilizar muitas vezes a notacao

(az) _ I(z+1) (2.31)

y) Ty+1)l(z—y+1)

e para n inteiro e x > 0 também usar a notagao

r\  TI'(z+1)
n) nl(xz—-n+1)
Finalmente temos a relacao entre a funcao gama e o simbolo de Pochhammer, dada
por:

(a)n = W (2.32)

2.4.2 Polinémios de Jacobi

Nesta secao veremos que os polinéomios de Jacobi sao polindémios ortogonais no inter-
valo [—1,1] em relagao a fungio peso w(z) = (1 — 2)*(1 + )%, a, 8 > -1, «a,B € R.

Definicao 9 Os polinémios de Jacobi, denotados por ple (x), podem ser definidos pela
formula de Rodrigues

n

PEO(@) = (=2)" ) (1= ) (1 ) P [ - )] (239

onde a, 3 > —1, a, f € R.

Dependendo dos valores de a e (3, existem diferentes tipos de polinémios de Jacobi, que
sao:

e Quando a=f = —% (Polindémios de Chebyshev de primeira espécie).
e Quando a = f = % (Polinémios de Chebyshev de segunda espécie).

e Quando o = % e f = —5 (Polinomios de Chebyshev de terceira espécie).

2
e Quando a = —% ef= % (Polinomios de Chebyshev de quarta espécie).
e Quando a = = 0 (Polindmios de Legendre).
e Quando a = f (Polinémios ultra-esféricos ou polinomios de Gegenbauer).

Em seguida, mostraremos algumas propriedades importantes dos polinémios de Jacobi.

Teorema 10 A a sequéncia de polinémios ortogonais de Jacobi {Péa’ﬂ) ()}, satisfaz

P (z) = (<1 PP (=a). (234)
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Demonstracao. Vamos mostrar por inducao sobre n. Da féormula de Rodrigues temos
(_2)—(n+1) dn+1

Prgilﬁ)(w) = n+ 1) (1—2)*(1+ x)_ﬁdxnﬂ [(1 )t $)ﬁ+n+1}
_9\—(n+1) .
- ( (s:_ 1; (1 — I)_a(l + $)_5% [(—1)((1 +n+ 1)(1 _ :L‘)O‘+”(1 + :E)B"'”'H
+(B+n+1)(1+ I)ﬂJrn(l _ x)a—i—n—i—l}
- h e atn B+n
:W(l—x) (I +2) - [(—=1)(a+n+1)(1+2)(1 —2)*™(1 +z)
+B+n+ 1)1 —2)(1+ :E)ﬁ'm(l . x)‘”"}
_9)—(n+1) .
. %(1 () {(—1)(a+n+ ) H%(l +x>] (1= 2yl + gt

" mn

+(1+ x)% ((1—a2)*™(1+ x)f”")} +(B+n+1) Hdd?(l - x)] (14 z)ftm

n

(=2 4 (=) (0P - o) |

—9)~(n+1) .
_ (§)+ 1; 1—a) (1 +a)” {(—1)(a +n+1)(1+ x)% [(1— 2)™*"(1 4 )]
+(B+n+1)(1— x)% [(1— )2+ (1 + 2)7*+"] }
(_2)—(n+1) . s
= o a2+ (5 40+ D)1 - )]
j% (1 —2)*™(1 + 2)#t"]
- (;i)ll [(-D(a+n+1)(1+z)+(B+n+1)1-2) (_3"(1 — ) (L4 2)P
j% [(1 — x)a+”(1 4 x)ﬂﬂl]
= (;3—)11 (-D(a+n+1)(1+2z2)+ (L+n+1)(1— )] péa,ﬂ)(x).
Pela hipotese de indugao e organizando os termos anteriores temos,
P (x) = % (=) (a+n+1D)(1+2z)+B+n+1)(1—2)](=1)"PP)(—z)

= —(;i)_l (-D(a+n+1)(1+2z)+(B+n+1)(1—x) (—1)’%(_3&#(1 +2) (1 —a2)e
% (14 2)P (1 = 2)*]

—_9)—(n+1)
— (_1)n+1( 2)

(1+2)P1—2)[(a+n+1)(1+2)+ (=1)(B+n+1)(1—2)]

(n+1)!
% (14 2)7F"(1 = 2)* ]
—9)—(n+1) n+1
— (_ )n+1( <§)+ 1)! (1 + x)*ﬁ(l — x)a% [(1 + x)5+n+1(1 _ :C)oz+n+1:|
_9)—(n+1) _—
= (—1)~*™ ( (?Jr i (1-— (—x))*/ﬁ(l + (_x))a% [(1 — (—:c))ﬁ+”+1(1 + (—x))“"“] '

— (_1)n+lpéivi%)(_x).
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Entao,
P (@) = (1) B (<a).

O seguinte teorema mostra outra maneira de representar os polindémios de Jacobi.

Teorema 11 A a sequéncia de polinémios ortogonais de Jacobi {Péa’ﬂ) ()}, satisfaz

POB)(g) — 2 zn: (Z i Z) (” Z 5) (1= 2)*(1 + )" ", (2.35)

k=0

Demonstracao. Lembrando a férmula de Leibniz para a enésima derivada de um pro-

duto: .
(Lo =>" ( k) frrgt

k=0
Da definicao de Rodrigues para o polindémio de Jacobi, temos

dTL

M = (=2)"nl(1 =) (1 +2) P () = —— [(

1— ) (1 +2)t"].

Aplicando a férmula de Leibniz, segue que
~ (n actn] (n—F) w1 ()
M=>" (k) [(1— )] (1 + )] (2.36)
k=0

)* T n — k vezes obtemos

Derivando (1 — x
[(1=2)*]" P = (a+n)a+n=1)(a+n=2)(a+n—(n—k—1))(1 —z)*
e usando a equagao temos
(1= 2)+] "™ (=1 Fa+ n)(a+n - D(a+n—2)(a+k+ 1)1zt
(=) *a+n) - (a+k+1)(a+k) - (a+1)a

= il (atia (1 — )"

:(_1)n—k (a)nJrl (1 . :L‘)a+k.

Similarmente,

[(1+2)7"] ® = —éfr):; (14 )Ptk

Entao, substituindo essas duas ultimas equagdes na equagao (2.36)) temos

M = ; (Z) (_1)n—k (a)n+1 (1 . x)a—i—k (ﬁ)n—i-l (1 + Ji)ﬁ+n_k.

(@)t (B)n—k+1
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Usando propriedades da fungao gama dada na equagao (12.32)), temos

nkwa+n+n arr T(B+n+1) Sk
M= 22() ﬂEI?Iﬁu_x> Nﬁ+n—k+nu+xw

D" *(n+1) T(a+n+1) arr T(B+n+1) Bin
Zr Py ey o ey L v - pruprpny o G M

_E: nkv(a+z>(ﬁ2”)ﬂ—nwwﬂl+xﬁ“”k

=nl(1 - 2)*(1 +2)" ng(—l)”-k CED(T) et - vt

n—=k
k=
“fa+n\[(B+n _
=n!(—=1)"(1 — )%(1 B —1)* 1)k
=y (0T (7)) -0
Empregando operagoes elementares e eliminando termos comuns, temos

P =23 (0T (") @m0+

k=0

O seguinte corolario ¢ uma consequéncia do teorema anterior, que mostra a represen-
tagao do coeficiente principal do polinémio de Jacobi.

Corolario 3 O coeficiente principal do polindmio de Jacobi de grau n P,Ea’ﬁ) (x) é

(2.37)

:2nGn+a+B)_2"F@n+a+ﬁ+D

n ol T(a+B8+n+1)"

Demonstragao. Do Teorema [11], temos

RW”@)=2”53(Zti)(nzﬁ)@—lfﬂ+xf*

k=0

7=0
Cauchy em (x — 1)"(1 +

() ) O}

Assim, sendo a,,, o coeficiente principal do polinémio pd) (x), tem-se

o= (n+a\ [(n+B
B ()

Se « e [ sao numeros inteiros e usando as propriedades da func¢ao gama segue que

s (nta\ n+ B\ . (2n+ta+B\ 2"T(n+a+pB+1)
GO = () ey

k n—k
Como (z — 1)* = Z ( ) (1+x)" Z ( , )xi, fazendo o produto de
x
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Agora, seja

S () () (1) (1) (2.38)

Q) =

Vamos encontrar o coeficiente principal do polinémio Q%a’ﬁ ) (). Da formula de Leibniz
temos

d" a+n +n] _
@[(1—1—1') (1+2)° | =

[e=]

I'(n+1) FNa+n+1) T'(B+n+1)

0 e
()

E)T(k+10)I(n—k+1)T(a+k+1)T(B+n—k+1)

ou seja,

% [(1 + x)aJrn(l 4 I)ﬁ+n:| _ nl (z i‘ Z) (ﬁ ‘IL‘ n) (1 I :L’)a+ﬁ+n.
k=0

Logo, substituindo a ultima igualdade na equagao ([2.38]), temos

0@y =V 1 4 e ””i”!(zf@ <6—]L—n>(1 L et

~ onp)

:g_iWi<zjz)<5;”)<l+x>n

TR ()]

Sendo b, , 0 coeficiente principal do polindémio QP )<£L') tem-se

S0

k=0

e podemos observar que b, ,, = (—1)"a, .
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Por outro lado podemos escrever ng“”g ) () da seguinte forma

Q@) =U gy 1 ) [0 e

:2nn'((1__‘1_>;)a+ﬁ (O-/ + B+ 271)(01 + B+ 2n— 1) ce (O{ +B84+n+ 1)(1 + l’)a+ﬂ+n
_ (=D (e Ban n

()" Tla+f+2n+1) [, L
2! Tla+B+n+1) {ac +(n—1)x +”}’

(=)"T'(a+B+2n+1)
2mn! DNa+pF+n+1)

27" IMNa+pB+2n+1)
n! Tla+B8+n+1)

. Mais como by, , = (—1)"ay,», entao

dai segue que b, ,, =

a/n7n —_=
|

O seguinte resultado mostra a ortogonalidade dos polinomios de Jacobi no intervalo
[—1,1] em relagdo a fungdo peso w(x) = (1 —z)*(1 + x)?, usando o produto interno dado
na Definigao [T}

Corolario 4 Os polinémios de Jacobi satisfazem a sequinte rela¢ao de ortogonalidade:

20 (v +n+ 1)I(B+n+1)

S MM > 0. (2.39
a+B+2n+ l(a+B+ntl) e (2.39)

(PD(@), P (@) =

m

Demonstragao. Consideremos, sem perda de generalidade, n > m. Usando o Corolério
e o Teorema 2] temos

1
(P8 (), PP () = / A" P (2) (1 — 2)*(1 + ) d,

1

pois P (z) = S o G
Assim,

1
(PP (z), PP (z)) = am,m/ g™ PA) (1) (1 — 2)*(1 4 z)% dx

1

= /llP(a’B) )(_Q?n(l —z) %1+ I)_ﬁdd% [(1—2)*"(1+2)"] (1 —2)*(1+2)" da

dx” [(1 — )" (1 +2)""] da.

Fazendo ®,(z) = (1 — 2)*™"(1 4+ x)?*" e integrando por partes, obtemos

(P (), P () = T2y /_ (Ple?(a))" % [®n(@)] de.

(Ped) (@), PR () = CD "y / (PO ) u(a) . (2.40)

Considere os seguintes casos:
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2.40),

- - @81\ "
i) Se n > m, segue entao que (Pm’ (x)) = 0. Logo, por

(P (@), Pl (a)) = 0.

ii) Se n = m, entdo de (2.40)),

(P @), Pl () == / (@) @)

1
2 [ (n)
= (P(a’ﬂ) (x)) (1 —2)*™(1 + I)5+" dz,

n

n! J_4

(n)
mas como <P7§a’ﬁ) (x)> =ap,n(n—1)(n—2)---(2)1 = a,,n!, segue que
1

<P7§a”3) (x), Pr(no"ﬁ) (a:)> = 2”an7n/ (1-—

-1

)T (1 + ) da.

Fazendo x = 2t — 1 e substituindo na integral acima, obtemos
1
(PP (), PP () 22_"+1an,n/ (1= (2t =1))*™(1 4 (2t — 1)) da
0
1
_o-ntig, / (2(1 = 1)) (2047
0

1
=2"""q, , / QoA (¢ _ q)otnghin gy
0
1

—getBntly, / (t — 1)+ d.
-1

Usando a equagao ([2.27)), temos
(PP (z), PP (z)) = 20004, BB+ n+1,a+n+1).
Da relagao entre a fungao gama e beta dada na equagao (2.28|) podemos escrever

(PP (), PP (1)) = gotBtntly, nr(ﬁ +n+ D' (a+n+ 1).
’ C(a+ B+ 2n+2)

Substituindo nesta equagao o coeficiente principal do polinémio dado no Corolario

Bl obtemos
<P(a,6) (2) P(a76)(x)> :2a+ﬂ+n+1 Fa+pf+2n+ 1) T(B+n+ DI (a+n+1)
" o 2nn! T(a+f+n+1) MNa+8+2n+2)

S 2ot T(B+n+ 1) (a4+n+1)
(a+B8+2n+ D (a+B+n+1)

n!
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Corolario 5 As sequintes igualdades sao vdlidas:

Plad)(1) (a + n) _ Tlat+n+1) (2.41)

n (n+ 1)(a+1)’
ey = Cop (P < Cap LD

Demonstragao. Do Teorema [T1], temos
(e.B) —_ 9N - n+o n+ B . k n—k
Pled) (z) =2 Z(n_k)( L A=)+
k=0
Reescrevendo o somatorio acima, temos
B +n _ = n—+ o n+ ﬁ _
P(a,ﬁ) :2na 1) 9—n 1 — k:l n—k
o2 =2 (" e S (T (M )0,
e avaliando em x = 1, obtemos

a+n Da+n+1)

I(n+1)Na+1)

péaﬁ)ﬂ) :2—"< )(1+1)”+0:

n

E para mostrar a outra igualdade é s6 usar a simetria dos polinoémios de Jacobi dada
no Teorema , onde PP (=1) = (=1)"P"(1).

Queremos obter a relacao de recorréncia para polindémios de Jacobi. Para isso, preci-
samos calcular os valores de 7,11, 8,41 € ay1, dados em (2.8)).

Logo, de (2.9) e (2.37)), temos

2—n—1 I'(2(n+1)+a+pL+1)
Untintl _ (bl Detptominsy _ 1 T@n+a+B+3)(a+f+n+1)

Mn+1 = - 2-n T'(2n4a+5+1) - :
A R NGt 2+ 1) T2n+a+ B+ DI (a+ B+ n+2)

Como I'(z 4+ 1) = zI'(x), obtemos

(a+p+2n+2)(a+L+2n+1)

2n+1)(a+B+n+1) (243)

Tn+1 =

De (2.9) e (2.39)
Tin+1 <P7$aﬂ)7 P7Eaﬁ)>

Q41 = o, Py
(P, P2
(a+B+2n+2)(a+B+2n+1) 208+ (a4n+1)T(B+n+1)
. 2(n+1)(a+p+n+1) nl(a+B+2n+1)I'(a+B+n+1)
T (a+B4+2(n—1)+2)(at+B+2(n—1)+1) 20+B+1T (a4n)(B+n)
2n(a+B+n) (n—1)!(a+B+2n—1)T'(a+B+n)

(a+p+2n+2)(a+B+n) Tla+n+1)I(B+n+1)'(a+B+n)
m+D(a+p+2n)(a+8+n+1) T(a+f+n+1)I(a+n)(B+n)

Novamente, como I'(x + 1) = zI'(x), obtemos

(a+pB+2n+2)(a+n)(f+n)
n+1)(a+p+2n)(a++n+1)

Opt+1 = ( (244)
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Vamos calcular o valor de f3,41. Para isso vamos utilizar a igualdade dada em (2.41)).
Agora, substituindo x = 1 na relagao recorréncia ([2.8)), obtemos

PP 1) = (nuirz — Bay1) PP (1) — apy PP (1),

De (10,
I'a+n+2) _(  Bn) lla+n+1) I'(a+n)

Tnt2)l(a+1) P U T e+ 1) " T ()T + 1)

(a+n+1)(a+n)l'(a+n) (a+n)T'(a+n)

=Un+1 — Pn — Up I
(n+ 1)n (77 +1 B +1) n Ont1 (a+n)
(a+n+1)(a+n) (a+n)
(n n 1>n *(nn+1 ﬁn+1) Opt1-
Logo,
3 n a+n+1
n — Tn — Oy - .
+1 = Mn+1 +17 T il
Substituindo (2.43) e (2.44)), obtemos
2—a?)(a+B+2n+1
Br+1 = 8 Jatp ) : (2.45)
2ln+1)(a+B+n+1)(a+5+2n)
Assim, a relagao de recorréncia para os polindémios de Jacobi é
P (@) = (s = B PO (@) = ann P (), 020, (2.46)
onde Péa’ﬁ) (x) =1, PEO{’B) (z) =0,
_(atB+m+atpf+m+l) (et f+2+2)(a+n)(B+n)
1 2n+ D(a+B8+n+1) = "+ Dla+B8+2n)(a+B+n+1)
e

(B2 —a?)(a+B8+2n+1)
2n+ 1)(a+B+n+1)(a+5+2n)

BnJrl -

2.4.3 Polinémios de Legendre

Os polindmios de Legendre sao polindémios ortogonais no intervalo [—1, 1] com relagao
a fungao peso w(z) = 1. Também representam um caso especial dos polinémios de Jacobi,
com o« = 8 = 0. Eles podem ser definidos por meio da férmula de Rodrigues:

Py = COE 0y = D ey (2.47)

O coeficiente principal do polinémio de Legendre pode ser calculado a partir do coeficiente
principal do polinémio de Jacobi, descrito no Corolério [3]

1 T@2n+1)  (2n)!

G = ol T+ 1) 2n(nl)2”

Agora vejamos também a relacao de ortogonalidade para os polinomios de Legendre, que
¢ calculada a partir do Corolario [4]
2I nr 1 2
2n+1DI'(n+1) 2n +1

n,m > 0.



2. Polinémios ortogonais 44

Para encontrar a relagao de recorréncia de trés termos, substituimos apenas os valores
de a = § = 0 nas equagoes (12.43)), (2.44)) e (2.45)), para obter 9,41, Bui1 € Qi1 Assim,
obtemos

2n +1 n 3 0
n = (67% = € n = U
Tn+1 1 +1 nt1 +1
Portanto on 4 1
n n
P, = P, — P, , > 1, 2.48
(@) = Ta P @) - = P(@), (248)

onde Py(z) =1e Pi(z) = .
Na Tabela mostramos os primeiros polinomios de Legendre e na Figura seus
graficos.

KA |
01
1|z
233" —1)
3 | 3 (52® — 3a)
4 | & (352" — 302® + 3)
5 | 5 (632" — 702° + 15z)

Tabela 2.1: Primeiros polinémios de Legendre.

05

-1

Figura 2.2: Polinomios de Legendre.

2.5 Polindbmios quase-ortogonais

Nesta secao, veremos as propriedades dos polindmios quase-ortogonais. Para mais
detalhes sugerimos [10], 12, [13], [16].

Definigao 10 Seja R, (x) um polinomio de grau n > r. Se R,(x) satisfaz as condi¢oes

b =0 k=0,...,n—1—
/ "R, (z)w(z) dx I el " (2.49)
a £ 0, para, k =n —r,
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onde w(x) é uma func¢ao peso em [a,b], entao R,(x) é um polibmio quase-ortogonal de
ordem r em relagao & fungao peso w(x) no intervalo [a,b].

Teorema 12 Seja {P,(x)}2, uma sequéncia de polindémios ortogonais em relag¢ao a fun-
¢ao peso w(x) no intervalo [a,b]. Uma condigao necessdria e suficiente para que R, (x) seja
um poliémio quase-ortogonal de ordem r em relagdo a fungdo peso w(x) no intervalo [a, b
€ que

R.(x) = cyPp(x) + 1 Ppq(x) + ... + ¢ Py (), (2.50)
onde 0s ¢;’s sao numeros que podem depender de n e coc, # 0.
Demonstragao.

(=) Suponhamos que R,(x) ¢ um polindomio quase-ortogonal de ordem r em relagdo a
fungao peso w(x) no intervalo [a, b].

Como {Pj(z)}}_, formam uma base para IP,,, existem ¢;, j = 0,1,...,n, tais que
R,(x) = chPn_j(a:), co # 0.
=0
Desde que R, (z) é um polinémio quase-ortogonal e tomando k = 0, temos

b n b
O:/:CORn(:c)w(x) dx:ch/:cOPnjw(:c) dx
a =0 a
b

—c, / 20 Py(2)w () d,

assim ¢, = 0, pois fijPo(x)w(a:) dx # 0. Da mesma forma, para k = 1 temos

a

b n—1 b b
0= / PR (ryw(z)dr =Y ¢, / PPy sw(w) dr = ey / o Py(2)w(x) de,
a ]:0 a

segue que ¢,_; = 0, pois fabxlpl(x)w(x) dx # 0. Logo, fazendo o mesmo processo
até k =n —1—r, obtemos ¢, = 0.

Mas, se k =n — r tem-se

/a bx”_””Rn(:p)w(x) de =) ¢ / bxn—f o w () dz

logo, ¢, # 0 pois f:x”_TRn(x)w(:v) dx # 0.

(<) Consideremos o polindémio R, (x) = coP,(x) + ...+ ¢, Py—_(z) com coc, # 0. Assim,
para k=0,...,n —r, temos

/ "Ry, (2)w(x) do :/ ¥ (coPu(z) + ... + e Ppp(2))w(z) da

=cg /ba:kPn(x)w(x) dr+ ...+ ¢ /bkan_r(x)w(x) dz.

Usando as propriedades de ortogonalidade dos polinémios F, ..., P,_, dadas no
Teorema , podemos mostrar que as condi¢oes em (2.49) sdo satisfeitas. Portanto,
R, (z) é¢ um polinémio quase-ortogonal de ordem r.
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Vejamos de uma maneira mais geral, isto é, qualquer polindémio da forma
R(z) = go(z) Pa(x) + 91(2) Po1(2) + - - - + gin(@) P (),

onde g; ¢ um polinémio de grau d;, pode ser escrito como em ([2.50). De fato, como { P, (z)}
¢ uma familia de polindmios ortogonais, temos que satisfazem a relagao de recorréncia de

trés termos dados em ({2.8)), isto ¢é,
N1 Po(2) = Pr1 () + Bup1 Po(2) + a1 P (2).

Observe que xP,(x) pode ser escrito como uma combinagao linear de P,,1, P, e P,_1.
Multiplicando por x na equagao acima, obtemos

IQPn(ZL‘) =, 2Py 1(x) + bpx Py(x) + ¢z Py 1(x)

Procedendo da mesma forma para i, j seja qual for, temos que x'P; pode ser escrito
como uma combinac¢ao linear dos polinémios P;_;, Pj_;y1, ..., Pjy;. Assim, ¢;P,_; ¢ uma
combinacao linear de P,_;_g4,,..., Py—it+q,- Denotando por d = max;(n —i+d;) e k =
min; {max(n —i — d;,0)}, temos que R tem grau d e ¢ combinagao linear dos polindémios
Py, ..., P;. Entao, assumindo que os coeficientes de P, e P; sao nao nulos por ([2.50))
temos que R é um polindmio quase-ortogonal de grau d e ordem r = d — k = max;(d; —
i) + max;(d; + 7).

Teorema 13 Se R, (x) é um polinémio quase-ortogonal de ordem r em (a,b) em relagdo
a fungao peso w(x), entdo pelo menos (n —r) zeros distintos de R, (x) estao no intervalo

(a,b).

Mais detalhes desse resultado, assim como a sua demonstragao podem ser vistos em [13].
Seja {P,(x)}>, uma sequéncia de polindmios ortogonais em relacdo a fun¢do peso

w(z) no intervalo [a,b]. Sejam a < x1,-1 < -+ < Tp_1,-1 < b 08 zeros de P,_1(x), e
a<zyy < <Tp, <boszeros de P,(z). Assim, denotemos por
P (z)
fulw) = o2
TL( ) Pn—l(m)

e sem perda de generalidade assumimos que os coeficientes principais a,, ,, dos polindmios
P,(z) tém o mesmo sinal. Entdo, para todo x < x,, f(z) < 0 e para todo x > z,,,,

f(z) > 0.

Primeiro consideramos o polinémio
Rn(x) = Pn(-fc) + §nPn,1(SC),

onde ¢, # 0. Pelo Teorema , R,(x) é um polindbmio quase-ortogonal. No seguinte
teorema veremos as propriedades que satisfazem os zeros desse polindmio. Mais detalhes
em [10].
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Teorema 14

(i) Os zerosy, < --- <y, de Ry(x) sao reais e distintos e no mdzimo um deles estd fora
de (a,b).

(ii)
(a) Se —¢, >0, entdo x;p, < y; < Tip—1 parai=1,....n—1 € Tp, < Yn.
(b) Se —¢, <0, entdo yy < T1y € Tio1p-1 <Yi < Tiy Parai=2,...,n

(iii) Se —¢, < fula) <0, entao y; < a.
(iv) Se —¢, > fn(b) >0, entao b < y,.

(v) Se fu(a) < =g, < fu(b), entdo todos os zeros de R, (x) estao em (a,b).

Demonstracao. Sejam zj,_1 = —00 € &, ,—1 = 00. Reescrevendo a Féormula Confluente

dada em (2.22)), temos

Py (@) fu(@) = Py(2) Paca(z) — Pul@) Py (2) = hn—1 Z hi'Pi(z),  (2.51)

anlnl

onde a,, é o coeficiente principal de P,( f P?(z)w(z)dr > 0. Sem perda de
generalidade, podemos supor que a,, ,, € an—l,n—l tem 0 mesmo smal entao f!(x) > 0 para
todo = € (Tin—1,Tit1n-1), 4 =0,1,...,n—1, assim f(z) é uma fungdo crescente em cada
intervalo da forma (z;,-1,Zit10-1), ¢ =0,1,...,n — 1.

Além disso, f(a) < fu(z1,) =0e 0= fu(znn) < fu(b) = 0. Logo, como

R(x) =0« P,(z) + s, P1(x) =0,
P (z)

& fulr) = o) —Sn,s

e sendo y; um zero de R(x), temos que f,(y1) = —¢,. Entdo, se —¢, = f.(y1) < f(a) <0
segue que y; < a. Portanto, o caso (iii) é demonstrado e de forma similar, podemos
mostrar os casos (iv) e (v).

Para mostrar (ii) parte (a), suponhamos que 0 < —g¢,, assim como f,(z;,) = 0,
i=1,...,n temos que f,(x;,) < fn(z) para todo = zero de R(z). Portanto, z;, < y;,
t = 1,...,n. Por outro lado pela propriedade de entrelacamento dos zeros, temos que
Tin-1 < Titin < Titin—1, ¢ = 1,...,n—2, entao x;,, < y; < Tin-1,t=1,...,n—1se

0 < —¢,. De forma similar, podemos mostrar a parte (b).

Agora consideramos o polinémio

onde ¢, e ¢, # 0 s@o numeros reais. Pelo Teorema R,(x) é um polindmio quase-
ortogonal de ordem dois. No seguinte teorema veremos as propriedades que satisfazem os
zeros desse polindmio.

Teorema 15 Se ¢,, < 0, entdo todos os zeros de R,(x) sdo reais, distintos e no mdzximo
dois deles estao fora do intervalo (a,b).
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Teorema 16 Se ¢, < 0, entdo os zeros de R,(x) sao tais que y1 < T1p—1, Ticip-1 <
Yi < Tip—1 parai=2,...,n—1, eTp_1,-1 < Yn.
Além disso,

(1) yn < @pn s€ =G0 = On/ fr1(@nn) <0 €Y > Tnp s€ =G = dn/ fa-1(Tnn) > 0;
(i) yn < b se =G — O/ fo1(b) < fulb) € yn > b se =G — dn/ fr-1(b) > fu(D);
(iii) 1 < @10 s€ =G — O/ fo1(T10) <0 ey1 > 71, s€ —G — Gu/ frn1(T10) > 0;
(iv) y1 <a se =G — ¢/ fa1(a) < fula) eyr > a se =, — n/ fu-1(a) > fula).

Demonstragao. Sejam w e v dois zeros consecutivos de P,_1(z). Da segunda igualdade

em ([2.51]) temos

F(w)Poa(w) = Pa(w) By (w) = =Po(w) B4 (w) > 0,
By 1 (W) Pra(w) = Poa(w) By (W) = Py (W) Paa(w) > 0.

Assim, P,(w) e P,_2(w) tém sinais opostos (similarmente para P,(v) e P,_s(v)). Como
on < 0, segue que P, (w) e ¢, P,_o(w) possuem o mesmo sinal (similarmente para P,(v) e
¢OnPp—2(v)). Além disso, pela propriedade de entrelagamento dos zeros temos que P,(w)
e P,(v) tém sinais opostos. Assim, R,(w) e R,(v) tém sinais opostos. Entao, R, (x) tem
um zero entre w e v, o que comprova a propriedade de entrelacamento dos zeros.

Vamos ver agora os outros dois zeros que estao faltando. Temos

R.(x) =0<0=P,(z) + s, Po1(z) + ¢ Pra(x)

Po(x) — Pas()
Poi(x) " On Poi ()
“ul@) = o - fff(x)'

Logo, usando podemos ver que f,_1(r) é uma fungdo crescente no intervalo
(Tp—2n—2,00), sendo a demonstracao dessa afirmacao analoga a demonstracao feita no Te-
orema . Por outro lado temos que f,—1(Zn—1,-1) = 0. Como f,,_1(x) é uma fungao cres-
cente no intervalo (2,2 2, 00), temos para & < y € (Ty_2n-2,00) que fr_1(z) < f_1(y).
Logo, suponhamos que f,_1(x), fo_1(y) # 0 e ¢, < 0, assim

b &
@) = T fa(@)

Portanto, —¢, — ¢,/ fn-1(x) ¢ decrescente desde —¢, até —oo em (Tp—2,-2, Tn-1n-1) €
desde 0o até —¢, em (,_1,-1,00). Além disso, f,(z) é uma funcao crescente no intervalo
(a:n_lm_l, oo) Portanto x,_1,-1 < Yn. similarmente podemos mostrar que y; < T1n—1-
Os outros casos sao imediatos.

—Sp

2.6 Aplicacoes

2.6.1 Introducao

Muitos valores de interesse para a ciéncia e engenharia sao escritos por integrais. Estas
integrais podem ser usadas para calcular comprimentos, areas, volumes, massas, centros
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de massa, etc.. Em todas estas aplicagoes, o objetivo é calcular uma integral definida

= / o) de,

com a maior precisao e menor custo computacional possivel. Muitas dessas integrais
sao dificeis de calcular analiticamente, porque em alguns casos a expressao analitica da
funcao a ser integrada é desconhecida e seu valor é conhecido apenas em alguns pontos ou
a funcao é muito complexa. Por exemplo, na Teoria das Probabilidades, para determinar
a probabilidade de um evento que ocorre dentro de um intervalo [a, b], é necessario calcular

a integral
1 b _emw?
B = /e 2t da.
o2 Jq

—(e=pw)? - . o ~
Acontece que f(r) = e 202 é uma fungdo cuja primitiva ndo pode ser expressa como

uma combinacao linear finita de fungoes simples.

Assim, para poder resolver esse tipo de integral é necessario desenvolver métodos
numeéricos para o calculo de integrais definidas. Neste trabalho estudaremos o método de
quadratura gaussiana. Para mais detalhes sobre a integragao numérica veja [4, [6l 1T, 14]
15, 26], 27].

2.6.2 Formulas de quadratura interpolatérias

Vamos construir a formula de quadratura mediante um polindémio interpolador. Para
fazer um estudo mais detalhado do assunto recomendamos os textos citados na subsegao
anterior.

Seja

[= / (@) da, (2.53)

onde (a,b) C R.
As férmulas do tipo

b n
1= / @) dz =3 wnsf(@as) + En:
a k=0

utilizadas para aproximar o valor numérico da integral I, sao chamadas de férmulas de
quadratura, onde w, j sao chamados pesos e x,  sao os nés da formula de quadratura,
para k=0,1,...,n.

Para construi-las, basicamente vamos aproximar a funcao a ser integrada por meio de
um polindémio que passa pelos n6s {(znk, f(xnr)), k=0,1,....,n}. Ou seja,

f(@) = Qn() + Rn().

Especificamente, se usamos a interpolacao de Lagrange para construir o polinémio
interpolador, obtemos

Qu(®) =D flwnr) Li(w),

onde Lg(x) é o k-ésimo polindémio interpolador de Lagrange

n

r — Ty
Lio(z) = 1_[—"’Z
k( ) im0 Tnk — Tni

ik
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Portanto, subtituindo em ([2.53)), obtemos

n

[ / ' ) di — / Qo)+ Bl dz = S flnn) / L) de + / 'R (2) d.

k=0

ou seja,
I = Z wn,kf(xn,k) + Ena
k=0
onde,
b
Wk = / Ly(x)dx, k=0,1,...,n,
e

b
En:/Rn(a:)d:c k=0,1,...,n.

2.6.3 Quadratura gaussiana

Vamos estudar as formulas de quadratura gaussiana, cujos nos serao os zeros de po-
linébmios ortogonais.
Consideremos integrais da forma

b
[ / F@)w(z) de (2.54)
onde w(x) é uma funcdo peso em (a,b).

Suponhamos que a fungao f(z) é aproximada por polindmios de interpola¢ao de La-
grange, entao

f(x) = Qu(a) + Ra(@) = Y f(wnp)Li(w) + Rula).

Assim, em ([2.54) obtemos

b n b b
I :/ f(@)w(zr)dr = Zf(xnk)/ Li(z)w(x) dx—i—/ R, (z)(x)dz (2.55)

- Z wn,kf(xn,k) + En7
k=0
onde,
b
Wy = / Ly(z)w(x)dz, k=0,1,...,n,
e

b
En:/Rn(x)w(x)dx k=0,1,...,n.

Nosso objetivo é integrar um polindémio de grau 2n + 1. Se f(x) fosse um polindémio de
grau 2n + 1, entao o erro seria E,, = 0. Assim,

f(z) = Qont1 = Qun(x) + Ry (2).

Logo, como a fungao é aproximada pela interpolagao de Lagrange e temos apenas n + 1
nos da formula de quadratura, segue que R, () tem que ser de grau 2n + 1.
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Portanto,

onde L(x) = H(x — Zp,;) € rp(x) € um polindmio de grau n.
=0
Seja { P,(x)}22, uma sequéncia de polinémios ortogonais no intervalo (a, b) em relagao
a funcado peso w(z). Pelo Teorema (1| temos

n+1

= Z%‘PJ(SC)

= Zbin(x)

Portanto, o erro de integracao ¢ dado por

n+l n n
E, = Z Zaﬂ / (x)w(x)de = Zaibi (P, P;) ,
7=0 =0 =0

pois {P,(z)} é uma familia de polindmios ortogonais. Como queremos que E,, = 0, entdo
temos duas possibilidades: supondo que b; = 0, i = 0,1,...n, teriamos r,(x) = 0, o que
¢ impossivel; portanto, a; = 0,7 =0,1,...n

Assim o polinomio de Lagrange pode ser expresso como

n+1

) = ijP](g;) = Qn41Ln11(2).

Portanto, para que o erro seja nulo, os nés da formula de quadratura devem ser os
zeros do polinémio P, 1(z), que faz parte de uma SPO.
Por outro lado, reescrevendo @, (x), temos

Zf:cnkLk =S Faa) [ =3 flag) )

Assim, em ([2.55) temos

Portanto, a férmula de quadratura gaussiana é dada por

b n
I= / fl@yw(@)de =" wypf(zar), (2.56)
a k=0

onde

Wn k = /b o) P de, k=01 n
" a (x - xn,k)—Pa;H (xn,k) 7 o

Teorema 17 Os pesos wy, i, (k=0,1,...n) descritos em 840 positivos.
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Demonstragao. Temos que

b
wmk—/w(x)qn,k(x) dz,

onde ¢, () = %, k=0,1,...n.
Entao, qik(x) — ¢nx () € um polindomio de grau menor igual que 2n que é nulo quando

T =Tng k=0,1,...,n, que s@o os zeros de P, ;(z). Consequentemente,

G 1 () = Gui(x) = Popr(z)t(z),

onde t(z) é um polindémio de grau menor igual que n — 1.
Assim,

[ 0@ (@4(0) = anale)) do = [ @) Prs(w)ule) do =0,

pela ortogonalidade dada no Teorema [2] Dai temos

b b
Wy = / Ink(x)w(x)de = / w(z) (gni(z))® dz > 0.
|

Teorema 18 Seja {P,(z)}>2, uma SPO em rela¢io a fungao peso w(x) no intervalo
(a,b) e seja m < n. Entao, entre quaisquer dois zeros de P, (x) existe pelo menos um
zero de P, (r).

Demonstracao. Suponhamos que %, € T, ;+1 sdo dois zeros consecutivos de P, (z) e
que P,(x) nao tém zeros em (%, k, Tm k+1). Consideremos o polindémio

P(z)

M) = o) & —omrn)

Entao
b(z)Pn(x) >0, V& (TmpgsTmki1)-

Assim, a partir da formula de quadratura de Gauss, temos
b n
I= / b(2) Por(x)w () dz =Y wy ib(n:) Pon (),
a i=1

onde {z,;} | sao os zeros de P,(z).

Como P,(z) nao possui zeros em (T, k, Tmi+1), concluimos que b(zy,;) P (n,:) > 0,
para todo ¢ = 1,2,...,n. Além disso, temos w,,; > 0, para todo ¢ = 1,2,...,n, o que
implica que a soma no lado direito nao pode ser nula. No entanto, a integral no lado
esquerdo é zero por ortogonalidade. Essa contradicao prova que deve haver pelo menos
um zero de P,(z) entre os dois zeros consecutivos de P, (z).



CAPITULO

5

Polinémios de Chebyshev

Neste capitulo estudamos os polinomios de Chebyshev de primeira, segunda, terceira
e quarta espécies, com suas respectivas propriedades. Para mais detalhes sobre o assunto
sugerimos [2] [13], 17, 21].

3.1 Polindmios de Chebyshev de primeira espécie

Os polinémios de Chebyshev T),(z) de primeira espécie sdo polindmios ortogonais no
intervalo [—1,1] em relacdo & fungdo peso (1 — 2%)~1/2.

Defini¢ao 11 Os polindmios de Chebyshev T, (x) de primeira espécie, sao polindmios de
grau n em x definidos por

T.(x) = cosnf, x= cos, n=0,1,2,.... (3.1)

Teorema 19 Os polinémios de Chebyshev T,,(x) de primeira espécie satisfazem a sequinte
relagao de recorréncia

To(x) = 22T, 1 () — Tho(z), mn=2.3,...,
onde Ty(x) =1 e Ty(x) = z.
Demonstragao. Usando as identidades trigonométricas, temos
To(x) + Th—2(z) = cos(n)f + cos(n — 2)0 = 2 cosb cos(n — 1)0 = 22T, (z).
n

Usando a relagao de recorréncia no teorema anterior vamos calcular os primeiros po-
linémios:

To(z) = 1

Ti(z) = z=2%

Ty(z) = 22Ti(z)—Ty(z) =22% —1
T5(x) 22Ty (x) — Ty(v) = 2%2° — 3x
Tn(:c) = .2"*133” +....

Assim, a,, = 2""' n > 1, que é o coeficiente principal do polinomio T, (z).

23
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Teorema 20 Os polinomios de Chebyshev de primeira espécie satisfazem a sequinte re-
lagao de ortogonalidade:

, se, m=mn =0,
<TnaTm> =

se, m=mn >0,

, se, m # n.

(RN TE R

Demonstracgao.

1 ™
(T T, — / (1— 22) T, () () de = / cos(nf) cos(m0) db.
_ 0
i) Sem =n=0,
(To, Ty) = / cos?(0) df = .
0
ii) Sem =n >0,

(T, T),) :/ cos?(nf) df.
0

Integrando por partes, temos

/7r cos2(nf)) df = cos(nf) sen(nf)

n

" N /’T sen(nf)n sen(nh)
o Jo

n

do

_ / 1= cos?(n)] db

0
—/ d@—/ cos?(nf) df.
0 0

Logo,
™ 1 ™
/ cos?(nf) df = —/ ="
0 2 Jo 2
Portanto,
s
T, T, = —.
< ny > 2
iii) Se m # n.

Das identidades trigonométricas, temos

cos(nf) cos(mb) = = [cos(m + n)f + cos(m — n)d].

N —

Assim,

s 1 ™
(T, Trn) = / cos(nd) cos(m@) do =3 / cos(m + n)f + cos(m — n)f db
0 0

:% {/ cos(m +n)f df + / cos(m —n)6 d@]
0 0
_sen(m+n)d|"  sen(m—n)f|" 0
2(m+n) |, 2m—mn) |,
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Os polinémios de Chebyshev de primeira espécie sao miltiplos dos polinomios de
Jacobi quando o = f = —1/2, ou seja,

2n

-1
P21 (),
n n

To(z) = 22"(
De fato, pelo Corolario [T, sabemos que
T.(z) = o, PY2712) (1),

Logo comparando os coeficientes principais dos polinémios de Chebyshev e Jacobi para

a = (=0 e usando ([2.37)), temos

@y 2n—1 2n 2 2% (Qn) i
op = = - - -
n P 1 I'(2n) L(2n+1) ’
Anon 270l T(n) 27"+ (n+1)I'(n+1) (2n) "
n

onde al & o coeficiente principal do polinémio T, e al’ & o coeficiente principal do

’ pl-1/2-1/2) (2).

n
polinémio
Para calcular os zeros de T),(x) consideremos a seguinte equagao

cosnd =0, 0<60<m,

1
n@z(k—g)ﬂ, kE=1,...,n.

Assim, os zeros de T, (z) sdo dados quando

_1
T =Tpy = COSM7 k=1,2,...,n.

n

cuja solucao é

Na Figural3.1]apresentamos os graficos dos primeiros polinémios de Chebyshev de primeira
espécie, vistos na primeira parte da secao. Podemos também observar que a propriedade
de entrelacamento de zeros de polindmios de graus consecutivos é cumprida, demostrada
no Teorema [}

05

0.5

Figura 3.1: Polinomios de Chebyshev de primeira espécie.
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3.2 Polindmios de Chebyshev de segunda espécie

Os polinémios de Chebyshev U, (z) de segunda espécie sao polindmios ortogonais no
intervalo [—1, 1] em relagao a fungao peso w(x) = /1 — z2.

Definigao 12 Os polinémios de Chebyshev U, (x) de sequnda espécie sao polinémios de
grau n em x definidos por

sen(n +1)0
senf

Un(z) = , x=cos), n=0,1,2,.... (3.2)

Teorema 21 Os polindmios de Chebyshev U, () de sequnda espécie satisfazem a sequinte
relacao de recorréncia

Up(x) = 22U, 1(x) — Up—a(x), n=2,3,...,
onde Up(x) =1 e Uy(x) = 2.
Demonstracao. Usando as identidades trigonométricas, temos

sen(n + 1)0 + sen(n — 1)8  2cosfsen(n + 1)0
Un(x) + Up—a(x) = ( ) ~ond ( ) = Sen(9 ) = 22U, (z).

Podemos obter uma relagao entre os polindmios de Chebyshev de primeira e segunda
espécies, usando a seguinte identidade:

sen(n + 1)0 — sen(n — 1)0 = 2send cosnd,

ou seja,
Up(x) = Up_o(z) =2T,(x), n=2,3,....

Usando a relagao de recorréncia no teorema anterior vamos calcular os primeiros po-
linébmios

UQ(ZL') = 1

U(z) = 2

Us(z) = 2aU(z) — Up(x) = 2%2° — 1
Us(z) = 2aUy(z) —Uy(x) = 2°2° — 4a
Up(x) = 'Q"x” +....

Assim, a,,, = 2",n > 0, que é o coeficiente principal do polinémio U, ().

Teorema 22 Os polindmios de Chebyshev de seqgunda espécie satisfazem a sequinte rela-
cao de ortogonalidade:
0, se, m # n,

<Un7 Um> = {,T

R se, m =n.

Demonstragao.

(Un, Up) = /_11\/1 — 22Up(2)Upy(2) dx = /07T sen(n + 1)0sen(m + 1)0 d6.



3. Polinémios de Chebyshev 57
i) Se m =n,
(U, Uy,) = / sen’(n + 1)0 df.
0
Integrando por partes, temos
T T 1 1 1
/ sen2(n—|—1)0d0:/ cos(n + 1)8(n + 1) cos(n + )ng
0 0 n+1
:/ [1— sen®*(n+1)0] df
0
= / do — / sen®(n + 1)0 df.
0 0
Logo,
s 1 s
/ sen(n +1)0.do = —/ g ="_.
0 2 Jo 2
Portanto,
T
(Uyn,Uyp) = 5
ii) Se m # n. Integrando duas vezes por partes, temos
(Un, Upn) :/ sen(n + 1)fsen(m + 1)0 df
0
_sen(n +1)fcos(m +1)¢ " N /7r (n+ 1) cos(n + 1)0 cos(m + 1) o
B m—+1 o 0 m+1
n+1 /’T(n—l— 1)sen(n + 1)fsen(m + 1)0 o
T m+1J, m+1
1\ [™
- (:1—:— 1) /0 sen(n + 1)0sen(m + 1)0 do
n+1)\?
= Un,Upn) -
(m + 1) < )
- n+1\°
Como m # n, entdo | —— | # 0. Logo (U,,U,,) = 0.
m—+1
|

Os polindémios de Chebyshev de segunda espécie sao multiplos dos polinomios de Jacobi

quando o = § = 1/2, ou seja,

om+1\ "
U, (z) = 92n ( :—:'1 ) qul/z’l/Q)(x).

A demostracao de esse fato é andloga a feita para os polindbmios de Chebyshev de primeira

espécie.

Os zeros de U,(z) sao facilmente determinados de maneira similar aos zeros de

sen(n + 1)0, ou seja, consideremos a seguinte equagao
sen(n+1)0 =0, 0<60<m,

cuja solucao é
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Logo os zeros de U,(z) sao dados quando

k
T = Xy, = COS T , k=1,2,...,n.
' n+1

Na Figura[3.2]apresentamos os graficos dos primeiros polinomios de Chebyshev de segunda
espécie.

|f.. |f~ |r-"; |a-n |i.-“-‘
AN

-1 -48 -06 -0.4 -02 0 02 04 086 0 1

Figura 3.2: Polindmios de Chebyshev de segunda espécie.

3.3 Polindmios de Chebyshev de terceira espécie

Os polinémios de Chebyshev de terceira espécie sao ortogonais em relacao a fungao
peso wi (z) = (14 x)Y2(1 — 2)~1/2, no intervalo [—1, 1].

Definigao 13 Os polindmios de Chebyshev V,(x) de terceira espécie, sao polinémios de
grau n em x definidos por

V,(z) = w7 (3.3)

6085

onde T = cosb.

Teorema 23 Os polindmios de Chebyshev de terceira espécie satisfazem as sequinte re-
lacao de recorréncia de trés termos:

Vo(x) =22V, (x) — Va(2)
com Vo(z) =1 e Vi(z) =22 — 1.

Demonstracao. Segue imediatamente da Definicao [13| e das seguinte relacgao:

1 1 1
2cos(n + 5)6 cosf) = cos(n+ 1+ 5)9 + cos(n — 1+ 5)9

Teorema 24 Os polinomios de Chebyshev de terceira espécie satisfaz a sequinte relagcao
de ortogonalidade

/_ V(@) Vi (2)wy () doe = 78y m.

1
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Demonstragao.

! ! cos((n + %) arccos z) cos((m + %) arccos )
Vo(2)Vi, dr =2 2 2 d
[ Ve @uteyde =2 [ e :
= 2/ cos(n + %)9 cos(m + %)9 df
0

= / (cos(n+m +1)0 + cos(n —m + 1)0) do
0
0, m.-

Os polindmios V,,(z) sdo, também, obtidos a partir de dois polinémios particulares de

Jacobi Péa”g )(:1:), para dois casos especiais nao simétricos § = —a = %:

11

22n 1
22 (),

Valz) = WP};
n
A demonstracao desse fato é anédloga a feita para os polinomios de Chebyshev de primeira
espécie.
Os zeros dos polinomios de Chebyshev da terceira espécie pode ser calculado de ma-
neira similar aos polinémios de Chebyshev de primeira e segunda espécies. Assim, os
zeros de V,(z) sdo dados por

, k=1,2,...,n.

Na Tabela a seguir estao alguns polinomios de Chebyshev de terceira espécie, e na
Figura representam alguns desses polindémios. Também as propriedades de entrelaca-
mento de zeros de polindmios de graus consecutivos é cumprida, demostrada no Teorema

<k

n
0

1|2x—1

2 | 4x® =22 —1
3

4

83 —4x? —4x +1
16x* — 8x3 — 1222 +4x + 1
5 | 322° — 162 — 3223 + 1222 + 62 — 1

Tabela 3.1: Polindmios de Chebyshev de terceira espécie.
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Figura 3.3: Polinémios de Chebyshev de terceira espécie.

3.4 Polindmios de Chebyshev de quarta espécie

Os polinémios de Chebyshev de quarta espécie sao ortogonais em relagao a funcao
peso wy(x) = (1 — 2)/2(1 + 2)~/2, no intervalo [—1, 1].

Definigao 14 Os polinémios de Chebyshev W, (x), de quarta espécie, sao polindmios de
grau n em x definidos por
sen(n + 1) 0
W(z) = senfn+35) 92) : (3.4)

8677,5

onde x = cosb.

Teorema 25 Os polinomios de Chebyshev de quarta espécies satisfaz a sequinte relagao
de recorréncia de trés termos:

Wy(z) = 22Wq(x) — Wya(x), (n=2,3,...)
com Wy(x) =1 e Wi(z) =2z + 1.

Demonstracgao. Segue imediatamente da Definicao [14] e da seguinte relagao:

1 1 1
2sen(n + 5)0 cost) = sen(n + 1+ 5)9 + sen(n — 1+ 5)9

Teorema 26 Os polinomios de Chebyshev de quarta espécie satisfaze a sequinte relagao
de ortogonalidade

/_IWn(x)Wm(x)wg(x) dx = Tp m.

Os polindémios W, (z) sdo, também, obtidos a partir de dois polindémios particulares de

Jacobi P** )(x), para dois casos especiais nao simétricos f = —a = —%:

22n 11
Wp(z) = P27 (2).

()
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A demonstracao desse fato é anédloga a feita para os polinomios de Chebyshev de primeira
espécie.
Como PP (—z) = (=1)"P{"*(z), segue que

Vi (—) = (=1)"W,(x).

Os zeros dos polinémios de Chebyshev de quarta espécie podem ser calculados de
maneira similar aos polinomios de Chebyshev de primeira e segunda espécies. Assim, os
zeros de W, (x) sao dados por

Tpp = COS——, =1,2,...,n.
oo o+ 1
Na Tabela a seguir estao alguns polinomios de Chebyshev de quarta espécie, e na
Figura representam alguns desses polindémios. Também as propriedades de entrelaca-
mento de zeros de polindmios de graus consecutivos é cumprida, demostrada no Teorema
i

n
0

1| 2x+1

2 | 4x® +2x—1
3

4

5!

83 + 4% — 4 — 1
162 + 823 — 1222 —4dx + 1
322° + 162* — 322° — 1222 + 62 + 1

Tabela 3.2: Polindémios de Chebyshev de quarta espécie.

Figura 3.4: Polinémios de Chebyshev de quarta espécie.

Vamos ver a relagao que existe entre os polinomios T, (), U,(x), V,(x) e W, (z). Para
isso fazemos uma mudanga de variavel u = cos(0/2) e t = sen(f/2). Das equagoes (3.1)),
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, e temos

0
T, (x) = cosnf = cos (2n§> = cos(2n arccosu) = Ty, (u);

sen(n+1)0  sen((2n +2)%) _ysen((2n + 2) arccosu)  Uspy1(u)

(z) senf 2 cos? sen? (2u) sen(arccos u) 2u
+1)6 2n +1)¢
Vo(z) = cos (n - ) B (@n+1)3) = u""cos((2n + 1) arccos u) = u™ Ty (u);
cos3 u
sen(n+1)60  sen((2n+1)%)  sen((2n + 1) arccos u)
Wy(x) = 5 = 5 = = Ugp(u).
seng seng sen(arccos u)
Também temos a seguinte relagao:
1
Un(2) = 5 [Val2) + Wal(2)], (3:5)

a qual deriva imediatamente da seguinte identidade trigonométrica:

sen(n+1)0  sen[(n+3)0] cos? + cos[(n+ 1) 6] sen?

senf/ 2 seng cosg
:1 cos(n+%)6+sen(n+%)9
2 cosg seng

A equagao ([3.5)) ndo é a unica relagao entre as familias de polinomios {V,,(x)}, {W,(x)}
e {U,(x)}. De fato, usando as relagoes trigonométricas

0 1
2sen§ cos [(n + 5) 9] = sen(n + 1) — sennd,

0 1
2 cos; Sen{(n + 5) 9] = sen(n + 1) — sennb,
e dividindo por senf, podemos deduzir que

Vn@) = Un(x> - Un—l(x)a
Wi (x) = Up(z) + Up—a ().

E finalmente outras relagoes que podem ser derivadas das defini¢oes sao

Vo(x) + V() = Wi(x) — W1 (x) = 2T, (2).



CAPITULO

4

Polinbmios com zeros simétricos

Neste capitulo vamos estudar algumas propriedades dos polinémios auto-conjugados,
auto-reciprocos e auto-invertiveis. Estes sao polinémios cujos zeros sao simétricos em
relagao a reta real R ou ao circulo unitéario S = {z € C||z| = 1}. Para mais detalhes sobre
o assunto sugerimos [22] 29].

4.1 Polindmios auto-conjugados, auto-reciprocos e auto-
invertiveis

Definigao 15 Seja P(z) = ap2" + ap 12" +. ..+ a1z + ag um polinémio de graun com
coeficientes complexos. Vamos introduzir trés polindomios:

e O polinomio conjugado

P(2) = 2" + @12+ ..+ @1z + a0 = P(2). (4.1)

e O polinémio reciproco

P*(2)=ap+an 12+ ... +a12"  +apz" = 2"P(1/%). (4.2)

e O polinomio inverso

Pl (2) =Gn+ Gz + ...+ 2" +@2" = 2"P(1/%). (4.3)
Da definigao anterior podemos deduzir que, se z1,..., 2, sao os zeros de P(z), entdo
Z1, ..., 2n sa0 os zeros de P(z), 1/21,...,1/z, s@o os zeros de P*(z) e 1/Z1,...,1/Z, s@o

os zeros de PT(2).

Definigao 16 Seja P(z) um polinémio complexo e & um zero de P(z). Entao P(z) serd
chamado:

e auto-conjugado, se & € também zero de P(z).
e auto-reciproco, se 1/§ € também zero de P(z).

e auto-invertivel, se 1/& é também zero de P(z).

63
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Exemplo 4 Considere o sequinte polindmio P(z) = (34 +/3i)2° + (2v/3 + 2i)2* + (V3 +
i)2% + (3\/§+ 3i)z + 3v2 + V6i, cujos zeros sio 2 = —0.75, 2z = —0.9 + 0.917, 23 =
—0.9 — 0917, z4 = 0.7+ 0.82i e z5 = 0.7 — 0.82i. Entdo, P(z) é um polinomio auto-
conjugado, pois 21 = Z1, 23 = 23 € Zg = 2.

1.51

_15

Figura 4.1: Localizacio dos zeros do polinémio P(2) = (3++/3i)2° + (2v/3+2i)2* + (V3 +
i)2% + (3v/3 + 3i)z + 3v/2 + V6i.

Exemplo 5 Considere o sequinte polinomio P(z) = 27 —1.520+4225—0.5214+0.523 — 222 +
1.52 — 1, cujos zeros sao zy = 1, z9 = 0.66 + 1.267, z3 = 0.66 — 1.267 z4, = —0.73 4 0.681,
z5 = —0.73 — 0.68i, z5 = 0.32 + 0.62i e z; = 0.32 — 0.62i. Entdo, P(z) é um polinémio
auto-congugado, auto-reciproco e auto-invertivel, pois zZz = z3, 1/z9 = 27, 1/Z3 = z,
1)z4 =25 e 1/Z5 = 24.

1.5 1

15

-1.51

Figura 4.2: Localizagao dos zeros do polindmio P(z) = 27 — 1.525 +22° — 0.524 + 0.523 —
22* + 1.5z — 1.
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Teorema 27 Se P(z) é um polinémio auto-conjugado de grau impar, entdo necessari-
amente tem pelo menos um zero em R. Similarmente, se P(z) € um polinémio auto-
reciproco ou auto-invertivel de grau impar, entao mecessariamente tem pelo menos um
zero em S.

Demonstragao. Pela Defini¢ao , se £ & zero nao real de P(z), entdo & é também
seu zero, logo os zeros nao reais de p(z) aparecem por pares conjugados. Assim, se n é
fmpar, deve haver pelo menos um zero real. Da mesma forma, os zeros de Pf(z) ou P*(z)
que tém modulo diferente de 1 podem aparecer apenas em pares (inversos ou reciprocos);
portanto, se P(z) tiver grau impar, entao pelo menos um zero dele deve estar em S.

Teorema 28 Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que um polinémio complexo P(z)
seja auto-conjugado, auto-reciproco, ou auto-invertivel € que exista um niumero complexo
w de mddulo 1, de modo que uma das sequintes relacoes sejam satisfeitas, respectivamente:

P(z) = wP(z), P(z) =wP*(2), P(z) = wP'(2). (4.4)

Demonstracio. E claro, por , e (4.3), que essas condicoes sdo suficientes.
Precisamos mostrar, portanto, que essas condi¢oes também sao necessarias.

Suponhamos que P(z) seja um polinémio auto-conjugado. Sejam entao zy,. .., 2, 08
zeros de P(z). Logo, pela Defini¢ao , Z1, ..., 2, também sdo seus zeros. Assim,

n n

P(z)=a, [[(z = %) = an | [ (2 — ) = (an/@) P(2) = wP(2),

i=1 i=1

onde w = a, /a, e |w| = |a,/a,| = 1. Agora, suponhamos que P(z) é um polinémio auto-
reciproco. Se 21, ..., 2, sdo os zeros de P(z), entdo os reciprocos 1/zy,...,1/z, também
sao os zeros dele; assim

PE) =0 ] <z - Zl> _a, [ (1 _ Z—lz) _ (-1)%%11 (i _ 1)

i=1 i=1 i=

n,n n n,n
= ﬂann (1 _ Zz) — ﬂp <1) = wP*(2),
2129 Zp i1 z Z1R9 R z
onde w = (—=1)"/(z122- - 2n) = an/ag. Da Defini¢do [16| deduzimos que se P(z) é um
polinébmio auto-reciproco, entao todos os seus zeros sao nao nulos. Logo para cada & zero
de P(z), 1/£ é também seu zero o que implica que |z125---2,| = 1, portanto |w| = 1.
Similarmente para um polinémio auto-invertivel.

De (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4) podemos ver que os coeficientes de um polinémio auto-

conjugado, auto-reciproco e auto-invertivel de grau n satisfazem, respectivamente, as
seguintes relagoes:

ap = way, A = Wly_j, ar = Wy _j, lw| =1, 0<Ek<n. (4.5)

Note que qualquer polinobmio com coeficientes reais € um polinémio auto-conjugado. Para
que um polinémio P(z) seja auto-conjugado, auto-reciproco e auto-invertivel ao mesmo
tempo é necessario que seus coeficientes sejam reais, o que implica que w = +1. Isso
sugere as seguintes defini¢oes adicionais:
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Defini¢ao 17 Um polindémio auto-reciproco real P(z) que satisfaca a relagio P(z) =
wz"P(1/z) serd chamado de polinémio auto-reciproco positivo se w =1 e polindmio auto-
reciproco negativo se w = —1.

Se considerarmos um polinémio auto-reciproco positivo P(z) = a,2"+a, 1 L S
ag de grau n, entao por os coeficientes satisfazem a;, = a,,_; para 0 < k < n, enquanto
os coeficientes de um polindmio de auto-reciproco negativo satisfazem a, = —a,_; para
0<k<n.

Algumas propriedades elementares dos polindomios auto-reciprocos positivos e negati-
VOS 820 as seguintes:

(a) Se £ é um zero de qualquer polindémio P(z) auto-reciproco positivo ou auto-reciproco
negativo de graun > 4, entdo 1/¢, € e 1/€ sdao também zeros de P(z). Em particular,
o numero de zeros desses polindomios que nao estao em S ou em R é sempre um
miltiplo de 4.

(b) Qualquer polinémio auto-reciproco negativo tem z = 1 como zero e P(z)/(z — 1) é
auto-reciproco positivo. Além disso, se P(z) tiver grau par, entdo z = —1 também
& um zero dele e P(z)/(2? — 1) é um polindémio auto-reciproco positivo de grau par.
De fato, pela Defini¢ao [I7], temos

P(z) = w2"P G) — P G) |

Substituindo z = 1 temos, P(1) = —P(1) e portanto P(1) = 0. Similarmente se
n for par P(—1) = 0. Para mostrar que P(z)/(z — 1) e P(z)/(2* — 1) sao auto-
reciprocos positivos, fazemos G(z) = P(2)/(z — 1) e R(z) = P(2)/(2* — 1). Assim,

P 1 P (1 1
G(Z) — (Z) ( /Z) anl - (z) — anlG -,
z2—1 —z ( 1) s—1 z
R(Z)—Z2_1 _22(__1) =z Z%_l—z R - )
(c) Qualquer polinémio auto-reciproco positivo P(z) de grau impar tem z = —1 como

zero e P(z)/(z + 1) também é auto-reciproco positivo.

(d) O produto de dois polinémios auto-reciprocos positivos, ou dois auto-reciprocos nega-
tivos, é auto-reciproco positivo enquanto o produto de um polindémio auto-reciproco
positivo com um polinémio auto-reciproco negativo é auto-reciproco negativo.

Por outro lado, qualquer polindmio auto-reciproco positivo de grau par n = 2m, pode
ser escrito da seguinte maneira:

P(2) = a2m2™ + a2m-12"" + ...+ a1z + ag

=™ [agmzm Fam 12 a2t 4 a2 m}

1 1 1
= M lao (zm + _m> +ay (Zml + m_1> +...tan <Z + —) + Clm:| , (46)
z z z

onde essa tltima igualdade ocorre desde que ap = a,,_, para 0 < k < 2m.

A expressao obtida em é muito importante pois facilitara muito a construcgao de
alguns tipos de polindémios auto-reciprocos. Estudaremos essa expressao em mais detalhes
no proximo capitulo.
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4.2 Relagao entre polindmios auto-conjugados, auto-
reciprocos e auto-invertiveis

A relagao mais simples é dada pelos polindémios auto-reciprocos e auto-invertiveis, pois

por e temos
Pi(2) = P*(2) = P*—(Z), P(z) = ﬁ(z) = PT—(Z)

Portanto, se P(z) é um polinémio auto-reciproco entdo P(z) serd um polindmio auto-
invertivel, ou vice-versa.

A relagao entre os polindmios auto-conjugados e auto-invertiveis nao é tao simples de
perceber. Para ver a relacao entre esses polindmios usaremos as seguintes transformacoes
de Mobius: ) ( )

zZ—1 —i(z+1
M(z) = - e W(z)=——.
z+1 z—1
Dado um polinémio P(z) de grau n, usamos transformagoes de Mébius definidas acima
para definir os dos polindémios transformados como

Q(z) = (z+1)"P(M(2)), e T(z)=(z—1)"P(W(2)).

O seguinte teorema mostra como os zeros de Q(z) e T'(z) estao relacionados com os zeros
de P(z).

Teorema 29 Sejam z1,. .., 2, 0s zeros de P(z) e Ay, ..., \, 0s respectivos zeros de Q(z).
Assumindo que P(1) # 0, temos que \y = W(z),...,\n = Wy(z,). Similarmente,
S€ T1,...,Tn SG0 0s zeros de T(z), entdo 71 = T(z1),...,7n = T(z,), assumindo que
P(—i) #0.

O seguinte teorema mostra que o conjunto de polindmios auto-invertiveis é isomorfo ao
conjunto de polinéomios auto-conjugados.

Teorema 30 Seja P(z) um polindmio auto-invertivel. Entao, o polindmio transformado
Q(z) = (z +9)"P(M(z)) € um polinémio auto-conjugado. Da mesma forma, se P(z) é
um polinémio auto-conjugado, entio T(z) = (z — 1)"P(W (z)) serd um polindémio auto-
invertivel.

Demonstragao. Suponhamos que P(z) ¢ um polinémio auto-invertivel. Entao, para
qualquer £ zero de P(z) temos que 1/£ também é um zero de P(z). Logo, pelo teorema
anterior, os correspondentes zeros de (z) serdo:

e+ 1\ 1841 E41
W(f)——zg_l—)\ e W({)_ 21/5_1—25_1— (&) = A\

Pela Definicao [16], Q(z) é um polinomio auto-conjugado. Inversamente, seja P(z) um
polinémio auto-conjugado e tomamos dois de seus zeros £ e &; pelo teorema anterior, os
correspondentes zeros de T'(z) serao:

E—i A -0 g+ 1
e O a Ty T

=i
Assim, pela Defini¢ao [16] T'(z) ¢ um polindmio auto-invertivel.

S

T(¢)






CAPITULO

9

Alguns tipos de polinémios
auto-reciprocos

O objetivo deste capitulo é construir, a partir dos polindémios quase-ortogonais de
Chebyshev de ordem um e dois, algumas classes de polinémios auto-reciprocos. Desta
forma, através de resultados conhecidos sobre o comportamento dos zeros dos poliné-
mios quase-ortogonais, sera possivel explorar o comportamento dos zeros destas classes
de polindmios auto-reciprocos. Mais detalhes em |7, [§].

5.1 Introducao

2n
Seja P(z) = Z a;2’, az, # 0 um polindmio auto-reciproco de grau 2n, onde a; € R,
§=0

j=0,---,2n.
Observe que, como ag,—; = a;, j =0,...,n, temos

P(z) = iz” {@n <z + Zi) 4ot G (z + %) + an] . (5.1)

J=0
1 1
= - 5.2
T 2(”,2)’ (5.2)

temos que T;(z) = % (zj + Z%), onde Tj(x) é o polinémio de Chebyshev de primeira espécie,
para mais detalhes dessa transformagao, veja [I8]. Mostremos por indugao sobre j:

Através da transformagao

e Sej=0Toz)=1(z"+%) =1

e Suponhamos que é valido para todo k < 7, ou seja

2k

Ti(z) = % (zk - i) : (5.3)

69
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e mostremos que vale para todo £ > j. Tomando j = k£ + 1 temos
| 1 1 1 e 1 1/ 4wy 1
1 INT /o, 1 1/ 4y 1
:2§(z+;)§(z +;)—§<z +W>
= 21‘Tk($) — Tk_1(ZL'),

que é a relagao de recorréncia de trés termos satisfeita pelos polindémios de Chebyshev,

ou seja,
1 1
3 (4 ) =T

Logo, reescrevendo (5.1)) segue que
ap "
P(z) = 22" [&2nTn(37) + azn1Tn-1(2) + -+ + an1 T (2) + 7T0(1’) = 22"Cy(z), (5.4)
onde C(r) = agT(z) + agn1Tn-1(x) + - - - + anp1 T (2) + G To(z).
Teorema 31 Seja P(z) um polindmio auto-reciproco real de grau 2n.

1. P(z) tém todos seus zeros no circulo unitdrio se, e somente se, Cy(z) tém todos
seus zeros em [—1,1].

2. Se todos os zeros de Cp(x) estao em [—1,1], escritos como x; = cost;, 0; €
0,7], j = 1,--- ,n, entdo todos os zeros z, de P(z), k = 1,--- ,n, sio dados por
2, = % onde

0<60, <0, <--- <0, <.

Demonstragao. Da equagao (5.2)) temos que

2241 =22, (5.5)
o1

b — =2, j=1-.n (56)
J

1. Suponhamos que P(z) tém todos seus zeros no circulo unitario. Como P(z) é um
polinémio auto-reciproco real de grau 2n temos que seus zeros sao dados da seguinte
forma: (z;,%;),j=1,---,n, onde z; = % e |zj|2 = 2;Z; = 1.

Assim,

n

P(=) =a [ (2 = 2))(z = %)

n

=as, 1_[(,22 —2(z+7%)+1).

j=1

Subtituindo (5.5) e (5.6) na equacdo acima, obtemos
n

P(z) =as, H(Zmz —2x;%)
=1
=a9,2" 2" H(x — Tj).

J=1
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Comparando com a equagao (5.4), temos que

n

Cp(z) = 2" tag, H(az — ),
j=1
ou seja z;,j =1,--- ,n, sdo os zeros de C,(x).

Além disso,

1 1
T; = 5 (Zj + Z_> = Re(zj).

J
Logo,
2] = [Re(z)] < |2;] = 1,
j=1,---,n. Portanto, todos os zeros de C,(z) estao em [—1,1].

Suponhamos que C,,(z) tém todos seus zeros em [—1, 1]. Por (5.4)) temos que

n

P(2) = 22"C,(7) =22"2" " ay, H(SL’ — ;)

=1

=as, H(sz —2x;%)
=1

=az, [ [(z = 2)(= = 7).
j=1

ondez; = —,j=1,---,n.
Zj

Além disso, por (5.6)),

z?—2szj+1:0<:>zj:xjj:< 1—:10?)2’,

e assim,
%* =2z =2l + (1—23) = 1.

Portanto, |z;|=1,7=1,--- ,n.
2. Suponhamos que todos os zeros de C,(z) estdo em [—1,1], escritos como z; =

cost;, 0; € [-1,1], j = 1,...,n. Entdo pelo item anterior, todos os zeros z; de
P(z) estao no circulo unitério, assim podemos escrever z; = e . Logo, como

1 1
xr; = 5 (Zj + z_) temos

J

1, 4 -
=5 (e + ™) = cos;,
consequentemente, 0; = v;, j =1,...,n.
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5.2 Polindbmios auto-reciprocos gerados pelos poliné-
mios quase-ortogonais de Chebyshev de ordem um

Nesta secao vamos construir polinémios auto-reciprocos a partir dos polindémios quase-
ortogonais de ordem um, estudados na Se¢ao 2.5l Também estes polindmios quase-
ortogonais podem ser encontrados em [10].

Teorema 32 Os polindmios quase-ortogonais de Chebyshev de ordem um geram a se-
guinte classe de polindmios auto reciprocos:

2n

P.(z) = Z ajﬁazj,

J=0

onde o =T, U, V, W (relacionado com cada classe de polinémios de Chebyshev) e

1. Qopn—2T = Q23T = -+ = QpT = 0e Q2n, T7A20n—1,T 7"é 0,

2. Qo = Aopopy = ... = 0oy =0y # 0 € Aop_1,U0 = Q2p—30 = ... = Qpy1,v0 7 0;
_ _ _ _ n _ n—1

3. Qop_1v = —Qop_2y = A3y = ... = (—1)"aps1v = (—1)" anyv, asmy # 0 e

Q2n, v 7’é —Q2n—-1,V;
4. QoW = QoW = ... = Quw, Qopw 7 0 € Qo 7 Qon—1,w-

Demonstracao. Consideremos o polinomio quase-ortogonal de Chebyshev de primeira
espécie de ordem um, como no Teorema [12}

Ryr(x) = corTn(z) + croTh—1 (), (5.7)
onde corerr # 0. Comparando com o polinémio Cp(x) de (5.4), obtemos cor = ag,,r,
CIT = Q2n—1,7 € A2p—27 = Q2p—37 = ... = Qp = 0. Assim, o polindmio auto-reciproco
sera

2n 2n—1
Pr(z) = agnrz™" + agn-17% + Qopn—1,7%2 + Qon,T-

Neste caso, os elementos do Teorema [14] a partir de (5.7)), serdo

Ao2n—1,T
Sn = ST =
Qon, T
) 7,(1)
$aV) = fur (D) = 25 = 1

pois se z = 1, por temos que 1 = $(2+1) & z = 1. Assim, como T}, (z) = 1 (2" + =)
segue que 7,(1) =1 para todo n € N. Similarmente, f,(—1) = f,r(—1) = —1.

Para obter a representagao de Py(z), Py (2) e Pw(z), utilizaremos os polinémios quase-
ortogonais de Chebyshev de ordem um:

R,u(z) = copUn(z) + c1yUn1(z), (5.8)
R,v(z) =covVu(z) + c1vVai(x), (5.9)
Rn,W(:E) = C()’an(l‘) + CLan_l(fL‘), (510)

onde ¢g €14 # 0 para o = U, V, W.
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Usando a relagao 27, (z) = U,(x) — U,—2(x) podemos reescrever (5.8) da seguinte
forma

R,u(x) =cou (2T, () 4+ un—2(2)) + c1 v (2T -1 (z) + Up—3(x))
=cou (2T, (x) + 2T —o(z) + - - - + 2T5(x) + To(z))
-+ CI,U<2Tn—1(:E) + QTn_g(l’) + -4+ 2T3(ZE) -+ 2T1 (JZ))

Comparando os coeficientes de (5.4)) com Py (2) = 22"R,, v (x) temos que

200,y = Qon,u = Qon—2U = *** = Qpy2,U = Un,U

200,y = Qop—1U = Qon—30 = *** = Qp41,U-

Assim, obtemos
2n 2n—1 2n—2
Py(2) = agpuz™ + aon-10% + aonuz +... a1zt azu-

A partir de ((5.8) também podemos obter os elementos do Teorema , que serao

A2n—1,U
Sh=SU=———
Qon,U
(§]
Un(1)  2T,(1) 4+ 2T —o(1) + - - - 4 2T5(1) + Tp(1)

() = fur(1) Up_1(1) 20,1 (1) + 2T,_3(1) + ... + 2T5(1) + 273(1)
24244241 n+l
2424 ...+2  n

Similarmente, f,(—1) = fou(—1) = _”TH_

Seguindo a mesma ideia e usando a equagao (5.9) e a relagao 27, (z) = V,(2)+V,_1(x),
obtemos

2n 2n—1 2n—2 2n—3 2
Py(2) = agn vz " +am-1v % —Q2p-1VZ +agn—1vZ2 +. .. —aop1 v 2T Faon— 1,y 2 a2 v,

onde os elementos do Teorema , a partir de 1) serao ¢, = qy = (M + 1),

a2n, vV
fo(D) = fav() =1e fo(=1) = fov(=1) = _%'
Finalmente, usando a equagao ([5.10) e a relagao 27, (z) = W, (x) — W,,_1(z), obtemos

2n 2n—1 2n—2 2
Py (2) = aonwz™ + aon-1,wz + Qo1 w2 + .ot Qo1 w2+ Gan_1wZ F Ao w,

onde os elementos do Teorema , a partir de (5.10)), serao ¢, = ¢y = —1 + afl’;;lv’:",
fo(D) = faw(1) = 3555 e fu(=1) = fow(=1) = —1.

[
Observacao 1 Se ag, v = —ao,—1y 10 item 3 ou Gopw = G2n—1,w 10 item 4 do Teorema

temos polinémios cujos coeficientes satisfazem as condigoes do item 2 do Teorema[32
Teorema 33 Quando o grau de um polindmio auto-reciproco real S(z) € impar, temos
S(Z) == b2n+1Z2n+1 + anZQn + ...+ blz + b() = b2n+1(Z + 1)P(Z),

onde P(z) € um polinémio auto-reciproco real de grau 2n.
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Demonstragao. Sem perda de generalidade suponhamos que by,.; = 1. Logo, como
S(z) é um polindémio auto-reciproco real de grau impar temos que z = —1 é um zero dele

pois pela Definigao [I7], temos
1
S(Z) — Z2n+15 (_) 7

z

e substituindo z = —1 temos, S(—1) = —S(—1) e portanto S(—1) = 0. Para mostrar que
S(z)/(z+1) é um polindémio auto-reciproco real de grau par, fazemos P(z) = S(z)/(z+1).

Assim,
S() _ 250/2) _ a5 E) _ anp (1Y
z+1 z(i+41) 1 z

P(z) =

Portanto, S(z) = bay+1(2 4+ 1) P(2), onde P(z) é um polinémio auto-reciproco de grau
par.

Consideremos
2n+1

Sa(2) = D bjad = banir.a(z + 1) Pal2),

=0
onde o« = T, U, V,W. Vamos calcular as expressoes dos coeficientes de S,(z) a partir do
Teorema

1. Para a = T temos que S7(z) = bayi1.7(2 + 1)Pr(2), assim pelo Teorema [32] temos
que

ST(Z) = bgn+17T(ZPT(Z) + PT(Z))
= bopt1,7 (a2n,TZ2n+1 + (agnr + &2n—1,T)22n + a2n—1,TZ2n_1 + azn—l,T22

+(a2n,r + G2n—1,1)% + Q2n1) -

Comparando os coeficientes da igualdade temos by, o7 = bap—37 = ... = byy117 =0,
bant+11bon—117 # 0 € bayr = bopt1,7 + bay—1 7, OU SEjA

_ 2n+1 2n 2n—1 2
St(z) = bons112 + (bant1,7 + bon—17)2"" + bop_172 + bop—172

+ (ban+1,7 + bon—17)% + bops1 1.

2. Para o« = U temos
SU(Z) = b2n+17U(ZPU<Z) —+ PU(Z)>

o 2n+1 2n 2n—1
= bopt1,U (Gzn,UZ + (agnu + a2n—1,0)2" + (G20, + G2n—1,0)? + ...

+(agn,u + aon-1,0)% + a2nv) -

Comparando os coeficientes da igualdade obtemos bo, v = bap—10 = ... = bpy10 €
b2n+1,U # 07 ou Seja7

2n—1

_ 2n+1 2n—j
Su(z) = bant1,102 + bon,ur E 2 4 bapg1ue
j=0

3. Para o =V temos

Sv(z) = bany1v(2Py(2) + Py (2))

= bont1,v (a2n,vz2n+1 + (agn,y + a2n—1,V)22n + (agn,y + G2n—1,v)2 + a2n,V) .
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Comparando os coeficientes da igualdade obtemos by,_1v = bap_oy = bay_3y =
oo =bpr1v =0 e boypy1vba, v # 0, ou seja,

_ 2n41 2
Sv(2) = bapngp1,v 2™ + bopvz™ + bop vz + bapgrv.

4. Para a = W, da mesma forma que nos casos anteriores, temos

b2n—1 w
bon—1.w = bon—ow = ... = bpp1r,w, banp1,wbon—1,w # 0 € bapw = bapy1w + 5 —,
ou seja,

b 2n—3
2n+1 2n—1,W 2n 2n—1—j
Sw(z) = bony1,wz + <bZn+1,W + —5 2+ bop—1,w E Z J
Jj=0
an—l,W
+ | bong1w + 2+ bopg1,w-

O teorema a seguir mostra o comportamento dos zeros de alguns polindmios auto-reciprocos
construidos a partir de polinomios quase-ortogonais de Chebyshev de ordem um.

Teorema 34 Sobre os zeros de P, (z) e Sy(z) (a =T,U, V,W), temos:
(a) Seus zeros sao distintos (exceto no caso em que G, = —frna(l) ot o = —fra(—1)) €

no mdzimo dois deles estao fora do circulo unitdrio (que sao as raizes reais).

(b) Se o = —fonal(£l), 2 = £1 € zero de multiplicidade dois de P,(z). Para ¢, =
—fra(1l), 2 =1 € zero de multiplicidade dois de S,(z) € se ¢4 = —fna(—1), 2= —1
€ zero de multiplicidade trés de S, (2).

(c) Se —¢o < frna(—1) < 0, Py(z) (ou S4(2)) tem dois zeros negativos e 2n — 2 (ou
2n — 1) zeros distintos no circulo unitdrio. Podemos representar os zeros negativos
Por zpo € (—o0,—1) e 1/21.4 € (—1,0).

(d) Se —co > fna(l) > 0, Py(2) (ou Su(z)) tem dois zeros positivos e 2n — 2 (ou
2n — 1) zeros distintos no circulo unitdrio. Podemos representar os zeros positivos
POT 2o € (1,00) € 1/2p4 € (0,1).

(e) Se fua(—1) < —¢o < fu(1l), Pu(z) e Sa(z) tém todos seus zeros no circulo uni-
tario. Eles sao representados por zp. = etra  com 0o = arccoszy,, onde
Tha, k = 1,...,n sdo os zeros de R, .(x) (para S,(z), temos x,11, = —1 e
Ont1.a = arccos(—1) = w). Além disso,

0§91,a§92,a <... Sen,a§ﬂ-7
Opi1.0 = m(caso tmpar) e 8, 7 =1,...,n sio funcoes crescentes de a,.
Demonstracao. Sejam z1, < Toq < ... < Ty 0 zeros de R, ().
(a) Como P,(z) = 22"R, o(x) temos
P,(2)=0< R,q(z) =0, (5.11)

e sendo R, () um polinémio quase-ortogonal de ordem um, pelo Teorema |14 segue
que todos seus zeros sdo distintos e no maximo um deles esta fora de (—1, 1), digamos

Tpno. Assim, pela equacdo (5.2) temos

1 L 1
Tna = 35 | Zna - |
' 2 ’ Zn,a

entdo, 2 < [22,.4] < 2|24.a]. Consequentemente, 1/]z, .| < 1 e portanto no méaximo
dois zeros de P,(z) estao fora do circulo unitario.
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(b) Por (5.11)) temos que 0 = R, o(2) = coalan(t) + c1.aQan-1(x), onde Qn, =
T,,U,,V,, W, sao os polinémios de Chebyshev. Assim,

_ Cl,a _ Qa,n(x)
CO,a Qa,nfl(x)

entdo, se x = 1, por segue que (2 — 1)> = 0, ou seja z = 1 é um zero
de multiplicidade dois de P,(z) quando ¢, = —f,.(1). Similarmente, se ¢, =
—fna(—1), 2 = —1 é um zero de multiplicidade dois de P,(z). Para o polinémio
Sa(z) € similar aos casos anteriores, pois S, (2) = bant1,a(2 + 1) Pa(z).

= _fn,a(x)a

(€) Se —¢o < faa(—1) <0, pelo Teorema [14] temos que 1, < —1 ¢ assim pelo Teorema
31] o correspondente zero z; , de P,(z) nao esta no circulo unitério.

1 . 1
L1, = 5 | 1,0 - |>
1, 5 \ 71 P

segue que 2; o ¢ real, portanto z;, € (—00, —1) e 1/2, € (—1,0), pois

L + ! < -1
— | R1.a I —1.
2 b 21,0

(d) A demonstragao é semelhante ao caso anterior.

Como

(€) Suponhamos que fya(—1) < —¢o < fu(1). Pelo Teorema [14] temos que —1 < x4 <
Toq < ... < Tpe < 1. Logo, pelo Teorema todos os correpondentes zeros de
P, (z) estao no circulo unitario.

Exemplo 6 Consideremos o sequinte polinémio auto-reciproco Pr(z) = 42°432°+32+4,
gerado por un polindmio quase-ortogonal de ordem um Rz (x). Os elementos do Teorema
840 ¢p = %, fsr(l) =1 e fsr(—1) = —1, assim como —1 < —% < 1, pelo teorema
anterior seque que todos seus zeros estao no circulo unitdrio, como podemos ver na Figura

(21

Exemplo 7 Consideremos o polinémio Pr(z) = 28 + 227 + 22 + 1 que é um polinémio
auto-reciproco construido a partir do polindomio quase-ortogonal de ondem um Ryr(x),
onde os elementos do Teorema[14] sio o7 = 2, far(1) =1 e fyr(—1) = —1. Logo, como
—2 < =1 = fyr(—1) < 0 pelo teorema anterior seque que tem dois zeros fora do circulo
unitdrio, que sao negativos, como podemos ver na Figura[5.3.
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15

Figura 5.1:  Zeros do polinomio Figura 5.2: Zeros do polinémio Pr(z) = 2%+
Pr(z) =425+ 32° 4+ 32 + 4. 2.7 4924+ 1.

Exemplo 8 Consideremos o sequinte polinémio auto-reciproco gerado por wm polinémio
quase ortogonal de Chebyshev R (x) de ordem 1:

6 5
Py(z) =2 Z 22+ Z 22
k=0 k=0

Na figura podemos obsevar como € o comportamento dos zeros de Py(z) quando A
assume diferentes valores em [—5,5].

1.51

L0

raQ)
(]

15 25

Figura 5.3: Zeros de Py(2) = 23 0_, 2% + AY5_, 22"+ para diferentes valores de A €
[_57 5]
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5.3 Polindmios auto-reciprocos gerados pelos poliné-
mios quase-ortogonais de Chebyshev de ordem dois

Nesta secao vamos construir polinémios auto-reciprocos a partir dos polindémios quase-
ortogonais de ordem dois e assim estudaremos o comportamento de seus zeros. Para isso
usaremos resultados ja conhecidos sobre o comportamento de zeros de polindmios quase-
ortogonais estudados na Segao [2.5

Teorema 35 Os polindmios quase-ortogonais de Chebyshev de ordem dois geram a se-
guinte classe de polindmios auto-reciprocos

2n

P.(z) = Z ajvazj,

Jj=0
onde a =T, U, V,W (sao os polinomios de Chebyshev) e
1. agp-3p = Gopar = ... = apr =0 € Q2p 102,27 # 0;

2. Qop—oy = Q2p-ay = ... = Opioy = pu # 0, Q2p_1y = Q230 = ... = Ant1,U €
Qon,U =+ A2n—2,U 5

3. Qopoy = —Qop-3y = Qop-ay = ... = (=1)" a1y = (=1)"any, amy # 0 e
A2n—2,V 7é —Q2n—-1,V;

4. Qop_ow = Aop—3W = ... = i1, w = Anw, Q2nw 7# 0 € Gon_ow 7# Qon—1,w-

Demonstragao. Consideremos o polinémio quase-ortogonal de Chebyshev de ordem

dois

Rn,T($) = C(),TTn(ZL') + CLTTn—l(:I:) + CQyTTn_Q(.I), (512)
onde coreor # 0. Comparando com o polinémio C,(x) de (5.4), obtemos ¢y = ag,r,
Ci,7 = Qgp_1,7, Co.7 = Q2p—2T € Q2p_37 = Q2p—37 = -+ = Gp 7 = 0. Assim, o polindmio

auto-reciproco sera
Pr(2) = a2n 12" + a2a-1,02°" "+ G2n—2777" 2 + Gon—277” + G2n—1,7% + G2n,1,
onde os elementos dos Teoremas [15] e [16] sao
Sn = ST = M? ¢n = ¢T = a2n—2,T’ fnfl(l) = fnfl,T(l) = 17

A2n, T Qon, T
Tn_l(l’T )
J 1( ) f 1,T( ) e f 1(xn,n) J 1<wn,n) Tn_Q(Z'T )’

n,n

onde z] , ¢ zero de T, (x).

Para obter a representagao de Py(z), Py (2) e Pw(z), utilizaremos os polinémios quase-
ortogonais de Chebyshev ordem dois em relagao aos polinémios de Chebyshev de segunda,
terceira e quarta espécies, respectivamente,

RmU([E) = CD7UUn($> + CLUUn_l(ZB) + CQ7UUn_2(Ilf), (513)
R, v(x) = covVu(z) + c1vVio1(x) + co v Via(x), (5.14)
me(l') = 007an<l') + CLanfl(l') + ng[/Wn,Q(l'), (515)

onde cg 424 # 0 para o = U, V, W.
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Usando a relagao 27, (z) = U,(z) — U,—2(x) podemos reescrever (5.13) da seguinte
forma

R, u(x) =couUn(z) + c17Un1(x) + cou(Un(x) — 2T,,(2))
=(co,u + c2,u)Un(x) + c1,uUn—1(z) — 2c0, T ()
=(cov + cov) (2T (x) + 2T, —o(x) + - - - + 2T5(z) + To(x))
+ (2T (z) + 2T, 3(x) + - - - + 2T3(x) + 2T (x)) — 20,0 T ().

Comparando os coeficientes de (5.4)) com Py (z) = 22"R,, v (x) temos que

2000 = Qonu, 200U + 20U = Gop—2y = Gop—4 = *** = Apyoy = Ap,U

201,y = Qop—1,U = Q2n—30 = *** = Qp41,U-

Assim, obtemos
2n 2n—1 2n—2 2n—3
Py(2) = agnuz™ + agn-1,02™" + Agn—0u2™" "+ G2p-1,u2” 0+ o+ Q2102 F G2

A partir de (5.13)) tambén podemos obter os elementos dos Teoremas |15|e (16| que serao

Qon— Aon— n
Gw=w=——t =ty = —— =1 fua(l) = faorp(l) =
QA2n,U QA2n,U n—1
n Un-1(2Y,)
n— —-1) = n— —1) = — n— v = Jn— v :—mna
f 1( ) f 1,U( ) n—1 € f 1($n,n) f 1,U(xn,n) Un72(l’f{,n)

onde z¥ & zero de U, (x).
Seguindo a mesma ideia e wusando a equacao (5.15) e a relagao
2T, (x) = V() + V,—1(z), obtemos
2n 2n—1 2n—2 2n—3 2n—4
Py(z) =aonvz™" + asm_1v % + Aop_o vz — Qop—2,v % + aop_o v 2

3 2
+ .= Qo2 vZ Qo2 V2 F Q2p-1v2 + Q2 v

Neste caso, os elementos dos Teoremas [L5[ e 16| a partir de (5.15)), serdao

Aon— Ap— +a n—
Sn =Sv = —2no LV + 1, ¢n = ¢V = 2y 2 I’Va fn—l(l) = fn—l,V(l) = 17
a2n,V a2n,V
2n—1 Vn—l(xv )
n— -1) = n— —-1)=— n— Y ) = = )
f 1( ) f 17V( ) om —3 f 17V(xn,n) n—Z(x)L/,n)

onde z, , ¢ zero do polindmio V;,(z).
Finalmente, usando a equagao (5.15)) e a relagao 27,,(z) = W, (x) — W,,_1(z), obtemos

_ 2n 2n—1 2n—2 2n—3 2n—4
Py (2) =agnwz™ + agnawz™" 4 Gonow2™" " + Gzp2 w2 + a2n-2wz

3 2
+ .o F oo w2 F Qop_a w2+ Aop_1,wZ + Qopw -

Neste caso, os elementos dos Teoremas |15] e , a partir de (5.15)), serdo

A2 QAo — — Qop— 2n —1
= o =—W _q, On = W = — 2W e LW foo1(1) = fooaw(l) = ——

Q2n,W A2p, W T o —3
Wn,1($w )
(=1) = f,_ 1) = —1 - w :—"7”7
f 1( ) f 1,W( ) € f 1,W<xn,n) Wn—?(xx[fn)

W - PN .
onde z,’,, ¢ zero do polinomio W, ().
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Consideremos o polinémio de auto-reciproco de grau impar

2n+1
Sa(2) = Z bjaz’ = bani1.a(z + 1)Py(2),

j=0
onde o = T, U, V,W. As expressoes dos coeficientes de S,(z) a partir do Teorema [35| sdo:

1. Para o« = T, temos que bgn_g,T = bgn_47T =...= bn—i—l,T = O, b2n+1,Tb2n—2,T 7& Oe
ban, 1 = baps1.1 + bap—17 — bap—o 1, assim o polinémio ¢ dado por

o 2n+1 2n 2n—1 2n—2
St(z) =boni112 + (bant1,1 + bon—1,7 — ban—o7)2™" + bop_17% + bop_o12

+ b2n72,T23 + banl,TZZ + (ban+1,7 + bon—117 — ban—2.7)% + bopt1.1-

2. Para a = U, temos que by,_1v = bap—2py = ... = byt1v € bapr1v # 0,assim o
polindémio é dado por

2n—2
. 2n+1 2n 2n—j
Su(z) = bant1,u2 + bz + bopn—1,u E 2+ bap 2+ bang1u.
j=1
3. Para o = V, temos que by,—2y = bap_3v = boypay = ... = by1y = 0 e

ban+1,vbon—1,v # 0. Assim, o polindémio é dado por

_ n+1 2 2n—1 2
Sv(2) = bopi1,vz™ ™ A bon vz F bap_1 v 2™+ boyp_12” + bap vz + bapi1 v

4. Para o = W, temos que bayy_ow = bop_sw = ... = bpy1w, bony1iwbon—aw # 0 €
b2n—1 w

bon.w = bont1w + ban—1w — . Assim, o polindémio é dado por

2n—4
b .
2n+1 2n—2,W 2 om—1—
Sw(z) =bops1,wz o <b2n+1,W + bop1w — 5 27"+ bap_ow E Z= T

=1

b2n—2,W

+ <b2n+1,W + bop1w — ) 2+ bong1,w-

No seguinte teorema vamos analisar o comportamento dos zeros dos polinémios auto-
reciprocos construidos a partir dos polindmios quase-ortogonais de ordem dois

Rn,a (I‘) - CO,aQa,n(x) + Cl,aQa,n—l(x) + CQ,aQa,n—Q(I)v

onde ¢paCo0 # 0 € Qun =Ty, Uy, Vi, W, (s@0 os polinomios Chebyshev).
Sejam ¢, < 2§, < ... < x,, os zeros do polinomio Qq (7). Usando o polindmio
dado em (2.52)) e lembrando que

. Qn,a(x)
el = 0, ey

podemos enunciar o seguinte teorema.
Teorema 36 Se ¢, < 0, entdo sobre os zeros de Py(z) e So(2) (o =T,U, V, W), temos:

(a) Todos seus zeros sao distintos (exceto no caso em que fno(1l) = =G4 — P/ fr-1.a(1)
0U fna(—1) = =Sa — 0o/ fr-1a(—1)) € no mdazimo quatro deles estao fora do circulo
unitdrio.
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(b) Todos seus zeros estao no circulo unitdrio se algum das sequintes condigoes for cum-
prido
(1) —Sa = Pa/fr1a(T) ) <0 e~ — 0o/ fo1alr ,n)
(i) —ca = ¢a/fro-10(7],) <0 € —a = @a/ fu-1a(=1) > foa ( 1);
(iii) —So — Pa/fr-1,a(1 ) < fral(l) € =Sa — Ga/ fa-1a(zf n)
(iii) —¢a = ¢a/fo-1a(1) < fra(l) € =Ga = o/ fr-1a(—1) > fna( 1);
(c) Tem dois zeros fora do circulo unitdirio que sao negativos se algum das sequintes
condigoes for cumprido
(1) =S = Ga/fa-1a(2h,) <0 € —Ca = ¢a/ fa-1,0(=1) < faal=1);
(i) —Sa — ba/fr-1.a(1 ) < faa(l) € =S — Ga/ fa-1,a(=1) < fra(=1);

(d) Tem dois zeros fora do circulo unitdrio que sao positivos se algum das sequintes
condicoes for cumprido

(1) —Sa = ba/fr1a(xf,) >0 € —6o — o/ fo1.a(1) > fra(l);

)

(ii) —Sa T ¢oa/fn—1,a(_1) > fn,a(_l) € —Sa — ¢O¢/fn—1,a(1) > fn,a(l);

(e) Tem quatro zeros fora do circulo unitdrio sendo dois negativos e dois positivos se

- ¢a/fn71,a(_1) < fn,a(_l) € —Ca — ¢oz/fn71,a(1) > fn,a(l)-

Demonstracao. Sejam 1, < Zo4 < ... < Ty 0s zeros de R, ,(x) e suponhamos que

on < 0.

)

(a) Como P,(z) = 22"R, o(x) temos
P,(2)=0< R,q(z) =0, (5.16)

e sendo R, ,(x) um polindmio quase-ortogonal de ordem dois e ¢,, < 0, pelo Teorema
segue que todos seus zeros sao distintos e no méaximo dois deles esté fora de
(—1,1), digamos x1,4 € %y . Assim, pela equagao ((5.2)) temos

1 n 1
1,0 = 5 | ?l,a - |>
1, 5 \ 71, i

entdo, 2 < |2214| < 2|21,4|. Consequentemente, 1/|21,| < 1. Similarmente 1 <
|Zn.al € 1/|2nal < 1 e portanto no maximo quatro zeros de P,(z) estdo fora do
circulo unitario.

(b) Vamos supor que o caso (i) seja satisfeito, pois os outros casos sao semelhantes. Assim

s¢ —So — Pa/ fu-1,a(Tn,) <0 e =G4 — da/fu1a(2f,) > 0, entao pelo Teorema
(parte (i) e (iii)) temos que Tpa < T, <lex,>af, >—1, ou seja,

1 <210 <T20<...<Tpo <1l
Portanto, pelo Teorema [31] todos os zeros de P,(z) estao no circulo unitario.

(c) Vamos supor que o caso (i) seja satisfeito, pois o caso (ii) é semelhante. Assim se

)
—Sa — Oa/ fn-10(28,) <0 e —¢, — ¢a/fn,17a( 1) < fna(—1), entéo pelo Teorema
(parte (i) e (i )) temos que x,, < Ty, < 1e x4 < —1, ou seja,

Tia < —1 <@g <...<Tpo <Ll



5. Alguns tipos de polinémios auto-reciprocos 82

Assim, pelo Teorema , o correspondente zero 2z, de P,(z) ndo esta no circulo

unitario.
1 1
L1, = 5 | 1,0 + —
2 Z1,a

segue que 2; o € real, portanto z;, € (—00, —1) e 1/2, € (—1,0) pois

! + ! < -1
— | Z1.a E— —1.
2 L 21,0

(d) A demonstragao é semelhante ao caso anterior.

(e) Suponhamos que —Go — ¢a/fn—1,a(_1) < fn,a(_l) € —GCu — ¢a/fn—1,a(1) > fn,a(1)~
Pelo Teorema [16| (parte (ii) e (iv)) temos que —1 > z1, € x,4 > 1. Assim, pelo
Teorema , os correspondentes zeros 2y, € z,o de P,(z) nao estdo no circulo

unitario.
1 . 1 1 n 1
10 = 7 | ?l,a - € Tpna= 3| na )
b 2 b Zl,oc ' 2 7 Zn,oe

segue que 2y, ¢ real. Portanto, z1, € (—00,—1) e 1/21, € (—1,0), similarmente
Zna € (1,00) € 1/2,4 € (0,1) pois

1 1 1 1
—ztat+— ) <—-1 e 1<=|zpat+t—1|.
2 ’ Zl,a 2 ’ Zn,a

Exemplo 9 Consideremos o sequinte polinomio Py(z) = 32% + 22° — 921 4 223 — 922 +
22 + 3, gerado por un polinémio quase-ortogonal de ordem dois Rsy(x). Os elementos
dos Teoremas e sio sy = 2, oy = —4, fou(1) =32, fou(=1) = -3, fsu(1) =3 ¢
fau(=1) = —3 e fsr(—=1) = —1. Assim, como

Como,

Como,

2 2

—w = ¢v/fou(=1)=—5—4 (_> B

10<
3 3

4
3 >3 = fau(=1),

fau(l) = % <2= —§ +4 (;) = —qu — v/ for(—1),

pelo teorema anterior seque que o polindémio tem quatro zeros fora do circulo unitdrio, ou
seja dois positivos e dois negativos, como podemos ver na Figura[5.4.
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Figura 5.4: Zeros do polinomio Py (z) = 325 +22° — 924 + 223 — 922 4+ 22 4 3.

Exemplo 10 Consideremos o sequinte polindémio auto-reciproco gerado por um polindmio
quase ortogonal de Chebyshev Rgr(x) de ordem 2:

Pr(z) =22+ X" =320 - 322 + Az + 1.

Na ﬁgum podemos ver como € o comportamento dos zeros de Pr(z) quando \ assume
alguns valores em [—5,5].

151

—1.5

Figura 5.5: Zeros de Pr(z) = 2! + A\z!! — 3219 — 322 + A2 + 1 quando \ assume alguns
valores em [—5, 5].






CAPITULO

Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos as principais propriedades e aplicagdes dos polinémios or-
togonais. Mostramos o teorema da relacao de recorréncia de trés termos que é uma
propriedade muito importante, j4 que nos permite gerar uma familia de polinémios orto-
gonais a partir das condigoes iniciais. Os zeros desses polindmios tém um comportamento
muito interessante, pois sao reais, distintos e localizam-se no intervalo de ortogonalidade,
além de possuirem a propriedade do entrelagamento. Como uma subclasse dos polino-
mios ortogonais, estudamos também os polinémios de Chebyshev e suas propriedades.
Estudamos as principais propriedades dos polinémios auto-conjugados, auto-reciprocos
e auto-invertiveis, cujos zeros sao simétricos. Finalmente, construimos polinémios auto-
reciprocos a partir de polinomios quase-ortogonais de ordem um e dois, os quais estudamos
o comportamento de seus zeros. Com base no estudo do Capitulo 5, estamos elaborando
um artigo para ser submetido a alguma revista internacional da area de matemaética.
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