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RESUMO

Neste trabalho, os estudos visaram avaliar a unificacdo de conceitos e
teoremas de analise vetorial que contribuiram na compreenséo de problemas
fisicos de maneira mais abrangente e muito mais concisa do que usando o
calculo vetorial. Estudamos a eletrodinAmica com formas diferenciais. Foram
também apresentadas as relacdes de Maxwell com o formalismo das formas
diferenciais permitindo além da formulacéo axiomatica da Termodindmica uma
mais geometrica e generalizada. Outra caracteristica observada durante o
estudo do formalismo apresentado foi a possibilidade dele servir como
substituto ao formalismo tensorial.

Palavras-chave: formas diferenciais, equacdes de Maxwell, Relacdes de
Maxwell, Termodinamica.

ABSTRACT

In this work, studies aimed at evaluating the unification of concepts and
theorems of vector analysis that contributed to the understanding of physical
problems in a more comprehensive and more concise than using vector
calculus. We study the electrodinamics with differential forms. Were also
presented Maxwell's relations with formalism of differential forms in addition
allowing formulation one more geometric and generalized. Another feature
observed during the study of formalism presented was the possibility of it
serving as a substitute to the tensor formalism.

Keywords: differential forms, Maxwell’s equations, Maxwell’'s thermodynamics
relations, thermodynamic.
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Introducéao

Na fisica, no calculo multivaridvel e, também, no tensorial as
formas diferenciais sdo objetos matematicos pertencentes a um espaco
vetorial. De maneira informal, uma forma diferencial € uma soma de termos da
forma fdxdx;, ou gdxdx;dx, .

O conceito de formas diferenciais torna possivel generalizar ideias do
calculo vetorial como gradiente, divergéncia e rotacional.

Um dos primeiros responsaveis pelo estudo dessa moderna notagao
utilizada das formas diferenciais foi Elie Cartan, matematico francés, que
contribuiu trabalhos fundamentais em teorias de grupo de Lie, geometria e
formas diferenciais. Embora o conceito de vetor como um segmento de reta
nao seja geral para um espacgo-tempo, as formas diferenciais de Cartan séo
naturais em espaco-tempo curvado. O calculo de Cartan leva a uma notavel
unificacdo de conceitos e teoremas de analise vetorial. Essa no¢ao proposta
por ele € baseada na correspondéncia um-para-um entre 0s espagcos lineares
de vetores de deslocamento e operadores diferenciais direcionais
(componentes do gradiente formam uma base).

Elie Cartan desenvolveu também um importante estudo a algebra de
Grassmann que é comumente chamado de produto exterior (ou produto
cunha), cujo significado que explicaremos mais adiante.

Seu estudo em algebra de Grassmann fez com que ele aplicasse a sua
teoria das formas diferenciais exteriores a uma grande variedade de problemas
em geometria diferencial, dindmica e até mesmo em relatividade. Em particular,
0s métodos mateméaticos de Grassmann foram adotados demasiadamente
tardes, mas tiveram influencia direta nos estudos da geometria diferencial
propostos por Cartan que utilizaria a algebra exterior.

O uso das formas diferenciais constitui a maneira rigorosa de tratar os
diferenciais das fungdes reais sobre uma variedade. O complexo estudo das
formas diferenciais leva a uma compreensao mais profunda das funcfes de
estado, lagrangiano e hamiltoniano sobre os respectivos espagos de
configuracéo ou espacos de fase do sistema fisico.

O importante estudo das formas leva a compreenséo de que
matematicamente as formas diferenciaveis de grau k podem ser integradas
sobre cadeias k dimensionais ou conjuntos de dimensdes topoldgicas k. Este
estudo nos leva a um resultado importante que generaliza diversos teoremas
do célculo vetorial, chamado de “Teorema de Stokes”.

O Teorema de Stokes generalizado (discutido na secao 1.7) mostra a
relagéo entre a integral de uma forma diferencial w e a de sua derivada exterior
dw. Este teorema tem como casos especiais, no contexto do célculo vetorial
usual, o Teorema de Gauss, de Stokes classico e também o Teorema de
Green. Para esclarecer a notagao utilizada, mostramos abaixo como podem ser
representadas em termos de formas diferenciais a integral de linha, de
superficie e de volume:

Seja f = [f, f,, f,] uma funcéo vetorial diferenciavel continua numa

regido R do espaco tridimensional V, e seja o, = f,dx+ f,dy+ f,dz a forma 1
correspondente. Entdo, comparando



[ :i f.dx+ f,dy+ f3dz:'[[ayb]a)1*:

C

= [[f,*Ox O+ £, * Oy ©) + f,* )z )]dt

Onde w;* é a comparacéo da 1-forma a integral de linha correspondente.
Entéo:

[ £odr=[(fdx+ f,dy + fodz)
C

E obtemos

Jo=]f-dr
C

C

Assim, a integral de uma 1-forma sobre uma curva é interpretada como
uma integral de linha.

Se w, = f,dyadz+ f,dzAdx+ f,dxAdy & aforma 2 correspondendo a f,
cuja integral de superficie pode ser expressa como _U f-dS, entédo
S

[[, =[] f-ds

C C

Portanto, a integral da 2-forma sobre uma superficie é também
interpretada como uma integral de superficie.
Se w, = fdxA dy A dzé uma forma 3 correspondente a fungéo escalar f,

cuja integral de volume é m' fdVv, entdo
R

(s =[] 10v

Em consequéncia, a integral de uma forma 3 sobre uma regiao R
corresponde a uma integral de volume.

Naturalmente as formas diferenciais fazem parte do calculo vetorial,
possuindo aplicacbes em varios ramos da ciéncia, sendo alguns estudos feitos
em termodinamica, eletromagnetismo, tor¢do, geometria, simetrias em
equacOes diferenciais, entre outros.

Em termodinamica a aplicacdo da geometria realizada por Maxwell foi
logo estendida pelo fisico norte-americano Josiah Williard Gibbs, ao
representar as propriedades termodinamicas das substancias por intermédio de
superficies entropia-volume-temperatura e os respectivos diagramas tipo
“clapeyrianos”: entropia X temperatura (S-T), entropia-volume (S-V) e volume-
temperatura (V-T).

O estudo analitico das superficies feito pelo matematico francés Adrien
Legendre, por intermédio de uma transformacédo matematica conhecida a partir



dai como transformada de Legendre, bem como o estudo das derivadas
parciais, permitiu a demonstracao das relagbes de Maxwell conhecidas hoje.

O teorema demonstrado pelo matematico Constantin Carathéodory
sobre formais diferenciais, acrescido da pesquisa sistemética sobre tais formas
realizada pelo matematico francés Elie Cartan, permitiram estudos posteriores
sobre esses entes matematicos, que levaram a formulagdo axiomatica da
Termodinamica, inclusive as relactes de Maxwell.

Para as equacdes de Maxwell no vacuo onde ¢ e y sdo constantes em
toda parte, elas simplificam-se consideravelmente uma vez que se as
ferramentas das formas diferenciais e a geometria diferencial. Com isso, 0s
campos elétrico e magnético sdo conjuntamente descritos por uma 2-forma em
um espaco-tempo quadridimensional, a qual € usualmente chamada F.

dF =0

Onde d é a derivada exterior. As equacdes ndo-homegéneas de Maxwell
tomam a forma elegante:

d*xF ==%J

Onde o asterisco, como veremos mais adiante € chamado de operador estrela
de Hodge. Os campos sao apresentados em unidades naturais onde € é 1;J é
a 1-forma, chamada de corrente elétrica, que satisfaz a equacéo da
continuidade:

d+*J=0

A estrutura de forma diferencial trouxe consideravel unificacao a algebra
vetorial e, de forma mais geral, a analise tensorial variedades. Da mesma
forma, a unido dos teoremas de Stokes e Gauss que serdo amplamente
discutidos mais adiante, fornecera uma reformulacao elegante das equacdes
de Maxwell.

1.0 Formas Diferenciais

1.1 Contexto

O conceito de forma diferencial se estende a uma generalizacéo de
ferramentas tais como o gradiente, divergéncia e rotacional. Tal conceito
moderno e notacao utilizada em aplicacdes fisicas atuais se devem a Elie
Cartan. O célculo de Cartan leva a uma notavel unificagdo de conceitos e
teoremas de analise vetorial; mostrando que a utilizagédo das formas
diferenciais esta amplamente disseminada em geometria diferencial e anélise
avancada.

Para Cartan a nocao € de que o vetor se baseia na correspondéncia de
um-para-um entre os espacos lineares de vetores de deslocamento e
operadores diferenciais direcionais. [1]



A analise vetorial oferece uma maneira mais conveniente para tratar os
problemas em fisica e o célculo tensorial tornam ainda mais concisas e gerais
as equacdes empregadas nestes problemas.

Uma grande vantagem do tratamento dos problemas fisicos com formas
diferenciais é que elas generalizam como tensores, porém com a simplicidade
dos vetores.

1.2 Formas diferenciais

A forma diferencial exterior no espaco tridimensional com coordenadas
X, Y, Z € uma expressao obtida somando e multiplicando funcdes reais e as
diferenciais dx, dy, dz das coordenadas. As operagdes de adicéo e
multiplicacdo obedecem as leis associativa e distributiva comuns; entretanto no
caso da multiplicacdo, ela obedece a lei anticomutativa, ja que ndo e
comutativa.

Por esta razéo, representamos esta multiplicacdo de formas, por uma
cunha A.

Se cada parcela de uma forma diferencial contém pdx, ondeop =0, 1,

2, etc. a forma é chamada uma forma diferencial de grau p, ou resumidamente,
forma p. Com isso:

¢ O-forma é uma funcéao diferenciavel f(x,y,2);

e 1-forma é uma expressdo fdx+ gdy+ hdz;

e 2-forma é uma expressdo fdxady+gdyadz+hdzadx;
e 3-forma é uma expressdo fdxadyadz.[2,3]

O exemplo néo trivial mais notavel de uma forma diferenciavel é
constituido pelas 1-formas ou também chamadas de formas pfaffianas. De
maneira mais abrangente:

1.2.1 1-formas

Definindo dx, dy, dz em espaco euclidiano tridimensional como fungdes
gue atribuem a um segmento de reta do ponto P ao ponto Q a mudanca
correspondente em x, y, z. O simbolo dx representa “comprimento orientado da
projecdo de uma curva sobre o eixo X’ e assim vale para dy e dz. E possivel
observar também que dx, dy, dz podem ser infinitesimalmente pequenos e nao
devem ser confundidos com as diferenciais ordinarias que associamos
com integrais e quocientes diferenciais. Uma func¢éo do tipo

Adx+ Bdy+ Cdz, A, B, C nimeros reais
é definida como 1-forma constante.

1.2.2 2-formas

Considerando uma unidade de fluxo de massa na direcdo de z, isto €,
um fluxo na direcdo de z crescente, de modo que uma unidade de massa



atravesse um quadrado unitario no plano xy em tempo unitario. A orientacéo
simbolizada pela seqiéncia de pontos na Figura 1.2.2:

A
y

1 (1,1,0)

Figura 1.2.2: retangulo orientado em sentido anti-horario.
(0,0,0) = (1,0,0) — (1,1,0) — (0,1,0) — (0,0,0),

serd denominada anti-horaria, como de costume. Uma unidade de fluxo na
direcéo z é definida pela funcéo dy A dx=-dxA dy que atribui a retangulos
orientados no espaco a area orientada de suas projecdes no plano xy. De
modo semelhante, um fluxo unitario na direcao x é descrito por dxdy=dydx e
um fluxo unitario na direcéo y por dzdx.

Sendo assim, essa ordem inversa € ditada pela convencéao de
orientacdo e dzdx = —dxdz por definicdo. Essa anti-simetria € consistente com o
produto cruzado de dois vetores que representam areas orientadas em espaco
euclidiano.

Essa nocéo é generalizada para poligonos e superficies diferenciaveis
curvadas aproximadas por poligonos e volumes.

1.2.3 3-formas

Uma 3-forma dxdydz representa um volume orientado. Por exemplo, o
determinante de trés vetores em espaco euclidiano muda de sinal se inverter a
ordem de dois vetores. S6 que esse determinante mede o volume orientado

abrangido pelos trés vetores; em particular, L p(X,y,z)dxdydz representa a

carga total dentro do volume V se p for a densidade de carga. Formas
diferenciais de dimensfes mais altas em espacos de dimensdes mais altas sédo
definidas de maneira semelhante e denominadas formas k comk =0, 1, 2,......

1.2.4 n-formas



Para tratar de n-formas o enfoque deve ser em que as 1-formas, 2-
formas e 3-formas séo tratadas simultaneamente, como instancias diferentes
de um mesmo tipo de objeto.

1.3 Produto exterior cunha

O produto exterior, ou simplesmente o produto cunha, € uma anti-
simetrizacdo ou alternacéo do produto tensorial. Essa anti-simetrizacéo a
algebra de Grassmann prevé que se {e;} for uma base no espaco vetorial,
entao:

e, ~e =0

Com isto, vamos supor que a e 3 sao, respectivamente, p e g-formas.
Entdo o produto exterior entre elas associa uma (p+q)-forma y, denotada por

y=anp.
As propriedades basicas do produto exterior cunha séo:

1. a/\(a,B+b7/):aa/\ﬂ+ba/\;/
armro)=(arn)ro

anf=()"Bnry

Sendo a uma p-forma, B e y g-formas, respectivamente e a e b sendo
escalares.

O espaco das 1-formas diferenciaveis € o espaco gerado pelo conjunto
{dx,,...,dx, }, em que o elemento dx, & dual do vetor e, da base canénica do R",

onde supomos n >1. A partir da base das 1-formas podemos construir as
bases de todas as outras p-formas, bastando para isto tomar o produto exterior
entre os elementos da base das 1-formas. Note que se (p+q)>n, entao
anf=0.

1.4 Derivada Exterior

A derivada exterior de uma forma pw € uma forma (p+17)dw obtida
aplicando um operador d para transformar w dw. As definicdes de dw para
formas no espaco tridimensional sédo as que estao abaixo.

Se a fungéo diferenciavel f é uma O-forma, entdo df € a 1-forma, pela

notacéo de Einstein teremos:

df :idx+idy+qdz=ﬂdxi
OX oy oz OX;



Se w é uma 1-forma f,dx+ f,dy+ f,dz, cujos coeficientes f, s&o
funcBes diferenciaveis, entdo dw é a 2-forma.

dw = df, Adx+df, Ady-+df, Adz

Sendo w uma 2-forma, cujos coeficientes f, sédo fung¢des diferenciaveis,
entéo dw é a 3-forma.

dw=df, Adyadz+df, AdzAdx+df, AdxAdy

De maneira resumida, teriamos:

¢ d(O-forma) = 1-forma
e d(1-forma) = 2-forma
e d(2-forma) = 3-forma

As regras que governam as formas diferenciais, com o, denotando uma
forma k, séo:

e dxdx=0=dydy=dzdzdx’> =0
o dxdy=—dydxdxdx; =—dx;dx,i= ]
e dxdx,..dx, é totalmente anti-simétrica na dx,i =12,...,k
o df = idxi
OX;
e d(w, +Q,)=do, +dQ,, linearidade

e d(dw )=0, lema de Poincaré

Essa operacéao simples de diferenciacdo no sistema de formas
diferenciais corresponde as operacgdes de obter o gradiente de uma fungéo
escalar e o rotacional e a divergéncia de uma funcéo vetorial. Isto pode ser
observado de maneira esquematica na tabela abaixo.

.Forma.s. Calculo Vetorial
Diferenciais
funcéo escalar f(x,y,2) df Vf
1-forma
AT V xV,
~ . 2-forma
funcéo vetorial
v, (x,.2) do, V-V
3-forma 2

Podemos observar que as derivadas exteriores de formas gerais
satisfazem a propriedade de linearidade:



d(aa +bp)=ada +bds

sendo que a, B sao formas arbitrarias e a, b sdo numeros.

1.5 Lema de Poincaré

No caso do Lema de Poincaré, citado acima, ele estabelece que se w é
gualquer forma diferencial de fun¢des diferenciaveis continuas seu resultado é
nulo.

Considerando que uma O-forma € uma funcéo escalar, facamos:

w=f(xYy,2)

onde f(x,Y,z)é qualquer fungéo duas vezes continuamente diferenciavel. Com
ISSO, teremos:

do=df = f dx+ f dy+ f,dz
Portanto,

d(dew) =d(df) = df, Adx+df Ady+df, ndz=

= (fdx+ fdy+d,dz) Adx+(f, dx+ f, dy+ f,dz) Ady+
+(fdx+ f dy+ f, dz) Adz=

=(f,,— f)dyadz+(f, — f,)dzadx+(f,, —f,)dxAdy=0

Ja que todos os coeficientes sao nulos, pois f, = f , etc. E

interessante ressaltar que o Lema de Poincaré vale também para qualquer
funcao continuamente diferenciavel de n variaveis.

Utilizando dos calculos anteriores e empregando o fluxograma acima,
observa-se que a relacdo d(dw) =0 para uma O-forma w corresponde a

formula vetorial:
Vx(Vf)=0
Da mesma maneira a 1-forma w corresponde a férmula vetorial:
V-(Vxf)=0

Foi discutido até entdo que se a € uma 1-forma diferencial definida em
uma regido U de R" entéo a é fechada se do=0 e, também, que ¢ exata se
existe f e Q(U)tal que df = «. Porém, como vimos anteriormente, d(df) =0;
isto é, toda forma exata é fechada. A questéo é se a reciproca é verdadeira:
toda forma fechada é exata?

E a resposta para esta questdo depende de que a regido U do R" seja
convexa; isto é, dados pontos quaisquer x e y em U, o segmento de reta que



vai de x a y esta totalmente contido em U — toda forma fechada sobre uma
regido aberta convexa é exata.

Exemplo de forma fechada que n&o é exata [8]:

Considerando o campo magnético de um fio infinito, estendido ao longo
do eixo z. Como o0 campo € constante ao longo de qualquer cilindro cujo eixo é
o fio, basta considerar o que acontece em um plano perpendicular a z, digamos
xy. Restringindo o campo a este plano:

1
(x* +y?)

Sera escolhida a intensidade da corrente de modo que 0s quocientes
dos termos constantes seja 1 com o intuito de facilitar a notagao. Este campo

esta definido na regido U = R*\{(0,0)}e

é(X, y) = (_yl X,O)

T=1g X2 +y2 X2 +y2 y

Um calculo direto mostra que dz =0. Logo a forma r é fechada.

Considere, agora, a curva C :[0,27] — U que corresponde a circunferéncia de
raio 1 parametrizada por:

C(t) = (cos(),sen(t))
Como sen?(t) +cos’(t) =1
C*(r) = —sen(t)d(cos(t)) + cos(t)d (sen(t)) = (sen” (t) + cos (t))dt = dt

Mas, isto significa que,

ICT = Tdt =2r
0



No entanto, como vimos anteriormente, se 7 fosse uma forma exata, a
integral deveria ter dado zero porque o caminho é fechado. Contudo, 7 nédo
pode ser exata.

1.6 Integracéo de Formas Diferenciais

Vamos imaginar uma integral de linha:

[ £0dx+g(y)dy +g(2)dz

S

E entdo vamos associar ao argumento da integral uma 1-forma w:

w= T(xX)dx+g(y)+g(z)dz
Com isto, ao integrarmos a forma w em um caminho S, tal integral sera
definida por:

o= [ f()dx+g(y)dy + g(2)dz

S

7 S—

No entanto, no caso de uma 2-forma, 3-forma, etc. elas sado grandezas
gue associamos as integrais de superficie, volume, etc. Por exemplo:

F(r)=(F.(r).F, ("), K (r))

Ilf -dS = _[ F,dydz + F,dzdx + F,dxdy
S S

Associamos a 2-forma ao integrando:

n=Fdyandz+ F,dzAdx+ FdxAdy

fn = f F,dydz + F,dzdx + F,dxdy
S S

Da mesma maneira, se tivermos uma integral de volume, iremos
associar a ela uma 3-forma:
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P = p,dxadyadz

De modo que:

Ip = jpo(FhV

1.7 Teorema de Stokes

Seja w uma 1-forma diferencial definida em uma regido U de R". Se E é

um encadeamento de superficies contido em U, entéo:

J.a):J.da)
0S S

Para o caso mais simples em que a 1-forma gdsé integrada no retangulo

[0,1]° a demonstrac&o do teorema de Stokes para no plano ficara:

Como:
( )=(a—g—a—gjds/\dt
os ot
temosque
11
foo=[][2 -2 Josa
S 1o\ 0S O
Isto é

11 11
do=| (6—9stdt— [ (a—gjdsdt
° 00 0s 00 ot
Sabemos pelo teorema fundamental do célculo,

1

jjg—gdsdtzj(g(l,t)—g(o,t))dt

0

Analogamente,
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”%gdso't: [(g(s)-9(s,0))ds

0

Assim,

[do=[(g@-g@.n)t-[(a(s)-g(s0)ds

O'—.I—\

Que podemos por comodidade, reescrever assim:

[do=[(g(s0)ds+g(t.t)dt-[(g(s:1) - 9(0,) it

o!—,H

Entretanto, R tem lados:
L, =[01]x{0}
L, ={}=[01]
L, =[0.1]x{1}
L, ={0}x[01]

Parametrizando L, na forma (0,0)+s(1,0), vemos que:

jL gds= jg((0,0) +5(1,0))ds = j g(s,0)ds

Que é semelhante a equacao que reescrevemos acima. Calculos
semelhantes mostram que:

@ = | gds

L L,

S

corresponde a n-ésima parcela daquela soma. Portanto,

.[da) Ia)+ a) 1)

Ly
Porém, sabemos que a fronteira de S é:
S=L+L+L,+L,

E isto nos permite concluir que:
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Idw =|w
s as
Que expressa o chamado “Teorema de Stokes”.

1.8 Operador Estrela de Hodge

O operador estrela de Hodge € uma transformacao linear, na verdade,
um isomorfismo, entre os espacos das p e (p+q)-formas.

Sendo assim as diferenciais dx',i =1,2,...,m, formam uma base de um
. ) . . s : 0 ~
espaco vetorial que é considerado em relacao as derivadas 0, = F; estas sao
X

1-formas basicas.
Como exemplo, temos que o espago vetorial v = {(a,a,a,)} € dual ao

espaco vetorial de planos (fungdes lineares de f ) em espaco euclidiano
tridimensional v+={f =a,x, +a,x, +a,x, —d =0}. Entdo o gradiente

Vi = a ’af ’af :(a1a2a3)
ox, ' ox, X,

nos fornece um mapa um-para-um, diferenciavel, de v * para v.Essas relacdes
duais sao generalizadas pelo operador estrela de Hodge, baseado no tensor €
de Levi-Civita. Este tensor € € um simbolo particular do calculo tensorial,
também conhecido como simbolo de permutacdo. Que pode ser expresso da
seguinte maneira:

+1  si(4,7,k,1,...) é uma permutagao par de (1,2,3,4,...)
€ijei... = § —1 si (4,7,k,1,...) é uma permutagao impar de (1,2,3,4,...)
0 se dois indices sao iguais

Onde as permutacdes pares e impares sao escritas, respectivamente,
como um produto de um namero par ou impar de transposi¢des (grupo de
permutacao).

Vamos supor que os vetores unitarios X, € uma base ortonormal
orientada do espaco euclidiano tridimensional. Entdo o operador estrela de
Hodge de escalares é definido pelo elemento de base

1 iika A A AA A
#1= =g %R R, =X K,%
3| [l T 4 17273
Correspondente a (%, x %, )- %, em notagao vetorial padrdo. Aqui, XXX, €0

produto externo totalmente anti-simétrico dos vetores unitarios que
correspondem a ()‘(i xX; ) X, em notacao vetorial padréo. Para vetores, 0

operador estrela de Hodge é definido para a base de vetores unitarios como:
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- 1 ke o
2! .

Sendo que para o caso acima em particular, temos:

*
>
£
Il
>
>

2

3X1

3

*
>
N
Il
>

*
>
(o
Il
>

1X2

O operador estrela de Hodge para areas orientadas € definido sobre
elementos de area de base como:

£(%,%, )= 6%,

Portanto,

*(R,%;) = €%y = R
Entdo, o operador estrela de Hodge, para volumes é definido como:
#(RR,%;) = 6155 =1

E interessante notar que o operador estrela de Hodge é responsavel por
operacdes que levam aos seguintes resultados:

d*df =V - (Vi)

d*do=V-(VxV)

d+*dw, =V -(V-V,)

2. AplicacGes em fisica

2.1 Introducao
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Com o desenvolvimento matematico do inicio do século XX, foram
descobertos e estudados novos formalismos que se mostraram extremamente
adequados ao estudo de diferentes aplicacdes em fisica.

As formas diferenciais, andlise vetorial e também o céalculo tensorial,
como visto anteriormente, nos oferecem maneiras mais abrangentes,
convenientes e também mais concisas com o custo, é claro, de ser um pouco
mais abstrata de compreender conceitos fisicos envolvidos nestas aplicacdes.

2.2 Eletromagnetismo

2.2.1 Equacdes de Maxwell

Na forma integral as equacdes de Maxwell sdo expressas da seguinte
forma:

§6Vf)-d§=47szdv
\Y

R =
I,
_l

dr
C

S+ qt)0

m'—,

O|H

aSE-df ———jB dS

sendo c a velocidade da luz no meio.
Além disso, temos a equacao de continuidade:

§5-d§_——jpd

A partir do Teorema de Stokes e associando aos integrandos das
integrais de linha, superficie e volume as 1-forma, 2-formas e 3-formas, as
equacOes anteriores se tornam, respectivamente:

dD=4rnp
dB =0

g =375, 1D
C c ot

15



1 0B

dE = - ——
c ot
4 =P
ot

Equac0es estas que representam as equacdes de Maxwell em suas
formas diferenciais no sentido usual.

Como vimos no capitulo anterior d* =0, segue que se w e A S&o,
respectivamente, O-forma e 1-forma, entéo:

d(E +dw)=dE
d(B+da)=dB
Sendo que E e B séo, respectivamente, 1 e 2-formas. Aplicando o operador d a

uma 0-forma w ou a uma 1-forma a é equivalente a tomar o gradiente de w ou
o rotacional de a. Sendo assim,

2
d“w=0
2
da=0
Ambas as equacdes anteriores nos dizem que o campo dw € irrotacional
e 0 campo da € solenoidal.
De posse destas equacdes as relacdes constitutivas entre os campos
elétricos e deslocamento elétrico, assim como do campo indugdo magnética e

magnético sao:

D =x¢E
B =2*uH

onde * denota, como explicado anteriormente, o operador estrela de Hodge, ou
também chamado de dual de Hodge.

2.2.2 Tensor de Faraday

Vamos considerar baseado em [9] a 2-forma F:

F=E/\dt+EB
C

Sendo que:
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E = E(F,t)=E,(F,t)dx+E,(F,t)dy+ E,(F,t)dz
B =B(r,t)=B,(F,t)dy A dz+B,(F,t)dz A dx+ B,(F,t)dx A dy

No caso, ambas as equagbes denotam, respectivamente, a 1-forma
campo elétrico e a 2-forma campo inducdo magnética. Se aplicarmos o
operador d na equacgéao F:

dF :dE/\dt+1dB:

C
—dEAdt+ (v Blxadyndz+ 12 adt=
C c ot
:(dE+1§j/\dt=0
c ot

O que nos leva a conclusao de que:
dF =0

A equacao dF é equivalente as equacdes de Maxwell em formas
diferenciais vistas anteriormente que sdo homogéneas. Vamos considerar que
2-forma G, dual de F, num meio isotropico tal que y =€ = 1, seja:

G =*F =—E,dyAdz+E,dxAdz—E,dx A dy+(H,dzAdt+H,dx A dt+ H,dy A dt)
Aplicando o operador d na equacao anterior, obtemos:

dG =—(V-I§)dXA dy Adz+

OE, oH,
- —H
ot oy

%, —,uaHZ +uaH1 dxAdzAdt
ot oz OX

_%, +/,16H2 —yaH:” dyadzadt
ot oy 0z

+,uaH3jdX/\ dy A dt
OX

Definindo como quadricorrente

J'= pdxdydz+ J A dt

Segue que:
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dG ==*J'
Sendo a quadricorrente J’ € definida de modo a se ter que:

*J'z—(V- E)dx/\ dy Adz+

_ %, —yaHz +yaH3 dx A dy A dt
ot oy OX

GE, oM, oH,

ot 0z OX

_%, +,uaH2 —y8H3 dyadzadt
ot oy 0z

]dX/\ dz A dt

A equacdo dG é equivalente as equacdes de Maxwell ndo-homogéneas
vistas em 2.1.1.

2.3 Termodinamica

O tratamento das relacdes de Maxwell a seguir sera baseado no
trabalho do Prof. Bassalo [5]

Relacdes de Maxwell

James Clerk Maxwell (1831-1879), matematico escocés, publicou um
livro intitulado Theory of Heat em que deduziu relagBes entre as variaveis
termodinamicas: pressao (P), volume (V), entropia (S), temperatura (T),
numeros de moles (N), potencial eletroquimico (u) e suas derivadas parciais.

Relacbes estas que foram deduzidas utilizando de argumentos
geomeétricos baseado no diagrama de eixos ortogonais pressédo-volume (P — V).
Essa aplicacado da geometria a termodinamica foi logo estendida pelo fisico
norte-americano Josiah Williard Gibbs (1839-1903), em 1873, ao representar
as propriedades termodinamicas das substancias por intermédio de superficies
entropia-volume-temperatura e 0s respectivos diagramas: entropia-temperatura
(S —T), entropia-volume (S — V) e volume-temperatura (V —T).

O estudo analitico das superficies por meio da transformada de
Legendre, feito pelo matematico francés Adrien Marie Legendre (1752-1833), e
o estudo das derivadas parciais permitiu a demonstracéo das relagdes de
Maxwell.

As formas diferenciais permitiram estudos posteriores que levaram a
formulacdo axiomatica da Termodinamica, inclusive das préprias relacdes de
Maxwell.

2.3.1 Funcéao Energia Interna U(S, V, N)

Para este caso a transformada de Legendre correspondente sera dada
por:

18



dU =TdS—-PdV + «dN
Para o par de variaveis independentes, teremos para N = constante:

oT ds + oT

dT(S,V)= = N
V,N S,N

dVv

» P
YYD AN

dP(S,V)= dv

d,u(S,V):(a—’u ds+[ 4 av
S )y o N Js

Calculando a diferenciacdo exterior da expresséo dU por intermédio da
expressdo d(aab)=(da)ab+(-1)"adbe também utilizando o Lema de

Poincaré visto anteriormente, lembrando que os potenciais e as variaveis
termodinamicas séo 0-formas e que dN = 0, resultara:

ddU =dT AdS +T AddS —dP AdV —P AddV =0

dT AdS =dP A dV

Utilizando das expressdes referentes as formas diferenciais e aplicando
a diferenciagao exterior as relagdes de Maxwell:

(a—Tj dS+(a—T) dV |~ dS = (a—Pj d5+(a—Pj dVv | AdV
S )y N Js aS ), s N s

(&) avaos—{%) avasss(S] %)
oV Js S )y n N Js S )y n

2.3.2 Funcgao Energia Interna U(S, V, d)

Para este caso, vamos considerar que a transformada de Legendre
correspondente sera dada por:

dU =TdS - PdV — Ndg

E as relacdes de Maxwell correspondentes ao par (S, V), considerando
gue para este par de variaveis independentes, teremos y sendo uma constante,

sera:
dT(S,V):(ﬂ) dS+(£J dv
s )y, N Js
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dP(S,V)z(an ds{a—PJ dv
S )y, N Js,

dN(S,V):(aN jv dS+[6N l dv

s N

Calculando a diferenciacéo externa de dU para energia interna por

intermédio da mesma expressao utilizada em 2.2.1 junto ao Lema de Poincaré,
resultara (lembrar que du = 0):

ddU =dT AdS+T AddS —dP AdV —P AddV =0

dT AdS =dP AdV

Com isso:
KG—T) dS+(aTj dV}/\dS:Ka—Pj ds + apj dv}dv
0S Vi oV s 0S V.o oV S
(g) dV AdS = —(@j dV AdS —> (g = —(Ej
N s, S )y, N s, S\,

2.3.3 Fungao Energia Interna U(T, V, p)
Neste caso a transformada de Legendre seré:
dU =-SdT—PdV — Nd

E para o caso das relacdes de Maxwell correspondentes ao par de
variaveis independentes (T,u), teremos para um V constante:

dS(I’,u)z(é) dT+(§j du
oT ) v Ol )z,

dP(Tu) = @ dT + @ d
u
oT N ou TV

)]

dN(I',u)z(—Nj dT+(@ A
0 Y 8/1 TV
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Utilizando a expresséao para diferenciacao exterior vista tanto em 2.2.1
guanto em 2.2.2 e usando o Lema de Poincaré lembrando que dV =0,
resultara:

ddU=-dSAdT-SAddT—-dNAdu—N Addu=0

dSAdT =—dN A du

A partir das relacdes de Maxwell e considerando as formas diferenciais
chegaremos que:

l:(éj dT+(§] dy}/\dT——K@j dT+(ﬂj d,u}/\d,u
ot Al OH TV or uv Op TV

(E) duAdT:(a—Nj dundT —)(§j
Ot )y O )y Ot )1

2.3.4 Funcgao Energia Interna U(S, P, p)

Il
TN
DD
5|2
~—
kS
<

A transformada de Legendre para este caso, em especifico, sera dada
por:

dU =TdS +VdP — Nd

E para o par (S, P) de variaveis independentes, teremos para o caso de
U constante as seguintes relagdes de Maxwell:

dT(s,P)z(ﬁ d3+(§j dp

5 )., \ep ),

dV(s,P):(ﬁ ds{ﬂj dp
s )., T\ ).,

dN(S,P):(@j dS{@j dp
35 )o, P,

Calculando a diferenciagéo exterior da transformada de Legendre por
intermédio da expressao utilizada no item 2.2.1 (e subsequentes) e o Lema de
Poincaré, lembrando que du = 0, resultara:

ddU =dT AdS +T AddS +dV AdP +V AddP =0
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dT AdS =—-dV AdP

Com isso:

(ﬁj dS+(£) dp Ad3=—(ﬂj d3+(ﬂ] dP|Adp
5 )., \ep ), s ), P ),

(G—Tj dP/\dS:(a—Vj dP/\dS—)[a—T) :(5—\/}
P, 5 )., Py, \os ).,

2.3.5 Funcéo Energia Livre de Helmholtz F(T, V, N)
Para este caso a transformada de Legendre sera dada pela expressao:
dF =-SdT-PdV + «dN

E para o par (T, V) de varaveis independentes as relacbes de Maxwell
serdo dadas (considerando N = constante) por:

dsa,V):(ﬁ) dT+(§) dv
o ) v,

dP(I',V):(@) dT+(Ej dv
ELN N Jr

ou ou
du(M V) =| L1 dT1+| | av
HY) (aTjV,N (avjm

Calculando a diferenciagao exterior da transformada de Legendre por
intermédio da expressao e utilizando do Lema de Poincaré, lembrando que dN
= 0, resultara:

ddF =—dS AdT =S AddT —dP AdV —P AddV =0

dS AdT =—-dP A dV

Com isso:
(éj dT+(§) dV |AdT =— (@j dT+[£j dv | Adv
oT VN oV TN oT VN oV TN
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N )1y T Jyn N Jrn T Jun

2.3.6 Funcao Entalpia H(S, P, N)
Neste caso a transformada de Legendre correspondente sera dada por:

dH =TdS +VdP + «dN

Para o par (S, N) de variaveis independentes as relacdes de Maxwell
serao dadas (P = constante), por:

dT(S,N):(@j dS+(£j dN
S Jyp ON Js p

dV(S,N):(a—V) d5+(ﬂj dN
35 e N gy

dy(S,N)z(a—“j d5+(8—“j dN
S Jyp N Jsp

Calculando a diferenciacéo exterior por intermédio da expressao vista
anteriormente e utilizando o Lema de Poincaré e lembrando que dP =0,
resultara:

ddH=—-dT AdS-T AddS—duAdN -z AddN=0

dT AdS=—-duAdN

Com isto e seguindo as formas diferenciais:

(@ d8+(£) dN Adsz-(a_“) d8+(a—”j dN [ A dN
oS Jyp ON Js p S Jyp ON Js

ﬂj dNAdsz(a_ﬂj dNAdS—)(ﬂj :(a_ﬂj
oN s 35 )\ N )sp \05)sp

2.3.7 Funcéao Entalpia Livre (Funcéo de Gibbs)

A transformada de Legendre para este caso sera dada por:
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dG=-SdT+VdP + (dN

Para o par (T, P) de variaveis independentes, teremos para o caso de
N=constante:

dS(I',P)z(é) dT+(§j dp
o ). ),

dV(T,P):[ﬁj dT+(ﬂj dP
T Jo P J;

ou ou
du(T,P)=| =| dT+|—=| dP
H1F) (aT)p,N [aP)T,N

Utilizando as expressdes anteriores para calcular a diferenciacéo
externa e também o Lema de Poincaré, resultara (lembrar que dN = 0):

ddG =—-dS AdT =S AddT —dV AdP -V AddP =0

dS AdT =dV AdP

Com as relagdes de Maxwell e aplicando elas na expresséo anterior,
teremos:

[ e A A e W e e
oT P.N oP T.N aT P,NP oP T.N

(ﬁj dP/\de(a—Vj dPAdT—)(ﬁj :(O_Vj
oP ) T Jon oP J: T Jen

3.0 Exemplos

3.1 1-forma Constante [1]

Para uma forca constante F = (A, B, C), o trabalho realizado ao longo do
deslocamento P = (3, 2, 1) a Q = (4, 5, 6) € dado por:

W=A4-3)+B(5-2)+C(6-1)=A+3B+5C
Se F é um campo de forca, entdo suas componentes retangulares A(x , y, 2),

B(X, Y, z) e C(x, y, z) dependeréo da localizacédo e a 1-forma (ndo-constante)
dW = F - dF correspondera ao conceito de trabalho realizado contra o campo de
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forca F(r) ao longo de dr sobre uma curva do espac¢o. Uma quantidade finita de
trabalho

W :I[A(x,y,z)dx+ B(x,y,z)dy + C(x, y,z)dz]

C

Envolve a familiar integral de linha ao longo de uma curva orientada C em que
a 1-forma dW descreve a quantidade de trabalho para pequenos
deslocamentos (segmentos na trajetdria C). Sob essa perspectiva, o integral

b
f (x)dxde uma integral j f (x)dx consistindo na funcao f e na medida dx como o

comprimento orientado aqui € considerado uma 1-forma. O valor desta integral
€ obtido da integral de linha ordinaria.

3.2 Fluxo Magnético Através de uma Superficie Orientada

[1]

Se B=(A, B, C) € uma indugdo magnética constante, entdo a constante
2-forma

Adydz+ Bdzdx+ Cdxdy

descreve o fluxo magnético através de um retédngulo orientado. Se B € um
campo de inducdo magnética que varia através de uma superficie S, entdo o
fluxo

¢ = [ B, (F)dydz + B, (F)dzdx + B, (F)cdy |

atraves da superficie orientada S envolve a familiar integracdo de Riemann
sobre angulos orientados aproximadamente pequenos a partir dos quais S é
montada.

A definicdo de '[a) depende da decomposicao de o= Zia), , em que
cada uma das formas diferenciais o, € ndo nula apenas em um pequeno trecho
da superficie S que cobre a superficie. Entdo, pode-se demonstrar que Zija}i

converge, porque os trechos ficam cada vez menores e mais numerosos, até o
limite ja) que é independente dessas decomposicoes.

3.3 Energia Potencial [1]

Como aplicacdo em duas dimensdes (por simplicidade), considere o
potencial V(r) numa O-forma e dV sua derivada exterior. Integrando V ao longo
de uma trajetdria orientada C de r; até r, temos
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V(F,) -V (F) = jdv I(—d +—dj [vv-d

Em que a ultima integral € a formula-padrédo para a diferenca de
potencial de energia que faz parte do teorema de conservacéo de energia. A
trajetoria e a independéncia de parametrizacao sao evidentes nesses casos
especiais.

3.4 Teorema de Stokes [1]

Vamos esbocar, primeiramente, a derivagcdo-padrao da versao mais
simples do teorema de Stokes para um retangulo S = [a <x<b,c<y< d]

orientado em sentido anti-horario, sendo ¢S sua fronteira:

j(Adx+ de):le(x,c)dx+ } B(b, y)dy+'TA(x,d)dx+ j B(a, y)dy

0S

- .'[B(b, y)—B(a,y)|dy - “A(X, d) - A(x,c)Jdx
[ o —“—dydx
= (a_B—a—A]d dy

\ox oy

Que vale para qualquer superficie simplesmente conectada a S que
possa ser reunida por retangulos.

Este mesmo teorema pode ser demonstrado utilizando as formas
diferenciais em duas dimensoes:

d(Adx+ Bdy)= dAdx+ dBdy
[ PPaxs Py lax+| B ax+ By lay = B - 2 |axay
x oy x o oy X oy

Integrando sobre uma superficie S e sua fronteira oS, respectivamente,
obtemos:

[(Adx+Bay) = j d (Adx+ Bdy) = | (8_8_%0\}]' xdy
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Aqui, as contribuicbes a esquerda da integral advindas de fronteiras
internas se cancelam como de habito, porque séo orientadas em direcdes
opostas sobre retangulos adjacentes. Para cada retangulo interno orientado
gue compde a superficie simplesmente conectada S, usamos:

jddx: dx =0
S 0S

E interessante notar que a derivada exterior gera automaticamente a
componente z do rotacional.
Em trés dimensdes, o teorema de Stokes deriva da identidade de forma

diferencial que envolve o potencial vetor A e a inducdo magnética B =V x A,
d(Adx+ A dy+ A dz) =dA, dx+dA dy+dAdz

= A, dx+ A, dy+ A, dz [dx+...
OX oy 0z

OA OA
_[OA Ry dydz+ A _ A, dzdx+ Py _ A, dxdy
oy oz oz  OX oX oy

gerando todos os componentes do rotacional em espaco tridimensional. Essa
identidade € integrada sobre cada retangulo orientado que compde a superficie
simplesmente conectada S (que nao tem buracos, isto €, onde cada curva se
contrai até um ponto da superficie) e entdo é somada sobre todos os
retdngulos adjacentes, para resultar o fluxo magnético atraves de S,

¢ = ”Bxdydz + B, dzdx + Bzdxdy]: HAde +A,dy + Azdz]
S

0S

No caso de utilizar a notagdo-padréo de analise vetorial:

[B-da=[(VxA)da=[Adr
S S 0S

3.5 Teorema de Gauss

Considere a lei de Gauss [1]. Integramos a densidade elétrica

p= 1 $.E sobre o volume do paralelepipedo V =[a<x<h,c<y<d,e<z< f]
€o

orientado por dxdydz (para o lado direito), o lado x=b de V orientado por dydz

(sentido anti-horario, como vemos por x>b), e assim por diante. Usando
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OE, dx
OX

E. (b, Z)—Ex(a,y,z):I

Temos na notacdo de formas diferenciais, somando sobre todos os
paralelepipedos que compde o volume v:

J.av E. dydz= jva;(X dxdydz

Integrando a identidade (2-forma) do fluxo elétrico

d(E,dydz + E dzdx + E,dxdy) = dE,dydz + dE dzdx + dE,dxdy

ok
°E, +—L+ °E, dxdydz
oXx oy oz

sobre a superficie simplesmente conectada dv temos o teorema de Gauss,

EOE
j E dydz+ E dzdx+ Ezdxdy:I %, +—+ %, dxdydz
ov oXx oy oz
Em notacdo-padrdo de analise vetorial:
[E-da=[v-Edr="1
ov v go

3.6 Campo elétrico de uma carga pontual

Calcularemos o fluxo do campo elétrico correspondente a uma carga
pontual g>0 atraveés de uma esfera [8]. Pela lei de Coulomb, este campo é
dado por:

kg

E(x.y.2) = (X2 +y? +12%)

sz (XY, 2)

onde k é uma constante, que nao precisamos explicitar.
Para calcular o fluxo, usamos a 2-forma correspondente, que neste caso
sera:

kq

O =
" xP+yi+z?)

(xdy A dz—ydxAdz+ zdx A dy)

3/2
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Como o campo é central e a integracdo sera sobre a superficie de uma
esfera, € melhor utilizar coordenadas esféricas:

S(Xx,y,2z) =(rcos(@)sen(¢),rsen(d)sen(g),r cos(p))
onde r € o raio (constante!) da esfera. Com isso,

S*(dx A dy) =r?sen(g)cos(@)dd A dg
S*(dxAdz) =r’sen(@)sen’(¢4)dO Ad¢
S*(dyAdz) =-r*cos(@)sen(¢)dé A dg

Portanto, apos os devidos cancelamentos,
S*(d.) =—kqcos’ (g)sen(p)dd A dg

Com isso o fluxo total através da esfera sera:

2nr

[@ =[$*(@¢) = [ [-kqcos (#)sen(p)dedg
[®c =27k cos’(g) |5 = 47kg

4.0 Concluséao

Foi possivel observar durante a realizagéo do trabalho, que as formas
diferenciais levam a uma unificagdo de conceitos e teoremas de analise
vetorial. Esta unificag&o contribui para a compreensao de diversos problemas
fisicos de uma maneira muito mais concisa do que ocorre com o uso do calculo
vetorial s custas de exigir uma abstragdo um pouco maior.

Na fisica tedrica essa ferramenta matematica pode ser muito Gtil, pois
ela nos revela uma estrutura geomeétrica presente em operagdes do calculo
vetorial que é dificil de perceber com as técnicas usuais do calculo vetorial.

Um grande exemplo fica para o estudo das relagcdes de Maxwell em
Termodinamica que sao compactadas de modo bastante expressivo quando
estudadas com o formalismo apresentado. Um beneficio adicional é que as
relacbes de Maxwell podem ser interpretadas de uma nova maneira; permitindo
nao s6 uma formulagédo axiomatica da Termodinamica, mas também
apresentando um modo mais geométrico e generalizado.

Outra caracteristica muito importante deste formalismo é que ele se
presta, em alguns casos, a servir como substituto do formalismo tensorial.
Muitas vezes o uso do célculo exterior associado aos tensores permite obter
resultados que seriam inviaveis utilizando somente calculo tensorial.
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Uma importante contribuicdo das formas diferenciais fica também para a
generalizacao da idéia de um potencial; que é a reciproca do Lema de
Poincare.
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