AVAVAV UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
u nes 4JULIO DE MESQUITA FILHO”
Faculdade de Ciéncias e Tecnologia

Campus de Presidente Prudente

Programa de Pos-Graduacao em Matemaética Aplicada e Computacional

Oscilacoes Lineares e Nao-Lineares em
Circuitos Elétricos e Estudo de Circuitos
Memristores Hamiltonianos

Elida Canaza Anchapuri

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Messias

Presidente Prudente - SP
Setembro de 2020






UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Faculdade de Ciéncias e Tecnologia de Presidente Prudente

Programa de Pos-Graduacao em Matemaética Aplicada e Computacional

Oscilacoes Lineares e Nao-Lineares em
Circuitos Elétricos e Estudo de Circuitos
Memristores Hamiltonianos

Elida Canaza Anchapuri

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Messias

Dissertagao apresentada ao Programa de
Pés-Graduacao em Matematica Aplicada e
Computacional da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da UNESP como requisito para
obtencao do titulo de Mestre em Matemé-
tica Aplicada e Computacional.

Presidente Prudente - SP
Setembro de 2020



Anchapuri, Elida Canaza

Oscilagdes Lineares e Nao-Lineares em Circuitos Elétricos e Estudo
de Circuitos Memristores Hamiltonianos / Elida Canaza Anchapuri. --
Presidente Prudente, 2020

97 f. il

AS5390

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista (Unesp),
Faculdade de Ciéncias e Tecnologia, Presidente Prudente
Orientador: Marcelo Messias

1. Circuitos elétricos. 2. Memristor. 3. Sistemas hamiltonianos. I.
Titulo.

Sistema de geracdo automatica de fichas catalograficas da Unesp. Biblioteca da Faculdade de
Ciéncias e Tecnologia, Presidente Prudente. Dados fornecidos pelo autor(a).

Essa ficha ndo pode ser modificada.




AVAVaY UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

unesp®

Campus de Presidente Prudente

CERTIFICADO DE APROVAGAO

TITULO DA DISSERTAGAOQ: Oscilag@es lineares e n&o lineares em circuitos elétricos e estudo de circuitos
menristores Hamiltonianos

AUTORA: ELIDA CANAZA ANCHAPURI
ORIENTADOR: MARCELO MESSIAS

Aprovada como parte das exigéncias para obtencdo do Titulo de Mestra em MATEMATICA
APLICADA E COMPUTACIONAL, pela Comissdo Examinadora:

rof. Dr. MARCELOAVMESSIAS ) :
Departamento de atemé‘t‘ica e Cgmputagdo / Faculdade de Ciéncias e Tecnologia de Presidente Prudente

VIDEOC

Profa. Dra. CRISTIANE NESPOLI DE OLIVEIRA
Departamerto de Matematica e Computagao / Faculdade de Ciéncias e Tecnologia de Presidente Prudente

VIDEOCONFERENCIA

Prof. Dr. ALISSON DE CARVALHO REINOL
Departamento Académico de Matematica / Universidade Tecnolégica Federal do Parana

Presidente Prudente, 16 de setembro de 2020

Faculdade de Ciéncias e Tecnologia - Campus de Presidente Prudente -
Rua Roberto Simonsen, 305, 13060900, Presidente Prudente - Sao Paulo
http:/fwww.fet.unesp.br/pos-graduacac/-matematica-aplicada-e-computacional/CNPJ: 48.031.918/0008-81.



Ao Deus pelo infinito amor e minha familia, dedico.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus por minha vida, familia e amigos(as). Agradego
infinitamente a ele por ser aquela luz que guia meu caminho.

Ao Juan Carlos, meu esposo e companheiro da minha vida, por todo amor, comprensao
e incentivo.

Aos meus pais Eduardo e Maura, a quem admiro e tenho como exemplos de vida.

Aos meus irmaos Brady, Marcos, Alexander e Diego por sempre acreditarem em mim.

Ao Professor Marcelo Messias pela paciéncia, apoio, incentivo e por todos os ensina-
mentos.

Aos professores do Programa de Pos-Graduacao em Matemaética Aplicada e Compu-
tacional da UNESP pelos conhecimentos transmitidos.

A todos os meus colegas da Pos-Graduagao pela amizade e que de alguma ou outra
forma me ajudaram, em especial ao Marcos e Rafael.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cdodigo de Financiamento 001, & qual agra-
deco.



A natureza estd escrita em linguagem matemdtica.
Galileu Galilel



Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar um estudo detalhado da estabili-
dade das oscilagoes geradas pelas equacgoes diferenciais ordinarias, lineares e nao-lineares,
que modelam circuitos elétricos. As solucoes de tais equacoes podem ser periodicas, amor-
tecidas ou cadticas. Iniciamos com o estudo dos circuitos RLC, modelados por equagcoes
lineares, e em seguida estudamos as conhecidas equagoes nao-lineares de Van der Pol
e Duffing. Com base nesse estudo, analisamos as bifurcagdes que ocorrem em sistemas
nao-lineares de equagoes diferenciais, que servem como modelo matemaético de circuitos
elétricos formados por certas combinagoes dos quatro componentes eletronicos fundamen-
tais: capacitor, indutor, resistor e memristor. A existéncia dos memristores (ou resistores
com memoria) foi teoricamente proposta na década de 1970, e sua construgao fisica foi
possivel somente em 2008, com o desenvolvimento da nanotecnologia. Estima-se que tal
componente possui um grande potencial de aplica¢oes, sendo assim o estudo de mode-
los matematicos de circuitos elétricos envolvendo memristores despertou grande interesse
da comunidade cientifica. Além do estudo tedrico das equacoes diferenciais, ao longo
do trabalho desenvolvemos experimentos computacionais com o Software MAPLE™, para
melhor compreender o comportamento das solucoes. O principal objetivo da analise aqui
desenvolvida é obter um melhor entendimento do comportamento dinamico dos mem-
ristores, ao serem conectados aos outros componentes elétricos (capacitores, indutores e
resistores).

Palavras-Chave: Circuitos elétricos, Memristor, Sistemas hamiltonianos, Estabilidade,
Bifurcacoes, Oscilagoes periodicas, Comportamento cadtico.






Abstract

The present work aims to present a detailed study of the stability of oscillations ge-
nerated by linear and non-linear ordinary differential equations, which are used to model
electrical circuits. The solutions of such equations can be periodic, damped or chaotic.
We start with the study of the RLC circuits, modeled by linear equations, and then we
study the well-known non-linear van der Pol and Duffing equations. Based on this study,
we analyzed the bifurcations that occur in a system of non-linear differential equations,
which serves as a mathematical model of electrical circuit formed by some combinations
of the four fundamental electronic components: capacitor, inductor, resistor and memris-
tor. The existence of memristors (or memory resistor) was theoretically proposed in the
1970s, and their physical construction was only possible in 2008, with the development of
nanotechnology. It is estimated that such a component has great potential for applicati-
ons, so the study of mathematical models of electrical circuits involving memristors has
aroused great interest in the scientific community. In addition to the theoretical study of
differential equations, throughout the work we developed computational experiments with
the Software MAPLE™, to better understand the behavior of the solutions. The main
purpose of our analysis is to better understand the dynamical behavior of memristors,
when connected to the other circuit elements (capacitors, inductors and resistors).

Keywords: FElectric circuits, Memristor, Hamiltonian systems, Stability, Periodic os-
cillations, Chaotic behavior.
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CAPITULO

Introducao

A teoria das equacgoes diferenciais tem sido muito utilizada em diversas areas do co-
nhecimento, como por exemplo na Fisica e na Engenharia. Os sistemas de equacoes
diferenciais ordinarias, particularmente, constituem um tépico bastante relevante no es-
tudo das aplicacoes dos métodos mateméticos na modelagem e anéilise de fen6menos
naturais. Devido a constante evolucao da tecnologia, novas aplicagoes relacionadas a te-
oria das equagoes surgem com muita frequéncia. Um exemplo disso é a utilizacao dessas
equacoes no estudo dos circuitos elétricos envolvendo o memristor, abreviacao de resistor
com memdria (do inglés memory resistor), teorizado pelo cientista Leon Chua em 1971.
Por mais de 150 anos, os componentes eletronicos fundamentais conhecidos que compu-
nham os circuitos elétricos eram o capacitor, o resistor e o indutor. Até entao, estes trés
elementos eram teoricamente suficientes. No artigo [3], Chua realizou uma analise das
relacoes matematicas existentes entre as quatro variaveis de um circuito elétrico: corrente
representada pela letra ¢, voltagem representada por v, carga ¢ e o fluxo magnético ¢, e
percebeu a existéncia de um quarto elemento, o qual chamou de Memristor, que estabe-
lece uma relagdo ndo-linear entre voltagem e corrente, v = M(q)i, onde M (q) denota a
Memristéncia, que é um tipo de resisténcia variavel, em lugar da resisténcia constante R
que caracteriza um resistor através da conhecida Primeira Lei de Ohm v = Ri.

Apesar de sua existéncia ter sido postulada em 1971, a realizacao fisica de um memris-
tor como um componente eletrénico de dois terminais ocorreu somente em 2008, conforme
artigo publicado na revista Nature por uma equipe de pesquisadores dos laboratoérios da
empresa HP (Hewllet Packard), liderada pelo Engenheiro Strukov [I4]. Tal fato aumen-
tou em muito o interesse no estudo de circuitos elétricos envolvendo os memristores,
principalmente devido as suas potenciais aplicacoes em varios campos de interesse fisico
e tecnologico, como a construcao de memorias nao volateis de computador, processadores
de alta velocidade e baixo consumo, modelos biolégicos de memoria associativa, modelos
simples de inteligéncia artificial, dentre outros. O recente livro [I5], editado por Ronald
Tetzlaff, da Faculty of Electrical and Computer Engineering, Institute of Circuits and
Systems, Technische Universitit, Dresden, Alemanha, pode ser consultado pelos interes-
sados no assunto, pois traz artigos historicos sobre a descoberta teodrica e a criacao fisica
dos memristores, artigos sobre a modelagem matemaética e simulagoes computacionais de
circuitos elétricos (ou eletronicos) envolvendo memristores e aplica¢oes desses componen-
tes em diversas areas do conhecimento.

Como a producao em larga escala de memristores e, consequentemente a construcao
de equipamentos eletronicos envolvendo esses componentes, tem ainda um custo muito

17



1. Introducao 18

elevado, hd um grande interesse no estudo tedrico de modelos matematicos que descrevem
o comportamento dindmico dos memristores e suas associacoes com outros componentes
eletronicos. Tais modelos sao, em geral, determinados por sistemas de equagoes diferenci-
ais ordinarias, envolvendo parametros de controle. Quanto mais aprofundados forem estes
estudos sobre o comportamento de sistemas dinamicos envolvendo memristores, mais pro-
veito poderemos tirar desses equipamentos e mais proximo chegaremos de uma producao
em larga escala. Neste contexto, o objetivo deste trabalho é o estudo de alguns modelos
matematicos de circuitos elétricos formados pelos quatro componentes fundamentais: ca-
pacitores, indutores, resistores e memristores, em varios tipos de associacoes. E sabido
da literatura existente que esses circuitos podem apresentar pontos de equilibrio, oscila-
¢oOes periddicas e também comportamento cadtico. Apresentaremos um estudo teorico e
computacional de alguns destes modelos, buscando entender um pouco mais de seu rico
comportamento dinamico.

Mais precisamente, estudaremos os modelos matematicos apresentados no artigo [7], no
qual sistemas hamiltonianos sao formulados para descrever circuitos elétricos nao-lineares
sem perda de energia, envolvendo memristores, capacitores, resistores e indutores. De
modo geral, sabe-se que sistemas dissipativos nao podem ser representados por sistemas
hamiltonianos, porque as trajetérias sao amortecidas e, portanto, nao sao perioédicas. Po-
rém, veremos que, em certos casos, circuitos elétricos envolvendo memristores dissipativos
podem ser descritos por um sistema hamiltoniano, cujas solucoes sao constantes de mo-
vimento de uma determinada fungio que representa a energia do sistema [7]. Nosso foco
principal serd utilizar a teoria das bifurcagoes para analisar a estabilidade das oscilacoes
das equagoes nao-lineares que descrevem esses sistemas.

Para o desenvolvimento deste trabalho, foram necessarios estudos preliminares sobre
a teoria qualitativa das equagoes diferenciais ordinarias. Assim sendo, alguns resultados
principais, que serao utilizados ao longo do texto, estao descritos no Capitulo 2, e foram
extraidos principalmente da referéncia [10].

Em seguida, o Capitulo 3 apresenta alguns resultados sobre a teoria das bifurcacoes,
incluindo bifurcacagoes em sistemas hamiltonianos, e 6rbitas periddicas nao hiperbolicas.
Tais resultados podem ser encontrados em [10, 111 17, 18].

No Capitulo 4, desenvolve-se um estudo dos modelos matematicos que representam
oscilacoes lineares e nao-lineares em sistemas mecanicos, estudando-se principalmente o
movimento do péndulo e a estabilidade de suas oscilagoes, com base no texto referéncia [8].



CAPITULO

2

Preliminares

Neste capitulo comecamos nosso estudo da teoria fundamental de sistemas de equagoes
diferenciais ordinarias da forma

&= f(z), (2.1)
onde a fungao f € C'(F), E ¢ um subconjunto aberto de R”, e o ponto denota a derivada,

com relacdo a varidvel independente ¢. O material aqui apresentado tem como base a
referéncia [10].

2.1 Teoria qualitativa das equacoes diferenciais ordina-
rias: alguns resultados fundamentais

Definicao 1 Suponha que f € C(E) onde E é um subconjunto aberto de R™. Entao x(t)
é uma solugdao da equacao diferencial (2.1)) sobre o intervalo I se x(t) € diferencidvel sobre
I e separa todot €1, z(t) € E e

'(t) = f(x(t)).

Dado xg € E, z(t) é uma solu¢ao do problema do valor inicial

&= f(x),

I(to) = Xy,

sobre um intervalo I se ty € I, x(ty) = zo e x(t) € uma solucao da equagao diferencial
(2.1) sobre o intervalo 1.

Defini¢do 2 Um ponto T € R € chamado ponto de equilibrio ou ponto critico de (2.1)) se
f(z) =0. Um ponto de equilibrio T é chamado hiperbolico se nenhum dos autovalores da
matriz jacobiana D f(x) tem parte real nula.

2.2 O fluxo definido por uma equacao diferencial

Na seguinte defini¢ao, denotamos o intervalo maximal de existéncia («, 3) da solugao
¢(t, o) do problema de valor inicial

i = f(),
#(0) — 0. (2.2)

19



2. Preliminares 20

por I(xg). Os pontos de extremidade o e § do intervalo maximal dependem, em geral, de
xo.

Definigao 3 Seja E um subconjunto aberto de R™ e seja f € CY(E). Para xg € E, seja
o(t, xo) a solugdo do problema de valor inicial definida sobre o intervalo maximal
I(xg). Entao parat € I(xg), o conjunto de aplicagdes ¢y definidas por

¢r(0) = (L, o),

¢ chamado o fluxo da equacao ou o fluzo definido pela equagao diferencial (2.1); ¢,
¢ também referido como o fluzo do campo vetorial f(x).

Defini¢ido 4 Sejam E um subconjunto aberto de R", f € CY(E) e ¢y : E — E o fluzo
da equacao diferencial definido para todo t € R. FEntao um conjunto S C E €
chamado invariante com respeito ao fluxo ¢y se ¢y(S) C S para todot € R e S é chamado
positivamente (ou negativamente) invariante com respeito ao fluro ¢, se ¢(S) C S para

todot >0 (out <0).

Exemplo 1 Considere o sistema nao-linear (2.1) em R?, com

f(x):{ — ]

2
T + x7

A solugao do problema do valor inicial (2.1) junto com a condi¢do inicial x(0) = ¢ =
(c1,02) € R? € dada por

Agora mostramos que o conjunto

2 — 1
S =< (z1,22) € R*|xg = 3

L. . ~ 2
¢ wnvariante sob o fluro ¢;. De fato, se c € S, entao co = =5 donde seque que

o= | 55 ] es

3

Portanto ¢,(S) C S para todo t € R.

N
N

age-
3

DS

Figura 2.1: O conjunto invariante S para o sistema (2.1)).
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2.3 Linearizacao

Um bom caminho para comegar o estudo do sistema nao-linear ¢ determinar
os pontos de equilibrio do sistema e descrever o comportamento de perto destes
pontos. De fato, veremos que o comportamento local do sistema nao-linear préximo
de um ponto de equilibrio hiperbolico (que definiremos a seguir) xy é determinado pelo
comportamento do sistema linear

i = Az, (2.3)

onde a matriz A = Df(xy) é a Jacobiana de f calculada em zy. A funcdo linear Az =
D f(xo)x é chamada de parte linear de f em z,. Este é um resultado muito importante,
estabelecido pelo Teorema de Hartman-Grobman, que enunciaremos mais a frente, pois,
no caso de A ser uma matriz constante, da forma

a b
= (o)

entao podemos calcular explicitamente as solu¢oes do sistema linear (2.3). As solugoes
dependem dos autovalores da matriz A, dados pelas soluc¢oes do polinomio caracteristico:

p(A) = A2 — (a4 d)X + (ad — be) = A? — (tr A)X + det A = 0,

que, por sua vez, depende do traco e do determinante da matriz A. Se det A # 0, entao
a origem é o Unico ponto de equilibrio do sistema . Chamando tr A =p e det A =g,
vemos que o discriminante do polinémio caracteristico sera A = p? — 4q, entdo temos os
seguintes casos possiveis:

Caso 1: A = p? —4q > 0. Neste caso, a origem é um ponto de sela instavel se ¢ < 0,
serd um no instavel se p > 0 e ¢ > 0 e serd um nod assintoticamente estavel se p < 0eq > 0.

Caso 2: A = p? —4q < 0. Neste caso, a origem é um ponto espiral instavel (as solugoes
se afastam da origem espiralando) se p > 0, serd um centro estavel se p = 0 e serd um
ponto espiral assintoticamente estavel (as solugoes se aproximam da origem espiralando)
se p < 0.

Caso 3: A = p? —4q = 0. Neste caso, a origem ¢ um né improprio, que é estavel se p < 0
e um noé improéprio instavel se p > 0.

Na Figura apresentamos o diagrama trago-determinante (ou diagrama de esta-
bilidade) da origem do sistema linear (2.3)). Neste diagrama, fica claro qual o tipo e
estabilidade da origem, com relacao ao traco e ao determinante da matriz A.

Como dissemos acima, para um sistema nao linear © = f(x), é importante consi-
derarmos o sistema linear associado, na vizinhanca de um ponto critico xy, dado por
& = Df(x¢)x, onde D f(xo) denota a matriz jacobiana de f calculada no ponto z,. Temos
a seguinte definicao.
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det(A) A
Focos estaveis Focos instaveis

{ g
L8 T E

Centros

Nas estaveis Nas instaveis

Y

tr(A)

Pontos de sela Pontos de sela

Figura 2.2: Diagrama de estabilidade para a equacao (2.3)).

Definicao 5 Um ponto de equilibrio xq de (2.1)) é chamado de pogo se todos os autovalores
da matriz D f(xq) tem parte real negativa; é chamado de fonte se todos os autovalores de
D f(xo) tem parte real positiva; e é chamado de sela se é um ponto de equilibrio hiperbdlico
e Df(xg) tem ao menos um autovalor com parte real positiva e ao menos um com parte
real negativa.

Exemplo 2 Considere o sistema nao-linear determinado pela fung¢ao

o) = Sl = |

$12—$22—1:|

2.1'2
Claramente x = (1,0)T e x = (=1,0)T sdo os pontos de equilibrio de f(z), e
o 2[E1 —21'2
20

-2 0
prn=[ 2]
Assim, (1,0) € uma fonte e (—1,0) € uma sela.

O teorema a seguir estabelece que proximo de um ponto de equilibrio hiperbdlico x, o
sistema nao-linear tem a mesma estrutura qualitativa (ou é equivalente) ao sistema
linear com A = Df(xg). Neste caso suponhamos que o ponto de equilibrio z, foi
transladado para a origem. A prova pode ser encontrada em [10].

Teorema 1 (Teorema de Hartman-Grobman). Sejam E um subconjunto aberto de
R" contendo a origem, f € CY(E) e ¢; o fluzo do sistema nao linear (2.1). Suponha que
f(0) =0 e que a matriz A = Df(0) nao tem autovalores com parte real zero. Entdo eriste
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um homeomorfismo H de um conjunto aberto U contendo a origem sobre um conjunto
aberto V' contendo a origem, tal que para cada xo € U, existe um intervalo Iy C R
contendo zero tal que para todo xo € U et € I

H o ¢(xg) = eAtH(xo),

i.e., H aplica trajetorias de (2.1)) prozimas da origem sobre trajetdrias de (2.3) prozimas
da origem, preservando a parametrizacao no tempo.

Este ¢ um dos teoremas mais importantes utilizados no estudo (local) de equagoes
diferenciais ordinérias da forma . Porém, ele nao vale no caso em que a origem é um
centro para o sistema linearizado. Neste caso, outras ferramentas devem ser utilizadas,
como as funcoes de Lyapunov, que tratamos na se¢ao seguinte.

2.4 Estabilidade e funcoes de Lyapunov

Nesta secao, discutimos a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema nao-linear
. A estabilidade dos pontos de equilibrio nao-hiperbolicos (ou seja, aqueles que nao
podem ser estudados usando o Teorema) é tipicamente mais dificil para determinar. Um
método indireto, devido a Lyapunov, é muito ttil para decidir a estabilidade de pontos
de equilibrio nao-hiperbélicos. Antes de enunciar este método, vejamos uma definicao
relacionada.

Definicdo 6 Seja ¢; o fluzo da equagdo diferencial (2.1)), definido para todo t € R. Um
ponto de equilibrio xo de (2.1)) € estdvel se, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, para
todo x € Ns(xo), onde Ns(xo) € uma vizinhanca de xo, et > 0 temos

o1(x) € Ne(x).

O ponto de equilibrio xo € instdvel se nao € estdvel, e xy € assintoticamente estavél se é
estdvel e se existe § > 0 tal que para todo x € Ns(xy) temos

lim ¢(x) = zo.
t—o0

Observacao 1 Como os pontos de equilibrio hiperbdlicos sao assintoticamente estdveis
ou instaveis, a unica possibilidade para um ponto de equilibrio xy de ser estdvel
mas nao assintoticamente estdvel € quando D f(xq) ter um autovalor zero ou um par de
autovalores complexos conjugados imagindrios puros X\ = =£ib.

Observacao 2 Pontos de equilibrio estdveis que nao sao assintoticamente estdveis so
podem ocorrer no caso em que o ponto de equilibrio é nao-hiperbolico.

A questao de saber se um ponto de equilibrio nao-hiperbolico é estavel, assintotica-
mente estdvel ou instavel é uma questao delicada. O seguinte teorema, devido ao ma-
tematico Aleksandr Lyapunov (1857-1918), é muito usado no estudo da estabilidade de
pontos de equilibrio. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [10].

Teorema 2 Seja E um subconjunto aberto de R"™ contendo xo. Suponha que f € C1(E)
e que f(xg) = 0. Suponha, além disso, que existe uma funcgdao de valor real V € C'(E)
satisfazendo V(xg) =0 e V(z) > 0 se x # xy. Entdo

o Se V(x) < 0 para todo x € E, zy € estdvel;
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o SeV(x) <0 para todo = € E\ {x0}, 2o € assintoticamente estdvel;

o Se V(z) >0 para todo x € E\ {x0}, o € instdvel.

Observacao 3 No Teorema @ V denota a derivada de V' com relacao a varidvel inde-
pendente t, sobre as solugdes de & = f(x). Usando a regra da cadeia,

d

SV (@®) = (V@) (1)) = (VV(2(t), 2(1)) = (VV (@(1)), f(z(1),

onde (, ) denota o produto interno usual no R™ e x(t) é uma solu¢do da equacao & = f(x).

Uma funcao V : R® — R que satisfaz as hipoteses do Teorema [2| ¢ chamada uma
fun¢do Lyapunov para a equacao & = f(x) em x = xy. Observe que esta fungao, quando
existe, em geral nao é tinica. Vejamos um exemplo de como utilizar o Teorema

Exemplo 3 Considere o sistema

.Cﬁl = —21‘2 + Tox3
.7/;2 = T1 — IT1T3

I'3 = T1T2.

A origem € um ponto de equilibrio deste sistema e tem-se que a matriz jacobiana calculada

na origem € dada por
-2

Df(0) = 0
0

o = O
o O O

Portanto D f(0) tem autovalores \y = 0 e Ay 3 = £2i; assim a origem é um ponto de equi-
librio nao-hiperbolico. Logo, usemos o método de Lyapunov para estudar sua estabilidade.
Consideremos a fungao

V(.Q?) = 01.7312 + 023322 + 033732,

com c1, Co € c3 constantes positivas, sendo portanto positiva definida e, assim, uma
candidata natural a funcdo de Lyapunov para a origem do sistema dado. Resolvendo

V(z) = DV (z)f(x), temos
1.
EV(x) = (c1 — ¢o + c3) Ty + (—201 + o)1 T2.

Entdo, escolhendo c; = 2¢1 e ¢3 = ¢; > 0, temos V(x) > 0 para z # 0 e V(x) = 0 para
todo v € R3, donde seque do Teorema @ que x = 0 € estavel. Em particular, escolhendo
c1 =c3 =1 ecy = 2, vemos que as trajetorias do sistema estao deniro do elipsoide
12 + 2292 + 252 = 2.

Observacao 4 Um ponto de equilibrio hiperbolico é assintoticamente estdvel se, e so-
mente se, € um po¢o (ou seja, todos os autovalores da matriz jacobiana calculada neste
ponto tem parte real negativa).

Existem sistemas especiais de equacoes diferenciais ordinérias que sao definidos uti-
lizando fungoes auxiliares, de forma analoga ao que é feito no teorema de Lyapunov.
Dois exemplos sao os sistemas gradiente e os sistemas hamiltonianos, que descrevemos na
proxima segao.
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2.5 Sistemas hamiltonianos e sistemas gradiente

Nesta secao, estudamos dois tipos importantes de sistemas de equacoes diferenciais
ordinarias, que surgem muito frequentemente na modelagem matemaética de problemas
fisicos, particularmente problemas relacionados a Mecanica e Mecanica Celeste. Sao os
chamados sistemas hamiltonianos e sistemas gradiente, que definimos a seguir.

Definigao 7 Seja E um subconjunto aberto de R*" e seja H € C*(E) onde H = H(x,y)
com x, y € R". Um sistema da forma

L o
=3
(2.4)
, - _od
y - axﬂ
onde
on _(on om\" | om _(oH oHY'
or  \ oz, " Oz, oy  \oy T 0y,)

€ chamado sistema hamiltoniano com n graus de liberdade em E. A funcao H é chamada
de hamiltoniana do sistema (2.4).

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4 Uma funcio qualquer H : A CR? — R, de classe C? em A, gera um sistema
hamiltoniano com um grau de liberdade, da forma

. o0H
T o=—
oy’
(2.5)
o
y - 81"

Por exemplo, se tomarmos a funcao H(x,y) = x* + 22y + 3, obtemos o sistema hamil-
toniano associado dado por

T = 2x+ 3y,

y = —2z—2y, (2:6)

Uma propriedade importante dos sistemas hamiltonianos é que a funcao hamiltoniana
H & constante ao longo das solucgoes do sistema. De fato, se H : A C R?*" — R é a funcao
hamiltoniana do sistema e (xz,y) = (z(t),y(t)) é uma solucao desse sistema, entao
usando a Regra da Cadeia temos

oy~ Qe OHdy _OHOH OHOH _
= dt dy dt  dx Oy Oy Oxr

donde segue que H(z,y) = ¢, com ¢ € R. Dessa forma, as solucoes (z,y) = (x(t),y(t)) do
sistema hamiltoniano estao contidas nas curvas de nivel da funcao H.

Para sistemas fisicos (ou mecénicos), usando a Lei da Conservacao de Energia, pode-
mos considerar a fun¢do H como sendo a energia total do sistema (descrito pelas equacoes
(2.4])), e dizer que essa energia é conservada ao longo do tempo. Essa ideia é amplamente
utilizada na modelagem de fenémenos fisicos, especialmente quando utilizada em conjunto
com a Segunda Lei de Newton. Vejamos alguns exemplos.



2. Preliminares 26

Exemplo 5 Consideremos as varidveis © = (x1,22),y = (y1,y2) pertencentes ao espaco
~ 2 2 2 2 . ~ .

R%. A func¢ao H(x,y) = -+ B+ I+ - pode ser vista como a fungdo energia para o

péndulo esférico, cujo movimento € modelado matematicamente pelo sistema hamiltoniano

.1.)1 = Y1,
$2 = Y2,
Yy = —ry,
Y2 = —I2.

Este sistema € equivalente ao par de osciladores harmonicos desacoplados

.i'1+l’1:(),

Zf2+$2:0.

Exemplo 6 No caso dos sistemas mecdnicos, obtidos a partir da Sequnda Lei de Newton,
sequndo a qual a forca aplicada a uma particula € igual & massa vezes a sua aceleragao,
ou, em termos de equagoes diferenciais F(x,t) = mZ, basta que a for¢a tangencial nao
dependa da velocidade v = &, para que o sistema seja conservativo (ou hamiltoniano).
Nesse caso, a funcao hamiltoniana é dada por

v? 1 ("

H=——— [ F(s)ds,

2 m Sy,

que € a energia mecdnica total, dada pela soma da energia cinética E.(v) mais potencial
U(x), ou seja,

Ew)=" ¢ U(x):%/x F(s)ds,

onde v = z(t) denota a posicio e v = v(t) = @(t) a velocidade da particula. Neste caso,
tem-se o sistema hamiltoniano associado, dado por

. OH _
T = 5 =,
o __F)
- Or m

Num sistema mecdnico conservativo, 0s pontos de equilibrio estdveis sao 0s minimos locais
da energia potencial e os pontos de equilibrio instdveis sao 0os mdrimos locais da energia
potencial.

Passemos agora aos sistemas gradiente.

Definicao 8 Sejam E um subconjunto aberto de R™ e V : E — R uma func¢ao de classe
C? em E. Um sistema da forma

&= f(z) = —gradV(x), (2.7)
onde
G1% vV \"
gradV— (a—xl,,a—xn)

¢ chamado sistema gradiente de V' sobre E.
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Por serem definidos a partir de uma funcao real, os sistemas gradiente tem algumas
propriedade cujas provas sdo imediatas, que sdo as seguintes (conforme [10]):

e Os pontos de equilibrio do sistema ([2.7)) (ou seja, os pontos onde f(z) = 0) coincidem
com os pontos criticos de V.

e Num sistema gradiente em R?, os pontos de equilibrio nao degenerados sao selas ou
nos. Além disso, se (xo,yp) € um ponto de sela para V(z,y), entdo é um ponto de
sela do sistema (2.7)); se (xo, yo) é um ponto de maximo ou de minimo local (estrito)
de V(z,y), entdo este ponto é, respectivamente, um no instavel e um né estéavel do
sistema ([2.7]).

e O vetor gradiente grad V' (x) é perpendicular a superficie de nivel V' (z) = constante
no ponto x. Usando esse fato, mostra-se que os pontos de minimo local de V sao
pontos de equilibrio assintoticamente estaveis do sistema ([2.7)).

e A funcio V(z(t)) ¢ tal que 2 (z(t)) < 0 ao longo das solu¢des nio nulas do sistema

(2.7). Logo, V é estritamente decrescente ao longo das solugoes desse sistema.
Portanto, um sistema gradiente nao possui 6rbitas periddicas.

Vejamos um exemplo de campo gradiente.

Exemplo 7 Seja V(z,y) = 2*(x—1)2+y> O sistema gradiente (2.7) entao tem a forma

T =—4x(x—1)(x — %)

y=-2y

e existem pontos de equilibrio em (0,0), (%, 0) e (1,0). Seque das propriedades enunciadas
acima que (0,0) e (1,0) sdo nds estdveis e que (3,0) é uma sela para este sistema.

2.6 Conjuntos limites e atratores

De modo geral, chamamos de sistema dinamico uma funcao ¢(t, z), definida para todo
teRex e F CR" que descreve como os pontos x € E se movem com relagao ao tempo.
Mais precisamente, temos.

Definicao 9 Um sistema dindmico sobre E é uma C'-aplicacao
6 RxE—E
onde E é um subconjunto aberto de R™ e se ¢(x) = ¢(t,x), entio ¢, salisfaz
e ¢o(z) =x para todo x € E e

e ¢, 0 ¢s(x) = dpis(x) para todo s, t R ex € E.

E claro que o fluxo de uma equacao diferencial ordindria pode ser visto como um
sistema dindmico. Mais especificamente, temos.

Definicao 10 Dada a equacao diferencial , com [ € CYE) e E um subconjunto
aberto de R™, a solugdo ¢(t,zo) do problema do valor inicial satisfazendo x(0) = xo,
com xog € E serd um sistema dindmico sobre E se, e somente se, para todo vy € F,
o(t, o) € definido para todo t € R; i.e., se, e somente se, para todo xo € E, o intervalo
mdzimo de existéncia I(xg) de ¢(t,xq) é (—00,00).
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Defini¢cdo 11 Um ponto p € E é um ponto w-limite da trajetoria ¢(t,x) do sistema ([2.1)
se existe uma sequéncia t, — oo tal que

lim ¢(t,,x) =p.

n—oo

Similarmente, se existe uma sequéncia t, — —oo tal que
lim Qb(tmx) =dq,
n—oo

e 0 ponto q € E, entio q é chamado um ponto a-limite da trajetoria ¢(t,z) de (2.1).

Figura 2.3: Uma trajetoria I' de (2.1)) que se aproxima do ponto w-limite p € E.

Definicao 12 O conjunto de todos os pontos w-limite de uma trajetoria I' é chamado o
conjunto w-limite de I' e é denotado por w(I'). O conjunto de todos os pontos a-limites de
uma trajetoria I' é chamado o conjunto a-limite de I" e é denotado por a(T'). O conjunto
a(TYUw(I), de todos os pontos limites de I é chamado o conjunto limite de T.

Definicao 13 Um conjunto fechado invariante A C E é chamado um conjunto atrator
de (2.1) se existe alguma vizinhanga U de A tal que, para todo x € U, ¢ (x) € U para
todot >0 e ¢(x) = A com t — +o0.

Observacao 5 Se ¢ ¢ algum ponto reqular em o(I') ou w(I') entdao a trajetoria através
de q é chamada uma orbita limite de T'.

Observagao 6 Nem todo conjunto w-limite de uma trajetoria do sistema (2.1) é um con-
jgunto atrator de ; por exemplo, uma sela xy de um sistema planar (2.1)) é o conjunto
w-limite de duas trajetorias em uma vizinhanc¢a N(zo) mas ndo hd outras trajetdrias
através dos pontos em N(xg) que se aproximam de xo com t — +oo.

Exemplo 8 Considere o sistema

i = —y+a(l—a?— ),

g =z+y(l—a®—y°). (28)

Em coordenadas polares, temos
i =r(l—1r?),
f=1.

A origem é um ponto de equilibrio deste sistema; o fluxo espirala ao redor da origem no
sentido anti-hordrio. Parar =1, 17 =0, logo o circulo de raio 1 descreve uma trajetoria
[y deste sistema. E para 0 < r < 1, r > 0, donde seque que as solugoes que iniciam no
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anel 0 < r < 1 sao espirais crescentes, que tendem para r = 1; por outro lado, parar > 1,
1 < 0, donde seque que as solucoes que iniciam na regiao v > 1 sao espirais decrescentes,
que também tendem para v = 1. Neste caso, o circulo de rato r = 1 € um ciclo-limite
estavel I'y deste sistema, sendo que tal ciclo é o conjunto w-limite de cada trajetoria deste
sistema, exceto o ponto de equilibrio na origem. Além disso, I'g € 0 seu préprio conjunto
a e w-limite. Podemos dizer que I'y € um atrator do sistema . Veja a Figura .

{2 L
Py ey
= e w e w e

iy B Rl ko b
i o e e e e

SR WL
AT S e
TR R

Figura 2.4: Ciclo limite do sistema (2.8]).

2.7 Orbitas peridédicas e ciclos limites

Definicao 14 Um ciclo ou drbita periddica de € uma curva solug¢ao fechada de
(2.1), na qual nao hd pontos de equilibrio. Uma orbita periddica T' é chamada:

e cstdvel se para cada € > 0 existe uma vizinhanca U de I' tal que para todo x € U,
d(THT) <e;i.e., separa todox €U et >0, d(o(t,x),T) <e;

e instdvel se nao € estdvel;

e assintoticamente estdvel se € estdvel e se para todos os pontos x em alguma vizi-
nhanc¢a U de T,
lim d(¢(t,z),T") = 0.
t—o0
Definicao 15 Sejam I' uma drbita periddica e N uma vizinhanca de I'. As variedades
locais estdvel e instdvel de I' sao dadas respectivamente, por

S(I') ={z € N|d(¢(z),T) = 0 comt — o0 e ¢(x) € N para t > 0},

UT)={z € N|d(¢(x),T) = 0 comt - —c0 e ¢(x) € N para t < 0}.

Defini¢do 16 Um ciclo-limite T' de um sistema planar é um ciclo de (2.1) que € o con-
junto « ou w-limite de alguma trajetoria de (2.1) que ndo seja T'. Se um ciclo T' € o
conjunto,

e w-limite de cada trajetoria em alguma vizinhanca de I', entao I' € chamado um ciclo
w-limite ou ciclo-limite estdvel;

o «-limite de cada trajetoria em alguma vizinhanca de I', entao I' é chamado um ciclo
a-limite ou ciclo-limite instdvel;
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e w-limilte de uma trajetoria que nao seja I' e o conjunto a-limite de uma trajetoria
que nao seja ', entao I' € chamado um ciclo-limite semi-estdvel.

Para estudar a estabilidade de um ciclo-limite, existe uma ferramenta matemaéatica
muito 1til, chamada aplicacao de retorno, ou aplicacao de Poincaré, que descreveremos
na proxima secao.

2.8 Aplicacao de Poincaré

Definicao 17 Se I' é uma drbita periddica do sistema (2.1)) através do ponto xo e X €
um hiperplano perpendicular a I' em xy, entao para algum ponto x € X suficientemente
prozimo de o, a solucao de (2.1)) que inicia em x em t = 0, ou seja ¢y(x) com ¢o(x) = x,
deve intersectar ¥ em um ponto P(x), prozimo de xo, em um tempo t > 0; a aplica¢io
x +— P(z) é chamada aplicagao de Poincaré (ver Figura[2.5).

Figura 2.5: Aplicacdo de Poincaré.

O seguinte teorema estabelece a existéncia e a continuidade da aplicacao de Poincaré
P(z) e de sua primeira derivada DP(z). A prova desse teorema decorre da dependén-
cia continua das solucoes do sistema com relacao as condicgoes iniciais, e pode ser
encontrada em [10)].

Teorema 3 Seja E um subconjunto aberto de R"™ e seja f € CY(E). Suponha que ¢4(zo)
é uma orbita solugcao de (2.1)) de periodo T e que o ciclo

I'={z e R"x = ¢z0),0 <t <T}
esteja contido em E. Seja 3 o hiperplano ortogonal a I em xq; i.e., seja
Y ={z e R"|(x — x9) - f(zg) = 0}.

Entao existe um 6 > 0 e uma unica funcio 7(x), definida e continuamente diferenciavél
para x € Ns(xo), tal que T(z9) =T e

Gr(z)(T) € X

para todo x € Nj(xzg) (ver Figura[2.6).
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Figura 2.6: A geometria da aplicacao de Poincaré para uma orbita periodica.

Definigao 18 Seja I', X, 0 e 7(z) definida como no teorema anterior. Entdo para x €
Ns(xo) NXE, a fungao

€ chamada aplicacao de Poincaré para I em xy.

Vejamos no exemplo seguinte, como podemos construir a aplicacao de Poincaré de um
sistema no plano, e observar algumas de suas propriedades, que permitem o estudo da
estabilidade de uma orbita periddica.

Exemplo 9 Consideremos o sistema estudado no exemplo ,

B o= —y+a(l—a?— ),

y =z+y(l—a*—y?), (29)

que possui o ciclo-limite I', dado pelo circulo unitdrio e, portanto, pode ser escrito para-
metricamente como I'(t) = (cost,sint)?. Neste caso, a aplicagio de Poincaré para T pode
ser encontrada resolvendo este sistema escrito em coordenadas polares, que € dado por

7 =r(l—1r?),

0=1.

Tomemos as condigées iniciais 7(0) = 19 e 0(0) = 0y. A primeira equacdo pode ser
resolvida como uma equacgao diferencial separdvel ou como uma equacao de Bernoulli. A

solucao € dada por
1
1 -3
tro) = |1+ ——1)e™| ;
T( 7T0) [ + (T.OQ )6 :| 3

a solucao da sequnda equacao € imediata, dada por
Q(t, To) =t+ 60.

Tomando a se¢io transversal ¥ = {(r,0) |r > 0,0 = 6y}, vemos que ¥ € perpendicular a T’
e a trajetoria com condi¢ao inicial no ponto (ro,6p) € XNT em t =0, cruza X novamente
no tempo t = 27; destas consideragoes, seque que a aplicagio de Poincaré é dada por (ver

Figura
! -3
P(ry) = [1 + (ﬁ - 1) €4ﬂ} :
0

Observamos claramente P(1) =1, o que corresponde ao ciclo I' e, além disso, temos que

1 —
Pl(ro) — 6—471'7,0—3 |:1 + (W - 1) e—47r:|

donde seque que P'(1) = ™1™ < 1.

Njw
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Sabemos, do exemplo 8] que o ciclo limite I do sistema (2.9)) é estavel, e acabamos de
mostrar que P’(1) < 1. Na verdade, essa rela¢do entre a derivada da aplica¢ao de Poincaré
em um ponto da orbita e sua estabilidade existe de fato, como veremos a seguir.

/ Pirody
Bo

Figura 2.7: Aplicagao de Poincaré para o sistema ([2.9)).

Teorema 4 Seja E um subconjunto aberto de R? e suponha que f € CY(E). Seja y(t)
uma solucao periodica de de periodo T. FEntao a derivada da aplicacao Poincaré
P(s) alongo da linha reta ¥ normal a T = {x € R?|z = v(t) —y(0),0 <t < T} emz =0
€ dada por

T
PO) =cop [ V- (0
0
onde V - [ € o divergente de f.

Corolario 1 Considerando a hipdtese do teorema anterior, a solugao periddica (t) é um
ciclo-limite estdvel se

/ ' )t <0

e € um ciclo limite-instdvel se

ATv,ﬂwama>u

Se essa integral for nula, entao I' pode ser um ciclo-limite estdvel, instdvel ou semi-estdvel,
ou pode ainda pertencer a uma faiza continua de ciclos.

As demonstragoes desses resultados podem ser encontradas em [10], e serdo omitidas
aqui.

Definicao 19 Seja P(s) a aplicagdo de Poincaré para um ciclo I de um sistema planar
analitico (2.1)) e seja
d(s) =P(s)—s

a funcao deslocamento. Entao se
d(0) =d'(0) = ...=d*D(0)=0 e d¥(0)#0,

I' é chamado um ciclo-limite multiplo de multiplicidade k. Se k =1 entao " é chamado
um ciclo-limite simples.
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Um resultado mais geral sobre a aplicagao de Poincaré de um sistema planar que
possui um foco na origem pode ser também enunciada da seguinte maneira: suponha que
o sistema planar analitico tem um foco na origem e que det D f(0) # 0. Entao (2.1)
é linearmente equivalente ao sistema

T =azr—by+plx,y),

. 2.1
y =bx+ay+q(z,y), (2.10)

com b # 0 onde as expansoes das séries de poténcias de p e ¢ comecam com termos de
segundo grau. Em coordenadas polares, este sistema tem a forma

i = ar + 0(r?),
0 =b-+0(r).

Seja (r(t,ro,6p), 0(t,79,00)) a solucdo deste sistema satisfazendo a condi¢ao inicial
r(0,79,00) = ro € 0(0,79,6p) = 6p. Entao para ry > 0 suficientemente pequeno e b > 0,
0(t, 70, 00) é uma funcao estritamente crescente de ¢t. Seja t(0, 19, 6y) a inversa desta fungao
estritamente crescente e para um valor fixo 6y, defina a funcao

P(To) = T(t(eo + 27T,T0, 90),7"0, 90)

Entao para todo ry > 0 suficientemente pequeno, P(ry) é uma fun¢ao analitica de rg
que é chamada a aplicagdo de Poincaré para o foco na origem de (2.10). Similarmente,
para b < 0, 0(t,79,0y) ¢ uma funcao decrescente de t e a formula

P(TO) = r(t(eo - 27T7 To, 00)7 To, 90)

é usada para definir a aplicagdo de Poincaré para o foco na origem nesse caso.

Finalizamos esta secao observando que, além de ser muito ttil para determinacao da
estabilidade de ciclos-limites de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias no plano, a
aplicagao de Poincaré pode ser utilizada também para estudo de comportamentos com-
plexos das solucoes de sistemas de equacoes em dimensoes maiores ou iguais a trés, como
a duplicagao de periodos de Orbitas periddicas, a existéncia de toros invariantes, e até
o comportamento cadtico das solugoes e a existéncia de atratores estranhos. Veremos
exemplos desse tipo de utilizacao da aplicacao de Poincaré no Capitulo 5, ao estudarmos
sistemas hamiltonianos com perturbagao periddica (equagoes de Van der Pol e Duffing) e
também circuitos elétricos envolvendo memristores.






CAPITULO

3

Teoria das Bifurcacoes

Neste capitulo, abordaremos a questao de como o comportamento qualitativo do sis-
tema & = f(z), muda conforme mudamos a fun¢ao ou campo vetorial f, no caso especial
em que esse campo depende de um paradmetro real . Tais mudancas sao chamadas de
bifurcagoes. Se o comportamento qualitativo das solugoes nao se altera quando variamos
o parametro p, entao o sistema ou o campo vetorial f é chamado estruturalmente
estdvel [2].

Mais precisamente, ao longo deste capitulo, cujo contetido apresentado tem como base
o livro [10], estudaremos varios tipos de bifurcagoes que ocorrem em sistemas da forma

T = f(x,p) (3.1)
dependendo de um parametro u € R. Em particular estudaremos bifurcagoes em pon-
tos de equilibrio e 6rbitas periddicas nao-hiperbolicos. Estes tipos de bifurcagoes sao
chamadas bifurcacoes locais, pois sao mudancas nas curvas solugoes que ocorrem numa
vizinhanca dos pontos de equilibrio ou das o6rbitas periddicas. Também consideraremos
bifurcacoes globais, tais como bifurcacoes homoclinicas e bifurcacdes de ciclos limites de
uma familia a um-parametro de orbitas peridédicas, como aquelas existentes em torno de
um centro.

3.1 Estabilidade estrutural

-

Defini¢ao 20 Seja E um subconjunto aberto de R™. Um campo vetorial f € C*(E) ¢
chamado estruturalmente estdvel se existe um € > 0 tal que para todo g € C*(E) com

If =gl <e,

f e g sdo topologicamente equivalentes sobre E. Se o campo vetorial f € CY(E) ndo ¢é
estruturalmente estdvel, entao f é chamado estruturalmente instdvel.

Exemplo 10 O sistema
&=yt oy’ - 1)
gy =z+yla®+y —1)%
¢ estruturalmente instdvel sobre algum subconjunto compacto K C R? que contém o disco
unitdrio em seu interior. Isso pode ser visto considerando o sistema

&= —y+az[(2* +y* —1)* — ul,
y=z+y[(z®+y*—1)" — 4,

(3.2)

35
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que estd e-prozimo do sistema acima se |u| = (L onde d € o didmetro de K. Fscrevendo

d+2)
este ultimo sistema em coordenadas polares, temos

Fo=rl? - 12— ),
i —1 (3.3)
Uma andlise do sistema (3.3)) mostra que:

o Para u <0 a origem € um foco instdvel;

o Se n = 0 o sistema € estruturalmente instdvel, e tem um ciclo-limite semi-estdvel
nao-hiperbélico, representado por v(t) = (cost,sint)T. O nimero =0 é chamado
um valor de bifurcacao.

e ¢ para i > 0, o sistema tem dois ciclos-limites hiperbolicos; um instdvel e outro
estdvel.

Figura 3.1: Retratos de fase do sistema (3.2) para u < 0,u=0e u > 0.

3.2 Bifurcacoes em pontos de equilibrio nao-hiperbélicos

Nesta secao, estudaremos como o comportamento qualitativo do conjunto de solugoes
do sistema (3.1)), dependendo do parametro p € R, muda conforme o campo vetorial f
passa por um ponto no conjunto de bifurcagoes ou quando o parametro p varia através de
um valor de bifurcacao, conforme ilustrado com o sistema . Comecaremos o estudo
de bifurcacoes de campos vetoriais com os tipos mais simples de bifurcacoes que ocorrem
em sistemas dindmicos (ou equagoes diferenciais de primeira ordem), que sdo aquelas
bifurcacoes em pontos de equilibrio nao-hiperbolicos. De fato, faremos uma discussao
sobre as bifurcacoes que ocorrem nos pontos de equilibrio do sistema , comz € R
e n € R. Os trés tipos mais simples de bifurcagoes que ocorrem em um ponto critico
nao-hiperbolico de sao ilustradas nos seguintes exemplos.

Exemplo 11 Considere o sistema unidimensional

&= fz,pn) = p—a® (3.4)

Os pontos de equilibrio desse sistema sio v = +\/u. Para p > 0 existem 2 pontos de
equilibrio em v = £,/i. A derivada de f com relagdo a x é dada por Df(x,pn) = —2z,
logo D f(£\/It, i) = F2./11, donde segue que o ponto critico x = /i € estdvel, enquanto o
ponto critico x = —/p € instdvel. Para p = 0, existe sé um ponto critico em x = 0, que
¢ um ponto critico nao-hiperbélico, pois Df(0,0) = 0; o campo vetorial unidimensional
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f(x) = —a? € estruturalmente instdvel, pois u = 0 é um valor de bifurcagio. Para pn <0
nao existem pontos criticos. Ver Figura

Para > 0 as variedades (unidimensionais) estdvel e instdvel para a equagao diferencial

nesse exemplo sao dados por W*(\/j1) = (—/p,00) e W*(—/it) = (—00, /it); para pu = 0,
a variedade central unidimensional € dada por W¢(0) = (—o0,00). Esse tipo de bifurca¢ao
é chamado bifurcagao sela-nd. Seu diagrama de bifurcacio é mostrado na Figura[3.5,

—_—— % ———— X ————a—— X

u<o u=0 u>0

Figura 3.2: Retratos de fase da equacao diferencial (3.4)) ao variarmos o parametro p.

Figura 3.3: Diagrama da bifurcacdo sela-né da equagao diferencial (3.4).

Exemplo 12 Considere o sistema unidimensional

&= f(x,pn) = pr — 2°. (3.5)

Os pontos de equilibrio do sistema (3.5) sdo v = 0 e x = p. Para p = 0 eziste um
unico ponto de equilibrio em x = 0, que é nao-hiperbdlico, pois D f(0,0) = 0; para u # 0,
existem dois pontos de equilibrio x = 0 e x = u, que mudam de estabilidade local, conforme
o sinal de p (ver Figura . Assim, o campo vetorial unidimensional f(z) = —x?
¢ estruturalmente instdvel, sendo que p = 0 € um wvalor de bifurcacao. FEsse tipo de
bifurcag¢ao é chamado uma bifurcagdo transcritica. Ver Figura[3.5

<o u=0 p>0

Figura 3.4: Retrato de fase para a equacao diferencial (3.5)).
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Figura 3.5: Diagrama de bifurcagao transcritica da equagao diferencial (3.5)).
Exemplo 13 Consideremos o sistema unidimensional

b= f(z,p) = pr — 2°. (3.6)

Para > 0 existem pontos de equilibrios em x =0 e x = +/u. Para p <0, x =0 € o
unico ponto de equilibrio ndo-hiperbdlico em x = 0, pois Df(0,0) = 0; o campo vetorial
f(x) = =23 ¢ estruturalmente instavél; e p = 0 é um valor de bifurcagio. Para p < 0 a
variedade unidimensional estdvel é dada por W*(0) = (—o0, 00); entretanto, para 1 =0 a
variedade unidimensional estdvel W*(0) coincide com a variedade unidimensional central

We(0) = (—o0,00). Esse tipo de bifurcagdo é chamado uma bifurca¢io Pitchfork. Ver
diagrama na Figura [3.7]

X
<0 u>0

X

Figura 3.6: Retrato de fase da equacao diferencial (3.6).

Figura 3.7: Diagrama de bifurcagao da bifurcagdo Pitchfork da equacgao diferencial (i3.6]).

As bifurcacoes acima ocorrem também em sistemas de equacoes diferenciais ordinérias

no R". Este ¢ o contetido do teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada
em [10].

Teorema 5 (Sotomayor). Considere o sistema de equagoes diferenciais © = f(x,p),
com (z,u) € R"XR e f de classe C' em um aberto de R" X R. Suponha que f(xg, p19) = 0
e que an X n matriz A = D f(xo, po) tem um autovalor A = 0 com autovetor v e que
AT tem um autovetor w correspondente ao autovalor X = 0. Suponha ainda que A tem
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k autovalores com parte real negativa e (n — k — 1) autovalores com parte real positiva e
que as sequintes condigcoes sao satisfeitas

w f,(z0, o) # 0, W' [D?f(zo, o) (v,v)] # 0. (3.7)

Entao existe uma curva suave de pontos de equilibrios de (3.1) em R™ x R, passando pelo
ponto (xo, po) e tangente ao hiperplano R™ x {uo}. Dependendo dos sinais das expressoes
em , nao existem pontos de equilibrios de proxzimos de xoy quando p < g (ou
quando 1 > pg) e existem dois pontos de equilibrios de prozimos de xo quando p > i
(ou quando pu < pg). Os dois pontos de equilibrio de proximos de xo sao hiperbolicos
e tém variedades estdveis de dimensoes k e k + 1 respectivamente; i.e; no sistema
ocorre uma bifurcacao sela-no no ponto de equilibrio xo, quando o parametro p passa pelo
valor de bifurcacao p = pyg.

Se as condigoes (3.7) sao mudadas para

wau(iUo,Mo) =0,
wT[Dfu(%,Mo)U] #0e
wh'[D? f (0, p10) (v, v)] # 0,

entao o sistema experimenta uma bifurcacao transcritica no ponto de equilibrio zg
quando o parametro p passa pelo valor de bifurcacao u = g, e o diagrama de bifurcagao
é dado pela Figura|3.5| com o eixo-x na direcao do autovetor v.

Se as condicoes sao mudadas para

wau<x07 ,LLO) = 07
wT[Dfu($0>M0)U] # 0, ‘
wT[sz(mOa MO)(U’U)] = 07 € wT[D3f(x07 :uo)(Uv v, U)] 7é 07

entdo o sistema (3.1) experimenta uma bifurcagao Pitchfork no ponto de equilibrio zg
quando o parametro p passa pelo valor de bifurcacao u = o e o diagrama de bifurcagao
é como mostrado na Figura com o eixo-z na diregao do autovetor v.

Exemplo 14 Consideremos o sistema bidimensional

T o=p—

s (3.8)

Na notacao do teorema de Sotomayor, temos:
0 0
A—Df(O,O)—[O _1’]

f.(0,0) = (1,0)T, v = w = (1,0)7, w? f,(0,0) =1 e w'[D*f(0,0)(v,v)] = —2. Entao
existe uma bifurcacdo no ponto de equilibrio (0,0) no valor de bifurcagio p = 0. Para
1 < 0 nao existem pontos de equilibrio e para p = 0 existe um ponto de equilibrio na
origem que € uma sela-nd. Para p > 0 existem dois pontos criticos em (£./11,0); onde
(V1. 0) € um no estdvel e (—/1t,0) € uma sela. Em sequida mostramos o retrato de fase
para este sistema.
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Figura 3.8: Os retratos de fase para o sistema (3.8 para p proximo de p = 0.

3.3 Bifurcacoes de Hopf e bifurcacoes de ciclos limites
de um foco maltiplo

Nesta secao consideramos os tipos de bifurcagoes que podem ocorrer quando a matriz
D f(xo, j10) tem um par de autovalores imaginarios puros e nenhum outro autovalor com
parte real zero. Neste caso, o teorema da funcao implicita garante que para cada p perto
de p existird um tnico ponto de equilibrio x,, perto zo; no entanto, se os autovalores de
Df(x,, ) atravessam o eixo imaginario em p = po, entdo as dimensoes das variedades
estavél e instavel de z,, vao mudar e o retrato de fase local de mudara com g, quando
este passa pelo valor de bifurcagao .

Exemplo 15 (Uma bifurcacdo de Hopf) Considere o sistema planar

i o=—yta(p— 2t —y?),

g =atylp—a*—y?), (39)

cujo unico ponto de equilibrio € a origem. A matriz Jacobiana desse sistema calculada na

ortgem € dada por

_ w1
que tem como autovalores X = p+1. Logo, para p < 0, a origem é um foco estdvel e para
>0 € um foco instdvel. Para p =0, Df(0,0) tem um par de autovalores imagindrios
puros, assim a origem € um centro ou um foco para este sistema nao-linear. Fscrevendo

(13.9) em coordenadas polares, obtemos

r= T(:U’ - 7”2)7
6=1,
com o que podemos mostrar que para = 0 a origem € um foco estdvel e para u > 0 existe

um ciclo limite estdvel contido no circulo de raio r = /i, que pode ser parametrizado
por:

T, : 7.(t) = /u(cost,sint)T.

A curva T'), representa uma familia a um-parametro de ciclos limites desse sistema. O
ciclo cresce proporcionalmente ao valor de p (ver Figura .
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Figura 3.9: Os retratos de fase para o sistema (3.9).

planar analitico, da forma

onde as funcgoes p e q

pla,y) = Y aga'y’

it+j>2

e

g(x,y) = > bya'y’

i+j>2

& =px—y+px,y),
y =+ py+q(x,y),

sao dadas por

Vejamos um resultado mais geral sobre a bifurcacao de Hopf que ocorre em um sistema

(3.10)

= (a202” + anzy + agey?®) + (az02” + an ¥y + ary® + agzy®) + - - -

= (bQOI‘Q —+ bn!L‘y + b02y2) —+ (bgol’g + bgley + bmx?f + b03y3) 4+

Neste caso, para = 0, D f(0,0) tem um par de autovalores imaginarios puros e a origem
¢ chamada um foco fraco ou um foco miltiplo. A multiplicidade m de um foco multiplo
foi definido em termos da aplicacdo Poincaré P(s) para o foco. Pelo teorema de Poincaré,

temos

d(s)

P'(0) = ™.
Para o sistema ((3.10]) e para p = 0 temos P’(0) = 1, ou equivalentemente d'(0) = 0, onde

P(s) — s é a func¢ao deslocamento. Para p = 0 em (3.10), o nimero de Lyapunov
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o é dado pela equacao

3T
g = 7[3(&304’()03)4‘(a12+b21)—2<a20b20—a02b02)+a11(a02+a20)—bn(bog-Fbgo)]. (311)

Em particular, se ¢ # 0, entao a origem é um foco fraco de multiplicidade 1, sendo
estavel se 0 < 0 e instavel se ¢ > 0, e a bifurcacao Hopt ocorre na origem para o valor
de bifurcacao p = 0. De fato, vale o seguinte resultado, cuja demonstracao pode ser
encontrada em [10].

Teorema 6 (Bifurca¢do de Hopf). Se o # 0, entdo uma bifurcacio de Hopf ocorre na
ortgem do sistema planar analitico , no valor de bifurcacio u = 0; em particular,
se o < 0, entao um unico ciclo limite estdvel bifurca da origem de para > 0
sufictentemente pequeno, e se o > 0, entao um unico ciclo limite instdvel bifurca da
origem de para 1 < 0 suficientemente pequeno. Se o < 0, os retratos de fase para o
sistema planar , para (1 numa vizinhanca de = 0 sao equivalentes aos mostrados

na Figura[3.9

Observacao 7 No primeiro caso, para o < 0 no teorema anterior onde o ponto critico
gera um ciclo limite estavél, com i que passa através do wvalor de bifurcacao p = 0, €
chamada uma bifurcacao de Hopf supercritica e no segundo caso, para o > 0, onde o
ponto de equilibrio gera um ciclo limite instdvel com p que passa através do wvalor de

bifurcacao p = 0, é chamada uma bifurcacao de Hopf subcritica.

3.4 Bifurcacoes de érbitas periédicas nao-hiperbolicas

Nesta secao, vamos considerar sistemas de equagoes diferenciais ordinéarias da forma

i = f(z,p),

dependendo de um parametro u € R onde f € C1(E x J), E ¢ um subconjunto aberto
em R" e J C R é um intervalo. Seja ¢(z, 1) o fluxo do sistema e assuma que
para u = ji, O sistema tem uma orbita periodica I'y C E dada por x = ¢y(x, 1)
Seja X o hiperplano perpendicular a I'y no ponto zy € I'y. Entao, usando o teorema da
funcao implicita, pode ser mostrado que existe uma C'—funcao 7(z, 1) definida em uma
vizinhanga Ns(xg, po) do ponto (xg, to) € E x J tal que

¢T(:r,,u) (Iaﬂ) € 27

para todo (z,u) € Ns(xo, po). Se P(z,p) tem uma familia a um parametro de pontos
fixos x,, entao temos a seguinte féormula para a derivada da Aplicacdao de Poincaré de um
C'l-sistema planar (3.1)) (conforme vimos no Capitulo 2):

TN
DP(z,, 1) = exp/ V. f(vu(t), p)dt, (3.12)
0
em um ponto x, € I', onde a familia a um-parametro de 6rbitas periodicas
Ly {z = ’Yu(t)a 0<t< Tu};

onde T, é o perfodo de 7,(t) e V.f é a divergéncia de f. Aqui ilustramos a dependéncia
da aplicacdo de poincaré P(z, u) sobre o parametro p com um exemplo.
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Exemplo 16 (Uma bifurcacio sela-né em uma drbita periddica). Considere o sistema
planar

i =—y—alp—(2®+y*—1),

g o=a—ylp— (2 +y* 1) (3.13)

Escrito em coordenadas polares, temos

= —rlp—(r*—1)%,
6 =1.

Para pp > 0 existem duas familias a um-pardmetro de orbitas periddicas

Fff = \/1=+ p2(cost,sint)”,

com parametro . A origem € instdvel para 0 < pp <1, o menor ciclo-limite I é estdvel
e o ciclo-limite maior F:[ € wnstavel. Para p = 0 existe um ciclo-limite semi-estdvel

[y representado por vo(t) = (cost,sint)’. Notemos que existe uma bifurcagio de Hopf
supercritica na origem no valor de bifurcacao p = 1.

Os pontos rff =14/1 :I:,u% sao pontos fixos da aplicacao de Poincaré P(r,u) da drbita

periddica vo(t) ao longo de qualquer raio da origem

Y ={r eR%r > 0,0 =6p};

ie., temos d(\/1 %+ pz,p) = 0 onde d(r, p) = P(r,p) —r € a fungio distancia (ou deslo-
camento). O diagrama de bifurcagao é dado pelo grdfico da relagao d(r,p) = 0 no plano
(,7). Usando a equagio (3.12), podemos calcular a derivada da aplicagdo de Poincaré

em rj =14/1=£ u%, que € dada por

DP(@ 1) = s ()

Também vemos que, se 0 < u < 1 entdo DP(4/1 —u%,u) <le DP(\/l—i—/ﬁ,u) > 1,
donde temos que o ciclo limite menor € estdvel e o ciclo limite maior € instdvel. Portanto,
para ;= 0 temos DP(1,0) = 1, i.e.; yo(t) é uma drbita periddica nao-hiperbélica com
ambos os expoentes caracteristicos iquais a zero. Ver Figuras
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Figura 3.10: Os retratos de fase para o sistema (3.13)), para diferentes valores de u.

3.5 Bifurcacoes homoclinicas
Nesta secao, consideraremos bifurcagoes homoclinicas para campos vetoriais planares
T = f(x). (3.14)

Assumimos que (3.14) é um sistema planar que tem uma 6rbita homoclinica (Sp) ao ponto
de sela z(, conforme mostrado na Figura|3.11]

o ——

S

Figura 3.11: Orbita homoclinica.

Definicao 21 Um ciclo separatriz Sy € chamado separatriz simples se a quantidade

og = Vf(xo) # 0.

So € estdvel (ou instdvel) se todas as trajetdrias em alguma vizinhanca de Sy se aproximam
de Sy com t — 0o (ou com t — —o0).

Valem os seguintes resultados, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [10)].

Teorema 7 Seja xy uma sela topoldgica do sistema planar analitico (3.14) e seja Sy um
ciclo separatriz simples em xo. Entao Sy € estdvel se, e somente se, og < 0.

Teorema 8 Se Sy € um ciclo separatriz simples em uma sela topoldgica xo de um sistema
planar analitico (3.14)), entao
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(i) existe 6 > 0 e e > 0 tal que algum sistema e-prézimo de (3.14) na norma C' tem
ao menos um ciclo-limite em uma 0-vizinhanga N5(Sy) de Sy, e

(i1) para algum 6 > 0 e e > 0, existe um sistema analitico e-prézimo de (3.14) na norma
C' que tem exatamente um ciclo-limite em Ns(S).

Além disso, se tal ciclo limite existir, serd estdvel se oy < 0 e instdvel se o > 0.
Vejamos um exemplo.

Exemplo 17 O sistema

T =y

. 3.15

j =z+a®—zy+py. (3.15)
Define uma familia de campos vetoriais com pardmetro p € R. Os pontos de equilibrio do
sistema (3.15)) sdo (0,0) e (—=1,0) e a matriz Jacobiana no ponto (x,y) é dada por

0 1
Df(wy) = 1+2r—y —x+p
Os autovalores no ponto (0,0) sdo Ao = Ni—w, logo o ponto (0,0) € uma sela para
quaisquer valores de i € R. No entanto, no ponto (—1,0) existe um foco fraco estdvel para
= —1, ver Figura (b). E assim vemos que um tnico ciclo-limite estdvel é gerado
em —1 < pu < —0.85 no ponto (—1,0). Este ciclo-limite expande monotonicamente com
[ crescente até cruzar o ponto sela na origem e forma um drbita homoclinica estdavel Sy,
em um valor de bifurcacdo p = —0.85. Pelo teorema O ciclo separatriz Sy € estdvel,
pois 0 = pg < 0. Essa sequéncia de bifurcagoes é mostrada nas Figuras[3.19
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Figura 3.12: Os retratos de fase para o sistema (3.15). (a) (—1,0) é um foco estavel, (b) (—1,0)

é um foco fraco estavel, (c) existéncia de um ciclo limite, (d) Orbita homoclinica, (e) (—1,0) é
um foco instavel.






CAPITULO

4

Oscilacoes Lineares e Nao-Lineares

Neste capitulo, estudamos os comportamentos periddicos representados por solucoes
de equacoes diferenciais lineares e nao-lineares. Obtemos a solucao analitica de uma
equacao diferencial linear de segunda ordem, que contém um termo que representa um
forcamento harmonico. Ressaltamos a importancia de se analisar essa equacgao e discuti-
mos os possiveis comportamentos dinamicos. O material aqui apresentado tem como base
a referéncia [§].

4.1 Origem historica

Talvez, o péndulo tenha sido o sistema fisico responsavel pelo nascimento da teoria
de sistemas Dinamicos. Num dia de 1581, no interior da catedral de Pisa, Galileu se
surpreendeu observando um candelabro que oscilava, e teve a ideia de estimar o periodo
da oscilacao contando seus proprios batimentos cardiacos. Galileu desejava descobrir
se o periodo de oscilacao do candelabro diminuia, conforme a amplitude do movimento
tornava-se cada vez menor. Em sua casa, Galileu fez alguns experimentos com pedras
amarradas em barbantes e concluiu que o periodo das pequenas oscilagoes nao dependia
nem da amplitude do movimento, nem da massa m da pedra. O periodo dependia ape-
nas do comprimento efetivo [ do barbante (a distancia entre o ponto de sustentacao do
barbante e o centro de massa da pedra).

Naqueles anos, Galileu ainda trabalhava como médico e achou uma aplicagao para
a ideia que teve na catedral: passou a usar o comprimento de péndulos para avaliar o
batimento cardiaco de pacientes. A partir dessa época, Galileu foi se afastando cada vez
mais da Medicina, passando a dedicar-se ao estudo da Astronomia e da Fisica.

Atualmente, sabemos que as oscilacoes de um péndulo podem ser modeladas mate-
maticamente por uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem, obtida com base
na Segunda Lei de Newton. Mais precisamente, o comportamento dindmico de um pén-
dulo num campo gravitacional, sujeito a um amortecimento linear e a um forcamento
harmonico, é descrito pela equacao:

2
ml2d—0 + b@ + mgl sinf = F cos(wgt), (4.1)
dt? dt
onde # é o deslocamento angular do péndulo em relacao ao eixo vertical que passa pelo
seu ponto de sustentacdo; ml? é o momento de inércia; b é a constante de amortecimento;
mgl sin@ é o torque restaurador devido & aceleragao gravitacional g; e F cos(wgt) é o
torque externo de amplitude F' e frequéncia angular w,. Essa equacao é normalmente

47
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reescrita como:

2
% + 20% +wo?sin@ = f cos(wqt), (4.2)
onde wy = \/?, 20 = # e f= # Por conveniéncia, toma-se 20 como o coeficiente de
amortecimento.

Neste capitulo, estudamos os diferentes tipos de oscilacoes do péndulo, descritos pelas
solucoes da equacao . Nas proximas secoes apresentamos os casos linear e nao-linear,
com e sem amortecimento e termo forcante. Em particular, veremos que as conclusoes
tiradas por Galileu ha mais de 400 anos s6 sao validas no caso em que o péndulo é nao-
amortecido (o = 0), nao-forgado (f = 0), e para oscilagdes cujo deslocamento angular 6,
em torno da posicao de equilibrio 6* = 0, é pequeno, de modo que se considera sin 6 ~ 6.
Nessa aproximacao, o movimento do péndulo é governado pela equacao diferencial linear

d’0 g
o + 79 =0, (4.3)

que estudamos na proxima secao.

4.2 Péndulo linear nao-amortecido e nao-forcado

Alguns sistemas fisicos simples sao descritos pela equacao

d*z 5
Eﬁ“+w0$220, (44)
sendo wy > 0 uma constante positiva. Essa equagao, reescrita em termos de variaveis de

estado, torna-se

dz
o Y,
(4.5)
& _ —wo’x
dt o
A solucao desse sistema diferencial é
x(t) = Ay cos(wot) + Ag sin(wot). (4.6)

Podemos ver que os autovalores da matriz Jacobiana desse sistema no ponto de equilibrio
(0,0) sdo A; 2 = %iwp; ou seja, sao complexos conjugados com parte real nula. Assim, o
ponto de equilibrio (z,y) = (0,0) é um centro, ver Figura
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Figura 4.1: Trajetorias da equagao (4.4)).
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Como a equacao 1) é de segunda ordem, é necessario conhecer z(t) e y(t) = df;—gt)

no instante inicial ¢ = 0 para se determinar as constantes A; e A;. Para z(0) = zg e
y(0) = yo, temos

Yo
Al = Ty, A2 = —.
Wo
Por conveniéncia, consideremos A; e As; como os catetos de um triangulo. Seja A a
hipotenusa desse triangulo e ¢ o angulo entre o cateto de lado A; e a hipotenusa. Usando
relagoes trigonométricas, mostra-se que:

A=+/(A1)?+ (A2)?, cos¢ = %, sin ¢ = %

Dessa maneira, a solucao (4.6) pode ser reescrita como:
x(t) = Alcos(wot) cos(¢) + sin(wpt) sin(¢)] = A cos(wot — ¢). (4.7)

As constantes A e ¢ podem ser interpretadas como a amplitude e a fase do movimento,
e sao obtidas a partir de zy e yy por:

2
A= \/(x0)2 + (i_?)) , ¢ = arctan (QJ(?)J’SUO)

Comparando e , verifica-se que, para o péndulo, wy = \/? A relacao entre
a frequéncia angular w, e o perfodo de oscilacao T é T = i—’; Observamos entao, que o
periodo T" do movimento do péndulo depende apenas do comprimento [ do péndulo, ja
que a forca g da gravidade pode ser considerada constante.

Além de servir como modelo matemético para o movimento do péndulo, a equagao
é muito usada também no estudo de outros fenémenos oscilatorios, como o movimento de
uma massa presa a uma mola (sistema massa-mola) e as oscilagoes de corrente e voltagem
em um circuito elétrico. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 18 Um sistema massa-mola que oscila livremente numa superficie horizontal
sem atrito, obedece a equacao:

— +t—x=0 4.8
+ =0, (4.8)

onde k é a constante da mola e m a massa. O deslocamento x(t) do corpo de massa m
€ medido em relacao a posicao de equilibrio x = 0, que € aquela posicao na qual se anula
a forca exercida pela mola de constante eldstica k. Nesse caso, entao, a frequéncia do
movimento vale wy = \/% (ou seja, depende da constante k da mola e da massa m).

Uma solugao x(t), periddica, da equagio (4.8) é mostrada na Figura[].4
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=
=

Figura 4.2: Comportamento perioédico de uma solu¢ao da equagao (4.8) (sistema massa-mola
sem atrito).

Exemplo 19 Circuito Elétrico formado por um Indutor e um Capacitor (circuito LC)

Considere o circuito elétrico cujo esquema é mostrado na Figura[{.3, formado por um
Capacitor (denotado por C) e um indutor (denotado por L), ligados em série.

Figura 4.3: Esquema de um circuito elétrico LC.

E muito interessante observar que, do ponto de vista formal, um circuito LC' é andlogo
a um oscilador harmonico simples, dado pela equacao @, ou seja, € equivalente a um
sistema do tipo massa-mola (ou ao péndulo linear sem amortecimento). Com efeito, sejam
i a corrente no circuito, q a carga elétrica, C' a capacitincia e L a indutdncia. Sabe-se que
a corrente circulante no circuito passa pelo indutor, criando consequentemente campos
magnéticos. Isto significa que, parte da carga q (ou energia) que estava armazenada
no capacitor, € transformada em energia magnética no indutor. Vamos encontrar uma
equacao que descreva o comportamento temporal das cargas e correntes neste circuito,
determinando as equacoes para q e i usando a Lei da Conservacao de energia, como a
Sequir.

Sabe-se que as energias armazenadas num capacitor e num indutor sao dadas, respec-
tivamente, por:
q2 L’l2
= % (§] Up = —.
Como o sistema € fechado e ideal, temos que a energia total (Ur) no circuito € constante.
Além disso, como existem apenas dois elementos no circuito, podemos afirmar que a
energia total deve ser uma soma das energias elétrica (U.) e magnética (Uy), produzidas
no capacitor e no indutor respectivamente. Assim temos que

LZ'2 2

Ur=U,+U.= - + 2q_C = constante.

Ue
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Deriwvando com relacao ao tempo t, obtemos

dUT . d LlQ q2 o
z;—a(7+ii—a

donde seque que

~di g dq
Li—+=—=0.
‘G o
Lembrando agora que i = Z—‘t], dividindo a equacao por Li, obtemos finalmente
d’¢ 1
— 4+ —q=0 4.9
a TTet ™Y (4.9)

Fazendo as sequintes correspondéncias com as varidveis do sistema massa-mola: © —
g, &t =i, m— L, k— L, obtemos que a solucio da equacdo ¢ dada por:

C7
q(t) = Q cos(wt + ¢),

L, . . A o 1 . A .
onde Q € a amplitude das oscilagbes da carga, w = /75 € a frequéncia angular natural

das oscilacoes eletromagnéticas e ¢ € uma constante de fase, como no caso mecinico. A
corrente no circuito LC' é:

. dg : :

1= = —w@ sin(wt + ¢) = —I sin(wt + ¢).
No circuito LC, a amplitude e a constante de fase sao determinadas pelas condi¢oes inici-
ais 1(0) e q(0) e evoluem de acordo com a equagao (4.9). Como jd vimos anteriormente,
as solucoes para as diferentes condigoes iniciais sao elipses centradas na origem, que é
um ponto de equilibrio estdvel (ver Figura .

A energia elétrica armazenada no capacitor em qualquer instante t é:

2 2

L@
UC_QC_ZC’COS (wt + ¢).

A energia magnética armazenada no indutor €, por sua vez:
U, = leQ = 1L(,L)QQQ sin?(wt + ¢) = Q—2 sin?(wt + ¢)
P9 2 2C ’
POLS W = @/%. Entao, U, + U, = % A soma (energia total eletromagnética) permanece
constante.

Observacao 8 Chama-se de movimento harmonico simples um movimento periodico,
descrito por uma unica funcao senoidal e caracterizado por uma unica frequéncia angular
wq. Tal movimento s pode ocorrer em sistemas conservativos.

Do sistema (4.5]), obtém-se que

dx —y

dy  wolz’

Entao

y(t)?  we’x(t)®  y(0)*  wgx(0)®
2 2 2 + 2
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O termo contendo y? refere-se 3 energia cinética, e o termo contendo 2% refere-se a
energia potencial. Em todo instante, a soma entre a energia cinética e a energia potencial
mantém-se constante e igual & quantidade de energia total E que o sistema possui no
instante inicial £ = 0.

Newton realizou experimentos com péndulos para comprovar essa conclusao, obtida a
partir da sua segunda lei. Ele verificou que péndulos de comprimentos idénticos, com mas-
sas diferentes, oscilavam com o mesmo periodo, para pequenas amplitudes de oscilacao.
Acredita-se que tal conclusao ja havia sido obtida por Galileu.

4.3 Péndulo linear amortecido e nao-forcado

No mundo real, nao ha oscilagoes que se perpetuam indefinidamente, pois sempre
ocorre algum tipo de perda de energia nos sistemas, sejam eles mecanicos, elétricos ou
mesmo biolégicos. Por exemplo, a amplitude de oscilagao do candelabro, que suposta-
mente foi observada por Galileu, diminuia com o passar do tempo, em virtude do atrito
com o ar e do atrito entre o fio e o ponto de sustentacao.

Supondo que o amortecimento sofrido pelo péndulo, devido & perda de energia, é pro-
porcional a velocidade do movimento que ele executa, suas oscilagoes podem ser modeladas
matematicamente pela equacao:

2
CcZZTf + 203—? +wir = 0. (4.10)

Essa equacao é equivalente a equacao de um sistema massa-mola em que o atrito é
proporcional a velocidade da massa; ou a equacao de um circuito elétrico do tipo RLC,
que sera estudado no Capitulo 5 (equagao ), caso em que o resistor R é o responsavel
pelo termo dissipativo no circuito. A equacgao , reescrita em termos de variaveis de
estado, fazendo-se =’ = y, torna-se;

b _
dt _y7
dy

% = —wolx — 20y.

O tnico ponto de equilibrio desse sistema linear é a origem (z,y) = (0,0), sendo que os
autovalores da matriz que o determina sdo A1 o = —0 £ /02 —w. Assim, a evolugio
dinamica desse sistema depende da relacao entre o coeficiente o do termo dissipativo e
a frequéncia wy do movimento sem amortecimento. Tem-se entao trés comportamentos
distintos possiveis, que descrevemos a seguir.

e Movimento super-amortecido: Para o > wy, os autovalores sao reais e nega-
tivos, de modo que o ponto de equilibrio (x,y) = (0,0) é um né assintoticamente
estavel. Nesse caso, a solu¢ao da equagao homogénea (4.10]) é

Clih(t) :A16A1t+A2e)\2t :Ale(fUer/ngwg)t_i_Aze(fg, /0271”3){/,

sendo as constantes A; e Ay determinadas em termos da condi¢ao inicial. O péndulo
tende para a posicao de equilibrio sem oscilar em torno dela, conforme mostra a

Figura [1.4]
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Figura 4.4: Solucdo da equacdo (4.10) com o > wp: movimento super-amortecido.

e Movimento sub-amortecido: Para ¢ < wy, os autovalores sao complexos conju-
gados com parte real negativa, de modo que o ponto de equilibrio (z,y) = (0,0) é
um foco assintoticamente estavel. Nesse caso, a solugao da equagao (4.10)) é:

xp(t) = e 7 Ay cos(y/ 02 — wg t) + Aysin(y/0? — wd t)].

Pode-se escrever esta expressao numa forma mais conveniente, usando o mesmo
procedimento exposto anteriormente, através do qual A; e A, foram tomadas como
catetos de um triangulo retangulo. Desta forma, obtemos:

zp(t) = Ae " cos(y/wi — o2 t — ).

i ; _ 2 2 _ A
A amplitude do movimento, dada por A = /A7 + A3, e a fase ¢ = arctan(A—f)

sdo determinadas a partir da condigao inicial. Como |cos(y/wi — 0% t — ¢)| < 1,
entao xp(t) permanece confinado entre curvas proporcionais a e~7" e —e~7", que s&o
chamadas de envoltorias da solucao. Nesse caso, as envoltorias sao exponenciais de-
crescentes, ou seja, o sistema oscila com uma amplitude que diminui continuamente.
O péndulo tende para o ponto de equilibrio na origem (x,y) = (0,0), oscilando em
torno deste ponto, conforme mostrado na Figura [4.5]

| /\W{\/U\\/\% 3

=

Figura 4.5: Solugao da equagao ({.10) com o < wp: movimento sub-amortecido.

e Movimento criticamente amortecido. Para ¢ = wy, os autovalores sao reais,
iguais e negativos, de modo que o ponto de equilibro (z,y) = (0,0) é um né improprio
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assintoticamente estavel. Nesse caso, a solu¢ao da equagao (4.10)) é:
zp(t) = e 7(A) + Aat).

Se as constantes A; e A, sao nimeros positivos ou nimeros negativos, o péndulo
tende para a posicao de equilibrio sem passar por ela. Entretanto, se a condicao

inicial é tal que A; > 0 e Ay < 0, ou vice-versa, entao, o péndulo passa pela posicao

de equilibrio no tempo t = ﬁ—; e, apos esse instante, tende a posi¢ao de equilibrio

monotonicamente.

0.124

0.10

0.06 4
0.04 4

0.024

Figura 4.6: Solu¢do da equacao (4.10) com o = wy: movimento criticamente amortecido.

4.4 Péndulo linear nao-amortecido e forcado

Consideremos agora a equagao (4.2)), com ¢ = 0 (livre de amortecimento) mas com o
termo forcante periddico, dado por fcos(wgt), com f > 0. Com isso, a amplitude dessa
forca &€ f > 0 e ela varia periodicamente com ¢ > 0 como cos(wt). A solugdo geral da
equacao

d*x

T wpx = f cos(wgt), (4.11)
é dada pela soma da solucao x; da equagao homogénea associada, dada por % +wiz =0,
com uma solugao particular x, da equagao completa. Isto é:

z(t) = xp(t) + zp(t).

Suponha que wy # wy. Nesse caso, pode-se procurar uma solugao particular para a
equacao nao-homogénea (4.11)) da seguinte forma:

xp(t) = By cos(wgt) + B sin(wgt). (4.12)

Derivando (4.12)) duas vezes e substituindo em (4.11]), obtemos que x,(t) ¢ solugao
daquela equacao se B; = ﬁg e By = 0. Portanto, a solugao geral de (4.11]) é
0 d

x(t) = Ay cos(wot) + Ag sin(wot) + % cos(wgt). (4.13)

Wy — Wy

Quando wy esta proximo de wy, a solucao (4.13]) produz o fenémeno conhecido como ba-
timento, esse fenomeno acontece quando ocorre o encontro (interferéncia) de ondas com
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frequéncias proximas, produzindo uma onda de amplitude variavel. Note que, em alguns
momentos, a interferéncia é construtiva (as ondas se somam) e em outros, é destrutiva
(as ondas se anulam), conforme mostram os graficos na Figura

(b) ()

Figura 4.7: (a) Retrato de fase no plano (z,2’) e (b), (c) solu¢des numéricas de z(t), y(t) = 2/(t)
para a equacao diferencial (4.11) com wy préximo de wo.

Se as condigdes iniciais sio z(0) = 0 e y(0) = £(0) = 0, obtemos Ay = 0 e A; =

—ﬁ, de modo que a solucao de (4.11) é dado por
d

_ z(t) = { . ((wo - wd)t)] sin (M) . (4.14)

2 2
wh — w3 2 2

A solugao (4.14) nem sempre é periddica. Ela serd periédica dependendo da relagao
entre wy e wy. De fato, No caso em que wy = wy ocorre o fenémeno de ressondncia, isto é,
a solucao (4.14)) nao é limitada, tende para infinito oscilando, como mostrado na Figura

4.8

-

xi¥)

(\/\/\5 il
TV

=

i

Figura 4.8: Fenomeno de ressonancia das solugdes da equagado (4.11)) quando wg = wyp.

4.5 Péndulo linear amortecido e forcado

A solucao geral da equacao , no caso em que 0 # 0 e f # 0, é dada pela soma da
solu¢ao zj, da equagao homogénea com a solucao particular x, da equagao completa. A
solucao da equacao homogénea depende da relagao entre o e wy. Como no caso em que
oc=0, f#0ewy# wy, aqui também se procura por uma solugao particular que tenha
a seguinte forma:

z,(t) = By cos(wgt) + Ba sin(wgt). (4.15)
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Derivando (4.15)) duas vezes e substituindo em (4.2) mostra-se que (4.15)) é solugao se

f(wg —w?) 2fowy

B; = = )
VAot (w —wd)? 7 do?wd+ (wd — wd)

A solugao particular z, pode ser escrita numa forma mais compacta em termos de uma
fase ¢, que se relaciona com as constantes By e By por cos ¢ = %, sin g = %. Em termos
de ¢, escreve-se a solucao particular como

f

xp(t) 7wl & (wf — Wl cos(wgt — @) cos(wqt — @),
onde 5 F
oWy
¢ = arctan wi — w3 402w3 + (wg — w?)?

denotam a fase e a amplitude do movimento, respectivamente. Portanto, a solucao da
equacao (4.2) com o0 # 0 e f # 0 é dada pela soma da equagdo homogénea x,(t) e
particular z,(t),

x(t) = zp(t) + Acos(wgt — @).

Onde z;,(t) é dado em trés comportamentos distintos dados no sistema (4.10), todas as
solugoes tendem para a posigdo de equilibrio conforme mostrado nas Figuras [4.4] e
[4.6] No caso de um péndulo linear, amortecido e forcado harmonicamente, observa-se:

e Quando t — oo, entdo x,(t) — 0 para quaisquer valores (positivos) de o e wy.
Neste caso, () representa o comportamento transiente do sistema. Os efeitos da
condigao inicial, que influenciam xz,,(t), desaparecem para t — 0o. Assim, a solugao
assintotica desse sistema é dada pela sua solugao particular, pois z(t) — z,(t). Esse
resultado revela que o péndulo passa a oscilar na mesma frequéncia do forcamento
externo, embora nao na mesma fase (pois ¢ # 0 para o # 0).

154

Figura 4.9: Comportamento periédico dada pela solucao particular z,(t) da equacao (4.2)), para
t> 0.

e Variando wy, observa-se que A atinge seu maximo em Wq(maz) = w2 — 202, pois,
para esse valor

dA d’A
d_u]d|wd:wd<maz) = O € d_uj?l|wd:wd(maz) # O’

é um valor finito. No caso sem atrito, A cresce de maneira ilimitada. Portanto, um
modelo com o # 0 deve ser mais adequado para descrever uma corda de piano que
oscila com amplitude finita, sob a excitacao de um som ressonante.
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4.6 Péndulo nao-linear nao amortecido e nao-forcado

No caso em que 0 = f = 0, a equacdo diferencial de segunda ordem (4.2)) pode ser
reescrita como um sistema nao linear de duas equacoes de primeira ordem, da forma

d_G
dt
dw
dt

| (4.16)

a2
= —w§sind,

que é o sistema nao-linear que modela matematicamente o movimento de um péndulo
nao amortecido e nao-forcado. A curva solucao desta equacao no espaco de fase, a partir
de uma condigdo inicial (6(0),w(0)), pode ser determinada analiticamente, pois:

w(t)? — cos(0(t)) = 2%810(0)2 — cos(8(0)).

e w N 1
dw ~ w3sind 2w

Com essa expressao, indica-se que, proximo aos pontos de equilibrio, o retrato de fase
do sistema que descreve o péndulo nao-linear (4.16)) é composto por trajetorias fechadas.
Essas trajetorias representam movimentos de oscilacao, conforme mostrado na Figura
4. 101

e e S T L e e e R L e
T T ey e T T T T g e T T T e Yy
ol et o e e T o Yo e e ol T i T
A e R e R e e R

\‘x—//zw—-‘\‘\t:x{-'//-——mh‘xx—z/
B i B i
R S L, (I NS N
M‘Hx—e‘ff‘“——hh%—f/z’a—-hhha—z’/

Figura 4.10: Retrato de fase para o sistema nao-linear (4.16]).

Por conveniéncia, tome t = 0 como a constante em que a velocidade angular do péndulo
é nula, o que ocorre quando 6 atinge seu valor méximo, 6,,,.. Com essa escolha, a equagao
para 6(t) torna-se:

do
pri w = \/Ewo\/cos 0(t) — oS Omas-
Essa equagao nao pode ser integrada em termos de funcoes elementares. Se esses calculos

fossem factiveis, o periodo T" de oscilagao do péndulo poderia ser obtido, analiticamente,
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do seguinte modo. Sabe-se que o péndulo gasta um tempo igual a % para ir de 6 = 0 até
0,ae- Portanto

4 2wy Jo \/cos O(t) — cos Omaz

Desta expressao, podemos observar que o periodo de oscilagao 7" de um péndulo nao-
linear depende da abertura maxima angular do movimento, 6,,,., que, por sua vez, é
determinada pela condicao inicial do problema. Portanto, cada trajetoria fechada no
espaco de fase é percorrida com uma velocidade diferente. Esse resultado é fundamental
para se compreender a definicao de estabilidade orbital. As equacoes de estado de um
péndulo nao-linear nao podem ser integradas analiticamente no tempo, nem mesmo no
caso sem amortecimento e sem forcamento externo. Isso mostra a dificuldade de se obter
solucoes exatas de equacoes diferenciais nao-lineares e a utilidade dos métodos qualitativos
de analise de tais equacoes, desenvolvidos por Poincaré e muito utilizados até os dias de
hoje.

No proximo capitulo, veremos como esses fendmenos oscilatorios, tanto lineares quanto
nao lineares, ocorrem no estudo de circuitos elétricos modelados matematicamente por
equagoes diferenciais ordinarias. Veremos também um novo tipo de oscilagdo (ou diné-
mica) nos circuitos elétricos: as oscilagoes cadticas, que comparecem em sistemas planares
com perturbacao periddica e também em sistemas de equacoes diferenciais ordinarias de-
finidos em dimensoes maiores que dois.



CAPITULO

5

Circuitos Elétricos

5.1 Circuito RLC linear

Consideremos um circuito elétrico formado por um capacitor C', um indutor L e um
resistor R, ligados em série, conforme mostrado na Figura[5.1] Um circuito RLC' também
¢ conhecido como circuito ressonante, e é chamado de circuito de segunda ordem, pois
a tensao ou corrente fluindo no circuito pode ser descrita por uma equacao diferencial
de segunda ordem, conforme a que vimos no Capitulo 4, ou seja, uma equacao da forma
, na qual os coeficientes o e wq sao positivos, pois os circuitos em estudo sao passivos.
Neste caso, o parametro o é chamado de amortecimento e wy de frequéncia natural nao
amortecida, conforme descrito em [8].

O ——=

Figura 5.1: Circuito elétrico RLC' em série.

De modo geral, a resisténcia R é bastante significativa em um circuito RLC pois
desempenha um papel anélogo ao do amortecimento o de um sistema mecanico (visto no
Capitulo 4 - equacao (4.10)), tornando a equagao que descreve o circuito equivalente &
equacao de um sistema massa-mola, em que o atrito é proporcional & velocidade da massa.
Assim, a energia eletromagnética do circuito RLC decresce com o tempo, porque a energia
é dissipada em forma de calor no resistor, e é de se esperar que a carga no capacitor e a
corrente no circuito tendam para zero com o passar do tempo, mas que possam ocorrer
oscilacdes na carga e na corrente enquanto estao se dissipando. Portanto, o circuito RLC'
deve apresentar comportamento analogo ao do oscilador harmoénico amortecido e nao
forcado . Obtemos entao a seguinte equacao como modelo matemaético do circuito
RLC 8]

di

. q
L— = =0.
dt-l—zR—f-C 0

29
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. . . d ; d2
Substituindo ¢ por 7 e % por &4, vem
d’q Rdgqg 1

g fag, 1 5.1
a2 T Ta 1! (5.1)

Escrita como um sistema planar, em termos de variaveis de estado, a equacao (b.1)) ¢ dada
por

dq ,

— :’l/

dt ’

di R 1
7 AR Yol

onde ¢ denota a carga e i a corrente no circuito RLC. A Segunda Lei de Newton aplicada
ao sistema massa-mola linear com atrito (ou o péndulo linear com amortecimento), nao
forcado, foi estudada no Capitulo 4, sendo modelado pela equacao diferencial (4.10), que
é equivalente a equagao . Assim, sabemos que existem trés comportamentos distin-
tos: movimento super-amortecido, sub-amortecido e com amortecimento critico (conforme
mostrado na Figura[5.2)). Do que sabemos sobre eletricidade, podemos inferir que um cir-
cuito RLC como o apresentado acima deva executar uma oscilacao amortecida, pois o
resistor transforma irreversivelmente energia elétrica em energia térmica. A perda de
energia elétrica, na forma do calor produzido no resistor, é diretamente proporcional &
energia eletromagnética armazenada no capacitor e no indutor (quanto mais energia ar-
mazenada nestes componentes, mais calor - ou energia térmica - sera dissipada no resistor,
o que depende também da resisténcia R do resistor). Dai os diferentes tipos de oscilagoes
do sistema.

x(1)
L 008
0.06
) /\ x(1)
0.06
10 \/zu\/ 5% i
0.04 .
0.04
-1

P

i
&

(a) Movimento super- (b)  Movimento sub- (c) Amortecimento critico.
amortecido. amortecido.

Figura 5.2: Possiveis tipos de movimentos da voltagem e corrente em um circuito elétrico RLC.

Observacao 9 i) Se o fator de amortecimento R néao é muito grande, o sistema oscila
e a amplitude das oscilagoes decresce exponencialmente, tendendo para zero (movimento
sub-amortecido, mostrado na Figura (b)). De fato, a resisténcia R é equivalente ao
atrito ou amortecimento o do sistema massa-mola ou péndulo linear.

ii) Se o fator de amortecimento é maior do que um certo valor critico, o sistema ndo
oscila e o seu deslocamento tende a zero monotonicamente (movimento super-amortecido,

mostrado na Figura[5.9 (a)).

Assim, pode-se ver que a evolu¢ao dindmica da equacgao (5.1}, com coeficiente de
amortecimento R, ¢ andloga a equagao do péndulo linear, amortecido e nao-for¢ado (4.10)),
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_ _ R, 1 _ 29 ; : ~
onde © = ¢, 20 = } e 15 = w,. Também ao considerar a equagao (5.1) com uma forga

externa (ao conectar uma fonte de tensdo ao circuito RLC), temos que o sistema se
comporta dinamicamente da mesma maneira que o péndulo linear, amortecido e forcado,
estudado na se¢do [£.5 Como o estudo da equagao é analogo ao estudo desenvolvido
no Capitulo 4 para a equacao , nao repetiremos este estudo neste capitulo. Em vez
disso, passamos ao estudo de um oscilador nao-linear, conhecido como oscilador de van der
Pol, também relacionado a um circuito elétrico, que apresenta comportamento dinamico
muito interessante, distinto daquele apresentado pelas solugoes da equacao linear (5.1).

5.2 A equacao de van der Pol

O oscilador de van der Pol foi proposto em 1920 pelo engenheiro elétrico e fisico holan-
dés Balthasar van der Pol (1889-1959), com o objetivo de estudar a propagacao das ondas
de radio, teoria dos circuitos elétricos e fisica matematica. A equacao de van der Pol é
um importante tipo de equacgao diferencial nao-linear, usualmente citada no estudo de
sistemas que apresentam ciclos-limites estaveis e também comportamento cadtico (caos
deterministico). Além de estar descrita em vérios textos de equagoes diferenciais ordi-
nérias e sistemas dinamicos, como [1l 2 10, 13 17, 18], um estudo aprofundado desta
equagao, com notas historicas interessantes, pode ser encontrado em [16].

Aqui, apresentaremos um estudo sintético das propriedades dinamicas da equacao de
van der Pol, com base nas referéncias [13, [16]. Em sua forma completa, tal equacdo é
dada por

i — k(1 —2*) i+ 2 = bcos(wt), (5.2)

onde, para simplificar, usamos o ponto para denotar a deriva % com relacao a variavel
independente ¢, e onde o amortecimento k(1 — z?) é nao constante, o que evidencia sua,
diferenga em relagao a equagao (p.1). Fazendo & = y, a equagao (5.2)) pode ser escrita,

equivalentemente, como o sistema diferencial no plano

i =y,
y = —x+ k(1 —2?)y + beos(wt). (5:3)

Este é um dos sistemas mais conhecidos e intensamente estudados em dinamica nao-
linear. Muitos esfor¢os foram feitos para aproximar as solugoes da equagao (5.2)) (ou do
sistema (5.3)) ou construir aplicagoes simples que descrevam qualitativamente caracte-
risticas importantes de sua dinamica. Sabe-se hoje que as solucoes sao oscilacoes, que
podem ser periodicas (no caso b = 0) ou nao periodicas (no caso b # 0); neste oscilador a
energia é dissipada em amplitudes grandes e gerada em amplitudes pequenas.

Vérios problemas de oscilagoes com amortecimento nao-linear sao modelados dinami-
camente pela equacao de van der Pol, sendo a principal caracteristica dos sistemas que
permitem essa modelagem a existéncia de um ciclo-limite, para o qual tendem suas tra-
jetorias quando t — oco. De fato, veremos a seguir que, independentemente da amplitude
inicial de movimento desses sistemas (ou seja, da condigdo inicial dada), as trajetorias
no retrato de fase sempre tendem para uma tunica curva fechada, que corresponde a
uma solucao periddica, quando o tempo tende ao infinito. Inicialmente, estudaremos o
comportamento para o caso da equacao de van der Pol autéonoma, ou equivalentemente,
estudaremos o sistema (5.3)) com b = 0, variandose-se o parametro de amortecimento
k > 0, para ver o tipo de bifurcacoes que ocorrem nas solucdes no plano de fase. Em
seguida, trataremos o caso nao autonomo (b # 0).
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Caso 1: k£ >0 e b= 0. Consideremos o sistema ({5.3) com b = 0. Neste caso, é facil ver
que a origem é o dnico ponto de equilibrio, sendo a sua estabilidade local determinada
pelos autovalores da matriz Jacobiana nesse ponto, dada por

0 1
que sao

ko1
/\172:§:|:§\/k’2—4.

Logo, os autovalores podem ser reais ou complexos conjugados, se k > 2 ou 0 < k < 2,
respectivamente. O ponto de equilibrio sera localmente assintoticamente estavel se a parte
real dos autovalores for negativa, e localmente instavel caso seja positiva. Podemos ve-
rificar facilmente que, seja qual for o valor de k > 0, o ponto de equilibrio serda sempre
localmente instavel. A diferenca é que, caso 0 < k < 2 as solugoes divergirao em es-
piral da origem (foco ou espiral instével), ao passo que, se k > 2 a divergéncia ocorre
exponencialmente (né instéavel).

Embora a origem seja um ponto de equilibrio localmente instavel do sistema
para k > 0, mais precisamente uma espiral instavel para valores pequenos do parametro
k, desde os primeiros estudos de van der Pol sabe-se que este sistema apresenta um ciclo-
limite estével, que fica proximo do circulo z2+y? = 1 para valores positivos de k, proximos
de zero, e se deforma quando aumentamos o valor de k, conforme mostrado na Figura
.3l Observe que o amortecimento (ndo constante) —k(1 — x%) é positivo para |z| > 1, o
que indica que as curvas solu¢oes sdo amortecidas. Porém, para |z| < 1 o amortecimento
é negativo, o que faz com que as solucoes se afastem da origem. Esta mudancga de sinal
no amortecimento faz com que o ciclo-limite seja gerado no plano de fase.

Uma prova analitica da existéncia do ciclo-limite estavel para a equacao de van der
Pol com b = 0 pode ser feita utilizando o seguinte teorema, cuja prova pode ser
encontrada em [13].

Teorema 9 (Teorema de Lienard) Seja f: R — R uma funcao de classe C* tal que

a) F(z) = [} f(s)ds € impar em x, isto é, F(—x) = —F(x).

b) F(x) — oo se x — oo e existe § > 0 tal que, se x > [, F' € crescente.

c) Eziste o > 0 tal que F(x) <0 se 0 < x < a.
Entao a equacao de sequnda ordem

i+ f(x)t+2=0 (5.4)

chamada de equacao de Lienard, admile uma solucao periodica nao constante.
Observacao 10 A equacao é equivalente ao sistema (chamado sistema de Lienard)

R (5.5)

Prova-se também que, se o = [ nas hipéteses do Teorema de Lienard, entao o sistema
(5.5) tem uma tnica drbita periddica, que, necessariamente, serd estdvel. Portanto, neste
caso a equagao (5.4) terd também uma unica solu¢ao periddica (ou ciclo-limite) estdvel.

Corolario 2 A equacio de van der Pol (5.2) com b =0 e k > 0 tem uma dnica solugao
periddica nao constante que € estdvel.
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Demonstragao. Em comparagao com a equagao de Lienard, na equagao de van der Pol
com b = 0 temos f(z) = —k(1—2?), donde seque que F(z) = [ f(s)ds = —k(a—%),
que é uma fun¢do impar em z. Além disso, F' é crescente para x > 1 (e, em particular,
é crescente para x > V/3), F(x) — cose v — 0o e F(z) < 0 para 0 < x < /3. Assim,
podemos considerar o = = v/3. Portanto, a conclusdo segue do Teorema de Lienard e
da Observacao |10}

Utilizando o software Maple, desenhamos os retratos de fase do sistema para trés
valores diferentes do parametro k, conforme mostrado na Figura[5.3] Nos retratos de fase
podemos ver claramente que as trajetérias tendem para um ciclo-limite quando ¢ — oo,
assim podemos dizer que este ciclo é o conjunto w-limite de todas as solucoes do sistema,
menos a origem, que é um ponto critico instavel.
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Figura 5.3: Retrato de fase do sistema (5.3) com b = 0 e diferentes valores de k: existéncia de

um ciclo-limite estavel.

Pela Figura [5.3] podemos observar que, quanto menor for o paradmetro k, mais pa-
recidas serao as oscilagoes a uma funcao periodica de frequéncia tnica (funcdo seno ou
cosseno). De fato, para o amortecimento k£ = 0 o comportamento da equacao é ana-
logo a do péndulo linear , ou seja, tem um centro linear na origem. Quanto maior for
o valor do parametro k, mais complicadas serao as oscilagoes, como mostra a Figura [5.3
(a), correspondendo a sobreposi¢ao de fungoes senoidais com varias frequéncias diferentes,
e o ciclo-limite tem uma forma mais complicada no espago de fase.

Caso 2: k > 0, b > 0. No caso em que os parametros k e b sao diferentes de zero,
a equacao de van der Pol é nao autonoma, e as solucoes ficam bem mais complicadas.
Apresentamos a seguir alguns retratos de fase para diferentes valores da amplitude b do
forcamento periodico, mantendo constantes o amortecimento £ = 5 e a frequéncia w = 7.
Aqui, utilizamos alguns dos valores dos parametros usados em [16], onde observou-se que,
variando a amplitude b, ocorre uma sucessao de oscilagoes periddicas e quase periddicas,
conforme mostrado nas Figuras e b.5l nas quais apresentamos, além do retrato de
fase do sistema , a evolucao temporal da solu¢do z(t), ambos com condigao inicial
z(0) =4, y(0) = 0.
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Figura 5.4: Retrato de fase, solugdo numeérica x(t) e secdo de Poincaré, para o sistema (/5.3
comb=15,k=5ew="7. O movimento corresponde a uma 6rbita quase-periédica.

(b) (c)

Figura 5.5: Retrato de fase e solu¢do numérica z(t) e segdo de Poincaré, para o sistema ({5.3)
com valores b =25, k =5 e w = 7. Corresponde a érbita periodica.

De maneira semelhante apresentamos dois conjuntos de retratos de fase para valores
maiores de b, para os quais aparecem um conjunto de oOrbitas quase periddicas e um
conjunto de trajetorias periodicas. Ver Figuras [5.0] e

a
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Figura 5.6: Retrato de fase, solugdo numérica de z(t) e segao de Poincaré, para o sistema (5.3))
com valores b =50, k =5 e w = 7. Corresponde a drbita quase-periédica.
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(b) (c)

Figura 5.7: Retrato de fase, solu¢do numérica de z(t) e secdo de Poincaré, para o sistema ((5.3))
com valores b =55, k =5 e w = 7. Corresponde a érbita periodica.

Por outro lado, fixando o amortecimento k e a amplitude b da perturbacao periodica,
e variando a frequéncia w da funcao periddica, mostra-se que o sistema de van der Pol
pode apresentar comportamento cadtico, via uma cascata de duplicacao de periodos
que ocorre com a oscila¢ao periddica (conforme [16]). Por exemplo, fixando-se k =b="5¢
variando-se o valor de w de 2.463 a 2.466, observa-se uma dessas ocorréncias de duplicagao
de periodos, culminando com o aparecimento do comportamento ca6tico das solucoes,
conforme mostrado na Figura Na parte (b) desta figura, vemos as solugoes z(t) com
condigdes iniciais (4, 0) e (4,0.001), que apresentam sensibilidade com relagao as condigoes
iniciais, uma das caracteristicas do comportamento ca6tico. Para um estudo detalhado
da equagao de van der Pol, indicamos o leitor & dissertagao [16] e referéncias ali contidas.

26 70} 2 29 0l 310

(b) (c)

Figura 5.8: (a) Retrato de fase para o sistema com valores k = b =5 e w = 2.466: com-
portamento caotico das solucoes. (b) Solugdes z(t) com condigdes iniciais (4,0) (azul) e (4,0001)
(vermelha), mostrando divergéncia exponencial (ou sensibilidade com relac¢ao as condigdes inici-
ais). (c) Secao de Poincaré.

E interessante observar que, em seus trabalhos ainda na década 1920, van der Pol,
juntamente com seu colega van der Mark, observaram o surgimento dessas “oscilacoes
irregulares”, que chamaram de ruido (ou irregular noise) nos circuitos, sem saber porém
que se tratava de comportamento cadtico das solugoes, como é conhecido hoje. Pelo que
se sabe, esta fol uma das primeiras observacoes de oscilagoes cadticas em um circuito
eletronico em um tubo de vécuo.

Nao nos aprofundaremos mais neste estudo da equacao de van der Pol, pois nosso
objetivo principal nestas notas é o estudo dos circuitos com memristores, desenvolvido
mais adiante, nos quais também pode ocorrer comportamento caético.
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5.3 A equacao de Duffing

A equagao de Duffing (ou oscilador de Duffing), devida a George Duffing (1861-1944),
¢ uma equacao diferencial nao-linear de segunda ordem. Assim, muitos problemas de
dinamica nao-linear podem ser modelados utilizando a equagao de Duffing, que é dada
por [17, 18]

&+ ki+ 2 — 2 = pcos(wt), (5.6)

que descreve certos osciladores forcados e amortecidos. Na equacao k é a constante de
amortecimento, p representa a amplitude e w ¢ a frequéncia da forca motriz. Fisicamente,
a equacao modela um péndulo eldstico, com uma mola cuja deformacao nao obedece a
Lei de Hooke. A equacao de Duffing é um exemplo de um sistema dinamico que exibe
comportamento caotico, conforme mostrado em [I7, [I8]. Fazendo & = y, a equagio de
Duffing pode ser escrita como um sistema diferencial da forma

r =Y,
y =x—ky—a®+ pcos(wt). (5.7)
A equacao pode ser usada para modelar um péndulo forcado periodicamente, que tenha
uma forga de restauragdo cubica, onde x(t) representa o deslocamento e Z(t) representa
a velocidade da massa. Pode também ser usada para modelar circuitos resistor-indutor-
capacitor (RLC) for¢ados periodicamente, com elementos de circuito nao-lineares, onde
x(t) representa a carga oscilante no circuito no instante ¢t e i(t) representa a corrente.
Neste trabalho, vamos considerar a aplicacao Poincaré e diagramas de bifurcacao para o
sistema ([5.7)), conforme apresentado em [9].

e Se 4t =0e k =0, entao os pontos de equilibrio do sistema sao (0,0) e (£1,0).
Os autovalores da matriz Jacobiana no ponto (0,0) sdo A = £1 e nos pontos (£1,0)
s80 A = £1/2i. Neste caso, temos ainda que o sistema ¢ hamiltoniano, com funcao
hamiltoniana dada por

22 at P
H - _ - _Z
De fato, para 4 =0 e k = 0 o sistema fica da forma
OH ) 5 0H
rT=y=—— =r—a’ = ——.

Portanto, o ponto de equilibrio (0,0) é um ponto sela para o sistema (pois é um
ponto de maximo da hamiltoniana H (z,y)) e os pontos (£1,0) sdo centros (pois sao
pontos de minimo de H(z,y)), conforme mostrado na Figura[5.9 Observe também
que existem duas 6rbitas homoclinicas a origem, simétricas, que correspondem a
curva de nivel zero de H(z,y), e existem Orbitas periodicas maiores, envolvendo as
orbitas homoclinicas e os centros no interior destas. O retrato de fase é simétrico
em relacao aos eixos coordenados. Esse é um tipo de comportamento comum em
sistemas hamiltonianos.

e Para =0 e k # 0, a estrutura hamiltoniana (e consequentemente a simetria) do
sistema é quebrada, embora os pontos de equilibrio continuem sendo os mesmos,
(0,0) e (£1,0). Neste caso, os autovalores da matriz Jacobiana no ponto (0,0) e
nos pontos (+1,0) sdo, respectivamente,

E . VE2+4 k k? —8

2 2 2 2
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donde segue pelo Teorema de Hartman-Grobman, que a origem é um ponto de sela
para todos os valores de k e os pontos (41,0) sdo: espirais estaveis se 0 < k* < 8;
no6s improprios estdveis se k> = 8 e nos assintoticamente estaveis se k> > 8. O
retrato de fase do sistema para k = 0.5 é dado na Figura [5.10
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Figura 5.9: p =0, k= 0. Figura 5.10: =0, k =0.5.

e Se k # 0 e pu # 0 no sistema , entao ele passa a ser nao autéonomo, e podemos
observar que as solucoes se tornam bem mais complicadas, passando a existir 6rbi-
tas periddicas com diferentes periodos, podendo ocorrer, para determinados valores
dos parametros, comportamento cadtico das solugoes. De fato, sabe-se da literatura
[17, 18], a perturbacao periddica de orbitas homoclinicos de sistemas hamiltonia-
n0s, como as quais existem para a equacao de Duffing (ver Figura , levam &
ocorréncia de comportamento cadtico das solugoes, que ocorre também devido a
uma cascata de duplicacao de periodos. Nas figuras a seguir, apresentamos alguns
retratos de fase do sistema (5.7) e a respectiva se¢do de Poincaré, donde mostram
esses tipos de comportamento. Nao entraremos em detalhes sobre a dinamica do sis-
tema de Duffing, cujo estudo na literatura ¢ bastante conhecido, pois nosso objetivo
principal é o estudo dos memristores, que faremos na préxima secao.
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(a) p=0.2. (b) Orbita periédica com periodo 1.
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(c) p=0.3. (d) Orbita periédica com periodo 2.
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(e) p=0.31. (f) Duas orbitas periodicas cada uma
com periodo 2.
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(h) Caos.

Figura 5.11: Retrato de fase e aplicagdo de Poincaré para o sistema (5.7) com k = 0.3 e w = 1.25.
A parte (h) mostra um atrator cadtico na se¢ao de Poincaré.
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5.4 Memristores

Por mais de 150 anos, os elementos fundamentais conhecidos de um circuito elétrico
foram o capacitor, o resistor e o indutor [4, 8, 15 12]. Porém, no inicio da década de
setenta, no seminal artigo 3], Leon Chua, engenheiro elétrico da Universidade da Cali-
fornia em Berkeley, observou que existem seis possiveis diferentes relacboes matematicas
entre pares das quatro variaveis fundamentais presentes em um circuito elétrico: corrente
(denotada por i), voltagem (v), carga elétrica (¢) e fluxo magnético (¢) (ver Figura[5.12).
Duas destas relacoes sao dadas pela definicao de corrente elétrica (taxa de variacao da
carga elétrica com o tempo) e pela Lei de Faraday (que diz que a voltagem no circuito é
igual a taxa de variacdo do fluxo magnético), ou seja, matematicamente temos:

d d
i(t):d—z e v(t):d—f.

As outras trés relagoes decorrem das equagoes basicas de um circuito, que sao

g d

=20 =3, ¢ =%

onde R, C e L representam a resisténcia, a capacitancia e a indutancia, respectivamente
(ver Figura[5.12).

Chua percebeu a falta de um elemento bésico que relacionasse a taxa de variagao
da carga ¢ e do fluxo ¢ nos circuitos. Postulou entao, em 1971 [3], a existéncia desse
quarto elemento fundamental, o qual chamou de Memristor, que é uma abreviacao de
"Memory Resistor"(ou resistor com memoria). Chua demonstrou matematicamente que
esse dispositivo hipotético poderia estabelecer uma relacao funcional nao-linear entre o
fluxo ¢ e a carga ¢, semelhante a relacao linear entre voltagem e corrente, determinada
por um resistor e dada pela 1* Lei de Ohm, ou seja, v = Ri. Isto equivale a dizer que
a resisténcia desse novo dispositivo poderia variar de acordo com a quantidade de carga
que passa através dele e o dispositivo poderia armazenar (ou “memorizar”) o valor da
resisténcia, mesmo depois da corrente ser desligada (dai deriva o nome memory resistor).
Além disso, Chua provou cujas propriedades do memristor nao poderiam ser reproduzidas
por qualquer combinagao dos outros trés elementos, por isso o memristor ¢ considerado
um elemento eletronico fundamental, o quarto elemento.
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charge
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Capacitor
dg = Cdv

Resistor Memristor
dv=Rdi d@:qug
%
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Inductor
deo =L di

Figura 5.12: Esquema com os quatro elementos fundamentais de um circuito (resistor, capacitor,
indutor e memristor) e suas relagdes com as variaveis voltagem, corrente, carga e fluxo.

Matematicamente, a voltagem que atravessa um memristor de carga controlada pode
ser derivada entao da relacao entre carga e fluxo, da seguinte maneira

do(q) - A
onde M(q) = % é chamada de memristéncia. Da mesma forma, a corrente que atravessa

um memristor de fluxo controlado é dada por

onde W(¢p) = %f) é chamada de memdutdincia. O memristor caracterizado por uma
curva diferenciavel g(¢) (resp. ¢(q)) ¢ passivo se, e somente se, M(q) (resp. W(¢p)) ¢é

nao-negativa, isto é

M) = 20 >0, (p o) - 102 20).

Conforme dito na introducao deste texto, apesar de Chua ter postulado a existéncia do
memristor em 1971, sua realizacao fisica s6 foi possivel em 2008, com o desenvolvimento
da nanotecnologia, e se deu devido ao trabalho de um grupo de pesquisadores dos labo-
ratorios da HP (Hewlett Packard Lab). A descoberta fisica do memristor foi publicada
na revista Nature [14] (a interessante historia sobre a génese deste trabalho estd descrita
com detalhes na referéncia [15]). A partir de entdo, o interesse no estudo das proprie-
dades desse novo componente e da sua relacao com os outros componentes fundamentais
da eletronica cresceu exponencialmente. De fato, uma busca pela palavra “memristor” no
aplicativo de buscas Google, na data de 21/08/2020, produziu aproximadamente 543 mil
resultados. Isto se deve as vérias possiveis aplicacoes dos memristores em diversas areas
tecnologicas, devido as suas propriedades fisicas.

Porém, a construcao fisica dos memristores ¢ ainda um processo extremamente caro
sendo, no momento, impossivel de se concretizar em escala industrial e comercial. Com
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isso, torna-se importante o estudo tedrico de circuitos elétricos envolvendo memristores,
a partir de suas propriedades matematicas, descobertas (ou postuladas) por Chua em [3]
e aprofundadas por Chua e Kang em [4].

Neste contexto, além dos circuitos do tipo RLC' (que envolvem um resistor, um in-
dutor e um capacitor) ja apresentados neste texto, podem agora ser construidos circuitos
envolvendo também os memristores. Na verdade, varios tipos de circuitos elétricos (ou
eletronicos) envolvendo combinagoes desses quatro elementos basicos podem ser construi-
dos, com aplica¢oes em diversas areas tecnologicas, conforme [I5] e referéncias ali contidas.
Sendo assim, utilizando a teoria qualitativa e de bifurcacoes, apresentada nos capitulos e
secoes anteriores, nas proximas segoes estudamos alguns modelos matematicos de circui-
tos elétricos envolvendo memristores, modelados por equagoes diferenciais ordinarias. O
estudo apresentado tem como base principal o artigo [7].

5.5 Circuitos com memristor no plano

Conforme vimos nos capitulos anteriores, as equagoes do movimento de um sistema
mecanico sem perda de energia (ou sistema conservativo) podem ser obtidas a partir de
uma funcao escalar, chamada de hamiltoniana, que representa a energia total do sistema.
De fato, vimos como exemplos as equagoes do péndulo ideal (linear e nao-linear) sem
amortecimento, estudadas nas secoes e do capitulo 4, o péndulo esférico, a equa-
¢ao de Duffing sem amortecimento (Figura , e sistemas mecanicos conservativos em
geral. Em tais sistemas, observa-se que as curvas de nivel da funcao hamiltoniana deter-
minam as solugoes do sistema que sao, em geral, 6rbitas periodicas.

Na linha do que é feito para o estudo de oscilagoes mecanicas, também podem ser
formuladas equacdes hamiltonianas para circuitos elétricos nao-lineares sem perdas de
energia eletromagnética, conforme é feito por exemplo em [5]. Por outro lado, acreditava-
se que, para sistemas dissipativos, mecanicos ou elétricos, para os quais ocorre algum
tipo de perda de energia, nao poderiam ser utilizadas equagoes hamiltonianas, porque
as solugoes sao amortecidas e ndo periodicas. Porém, em [7], os autores mostraram que
equacoes hamiltonianas podem sim ser reformuladas para descrever circuitos elétricos
envolvendo memristores [3] ou dispositivos memristivos [4], conectados a capacitores e/ou
indutores, sendo que a funcao hamiltoniana pode ser obtida do principio de conservacao
de carga e fluxo, analogo ao principio de conservacao de energia em sistemas mecanicos.
Este resultado é surpreendente e nada intuitivo, pois os memristores e os dispositivos
memristivos sao basicamente dissipativos, embora sejam dotados de memoria. Talvez
seja esta a propriedade que faz com que os circuitos com memristores se comportem como
conservativos.

Seguindo entdo o que é feito em [7], nas se¢oes seguintes apresentamos estudos de
dispositivos com memristores que, quando conectados com capacitores e/ou indutores,
podem ser descritos por uma funcao hamiltoniana cujas curvas e superficies de nivel sao
constantes do movimento de carga no circuito.

5.5.1 Circuitos memristivos com dois elementos

Considere o circuito na Figura que consiste de um indutor e um dispositivo
memristivo.
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Figura 5.13: Circuito elétrico LM formado por um indutor L e um dispositivo memristivo.

O dispositivo memristivo de corrente controlada é descrito pelas equagoes [4]

dx .
E = f(l)g(l’), (58)
v = M(x)i,

onde v e i denotam a voltagem e a corrente, respectivamente, f(.), g(.) e M(.) sdo fungoes
escalares continuas, sendo que a fungdo ndo-linear M (x) representa a memristéncia |3 4.
Aplicando as Leis de Kirchhoff de voltagem e corrente a este circuito, obtemos que sua
dinamica é descrita pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

dx ,
L~ i)
(5.9)
di :
LE = —M(x)i.

Se g(z)i # 0, a equagao (5.9) pode ser escrita como:

g(i’)i (Ccll_f> - @

1 diy _  M(x)
g(x)i\dt) —  Lg(x)
Esta equacao pode ser escrita na forma da equacao de Pfaff (ver Apéndice A), descrevendo

um sistema conservativo
1 dz B oH
glx)i \dt ) — 0i’

L (ary _ on
glx)i \dt) Oz’

onde H(x,i) = [ Z}Ez%dx + f@di, sendo que o sistema de Pfaff (5.10) tem solucoes

(x,1) = (x(t),i(t)), que estdao contidas nas curvas de nivel de H, pois

dif, gy OHdr OHdi 1 (diy (dr) 1 (dr) fdiy
at Y T ordt T i dt . gloyi\dt) \at) gy \at ) \at) ~

Entao, fazendo uma reparametrizacao do tempo (rescaling), tomando dr = g(x)idt,
podemos escrever ([5.10) como um sistema hamiltoniano da forma

(5.10)

a _on
dr — 0i’

(5.11)
di OH

dr ~ ox’
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onde g(x)i # 0 e a fungao hamiltoniana de (5.11)) é dada por
H = | ——=d —=di. 12
i) = [ poans [ Ha (5.12)

Note que a fun¢ao hamiltoniana H(x,7) é conservada sobre cada trajetoria (x(t),i(t))
com condicdo inicial (2(0),i(0)), para toda escala de tempo 7 > 0, pois

U (s,0) _OH do | O di _ OHOH _OHOH _

dr  Oxdr 0didr Ox 0i i Or

Logo, vemos que a fun¢do hamiltoniana H(z(t),i(t)) é também conservada em fungao
do tempo t,

0.

dH(z,i) dH(x,i)dr
- dr dt

Com os calculos acima, mostramos que vale a seguinte proposi¢ao.

Proposigao 1 Os sistemas diferenciais (5.9), (5.10) e (5.11)) possuem a mesma integral

H(z,i) = Hy invariante com rela¢io ao tempo, para todo t > 0, exceto nos pontos (x,1)
onde g(x)i = 0. Portanto esses sistemas sdo conservativos.

0-[g(x)i] =0.

No artigo [7], os simbolos H, e H; sdo chamados, respectivamente, de energia pseudo-
potencial e energia pseudo-cinética, e sao definidos por

H,(z) = [ fo3de, e Hy(i) = [ 12di,

onde a func¢ao hamiltoniana H(z,i) é a soma da energia pseudo-potencial H, com a ener-
gia pseudo-cinética H;, sendo H(z,i) = H,(x) + H;(i) a energia total do sistema ({5.11]).

Vejamos alguns exemplos de sistemas hamiltonianos que modelam o circuito LM mos-
trado na Figura [5.13] escolhendo casos particulares para as funcdes f, g e M. E claro
que, para cada particular escolha dessas fun¢oes, teremos um tipo de dinamica para este
circuito.

Exemplo 20 Tomando-se f(i) = a(i®?—1), g(x) =1 e M(z)=z+8,L=1, coma e j3
constantes, o sistema toma a forma

dx ,
P a(i® — 1),

(5.13)
di .

Neste caso, os pontos de equilibrio sio (—f,£1) e os autovalores da matriz Jacobiana
desse sistema nos pontos de equilibrio (—B3,£1) sdo A = £v2aj (sendo j a unidade
imagindria - para nao confundir com a corrente i), ou seja, $ao imagindrios puros. Como
o sistema € hamiltoniano, podemos concluir que os pontos de equilibrio (—f,=£1) sdo
centros. De fato, para g(z)i =1 # 0, pode ser escrito na forma da equacao de Pfaff

(5) et

HE !
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Fazendo o rescaling de tempo dr = (g(x)i)dt = i dt, obtemos o sistema hamiltoniano
associado, com respeito a escala de tempo T

% :&(Z_%)a
; (5.14)
= =—(a+8).

A funcao hamiltoniana de é dada por:

H@J%:/@+ﬁMx+/a(%~Ddﬁ:§+ﬁx+a(§—mm>, (5.15)

onde 1 # 0. Assim, as solugoes ficam contidas nas curvas de nivel

x? i2

onde Hy € constante e i # 0. De fato, se (1) = (x(7),i(T)) € uma solugao de ,

entao

wz %—fj—i—l—%—?%:@—i—ﬁ)(ai—%)—k (ai—%) (—x —p) =0.
Portanto,
dH(Y(r))  OHdr
dt or dt
A fungao hamiltoniana é a soma da energia pseudo-cinética H,(x) com a energia pseudo-
potencial H;(i), que sao dadas respectivamente por:

H,(z) = glg((‘fc))d:r = % + Bz, e Hi(i)= [ @dz =« (% —In |Z|> :

As solugoes do sistema (5.13) para i # 0, com diferentes condigdes iniciais, que corres-
pondem as curvas de nivel para diferentes valores de Hy, sao mostradas na Figura
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Figura 5.14: Retrato de fase do sistema (5.13)) com o« = 1 e § = 0. Os pontos de equilibrio
(—pB,+£1) sao centros.
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Na Figura (a) e (b) plotamos as curvas coordenadas x(t) e i(t) da solugao do
sistema ((5.13)) com parametros o = 1, § = 0, em fun¢ao de tempo ¢, com condigoes iniciais
z(0) = 0.1, i(0) = 0.1. Na Figura (¢), plotamos a voltagem v(t) = M(z)i = (x + 3)i.

2 34
x(t) 14 v(t)
24
1
(1)
5 10 5 20 0 1 20
t 14 t

(a) (b) (c)

o

Figura 5.15: (a) e (b) Coordenadas z(t) e i(t) da solugao do sistema ([5.13)) para i # 0, com
parametros o = 1, § = 0 e condigoes iniciais z(0) = 0.1, i(0) = 0.1. (c¢) Grafico da voltagem
v(t) = M(x)i = (z + p)i.

No caso i = 0, o sistema ((5.13]) é trivial: ndo existem pontos de equilibrio e as solugoes
ficam contidas em retas paralelas ao eixo-x (ver Figura [5.16).

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Figura 5.16: Retrato de fase do sistema (5.13) para ¢ = 0. Nao existem pontos de equilibrio e
as solucoes ficam contidas em retas paralelas ao eixo-z.

Exemplo 21 Considere f(i) =i+ 3, g(z) = —z, M(z) =a(z* —1) e L=1 coma e 3
constantes. Usando estas fungoes a equacao (@) pode ser reformulada como:

. =—G+p)

(5.17)
di .
i —a(z? — 1)i.

Neste caso, (0,0) e (£1, —f3) sao os pontos de equilibrio. Os autovalores da matriz Jaco-
biana do sistema ((5.17)) nos pontos de equilibrio (£1, —f) sdo A = Fv/2a57, j = unidade
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imaginaria, e no ponto de equilibrio (0,0) sao A = —f e A = a. Como o sistema é hamil-
toniano, temos que os pontos de equilibrio (£1, — () sdo centros, sendo que a estabilidade
do equilibrio (0,0) depende do sinal dos parametros a e 3. Para valores positivos desses
parametros, a origem serd um ponto de sela. O sistema pode ser escrito na forma

da equacao de Pfaff,
1 dx I6]
2 (142
iz dt < * z) ’

Vdi 1

wdt . C\" 7))
onde —g(x)i = —(—z1) = ix # 0. Logo, fazendo o escaling de tempo dr = —(g(x)i)dt =
1xdt o sistema hamiltoniano é dado por

dv 15}
7 = (1+5),

(5.18)
dr z)’
A fun¢ao hamiltoniana de (5.18) ¢ dada por
H(x,i):—fyg—((?)dx—f@di :foz(:t—%)dx—f(l—kg)di
(5.19)

= a(% —1In|z|) —i— Bln|il,

onde ix # 0. Assim, as solugoes do sistema (5.17), mostradas na Figura estao
contidas nas curvas de nivel da funcao H, dadas por

22
a(;—lnh:]) —i—fn|i| = Ho,

onde Hy é constante e iz # 0. De fato, se (1) = (x(7),i(7)) é uma solugao de (5.18)),
entao

dH(y(7)) OHdr OH di ay [ _ﬁ B _ﬁ B ay
—ar —%%+Ea—(%—x>( ! )*( ! z’)( ar+ ) =0

Portanto, voltando o scaling de tempo e considerando as solucoes do sistema ([5.17)), temos

dH(W(r)) _ OHdr _
dt Cordt

A energia pseudo-potencial e a energia pseudo-cinética sao dados por

2

H,(r) =« <$_2 — 1n\x|> e Hij(i) =—i—pFlnlil.
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Figura 5.17: Retrato de fase do sistema (5.17)) para iz # 0, com os parametros a = 1, 8 = 0.6.

Observe que, neste caso, se tomarmos uma condi¢ao inicial no primeiro ou segundo
quadrantes (ou seja, com z(0) > 0 e (0) > 0 ou z(0) < 0 e i(0) > 0), entdo, teremos uma
solucao ilimitada, que tende para o infinito quando ¢t — 4o0.

5.6 Circuitos memristivos no plano com forcamento pe-
riodico

Considere o circuito LM, formado por um indutor e um memristor, mostrado na

Figura cuja dinamica é descrita pelo sistema (5.9). Vamos conectar uma fonte de

tensdo periodica v(t) = pcos(wt) em série neste circuito, conforme mostrado na Figura

5.18l

Memristive
device

v(t)

Figura 5.18: Circuito elétrico LM formado por um indutor L e um dispositivo memristivo, ao
qual foi conectada uma fonte de tensdo periodica v(t).

Este ¢ um procedimento bastante comum no estudo de circuitos elétricos, que corres-
ponde por exemplo, a ligar uma bateria no circuito ou conecti-lo a uma tomada, e pode
levar a mudancas significativas na dindmica do sistema, que pode passar a apresentar or-
bitas periddicas de varios periodos, 6rbitas quase-peridédicas e até mesmo comportamento
caotico, dependendo dos valores dos parametros u e w, conforme vimos que acontece com
as equacoes de van der Pol e Duffing. Vejamos entao o que ocorre no caso do circuito

5.18l
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Aplicando a lei de Kirchhoff para o circuito [5.18] obtemos o seguinte sistema de equa-
¢oes diferenciais:

dx _
W (e,
| (5.20)
L% = —M(x)i+ pcos(wt).

Usando a equagao de Pfaff (5.10), onde H é a fun¢do hamiltoniana (5.12), a equagdo
(5.20) pode ser escrita como

1(d) _oH
Q\dt) o’

1 (di __8_H+,ucos(wt)
Q\dt) Oz LQ ’

onde Q(z,1) = g(x)i # 0. Note que, para u # 0, o sistema (5.21]) ndo é conservativo, pois

(5.21)

dH 0HOH OH [ oH ucos(wt)] _ (MCOS(W)) o 4

o orai el o 10 |-\ o )a

ou seja, H(x,i) ndo ¢ uma fun¢ado hamiltoniana para o sistema (5.21). Entao, ¢ de se
esperar que a dindmica desse sistema deve mudar bastante com relacao aos estudos apre-
sentados nas secoes anteriores.

A seguir mostramos alguns exemplos de equacao (5.20]) usando as funcoes dos exemplos

20 @1).

Exemplo 22 Considere o sistema

Z_:: - a(ZQ - 1)7

(5.22)
di .
i —(z + B)i + pcos(wt),

onde v(t) = pcos(wt) € uma fonte de tensao, o, B, 1 e w sdo pardmetros de controle.
Para = 0, o comportamento dindmico do sistema € 0 mesmo que o do sistema
, que € um sistema hamiltoniano. As curvas de nivel da funcao hamiltoniana
sao curvas fechadas e os pontos de equilibrio (—f,+1) sao centros. Vejamos o que ocorre
com as perturbacoes periddicas deste sistema, ao tomarmos e w distintos de zero. Apre-
sentaremos um estudo numérico de alguns destes casos, mostrando que as solugoes podem
ter comportamento bastante complezxo.

e J4 vimos que, para u # 0, o sistema nao é conservativo. Agora analisando o que
ocorre para alguns valores particulares dos parametros, vemos os comportamentos

dinamicos do sistema ([5.22) que sao dados nas Figuras a[5.22
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Figura 5.19: Retrato de fase do sistema (5.22)) com parametros o = 1, f = 1, w = 1, a)
pw=0.2,b)u=0.3,¢c)p=1,d) p=2, com condigao inicial (0.1,0.1), ¢t € (0,100). Apresentam
comportamentos (a) e (b) ndo conservativos, (¢) Aparente comportamento quase-periddico e (d)
periddico.

Figura 5.20: Retrato de fase e aplicacao de Poincaré para o sistema (5.22)) com p = 0.8, w = 1,
a=2e =0, com condi¢do inicial (0.1,0.1), ¢ € (0,10). Corresponde a uma orbita periodica.
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Figura 5.21: Retrato de fase e aplicacao de Poincaré para o sistema (5.22)) com p = 0.7, w = 1,
a=1ef =0, com condi¢ao inicial (0.1,0.1) e t € (0,500). Aparente comportamento cadtico
das solucoes.

;HI MM,\I i'm!l} I M h
H‘W Hm!(”t : 7

=241

—_——
0

i A

(a) (b)

Figura 5.22: Solu¢do numérica de x(t), i(t) do sistema em funcdo do tempo ¢, com
condigbes iniciais (0.1,0.1) e (0.1,0.001), parametros « = 1, 8 =0, p = 0.7, w = l e t €
(=100, 100). Oscilagoes ndo sinusoidais, mostrando divergéncia exponencial (sensibilidade com
relacao as condigoes iniciais).

Exemplo 23 Considere o sistema

dz .
E = —(’L + /8)37,
(5.23)
dl’ 2 .
i —a(x? — 1)i + pcos(wt),

onde v(t) = pcos(wt) é uma fonte de tensio e o, B, u e w sao parametros de controle.
Para = 0, temos a mesma equagao do exemplo , logo o comportamento dindmico do

sistema € 0 mesmo que o do sistema (B.17) (ver Figura[5.17), que é hamiltoniano
com fun¢do hamiltoniana (5.19), ou seja o sistema é conservativo.

Em seguida, estudaremos numericamente o comportamento das solucoes do sistema
(5.23)) para alguns valores u # 0.
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e Para i # 0, o sistema deixa de ser conservativo. O comportamento dinamico do
sistema ([5.23]), variando os parametros sao dadas nas figuras a seguir;

Figura 5.23: Retrato de fase do sistema (5.23]), com parametrosa =1, 8 =1, w =1, a) up = 0.3,
b) u = 0.7, condigoes iniciais (0.86, —5), (—0,86,—5), e t € (—100, 100).

(a) (b)

Figura 5.24: Retrato de fase e aplicagdo de Poincaré para o sistema (5.23), com condi¢do
inicial (0.86,—5), parametros « = 1, 8 =1, p = 0.02, w = 1, e t € (—100,100). Aparente
comportamento cadtico das solucdes.
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Figura 5.25: Gréfico das fun¢oes coordenadas z(t) e i(t) de uma solugao do sistema (5.23)) em
funcao do tempo ¢, com o =1, 8 =1, u = 0.02 e w = 1. Condigao inicial (0.86, —5) e t € (0, 400).

5.7 Circuito memristivo no espaco R?®

Consideremos, agora, um circuito que consiste de um indutor linear passivo, um ca-
pacitor linear passivo, e um memristor ativo (ou dispositivo memristivo ativo), ligados
em série, cujo esquema é mostrado na Figura |5.26] e que é chamado de circuito M LC
(memristor—indutor—capacitor).

Memristive i
device

Figura 5.26: Circuito MLC.

Supondo que o memristor é descrito pela equagao (5.8)), e aplicando as Leis de Cor-
rente e Voltagem de Kirchhoff ao circuito (5.26]), chegamos ao sistema de trés equagoes
diferenciais ordinarias de primeira ordem dado por

dx
dt
di

L% =v— M(x)i,

dv
c? —
dt b

no qual ¢ denota a corrente, v a voltagem, L a indutancia, C' a capacitancia, x é a variavel
de estado interno do memristor e M (x) denota a memristéncia.
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Chamando w = \/#— e fazendo a mudanca de variaveis

LC
1
y=—, e z=—Cv,
w
obtemos o sistema equivalente:
d
o =@,
dy M(z)y
-y — 0.24
dz
— = wy.
at Y

Embora o sistema nao seja hamiltoniano (j4 que sistemas hamiltonianos sao
definidos para espagos de dimensdo par), este sistema pode apresentar, para certos va-
lores dos parametros, funcoes escalares que sao constantes ao longo de suas trajetorias,
chamadas integrais primeiras do sistema. Recordemos que uma funcao H : R® — R é
uma integral primeira do sistema se for localmente nao constante e se for constante
sobre as solugoes (z(t),y(t), z(t)) deste sistema, ou seja, se

dH OH de  OH dy O0OH dz
E(ﬁ(t)»y(t)»z(t)) T Dy dt T @

Mostremos que o sistema ([5.24) tem integrais primeiras, para certos valores dos pa-
rametros. De fato, seguindo as ideias apresentadas nas se¢oes anteriores, tomando as
funcoes

0.

M(z) f(wy) v+ 2
1($,y,2’) Lg(l’) ZE+/ y Yy e 2($,y,Z) 2 )
podemos reformular o sistema ([5.24)), escrevendo-o da forma
dx OH,(x,y, z)
— =h —_—

dy 0H,(z,y, 2) OHs(z,y, 2)
2 AR A A 0.29
dt (z,9) oz v 0z ’ (5.25)
dz  O0Hy(z,y,2)
a oy ’
onde h(z,y) = yg(x). Desta forma, fica facil observar que
H
i@y, z) =0, sew=0,
dt
dH.
2(§£ 02 =0, seh(z,y)=0,

pois,
dH(z,y,2) OHidr  OHidy

dt Oz dt Oy dt

_ M(z)

 Lg(x)

z
= —w—f(wy),
Yy

flwy)g(z) + @ ( _ M)

—wz I
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dHy(z,y,2) OHydy = OHydz

dt Oy dt Oz dt
OH,(z,y) 0H,y(y, 2) 0H,(y, z)
=y (P ST ) s (WD)
— —h(gg7y)y Zf(i;) —Ywz + 2wy

Lg(x)

Portanto, H; e H, definidas acima sdo integrais primeiras de se w = 0 e nos
pontos onde h(z,y) = yg(x) se anula. Esta fungao h pode depender de parametros (como
veremos), assim pode ocorrer que, para algum valor desses parametros, H, seja uma
integral primeira do sistema. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 24 Tomemos f(wy) =y+ 6, g(z) = —x, @ = a(z?— ), onde a, B ey sdo
constantes. Substituindo estas fungoes no sistema (5.24), obtemos

dx

% - —x(y + 5)7

d

Yo —aa? -y, (5.26)

dt

dz

— =wy.

at Y

Para f # 0, a origem (0,0,0) é o dnico ponto de equilibrio do sistema (5.26). A matriz
Jacobiana deste sistema € dada por

—y—pf -z 0
J(z,y,2) = | —2ary —ax’+ap —w |,
0 w 0

donde seque que, quando calculada no equilibrio (0,0,0) fornece

3 0 0
J0,0,0)=] 0 ap —w
0 w 0

Os autovalores de J(0,0,0) sdo

ap++/o?p? — 4w?
M =0, e )\2,3: a 2” .

Como estamos considerando todos os pardmetros positivos, seque entdo que a origem serd
sempre um ponto instdvel, do tipo sela, com variedade estavel W*(0) de dimensdo um e
variedade instdvel W*(0) de dimensao dois. Serd do tipo sela-foco se o*u? — 4w? < 0, ou
seja, se w > ap/2.

Nesta andlise, torna-se importante calcularmos os autovetores associados ao autovalor
A1 = —f, pois pelo Teorema da Variedade Estdvel [17], a reta gerada por esses autovetores
é tangente & variedade estdvel do ponto de sela na origem (0,0,0). Tais autovetores sao
da forma (x,0,0), com x # 0. Logo, a reta tangente & variedade estdvel é a reta gerada
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pelo vetor (1,0,0), ou seja, o eizo-x. De fato, podemos observar que o eizo-r € invariante
pelo fluzo do sistema (5.26)), pois para y = z = 0, o sistema se reduz a

dx d dz

_:_ﬁxa _y:()a _:()7

dt dt dt
donde seque que a variedade estdvel (global) do ponto de equilibrio na origem é o eizo-z.

Por outro lado, para x = 0, o sistema se reduz a
dx d dz
O y

P T A L AT

= wy, (5.27)
donde seque que o plano-yz também € invariante pelo fluzo do sistema (5.26), ou seja, a
variedade instdvel (global) do ponto de equilibrio na origem é dada pelo plano-yz. Neste

plano invariante, o sistema € linear, com um unico ponto de equilibrio na origem (0,0)
se apw # 0, com autovalores associados dados por

ap £ /o p? — 4w?
)\273 = 5 .

Considerando os pardmetros positivos, a origem para o sistema linear , que corres-
ponde ao sistema restrito ao plano-yz, serd um nd instdvel se a®p® — 4w? > 0; um
né imprdprio instdavel se o*u* — 4w? = 0 e um foco instdvel se o*u* — 4w* < 0. Observe
que, se a« =0 ou p = 0, teremos um centro na origem, no plano-yz.

O fato do plano-yz ser invariante mostra que uma solucdo (x(t),y(t), z(t)) com con-
di¢ao inicial (x(0),y(0), 2(0)) na qual x(0) > 0 (respectivamente, x(0) < 0) permanecerd
no semi-espaco {(x,y,z2) € R®|x > 0} (respectivamente, {(x,y,2) € R®|z < 0} ), para
todo t € R.

Usando o software Maple, plotamos os retratos de fase do sistema (5.26|) restrito ao
plano invariante yz, para valores distintos dos pardmetros, para observarmos a mudanca
no comportamento das solucoes, veja a Figural|5.27.

-1

O i ls-l0-s o0 510
x

(a) (b) ()

Figura 5.27: Retrato de fase do sistema (.26|) restrito ao plano-yz, com pardmetros o = 1,
B=lea)u=05ew=2b)u=1lew=03,ec)u=0ew=0.3.

Faremos agora um estudo sobre a existéncia de integrais primeiras para o sistema
(5.26). Usando as ideias apresentadas no inicio desta se¢ao, consideremos

2 _
Hl(x,y,z):/%dy—l—/a(x_—wwd:p

2
T
=y + Blnly| — ag + auln|z| + ¢,



5. Circuitos Elétricos 86

donde segue que
dH\(z,y,2) OH,dx N OH dy
dt © Oz dt dy dt

- <_ax 4 %) (—zy — Bz) + (1 + 5) [~wz — a(2? — w)y]

()

Assim, Hy(z,y,z) = 0 para w = 0, o que indica que esta é uma integral primeira do
sistema (|5.26)). Por outro lado, para a = 0

22 2
HQ(:L‘7ya Z) = E + %

é outra integral primeira do sistema (|5.26)), pois

dHZ(xa Y, Z)
dt

2

=y[—wz — a(@”® — p)y] + 2wy

=ay®(p — 2*).

Portanto Hy(z,y, z) é constante ao longo das solucoes do sistema , se a = 0.

Na Figura apresentamos o comportamento das solugdes do sistema (5.26)) para
alguns valores dos parametros, sendo que as figuras (a) e (f) mostram as 6rbitas fechadas
no espaco, correspondentes aos casos em que o sistema tem uma integral primeira (u = 0
e w = 0). Por outro lado, para valores dos parametros distintos de zero, casos em que ndo
h& integrais primeiras, as solugoes do sistema parecem apresentar comportamento
bastante complexo, conforme mostrado nas Figuras [5.28) (b)—(e).

Figura 5.28: Retratos de fase do sistema (5.26)), com parametros « = 0.1, § = 0.1, w = 0.1, e:
a)u=0,b)u=05ec)p=0.7d) p=0.9,¢e) p=15 Emf) tomamos p =1, w = 0.
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As solugoes do sistema ((5.26)) podem apresentar comportamento bastante complexo,
aparente a um atrator caotico, conforme mostram as Figuras [5.29 e 5.30l Nao ha uma
prova analitica da existéncia deste atrator, mas apenas evidéncias numéricas.

Figura 5.29: (a) Retrato de fase do sistema (5.26) com parametros « = 0.1, =1, u = 0.1 e
w = 0.1, condi¢bes iniciais (—2,—2,—2.5) e (2,2,1), t € (0,1500). (b) Projecao no plano-yz.

200 250 300

Figura 5.30: Coordenadas (a) z(t), (b) y(t) e (c) z(t) das solugoes do sistema (5.26) com
parametros o« = 0.1, 8 = 1, p = 0.1 e w = 0.1, condi¢bes iniciais (2,2,1) e (2,2,0.001),
t € (0,1500). (Apresentam sensibilidade com respeito as condigoes iniciais).

5.8 Circuito memristivo hamiltoniano em R*

Consideremos a funcao hamiltoniana H = T+ V, definida pela soma das energias
cinética 1" e potencial V', onde

2 2
T = & + pL’ e V= V(Il,x2)7 (528)
le ng
onde x; denota a posicao de uma particula de massa m; e p; com ¢ = 1,2, denotam o
momento p; = m;x;. Desta forma, as equagoes de movimento das particulas podem ser
obtidas da Segunda Lei de Newton, diferenciando a equacao

dx; Di

dt m; '
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com ¢ = 1,2. Obtemos entao o seguinte sistema hamiltoniano:

dIl - aH - P1

dt N 6p1 N m17

dl'Q . oH . %)

dt N 8}?2 N m27

(5.29)

dpy _ —0OH -0V

dt N 81‘1 N 8:61 ’

dp, — —0OH -0V

dt 8x2 N 81’2 .

E claro que H = H(x1,75,p1,p2) = T+ V dada em (5.28) é uma funcio hamiltoniana
para este sistema, pois

it OH dvy  OH dvy | OHdp,  OH dp,
dt  Oxy dt  Oxy dt  Opy dt  Opo dt
ov D1 oV D2 P -0V D2 -0V

) )+ @) (o) = () Go) = () ()

Assim, H(xy,z9,p1,p2) € constante ao longo das solugoes do sistema ((5.29). Podemos
utilizar este sistema para descrever o comportamento dindmico de dois circuitos ML (en-
volvendo um memristor e um indutor) acoplados. De fato, tomando

g

=0.

(91:1 mq 8@ meo mq 8x1 meo 8x2

my =L, mg=0Ls, p1 =1 hl‘il’a p2 = Loln ’i2|7 q1 = T1, € (2= Ty,
em (5.28)) e (5.29)), obtemos
H=T+V,
T _ L11n2"i1\ L21H2|i2”
) 2 2
V = V(xl, SL’Q),
donde obtemos o sistema em R*
dx )
d_tl = In |74,
dx .
d—; = In [iy),
L (ov) o0
— — - 2
! dt 8:171 b
dis ov
Lo— =—| — | 1.
2 dt (8@) 2

respectivamente, onde i, # 0, ¢ = 1,
superficie de nivel H = H, onde H, é

2. O sistema (5.30) tem as solugdes contidas na

constante.
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Das consideragoes acima, podemos observar que

P1 . p2

hW=em, iy=em2, T =q, Tp=¢q, Li=mi, e Ly=ms. (5-31)

Considerando entao os dispositivos memristivos de corrente-controlada, determinados
pelas equagoes

de‘l

E = 1H|7:1|,
dx ,
d_752 = In |is],

vy = My (21, 22)i1,
Vg = Mg(ilfl,fﬂg)ig.

onde vy, vo denota o voltagem e 41, 72 a corrente do dispositivo memristor, onde o mem-
ristor é descrito por

8V($1,I2)
M =
1($1,$2) Oz )
8‘7(1’1,.7}2)
M =
2(951,352) Oy
Exemplo 25 FEscolha
2 2
_|_
T(pi,ps) = I%’
2 2
@°+q
Vg, q2) = = 2 7 2+ "l — %%37
Pr = 1Il |Zk‘,
mp = 1,

onde k = 1,2. Substituindo-o no sistema (5.30). O sistema que modela do circuito
memristivo, usando a hamiltoniana do tipo Hénon e Heiles, é dado por

Wi
— =1In}s
dt 1)
dx _
d—; = In [is],
» (5.32)
1 4
d_tl = (=1 — 27179)11,
di :
d_tz = (—x9 — 1% + 22%)is.
e a funcao hamiltoniana é descrita por
1 F )2 1 r )2 2 2 1
g = Wnlinl) ; (nfiz)” | 2 ;“ ey - g (5.33)

As trajetorias movem-se nas superficies de nivel da hamiltoniana (5.33). Portanto, vemos
que, na Figura [5.3]] (a) para H = 0.1099990000 na secio de Poincaré comegamos ver o
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comportamento cadtico e duas regioes com orbitas elipticas, e para H = 0.1099040000
mostra-se quatro regioes com Orbitas elipticas, ver Figura (b). No entanto, se nos
acrescentamos a energia H = 0.1106000000, ainda pode-se ver que aparenta ter algumas
orbitas elipticas, e existem ilhas de comportamento nao caético que sao preenchidas com
um conjunto completamente aleatoério de pontos gerados de um s6 conjunto de condicoes
iniciais. Se a energia é aumentada para H = 0.1241430000, a solucao com provavel
comportamento cadtico tenta preencher todo o espago de fase. Mostramos na Figura[5.31
(a)—(d) as sec¢oes de Poincaré do sistema memristivo do tipo Hénon e Heiles

H = _1099990000;

Figura 5.31: Secoes de Poincaré do sistema Memristor Hénon e Heiles ((5.32). As curvas fechadas
mostram solucdes quase peridédicas.



CAPITULO

Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos um estudo da estabilidade das oscilacoes determina-
das por equacgoes diferenciais ordinarias lineares e nao-lineares, que modelam circuitos
mecanicos e elétricos. Utilizamos a teoria qualitativa e de bifurcacoes para analisar o
comportamento das solugoes das equacoes que modelam o movimento de um péndulo
(linear e nao-linear), movimento de carga em circuitos do tipo RLC' (que envolvem um
resistor, um indutor e um capacitor), estudamos as equagdes nao-lineares de Van der
Pol e Duffing e, finalmente, analisamos as bifurcagoes que ocorrem em circuitos elétricos
envolvendo memristores. No caso dos circuitos com memristores, mostramos que as so-
lugoes das equagoes que os modelam matematicamente, conforme apresentadas em [7],
podem apresentar oscilagoes periddicas, amortecidas e cadticas. Além do estudo teodrico
das equacoes diferenciais ordinérias, desenvolvido principalmente com base nas referén-
cias [8] [10, 13} [17], realizamos experimentos computacionais usando o software MAPLE™,
para melhor compreensao da dinamica das solucoes e suas bifurcacoes.

No caso especifico dos circuitos envolvendo memristores, capacitores, resistores e in-
dutores, estudamos circuitos memristivos hamiltonianos no plano, com e sem forcamento
periddico, na linha do que é feito no artigo [7]. Estudamos também circuitos memristivos
espaco no R® que apresentam integrais primeiras e plano invariante, desenvolvemos uma
andlise da dinamica e bifurcacoes deste sistema, complementando o estudo puramente
numérico que é apresentado em [7]. Além disso, apresentamos um breve estudo dos sis-
temas hamiltonianos memristivos no R*, que podem apresentar comportamento bastante
complexo. O estudo de tais modelos de circuitos memristivos permitiu um melhor enten-
dimento da dinamica e das condigoes de estabilidade desses osciladores nao-lineares, que
dependem diretamente dos parametros envolvidos nos sistemas. Vimos que, além das os-
cilagoes periddicas, os circuitos memristivos podem apresentar comportamentos bastante
complexos (cujas simulagbes numéricas indicam serem cadticos), nos casos de sistemas
hamiltonianos com perturbacao periddica, no caso de circuitos memristivos no espago
R? e também no R*. Tal entendimento se torna importante, pois evidencia o fato de
os memristores, além de poderem ser usados para construcao de memorias nao volateis
de computadores, apresentam potenciais aplicagoes em varios outros campos de interesse
fisico e tecnologico, como criptografia de dados para transmissao segura de informacgoes
digitais, processadores de alta velocidade e baixo consumo, modelos biol6gicos de memo-
ria associativa, modelos simples de inteligéncia artificial, redes neurais, machine learning,
dentre outros, conforme descrito, por exemplo, na referéncia [I5]. S6 para se ter uma ideia
das aplicagoes dos memrisotres, os autores de [I5] observam que, por serem construidos
em escala nanométrica, o potencial desses dispositivos ¢ espantoso: algo como todos os
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livros da Biblioteca do Congresso norte americano digitalizados e armazenados em um
dispositivo de memoéria do tamanho de um polegar!

Neste contexto, finalizamos observando entao que, além dos circuitos do tipo RLC' (que
envolvem um resistor, um indutor e um capacitor) vastamente estudados na literatura,
podem ser construidos circuitos envolvendo também um memristor. Na verdade, varios
tipos de circuitos elétricos envolvendo combinagoes desses quatro elementos basicos podem
ser construidos e analisados matematicamente, do ponto de vista dinamico. Apresentamos
alguns casos nesta dissertacao, mas h& muito trabalho ainda a ser feito, tanto por fisicos,
engenheiros, quimicos e também matematicos.
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APENDICE

A

Equacao hamiltoniana e equacao de

Pfaff

A equagdo de Lagrange, segundo [1]], pode ser escrita como:
d (0L oL
— (=)= =0 Al
i (aq> og " (A1)
onde L(q, ¢) denota uma funcao real que depende da coordenada ¢ e da velocidade ¢ = %,

chamada de funcao lagrangeana. A equacao lagrangeana também pode ser escrito na
forma

oL

= 50 (A.2)

p
onde p = R denota o momento.
q

A equagao hamiltoniana, segundo [I], pode ser obtida pelo principio variacional dado
da seguinte forma

5 / L(q,d)dt = § / {pi — Hp,q)}dt =0, (A.3)

onde L(q,q) denota a funcao lagrangeana, H(p,q) = p¢ — L denota o hamiltoniano, e §
denota uma variacao suave arbitraria do caminho sujeito a condicao dq(to) = dq(t1) = 0.
A equacao (A.3) pode ser escrita como:

g oH oH
/ ((5pq' + pdg — —dq — —5p) dt = 0. (A.4)
t0 dq dp

Aplicando a regra de integragao por partes ao segundo termo da equagao (A.4]), obtemos

t1 t1 t1
/ poqdt :péq’:) —/ poqdt = —/ poqdt. (A.5)

to to to

Portanto, a equagao (A.4) pode ser escrita da forma

/t:l{(cj—%—g) 6p—<p+%—zl> (5q}dt:0. (A.6)
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Da equacao (A.6)), obtemos a equagao hamiltoniana

. OH
q - ap 9
(A7)
. 0oH
Observe que a equacao hamiltoniana tem a integral
H(p,q) = h, (A.8)
onde h ¢ alguma constante.
Consideremos a equagao variacional mais geral da forma (conforme [I])
t1
5/ (Xi+ Y — F)dt =0, (A.9)
to

onde X, Y e F sao funcgoes reais de x e y. Como

6/ / (0X2 + Xox)d

/ (0X — Xox)dt + Xoxl,!

/ (60X — dxX)dt

_/ 0X o OX s N (9K, L OX N 4
~J, Wz ™ " oy ar " By
09X 09X
_ IR oy — Lhise ) Lar,
/to {<ay 0y )}

t1 t1
5 / (V§)dt = / (5Y§ + Yoy)dt

to to

Y )%
[ {<a—w—a—wy>}d

h OF OF

a equagao (A.9) pode ser escrita como

/t:l { (Q<x>y)5’3 - %j) 0y — (Q(aﬁ, Y)Yy + g—i) 533} dt =0, (A.10)

donde Q(z,y) = dX — 2 Entao, obtemos a equacio de Pfaff [I] dada da seguinte forma

Qz,y)x = %—F,
Yy
(A11)
Qeyyi = -2F

%7
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que é a forma geral das equagoes que descrevem um sistema conservativo.

A equacgao (A.11)) tem a solu¢ao F(x,y) = C (C= constante), pois

dF(z,y) OF . OF.

— =t i {=Q(z,y)9}i +{Q(z,y)}y = 0.

Se Q(z,y) > 0, o sistema (A.11)) pode ser transformado em um sistema hamiltoniano. De

fato, fazendo a mudanca da variavel independente t por dr = Q(‘iiy), obtemos
dr  OF
e
(A.12)
dy  OF
dr 8z’

Nesta transformacao, multiplicamos a velocidade no ponto (z,y) pelo valor da funcao
Q(z,y) > 0 neste ponto, o que ndo altera as trajetérias, mudando apenas a escala de
tempo (rescaling). Se Q(z,y) < 0, a orientagao temporal das trajetorias é invertida.
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