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RESUMO

Sistemas dinamicos descritos por mapeamentos discretos tem sido estudados ampla-
mente durante varios anos. A descrigao de sistemas Hamiltonianos conduz muitas vezes a
mapeamentos discretos bidimensionais e que preservam a area no espaco de fases. Neste
projeto, consideraremos como objeto de estudo uma clase de sistemas que podem ser
descritos por um Hamiltoniano composto por uma parte integravel e uma parte nao in-
tegravel. O objetivo principal desse trabalho de conclusao de curso é investigar algumas
propriedades de escala, localizacao de curvas invariantes, obtencao de expoentes criti-
cos em uma familia de mapeamentos bidimensionais, e fazer uma comparacao com os
resultados esperados pela teoria e os resultados obtidos experimentalmente, usando um

formalismo excencialmente fenomenolégico.



ABSTRACT

Dynamical systems described by nonlinear mappings have received much attention in
the last decades. The description of Hamiltonian systems often leads to area preserving
discrete mappings. In this project we investigate a class of systems that can be described
by a Hamiltonian which is composed by an integrable as well as a non integrable part.
The main goal of this work is to investigate some scaling properties, localization of inva-
riant spanning curves, and characterization of critical exponents for a family of discrete,
nonlinear and area preserving mappings. Moreover we aim to compare our numerical

findings - obtained from a set of scaling hypotheses - with a theoretical approach.
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Introducao

Consideramos Galileu Galilei (1564 - 1642) como o pai da ciéncia moderna por sua
tentativa de compreender os fendmenos ocorridos na natureza de uma forma diferente da
fisica aristotélica que ainda era ensinada em sua época. Assim, o desenvolvimento da
mecanica classica comega a dar seus passos mais importantes. No entanto, é com o inglés
Isaac Newton (1642 - 1727) que verificamos um ponto crucial no rumo da ciéncia. Com o
desenvolvimento do cédlculo diferencial, foi possivel, posteriormente, uma descricao deta-
lhada de todas as dreas envolvendo a mecanica classica, em especial a Lei da Gravitacao
Universal. Essa lei nos proporcionou uma compreensao muito mais detalhada, complexa e
precisa da mecanica planetdria, no nosso caso, o sistema solar. A mecanica newtoniana é
chamada de deterministica justamente por haver total previsibilidade de todo e qualquer
movimento que um dado corpo possa vir a executar. A dinamica celeste era e é muito
estudada até hoje. O fisico e matemadtico francés, Henry Poincaré (1854 - 1912), estudou
o problema de trés corpos e publicou uma série de trabalhos chamada Sur les courbes
définies par une équation différentielle, que foi publicada nos anos de 1881, 1882, 1885 e
1886. Nesses trabalhos ele apresentou um conjunto de equagoes diferenciais e quais eram
os comportamentos de suas solugoes. A partir dessas solugoes, Poincaré mostrou que o
comportamento dessas érbitas nao era regular e possivel de se determinar, ou seja, quando
eram dadas condigoes iniciais, escolhidas arbitrariamente proximas, para quaisquer duas
orbitas, elas resultariam, no futuro, em érbitas muito distintas. Nas palavras de Poincaré
[1]:

"Além disso, esse estudo qualitativo tem em si mesmo um interesse de primeira ordem.
Viarias questoes importantes da andlise e da mecanica sao reduzidas a ele. Tomemos por
exemplo o problema dos trés corpos: nao podemos nos perguntar se um dos corpos ird
sempre permanecer dentro de certa regiao do céu ou mesmo se ele ira se mover inde-
finidamente; se a distancia entre dois corpos ird crescer ou decrescer indefinidamente,
ou mesmo se essa distancia ird permanecer dentro de certos limites. Nao podemos fazer
mil questoes desse tipo, que serao todas resolvidas quando construimos qualitativamente
as trajetorias dos trés corpos? E se consideramos um numero maior de corpos, o que €

a questao da invariabilidade dos elementos dos planetas, senao uma verdadeira questao



da Geometria qualitativa desde que, ver que o eizo maior nao tem variacoes seculares, €
mostrar que ele oscila constantemente entre certos limites?”.

E com os estudos de Poincaré sobre a mecanica celeste que a dinamica nao-linear co-
megca a dar seus primeiros passos. Ele introduziu dois conceitos importantes em dinamica
nao linear; sao eles a secdo de Poincaré e o mapa de Poincaré. A secao de Poincaré é
entendida como uma forma de reduzir o estudo de um fluxo de solugoes num espaco de
fase com n dimensoes para n — 1 dimensoes. Ou seja, se um determinado sistema dina-
mico é descrito por um cojunto de equagoes diferenciais ele fornecerda um fluxo de solugoes
que interceptard um plano, que é a secao de Poincaré. No entanto, a secdo de Poincaré
utiliza o mapa de Poincaré para fazer essa reducao. Esse mapa é interpretado como uma
sequéncia de pontos que interceptam a secao de Poincaré. Essa sequéncia é determinada
pelo fluxo das solucoes e para esse conjunto se da o nome de mapa. A Figura 1 ilustra

uma se¢ao de Poincaré

/ Segdo de Poincaré

Fluxo de solugoes

Figura 1: Fluxo de solugoes interceptando a secao de Poincaré.

Foi somente por volta de 1960 com o meteorologista do M.I.T (Massachusetts Institute
of Technology), Edward Lorenz (1917 - 2008), que a dinadmica ndo linear ganha forgal[2].
Lorenz tentou fazer previsoes do tempo climatico que eram baseadas em um conjunto
de equacoes diferenciais parciais que levavam em conta varios fatores. Ao observar os
resultados, Lorenz verificou que pequenas variacoes proporcionavam resultados completa-
mente diferentes ao se fazer a evolucao temporal do problema. Na Figura 2 pode-se ver
um exemplo de um atrator. Diz-se que atrator é um conjunto invariante para o qual as

6rbitas préximas convergem depois de um tempo suficientemente longo [3].
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Figura 2: atrator de Lorenz [2].

Com isso, pode-se perceber claramente a dificuldade de se ter precisao em prever
a evolucao temporal de um fluido turbulento. Assim surgiram os atratores, que sao
amplamente estudados na dinamica nao-linear e se apresentam nos mais variados sistemas
dinamicos.

Em meados dos anos 70, Robert May desenvolveu um mapa logistico que se propunha
a descrever o comportamento do crescimento de populagoes [4]. Esse mapa é descrito pela
equacao abaixo

Tpi1 = r2,(1 — ), (1)

onde r é a taxa de crescimento da populagao e também o parametro de controle e =z,
representa as geragoes seguintes. Esse mapa logistico nao apresenta estabilidade estrutural
o que gera as chamadas bifurcacdes que sao representadas pela Figura 3.

No mapa logistico representado pela Figura 3, verifica-se a presenca de bifurcagoes.
Quando um determinado sistema dinamico perde a estabilidade estrutural dize-se que ele
sofreu uma bifurcagao [3]. Outro resultado interessante foi obtido por Armand Feigenbaum
(1922 - 2014). Ele notou que a medida em que se aproxima do caos, cada regido periddica
¢ menor do que a anterior por um fator = 4,66, ou seja, essa constante caracteriza a
transicao para o caos na aproximagao geométrica do parametro de bifurcagao ao seu valor
limite e esse valor independe da fungao que ¢ iterada [5]. Essa constante ficou conhecida

como constante de Feigenbaum.



==

________

Figura 3: Mapa logistico de Robert May, onde verifica-se a presenga de bifurcagoes [4].

Neste trabalho de conclusao de curso, o objeto de investigacao sera o comportamento
da dinamica e de algumas propriedades estatisticas de uma familia de mapas bidimen-
sionais (2-D). Assim, considere uma classe de sistemas que pode ser descrita por um

Hamiltoniano do tipo

H(J17 J2701762) = HO(le JQ) + EHI(le J2791702) 3 (2>

onde as variaveis J; e 6; , com ¢ = 1,2, correspondem, respectivamente, a agao e o angulo.
O parametro € é o que define a integrabilidade ou nao integrabilidade do Hamiltoniano.
Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 sera feito um estudo
sobre a fenomenologia dos mapas bidimensionais assim como suas respectivas leis de escala
e algumas de suas proriedades. O Capitulo 2 é dedicado ao tratamento analiticos dessas
leis de escalas e suas implicacoes. Posteriormente, as conclusoes serao apresentadas no

Capitulo 3.
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Capitulo 1

Estudo fenomenoloégico das leis de

escala em mapas 2-D

Neste capitulo serao descritos alguns conceitos importantes sobre os mapeamentos
bidimensionais. Em seguida, serao exploradas as propriedades dinamicas do mapa as-
sim como as hipdteses de escala e suas respectivas leis. Os resultados numeéricos e suas

implicacoes também serao mostrados nas secoes subsequentes.

1.1 Propriedades dinamicas do mapeamento e hipo-

teses de escala

Considere um sistema dinamico cujo Hamiltoniano é descrito pela equagao (2). Como
ja foi dito anteriormente, o parametro € determina a integrabilidade ou nao integrabi-
lidade do Hamiltoniano, ou seja, se ¢ = 0, o Hamiltoniano sera integravel e, se € # 0,
o Hamiltoniano sera nao integravel. Dessa maneira, esse parametro de controle sera de
suma importancia, afinal ele é quem define a transicao de fase de integravel para nao
integravel. Podemos reescrever a equagao (2) de outro modo. Como a energia do sistema,
é constante pode-se reduzir o sistema para trés variaveis. Agora, considerando a secao de
Poincaré dada pelo plano I; vs. 01 e sendo o angulo 6, constante (mod 27) [6], podemos

reescrever o mapeamento CcOo1mo

Toar = I+ (6, I,
T:{ 1= I+ ehlOn, L) (1.1)

Opni1 =00+ K(L11) + €p(On, L,11)] mod(2m)
onde h, K e p sao fungoes nao lineares. O indice n nos da a enésima iteracao do ma-
peamento. Neste trabalho, considerou-se um caso especifico onde h(0,, 1) = sin(6,),
K =1/I,, com~y > 0ep(b,, I,11) = 0. Assim, o mapeamento se apresentara da seguinte

forma
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I,.1 =1, +esin(6,
T " esin( ) , (1.2)
Oni1 = [Gn + AT ] mod(27r)

para esse mapeamento, pode-se variar os parametros € e v, no entanto, para este trabalho,
foram realizadas variacoes apenas em € e considerou-se v = 1. Escolhido um valor para e,
podemos analisar o espago de fases para o mapeamento (1.2). Para que isso ocorra parte-
se de um par de condigoes iniciais (1o, ), que, posteriormente, fornecerd o par (Iy,6,),
e assim, sucessivamente, até o par (I,,,0,). A sequéncia de estados (Iy,6y) — (I1,01)
— (I3,05) — ... (I,,,6,) recebe o nome de 6rbita, e o conjunto de todas essas érbitas
chama-se espago de fases ou espaco de estados [7].

A Figura 1.1 mostra como é o espaco de fase do mapa (1.2) ao se considerar e = 0,01
e v = 1. Ao analisar esse espaco de fase nota-se um conjunto de ilhas de estabilidade que
estao cercadas por um mar de caos. No entato, o mar de caos também é limitado por
varias curvas invariantes do tipo spanning. Essas curvas invariantes atuam como um tipo
de barreira que impede o avanco do mar de caos, ou seja, o mar de caos s existira abaixo

ou acima dessas curvas.

0251 Curva spanning

Ilha de
periodicidade

Mar de caos

Figura 1.1: Espaco de fase para o mapeamento (1.2) para o caso em que € = 0,01 e v = 1.

Aqui, observa-se que a condicao inicial estd localizada no mar de caos e suficientemente
distante das curvas spanning, o que permite uma observagao do que ocorre com a dinamica
difusiva de I. No entanto, por conta da simetria do problema I = 0, assim, passaremos a
observar o que ocorre com 12. Consideramos gy = \/ﬁ por se tratar de um observavel

que pode ser avaliado no mar caos. O observavel I? é definido a partir de duas médias

12



n

- 1 & (1S,
:Mgl =~ 1) (1.3)

j=1
onde n identifica o niimero de iteragoes do mapa e M o nimero de condigoes iniciais. O
somatério em ¢ é uma média ao longo de um ensemble de condigoes iniciais e o somatorio
em j ¢ uma média ao longo da drbita [6].

A Figura 1.2(a) apresenta o comportamento de Igys em fungao do nimero n de itera-
¢oes. Pode-se notar que todas as curvas apresentam um comportamento muito semelhante,
ou seja, crescem paralelas umas as outras para n pequeno e saturam para tempos longos.
Outro ponto importante que deve ter destaque é o fato de que as curvas apresentam um
regime de saturacao, onde Iryrs passa a ser constante a partir de um determinado valor
de n que nomeou-se de n,. Outra caracteristica que essas curvas mostram é que o regime
de saturacao aumenta conforme o valor do parametro de controle aumenta. Apesar dessas
curvas, que se mostram paralelas, partirem de valores diferentes, todas elas crescem com
uma lei de poténcia para n < n,. Para valores maiores ou iguais a n, as curvas passam a
ser caracterizadas por um plato constante. Ao se fazer a transformacao de n — ne? tere-
mos uma reescala para o eixo horizontal. Desse modo, observa-se que as curvas crescem

juntas, no entanto, cada uma tem o seu regime de saturacao diferente.

10 S mA L o T 10"

T 1 sl _
il Soe-pun] | Alhe eoe-00001] ]
B £ =0,0003 3 r E—£1 £ = 0,0003 1
A g = 0,0006 ] I A g = 0,0006 ]
T = 10 -

s | T 1 o sering | = e s | i | | |

10 5 10 g - e
10’ 10° 10" 10 10° 10° 10° 10" 10° 10" 10
n 2

ng
(@ ®

Figura 1.2: Aqui temos Iryrs em funcdo de: (a) n, e (b) ne? para o caso em que v = 1. Para

ambos os casos foram atribuidos trés valores distintos para e.

A partir da andlise desse comportamento podemos fazer as seguintes hipdteses de
escala:

1. Para n < n,, as curvas de crescimento podem ser descritas da seguinte forma

IRMS X (TL€2)5 y (14)
onde 3 é o expoente critico, também chamado de expoente de aceleracao;
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2. Para n > n,, observa-se que as curvas se aproximam de um regime de saturacao,

de tal forma que

Tryms,sar o< €, (1.5)

onde « é chamado de expoente de crescimento;
3. O numero de iteragoes necessarias para se notar a mudanca de crescimento para

um platd constante é dada por

Ng X € (1.6)

onde z é um expoente critico.

Para que seja possivel determinar a lei escala para os expoentes criticos devemos,
primeiramente, definir o conceito de funcao homogeénea generalizada. Diz-se que uma
funcao homogénea é aquela que, quando passa por transformacoes em suas varidveis,
torna-se uma outra fungao que é proporcional aquela que lhe deu origem. Para que o
comportamento de Irys seja descrito, partimos das hipotéses de escala e, assim, temos a

seguinte funcao homogénea generalizada

Tras(né?, €) = Urps(1°né?, 1), (1.7)
onde [ é um fator de escala e o 0s expoentes caracteristicos sao representados por a e b. O
fator de escala [ pode ser escolhido arbitrariamente, de tal forma que pode-se escolhé-lo
como [*ne = 1, o que ird produzir
I = (né®) s, (1.8)
Agora, substituindo a equagao (1.8) em (1.7), temos que

Irus(né, €) = (ne?) s Inns(l, (ne2)~<e). (1.9)

Por conveniéncia, chamaremos Ipys(1, (ne?)"a€) = L4((ne?)~ae)), dessa maneira

Irns(ne?, €) = (ne?) "« Iu((ne?)~<e)), (1.10)

onde I4 é assumido ser constante. Analisando a primeira hipétese de escala, para o caso

em que n < n,, e comparando com a equacao (1.10), temos que

(nez)_é = (ne?)”, (1.11)

isso nos diz que g = —%. Escolhendo, agora, [’c = 1, implica em

14



o~
m‘
o=

(1.12)

substituindo a equagao (1.12) em (1.7)

a

Irars(ne’, e) :e_%IB(e_FnGQ), (1.13)

de tal forma que Ig(e #ne®) = Ipys(e tne?, 1). Assumindo que Iz é constante para
n > n, e comparando a equagao (1.13) com a segunda hipé6tese de escala, para o caso em

que n > n,, tem-se a seguinte relagao para o segundo expoente critico

(1.14)

(@)
Il
™
o=

_ 1
para esse caso, nota-se que o = —y.

A determinagao do expoente critico z surge quando compara-se as expressoes (1.8) e
(1.12). Esse expoente vem a partir da terceira hipdtese de escala, mostrada em (1.6), para

o caso em que ha uma mudanga de crescimento para saturacao, assim

(ne?)"a = €75, (1.15)

Agora, isolando n temos

ng =€’ 2. (1.16)

Ao comparar a expressao (1.16) com a hipdtese de escala (1.6) tem-se a seguinte

representacao para o expoente critico z

z:%_z, (1.17)

Assim, pode-se notar que a equagao (1.17) fornece uma lei de escala para os expoentes
criticos. E vélido ressaltar que essa lei de escala também pode ser escrita em funcao ape-
nas dos expoentes caracteristicos fornecidos pela funcao homogénea generalizada. Assim,
podemos notar que ao saber quaisquer dois expoentes criticos, é possivel determinar o
terceiro, ou seja, ¢ uma lei complementar. Esses expoentes podem ser encontrados de
diferentes maneiras. Mostraremos na proxima se¢cao uma maneira de encontrar numeri-

camente esses expoentes.

1.2 Resultados numéricos

Para mostrar os resultados obtidos nas simulacoes numéricas retornamos aos graficos

representados pela Figura 1.2. A partir da Figura 1.2(b) pode-se notar que o crescimento

15



das trés curvas, para diferentes valores do parametro de controle €, é semelhante. E o
expoente critico S que fornece o crescimentos dessas curvas. Os resultados numéricos
indicam que 8 = 0,481(1). Fazendo uma aproximagao para § = 1/2, e admitindo a
comparagao mostrada em (1.11) que § = —1/a, conclui-se que, a = —2. O expoente
critico « serd obtido a partir da Figura 1.3 que mostra Irys vs. € para o caso em que
n > n,. Esse expoente descreve o comportamento assintotico de Iryg. Para tal, foi
considerado v fixo e igual a um (y = 1) ao passo que o parametro e foi variado para

pequenos valores, assim, foi considerado € € [1074,1073].

L | &—© Valores experimentais 4
= — Melhor ajuste .

IR_\'IS: satl 0_3 I

L0 10

Figura 1.3: Comportamento de Irprs 54T VS. € para o caso em que vy = 1.

O expoente critico o foi determinado a partir do ajuste em lei de poténcia como
mostrado na Figura 1.3. Esse ajuste em lei de poténcia forneceu um valor para a =
0,514(8), considerando o = 1/2 pode-se determinar o fator de escala que é obtido para
a = —1/b, assim, b = 2. O expoente z pode ser obtido a partir de um ajuste em lei de
poténcia a partir do comportamento de n, vs. €, como mostrado na figura (1.4).

O mesmo procedimento para determinar o expoente critico o foi utilizado para que
se obtivesse o expoente z. De tal forma que o ajuste linear forneceu um valor para
z = —0,90(1). Esse valor encontrado a partir do ajuste da curva oferece um resultado

muito préximo daquele previsto pela equagao (1.17).
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10— G—5 Valores experimentais
— Melhor ajuste

10" 10°

Figura 1.4: Comportamento de n, vs. € para o caso em que vy = 1.

A partir da fungao homogénea generalizada da descrigao do mar de caos foi encontrada
uma relagao entre os expoentes criticos. A regiao cadtica é invariante frente a e. Isso pode
ser mostrado quando se faz as transformacoes Irys — Irys/€* € n — n/e*. Nesse caso,
para diferentes curvas de Ir)¢ obtidas para diferentes parametros, as curvas sempre irao

se sobrepor em uma curva universal, como mostrado na Figura 1.5.
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Figura 1.5: Comportamento de I,,s/€* vs n/e*.
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Capitulo 2

Estudo analitico das leis de escalas

em mapas 2-D

No capitulo anterior foi mostrada uma andlise numérico-computacional que descrevia
o comportamento do mapeamento (1.2). Neste capitulo sera dado um enfoque puramente
tedrico para este mapeamento, ou seja, sera feita uma descricao analitica dos expoentes
criticos e para seus respectivos valores numéricos utilizando algumas de suas propriedades

do espaco de fases conjuntamente com o mapa padrao.

2.1 Uma abordagem tedrica sobre as leis de escala

Ao observar o espaco de fase podemos notar que uma de suas caracteristicas é a
presenca de regioes regulares, assim como também ha a presenca de curvas invariantes
spanning, ilhas de periodicidade e algumas regioes de caos. A caracteristica mais impor-
tante do espaco de fase tem relacao com a primeira curva invariante spanning. Ela separa
o espaco de fase em duas regices distintas. A regiao acima dessa primeira curva mostra
um comportamento cadtico local, enquanto a regiao abaixo dessa curva tem um compor-
tamento cadtico global. Um exemplo de sistema dinamico que possui as caracteristicas

citadas, é descrito como

- { Lisr = I, + K sin(6,) 1)

Oni1 = [0n + Ini1]mod(2)

onde K ¢é um parametro de controle. Vale ressaltar que para K = 0, o mapa € integravel
e que, para K # 0 o mapa é nao integravel. Para discutir o mapeamento descrito por
(1.2), considere que a varidvel I, nas imediagoes da curva invariante, ou seja, entre 0,1 e

0, 15 possa ser escrita como
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I, =1+ AI, (2.2)

onde I corresponde a um determinado valor caracteristico da curva invariante e que,
Al,, é uma pequena perturbagao de I. A primeira equacao do mapeamento (1.2), terd a

seguinte forma

Al = Al, + €esin(6,). (2.3)

Enquanto isso, a segunda equacao do mapeamento, sera dada por

1
(I + AL

Para que se faga as transformagoes necessarias, isolaremos o termo 1/17, assim a

equagao (2.4), podera ser escrita como

o 1 A]n—I—l -
o=t (1 8) o5

Agora, expandindo a equacdo (2.5) em série de Taylor e utilizando apenas o primeiro

termo da expansao, a segunda equac¢ao do mapeamento (1.2), serd
1 AIn—f—l

Qn - Qn = — = .

+1 + 7 Y Frrl

Agora, multiplicando a equacéo (2.3) por —y/I7*! e depois adicionando o termo 1/17.

(2.6)

Entao, podemos estabelecer uma relacao com duas novas variaveis, da forma

o 1 AIn+1
Jn = E -7 i’y+1 ) (27)
On = Op + . (2.8)

Com essas novas variaveis estabelecidas, o mapeamento (1.2) para o caso de pequenas

perturbacgoes na regiao da curva invariante, assumira a seguinte forma

(2.9)
¢n+1 = [an + Jn+1]m0d(27r)

Comparando o mapeamento (2.1) com o novo mapeamento (2.9), nota-se uma relagao

- { st = Jo + 255 sin(0),)

entre os paramentro de controle, que podem ser organizados como

K = ]];. (2.10)
v
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Dessa forma, sabe-se que nas imediag¢oes da curva invariante K = 0,9716... [7], de tal
forma que podemos determinar a posi¢ao da primeira curva curva invariante spanning

como

[= (%)Te? (2.11)

Vale ressaltar que a posicao dessa primeira curva é de extrema importancia, afinal, ela
¢é quem delimita da regioes de caos, assim como o comportamento de Iryrg. Comparando
a equagao (2.11) e (1.5) podemos determinar analiticamente o primeiro expoente critico

a em funcao do parametro de controle v, assim, temos que

1
a=—-—,. (2.12)
v+1
Agora, para que se faca a determinacao do expoente critico 3, serd utilizada a primeira
equagao do mapeamento (1.2). Dessa forma, ao elevar ambos os lados ao quadrado verifica-

se que

IP . = I} + 2¢l,sin(0,) + € sin(6,). (2.13)

Ao fazer uma média da equacao (4.13) em um ensemble de 6 € [0, 27| temos a seguinte
equacao

12, = I2, + 2¢l, sin(6,) + €*sin®(6,,). (2.14)

Observando esta equacao temos alguns valores médios que podem ser facilmente cal-

culados, sao eles, respectivamente

sin(6,,) = /00 sin(6,,)d0, (2.15)

Sn2(0,) = / in?(6,,)do. (2.16)
Lembrando que os limites de integragdo estdo no intervalo [0,27] e resolvendo as
equacoes (2.15) e (2.16), verifica-se que sin(f,) = 0 e sin?(f,) = 1/2. De tal forma
que a equagao (2.14), pode ser reescrita como
— — 62
I, =17+ 5 (2.17)

Para o caso em que € é suficientemente pequeno, a grandeza 12, .1 — I?, também sera

suficientemente pequena. Desta forma é valida a aproximagao

dﬁ_e2

—_ = —. 2.1
dn 2 (2.18)
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Integrando a equacao diferencial de primeira ordem dada por (2.18), temos que

I(n) n o2
/ dI? = —dn,
Io 0 2

Assim,

— 62

I2(n) = I3 + 7n

Como j4 dito anteriormente Irys = V 12,0 resultado produzido serd
2

Iryms = Ig + En

Agora, considerando [ suficientemente pequeno, teremos Igy;s dado por

N

1
Trps = E(HEQ) :

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Comparando a equagao (2.22) com a hipétese de escala (1.4) conclui-se que = 1/2,

o que valida os resultados numéricos mostrados no capitulo anterior. Para que se possa

determinar o expoente critico z, basta utilizar a equagao (2.19), porém, com outros limites

de integragao, ou seja, fazendo a transformagao Iy — 0 e I(n) — I. Aplicando esses novos

limites de integragao e resolvendo a equacao, temos que

(fye)wil_ Ny € 2
K S\ 2 '

Isolando n, obtém-se o seguinte resultado

2
v =
Ng =2— et

K

Comparando (2.24) com a hipétese de escala (1.6) conclui-se que

2y
v+ 1
Podemos determinar o expoente critico z apenas conhecendo o parametro ~.
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Capitulo 3
Conclusoes

Nesta monografia foi apresentada uma descricao detalhada sobre como obter expo-
entes criticos para um mapa bidimensional quando o sistema passa de integravel para nao
integravel. Para tal, foram propostas hipéteses de escala que se mostraram compativeis
com as simulagdes numéricas. A determinacao das curvas spanning, se mostrou muito
util, sendo que essas delimitam as ilhas de periodicidade assim como a regiao do mar do
caos.

A abordagem tedrica das hipéteses de escalas e a determinacao de expoentes criticos
foi contemplada com os resultados nimericos obtidos. Esses resultados mostraram que ao
se fazer as devidas transformagoes ha uma invariancia de escala no sistema. Os resultados

obtidos também conduziram a uma lei de escala

z2=—=—2, (3.1)

de modo que o conhecimento de quaisquer dois expoentes fornece o terceiro.

Temos como perspectiva continuar o estudo sobre as leis de escala e mapeamento
de sistemas nao integraveis. A ideia central agora é variar os parametros de controle e
verificar o que ocorre com o mar de caos, as curvas spanning, ilhas de periodicidade e se

os expoentes criticos continuam a obedecer as leis de escala.
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