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Na teoria quantica de campos usual, descrita no espaco-tempo de Minkowski, os conceitos de particula e an-
tiparticula surgem associados aos estados de energia positiva e negativa respectivamente. Nesse artigo focando
como publico alvo alunos de pés-graduacgao em Fisica, discutimos de maneira pedagdgica como esses conceitos
podem ser ou nao transferidos quando fazemos uma mudanga de coordenadas, do espago-tempo de Minkowski
para as coordenadas do cone de luz. Concluimos que nessas novas coordenadas temos uma arbitrariedade na
escolha, uma vez que o sinal da energia fica atrelado ao sinal da componente longitudinal do momento no cone de
luz. Embora haja essa arbitrariedade, a correlagao de sinal que existe entre a energia e o momento longitudinal
implica profundas consequencias fisicas. Momentos positivos implicam energias positivas e momentos negativos
implicam energias negativas. Isso significa, por exemplo, que no vacuo quantico da frente de luz nao pode haver
producao de pares particulas e antiparticulas, ao contrério do que ocorre no espago de Minkowski usual.
Palavras-chave: teoria quantica de campos, espago de Minkowski, cone de luz, antiparticulas.

In the usual quantum theory of fields, as described in the Minkowski space-time, the concepts of particle
and antiparticle appear associated with positive and negative energy states respectively. In this article, which is
directed to graduate students in physics, we discussed in a pedagogical way how these concepts can be transferred
when we make a change of coordinates, from the Minkowski space-time to the coordinates of the light cone. We
conclude that these new coordinates have an arbitrary choice, once the sign of the energy is coupled to the sign
of the longitudinal component of the momentum in the light cone. Although there is this arbitrariness, the sign
correlation between the energy and the longitudinal momentum implies profound physical consequences. Positive
momenta imply positive energy, and negative momenta imply negative energies. This means, for example, that
in the quantum vacuum of the light front there cannot be any pair production of particle and antiparticle, unlike

what happens in the usual Minkowski space.

Keywords: quantum theory of fields, Minkowski space, light cone, antiparticles.

1. Introducgao

No universo material em que estamos inseridos, a
matéria que a compoe tem hoje uma formulacdo ma-
tematica muito elegante, baseada nos conceitos da teo-
ria quantica de campos, que utiliza tanto o formalismo
da mecanica quantica - fundamental para a descrigao
dos constituintes do microcosmo — bem como do for-
malismo da mecéanica relativistica de Einstein — fun-
damental para descrever as particulas com velocidades
préximas a da luz.

Dentro desse arcaboucgo tedrico, entendemos os
principios de conservacao de quantidades fisicas como
resultante das propriedades de invariancia por simetria
das equagoes de movimento que governam certo pro-
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cesso fisico. Assim, a invariancia por translacdo de um
sistema fisico reflete-se na conservacao da quantidade
de movimento (ou momento linear) desse sistema, en-
quanto a invariancia por transformacoes de calibre re-
dundam em conservagao da carga elétrica.

Um dado experimental que a natureza nos apre-
senta é que particulas que compoe a matéria podem
vir sob duas cargas elétricas distintas: positiva e/ou
negativa. Quando todas as demais propriedades de
duas particulas, tais como massa, spin, etc. sao iguais,
mas a carga elétrica delas é diferente, temos ai con-
figurado a particula e a antiparticula. Por exemplo,
o elétron e o pdsitron, o préton e o anti-préton, sao
exemplos desse par particula-antiparticula: Cada par
desses tem a mesma massa, 0 mesmo spin, mas cargas
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elétricas opostas. Por convencao, o elétron e o préton
sao as particulas e o pésitron e o anti-préton sao as
antiparticulas correspondentes ao elétron e ao préton.

A interpretacao tedrica desse fato experimental,
isto é, a maneira de entender a existéncia dessas
antiparticulas veio primeiramente com as idéias de
P.A.M. Dirac ao tentar resolver o problema das solugoes
quanticas da equagao de Klein-Gordon com energias
negativas, possibilitadas na relagao relativistica de
energia-momento:

E = +VK*c2 + m2c4. (1)

Como essa ideia de antiparticulas surgiu na con-
cepcao de Dirac? Bem, vimos que a relagao entre ener-
gia e momento de uma particula eletricamente carre-
gada como o elétron, é dada pela relagdo (0). Para
Dirac, a possibilidade de se admitir a solugao de ener-
gia negativa para o elétron implicaria na necessidade
de se postular uma antiparticula do elétron da seguinte
forma: Como os sistemas fisicos tem a tendéncia de
evoluirem para estados de energia minima, a existencia
de estados de energia negativa para os elétrons impli-
caria que eles tenderiam a ir para os estados cada vez
mais negativos, irradiando energia de maneira continua
e infinitamente. Mas isso néo se verifica experimental-
mente. Entao Dirac postulou que hd um “mar (infinito)
de elétrons” de energia negativa, uniforme e por con-
seguinte nao produzindo efeitos observaveis. Devido
ao principio de exclusao de Pauli, os elétrons de esta-
dos de energia positiva nao poderiam ir para os estados
de energia negativa, ja todos ocupados por elétrons.
Quando um elétron desse “mar de elétrons”, todos de
energia negativa, fosse excitado por um féton e fosse
conduzido para um estado de energia positiva, no “mar”
ficaria um“buraco” ou uma “bolha”, agora com efeito
observavel, que se comportaria como particula de carga
positiva e energia positiva. Em outras palavras, como
uma antiparticula do elétron. Embora seja uma idéia
interessante, ela é instatisfatoria na medida em que se
associa antiparticulas a “buracos” ou “vazios/bolhas”.
Além disso, esses “buracos” seriam aqueles deixados
num “mar infinito” de elétrons de energia negativa, que
carece de uma fundamentacao experimental [0].

Mais tarde, na década de 1940, R.P. Feynman deu
a interpretacao que atualmente se aceita como sendo a
explicacao mais plausivel para os estados quanticos de
energia negativa que seriam entao os estados quanticos
associados as antiparticulas. A idéia de Feynman foi
interpretar, na solucao da funcao de onda expressa em
termos de ondas planas, de energia negativa, (—FE), a
propagacao da particula para o passado, (—t), o qual
agora seria interpretado como sendo antiparticulas de
energia positiva, (+F), progapagndo-se para o futuro,
(+1),

Apilkx—(~E)(~1)
Aei(k~x—(+E)(+t)) )

b(x,1)
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Vamos a seguir ver o que ocorre com essa ideia
de Feynman aos transferirmos para as coordenadas do
cone de luz.

Nas coordenadas usuais do espaco de Minkowski,
temos os quadrivetores espago definidos por

x = (ct,x) = (ct,z,y,2) = (2%, 2", 22, 23),
que, expressos nas coordenadas do cone de luz ficam
r=(z", 2t 2% 27) = (T, xt,27),

em que z+ e ™ sdo definidos por

O:l: 3
I x7

V2
xt = (2} 2?).

Analogamente para os quadrivetores momento, te-
mos

o KO+ k3
\/5 )
Kkt = (k' k?).

Do produto escalar entre eles, k-2 = k%2° —k - x =
KO0 — kot — k222 — k323, expresso em termos dessas
novas coordenadas da frente de luz, k- = k~zT —k*-
xt+kte” =k ot —k'2' —k%22 4+ kT2~ notamos dois
pontos importantes: a) Podemos associar a coordenada
k™ como a energia na frente de luz e a coordenada ™
como o tempo na frente de luz, em analogia & energia
kY e ao tempo 2° usuais; e b) o produto do momento
longitudinal k™ e a coordenada longitudinal = é posi-
tivo, diferentemente do caso usual, onde o sinal de k323
é sempre negativo.

Que interesse fisico haveria para se fazer uma sim-
ples mudanga de coordenadas e quais consequencias hé
para tal mudanca? Evidentemente que a fisica perma-
nece a mesma, porém, assim como mudar de coordena-
das cartesianas para coordenadas polares ou esféricas
pode facilitar a descricdo de sistemas com simetria
esférica, utilizamos a mudanca de coordenadas para a
frente de luz para facilitar a descrigao analitica de um
fenébmeno onde as varidveis envolvidas sejam tais que
envolvam grandes momentos (momento “infinito”). O
formalismo da frente de luz é bastante til entao na des-
cricao de espalhamentos em altas energias que ocorrem
nas colisoes entre hadrons ou entre léptons e hadrons
realizadas nos grandes aceleradores de particulas, uma
vez que nessas experiéncias, as particulas interagentes
sao ultra-relativisticas e ocorrem ao longo de um eixo
preferencial que é o eixo da colisao [B-8].

Além disso, observando a Eq. (W), observamos que
a relagao entre a energia e o momento no espago usual
de Minkowski é quadratico, de modo que a energia,
em funcao do momento se torna uma relacao irracio-
nal de grandezas. Como no processo de quantizacao, as
varidveis numeéricas se tornam operadores lineares, fica
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dificil interpretar o que seria a raiz quadrada de um
operador quantico. Por outro lado, a mesma relagao de
energia e momento expressa nas coordenadas da frente
de luz se torna:
k2422

e @
que mostra ser uma relagao racional linear entre ener-
gia e momento. Além do mais, a Eq. (B) mostra que
existe uma correlagao do sinal da energia com o sinal
do momento longitudinal k™: Quando kT é positivo, a
energia é positiva e vice-versa. Esta correlagao, entre
outras coisas, proibe a manifestagao da criagao de pares
no vacuo quantico da frente de luz, o que fisicamente
interpretamos como sendo um vacuo de estrutura mais
simples que no caso covariante.

Uma outra consequencia importante do uso das co-
ordenadas da frente de luz tem a ver com o que chama-
mos de maximizacao do grupo de estabilidade dos ge-
radores da &dlgebra de Poincare. Sistemas relativisticos
podem ser descritos pelo grupo de transformagoes de
Lorentz juntamente com as translagoes — que compoem
0 que denominamos de grupo das transformacoes de
Poincare. No espaco de Minkowski usual, os dez ge-
radores do grupo de Poincare se subdividem em seis
geradores cinemdticos e quatro dinamicos. Nas coor-
denadas do cone de luz, os dez geradores de Poincare
se subdividem em sete cineméticos (méximo possivel) e
trés dinamicos, o que representa uma vantagem na des-
cricao analitica das equagoes do movimento. Mais es-
pecificamente, “boosts” (“empurrdes”) ao longo do eixo
transversal sao puramente cinematicos, conservando o
momento longitudinal ao longo desse eixo. Em tese,
portanto, a fisica na frente de luz deveria ser mais sim-
ples de ser tratada. Em tese, porque como diz o di-
tado chinés, “nao ha almocgo gratis”. A vantagem au-
ferida por uma lado, acarreta desvantagens de outro
lado! Notamos que na expressao da Eq. (B) temos o
denominador kT que quando se anula se torna numa
singularidade para a energia k~. Essa singularidade é
conhecida pelo nome de “modo zero”, que intervém em
muitos processos e requer um ferramental especializado
para se tratar.

Neste trabalho mostramos como no formalismo da
Mecénica Quéntica no cone de luz (ou como aparece
algumas vezes na literatura, formalismo do plano-nulo)
definimos a propagacao de particulas ou antiparticulas.
Isso pode ser observado pela Mecanica Quéantica no
cone de luz que nos indica para z© > 0 e kT > 0
temos a particula se propagando para frente no tempo
no plano-nulo (z* = 0). Caso contrdrio, para x+ < 0 e
k* < 0 teremos a particula propagando-se para o pas-
sado, o que corresponde a uma antiparticula avancando
para frente no tempo do cone de luz.

Mas serd possivel descrever um sistema fisico
em qualquer hipersuperficie do espago-tempo com
condicOes iniciais definidas em uma hipersuperficie di-
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ferente de ¢ = 07 Em 1949 Dirac [[M] publicou uma
comparacao entre trés distintas formas que poderiam
descrever a dinamica de sistemas relativisticos. A mo-
tivagdo estava em que duas dessas formas nao usam o
tempo usual ¢ para descrever a dinamica das propri-
edades do sistema. Em outras palavras, a escolha de
qual forma utilizamos para descrever a dinamica rela-
tivistica é uma questao de convencao, a escolha sendo a
principio arbitraria. Portanto, Dirac propoe, dessa ma-
neira, diferentes formas de dinamica relativistica. Es-
tas formas de dindmica sao identificadas, como sendo a
forma instanténea (ou instante), que corresponde a teo-
ria relativistica quantica com as condigoes de contorno
definidas em ¢ = 0; a forma frente de luz (ou cone de
luz), onde as condigdes iniciais sdo dadas em um hiper-
plano do espago de Minkowski que contém a trajetéria
da luz, e a forma pontual, a qual nao trataremos neste
trabalho.

Neste artigo vamos explorar o conceito que garante
ao propagador quantico no cone de luz a sua correspon-
dente evolugao do estado de particula para um tempo
futuro no cone de luz z*/c = (t + z/c)/V/2, tempo
definido no cone de luz). Em principio, isto é equiva-
lente & quantizagao canoénica no cone de luz [B-8,I0H3].
Kogut e Soper @] também utilizam esta maneira de
construir quantidades no cone de luz: partem de am-
plitudes ou equagdes 4-dimensionais e realizam a inte-
gracdo em k~ = (k° + k%)/v/2, equivalente & energia
da particula no cone de luz), com a defini¢io k™ > 0
(k* = (k°+k%)/V/2), o que corresponde & representacio
dos processos descritos por tais amplitudes ou equagoes
no tempo xt/c. Com isto o tempo relativo entre as
particulas desaparece e apenas a propagacgao global do
sistema intermedidrio é permitida. A propagagao glo-
bal do sistema intermediario é a translacao temporal do
sistema fisico entre dois instantes 2™ /c [[4,0H].

2. Particula e antiparticula na relativi-
dade

A mecénica ondulatéria de Schréodinger ndao previa o
spin do elétron, e a equacao de onda definia a funcao
¥ como quantidade escalar. Pauli tentou introduzir
0 spin na mecanica ondulatoria. Para isso, construiu
uma funcao de onda ¥ de duas componentes, corres-
pondente a duas orientacoes possiveis do spin. Era um
progresso em relacao a teoria de Schrodinger, mas a teo-
ria nao se apresentava como relativistica. Dirac, depois
de ter estabelecido a forma relativistica da equagao de
Schrédinger, mostrou que a funcao de onda ¥ era uma
grandeza de quatro componentes e que as equagoes as-
sim obtidas eram invariantes sob a transformacao de
Lorentz.

Na equacao de propagagao de Schrodinger temos,
com a funcao de onda associado ao elétron, a energia
E. Se na mecanica nao relativistica, a energia F de uma
particula de massa m é dada em fungao da velocidade



3309-4

v ou da sua quantidade de movimento k temos

E= 1mv2 = Lk27
2 2m
o que corresponde a um valor de E sempre positivo na
mecanica classica. Na mecanica relativistica, por outro
lado, a energia total é dada pela Eq. (), que reescre-
veremos agora de maneira um pouco diferente

E = +c¢\/m3c? + k2, (3)

em que introduzimos a notacao para a massa de repouso
como my, para distingui-la da massa relativistica que
muitas vezes encontramos na literatura. Vemos que a
Eq. (B) permite que a energia seja positiva ou negativa,
numa relagao irracional com os quadrados do momento
e da massa de repouso.

Este ponto é de grande importancia para a teoria
das antiparticulas no cone de luz, e é por isso que vamos
insistir na andlise via teoria da relatividade restrita. A
relagdo (B) é equivalente a

(4)

A partir da Eq. (B), criou-se a definicdo de massa
relativistica, my.], para simplificar a notacao,

= = Ymo, (5)
+/1-%

em que v = +—-1— e entdo a famosa férmula de Eins-
"

c2

tein poderia ser escrita genericamente também para
corpos em movimento

E = myac?. (6)

A relagdo dada pela Eq. (B), rigorosamente falando,
deveria ser sempre escrita com um sinal + antes da
raiz como fizemos explicitamente. Foi assim que Dirac
conectou as anti-particulas da teoria de campos com a
relatividade especial.

Um outro modo de analisar a questao é através do
sinal do intervalo invariante. O quadrado do intervalo
invariante do espago-tempo de Minkowski é dado por

ds* = Adt* — da* — dy* — dz*. (7)

Manipulando o quadrado do intervalo invariante e
dividindo por dt?, obtemos o fator v da seguinte ma-
neira

ds? 1,5 9 9
2diz 1- 2 (vz Yy —v2)
_ v2 _ 1
2z 2
d.
S =% ®)
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Usando este resultado na Eq. (B), permite reescre-
ver a massa relativistica como

cmy
(£ds/dt)’

Myel =

Se tomarmos o sinal +, m,e sera também positiva e a
energia E = m,qc? serd positiva. Consequentemente,
a escolha do sinal negativo — para o valor da massa
relativistica implica um valor negativo para a energia
E.

Vemos entao que o sinal da massa relativistica — e
consequentemente o aparecimento de anti-particulas —
estd relacionado com a escolha dos valores +ds/dt vis-
tos na Eq. (B).

3. Particula e antiparticula no cone de
luz

Podemos fazer algo semelhante no cone de luz. Usando
as transformacoes de coordenadas do espago de Min-
kowski para as coordenadas do cone de luz, temos

1

+_ 0., .3
Tt = — +x
L)
- Lo 3
=— (2" —=
L)
xt =zl + 2%, (9)
em que 2° = ¢t é a componente temporal, !, 2% e 3

sdo as componentes espaciais (z,y, z) respectivamente.
O vetor x, estd contido no plano (z,y) e é transversal
as compontentes (z7,x7).

Os momentos canonicamente conjugados as coorde-

nadas z1,z~ e xT sfo, respectivamente dados por

- = Lo

kw = ﬂ(ko k),

o= %(ko—i-k?’),

kt = (kK% (10)

O método usual de encontrar a relagao da energia
nas coordenadas do cone de luz é calcular o produto
escalar k,k* = ¢?m3 do quadri-momento nessas coor-
denadas, com massa de repouso mg, ou seja,

k'k, = md
E? 2 2 2 2, 2
z Chok -k = P
2kTET — k2 = Zm?

_ md + kt?

Note que a energia de uma particula livre no
espaco-tempo de Minkowski é dada por k0 =
E = +c¢y/m3 +k?, o que mostra uma dependéncia
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quadrética de k° com k em contraste com a de-
pendéncia linear entre (k™)~! e k= nas coordenadas
do cone de luz. Observe que na energia relativistica
temos os dois sinais, e na Eq. () o sinal de k£~ estd
atrelado ao de k™.

O sinal da energia k= depende do sinal de k™. Va-
mos agora, analisar com ajuda do quadrado do intervalo
invariante do espago-tempo no cone de luz se é possivel
encontrar uma relagdo que nos mostre se o sinal da
energia no cone de luz estd associado ao sinal do qua-
drado do intervalo invariante. Usando a Eq. (B) para
reescrever a Eq. (@), temos

i — (dx"‘ +da\° Ly - dat —dz=\?
V2 V2
= 2dxTdz™ — dx2 (12)

Nao escolheremos, como usualmente se faz, a coor-
denada T como o “tempo” no cone de luz, mas usa-
remos o tempo proprio 7 e a massa de repouso my,
pois sao invariantes por mudanca de referencial. Dessa
forma

ds?
ﬁ = 2'1} U__VLQ
-
27.2
m;a;s = okth — kL2,
T
ds\’ 41— 12
mod— = 2kTkT —k—=, (13)
T
+,—,L _ dat L +,—,L +,—,L
em que usamos v’ —Tek T = muT T,

e sendo ds/dr = +¢, teremos

Am? = 2ktk™ — k1?2
Amd + kt?

K=

(14)

Vemos na Eq. (3) que, no cone de luz, ndo pode-
mos associar o sinal da energia ao quadrado do intervalo
invariante como anteriormente. A relacdo dada pela
Eq. (@) é exatamente a que encontramos na Eq. (I).
O sinal negativo para a energia — ou seja, a existéncia
de anti-particulas — é arbitréria, através da escolha do
sinal de kt. Além disso, nas coordenadas do cone de
luz, como os sinais de k=~ e de k* estdo vinculados,
nao hé a possibilidade do aparecimento simultaneo de
particulas e antiparticulas.

4. Conclusao

Como na dindmica da particula no cone de luz o sinal da
energia k~ estd vinculado com o sinal de kT, a escolha
do sinal é totalmente arbitraria. Sendo assim, fica claro
que nao é possivel termos particulas e antiparticulas si-
multaneamente, uma vez escolhido o sinal, teremos um
ou o outro, mas nao os dois 0 mesmo tempo.

Esse resultado, muitas vezes referido como triviali-
dade do vacuo, na realidade é apenas um artificio da
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forma de descricao da dindmica no cone de luz, nada
tendo a ver com a experiéncia. Os resultados experi-
mentais nos garantem que ha particulas e antiparticulas
subsistindo simultaneamente e que o vacuo quantico
nao é trivial.

No espago-tempo da dinamica na forma instantanea
arelacao de energia-momento é uma relacao quadratica,
de onde surge naturalmente os estados com energia
positiva e negativa respectivamente interpretados a la
Feynman como particulas e antiparticulas. Tal nao
ocorre quando utilizamos o espago-tempo de Minkowski
no cone de luz, onde a relagao de Einstein entre ener-
gia e momento é linear mas agora os sinais da energia
k= e do momento kT estdo vinculados. Desta forma,
o espago de Fock dos estados quanticos das particulas
contém apenas particulas (ou antiparticulas — a esco-
lha é apenas uma questdo de convengao). Processos
fisicos onde antiparticulas aparecem, no formalismo do
cone de luz estdo “camuflados” como efeitos subjacen-
tes do modo zero - a singularidade da energia no limite
quando kT — 0. Este fato introduz muitas sutilezas na
forma da dindmica no cone de luz por ser uma dinamica
singular.
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