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"E claro que somos apenas primatas evoluidos, vivendo em um planeta pequeno que orbita
uma estrela comum, localizada no subiurbio de uma de bilhoes de galdxrias. Desde o comeco
da civilizagcao, as pessoas tentam entender a ordem fundamental do mundo. Deve haver algo
muito especial sobre os limites do universo. FE o que pode ser mais especial do que nao haver
limites? Nao deve haver limites para o esforco humano. Somos todos diferentes, por pior
que a vida possa parecer, sempre hd algo que podemos fazer, em que podemos obter sucesso.
Enquanto houver vida, haverd esperanca.”(Filme A Teoria de Tudo - 2015, baseado no livro

"Travelling to Infinity: My Life with Stephen”de Jane Hawking)
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RESUMO

Neste trabalho analisamos o contetido fisico dos seguintes modelos: Maxwell, Proca,
Auto-Dual e Maxwell-Chern-Simons. Um dos métodos usado é a Decomposi¢ao em Heli-
cidades, na qual é possivel fazer, a partir do formalismo lagrangiano, a contagem correta
dos graus de liberdade sem necessidade de escolha de calibre, separando os modos propa-
gantes dos nao propagantes. Em seguida a hamiltoniana do MCS e do AD é calculada.
O outro método usado ¢é a analise de contetdo fisico através do sinal da parte imagindaria
dos residuos da amplitude de dois pontos da teoria, mostrando que os modelos possuem
conteudo fisico livre de fantasmas. Além desses métodos, é feita a redugao dimensional
do Maxwell-Chern-Simons e do Auto Dual de D=2+1 para D=1+1 dimensoes. Em se-
guida mostramos que a reducao dimensional desses modelos equivalentes leva a modelos
reduzidos também equivalentes. Mais do que isto, mostramos que esses modelos reduzidos
também podem ser relacionados via imersao de calibre. E como se a imersdo de calibre

do Auto-Dual no Maxwell-Chern-Simons fosse preservada pela reducao dimensional.

Palavras chave: Imersao de Calibre, Reducao Dimensional, Decomposicao em Heli-

cidades, Simetria de Calibre
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ABSTRACT

We have studied the physical content of the following models: Maxwell, Proca, Self-Dual
and Maxwell-Chern-Simons. One method we have used is the decomposition in the so
called helicity variables, which can be done in the Lagrangian formalism. It leads to the
correct counting of degrees of freedom without choosing a gauge condition. The method
separates the propagating modes from the non-propagating ones. The Hamiltonian of the
MCS and the AD is calculated. The second method used here is the analysis of the sign of
the imaginary part of the residues of the two-point amplitude of the theory, showing that
the models analyzed are free of ghosts. We also carry the dimensional reduction of the
Maxwell-Chern-Simons and Self-Dual models from D = 2+1 to D = 1 + 1 dimensions.
Next, we show that the dimensional reduction of those equivalent models also leads to
equivalent models in D=1+1. Even more interesting is the fact, demonstrated here,
that those reduced models can also be connected via gauge embedding. So the gauge
embedding of the Self-Dual model into the Maxwell-Chern-Simons theory is preserved by

the dimensional reduction.

Keywords: Gauge Embedding, Dimensional Reduction, Heilicity Decompositions

and Gauge Symmetry
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1 Introducao

A andlise de conteudo fisico de uma teoria é muito importante na construcao de no-
vos modelos em Teoria de Campos. Um dos métodos que abordaremos neste trabalho é
a Decomposicao em Helicidades, proposta na década de 60 por (DESER; TRUBATCH.
J; TRUBATCH, S, 1966), usado recentemente por (DE RHAM; GABADADZEC; TOL-
LEY, 2011; JACCARD; MAGGIORE; MITSOU, 2013). Este método permite separar os
modos propagantes dos nao propagantes e identificar os graus de liberdade invariantes
de calibre usando a variavel de Bardeen. Podemos chegar ao niimero corrreto de graus
de liberdade numa teoria de calibre sem a necessidade de escolhermos uma condicao de
calibre especifica. A Decomposicao em Helicidades aparece como uma alternativa ao for-
malismo hamiltoniano, proporcionando uma contagem correta dos graus de liberdade,
sem a necessidade de todo o maquinario do formalismo hamiltoniano. Em uma teoria
onde os termos nao-lineares sao desprezados e somente a interacao dos campos com fon-
tes externas é considerada, os graus de liberdade sao excitacoes em torno do vacuo da
teoria, essas excitagoes sdo os modos propagantes (particulas). Um outro método que
abordaremos é a andlise de contetdo fisico via propagador (BOULWARE; DESER, 1972;
HERNASKI, 2011; SCHWINGER, 1998) onde calcularemos a amplitude de dois pontos e
analisaremos o sinal da parte imaginaria dos residuos: se for positivo temos uma particula
fisica, se for negativo temos um fantasma, se o residuo for nulo, nao ha particulas na
teoria. No capitulo 2 deste trabalho faremos uma introdugao a simetria de calibre. Em
seguida introduziremos a Decomposicao em Helicidades usando o modelo de Maxwell, o
modelo de Proca e os modelos Auto-Duais de spin-1. Ha apenas dois modelos Auto-Duais
de spin-1 em D=2+1, um deles ¢ o Maxwell-Chern-Simons(MCS) (DESER; JACKIW;
TEMPLETON, 1982), que possui simetria de calibre e descreve uma excitagdo massiva
com helicidade definida +1 ou -1, o outro modelo é o Auto-Dual(AD) (TOWNSEND;
PILCH; NIEUWENHUIZEN, 1984), que nao tem simetria de calibre e também descreve
uma excitacao massiva com helicidade definida +1 ou -1. Essas teorias sao equivalentes,
como foi mostrado (DESER; JACKIW, 1984) usando a técnica da a¢do mestra. Apés a
Decomposicao em Helicidades, calcularemos a hamiltoniana do MCS e do AD e mostra-
remos que sao positivas, condicao necessaria para que as teorias sejam consistentes. No
capitulo 3 mostraremos que os modelos Auto-Dual e Maxwell-Chern-Simons sao relaci-
onados via Imersao de Calibre. No capitulo 4 faremos a redugao dimensional do MCS
e do AD, ambos de D=2+1 para D=1+1. No capitulo 5 verificaremos que a reducao
dimensional feita no capitulo 4 leva a modelos relacionados via imersao em D=1+1. Ou
seja, a técnica de imersao continua valida apds a reducao dimensional. A diferenca é que
em D=1+1, pela primeira vez na literatura até onde sabemos, é necessaria uma imersao

tanto de uma simetria local como de uma simetria global. Por fim, no capitulo 6 faremos
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a analise de conteudo fisico via propagador das teorias de Proca, Maxwell-Chern-Simons

e Auto-Dual e mostraremos que essas teorias sao livres de fantasmas.
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2 Decomposicao em Helicidades
2.1 Introdugao a Simetria de Calibre

Nesta se¢ao encontraremos a lagrangiana de uma particula no campo eletromagnético,
em seguida faremos uma introducao a simetria de calibre (FELSAGER, 1998). Seja a

forca de Lorentz no sistema de unidades onde ¢ = 1:
F=q(E+7x B) (2.1)

Para encontrar £ e B na equacao acima, vamos usar duas equagoes de Maxwell:

V-B=0 (2.2)
0B - . -
4 VXE=0 2.3
5 TV X (2.3)

Usando o teorema da divergéncia e 2.2, B é o rotacional de um vetor:

— =

B=VxA (2.4)

onde A é o potencial vetor.

Para um campo escalar f temos:V x (ﬁf) = 0, entao de 2.4 em 2.3, podemos escrever:

E=—"—Vyp (2.5)

Tx (VxA)=V(@ A)—(7-V)A (2.7)
onde podemos escrever: B
L = dA 0A
entao temos: .
- o - > A A
Ix (VxA) =V A)—d— 8_ (2.9)



12

substituindo 2.9 em 2.6 temos:

agora vamos definir o seguinte operador:
- ~0 50 0
Vo=t +jas + 242 (2.11)

o oy "oz

conhecendo o operador V, e sabendo que p e A ndo dependem da velocidade, temos em
2.10:

— — - d — —
Fe V-7 A+ = Vilap —av- 4] (2.12)
Depois de encontrar 2.12, vamos escrever a forca de Lorentz em 2.1 como:
F=—(mv)=—-V, 2.1
AT ( 2 ) (2.13)

Sendo V' = qp — qv - Ae igualando 2.12 com 2.13 temos:

d - - d -
— — = — T 2.14
S(TV) = YV = Z(VT) (2.14)

Observando que T' s6 depende da velocidade, podemos escrever 2.14 como:

Vo (T =V)] =V(T-V)=0 (2.15)

&=

Em 2.15 temos as equacoes de Euler-Lagrange e definimos a lagrangiana como: L =T -V,

onde encontramos que V = qp — qu - AeT = m2”2, entao a lagrangiana de uma particula
em um campo eletromagnético é:
mu? R
L=——(qp—qv-A) (2.16)

2

Nao é possivel escrever 2.16 em termos de B e E, s6 é possivel escrever tal lagrangiana
em termos de ¢ e A. Além disso, se adicionarmos qualquer gradiente em um Ay, nao

alteramos o valor de B expresso em 2.4, pois o rotacional de um gradiente é nulo, ou seja:
A— Ay+ Vh (2.17)

Entretanto, o valor de E é alterado em 2.5. Para nao haver alteracao, devemos fazer uma

variacao em (:
Oh
Y= %o En (2.18)

As transformacoes 2.17 e 2.18 sao chamadas de transformacoes de calibre e Ae © S0
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chamados de potenciais de calibre. As equacoes de Maxwell nao sao alteradas quando
usamos as transformacoes de calibre, e nem mesmo as equagoes de Newton pois a forca
de Lorentz 2.1 depende de Ee B que nao sao alterados, dizemos que héa simetria de
calibre. Sabe-se que ao adicionar um termo com derivada total no tempo na lagrangiana
2.16, L — L+ d(gh)/dt, as equagdes de movimento nao sao alteradas, o que prova que
as transformagoes de calibre 2.17 e 2.18 sao simetrias da agao do modelo 2.16. Com
Ap = —p, podemos escrever as transformagoes de calibre 2.17 e 2.18 como A, — A, +9,h

que usaremos na proxima secao.
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2.2 Decomposicao do Modelo de Maxwell e as Equagoes de Maxwell

A Decomposigao em Helicidades foi proposta no ano de 1966 (DESER; TRUBATCH.
J; TRUBATCH, S, 1966) e usada recentemente por (DE RHAM; GABADADZEC; TOL-
LEY, 2011; JACCARD; MAGGIORE; MITSOU, 2013). O método permite analisar o
conteudo fisico de uma teoria separando os modos propagantes dos nao propagantes, ser-
vindo como uma alternativa aos operadores de Barnes e Rivers (BOULWARE; DESER,
1972; HERNASKI, 2011; SCHWINGER, 1998). Vamos introduzir ao método de Decom-
posicao em Helicidades usando a densidade de lagrangiana de Maxwell em D dimensoes

acoplada a uma densidade de corrente J,:

1
Ly = = FuF" = J A" (2.19)

com p,v = 0,1,2,3..D — 1 '. Usamos assinatura da métrica: n,, = (—,+,+...)? Este

modelo é invariante por transformagao de calibre, introduzida no capitulo anterior:

A, — A, —0,0 (2.20)
contanto que 0*.J, = 0, as equacoes de movimento sao:
O " =J" (2.21)
onde definimos F),,:

F,, =0,A, —0,A, (2.22)

a Decomposicao em Helicidades do potencial A, é:

Ay = (2.23)

onde v; é um campo transverso, dv; = 0, i = 1,2,3...D — 1 e A um campo escalar.
Observe que na decomposicao 2.23 e 2.24 nao héa derivadas temporais, o que garante que
o conteudo das equagoes de movimento e a estrutura canonica da teoria nao sao alterados.
A auséncia de derivadas temporais é uma caracteristica fundamental da Decomposi¢ao em

Helicidades. Usando 2.20, as transformacoes de calibre nas variaveis ¥ e A sao:

'Em todo o trabalho usamos letras gregas para as componentes espaciais e temporal e letras latinas
apenas para as componentes espaciais
2Essa métrica serd usada em todo o trabalho
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Y — ) — 0 (2.25)

A—A—0 (2.26)

usando 2.25 e 2.26 definimos uma varidvel de Bardeen invariante de calibre, usada para

organizar os campos no modelo decomposto

U= — A (2.27)

Os D graus de liberdade de A,, sdo organizados em 1 grau de liberdade de ¥, (D-2) graus

de liberdade de v; e um grau de liberdade (puro calibre) de . As varidveis v; e A sdo

nao-locais e podem ser escritas em termos do campo A;. Aplicando 0; em 2.24 temos?

1 i
substituindo A em 2.24 temos:
1 J

para a corrente J, temos a decomposigao:

J; =S, + 0,8 (2.31)
S; é transverso, 9'S; = 0 e S ¢ um escalar. Usando a conservacao da corrente, 9 J; = 9y.Jp
e 2.23,2.24, 2.30, 2.31 e 2.27 a densidade de lagrangiana de Maxwell 2.19 decomposta em
D dimensoes é:
1 ) , .
LM = 5[01\1181\11 — 8uvi8“vz] + [p\IJ — SZ"Ul] (232)

como esperado é invariante pelas transformacoes de calibre 2.25 e 2.26. As equagoes de

movimento sao:

V2 = p (2.33)

3Nesse momento é 1til definir o operador laplaciano como V2 = 9;0' com i = 1,2,3. Observe
que os auto valores do laplaciano sao negativos, se supusermos que o laplaciano atua em campos que
podem ser sempre escritos na base de ondas planas (transformada de Fourier) entdo V2 pode aparecer
no denominador. Um outro operador que logo serd util também é o D’Alembertiano definido por [0 =
0,0" = 9y0° + V2
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' = S (2.34)

portanto temos (D-2) graus de liberdade propagantes devido ao campo v; e uma grandeza
fisica W, versao invariante de calibre do potencial escalar, porém nao-propagante, pois a
equacao 2.33 nao tem derivadas temporais.

Agora vamos discutir o modelo de Maxwell decomposto 2.32 em D=4. Os campos

elétrico (E") e magnético (B*) sao definidos em D = 3 + 1 por

FY% = _F° (2.35)
Ej = —EijkBk (236)
em termos do potencial A, temos
E' = —0,A"+ 0' Ay (2.37)
B' = —€%9; A, (2.38)

Usando 2.37 e 2.38 definimos os campos E* ¢ B em D=341 em termos da variavel de
Bardeen V¥ e de v;:

E' =0 —0; — O\ = 9'0 — (2.39)

B' = —e7% 9 (2.40)

usando estas defini¢oes dos campos elétrico e magnético temos que 2.33 e 2.34 sao, respec-
tivamente, a lei de Gauss e a lei de Ampere do eletromagnetismo e o modelo de Maxwell
em D=4 descreve 2 graus de liberdade propagantes, devido ao campo transverso v;, rela-
cionados com as duas helicidades do féton, dai o nome varidveis de helicidade. Ja em D
dimensodes o modelo de Maxwell descreve (D-2) graus de liberdade propagantes.

Agora é interessante calcular a hamiltoniana do modelo de Maxwell decomposto, na

ausencia de fontes. Fazendo S; = p = 0 em 2.32, temos:

Ly = %[aiqfai\p — 0,0 (2.41)

Este é o modelo de Maxwell em D dimensoes, sem fontes. As equagoes de movimento

Sao:

VAU =0 (2.42)



17

v’ =0 (2.43)

a equacao de movimento 2.42, Lei de Gauss, é um vinculo, possui apenas uma derivada
temporal, ¥ =1 — \. A solugao geral de 2.42 com a condigao de contorno que os campos

vao para zero no infinito é ¥ = 0, entao temos no setor propagante:

1 .
LM = —§8Mvi0“vz (244)

definindo a hamiltoniana

H=1I't; — L (2.45)
onde o momento canonico é definido por:

6L

|
50,

(2.46)

com esta definicao o momento canodnico de 2.44 ¢ II° = ¢, usando 2.39 e 2.40, temos a

hamiltoniana correspondente a lagrangiana 2.44:

Ha = glid + udP] = [(E + (B (2.47)

Enfim, introduzimos o método de decomposi¢ao em helicidades, o que nos permitiu,
usando o formalismo lagrangiano, fazer a contagem correta dos graus de liberdade do
modelo de Maxwell, ou seja, D-2 graus de liberdade, sem termos que fixar uma condicao
de calibre especifica. E importante observar que em D=2 nao ha fétons, nao existe ondas
eletromagnéticas nesta dimensao. Em D=2 temos uma tnica dimensao espacial como um
fio (reta) e assim nao hé "espago”para modos transversais de propagagao. A hamiltoniana
do modelo de Maxwell sem fontes é positiva, mostrando que o modelo é consistente, como

é bem conhecido



18

2.3 Decomposicao do Modelo de Proca

A densidade de lagrangiana de Proca 2.66 ¢ valida em D dimensoes. Reescrevemos logo
abaixo o modelo com pu,v =0,1,2,3...D — 1:
1 uw m? u
LP - _Z_l ul/F - TAMA (248)
Usando 2.23, 2.24 e 2.27, temos a densidade de lagrangiana de Proca decomposta, com

i,j=1,2,3...D—1:

m2

Lp—= %[aixpaiqf — 0,v;,0""] + 7[1/;2 — AN — v0'] (2.49)

embora este modelo nao seja invariante de calibre, podemos escrever o primeiro termo
usando a variavel de Bardeen devido ao fato que no limite de massa nula, recuperamos
a densidade de lagrangiana de Maxwell que é invariante de calibre. Note que o termo de
massa quebra a simetria pelas transformacoes 2.25 e 2.26. Os D graus de liberdade de A,
sao organizados em D — 2 graus de liberdade de v;, 1 grau de liberdade de ¥ e um grau de
liberdade de A. Entao o modelo de Proca é decomposto em termos de A, (¥, v;, A), onde

U é a variavel de Bardeen. As equagoes de movimento de 2.49 sao:

(O—m?)v; =0 (2.50)

que é a equagao de Klein-Gordon para D — 2 graus de liberdade. Para os outros campos,

A e 1 temos, respectivamente, as equacoes:

V(A +m2\) = V) (2.51)

V2 — m*p = V2 (2.52)

sabendo que uma equacao do tipo V?u = 0 com condi¢io de contorno de que u(z") seja

zero no infinito implica que u = 0, entao podemos escrever 2.51 sem o laplaciano:

A +m2\) =4 (2.53)
usando 2.52 e 2.53, encontramos a equacao de Klein-Gordon:

(O-m*)A=0 (2.54)

A equagao 2.52 nao envolve mais do que uma derivada temporal e equivale a um

vinculo que permite a eliminacao de 1 em funcao de A
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2

Y = %A (2.55)

Note, como foi dito na nota de rodapé 4, que os autovalores de V? sao negativos, portando
V2 — m? no denominador de 2.55 nao é singular.

Concluimos que o modelo de Proca em D dimensoes descreve D — 1 graus de liberdade

fisicos independentes, devido aos campos v; e A. Para D=4 temos 3 graus de liberdade,

esse é o numero de graus de liberdade de uma particula massiva de spin-1 (25+1=3), onde

S é o spin.
2.4 Introdugao dos Modelos Maxwell-Chern-Simons e Auto-Dual

O modelo Maxwell-Chern-Simons(MCS) em D = 2+ 1 criado por (DESER; JACKIW;
TEMPLETON, 1982) é:

1
Laos = =7 Fu " + %EWAH@A@ (2.56)

com F,, =0,A, — 0,A, e os indices p,v = 0,1,2 . O segundo termo de 2.56 ¢ chamado

de Chern-Simons. A equagao de movimento de 2.56 é:

0™ + me"*P0,A5 =0 (2.57)
para efeito de comparacao, posteriormente com o modelo Auto-Dual, é conveniente definir
o vetor:

F, = —2¢,,,0"A” (2.58)
usando a identidade €""%¢,,,, = —20; podemos reescrever 2.57 como:
v 1 vaf
F'+ —€"""0,F5 =0 (2.59)
m

Esse modelo 2.56, invariante sob transformagao de calibre A, — A, + 0,0, descreve
uma particula massiva de spin-1 com helicidade definida pelo sinal do termo de Chern-
Simons, helicidade +1 ou —1 dependendo do sinal de "m”. Esse termo massivo nao
depende da métrica do espago tempo, mesmo que estivéssemos num espago curvo, a
métrica nao apareceria, dizemos que é um invariante topoldgico. A contribuigao do termo
CS para a hamiltoniana do modelo MCS é nula, pois o termo nao tem conteido fisico por
si s6. Devido ao termo de Chern-Simons hé quebra de paridade e inversao temporal (P e

T) que podem ser definidas em D =2 + 1 como

P:(t,z,y) — (t,—x,y) (2.60)
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T:(t,z,y) — (—t,z,y) (2.61)

essas operagoes (P e T) invertem o spin do modelo. Podemos interpretar o termo de
Chern-Simons como um mecanismo de geracao de massa para o campo A,, sem quebra
de simetria de calibre. O mecanismo de Higgs é um outro mecanismo para a geracao de

massa do campo A, relacionado com a quebra espontanea de simetria.

Agora vamos falar sobre o modelo Auto-Dual(AD) criado por (TOWNSEND; PILCH;
NIEUWENHUIZEN, 1984) que é dado por:

2
Lap = = fuf" = 5" fud, (2.62)

Ela é uma teoria que também descreve uma particula massiva de spin-1 com helicidade

definida, no entanto nao possui simetria de calibre. A equagao de movimento de 2.62 é:

1
f*+ Eeﬂﬁvaﬁ £ =0 (2.63)

O primeiro termo de 2.62 é chamado de Proca e o segundo termo é o Chern-Simons
que também é responsavel pela violagao de P e T (2.60 e 2.61). Agora é apropriado
reescrever a equacao de movimento 2.63 como uma equacao que determina a helicidade
do féton massivo. Usando o grupo de Lorentz podemos representar o spin da seguinte
forma: (S¥)#* = et definindo P, = i0,, com isso podemos reescrever a equagao 2.63,

trocando m por +m e supondo m > 0, como:

tmft =0, fo = _(SV)'WXPVfOc = _(g'ﬁ)uafa (264)

portanto temos:

- -\ Mo
S.P
(55 sor o
m
Concluimos que as helicidades sao +1 e —1 devido ao fator (F1) na frente de f*.

Note que 2.59 tem a mesma forma de 2.63, portanto segue a mesma conclusao para
o modelo de Maxwell-Chern-Simons (MCS). Ou seja, o MCS e o Auto-Dual sdo teorias
duais que descrevem uma helicidade especifica do féton, +1 ou —1, ou seja, sao teorias
equivalentes. A dualidade entre esses modelos foi demonstrada por (DESER; JACKIW,
1984) usando a técnica da a¢do mestra. Comparando 2.63 com 2.58 vemos a equivaléncia
(dualidade) dos modelos MCS e AD, fazendo a identificacdo: f* <+ —5=F" = Ze29, A,
com F* dado em 2.58, o fator # foi colocado para que f* e A* tenham a mesma dimensao.

Vemos que o dual (equivalente) de f* na teoria MCS nao é o A*, mas sim %E“”O‘&,AQ.
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O "dual”’corresponde a operacao %e’”aa&. A equacao 2.63 mostra que f* é igual ao
seu dual, o que justifica o nome do modelo 2.62 como Auto-Dual. Uma outra técnica
utilizada para estudar modelos duais é a Imersao de Calibre de Noether(ICN) proposta por
(ANACLETO; ILHA; NASCIMENTO; RIBEIRO; WOTZASEK, 2001). A ICN permite
encontrar um modelo com simetria de calibre a partir de outro sem simetria de calibre,
de tal forma que os modelos possam ser duais (equivalentes). Entretanto essa dualidade
nao é garantida, podem aparecer fantasmas na teoria, como foi observado por (BAETA;
BOTTA; HELAYEL-NETO, 2004). O método ICN nao garante a equivaléncia (dualidade)
entre os modelos, ao contrario do método da agao mestra, corretamente usado (DALMAZI,
2006), falaremos mais sobre o ICN no capitulo 3.
O modelo AD (TOWNSEND; PILCH; NIEUWENHUIZEN, 1984) foi obtido a partir
do modelo de proca em D=241 dado por:
Lp =~ FuF" - %QAMA“ (2.66)

este modelo, sem simetria de calibre, descreve dois modos massivos e possui simetria de

paridade. A equacao de movimento é:

0, " —m?AY =0 (2.67)

as helicidades estao misturadas nesta equagdo de movimento, o que os autores de [?]
fizeram para obter o AD foi separar as helicidades misturadas nesta equacao 2.67, de
segunda ordem em derivadas, fatorando o operador que atua em A” em um operador cujo
autoestado tem helicidade 41 vezes outro com helicidade —1 que sao, atuando em f,, os

operadores de primeira ordem:

(_nua + %Euva@) foa=0 (2.68)

essas sao as equagcoes de movimento 2.63 do modelo Auto-Dual, definido em 2.62 trocando
m por +m. Ha& uma equagao para cada helicidade. Os autores (TOWNSEND; PILCH,;
NIEUWENHUIZEN, 1984), a partir das equagdes de movimento 2.68, chegaram ao modelo
Auto-Dual 2.62. Esse método de fatorar a equacao de movimento foi chamado pelos
autores (TOWNSEND; PILCH; NIEUWENHUIZEN, 1984) de "tirar a raiz quadrada”da

equacao de movimento de Proca.
2.5 O Termo de Chern-Simons

Como introducao a andlise de conteudo fisico dos modelos MCS e AD via decomposicao
em helicidades, analisaremos o conteudo fisico do termo de Chern-Simons, que esté logo

abaixo:
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Les = %EWAM@VAQ (2.69)

usando a decomposicao do campo A, 2.23, 2.24 e a varidvel de Bardeen 2.27, o modelo

de Chern-Simons decomposto é:

Les = me? Vo, (2.70)

usando a varidavel de Bardeen 2.27 e v; = ejkakv, as equacao de movimento sao:

VI —-X) =0 (2.71)

Vi =0 (2.72)
d(V*v)

=0 (2.73)

as equacoes 2.71, 2.72 e 2.73 tem no maximo uma derivada temporal, portanto sao vin-

culos. A equagao 2.73 é redundante e segue da equagao 2.72. As equagoes 2.71 e 2.72
implicam em:

T=¢—A=0 (2.74)

v=0 (2.75)

Logo, os tnicos dois campos invariantes de calibre ¥ e v sao nulos e assim o termo de
Chern-Simons sozinho nao possui contetdo fisico. De 2.74 e 2.75 segue que a hamiltonia
do termo de CS é nula, pois apds eliminacao dos campos nao propagantes, a lagrangiana

2.70 se torna nula identicamente juntamente de todos os momentos.
2.6 Decomposicao do Modelo Maxwell-Chern-Simons

A densidade de lagrangiana 2.56 é:

1
Lates = =7 Fu " + 50 4,0,A, (2.76)

usando 2.23, 2.24 e 2.27 temos a densidade de lagrangiana de Maxwell-Chern-Simons

decomposta, com ¢, = 1,2:

LMCS = 5[81\1181\11 - Qﬂ}ia“vl] -+ mEl]\Dai'Uj (277)

O campo v; inicialmente possui dois graus de liberdade, no entanto a condicao de trans-
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versalidade (0'v; = 0) elimina um grau de liberdade, portanto v; tem apenas um grau
de liberdade. Os trés graus de liberdade de A, sao organizados em A, = (¥, v;, ), um
grau de liberdade de ¢, um grau de liberdade de v; e um grau de liberdade (puro calibre)
de A. Na densidade de lagrangiana 2.77 sé aparecem 2 graus de liberdade invariantes de
calibre, A, = (v;, V), um grau de liberdade de v; e um grau de liberdade de ¥. O MCS ¢

invariante pelas transformacoes de calibre 2.25 e 2.26 e possui as equacoes de movimento

—V*U + me? v, = 0 (2.78)

v/ — me“ 9,0 = 0 (2.79)
A equacao 2.78 que nao possui derivadas temporais é um vinculo que permite eliminar

v

me” O;v;
V2

Substituindo 2.80 em 2.79 e usando a condigao de transversalidade: d’v; = 0, encontramos

U= (2.80)

a equacao de Klein-Gordon*

(O—-m?)v' =0 (2.81)

portanto o MCS descreve a propagagao de um unico grau de liberdade (v;).
2.7 Decomposicao do Modelo Auto-Dual

A densidade de lagrangiana 2.62 é:

2
Lap = = fuf" = 5" fud, (2.82)

usando 2.23, 2.24 com f, no lugar de A,, e 2.27 temos a densidade de lagrangiana Auto-

Dual decomposta, com f, em vez de A,, onde 7,5 = 1, 2:

2

Lmjzggwﬂ—aMyA—vwﬂ—nuﬁm@w (2.83)
Os trés graus de liberdade de A, sao organizados em um grau de liberdade de v;, um grau
de liberdade de A e um grau de liberdade de ¥. O Auto-Dual nao é invariante de calibre.
Como V¥ depende de 9 e A\, vamos usar ¥ = 1) — Aem L AD, encontrando as equacgoes de

movimento do Auto-Dual:

4F 1itil também a identidade: €7 ekl = gikgil — §il sik
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—m2v? + me?du) — me N = 0 (2.84)
m*h — me’ v =0 (2.85)
m*V2\ — me’ 0,05 = 0 (2.86)

Usando os vinculos 2.85 e 2.86 em 2.84 para eliminar ¢ e A, temos:

(O—-m?*)v! =0 (2.87)

portanto o AD, assim como o MCS, descreve a propagacao de um grau de liberdade
(vj) massivo. Note que 2.85 e 2.86 apenas permitem eliminar ¢ e A em funcédo de vy,
nao possuem mais do que uma derivada temporal, portanto 2.84 e 2.85 sao considerados

vinculos.

2.8 Hamiltoniana: Maxwell-Chern-Simons/ Auto-Dual

Primeiramente completaremos um quadrado em 2.77 para separarmos os graus de li-

berdade nao-propagantes, entao temos:

1 1 4 .
Lyres = 5 AN = S[0,0:0"0" + m*v;v'] (2.88)
A = ("0 — mev;) (2.89)

O termo quadratico %AiAi pode ser simplificado, como o campo transverso v; possui

apenas um grau de liberdade, ele pode ser escrito em termos de um campo escalar ¢:

vl = 90, (2.90)
~ 0;
usando 2.90 e 2.91 temos:
A= {xp + qu} = 0'J (2.92)
V=v2'| ’

entao temos:

1 .~ = . .
Lycs = 58’\11@\11 — =[O v; 0" + m2v;v’] (2.93)

N —
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Note a semelhanca com a lagrangiana de Maxwell 2.32 com p = S; = 0. O efeito do
termo de Chern-Simons foi dar massa ao grau de liberdade v;, ao contrario do termo de
Proca em 2.49 que gerou massa tanto para v; como para A como vemos em 2.50 e 2.54.
A equacao de movimento para ¥ leva a V20 = 0 que é um vinculo ja que envolve no
maximo uma derivada temporal, pois U = P — P \/_L—vng. Essa equacao de movimento é
a lei de Gauss e permite eliminar ) — A em funcao de ¢ via ¥ = 0, logo podemos escrever

no setor propagante

1 . .
Lycs = —5[8uv¢8"v’ + mQUﬂ)Z] (2.94)

entao podemos calcular a densidade de hamiltoniana definida por:

H=1I"0; — L (2.95)

. 0L
= — 2.96
5 (2.96)

O momento candnico ¢ ITI* = ¥ logo, a densidade de hamiltoniada do MCS 2.94 é:

1. . . ,
Hyes = 5[@1137’ + 0jv:07v" + mPv;v'] (2.97)

A densidade de hamiltoniana 2.97 é positiva, mostrando que a teoria é classicamente
estavel.

A densidade de hamiltoniana em termos do campo ¢ é:

Hyes = %WQ + 0;00'¢ + m*¢’] (2.98)

agora ¢ conveniente definir os campos elétrico e magnético. Em D=2+1 o campo elétrico

é um vetor e o campo magnético é um pseudoescalar, definidos, respectivamente, por:

E'=F0 = A% — " A" = i) — 8°(0' A + v') = =0, — mDi¢p (2.99)

B = —GijaiAj = —Gijaﬂ)j =V —V2¢ (2100)
Usamos ¥ = 0, ou seja, ¥ = ¢) — A = —\/%, isso permite escrever a densidade de
hamiltoniana como:
1. . 1 ,
Hycs = §[¢2 + 0;00'¢ + m*¢?] = S BB + B (2.101)

Note que Hy;cg é positiva e é a mesma, em termos dos campos elétrico e magnético,
que teriamos s6 para o modelo de Maxwell em D=2+1. O termo de Chern-Simons nao
contribui para a Energia.

Agora vamos calcular a densidade de hamiltoniana do AD. Substituindo a variavel de
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Bardeen (¥ = ¢ — \) em 2.83 e completando dois quadrados temos:

1 1 1 : :
Lap = 590+ 5TV = 5 [0u0i0"0" + mPviw’] (2.102)
Q = (my — €70,v)) (2.103)

As equagoes de movimento para 1 e A se tornam respectivamente:

Q=0 VI=0 (2.105)

como envolvem no maximo uma derivada temporal, se tornam vinculos lagrangianos.

Usando os vinculos 2.105, chegamos a mesma lagrangiana do modelo MCS:

1 . .
Lap = —5[8uvi8“vl + m2o0'] (2.106)

usando as defini¢coes da densidade de hamiltoniana 2.95 e do momento candénico 2.96,

temos que II' = ¥ e a densidade de hamiltoniana do Auto-Dual é:

1 ) o .
Haip = é[uﬂﬂ + 9;v:070" + mv'] (2.107)

onde observamos que Hap = Hycs como ja esperado, uma vez que sao teorias duais.
A Decomposi¢ao em Helicidades, além de fornecer a contagem adequada dos graus de
liberdade, nos permite eliminar os graus de liberdade nao-propagantes e obter a densidade
de hamiltoniana em termos de um campo transverso v;. Essa densidade de hamiltoniana

é explicitamente positiva.
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3 Imersao de Calibre: Auto-Dual — Maxwell-Chern-Simons

Neste capitulo introduziremos a técnica de imersao de calibre proposta por (ANA-
CLETO; ILHA; NASCIMENTO; RIBEIRO; WOTZASEK, 2001) e faremos a imersao do
Auto-Dual obtendo o Maxwell-Chern-Simons. A técnica consiste em construir um modelo
com simetria de calibre a partir de um modelo sem simetria. Seja S (f,) um modelo
que nao possui simetria de calibre, queremos que o novo modelo seja invariante por uma

transformacao do tipo:

0fa = 0a& (3.1)

Onde £ é uma funcgao das coordenadas e do tempo. Definimos o vetor de Euler como

. 08O
K= (3.2)

Iniciamos a técnica propondo a primeira iteracao com um campo auxiliar B,:

SW = 5O _ / Bx(B,K®) (3.3)
fazendo uma variacao sob a transformacao (3.1), temos:

650 = / Bx K°0,¢ (3.4)

5S) — / B[ (0,6 — 6By) — BSK,)] (3.5)

Se definirmos 6B, = 9,¢ e supusermos que 0K, = 0,30°¢ = 0,40 B com 0y, = 6, sendo

uma matriz simétrica, temos:

5SM — — / PPx(BYK,) = — / d’z6 <Bb%0ab3“) (3.6)

que equivale a

) [S(l) + / d%B“%Bb} =0 (3.7)

portanto temos a acao invariante sob (3.1)



1
5@ =50 / d’z(B,K) + / d’x (B”E(?abB”>
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(3.8)

Eliminando a dependéncia em B, via equacoes de movimento de B, temos o modelo final,

invariante de calibre.

5(2) — SO . /dgﬂf%Ka(@l)abe

Esta acao 3.9 é invariante sob:

5fa = 6af

Esta transformacao implica, por hipétese, em dK? = §9%,¢.

Agora vamos fazer a Imersao de Calibre a partir da acao do Auto-Dual que é:

2
Sap = [ o |-T s - Gt

Vamos definir o vetor de Euler:

K — 5SAD . _mep . meuuaayfa

§f.

Iniciamos o método definindo a primeira iteracao com um campo auxiliar a,:

SW = 8.p — /d%[aMK“]

queremos obter um modelo invariante sob a transformacao:

0f, =0\

fazendo uma variacao na acao 3.13 temos:

5SM — /dgx[K“ch#] - /d3x[5a#K“ + a0 K"

CcOomo

K" = —m?*6 f* = —m?9,A

entao a variacao da acao 3.15 é:

551 — /dgx[K“(?“A] - /d3x[5a“K“ - mQa“E)HA]

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

para eliminar dS4p em 3.15 definimos a variacao do campo auxiliar como da, = 9,A,
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entao temos:

m2
55(1) = /dg.ZU(S (7(1“@#) (318)
a partir desta equacao temos:

m2
) (S(l) — / d3x7a“au> =0 (3.19)
Logo definimos a segunda iteracao, invariante sob 3.14:
m2
S =gl _ /d3x7a“au (3.20)
substituindo S de 3.13, temos:

2
S = Sup — /dgx <auK“ + m?a“au) (3.21)

agora vamos eliminar a dependéncia no campo auxiliar a, completando o quadrado neste

campo e integrando temos:

1
S@ = S,p— / d*x (wKHK“) (3.22)
Substituindo o vetor de Euler K*, temos:
1
S® = / &z (—ZFWF’“’ - %GWO‘AM&,AQ) (3.23)

Note que mudamos a nomenclatura f, — A,. Este é o modelo de Maxwell-Chern-
Simons. Portanto verificamos neste capitulo que o Auto-Dual gera via imersao de calibre

o modelo Maxwell-Chern-Simons, como ja foi discutido no capitulo 2 e ja era conhecido

na literatura, (ANACLETO; ILHA; NASCIMENTO; RIBEIRO; WOTZASEK, 2001).
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4 Maxwell-Chern-Simons e Auto-Dual de D=2+1 para D=1+1

Neste capitulo mostraremos inicialmente que é possivel obter o modelo de Proca em
D =1+ 1 a partir da reducao dimensional do Auto-Dual em D = 2 + 1. Mostraremos
também que é possivel obter o modelo de Schwinger em D = 1 + 1 a partir da reducgao
dimensional do Maxwell-Chern-Simons em D = 2+ 1. A reducao dimensional do AD e do
MCS foram obtidas originalmente por (AMARAL; NATIVIDADE, 1998). Essa redugao
dimensional pode ser feita, simplesmente suprimindo a dependéncia em uma variavel,
nesse caso Tz, ou seja, A,(zo,x1,r2) — A, (%, 1) onde fazemos 0, A, — 0. A partir

do modelo MCS 2.56, fazendo a soma nos seus indices, onde a,b = 0, 1, temos

m

1
LMCS - __[Fa2Fa2+F2aF2a+FabFab]+ 9

4 [EabZAaabA2 — Eab2Aa82Ab —+ Eab2A28aAb] (4 1)

escrevendo 4.1 em termos do campo fundamental A,:
F.=0,A,—0A, (4.2)

Entao temos:

Lycs = —5[(0,4s — 0:A,)(9°A? — 02 A")
 (Or Ay — By Ag) (7 A% — O A?) + Fy ) 4 B [e2 4,80, Ay — €2 4,0, Ay + €2 4,0, Ay (4.3)

Agora é feita a redugao dimensional de D=2+1 para D=1+1 eliminando a dimensao extra,
a dependéncia em x,. Isto é, A, (zo, x1,x2) — A, (20, z1). Além disso, definimos: Ay = ¢
e Fup = 0,4, — OpA, com A, = A,(x, 1), logo a reducao dimensional da densidade de

lagrangiana de Maxwell-Chern-Simons é:

1 1
Li=—7 P — i(aaq;a%) + mpe Fy (4.4)
definindo F = —e®F,, temos:
1 ab 1 a n
L; = 1 Wk — 5(&@8 ¢) — moF (4.5)

As equagoes de movimento de 4.5 sao:

Op = mF (4.6)



31

(?“Fab = mebcac¢ (47)

Como F,, = eabﬁ, a equacao 4.6 elimina Fj; em termos de ¢, substituindo em 4.7

temos:

€0"[(0—m*)¢] =0 (4.8)

Como 0, f(x,t) = 0pf(x,t) = 0 com a condi¢ao de contorno que f(x,t) vai a zero em

x,t — +oo implica que f(z,t) = 0, encontramos a equagao de Klein-Gordon:

(O—-m*)¢ =0 (4.9)

Portanto a redugao dimensional do Maxwell-Chern-Simons para o modelo L; 4.5 em
D=1+1 dimensoes preservou a simetria de calibre e o nimero de graus de liberdade, pois
4.5, assim como o MCS possuem somente um grau de liberdade massivo. Completando o

quadrado de 4.5 em ¢ temos:

1 m? 1
Ly = —-F,F® - —F,—F® 4.10
I b 1 b ( )
entao temos o modelo de Schwinger:
1 m?
Ls=—-Fy|1——)F® 4.11
s =~ Fu ( & ) (4.11)

este modelo, obtido via reducao dimensional, possui simetria de calibre, assim como o
MCS e somente um grau de liberdade massivo.

Agora vamos fazer a redugdao dimensional do modelo Auto-Dual 2.62, comegamos
fazendo a soma nos seus indices, onde a,b = 0, 1:

2
Lap = —m?[fafa +(f2)%] — %

A redugao dimensional de D=241 para D=1+1 é feita do mesmo modo que o modelo

[2€ab2fa86f2 — €ab2fa82fb] (4.12)

anterior, desprezando a dependéncia em xs. Vamos também definir: fo(zg, x1) = ¢, entao

temos o seguinte modelo reduzido:

2

Lir = =7 [fuf "+ 6% = moe0ufy (4.13)

completando o quadrado em ¢ temos:

(mgb + Eabaafb)Q EabaabeCdacfd
2 + 2

sendo GGbECd — _(nacnbd . ,ncdnbc> e aafb — aafbgabfa + 8afb'58bfa

temos

2
Ly = —% fufo— (4.14)
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m2 a 1 a rb b ra
LII = _7faf - §aafb(a f -0 f ) (415)
sendo F, = 0, fy — Opf, temos o modelo de Proca em D=141:

Lp = —m—zfafa— 1FabFab (4.16)
2 4

Este modelo nao possui simetria de calibre, assim como o Auto-Dual. Enfim, mostra-
mos neste capitulo que é possivel obter o Proca em D=1+1 a partir da redugao dimensional
do Auto-Dual. Também é possivel obter o modelo de Schwinger em D = 1+ 1 a partir da
reducao dimensional do Maxwell-Chern-Simons. Esses resultados foram obtidos original-
mente por (AMARAL; NATIVIDADE, 1998). Estes dois modelos em D=1+1 descrevem
1 grau de liberdade massivo propagante, portanto uma caracteristica dessa reducao di-
mensional, de teoria massiva para massiva, é a preservacao dos graus de liberdade, ou
seja, a teoria reduzida em D=141 possui o mesmo nimero de graus de liberdade que a
teoria em D=2+1. Observa-se que a reducao dimensional de um modelo com simetria de
calibre leva a um modelo reduzido também com simetria, analogamente, se o modelo nao

possuir simetria de calibre, sua reducao dimensional também nao possui.
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5 Imersao: Proca — Schwinger em D=1+1

Sabe-se que o modelo Auto-Dual é equivalente ao modelo de Maxwell-Chern-Simons em
D=2+1, como mostramos no capitulo 3. Além disso mostramos que a imersao de calibre
do modelo AD leva ao MCS. Neste momento surge uma pergunta: Serd que a redugao
dimensional desses dois modelos AD e MCS, como foi feita no capitulo 4, leva a modelos
também equivalentes e relacionados via imersao? Em outras palavras, sera que a imersao
do Proca linearizado em D = 1 + 1 leva ao Schwinger bosonizado em D = 1+ 17 Para
fazer tal imersao é preciso linearizar o modelo de Proca, introduzindo um campo extra na
teoria. Se fizermos a imersao sem linearizar, encontraremos uma teoria com fantasmas.
A teoria de Proca em D = 3 4 1 pode ser linearizada com a introducao de um campo
By, jaem D = 2+1 a linearizacao ¢é feita com um campo b, agora em D = 1+ 1, nosso
interesse, a linearizacao ¢ feita com um campo escalar ¢, ou seja, o modelo de Maxwell de

segunda ordem em derivadas pode ser reescrito em primeira ordem em derivadas como:

1 1 1
_/d4$Z(FW)2 A /d4x (§BMVBW - éBuuewaﬂFaﬁ> , (D=3+1) (5.1)

1 1 1
—/d3le(F#y)2 < /d% <§bﬂbﬂ - §buewﬁzfaﬁ) , (D=2+1) (5.2)

—/cz%-}l(ﬂw)2 > /d% <%¢2 — %aaﬁFaﬁ) , (D=1+1) (5.3)

Os ultimos termos de 5.1 e 5.2 sao invariantes respectivamente por: 4B, = 9,A, —
o\, e 6b, = 0,P, enquanto que no caso de 5.3 a simetria é uma transformacao global:
0¢p = & com £ uma constante. Nos trés casos 5.1, 5.2 e 5.3 temos a simetria de calibre
0 fo = OaA.

Abaixo reescrevemos o modelo de Proca linearizado em D=1+1 que esta em 4.13:

§O — / P [‘m;faf“ - m;<b2 + medy f, (5.4)

Fazemos a imersao com uma simetria local e uma simetria global para este modelo 5.4
que nao apresenta simetria de calibre, seguindo o procedimento explicado no capitulo 3.

Inicialmente definimos o vetor K® e o escalar J de Euler:

§55(0)

K* = =
0fa

—m2f* — me™ Oy (5.5)
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55(0)
— 55

introduzindo os campos auxiliares b, e {2 e usando o vetor e o escalar de Euler, iniciamos

= —m?>¢ + me™ Oy f, (5.6)

a imersao propondo a primeira iteragao:

S = 5O _ / dPr(by K4 Q.J) (5.7)

queremos encontrar um modelo invariante sob as transformacoes:

simetria local:

§f, = 0. (5.8)

simetria global:
56 = ¢ (5.9)

Com £ constante. Note que essas sao simetrias do tultimo termo de 5.4. Fazemos uma

variacao em 5.7 sob as transformacoes 5.8 e 5.9:

65W = §5(0) — / (b0 K + K*5b, 4+ Q8 + J69) (5.10)

onde temos:

650 = / dPx(K0f, + Jo¢p) = / Bx(K0,A + JE) (5.11)

definimos os campos auxiliares de tal forma que suas variacoes cancelam §5:

0b, = O, A (5.12)
0 =¢ (5.13)
entao temos:
6SM = — / Bz (b0 K + Q6.J) (5.14)
portanto temos:
m? m?
6SW = / d?x(m2b,0b" + m*Qo9) = / ) <7baba + 792) (5.15)

entao, a partir de 5.15 temos a segunda iteracao:

2 2
S® =g _ / d*a (m?bab“ - %92) (5.16)

substituindo S em 5.16 temos:



35

m? m?
S = g0 _ /d% <7bab“ + b, K + 792 + QJ) (5.17)
completando o quadrado em b, e ) para eliminar a dependéncia desses campos auxiliares

em S@ temos:

2m?2 2m?2

1 1
5@ — g0 4 /de (—KQK“ + _J2) (5.18)

usando o vetor e o escalar de Euler 5.5 e 5.6 e substituindo S temos:

1 1
5@ — / Cx (—mgbeb“@b fu— 3 LGO°D + éeb“eCd(?b fa0, fd) (5.19)
definindo F, = 0, fy — Opf, temos:
(2) 2 1 ab ba 1
S = [ dx _ZFabF —maoe 0y f, + §¢D¢ (5.20)

Note que €9, f, = %e“bFab. A acao 5.20 é o modelo de Schwinger bosonizado em D=1+1
que foi obtido em 4.4 fazendo a redugao dimensional do Maxwell-Chern-Simons de D=2+1
para D=141, basta completar quadrado em ¢ que voltamos a forma 4.11 com F,, =
Oufp — Oy fa. Este modelo 5.20 é invariante sob as transformagcoes 5.8 e 5.9 como esperado,
portanto a pergunta do comeco do capitulo foi respondida, a imersao do Proca linearizado

leva ao modelo de Schwinger bosonizado.
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6 Conteudo Fisico Via Propagador
6.1 Introducao a Analise de Conteido Fisico

Nesta se¢ao introduziremos a andlise de contetido fisico via propagador (BOULWARE;
DESER, 1972; HERNASKI, 2011; SCHWINGER, 1998). Seja a agdo de um campo

vetorial em D dimensoes, onde u,v =0,1,2,..., D — 1, dada por:

1
S=3 / d” A, K" A, (6.1)
Onde K" é um operador diferencial. A partir do inverso desse operador definimos o
propagador (A, (k)A,(—k)) no espago dos momentos:
i
(Au(~R)A ) = —2 K (k) (62
a partir desse propagador, definimos a amplitude de dois pontos saturada com fontes, no
espago dos momentos:

A(k) = J*(=k)(Au(k) Ay (=) J" (k) = =5 (J*) (k) K, (k) J" (k) (6.3)

i
2
onde K ;Vl ¢ o inverso de K" no espago dos momentos, fazendo 0, — ik,. A parte
imagindaria dos residuos associados aos polos de amplitude de dois pontos 6.3 nos da o
conteudo fisico de 6.1. Se o sinal da parte imaginaria do residuo for positivo, ha uma
particula fisica, se o sinal for negativo, a teoria possui fantasmas. Se o residuo for igual a
zero, nao ha particulas na teoria. Para encontrar K ;Vl a partir de K* usamos a relagao:

K, )K" =6, (6.4)

uv

O operador K" pode ser escrito em termos dos operadores:

1
W = =0 (6.5)
Or =t — Wt (6.6)
B = v, (6.7)

esses operadores satisfazem as relagoes:

Wpw”* = w,* (6.8)
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0,0 =0, (6.9)
D7 = 07,0 = 0 (6.10)
B B, = 00", (6.11)
B0, = E", (6.12)
EM W0 = Wy EY =0 (6.13)

Podemos definir os operadores (GAITAN, 2007)

0,, + E,.,

(Pe)w = % (6.14)

onde Ew, =FE,/ vO. Os operadores P, e w,, satisfazem a uma relacao de completeza:
(P+)uu + (P—);w + Wpy = Ny (615)

e ainda:

(P:i:),lwwya - w#a<P:|:)ap =0 (616)
P (Py)ya = (Pe)*, (6.17)
(Pi)!w(Pi)l/a =0 (618)

as relagoes 6.8, 6.15, 6.16, 6.17 e 6.18 nos permitem mostrar que se o operador K*” ¢é da

forma:

K" = aP + bP" + cw"” (6.19)
entao o operador inverso (K1), é

_ 1 1 1
(K = (P + 5 (P + 0 (6:20)
Cada um dos operadores P{”, P* e w*” ¢ um projetor. O operador w,, projeta na diregao
do momento ( longitudinal ) e os operadores P{” projetam em dire¢oes transversais. O

trago de cada um deles é 7, PL" = n**w,, = 1. O operador 0, também é um projetor,
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vide 6.9, ele projeta no plano transversal a direcao do momento e n*’0,, = D —1. Em
D=3 dimensoes 0" projeta em um subespaco de dimensao 2, transversal ao subespaco
de w,, que projeta em um subespaco de dimensao 1, dizemos que 8, projeta no setor de
spin-1 e w,,, projeta no setor de spin zero. A origem dessa nomenclatura vem do caso de
D=4 onde o operador 0, projeta em 3 dimensoes que corresponde a 25+1 com S=1 e

wyw projeta em 1 dimensao que corresponde a 25 + 1 com S = 0.
6.2 Contetudo Fisico do Modelo de Proca

A acao do modelo de Proca em D dimensoes, com pu,v =0,1,2,...D — 1 é:

1 2
Sp = /d% <_?1 Y — %AMA“) (6.21)

Onde F,, = 0,A, —0,A,. vamos comegar evidenciando o operador diferencial, escrevendo
a teoria na forma S = 1 [ dPz(A,K""A,):

Sp = /de %A,,[(D —m2)O" — mPw A, (6.22)

onde o operador diferencial é definido por:

K" = (0 —m?)0" — m*wh (6.23)

O funcional gerador do modelo de Proca, na auséncia de fontes, é definido por:

Z[A*,0] = / DA e 3 [ dPeA KA, (6.24)
A teoria de Proca no espaco dos momentos, fazendo 9, — iK,, ¢é:

Sp = % / AP KAV (1) [ (2 + m2)6" — 2] A (— k) (6.25)

Entao podemos escrever em termos dos operadores PL” e wh”:

Sp = % / AP A (B)[— (K + m2)(Py + P — m2o"|AM(—k)  (6.26)

agora vamos encontrar a amplitude de dois pontos definida em 6.3. Primeiro vamos
inverter o operador K" usando 6.20:
(K1 = ——2 gy — Ly (6.27)
m? + k? m?2

entao calculamos a amplitude de dois pontos:
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—1

A = 50,0 (o () = (1)) ) (6.25)

agora vamos calcular os residuos da amplitude de dois pontos. Por observagao ha um polo

em k% = —m?, o residuo é:
Ro= o lim (24 m?) (— 0 (k) + (k) ) o (R) (6.29)
T2k m? + k2 m? Y
portanto ]
? * 14
R, = §J W (RO T, (k) (6.30)

Agora vamos analisar a fonte J, que pode ser decomposta em uma parte transversa ao

momento J/ﬁ e outra parte longitudinal:

Ju=J, + k,J (6.31)

usando o sistema de referéncia da particula

k* = (m,0,0,...) (6.32)
temos que o residuo R, é:

R, = %(Jf)*Jf (6.33)

portanto a parte imaginaria do residuo R,, da amplitude de dois pontos é maior que zero:

1
ImR,, = 5\Jf|2 >0

Assim ha uma particula massiva propagante. No caso particular, em D=341, temos
uma particula massiva de spin-1 associada ao polo k*? = —m?2. Note que os polos dos
projetores 6" e w*” nao contribuem para a analise de contetido fisico. Se calculassemos

o residuo em k? = 0 teriamos zero.
6.3 Contetudo Fisico do Maxwell-Chern-Simons

O modelo de Maxwell-Chern-Simons em D=2+1, com pu,v =0,1,2 é:

1 m A
Syes = /d?’m (_Z w M+ Eeu”aAuayAa + 5(@“4“)2) (6.34)
Sabe-se que este modelo ¢ invariante por transformacoes de calibre A, — A, — 9,0, entao
para conseguir inverter o operador diferencial da teoria e calcular a amplitude de dois

pontos foi necessario fixar um calibre adicionando um termo do tipo 3(8,A4")? na acao de
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MCS acima. Toda vez que uma teoria é invariante de calibre, precisamos fixar um calibre

para obter o propagador. Evidenciando o operador diferencial temos:

1
Syes = /d?’:ciAH(DH“" —mE" — A\Owh) A, (6.34)
onde definimos o operador diferencial K*:
K* =06" — mE" — AOwh (6.34)
o funcional gerador é:
2140 0] = / DAy e BaruKr A, (6.34)

agora vamos escrever a acao de MCS usando os operadores PL” e wh”

1
Sncs = / d3x§AM[(D —mVO)PY + (O +mVO)P* — \OwH]A, (6.34)

usando 6.20, o inverso do operador diferencial é:

(O +mvD) (0 —mvD) P whv
O — m?) OO —m?)  ~ A
no espago do momentos, onde 9, — ik,, temos a amplitude de dois pontos definida em

6.3:

(K™, = Pl + (6.34)

; v/ —k2 — k2 k? /2 v
Ak) = — Ly [ )Pj“ _ A mVER) py @ I, (6.34)
2 k%(k? 4+ m?2) k%(k? +m?2) k2
onde definimos no espaco dos momentos:
o + i
P = TZ (6.34)
por observacao ha dois polos na amplitude de dois pontos 6.3:
E=-m? k=0 (6.34)

Um residuo associado aos polo da amplitude de dois pontos é:

; 2 2 2 /1.2 v
Ry=—% tim (k24 mo)g [V R k)Pj“—(k VR po @ J,
2 K2y K2(k2 + m?) K2(k2 + m?) K2

(6.34)



41

Para encontrar o sinal do residuo, usamos o sistema de referéncia de repouso k, = (m, 0, 0),

entdo o unico termo que nao é zero é o proporcional a P{”, portanto temos:

portanto

Ry, = i|J,|? (6.34)

Portanto a parte imaginaria do residuo é positiva:

ImR,, = |J.|* >0 (6.34)

entao temos uma particula massiva de spin-1. O outro residuo é:

(my/—k2 — k2)P”" (k% + mv/—k2) wrH

1
Ry = —= lim (k*).J} - P J 6.34
o=~y I ) e T g - o] e (639
portanto temos:
1 wvH
= __J* .34

usando k, = (k,0,k) e k*.J, = 0 podemos mostrar que R, = 0, portanto ndo ha particula

associada ao polo k? = 0.
6.4 Conteudo Fisico do Auto-Dual

O modelo Auto-Dual em D=2+1, com u,v =0,1,2 é:

Sp = [ o (< gt = e g0, (6:34)

evidenciando o operador diferencial, temos

1
Sap = /d?’xifu [—m2(9’“’ + wh) + E‘“’} fv (6.34)
portanto o operador K é:
KM = —m?2 (0" 4 w) + B (6.34)

o funcional gerador é:
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Z[A* 0] = / Df,e 3 el Sy (6.34)

vamos escrever o modelo o Auto-Dual usando os operadores P{" e wH”:

1
Sap = /d3x§fu[(m\/ﬁ —m?) P — (mVO +m?) P* — m2u (6.34)
usando 6.20 o inverso do operador K* é:

-1 “V—WE——i_TnQ) NV_(WL\/E—_TnQ) ;u/_wuy
= m?*(0 —m?) P m?(0 — m?) = m2

(6.34)

A amplitude de dois pontos 6.3 no espago dos momentos, usando 6.3 e fazendo 9, — ik,

é:

1 R /_k.2 2 /_k2 _ 2 77
Ak) = =5 _m AL )Pﬁ” (m ) & I, (6.34)
2K m?2(k? +m?2) m?2(k? +m?) m?
Por observacao hd apenas um polo k? = —m?, o residuo associado a essse polo é:
: _k2 2 _kQ _ 2 uv
R —t tim (824 m2) | VR AT pu | (0 ) pu _ @ J,
2 K2—m? s m?(k? +m?) m2(k% + m?) m?
(6.34)
em um sistema de referéncia em repouso K, = (m,0,0), temos que o residuos é:
R, = iJ:Pﬁ”Jl, =i(J1 + i) (J1 +iJe) =4S I, (6.34)
portanto
Ry, = i|J,|? (6.34)
entao a parte imaginaria do residuos é maior que zero:
ImR,, = |J4|* >0 (6.34)

Concluimos que o modelo Auto-Dual descreve uma particula fisica de spin-1. Ele tem o

mesmo contetido do MCS com a vantagem de nao ter o polo irrelevante em k? = 0.
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7 Conclusao

No capitulo 2 fizemos a Decomposicao em Helicidades do modelo de Maxwell em D
dimensoes, obtendo que a teoria descreve a propagacao de D-2 graus de liberdade. Mi-
nimizando a acao de Maxwell decomposta, encontramos as equagoes de Maxwell, Lei de
Gauss e Lei de Ampere, em termos das variaveis de helicidade. A Decomposi¢ao em He-
licidades permitiu a contagem adequada dos graus de liberdade, nos mostrando que os
graus de liberdade esptrios desaparecem, sem a necessidade de fixarmos uma condigao de
calibre especifica. Essa ¢ uma grande vantagem do método de decomposicao em helicida-
des que apresentamos aqui. Vimos no capitulo 2 que o modelo de Proca em D dimensoes
descreve a propagacao de D-1 graus de liberdade, ja o MCS e o AD descrevem a propa-
gacao de um grau de liberdade devido ao campo transverso v;. Em seguida calculamos a
hamiltoniana das teorias MCS e AD decompostas, mostramos que a hamiltoniana é posi-
tiva, portanto as teorias sao consistentes. No capitulo 3 mostramos a equivaléncia entre o
AD e o MCS e que a imersao de calibre do AD leva ao MCS. No capitulo 4 fizemos a redu-
¢ao dimensional do Auto-Dual, obtendo o Proca em D=1+1. Também fizemos a redugao
dimensional do Maxwell-Chern-Simons, obtendo o modelo de Schwinger em D = 1 + 1.
No capitulo 5, mostramos que a reducao dimensional dos modelos equivalentes MCS e AD
em D=2+1, leva a modelos também equivalentes em D=14-1, ou seja, o Proca linearizado
é equivalente ao Schwinger bosonizado. Mostramos que a imersao de calibre do modelo
de Proca Linerizado em D=1+1 leva ao modelo de Schwinger bosonizado. Nesta Imersao
de calibre do modelo de Proca linearizado encontramos um resultado interessante: em
D=141 é necessario fazer a imersao com uma simetria global e uma simetria local para
obtermos o modelo de Schwinger bosonizado (invariante de calibre) a partir do modelo
de Proca linearizado. Esse é um resultado original deste trabalho. Em todos os exemplos
de Imersao na literatura, trabalha-se apenas com simetrias locais e nao globais. E impor-
tante dizer que tanto o modelo MCS como o AD em D=2+1, ambos de spin-1, possuem
analogos de spin-2 em D=2+1. Tentamos fazer a reducao dimensional de D=2+1 para
D=1+1 desses modelos de spin-2, mas nao obtivemos resultados consistentes com a pre-
servacao do nimero de graus de liberdade. Por fim no capitulo 6 analisamos o conteido
fisico dos modelo de Proca, Maxwell-Chern-Simons e Auto-Dual, mostramos que o sinal
da parte imaginaria dos residuos da amplitude de dois pontos é positivo, portanto essas
teorias possuem conteido de particula livre de fantasmas. Enfim, quero destacar que a
maior parte desta monografia é resultado do trabalho de um ano. Em um projeto anterior
trabalhei na reducao dimensional de D=2+1 para D=141 do termo K de uma teoria de
spin-2 chamada “New Massive Gravity”, na qual possui um termo de Chern-Simons de

terceira ordem em derivadas e o termo K de quarta ordem em derivada, (BIAZOTTT;
DALMAZI; GRACIA, 2014)
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