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Resumo

Este trabalho apresenta de forma introdutéria as Equagoes Diferenciais com Retarda-
mento, apresenta um resultado sobre a existéncia e unicidade de solugoes, o método do
passo para resolucao de certas equagoes e faz um estudo sobre estabilidade para certos
tipos de equacao com retardo. Por fim, apresentamos duas aplicagbes, uma envolvendo
um modelo populacional e a outra com respeito ao modelo econémico de Kalecki.

Palavras-chave: Existéncia e unicidade de solugao. equagao caracteristica. estabilidade.



Abstract

This work provides a introduction to Delay Differential Equations, presents a result
on the existence and uniqueness of solutions, the step method for solving certain equa-
tions, and a study on stability for certain types of delay equations. Finally, we present
two applications, one involving a population model and the other concerning Kalecki’s
economic model.

Keywords: Existence and uniqueness of solution. characteristic equation. stability.
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1 Introducao

As Equagoes Diferenciais com Retardamento (EDR) tém sido estudadas hé pelo menos
200 anos, segundo a referéncia [1], porém o assunto comegou a ganhar mais relevincia em
torno da década de 1940, na antiga Unido Soviética, devido a consideracao de modelos
significativos de sistemas de engenharia e controle, o que era muito conveniente para o
momento histérico.

Nos tltimos 50 anos, a teoria foi amplamente aplicada em diversas areas da enge-
nharia, fisica e biologia. Até a década de 1960, grande parte das teorias se limitava a
equagoes lineares e a preservacao de estabilidade de equilibrio sob pequenas perturbacoes
nao lineares.

Para a transicao dos resultados das Equagoes Diferenciais Ordindrias comuns para as
com retardamento, foi necessaria uma nova abordagem, pois estas eram muito complexas
para serem resolvidas com os métodos de resolugao conhecidos. Inicialmente, foram estu-
dadas alternativas acerca da estabilidade dos equilibrios, adaptando métodos como o de
Lyapunov.

Diversos refinamentos na teoria foram feitos ao decorrer dos anos, durante os estudos
foram necessarias ferramentas utilizadas nos estudos de outras equagoes, como equacoes
diferenciais parciais hiperbdlicas e outras na area de engenharia e fisica, porém, ainda
hoje, existem aspectos que nao foram explorados.

A pesquisa dessas equacoes, nos ultimos 35 anos, foi focada principalmente no desen-
volvimento da teoria qualitativa, estabilidade e investigacdo detalhada de fluxos relacio-
nados a campos vetoriais, preparando o terreno para demais pesquisas na area.

Este trabalho é um estudo introdutoério sobre as Equacgoes Diferenciais com Retardo,
onde o primeiro capitulo é um capitulo de pré-requisitos, contendo defini¢des, teoremas e
proposicoes que devem ser conhecidos para o entendimento do corpo do trabalho.

No segundo capitulo, sao exploradas as EDOs, com seus resultados mais bésicos, o
Método da Variagao dos Parametros e o Estudo da Estabilidade, esse estudo é importante
pois as EDO’s sao um caso especial das EDR’s. Além disso, é muito interessante comparar
os resultados de EDO’s e EDR’s e observar o que é necessario para o estudo das equacoes
com retardamento.

No terceiro capitulo, comegamos o estudo das Equagoes Diferenciais com Retardo,
apontando o Teorema da Existéncia e Unicidade de Solugoes, o Método do Passo, a

12



Introducgao 13

Definicao de Estabilidade, Sistemas Lineares Autonémos, a Férmula da Variagao dos Pa-
rametros, a Equacao Caracteristica e encerrando com o Principio da Estabilidade Linear.

No ultimo capitulo apresentamos duas aplica¢oes das equagoes diferenciais com retar-
damento. Um estudo ¢ realizado sobre o modelo logistico com retardo, em que uma analise
detalhada da equacao caracteristica é feita e no segundo modelo estudamos a estabilidade
do importante e conhecido modelo econémico de Kalecki.



2 Pré-requisitos

Neste capitulo iremos listar todos os conceitos e resultados necessarios ao entendimento
deste trabalho: muitos fatos da Anélise e Algebra Linear serao descritos. Foram utilizadas
as referéncias [2] e [3].

Definicao 2.1. Dados 2 C C, z5 € Qe f : 2 — C uma funcao, dizemos que f é derivavel
em 2y quando o seguinte limite existir,

Fon) — tin L2 = S

z—0 Az

Dizemos que f é analitica quando existir um subconjunto aberto D C Q em que f’(2)
existe, para todo z € D. Quando 2 = C e f é derivavel em C, dizemos que f ¢é inteira.

Proposicao 2.2. Sejam f,g: 2 C C — C duas funcoes analiticas, entao f + g: 2 — C
e f.g: Q — C também sao analiticas.

Demonstragio. Ver referéncia O

Teorema 2.3. Seja u,, > 0 e lim,_, o /u, = L, para todo n € N, entao:
i) Se L <1 entao a série

+oo
D Un
n=1
¢ convergente;
it) Se L > 1 entdo a série

+oo
D Un
n=1

¢ divergente;

ii1) Se L = 1 entdao nada se pode concluir, exceto se /u, — 1 por valores superio-
res,e,neste caso a série

+oo
D tn
n=1

¢ divergente.

A seguir mostraremos uma importante desigualdade, conhecida como Desigualdade de
Gronwall.

14



Pré-requisitos 15

Teorema 2.4. Seja K uma constante nao negativa e sejam f e g fungoes continuas nao
negativas em algum intervalo [a, (], satisfazendo a desigualdade:

t

f6) <K+ [ f(9)g(s)ds

«

para o < t < 3. Entao,
t
f(t) < Kelasots o < i< p.

Demonstracio. Defina U(t) = K + [% f(s)g(s)ds, para t € [a,3]. Entdo U(a) = K +
J3 f(s)g(s)ds = K, Como f e g sdo nao negativas, segue do Teorema Fundamental do
Calculo e do fato de g(t) > 0 que,

U'(t) = f(t)g(t) < U(t)g(t), a <t <p.
Multiplicando ambos os membros da desigualdade por e Joats)as tem-se
0> U'(t).e” Ja 968 U (1)g(t).e~ Ja9@8 = (U (1).e= Juo)asy

ou seja,

d t
U@ Jos)8s) < g,

Integrando em respeito a s a desigualdade acima de « a t, obtem-se
¢ t
U(t)‘e*fag(S)ds o U(a) <0= U(t) < [(‘e‘fag(s)d,s7

uma vez que f(t) < U(t),a <t < 3, o que conclui a prova. O]

Definig¢ao 2.5. Seja S C R. Uma sequéncia de fungoes f, : S — R converge pontual-
mente para uma funcao f : S — R quando dado € > 0 e dado x € S:

| fulz) — f(z)] <€, Vn>N.

A sequéncia converge uniformemente quando dado € > 0 existe um N € N tal que, Vn > N
tem-se

|fo(z) — f(2)] <€, Vzels.

Essa diferenca é importante. Para provar a convergéncia pontual, basta escolher um
N para cada € e cada x. Para provar a convergéncia uniforme, é preciso escolher, para
cada e um N que se aplica a todo =x.

Definig¢ao 2.6. (Critério de Cauchy). Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma
sequéncia de fungbes seja convergente é que dado € > 0 arbitrario, existe um ntimero Ny
natural tal que |u, — u,| < € para todos os p, g > Nj.
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Teorema 2.7. (Teorema de Rouché) Seja v uma curva fechada simples (sem autointer-
segoes) no plano complexo. Sejam f(z) e g(z) fungoes analiticas no plano complezo que
satisfazem a condigdo:

1f(2) = g(2)] <[f(2)], Vzen.

Entao, f(z) e g(z) possuem o mesmo nimero de zeros (contando suas multiplicidades)
dentro da regiao delimitada por .

Definicao 2.8. Um conjunto de vetores de um espaco vetorial V' é linearmente indepen-
dente (L.I) se nenhum deles pode ser escrito como combinacao linear dos demais vetores,
caso contrario chamamos o conjunto de vetores de linearmente dependente (L.D.)

No espaco R™, um conjunto de vetores dispostos em linhas em uma matriz A é linear-
mente independente se e somente se a equagao:

Az =0
possui somente a solugao trivial.
Definicao 2.9. Um espaco vetorial normado é um par (E, ||.||), onde E é um espago veto-
rial real (ou complexo) e ||.|| ¢ uma norma em E. Um espago normado é completo quando

toda sequéncia de Cauchy for convergente. Quando um espago normado é completo,
denominamos de espago de Banach.

Exemplo 2.10. O espago das fungdes continuas f : [a,b] — R, denotado por C([a, b, R)
¢ Banach com a norma

A1l = sup{|f ()], ¢ € [a, b]}-

Definicao 2.11. Sejam M e N espacos métricos, dizemos que uma fungdo f: M — N ¢é
lipschitziana se existe uma constante ¢ > 0 tal que

dN(f(-T>,f(y)) < CdM(x’y>7vx>y €M,

onde d,;, dy representa a métrica dos espacos M e N respectivamente.
Quando (E, ||.||) ¢ normado, podemos definir a métrica d(z,y) = ||z — y||,Vz,y € E.
Definicao 2.12. Sejam X e Y espacos normados, F' C Y e a transformacao 7' : F' —

X. Dizse que T é uma contragdo se existe um numero v, com 0 < v < 1, tal que
|T(z) = T(y)ll <l —yll, para Y,y € F.

Exemplo 2.13. Um exemplo simples de contracao sao as fungoes f : R — R, dadas por
f(x) =ax+0b, com |a| < 1.

Exemplo 2.14. A funcdo f(z) = senx é lipschitziana. De fato, pelo Teorema do Valor
Médio para derivada,

|senz —seny| = |cosz||z —y| < |z —vy|, Vz,yeR,

onde x é um ntmero entre x e y.
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Defini¢ao 2.15. Se < , > e |.| denotam, respectivamente, o produto interno e a norma
usuais do R", isto é, < z,y >= T1y1 + ... + Ty € |2] = /< T, 0> = Va2 + ... + 1,2

se v = (x1,...,x,) ey = (y1,...,yn) € R™ definimos a norma de um operador linear

A:R" — R por [|A|| = SUPz 2o 12 = SUP,o |A(ﬁ)| = SUP|g|=1 | Az|.

|z

Defini¢ao 2.16. Se <,> e || denotam, respectivamente,o produto interno e a norma
usuais do R",isto é,
<x,Y >=T1Y1 + +TnlYn

|z| = /< x,x>= /ot + ...+ a2

se v = (x1,...,xy) ey = (y1,...,yn) € R™ definimos a norma de um operador linear
A:R" — R" por
Ax x
141 = sup 22 = qup |A(Z )] = sup |4al. 2.1)
w0 2] a0 x| =
As demais propriedades sdo necessarias para que (2.1) seja uma norma, (i) ||A]] >
0.el[All =0 <= A =0 (ii) [Ja Al] = |a[|[A]],a € R (iii) [|A + B|| < [[A][ + ||B]],



3 Equacoes Diferenciais Ordinarias

O objetivo desse capitulo é introduzir de forma breve a teoria referente as equagoes
diferenciais ordinarias. Estes resultados sao importantes para o entendimento do caso
com retardamento.

As referéncias utilizadas para esse capitulo sao [3] e [4].

3.1 Resultados Basicos

Para iniciar a discussao sobre solu¢oes de equagoes diferenciais ordindarias, considere-
mos o seguinte sistemas linear e homogéneo:

y =A(t)y,emt ey (3.1)
onde A(t) é uma matriz n X n cujas entradas sdo fungoes continuas de t.

Para descrevermos uma solugdo de (3.1) é necessirio primeiramente entendermos o
conceito de exponencial matricial. Para isso, seguem os proximos resultados. Inicialmente
é preciso provar um teorema que garante a existéncia e unicidade de problemas mais gerais
que y' = A(t)y.

Teorema 3.1. (Existéncia e Unicidade de EDO’s) Seja o sequinte Problema de Valor
Inicial (PVI)
Zi = flz,y),emx ey y(zo) = yo.
Suponha que a funcio f(x,y) satisfaca:
a) Continua em uma regidgo compacta R C R? que contém (xo,0);
b) Lipschitz continua em y, ou seja, exriste uma constante L tal que

|f(x,y1) - f(l',y2)| < L|y1 - y2|7 v (m7y1)7 (xva) € R.

Entao eziste uma unica fung¢io y = ¢(x) definida em um intervalo, |x — zo| < 6, para
algum 0 > 0, que satisfaz o problema de valor inicial dado.

Demonstragdo. Primeiramente vamos transformar o problema de valor inicial dado em
uma equacao integral. Para isto, basta aplicar o Teorema Fundamental do Célculo e
reescrever o PVI da seguinte forma:

v@) =0+ [ fEy@)dt x| <4,

18



Resultados Basicos 19

para algum ¢ > 0. Se uma funcdo y(x) satisfaz essa equacdo integral, entdo ela também
satisfaz o PVI e a reciproca também ¢é verdadeira, isto é, se y é solucao do PVI, entao
também é solugao da equacao integral. Portanto, basta procurarmos solugoes da equagao
integral.
Para isto, vamos definir a seguinte sequéncia de fungoes a partir de uma aproximacao
inicial yo(z):
vo(x) =10, (2,%) € R.

Para n > 1, definimos recursivamente:

Yn(x) = yo + /zj f(t, yn—1(t))dt.

Essa sequéncia de fungoes y,(z) é chamada de sequéncia de aproximagoes de Picard.

Entao, queremos mostrar que a sequéncia de fungdes (y,(z)) converge uniformemente
para uma funcdo y(z). Para isso, analisamos a diferenca entre termos consecutivos da
sequéncia:

0= vt = | [ 1 vea () = £t yal®)]

Usando a condicao de Lipschitz, temos:
x
9= vl < [ Llons(t) = pua(®)ldt, o = 0] < 0.
zo

Como R é uma regiao compacta e f é uma funcao continua, existe M > 0 tal que
|f(z,y)] < M, para todo (z,y) € R. Usando isto, e a desigualdade acima repetidamente,
obtemos uma série geométrica do tipo:

(Ll = xo])"

M
n!

|yn($) - yn—1($)| <

Assim, a série

> yn(®) — yooa(z)], com |z — x| <6
n=1

¢ uniformemente convergente, logo a sequéncia y,(z) converge uniformemente para uma
fungao y(x), a qual é solugao da equagao integral.

Agora, vamos provar a unicidade da solugao. Para isto, suponha que existam duas
solucoes y; e Yo que satisfagam a equagao integral. Definimos:

d(z) = |y1(z) — ya(z)], |z — x| < 0.

Substituindo na equacao integral e aplicando a condi¢ao de Lipschitz, obtemos:
d(z) < L / d(t) dt.
o

Pela Desigualdade de Gronwall, segue que d(z) = 0, ou seja, y; = yo para todo x.
Portanto, a solucao ¢ tnica.

O

Teorema 3.2. O conjunto solugio de (3.1) é um espago vetorial de dimensao n.
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Demonstragio. Nao é dificil mostrar que o conjunto de todas as solugdes de (3.1) é um
espaco vetorial, pois basta observar que é um subespaco vetorial do espago de todas as
fungoes = : I — R™, onde [ é um intervalo da reta. Mostremos que a dimensao é n. Para

isto, considere a base {ey, ...., e, } candnica do R™ e as seguintes n condigoes iniciais:
1
0
].) l’(to) = . = €1
0
0
1
2) (L’(to) = . = €9
0
0
0
n)z(ty) =\ .| =en
1
Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, existe tinica solucao para cada PVI, denotada
por ¢1, P, . . ., ¢, respectivamente. Mostremos que {1, ¢o, ..., d,} é base do conjunto
solugao de (3.1).
i) Mostremos que {¢1, ¢o, ..., ¢,} é L.1. De fato, considere a combinagao linear.

a1¢1+"'+an¢n:0v

= a1P1(t) + -+ andn(t) =0, Vtel.

Logo, para t = ty, tem-se:
al(bl(tO) + o+ Oén(bn(tO) =0

ey + -+ ape, = 0.

Como {ey,...,e,} é LI, segue que a1 = ay = - -+ = «,, = 0. Portanto, {¢q,...,¢,} é Li.
ii) Mostremos que {¢1,...,¢,} gera o conjunto solugao de (3.1). De fato, considere

Y : I — R™ uma solugao de (3.1), basta mostrar que 1 se escreve como combinacao linear
dos elementos de {¢1,...,¢,}. Para mostrar isso, considere entao

P

o

bito) = |-
B

e a Combinagao Linear.

o(t) = B1or(t) + - + Budn(t), VE e 1.
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Como ¢y, ..., ¢, sao solugoes de (3.1), segue que S1¢1 + -+ + B¢, é também solugdo
(pois o conjunto solugdo é espago vetorial). Note que

P(to) = Bid1(to) + Baga(to) + - - + Budn(to)

= pier + Baeg + - - + Bre,
B
R

B

Portanto, ¢ e ¢ sao solugoes do mesmo PVI:

Bn

Pela unicidade da solugao do PVI, conclui-se que ¢ = 1, ou seja,

=011+ + Budn.

Portanto, {¢y,...,¢,} gera o conjunto solugao de (3.1).
Por i) e ii) segue que {¢1,...,¢,} é base e, portanto, a dimensao do espago solugao
de (3.1) é n. O

Definicao 3.3. Dada uma matriz constante A, n x n, definimos a exponencial de A por:

o) k
A o A
CTAw
k=0 """

Para garantirmos que e est4 bem definida precisamos provar que a série acima é conver-
gente. Isso é feito no proximo resultado.

. o~ . / . k: 7/
Proposicao 3.4. Dada uma matriz quadrada A, a série Y % é convergente.

Demonstragao. Consideremos as reduzidas

_ N gk
S”_ZklA’
k=0
e
S = S 1Ak
m_zy )
k=0
com n > m e denominemos ||A|| = a,a € RT Assim, dado € > 0, temos
~ 1o 1o Sl ~ 1 k ~ 1y
19~ Sull = 13 pA =S LA =[] 30 mAf< Y LjAF= Yt <
k=0 """ k=0 """ k=m+1 7° k=m+1 7° k=m+1 """
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para n,m > ng, em que a existéncia de ngy é garantida pelo fato de que

o0 n
x
61 = 7'
“~ n!
converge uniformemente, Vo € R, ou seja,
"1
Ve >0, dng € N/Vn,m > ny, Z Eak < €.

k=m+1 """

Portanto,(S,,) é uma sequéncia de Cauchy e, pelo critério de Cauchy, é convergente.
]

Proposigao 3.5. (eA) = Ae?, para qualquert € R, onde a linha indica a derivada com
relagao a t.

Demonstracao. Temos
o0

1
At Lk gk
e —Zk'tA, vt € R.
k=0 "
Como a convergéncia é uniforme pela proposicao anterior, podemos derivar a série
termo a termo para obter

A 1 1 A
(e t)/ = E *k'ktk 1Ak =A E 2 1 'tk 1Ak 1 Ae t,
k=1 k=1 ( )

para qualquer t € R. O

Dado o sistema linear com coeficientes constantes
/
r = Ax,

onde A = (a;;j)nxn € constante, se z1(t), z2(t), z3(t),...,x,(t) sdo solugdes linearmente
independentes da equagao ¥’ = Az, entdo toda solugao x(t) pode ser escrita da forma

x(t) = c1x1(t) + coxa(t) + csz3(t) + - - - + e (t).

ja que a dimensao do espago solugao é n. Seja X (t) a matriz na qual as colunas sao dadas
por x1(t), zo(t), ..., x,(t). Entdo, a expressao da combinacao linear pode ser escrita na
forma

onde ¢ é um vetor constante.

Definicao 3.6. A matriz X(¢) ¢ chamada de matriz solugao fundamental de 2’ = Az se
suas colunas formam um conjunto linearmente independente de solucoes de 2’ = Ax.

A

A matriz e’ é uma matriz fundamental de solucoes.
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Proposigao 3.7. Sejam X(t) e Y(t) duas matrizes solugoes fundamentais de ©' = Ax.
Entdo, existe uma matriz constante C tal que Y (t) = X (t)C.

Demonstragio. Por definicdo, as colunas z'(t),...,z™(t) de X (t) e y'(t),...,y"(t) de Y (¢)
sao conjuntos solugoes linearmente independentes de 2’ = Ax. Portanto, cada coluna de
Y'(t) pode ser escrita como uma combinagao linear das colunas de X(t), isto é, existem
constantes ¢, ..., c,” tais que

(1) = eIz (1) + 2 (1) + -+ eda (1), = 1,....n.

Seja C' a matriz (c',c?,...,c"), onde
c
A
o
Entao, as n equagoes sao equivalentes a equagao matricial Y (t) = X (¢)C. ]

Teorema 3.8. Seja X (t) uma matriz solugio fundamental da equagao diferencial ©' = Ax.
Entao,
e = X ().X710).

Em outras palavras, qualquer matriz solu¢io fundamental é escrita como produto de X (0)

com et

Demonstragio. Seja X (t) uma matriz solu¢do fundamental de 2’ = Az. Entdo, pela
proposicao 2.7 e pelo teorema 2.7, existe uma matriz constante C' tal que

e = X (1)C.

Tomando ¢ = 0 na igualdade acima, segue que I = X (0)C, o que implica que C' = X~1(0).
Consequentemente, et = X (¢) X ~1(0). O

Teorema 3.9. Se todos os autovalores de A tém partes reais nao positivas e todos aqueles
autovalores com partes reais nulas sao simples, entdo a solucioy = 0 de (2.1) é estavel. Se
(e somente se) todos os autovalores de A tém partes reais negativas, a solugao zero de (2.1)
¢ assintoticamente estdvel. De fato, neste caso se ¥ (t,ty) denota a matriz fundamental
de (2.1) que é a identidade em t = ty, (t,ty) = exp((t — to)A) e existem constantes
K > 0,0 >0 tais que:

[(, to) | < K exp(—o(t —to)) (to <t <o)

com o > 0 no caso em que todos os autovalores de A tém partes reais negativas e o > 0
se existem autovalores simples com parte real nula. Se um ou mais autovalores de A tém
uma parte real positiva, a solugao zero de (2.1) € instdvel.
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3.2 Método da Variacao das Constantes

Consideremos agora a equagao diferencial Linear Nao Homogénea (L.N.H.)
= Ax + g(t), (3.2)

onde g é uma fungdo continua. A equagao (2.1) pode ser considerada um caso particular
da equacao (3.2).

Para determinarmos a solugao de (3.2) vamos apresentar o Método da Variacao das

Constantes. Primeiramente, considerando X (¢) = (z!,...,2") uma matriz fundamental

de solugao de 2’ = Az e busquemos por uma solugao z, de (3.2) que seja escrita por:

Tp = X(t)u<t)a
onde u(t) é uma funcio vetorial, isto é, u(t) = (uy(t)...u,(¢))*. Temos

x,(t) = AX (t)u(t) + X (t)u'(1). (3.3)

Como z,(t) é solugao particular do sistema nao homogéneo, temos
() = Ay (1) + (1), (3.4

ou seja,

Azx(t)u(t) + X (0)u'(t) = Az, (t) + g(t) = Ax(t)u(t) + g(t). (3.5)

Das duas tltimas equagoes, vem que X (t)u'(t) = g(t), ou
u'(t) = X (t)g(t).
Integrando essa expressao de ty a t, obtemos:
u(t) = [ X7 (5)gls)ds,
0
onde tomamos u(tg) = 0, pois procuramos uma solugao particular. Logo,
ra(t) = X(0) [ X7 (5)gls)ds.
0
Assim, a solucao da E.D. tal que x(ty) = x¢ é dada por
(1) = XX (to)oo + X(0) [ X (s)gls)ds
0

que é conhecida como Férmula da Variacao dos Parametros (ou formula da variacdo das
constantes).

Teorema 3.10.  Sejam A(t) e g(t) continuas em um intervalo [a,b]. Se a <ty <b, e
se n|< oo, entdo o sistema

v =Alt)y +g(t) (3.6)
possui uma unica solugio P (t) que satisfaz a condi¢ao inicial ®(ty) = n e existe no inter-
valo a <t <b.
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Este teorema é uma consequéncia do Teorema de Existéncia e Unidade de solugoes
para o caso de equacgoes diferenciais ordinarias.

Proposicao 3.11. Dados (tg,z9) € R x R" e A uma matriz n X n com coeficientes
constantes, a solu¢io da equacio ' = Ax, com condicao inicial x(ty) = o, € dada por

z(t) = ez t € R.

Demonstracao. Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solugoes para o caso de equa-
¢oes diferenciais ordindrias, a solugdo da equacao =’ = Ax é unica e como

0

z(ty) = ez = %29 = Idxy = 2

2'(t) = AeAt0 g0 = Ax(t).

Entao essa solugao existe para t € R. O

3.3 Estudo de Estabilidade de Sistemas Lineares
Uma equagao diferencial autonéma tem a forma

¥ = f(x), (3.7)

onde f : D — R" e D é um aberto de R", ou seja, f nao depende explicitamente do
tempo.
Primeiramente, vamos introduzir o conceito de solucao estavel e instavel.

Definicao 3.12. A solugdo =z = ¢(t) de (3.7) é estével se toda solugao 1(t) de (3.7)
satisfaz para qualquer € > 0, existe um § = d(¢) tal que

;) — &;(1)] < e

[4;(0) = ¢;(0)] < é(e),j = 1,...,n

para toda solucao 1 (t) de (3.7).
Dizemos que a solugao ¢(t) é assintoticamente estavel quando ela for estavel e satisfaz

lim 4(t) = (t).

t—o00

Dizemos que a solucao ¢(t) é instével se nao é estavel.

Trataremos a questao da estabilidade de sistemas lineares autonomos da forma
2 = Az, (3.8)

onde A é uma matriz n X n de nimeros reais. Para isso, consideremos o teorema a seguir:
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Teorema 3.13. Se Ay, Ao, ..., A\ sdo autovalores distintos de A, onde \; tem multiplicidade
njeni+ng+...+n, = n e se p € um nimero qualquer maior que a parte real de Ay, g, ..., A,
isto €,

p >max(Re);), j=1,..,k, (3.9)

entao existe uma constante K > 0 tal que

le| < Keft (0 <t < o00). (3.10)

Demonstragio. Ja vimos que e é uma matriz solucdo fundamental do sistema 2’ = Azx.

Além disso, toda entrada de e pode ser escrita na forma Z?:l p;(t)eM?, onde p;(t) é
um polindmio de grau menor ou igual que (n; — 1), se p é escolhido de modo a satisfazer
a desigualdade (3.10), entdo [theMt| = tFelfeXi)t < ert para t suficientemente grande, e
todo termo da soma Z;?:lpj(t)e)‘ft é no maximo igual a Me”" (0 < ¢t < 00) para alguma
constante M. Dessa maneira, como ha n? termos na matriz e, (3.10) é vélida tomando-
se K = M'n?, onde M’ é o maior valor dentre todos os valores de M, onde M’ é o maior

dos n? valores de M. m

Proposicao 3.14. Se todos os autovalores de A possuem parte real negativa, entdo toda
solugao ¢(t) do sistema x’' = Ax aproxima-se de zero quando t — +oo. Mais precisamente,
existem constantes K > 0,p > 0 tais que |op(t)| < Ke™*,0 < t < co. Também, sob as
hipdtese do teorema, existem constantes K > 0, p > 0 tais que |e®V| < Ke™?*,0 < t < co.

Teorema 3.15. a) Toda solucao ¢(t) de 2’ = Ax é assintoticamente estdvel se todos os
autovalores de A tem parte real negativa.

b) Toda solugao ¢(t) de x’ = Ax € instdvel se pelo menos um autovalor de A tem parte
real positiva.

c¢) Suponha que todos os autovalores de A tenham parte real negativa e \y = i.01, ..., \j =
1.0 tenham parte real igual a zero. Seja \; = i.0; de multiplicidade k;. Isto significa que
o polinémio caracteristico de A pode ser fatorado na forma

p(A) = (N — i)\ —ioy)Fig(N),

onde todas as raizes de q(\) tem parte real negativa. Entdo toda solugio x = ¢(t) de
x' = Az € estdvel se A tem k; autovetores linearmente independentes para cada autovalor
A\; = i.05. Caso contrdrio, toda solucido ¢(t) € instdvel.

Demonstrag¢io. Primeiramente, mostraremos que toda solugao ¢(t) é estavel se a solugao
x(t) = 0 é estével e ¢(t) é instavel se a solugao x(t) = 0 é instavel. Para isto, tomaremos
Y (t) uma solugdo qualquer de #’ = Az. Note que z(t) = ¢(t) — 1(t) é também solugao
de 2’ = Az. Consequentemente, se a solugao z(t) = 0 é estavel, dado um e > 0 existe um
0 > 0 tal que |z(t)| = |o(t) — ()| < € se [2(0)] = |p(0) —1(0)| < 6. Dessa maneira, toda
solugao de 2’ = Ax serd estavel. O caso em que ¢(t) é instavel é andlogo. Demonstrando
por cada item temos:
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a) Toda solugio z = ¢(t) de 2/ = Az é da forma ¥(t) = e*4(0). Seja ¢;(t) o
elemento ij da matriz e e sejam %, 15", ..., 1,° as componentes de ¢(0). Entdo, a
i-ésima componente de 1 (t) é

Pi(t) = dir(E)1” + . + Gin ()10’ = by (E)1h;°.
j=1

Suponha que todos os autovalores de A tenham parte real negativa. Seja —a o maior
valor de todas as partes reais de todos os autovalores de A. Assim, podemos encontrar
um nimero K tal que |¢;;(t)] < Ke ¢t > 0. Observe que ¢;;(t) = p;;(t)e®’ e que
limy 00 pij(t)eM = 0, com Re()\) > aq, para qualquer autovalor A de A. Assim,

()] < 3" Ke ™ ,°) < Ke Y 4,° = Kne *[(0)]
j=1 i=1

para algumas constantes positivas K e a. Note que [¢,°] < [1(0)]. Consequentemente,

()] = max([v(t)], ... [¥n(B)]] < nKe™ ¥ (0)].

Seja € > 0 dado. Tomando d(e) = - segue que [(t)] < € se |(0)] < d(e) com t > 0,

nk?’
uma vez que
nKke

nk

— €.

[$(1)] < nKe ™ [$(0)] <
Consequentemente, a solugao x(t) = 0 é estavel.

b) Seja A um autovalor de A com parte real positiva e seja v um autovetor de A,
associado a \.Entdo, 1(t) = ceMv é solugao da equacio z(t) = 0 para qualquer constante
c. Se A\ é real, entdo v também é e [(t)| = |c|eM|v]. Note que |1 (t)| tende ao infinito
quando t tende ao infinito, independente da escolha de ¢ # 0, mesmo com ¢ muito pequeno.
Consequentemente, x(t) = 0 é instavel. E, se A = o + i é complexo, entao v = vy + ivy
é o autovetor complexo associado. Neste caso,

w(t) — €(a+iﬂ)t<vl + iUQ) _

e“(cos(Bt) + isen(Bt))(vy + ivy) =
e™[(vy cos(Bt) — vasen(Bt)) + i(visen(Bt) + vy cos(Bt))]

é solucao complexa da equacao x’ = Ax. Consequentemente,

Re(¥(t)) = ce™(vy cos(Bt) — vosen(Bt))

é solucao real da equagdo 2’ = Az, para qualquer constante c. Basta observar que [¢(t)|
fica ilimitado quando t tende ao infinito se ¢,v; ou v, nao forem iguais ao vetor nulo.
Portanto, x(t) = 0 é instavel.

c¢) Se A possui k; autovetores linearmente independentes para cada autovalor \; = io;
de multiplicidade k;, entao podemos encontrar uma constante K de tal forma que ]ef}-t] <
K. Entao, |[¢(t)] < nKly(0)| para toda solugao 2’ = Az. De (a), segue que z(t) = 0
¢ estavel. Por outro lado, se A possuir uma quantidade k; de autovetores linearmente
independentes menor que a quantidade de autovalores \; = io;, entdo 2’ = Az terd
solugbes ¥(t) da forma
V() = e’ v + t(A —io; )],
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onde (A —io;I)v # 0. Se 0; = 0, entao ¢(t) = c(v + tAv) é real. Mais ainda, |1)(t)| é
ilimitada quando ¢ se aproxima do infinito, independente da escolha de ¢(c # 0). Similar-
mente, ambas as partes real e imaginaria de ¢ (t) sdo ilimitadas para um valor pequeno
arbitrario ¢(0) # 0, se o; # 0. Consequentemente, a solugao de equilibrio z(t) = 0 é
instavel.

]

Definicao 3.16. Um ponto 25 € R é chamado de ponto de equilibrio hiperbdlico ou
ponto critico de 2’ = f(z) se nenhum dos autovalores da matriz D f(x) tem parte real
zero. O sistema linear 2 = Az com a matriz A = D f(x) é chamado de linearizacao de
¥ = f(z) em x.

Maiores detalhes consultar a referéncia [4].

Teorema 3.17. Seja ' = F(x) a equagio diferencial ordindria que define o sistema,
onde F ¢ de classe C' e xy é um ponto estaciondrio hiperbdlico, ou seja, F(xo) = 0 e
a matriz Jacobiana A = DF(xy) tem todos os autovalores com parte real nao nula.O
teorema garante que:Fxiste uma vizinhanca V' de xg e uma vizinhanca W de 0. Existe um
homeomorfismo H : V. — W.H conjuga o fluro ¢y do sistema nao linear & = F(x) com o
fluzo 1y = et do sistema linearizado § = Ay, o que significa:

H(¢y(x)) = (H(x))

para todo x € V' et no intervalo em que as trajetorias permanecem em V e W.



4 Equacoes Diferenciais com
Retardamento

Diferente de equagoes diferenciais ordinarias onde a condicao inicial é um vetor do
R™ as equagoes diferenciais com retardamento precisam de condigoes iniciais que sao
fungoes. Nesse tipo de equacao, a solucao depende do conhecimento da solugdo em um
certo intervalo anterior & to. As referéncias utilizadas neste capitulo sao [5], [6],[7] e [8].

4.1 Existéncia e Unicidade de Solucao

Definicao 4.1. Sejam r,H com 0 < r < o0, 0 < H < oo, Cy ¢é o espaco de Ba-
nach das aplicagoes continuas de [—r,0] no R" com a norma do supremo, isto é, ||@|| =
SUDpe(—ry,0 #(0)]| € limitadas por H. No caso H = oo temos Oy = C = C([-r, 0], R").

Para entendermos uma equagao diferencial com retardamento, é importante introdu-
zirmos a notagao ;. Dada uma fungao z : [tg —r, tg+ A] — R" define-se z; : [—r,0] — R"
por z,(0) = z(t +6), V8 € [—r,0],t € [to, to + Al

Definig¢ao 4.2. Seja f(t,¢) uma aplicagao continua de [0, 00) x Cy no R™. A equagao
'(t) = f(t, z:)

¢ chamada uma equagao diferencial com retardamento.

Um exemplo: z/(t) = —z(t — 7/2)
Uma condicao inicial ¢ € C' pode ser adicionada a equacao diferencial com retarda-
mento num dado instante ¢y, descrita por

Ty = ¢

A equacao diferencial com a condigao inicial, descritas acima, formam um problema de
valor inicial (PVI) com retardamento.

Sejam tg > 0 e 1p € Cy. Uma fungao x, continua em [tog — r,tp + A), com A > 0,
diferencidvel em [tg,to + A) é dita uma solugado da equagdo acima com funcao inicial
Y € Cy em ty, se:

1. 2, € Cy, para tg <t < ty+ A;
2. x,=1, ou seja, x4, (0) = ¥ (0), para 6 € [—r,0];
3. 2'(t) = f(t, x), para tyg <t < to+ A.

29
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O que garante que um PVI com retardamento possui solucao? A seguir, vamos apre-
sentar um resultado classico da teoria de equagoes com retardamento que garante exis-
téncia e unicidade de solucdo de um PVI, cuja prova pode ser encontrada na referéncia
[6]. Antes, precisamos de um resultado auxiliar.

Teorema 4.3. Se x : [tg — r,to + A] — R é uma fungdo continua entiao a aplicacio
t— xy, comt € [to, to + A, € continua.

Demonstra¢io. Mostremos a continuidade em Sy € [tg,tg + A]. Assim, devemos mostrar
que, para todo € > 0, 4 > 0 tal que

|So —t] <0 = ||lxs, — x| < e
Note que

l|zs, — x¢|| = sup |xs, (0) — x,(0)| = ) s[up } |z(Sy + 0) — x(t + 0)]
[SE )

Como x é uma funcao continua em Sy entao para todo € > 0, 3 9; > 0 tal que
1So+60—(t+0)|=|So+t| <9 = |z(So+68) —x(t+0)| <e VO € [—r,0].

Logo, basta tomar 6 = d; e segue a continuidade de t — x; em Sy. Como este ponto é
arbitrario segue a continuidade no intervalo todo. O]

Proposicao 4.4. Resolver o problema de valor inicial

— f(t, .’L't), t e [to,to + A]

'Ito = ¢
(4.1)
¢ equivalente a resolver
t
2(t) = 6(0) + [ fls,w)ds, t€ [to,to+ A]
to
z(to +0) = ¢(0), 6 € [—r,0].
(4.2)
Demonstracao. Mostrar a existéncia de uma tnica ¢ que é solucao de
IL‘,(t) - f(taxt)v para le [t07t0 + A] (4 3)
JTm(Q) = ¢(9)> para NS [—7“, O] .
é equivalente a garantir a existéncia de solugdo para a equacao integral:
x(t) = $(0) + fi f(5,25)ds, para  to <t <to+ A (4.4
z(to+6) = ¢(f), para—r <6 <0. '
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Primeiramente, analisemos o caso em que (3.3) implica (4.4):
Seja x'(s) = f(s,xs), para tg < s < tg+ A.

Integrando ambos os lados na variavel s de ¢y a t, e lembrando que as fungoes f e a
t — x; sdo continuas e utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, temos:

/t 2'(s)ds = /t f(s,xs)ds,

to to
para ty < t <ty + A.
Logo, z(t) = x(to) + f, f(s,xs)ds.
Mas,
4, () = ¢(0)
para —r < # < 0, ou seja,
z(to +0) = ¢(0)
para —r < 6 < 0.
Em particular, quando 6 = 0, temos z,(6) = x4,(0) = ¢(0). Logo, obtemos:
t
2(0) = 6(0) + [ (5,05
0
para to <t <ty+ A, e
x(to +0) = ¢(0)
para —r < § < 0, obtendo (3.4).

Reciprocamente, seja
t

z(t) = ¢(0) f(s,@5)ds.

to

Derivando ambos os lados com relagao a variavel ¢, obtém-se:

a'(t) = d/dt(¢(0)) + d/dt /t: f(s,ws)ds = 0+ f(t, ) = f(t, m).
Logo,

a'(t) = f(t.x)
para t € [tg,to + A
1, (0) = 9(0)
para 0 € [—r, 0] obtendo (3.3). O

Teorema 4.5. (Teorema do Ponto Fizo de Banach) Sejam X um espago métrico, F C X,
F fechado ¢ T : F — F uma contracao. FEntao, existe um unico x € F' tal que Tx = x,
ou seja, T possui um unico ponto fizo.
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A prova pode ser encontrada em [2].

O proximo teorema nos diz que se o conjunto F for substituido por um conjunto
conexo e compacto, e a contracao T for substituida por uma fun¢do continua, perdemos
a unicidade do ponto fixo.

Teorema 4.6. Seja X um espaco de Banach e A C X um subconjunto convero e com-
pacto. Se f: A — A € continua, entdo existe ponto firo T de f , isto €, f(T) =T.

O préximo teorema é um dos resultados centrais do trabalho, ele nos garante existéncia
e unicidade de solugao da equacgao (3.2) com condigao inicial ¢ em t.

Teorema 4.7. Teorema da existéncia e unicidade: Seja f(t,1) continua e localmente
lipschitziana relativamente a 1 em [0,00) X Cy. Entao para quaisquer to > 0, ¢ € Cy,
existem A > 0 e uma fungiao x(t) definida em [to — r,to + A] solugio de x'(t) = f(t, ;)
com funcao inicial Y em ty. Ainda mais essa solucdo € unica.

Demonstragdo. Seja
F={zeC(to—r,to+ A,R"): ||z|| < Hy,z(to+0) =(0). —r <0 <0}

onde H; é escolhido de modo que |[¢|| < Hy < H e A > 0 a ser fixado convenientemente.
C([to —r,to + A],R™) é 0 espago de Banach das aplicagoes continuas de [tg —r, o+ A]
no R" com a norma

|zl = sup  |z(t)].
to—r<t<to+A

F é um espago métrico completo. Consideremos T': F' — C([to — r,to + A], R™), definida
por
(Tz)(t+0)=v(0) para —1r<60<0
t
(Tx)(t) = ¢(0) +/ f(s,z5)ds para to<t<ty+ A.
to

Vamos mostrar inicialmente que 7', para A conveniente, é uma aplicacdo de F em F. De
fato,

|(Tx)(t)] < |¥(0)] —I—/tt |f(s,x5)|ds para ty <t <ty+ A.

Fazendo a restrigdo A < 1 e observando que ||z,|| < H; para ty < s < ty+ A, decorre que
paraty < s<ty+ A

[f(s,z)|l < |f(s,25) = f(s,0)| + |/ (s,0)] < LH, + K,
onde K = sup;,<,<;.4|f(0,0)] e L = L(to + 1, H;) é a constante de Lipschitz. Entao,
(Ta)(0)] < [0(O)] + ALL + K] para o<t <o+ A

Por outro lado, como |[1|| < Hy, resulta que existe Hs tal que ||¢|| < Hy < Hy. Assim, T
é uma aplicagao de F' em F'.
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Escolhendo agora A nao s6 com a indicacao anterior mas também com a exigéncia
A< %, vamos mostrar que T é também uma contracao de F' em F. Dados x,y de F,
sejam:

(T'x)(to + ) = 1(6)
para —r < 0 <0

(Ty)(to +6) = ¥(0)
para —r < # <0e

t

(Tz)(t) = 1(0) f(s,x5)ds

to

para to <t <tg+ A
t
(Ty)(t) = w(0)+ | Fls.y)ds
0
para tg <t <ty + A. Entao,

[(Tz)(t) = (Ty)(1)| =0 para to—r <t <t

(T2)t) ~ (Ty)(O)] < [ 17(5.2) = Fls.0.)lds

to+A
g/ Lllxs — ys||ds, para toy <t <ty+ A.
to
Como ||zs — ys|| < ||z —y|| para tg < s <ty + A, vem que

(Tx)(t) = (Ty)(t)| < AL[|lz —y[| para to—r<t<to+A

1Tz = Tyl| < AL[|z — y]|.

Logo T é uma contracao porque AL < 1. Entao, pelo teorema do Ponto Fixo de Banach
existe uma e uma s6 funcao x € F' tal que Tx = x. Em outras palavras, existe uma e uma
so funcao x € F' tal que

x(to+0) =¢(0),—r <0<0

z(t) = ¢(0) + /ttf(s,xs) para to <t <ty+ A.

Este teorema é uma consequéncia imediaTa deste fato. O

4.2 Método do Passo

Vamos considerar a equacao diferencial nao linear com retardamento

'(t) = f(t,z(t), z(t — 1)) (4.5)

com um tnico retardo r > 0. Suponha que f(t,z,y) e %(t, x,7y) sdo continuas em R3.
Seja s € R e seja ¢ : [s —r, s] = R continua. Buscamos uma solucao z(t) de (4.5) que
satisfaz
z(t) =o¢(t),s —r<t<s (4.6)
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e satisfazendo (4.6) em s < t < s+ 0 para algum o > 0. Observe que devemos interpretar
zy(s) como a derivada a direita em s. A equagao (4.6) pode ser resolvida pelo método do
passo que descrevemos a seguir. Para s <t < s+ r, x(t) deve satisfazer o problema de
valor inicial da EDR:

Yo(t) = f(t,y(t), ot = 7)), y(s) =d(s), s <t < s+

Como ¢g(t,y) = f(t,y,o(t —r)) e g,(t,y) sdo continuas, uma solugdo local desta EDR
é garantida por resultados cldssicos da teoria de EDR. Se esta solucao local z(t) existe
para todo o intervalo s <t < s+ r, entdo nossa solugao x(t) estd definida até agora em
[s —r, s+r] e podemos repetir o argumento acima para estender nossa solugao ainda mais
para a direita. Na verdade, para s +7 <t < s+ 2r, uma solugao z(t) de (3.5)-(3.6) deve
satisfazer o problema de valor inicial para a EDO:

yo(t) = ft,y(t),x(t — 1)), y(s+r)=a(s+7r), s+r<t<s+2r

Novamente, os resultados de existéncia classicos para tais problemas garantem a existéncia
de uma solugao unica, que chamamos de z(t), definida em algum subintervalo [s+7,0) C
[s + 7,5 4+ 2r], possivelmente todo o intervalo. Claro, z(t), agora definido em [s — r,0)
onde ¢ > s+ r, é uma solugao de (3.5)-(3.6). Se a solugdo existir em todo o intervalo
[s + r, s + 2r] entdo podemos repetir novamente o processo para estender a solugdo para
[s + 27, s + 3r], ou algum subintervalo deste intervalo.

Vejamos agora alguns exemplos. Primeiramente, vamos encontrar um meio de de-
terminar uma fungao z : [0,00[— R que satisfaca a equagdo com retardamento z'(t) =
f(t,x(t—1)), parat > 1, onde f é uma fungao continua, e também a condigao inicial x(t)
= x0(t), para 0 < t < 1, onde xy é uma fungao dada e continua.

Note que neste caso, o retardo r é igual a 1 e t; = 1. Para resolver isto, vamos
apresentar o Método do Passo, o qual consiste em determinar a solucdo em pequenos
intervalos de comprimento igual ao retardo.

Considerando a condicao inicial z(t) = z((t) definida em [0, 1], sendo x((t) uma funcao
dada e continua nesse intervalo, e a derivada de z(t) dada por f(t,z(t — 1)) em ¢t > 1,
vamos determinar a solu¢ao denotada por x1(t) em [1,2], temos: x}(t) = f(t,z(t — 1)).
Mas, para 1 <t <2=0<(t—1) <1, assim x1(t — 1) = zo(t — 1). Logo,

w1(t) = f(t,zo(t — 1))

z1(1) = zo(1)

obtido quando t = 2.
Integrando ambos os lados da equacao, muda-se a variavel e integra de 0 a ¢ e utilizando
o Teorema Fundamental do Célculo temos:

aa(t) = o (1) + [ (G- 1) de.

Logo, pela mudanca de variavel, temos:

21(8) = (1) + /OH F(s,20(5 — 1)) ds.

para 1 <t < 2.
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Para o préximo intervalo, isto é, para 2 < t < 3, denotemos a solugao por z5(t). Logo,
¥'o(t) = f(t,z2(t—1)). Maspara2 <t <3 — 1 < (t—1) < 2,logo z5(t—1) = z1(t—1) —
r9(2) = x1(2) (obtido quando t = 3). Entao,

/; z'5(Q)d¢ = /;f({,a:g(g“ —1))d¢

com 2 < ¢ < 3. Logo, )
wa(t) = 21(2) + [ F(Cm(C = 1)

para 2 < ¢ < 3. Por indugao, conhecida a solugado em [n — 1, n], que denotamos por x,,_1,
determinamos a solugdo em [n,n + 1] como segue:

:C;L(t> = f(ta xnfl(t - 1))

Tn(n) = xp_1(n).

Mas, paran <t <n+1—-n—-1<(t—1) <mn, logo z,(t — 1) = x,_1(t — 1), entdo
quando ¢t = n 4 1 obtemos z,(n) = z,_1(n). Assim,

[ e = [ f(¢ralc - 1)

n

Paran < { < n-+ 1. Portanto,

oalt) = () + [ FC (¢~ 1)C,

para n < ( <n+ 1. Deste modo, obtemos a fungao z(¢) como sendo:
2(t) = D @;(t) Xy (),
j=0

em que xj+1](t) = 1,8 j <t < j+1e0, caso contrario.
Neste processo foi imprescindivel o conhecimento da solugao no intervalo [0, 1], ndo
sendo suficiente conhecer o seu valor no instante ¢t; = 1.

Facamos agora um exemplo numérico, vamos visualizar o grafico das solugoes encon-
tradas.

Exemplo 4.8. Consideremos a equacao 2'(t) = —z(t — m/2) com a condigao inicial a)
xo =sent e b)zg = cost. Usando o método do passo, temos:

a) Para t € [0,7/2], segue que
t t—m/2
() = 2(0) — / (s — 1/2) ds = sen(0) — / , sen(s) ds = cos(t — m/2) = sen(?).
0 —m/2
Para t € [7/2, 7], segue que
t—m/2

z(t) = :U(7r/2)—/:/2x(s—7r/2) ds = sen(7r/2)—/0 sen(s) ds = 14cos(t—mn/2)—1 = sen(t).

Para os demais intervalos, de forma andloga obtemos z(t) = sen(t),para t > 0.
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b) Para t € [0,7/2], segue que
z(t) = x(O)—/(::c(s—W/Q) ds = (:os(O)—/_:;;/2 cos(s)ds = 1—sen(t—m/2)+sen(—m/2) = cos(t).
Para t € [7/2, 7], segue que
o(t) = (2~ [ t/Qx(s—W/Z) ds = cos(m/2) - [ T os(s) ds = —sen(t—/2) = cos(t).

Para os demais intervalos, de forma analoga obtemos z(t) = cos(t),para t > 0.

As solugdes dos itens acima estao representadas na Figura 3.1:
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Figura 4.1: Solugdes de a) em verde e b) em vermelho

/
O

Fonte: Elaborada pela Autora

Observacao: Pela figura observa-se que as solucoes de dois PVI’s distintos se interceptam
em um numero infinito de pontos, isto ndo contradiz a unicidade de solugoes (diferente
do caso ordindrio), pois para equagdes com retardamento as solugoes devem coincidir em
algum intervalo de comprimento igual ao retardo.

Exemplo 4.9. Consideremos o modelo de Malthus com retardo z'(t) = Kz(t — 1).Com
as seguintes condigdes iniciais a) zg = 3t + 1 e b)zg = t2. Usando o método do passo,
temos:

a) i)Para t € [0, 1], segue que

o(t) = +/sz—1)ds—1+K/ du—1+K/ (35 + 1)ds

2 t—1
t— 4
:1+Kl382+s] :1+Kt<32 )

-1

ii)Para t € [1, 2], segue que

x(t) = x(1)+/lt Kz(s—1)ds = 1—[2(+K /OH z(u)du = 1_§+K /0'*‘1(1+K8<332— 4>d8)

t—1 )

K K K K
:1—2+Kl5+2(53—252)] :7(t—1)3—K2(t—1)2+K(t—1)—5+1
0

b) i) Para t € [0, 1], segue que

=+ [ oo [ e [
-#[5],
_ ( 3t+3>
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ii) Para t € [1, 2], segue que

t—1 t—1 2_3 3
x(t) = +/ Kx(s—1)d f+K/ —K Ks <S;+>ds

“373

13 T

K K2[s* 38 327" K2(t—1) K2(t—1)3+K2(t—1)2 K
12 3 2 3"

0

As solugdes dos itens acima estao representadas na Figura 3.2:
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Figura 4.2: Solugoes de a)em azul e b) em vermelho para K=2

Fonte: Elaborada pela Autora

4.3 Definicao de Estabilidade

Definicao 4.10. Consideramos o sistema de equacoes diferenciais com retardamento nao
autonomo

T'(t) = f(t, zy). (4.7)

Suponha que f satisfaca a condicao f(¢,0) =0, t € R, assim z(¢) = 0 é uma solugao.
A solugdo = = 0 é estavel se para qualquer o € R e € > 0, existe § = d(o,€) > 0 tal que
¢ € C el|p|| < ¢ implica que ||z¢(0,¢)|| <€, t > o onde z(t, 0, ¢) denota a solugao deste
PVI . E assintoticamente estavel se for estdvel e se existir b(c) > 0 tal que sempre que
¢ € Cex=0,entao z(t,0,¢) — 0 quando t — oo. Finalmente, x = 0 é instavel se nao
for estavel.

A estabilidade de qualquer outra solucao de (4.7) pode ser definida mudando as varié-
veis tal que a solucao dada é a solugdo zero. Mais precisamente, dada uma solugao y(t)
de (3.12) definido em ¢ € R, suas propriedades de estabilidade sdo aquelas da solugao zero
de

2(t) = f(t,ze +ye) — [(t, ). (4.8)
De fato, se x(t) é outra solugao de (3.7) e se tomarmos z(t) = x(t) —y(t) entao z; = x; —y;
e z satisfaz (4.8). O caso especial em que a solucao y(t) = b, um equilibrio, é de interesse

primario. Nesse caso, seja b € (' a funcdo constante identicamente igual a b. Entao a
equagao (4.8), para a perturbagao z(t) = z(t) — b, torna-se

2'(t) = f(t, 2z +b).

Observe que pela mudanga de varidveis o equilibrio y(t) = b agora se torna z'(t) = 0.
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4.4 Sistemas Lineares Autonomos

Mesmo quando se estd interessado apenas em solugoes de sistemas com valores reais,
¢ 1util permitir solugoes de valor complexo. Portanto, nesta se¢ao, permitimos isso mo-
dificando nosso espago C' por C' = C([—7,0],C"). Uma fungao L : C' — C™ ¢ linear se
satisfaz

L(ag + byp) = aL(¢) + bL(v), ¢, € C,a,b € C.

Dizemos que L ¢ limitado se existe K > 0 tal que |L(¢)| < K]||¢||, ¢ € C. Nosso objetivo
nesta secao é considerar alguns aspectos da equacao diferencial linear com retardo

() = L(z,). (4.9)

Supomos sem mais mencoes que L é limitado e linear.

Exemplo 4.11. Considere
x' = Ax(t) + Bx(t — ) (4.10)

onde A e B sao fungoes matriciais. Este é um caso particular de L : C([—r,0],C") — C™.
Como z; = ¢, portanto, Lo = Ap(0) + Bop(—r), Ve € C. Para este L,

[L(¢)| = [A6(0) + Bo(=r)| < [Ad(0)] + [Bo(—r)| < |Al|¢(0)] + | Bl[¢(=7)]

Como A e B sao lineares,

Lol < |A] sup [6(0)] +|B| sup [6(6)

€[—r,0] 0el—r,0]
Considerando que ||¢|| = supye|_,.o [¢(0)| entdo,
Lol < |Alllol] + [Blll¢l] = (1Al + [BD|ol],

onde K = |A| + |B|. Logo,L é um operador linear limitado.

No caso de mais de um retardo, temos o sistema linear
i(t) = Az(t) + > Bjz(t —rj), (4.11)
j=1

onde A, B; sao matrizes e r; > 0. A equacao (4.11) é claramente um sistema auténomo,
entao podemos também restringir as condigoes iniciais para prescrever os valores de x em
[—r,0]:

z(t) =o(t),—r <t <0 (4.12)

onde ¢ € C.

Observagao: Como L é linear e limitado, ele satisfaz uma condicao global de Lipschitz

1L(¢) — L(¥)| = |L(¢ — ¥)| < Kllp = ¢[[,Vo, ¢ € C, K > 0.
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Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, existe tnica solu¢ao deste PVI, dada por

x : [-r,00) — C" definido para todo t > 0. De fato, lembremos que a z(t, ¢) indica
solugao de
—
s (4.13)
To=¢

e x(t, 1) é solugao de

{x/ = Lt ¢) (4.14)

o =1
Logo, se a,b € C, tem-se
y(t) = ax(t, ¢) + bx(t,1))
também ¢ solucao, pois:

y = ax'(t,¢) + b’ (t,0) = aLxzy(t, §) + bLxy(t, )

Como L ¢é linear
= L(ax(t, ) + bxi(t, 7)) = Ly,

O caréter linear de (3.14) implica o principio usual de superposigdo: uma combinagao
de solugbes é novamente uma solucao.

Proposicao 4.12. Seja x(t,¢) a solugio do PVI. Entao a relagio ¢ — x(t,d) é linear,
isto €,

z(t,ap + b)) = ax(t, ¢) + bx(t, ), t >0, ¢, € C, a,b € C.

4.5 Transformada de Laplace e Férmula da Variacao
das Constantes

Iniciamos esta se¢ao lembrando o conceito de Transformada de Laplace.

Defini¢ao 4.13. Seja f(t) uma fungao definida nos reais nao negativos. A transformada
de Laplace de f(t) é dada pela seguinte integral impropria:

LF(t) = /0 T F()etdt (4.15)

para os valores complexos de s para os quais ela for convergente.

Seguimos a notagao usual de que o F maitsculo é a transformada de Laplace de f
mintsculo.

As principais propriedades da transformada de Laplace:

a) Linearidade:

Llaf(t) + Bg(t)] = alf(t) + BLY(L).

b) Transformada da derivada:

LF(t) = sLE(t) — F(0).
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Lf"(t) = s*Lf(t) — sf(0) = f(0).

¢) Deslocamento no eixo s:

L™ f(t) = F(s—a).

d) Deslocamento no eixo t:

Lu(t—a)f(t—a)=e *F(s).

e) Teorema da convolugao:
T xg)(t) = F(s)G(s),
onde (f +g)(t) = [t f(7)g(t — 7)dr.
Vamos aprofundar ao caso do problema de valor inicial ndo homogéneo
(t) = Ax(t) + Bx(t —r) + f(t),t > 0,20 = ¢ (4.16)

onde A, B sao escalares, o caso de serem matrizes é tratado por analogia; e f é uma fungao
continua. Nosso objetivo é obter uma férmula de variacao das constantes para a equacao
nao homogénea. Para isto, usamos da transformada de Laplace.

Onde f : [0,00) — C é uma fungao exponencialmente limitada, ou seja, | f(¢)] < Mer
para algumas constantes M, k. A propriedade chave da transformada de Laplace que
exploramos é que a transformacao de uma convolucao é o produto das transformacoes.
Se f,9:[0,00) — C entdo sua convolugao é definida por

(f # 9)(t) = /Ot F()g(t - r)dr = /Ot F(t = 7)g(r)dr.
A transformada de Laplace satisfaz

L(f*g) = F(s)G(s)

onde FF = Lf e G = Lg. Vamos exemplificar como resolver (4.16),por transformada de
Laplace:

Notagao: z é solucao, X é L(x)

Aplicando a transformada de Laplace em (4.16)

L(2(t)) = L(Ax(t) + Ba(t — 1) + f(1))
sX(s) —x(0) = AL(z(t)) + BL(x(t —r)) + L(f(t))
= 5X(5) — 6(0) = AX(s) + B / T eta(t — r)dt] + F(s)

sX(s) — 6(0) = AX(s) + B| / =St (t — r)dt + / r)dt] + F(s)
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— AX(s) + B /0 "ot (t — r)dt + /0 e o () du] + F(s)

= AX(s) + B[/OT e ot —r)dt + e " /OOO e~ x(u)du] + F(s).
Portanto,
sX(s) — 6(0) = AX(s) + B] /O "eSt(t — r)dt + e~ X(5)) + F(s)

=[A+e " B|X(s) + BP(s) + F(s)

onde ® = L(¢(. —r)), onde ¢ pode ser igual a zero. Note que
sX(s) =[A+e " B|X(s) + ¢(0) + BP(s) + F(s)
= X(s)[s—A—e "Bl =¢(0) + B®(s) + F(s)
1

A e—STB’[QS(O) + B®(s) + F(s)]
= X(s) = K(5)[¢(0) + BP(s) + F(s)] (4.17)

X(s) =

onde

K(s)=(s—A—e "B\

Como queremos obter x(t), a ideia é usar a propriedade de convolugao ja que obtemos a
relagao (4.17) que envolve produto de duas fungoes. Precisamos encontrar a transformada
inversa de K, isto é,

LTYK(s)) = k(t).

Para fazer uso do resultado da convolugao, precisamos saber a transformada inversa k
de K. Em vista dos célculos acima, vemos que k é a solugdo de (4.17), com f = 0, para
as condigoes iniciais:

0)=1,0=0
€)= 1, s,
0,—r<6<0
Note que para f = 0, podemos considerar o PVI:
"t)y=A Bzx(t —
2/ (t) x(t) + Bx(t —r) (4.19)
o =§

com

0,—r<6<0

£(0) = {1’0_0 (4.20)

Mostremos que k = L7 (K) é solugdo deste PVI. Aplicando a transformada nesta ultima
equagao e usando que £(0) = 1, obtemos o resultado: Como a equagao

' = Ax(t) + Bx(t — r)

possui solugao Vt > 0, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, para ¢t € [0, r],tem-se
t —r € [—r,0]. Logo, a equacao se reduz

= Ax(t),



Transformada de Laplace e Formula da Variacao das Constantes 44

cuja solucdo é dada por k(t) = et € [0,7] Apesar da descontinuidade de & em zero, o
método do passo prontamente estabelece que a solugao k existe para ¢t > 0. De fato,

k(t)y=eM0<t<r
e satisfaz o problema do valor inicial:
2'(t) = Az(t) + BeA) x(r) = e r <t < 2r.

Nao é dificil ver que k é continua para t > 0, continuamente diferenciavel para t > r,
duas vezes continuamente diferenciavel para ¢ > 2r, e assim por diante. A solucao k é
chamada de solugao fundamental de (3.16). Usando o método do passo, para t € [r,2r],
a equagao se torna

7' (t) = Az(t) + BeA") a(r) = .

Embora a £ seja descontinua em zero, a funcao k, obtida por integragao, é continua
Vt > 0 e parat > 1,k é de Classe C'. A solucdo k ¢ denominada solucdo fundamental de
(3.16)(em analogia com EDO, k é solucao da equacao linear homogénea associada a nao
homogénea).

Proposicao 4.14. Estendendo o principio da superposicao para

zo(t) = Lize) + f(1) (4.21)

podemos ver que a solugio de (4.21), pode ser expressa como x(t) = x(t; ¢, f) = x(t;$,0)+
z(t; 0, f) onde z(t;¢,0) € uma solugio de x'(t) = L(z¢),z(t) = ¢(t) e z(t;0, f) € uma

solugdo de (4.21) correspondente a condigoes iniciais nulas.

De acordo com a tltima proposi¢ao,podemos expressar a solugao de (4.21) como
x(t) = x(t; ¢, f) = x(t; 0, 0) + (£ 0, f)
onde a primeira parcela é solucao da homogénea com xy = ¢. Chegamos
X(5) = K(9)[0(0) + BE(S) + F(5)]

quando a condic¢ao inicial é nula, obtemos

Pela propriedade de convoluc¢ao

240, F) =k f(t) = /Ot k(t — 7)f(7)dr.

De forma similar
x(t; ¢, 0) = k(t) +/ (t — 7)Bo(r —r)dr

A menos de notacao essas formulas sao validas para casos matriciais para A e B e solugoes
vetoriais. Em vista dos nossos cédlculos acima e da lei de convolugao da transformada de
Laplace, temos

o0, = [ "kt — 1) f(r)dr (4.92)
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Pode ser verificado diretamente que (4.22) concorda com z(¢;0, f). Argumentos seme-
lhantes levam a

#(t:6,0) = K()6(0) + [ "k(t — 7)Bo(r — r)dr. (4.23)

Estas férmulas sao vélidas com pequenas alteragoes no caso de (3.16) ser um sistema
vetorial com matrizes A,B. Neste caso,

K(s)=(sI—A—eB)"!

¢ uma funcao com valor de matriz, I sendo a matriz identidade e, portanto, K também
é identidade. As condigoes iniciais também sao validas para matrizes substituindo 1 pela
matriz identidade I.

A solucao obtida para a matriz k£ é a solu¢do fundamental da matriz neste caso.

4.6 A Equacao Caracteristica

O principal resultado desta se¢do diz respeito a estabilidade da solu¢ao x = 0 de
2/ (t) = L.
Buscamos solugoes exponenciais de z'(t) = L(x;) da forma

z(t) = eMv,v #£ 0,

onde \ é complexo e v é um vetor cujos componentes sao complexos. E ttil ter a notagio
expy para a fungdo continua definida em [—r, 0] por expy () = e’ . Usando-a, vemos que
x; é correspondente a z(t) e x,(0) = e (expy(0))v pois

21(0) = x(t + 0) = 2y = Mexpy (0)v.
Para z(t) ser uma solugdo, devemos ter

ou
v = L(expyv).

B . . . A A 1 n Y P . .
Escrevendo v = 3; vje; onde (e;); € a base canonica para C", entao L(expyv) = 32; v;L(expye;).
Defina Ly como a matriz n X n

Ly = (L1 (expxer)|La(expres)| . .. |Ln(expres)) = (Li(expye;j)),

onde Li(¢) é a componente i de L(¢). Entdo L(expyv) = Lyv e vemos que z(t) =
ey é uma solugdo diferente de zero de 2/(t) = Ly se A for uma solucio da equacio

caracteristica:

det(A\ — Ly) = 0. (4.24)

Neste caso, v # 0 deve pertencer ao ntcleo de A\l — L, .
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Nos referimos a uma solugdo A € C de (4.24) como uma raiz caracteristica. Para o
caso especial (3.10), a equagdo caracteristica é

det[\ — A — e B] = 0. (4.25)

Se A e B sdo matrizes 2 x 2, (4.25) pode ser expressa como P(\, e ™) = 0 onde P(z,w)
¢ um polinémio quadratico em (z,w) :

A2 — (tr(ADA + det(A) + e 2 det (B) + e C — A(tr(B))] = P(z,w) (4.26)

My e expy(f) = e para

A justificativa dessa substituicao se da ao fato de que z(t) = e
0 € [—r,0]. Logo,
24(0) = z(t +0) = Dy

— MMy,

= eMeapy(0)v.
Derivando temos:
2 (t) = e Mo
que ¢ solucdo de L(z;), que é igual a L(eMewxpyv),como L é linear,
= M L(expyv).

= Moy — eML(expyv) = 0
Al — L(expy)jv =0
Queremos v # 0, portanto
det(A] — L)) =0.

Logo, v deve pertencer ao nicleo do operador A\l — L. Aqui, det(A) denota o determinante
de A, tr(A) denota seu traco e (a'|b?) denota a matriz com a primeira coluna de A e a
segunda coluna de B. Nio é dificil ver que (4.26) pode ser expresso como P(\,e™™) =0
onde P(z,w) é um polinémio de grau n em (z,w) no caso geral n > 2. A primeira
observacao é que h, definida por h(A) = det(A — L), é uma fungao analitica definida
para todo A € C, isto é, uma funcao inteira.

Voltando para o caso geral vamos denotar h(\) = det(A] — L)) e, a seguir mostraremos
que h é uma funcao inteira.

Proposicao 4.15. A fungao h : C — C definida por h(\) = det(A — L)) é uma fungao
inteira.

Demonstragao. Lembrando a expressao matricial de Ly e sabendo que soma e produto de
fungoes analiticas sao também fungoes analiticas, basta estudar a diferenciabilidade de
cada vetor coluna de L. Para isto denote

g(A\) = L(expy)v € C"
e mostraremos que g é derivavel em A € C. Temos que verificar se existe

1 9O+ 2) — g()

z—0 z

vA e C.
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Logo,
A —g(A 1
z—0 z z—0 z
Como L é linear \ \ .
lim 9A+2) =9V _ lim = [Le*)%) — LeM)]
2—0 z z—0 2z
1
= lim — L(ePA )% — X))
z—0 2z
0z 1
= lim L(ewi(e )U)
z—0 z

L ¢ linear e continua, logo
e)\Z o €>\0
= LMy lim () = L(eMX\v) = L(expy\v).
O

A seguir enunciaremos uma proposi¢ao necessaria envolvendo propriedades de fungoes
inteiras, cuja prova omitiremos,para a prova deste resultado consulte [9].

Proposicao 4.16. Seja h : C — C uma fungdo inteira, entao

i) Cada raiz caracteristica tem ordem finita.

i) Existem no mdzimo uma quantidade enumerdvel de raizes caracteristicas.

iii) O conjunto (z,)nen das raizes caracteristicas ndao possui ponto de acumulagao
finito.

Proposicao 4.17. a)Dado o € R, ezistem no mdximo uma quantidade finita de raizes
caracteristicas satisfazendo Re(\) > o.
b)Se existem uma quantidade infinita de raizes caracteristicas (Ay)nen, entao

Re(\,) — —o0,

quando n — 0.

Demonstragio. a) Suponha por contradicdo que existem infinitas raizes caracteristicas
(A;) satisfazendo Re();) > o;Vj € N. Pelo item (iii) da proposicao 3.17 devemos ter
|A;| = 400, quando j — oco. Como \; é raiz caracteristica, temos

det(\I — Ly,) =0

Logo,
1
Cj=1— Ly, (4.27)
Aj

¢ uma matriz singular para j suficientemente grande. Fazendo j — oo em (4.27), obtemos

Cj—>[,
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pois
|L(expa,v)| = [L(eM7)]

E como vale |L¢| < K||¢||, ¢ € C, tem-se
|L(eM0] < K[|eM]]

< K|l sup{||e¥’]].0 € [-r,0]}
< KHUH Sup{eae’e € [—7“, 0]} = KHUH max{eaeae € [_Ta O]}

Portanto, L(e*%) ¢ limitado independente de j, por isso %L(e’\jev) — 0,j — oo. Por
outro lado, pela continuidade da funcao determinante tem-se det C; — 0,7 — oo. Isso
gera uma contradi¢ao pois detl = 1.

A prova do item b) é uma consequéncia direta do item a). ]

As raizes da equagdo caracteristica acontecem em pares conjugados, o que prova o
proximo resultado.

Proposicao 4.18. Seja L : C([-r,0[,R") — R™ uma fungdo. Entio A é uma raiz
caracteristica de Ly se, e s6 se, A € uma raiz caracteristica de L.

Demonstracio. Como e* = e*, para A € C e para A uma raiz caracteristica tem-se
det(N — Ly) =0,
entao
det()\l — L)\) = 6 =0
= det(\M — L)) =0
= det(\ — Ly =0
= det(A\ — Ly) = 0,

para justificar essa ultima igualdade, vamos olhar para as colunas de Ly, isto é,

L(expye;) = L(expae;) = L(eMe;) = L(eMe;)

Portanto, A\ é raiz caracteristica. A reciproca segue os mesmos passos. O]

Com esses resultados anteriores podemos enunciar um resultado de estabilidade da
solugdo nula do sistema 2/(t) = L(xy).

Teorema 4.19. Suponha Re(\) < p para toda raiz caracteristica A. Entao existe K > 0
tal que

|z(t, 0)| < Ke"||¢]|,t =0 ¢ €C,

onde z(t,p) € solugao de z'(t) = L(x;), com condicao inicial xo = ¢. Em particular,
x = 0 € assintoticamente estdvel para x'(t) = L(x;), se Re(\) < 0 para qualquer raiz
caracteristica \. Se existir uma raiz caracteristica com parte real positiva a solugdo é
instavel.
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A prova desse resultado pode ser encontrada na referéncia [7].

Exemplo 4.20. Para a equacao x'(t) = Axz(t) + Bz(t — r), usando a representagao
z(t;0, f) = k(t)p(0) + f5 k(t — 7)Bp(T — r)dr, basta usar

k(1) < Ket, t > 0.

Pois se isso valer, tem-se
() < IOIOO)] + [t~ 7)1Blo¢ — 7)ldr
< Kerllgl) + [ K0 Bl loljar
— K[8]|(e" + |B] /Ot et T

t
= Kllolle (1 +|B| [ emar),
0
onde k = L71(K).

Uma implicagao importante da proposicao (3.18) é que existe ¢ € R e um conjunto
finito de “raizes caracteristicas dominantes” tendo parte real maxima igual a o com to-
das as outras raizes tendo parte real estritamente menor que o. Nas aplicacoes, raizes
caracteristicas complexas sempre vém em pares conjugados.

Proposicao 4.21. Suponha que a transformacao L leva funcoes reais em vetores no R™,

isto €, L(C([-r,0],R™)) C R". Entdo \ é uma raiz caracteristica se, e somente se, \ é
uma raiz caracteristica.

Demonstragio. As hipdteses implicam que L(¢) = L(¢), pois

L(u+ )= Lu+ilv=Lu—ilv = L(u—iv) = L(u+ ).

Como e = ¢* temos L(expye;) = L(expre;) = Lexpse;), implicando que LX = L.
Portanto, se A é uma raiz, entao

0 = det(\ — LX) = det(A\ — LX) = det(\] — Ly)

entao A é uma raiz. O
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4.7 Principio da Estabilidade Linear

Considere a equacao diferencial funcional nao linear autonoma

2'(t) = f(x). (4.28)

Entao z(t) = zp € R", t € R é uma solugao de estado estaciondrio de (4.28) se, e
somente se,

f(fE(]) - 07
onde xg € C' é a funcao constante igual a z.
Se x(t) é uma solugao de (4.28) e
(t) = 2o + y(t)

entdo y(t) satisfaz
y'(t) = flao+y) (4.29)

Queremos entender o comportamento das solucoes de (4.28) que comegam perto de xg
e para isso, é suficiente entender o comportamento das solugoes de (4.29) para solugoes
que comegam perto de y = 0. Assumimos que

fwo+¢) = L(¢) +9(¢), ¢€C (4.30)
onde L : C — R" é uma funcao linear limitada e g : C' — R" é de “ordem superior” no
sentido de que

_g(@)| _
lim ol = 0. (4.31)

Isso significa que para cada p > 0, existe 6 > 0 tal que

oIl < 6 = [g(9)] < ullll.
O sistema linear
2'(t) = L(z) (4.32)
¢ chamado de equacao linearizada (ou variacional) em torno do equilibrio xy. Devemos
vé-lo no espago complexo C' = C([—r,0],C").
Omitiremos a prova do proximo e importante resultado por necessitar de outras fer-

ramentas matematicas que nao foram abordadas neste trabalho.

Teorema 4.22. Seja A(N) = 0 a equacao caracteristica correspondente a (4.32) e suponha
que

—o := max R(\) <0.
3(\)=0

Entao xy € um estado estaciondrio localmente assintoticamente estdvel de (4.28). Isto é,
existe b > 0 tal que

16— aol| < b= [|2e(0) = wol| < [|¢ — wolle™™?, > 0.

Se R(\) > 0 para alguma raiz caracteristica, entdo xy € instdvel.
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A prova deste resultado pode ser encontrada em [9].

Considere o caso especial de (4.28)
Z'(t) = F(z(t),z(t — 1)), (4.33)

onde assumimos que F' : D x D — R" é continuamente diferenciavel e D C R™ é aberto.
Se F(zg,x0) = 0 para algum zq € D, entao z(t) = xo,t € R é uma solucdo de equilibrio.
Entao f(¢) = F(¢(0), ¢(—7)) se torna

f(zo + @) = Ag(0) + Bo(—r) + G(9(0), ¢(—1)),
onde A = f,(xo,x0), B = f, (0, z0). Segue-se que o sistema linearizado sobre z = x, para
(4.33) é
2'(t) = Azx(t) + Bx(t —r). (4.34)
Exemplo 4.23. Considere o modelo de crescimento bacteriano padrao em um quimiostato
com retardo para obter o seguinte sistema:

$(0) = D(Sh = S(1) - g ()
(4.35)
2 (t) = exp(—DT)mx(t —7)— Dx(t)

Como ilustragao do uso do Teorema (3.23), considere a seguinte versao em escala de (4.35)

S'(t) = 1 - S(t) = F(S(1)a(t) (4.36)

w(t) = e f(S(t —r))a(t —r) —z(t)
onde f(S) =mS/(a+ S) e x, 5 > 0. Equilibrios ndo negativos consistem no “estado de
washout”! (S, z) = (1,0) e, se f(1) > ", o “estado de sobrevivéncia” (S, z) = (5,z), onde
f(S)=¢€¢"ex=(1—S)e". Note que z > 0. As matrizes A e B, como em (4.36), em um
ponto genérico (5, x) sdo dadas por

A (—1 —Scf'(s) —{(15)> B=¢T <f,(%)$ f(OS)>
)

Assim A% — (tr(A))A + det(A) + e 2 det(B) + e ™ [C — A(tr(B))] = P(z,w) se torna
A+DA+1+2f(S)—e"f(S)e ™) =0,
Na forma fatorada, vé-se que A = —1 é raiz, o outro fator leva a
A= —1—zf(S)+ef(S)e ™. (4.37)

Vamos usar a e b para os coeficientes em A = A + Be ™" porque A e B estdo em
uso aqui como matrizes. Para o estado de washout, descobrimos que a = —1 e b =
e "f(1). Portanto, a +b = —1+e7"f(1) e b > a. Isso implica que o estado de washout
¢ assintoticamente estavel quando e f(1) < 1, mas instével se e™"f(1) > 1, quando o
estado de sobrevivéncia existe. Para o estado de sobrevivéncia, a = —1 — Zf'(S) e b = 1,
entdao a +b < 0 e b > a. Portanto, o estado de sobrevivéncia é assintoticamente estavel
quando existe. Veja a referéncia [7] para maiores detalhes.

10 washout period é o tempo necessirio para que uma substincia seja completamente eliminada do
organismo de um individuo
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4.8 A Equacao Escalar

Nesta secao, faremos uma analise mais completa das raizes caracteristicas associadas
a equacao (3.10) no caso de A e B serem escalares reais. Vamos novamente considerar

2'(t) = Az(t) + Bx(t — ). (4.38)
Substituindo z(t) = e* em (4.38), obtemos:
)\e)\t — Ae)\t + Be)\(tfr)’

et = AeM + BeM e

Como eM # 0,
A=A+ Be™, (4.39)

logo, A\r = Ar + Bre™". Vamos chamar z = r\,a = Ar e 3 = Br para obter:

z=a+ fe " (4.40)

Com z € C, se escrevermos z = x + iy e substituindo em (4.40), temos:
r+yi=a+ fe (cosy —iseny).
Ou seja,
r+yi=a+ Pe *cosy —ife “seny
Separando a parte real e imaginéaria temos:

0=x—a— Pe " cos(y)
0=y + fe "sen(y).

Defina a funcao de variavel complexa
F(z)=z—a—pe* z€C.

Note que F'(z) =14 e % e F"(z) = —fe * # 0, para todo z € C.

Assim, z = 0 é solugao de F(z) =0 quando o + 3 = 0.

Também, vemos que z = 0 é raiz dupla, isto é, F'(0) = 0e F’'(0) = 0 quando 1+ = 0,
ouseja, b=—-1lea=1.

Verifiquemos se existem outras raizes duplas, isto é, se existe z € C tal que:

z—a—pe =0
14+ p8e7*=0

Da segunda igualdade, tem-se fe™* = —1 e substituindo na primeira igualdade, tem-se

z = a — 1. Substitindo agora esse valor na segunda equacao, tem-se para 5 < 0
1+ Be M =0=p3=e""

= |/ =¥ ! =nlfl=a-1

= o =In|f|+ 1L
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Nao existem raizes com multiplicidade maior que 2.

Podemos olhar a funcao F', como funcao de trés variaveis, (z,a, ) € C x R X R, ou
seja,
F(z,a,0)=z—a—pe*

A ideia é utilizar o Teorema das Fungoes Implicitas (T.F.I) para escrevermos a varidvel z
como funcao dos parametros a e 3. Note que:

)F.(z,a, ) = 1+ fe* é uma fungao inteira e, portanto, continua.

ii) Se F(zo,ap,50) = 0 e F,(z0, 0, ) # 0 entdo o T.F.I. garante que existem uma
vizinhanca U de zy e uma vizinhanga V' de (ag, 5y) e uma funcao g : V- — U tal que:

a)g(ao, Bo) = 20
b)F(g(aaﬁ)vaa6> = O,V<Oé,6) eV
c)(z,a,B) € U x V tal que F(z,a, ) =0, tem que z = g(a, 3).

Portanto, podemos afirmar que para raizes simples da equacao caracteristica, isto é,
F(20, v, o) = 0, existe raiz z = z(a, B) para («, 5) proximos de (ag, Bo)-
Verifiquemos que existe uma raiz imaginaria pura, ou seja, z = iy que satisfaz

—a— f[cosy =0 (4.41)
y+ Bseny =0 '
Que implica em
a=—[fcosy (4.42)
y = —[Fseny .
Da segunda equagao de (4.42)
_ Yy
sen y

Substituindo na primeira equagcao

sy _

—a+y
seny
Como as raizes vém em pares conjugados complexos, podemos restringir y > 0. Ob-
serve que a curva é bem definida em y = 0 onde (o, 8) = (1, —1), que coincide com os
valores de parametros nos quais z = 0 é uma raiz dupla. Denotamos por

o o = (220 ) 0}

a curva ao longo da qual z = +1y,0 < y < 7 sado raizes, a qual estd representada na
Figura 3.3.
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Figura 4.3: Regiao de Estabilidade

e[l 200

E simples ver que

d d
e cotgy—ycsc2y,—6 = cscy[l +ycotgyl,0 <y < .
dy dy

Logo,

do d

— <0, —5<O,O<y<7r,
dy dy
entdo ambos a(y), f(y) diminuem com o aumento de y. Comecando de (1, —1) quando
y = 0,(a(y), B(y)) encontra o eixo 8 em (0, —7/2) quando y = 7/2. Ele entdo entra no
terceiro quadrante e se aproxima de (—oo, —o0) de baixo e tangente a reta a = § como
Yy — T porque % = —cos(y) — 1 enquanto ambos o, — —o0 como y — 7. Também
precisamos considerar as curvas

cos(y) _—y
anz{ : =( : ) <y< 1 } > 1,
onde z = +iy,nm <y < (n + 1)7 sdo raizes.

Observe que (—1)"sen(y) > 0 em nm <y < (n+ 1)1 entao (—1)"*'3 > 0 em C,, mas
a muda de sinal em y = nw + 7/2.

Em C,, Z—Z < 0 mas % muda de sinal em (nm, (n + 1)7) onde tan(y) = y, porque
8 - -1 7|ﬁ| > 1 em (), implicando que C4, (s, ... ficam estritamente acima do gréafico
@ cos(y)’ la
de B = |a| e Cy, Cy, ... ficam estritamente abaixo do grafico de = —|a].

Pode verificar-se que Cs,11 estd estritamente acima de Cs, 1 paran = 1,2, ... e que
Co(nt1) esta estritamente abaixo de Cy, paran =1,2, ...
C, nunca encontra Cj, a reta a + f = 0, nem a regiao aberta delimitada por essas
duas curvas.
Seja
R(a,5)={2z€ C:R(2) >0,F(z,a,5) =0}

o conjunto de “raizes instéveis” para o par de pardmetros dado (a, ) e seja

I={(a,B): Fliy,a,8) = 0}
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para algum y real
- {(a,ﬁ) ra+f= 0} U {(Unzoon)}

o conjunto de parametros onde raizes imaginarias puras ou nulas existem. Finalmente,
defina
Z(a,f)= > ordem da raiz z
z€R(a,3)

que conta as “raizes instaveis” de acordo com a multiplicidade. Esta é uma soma finita
de acordo com a proposi¢ao abaixo. Mostramos que Z é continuo, exceto possivelmente
em pontos («, 3) onde F(z,a, ) = 0 tem raizes imaginarias puras ou nulas; Fig 3.3.

A funcao de valor inteiro Z(a, ) é continua em todos os pontos («, ) que ndo perten-
cem ao conjunto fechado I. Consequentemente, Z ¢ constante nas componentes conexas
do complemento de I.

Demonstrag¢io. Seja z = x+iy com x = R(z) > 0 em termos de « e § uma raiz qualquer.
De (3.40) vemos que tal raiz deve satisfazer

0 < |z <fa+pe*cosy| < [af +[fe™" cosy| < |af + |A]

0 <[yl =|Be " seny| < [B]

logo,
0 < lz| < laf + 18], Iyl < 18-

Agora fixe (ag, ) em I¢. Como o complemento de I é aberto, podemos encontrar
uma bola fechada B, centrada em (ag, fy) tdo pequena que By nao intercepta I. Pela
estimativa acima, podemos encontrar M > 0 tal que qualquer raiz z = x + iy com x > 0
correspondendo a qualquer («, 5) € By satisfaz z, |y| < M. Assim, qualquer raiz desse
tipo fica dentro da curva fechada simples v, orientada no sentido anti-horario, delimitando
o retangulo R := [0,2M] x [-2M,2M] no plano complexo.

Portanto, para («, 8) € By

Z(a,f)= Y.  ordem da raiz z

z dentro de vy

Além disso, nao hé raizes de F'(z, ag, 5p) = 0 em v em si porque («y, 5y) nao pertence a
I. Ao diminuir o raio da bola fechada By, se necessario, podemos assumir que para z em

’}/Z
(2,0, 8) — F(z, a0, fo)| < minse, [|F<z, a0, o), (o, B) € Bo.

Note que o minimo ¢ positivo porque F'(z, oy, 5y) # 0 para z € . Pelo Teorema de
Rouché, segue que Z(a, ) = Z(ap, fo) para todo (a, 8) € By. Isso prova a continuidade
de Z. Seja J um componente conexo do complemento de I. Entao Z : J — (0,1,2,...)
¢ uma funcao continua e J é conexo, entdao sua imagem Z(.J) deve ser um subconjunto
conexo dos inteiros nao negativos. Entao deve ser um tnico inteiro. O]
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Proposigao 4.24. Todas as raizes de (3.40) tém R(z) < 0 para (o, B) pertencente a regido
aberta limitada abaizo pela curva Cy e limitada acima pela curva (o, ) : f = —a,a < 1
que se encontram em (o, B) = (1, —1). Veja a Figura 3.53. Pelo menos uma raiz satisfaz
R(z) > 0 para (o, B) pertencente a regiGo complementar aberta d direita.

Demonstragio. Vamos denotar por AS a regiao aberta conexa limitada por Cj e parte da
reta = —a no plano («a, 8). A fungao de valor inteiro Z é continua em AS pela (4.24).
Portanto, deve ser constante porque F(z,—1,0) = z + 1 = 0 se e somente se z = —1,
sabemos que Z(—1,0) = 0 entao segue que Z = 0 em AS. Nao hé raizes imagindrias
puras ou raizes zero em AS, portanto, mostramos que R(z) < 0 para cada raiz quando
(o, B) € AS.

Considere a componente conexa do complemento de I limitada abaixo pela linha
a+ =0 e limitada acima por Cy. Como F(z,a,0) = z — a segue que Z(«,0) = 1 para
a > 0 e portanto Z = 1 em todo esse componente.

Agora mostramos que ao cruzar a fronteira de AS através de um ponto (g, fy) =
(a(yo), B(yo)) para algum yo € (0,7) de Cp, longe de (1, —1), um par de raizes conjugadas
+iyo em (o, o) move-se para o semiplano direito R(z) > 0. Usamos o Teorema da
Funcao Implicita e a férmula para ag, Sy em termos de yo. Temos F'(iyg, g, So) =0 e

Yo

———e W = (1 — ' 0.
sen(0) e (1 —ap) +iyo #

Fz(iy(], 0607/80) =1 + ﬁoe*iyo —

FOJ(Z.yOa Qq, BO) = _]-7
entdo o Teorema da Fungao Implicita implica que a equacao F(z,«,5y) = 0 (onde (3 é
fixo) tem uma solugao z = z(f) para « préximo de ay satisfazendo z(«ap) = iy e

dz Fa 1 (1= ag) —iyo

dOz(OéO) -~ T Fr (1 — ap) + iyo a (1 —ap)? + yo?

entao pelo Teorema de Taylor

(1 — ap) — iyo
(1 — ag)? + yo?

z(a) =iyo + (o — ap) + O([ar — a]?)

e podemos ver que

(1 — Oéo)

(1 — ) + yo? +O(la = ad)

R(z(a)) = (a = a)

para « proximo a «p.

Como o < 1, vemos que R(z(a)) > 0 para a > «p.

I[sso prova que ha um par de raizes complexas conjugadas com parte real positiva logo
abaixo, mas proximo a Cj.

Z deve ser constante na componente conexa D do complemento de I limitado acima
por Cy e a porcao da reta o + 3 = 0 para a > 1 e abaixo por C.

Segue do paragrafo anterior que Z > 2 nesta regiao. Mostramos que Z = 2 nesta
regiao. Suponha que isso seja falso e escolha qualquer ponto (ag, Sy) em Cp, exceto o
ponto de canto (1, —1). Denote por iyy a dnica raiz imaginaria pura com 0 < yo < 7 tal
que F(iyo, g, Bo) = 0. Se (v, Bn) é qualquer sequéncia em D convergindo para («yg, 5o)
entdo deve existir uma sequéncia correspondente de raizes z,, F'(z,, a,, 5,) = 0, com
R(z,) > 0 e z, distinto do par conjugado complexo construido no paragrafo anterior.
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Pelos limites a priori obtidos em raizes com parte real positiva na (4.24), {z,}, é
uma sequéncia limitada e, portanto, podemos também assumir que ela converge para zy,
necessariamente satisfazendo R(zg) > 0 e F'(zg, o, 5o) = 0. 2o # iyo porque nesse caso z,
concordaria com o par conjugado complexo construido no pardgrafo anterior.

Entao R(zp) > 0 e o teorema da fungao implicita implica que hd uma familia suave
de raizes z = z(«, 5) para («a, ) perto de (g, By) satisfazendo z(ag, fy) = 2zo. Mas isso
contradiz que Z = 0 em AS. Argumentos semelhantes aos do paragrafo anterior mostram
que Z = 2n+2 entre Cs, e Cy,i0 € Z = 2n+3 entre Cy,y1 € Coppg paran =0,1,2,.... [

Proposigdo 4.25. As sequintes afirmagoes valem para h(\) = X\ + Be > = 0.:
a)Se 0 < 8 < 7/2, entao existe 6 > 0 tal que R(\) < —J para todas as raizes.
b)Se p=m/2, entdo A\ = Lin/2 sao raizes de ordem um.
c)Se > m/2, existem raizes \ =x £iy comx >0 ey € (n/2,m).

Quando a = 0 a regido de estabilidade para § é dada por —7/2 < [ < 0 que
corresponde ao segmento no eixo [ na regiao de estabilidade Figura 3.3. Agora, vamos
retornar ao nosso problema original de determinar a estabilidade do estado estacionéario
xr = 0 da equagao escalar (3.38) que depende da equagao caracteristica (3.39). Assumimos
que A+ B # 0, caso contrario, A = 0 é uma raiz.

Teorema 4.26. O sequinte vale para (3.38): (a) Se A+ B >0, entao x =0 € instdvel.
(b) Se A+ B <0 eB>A, entio x =0 € assintoticamente estdvel.
(c) Se A+ B <0 e B < A, entdo existe r' > 0 tal que x = 0 é assintoticamente estdvel
para 0 < r <71’ e instdvel para r > 1.
No caso (c), existe um par de raizes puramente imagindrias em

r=r"=(B?>— A?)"2cos ! (—A/B)

Demonstragio. Considere (a) e a regiao AS da proposigao 3.25. Entao (o, ) = r(A, B)
nunca encontra AS ou seu limite, entdo hd uma raiz A\ = r~'z com parte real positiva
para todo r > 0.

Considere (b). Neste caso, («, 8) = r(A, B) esté inteiramente dentro de AS para todo
r > 0, entdo todas as suas raizes A = r~ 'z satisfazem R(\) < 0.

No caso (c), o raio («, 8) = (A, B),r > 0, pertence a AS para r > 0 pequeno, mas
encontra Cy em exatamente um valor de r := 1’ e deixa AS para r > 1. O fato de que
ele encontra Cy exatamente uma vez decorre de um calculo simples

sen(y)
d W — cos(y
0<—B: Y ()<1, O<y<m
dov 1 — cos(y)=nw)
Y

onde usamos o fato de que sen(y)/y diminui estritamente de um para zero em (0,7) As
afirmacoes de estabilidade seguem do Teorema 3.20. [



5 Aplicacoes

Neste capitulo faremos duas aplicagoes, que sao exemplos de modelos descritos por
equagoes diferenciais com retardamento: modelo logistico e um modelo econémico. Como
vimos no capitulo anterior estudar a equacgao caracteristica é uma tarefa dificil. Aqui
iremos apresentar uma analise de estabilidade desses modelos. As referéncias utilizadas
foram [10] e [5].

5.1 Modelo Populacional

Como exemplo, consideremos a equagao logistica, a qual é um problema com retardo
e nao linear:
() =rz(t)(1 —z(t —1)). (5.1)

Essa equagdo modela a dinamica de uma populagao onde z(t) indica o nimero de indi-
viduos no instante ¢ com taxa de crescimento r > 0 e capacidade de suporte normalizada,
onde a competicdo tem efeito com um retardo de uma unidade de tempo. Esse modelo
representa um avanco em relacao a modelos anteriores como o de Verhulst, que também
cunhou o termo "logistico", ou o modelo exponencial simples de Malthus, ambos EDOs.

Podemos observar que a equagao (5.1) possui o equilibrio trivial o = 0 e o equilibrio
positivo 71 = 1, independentemente do parametro r. A equagado variacional linear em
torno de um equilibrio z é:

Z'(t) =r(l — 2)x(t) — rzz(t — 1). (5.2)

A técnica de linearizagdo é a mesma usada para o caso ordinario, ou seja, busca-se
uma solugao da forma z + x(t), com z(t) sendo uma perturbacao suficientemente pequena
para que os termos o(z(t)) sejam desprezados. Como consequéncia da equagao (5.2), é
facil observar que T = 0 é sempre instavel, ja que (5.2) se reduz a:

x(t) = rx(t),

cuja solugao é z(t) = ce™,t € R. Por outro lado, para #; = 1, obtemos:

z(t) = —raz(t — 1), (5.3)

o8
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uma equagao linear com retardo e, em particular, um caso especial da equacao de
Hayes.
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Figura 5.1: Regiao de Estabilidade

e[l 200

Fonte: [7]

Observacao 5.1. Como consequéncia, notamos que, diferentemente das EDOs escalares
(ndo lineares), que podem apresentar apenas comportamento exponencial (ou constante),
as equagoes com retardo escalares (ndo lineares) podem ter solugoes periddicas devido a
presenga de pares complexos conjugados de raizes caracteristicas (do sistema linearizado).
A dindmica, portanto, é mais rica e, de fato, também pode ocorrer movimento cadtico.

A equagao caracteristica associada a (5.3) é:

A+re*=0.

Chamando A = « + (7, substituindo na equagdo acima e separando parte real e
imaginaria, temos:

a = —re “cos(f) (5.4)
f =re *sen(p) '
Se =0, a equagao caracteristica é dada por:
A= —re . (5.5)

Nesse caso buscamos por solugoes reais. Para fazer isso vamos estudar uma parte dela
dada pela seguinte funcao:
p(\) = =\t
P\ =—e* = At
PAN)=0=—1+X)=0
= A= -1

p(=1) = e~ é o valor méximo de p.
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Para (5.5) ter solugao real

Graficamente:

r < e L.
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Figura 5.2: Grafico da raiz dupla A = —1

Fonte: Elaborada pela autora

Portanto, existe uma raiz A = —1 que é raiz dupla (pois é solucio de r = e~ 1)
Agora, ser < e !
)\1 < -1
e
Ay € (—1,0)

Graficamente:
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Figura 5.3: Gréfico das rafzes quando r < e™!

f a

Fonte: Elaborada pela autora

Logo, a busca por raizes reais (5 = 0) é facil: elas sdo dadas, se existirem, pelas
solugbes de —a = re™®. Portanto, ndo hé raizes reais para r > 1/e, hd uma raiz real
dupla A = —1 para r = 1/e, e h& duas raizes reais distintas A\; < 1 e Ay € (—1,0) para
r < 1/e. Também é imediato verificar que \; — —oo e Ay — 0~ & medida que r — 07.
Conclui-se que raizes reais, quando existem, ndo causam instabilidade: o equilibrio nao
trivial z = x; pode perder estabilidade apenas em favor de uma solugao periddica estavel.
Isso esta de acordo com o que foi observado anteriormente na Fig. 4.1.

Suponhamos agora 3 # 0

Are? =0

A=a+1f3

Substituindo temos:
a+if +re *(cos(f) —isen(s)) =0

a+re“cos(f) =0
B —re*sen(f) =0

Busquemos por raiz imaginaria pura A = (i, a equagao caracteristica (4.6) se torna

(5.6)

—rcos(f) =0 (5.7)
rsen(f) =
Da primeira equagao obtemos 3 = 7 +km, com k = 0,1, .... Assim, para o primeiro fy = 7

da segunda equacao de (4.6) tem-se 7 = 7 (ou r* = 7).

Para verificagdo, deve-se buscar pares complexos conjugados. Sem perda de generali-
dade (ja que r é real), suponhamos § > 0. Tomando a razao membro a membro das duas
equagoes em (4.6), encontra-se que A = a + 8 é uma raiz caracteristica se, e somente se,
o ponto (f3, ) pertence ao gréfico da fungao

_ B .
a(f) = tg(ﬂ),ﬁ#k k=12, .. (5.8)
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Figura 5.4: Gréafico da funcio a(3)

eql 2/’_——
Fonte: Elaborada pela autora

no plano (o, ).

Por outro lado, ao elevar ao quadrado e somar membro a membro as mesmas duas

equacoes tem-se o + 32 = r?e~2*. Conclui-se de forma similar que A = o+ 43 é uma raiz
caracteristica se, e somente se, o ponto («a, ) pertence ao grafico da funcao

Bla) = vVr2e 2 — a2 o] <re”?, (5.9)
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Figura 5.5: Gréfico da funcio S(a)

g
1 26

24
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20

S EEEE wEwEraaid 6 01214

Fonte: Elaborada pela autora

no plano(a, 3).

Note que se § € (m,2m) entdo sen S < 0 e pela segunda equagao de (4.4), obtem-se
(como r > 0,e™* > 0 8 < 0, o que é uma contradigdo. De forma andloga, excluimos os
intervalos da forma (km, (k + 1)7) para k impar, e consideramos apenas os intervalos da
forma (km, (k+ 1)), para k = 2,4,6....

Observe a figura para garantir a existéncia de raizes, em cada intervalo considerado.
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Figura 5.6: Raizes caracteristicas de (4.3)
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Fonte: [7]

Agora, a funcdo (4.5) ndo é globalmente invertivel, mas cada ramo entre (km, (k +
)m),k =0,1,2,..., é. Portanto, pode-se transferi-la para o mesmo plano («, 3) da (5.9)
e buscar as raizes caracteristicas como as interse¢oes entre os dois graficos.

Esses graficos sao mostrados na Fig. 4.6 para varios valores de r: linhas tracejadas
para Fig.4.4 e linhas continuas para Fig.4.6. Como (4.5) é independente de 7, um aumento
deste provoca um deslocamento para a direita do grafico de (5.9), assim como de suas
interse¢oes com o grafico de (4.5).

Nota-se pela figura que conforme r varia ( no sentido crescente) ha troca de sinal
de a = Re(\), portanto, existe perda de estabilidade. Neste sentido, para os leitores
interessados é possivel mostrar a existéncia de bifurcacao de Hopf, a partir de r, o que
garante a existéncia de solucao periédica de (4.4), veja [7].

5.2 Modelo Econdémico de Kalecki (1935)

O modelo trata de um sistema econémico fechado sem tendéncia (portanto, estamos
em curto prazo). Indicando com B a renda real total dos capitalistas, temos a relagao:

B=C+ A, (5.10)

onde C' é o consumo dos capitalistas, enquanto A — se negligenciarmos a poupanca dos
trabalhadores e as rendas de capital — coincide com a acumulacao bruta de capital. O
consumo dos capitalistas pode ser relacionado ao lucro real bruto (renda dos capitalistas)
por meio da funcao linear:

C =Cy+ AB, (5.11)

em que C7 é uma constante positiva e A também é uma constante positiva, mas menor
que 1. A partir de (4.10) e (4.11), obtemos:

Cr+ A

B:
I—A

. (5.12)
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Embora o modelo de Kalecki seja anterior ao de Keynes, aqui ja encontramos o que
Keynes tornaria famoso: a fun¢ao consumo e o multiplicador.

No que diz respeito ao investimento, Kalecki assume que existe um atraso médio de
gestagdo do investimento igual a uma constante positiva 6. O periodo de gestagdao do
investimento é o intervalo de tempo entre a decisao de investir e a entrega dos bens de
capital prontos. Mais precisamente, em cada investimento podem ser distinguidas trés
etapas:

1)Pedidos de investimento, isto é, todas as encomendas de bens de capital, tanto para
reposicao quanto para adigoes liquidas ao estoque de capital, chamados I;

2)Producao de bens de capital, isto é, a acumulacao bruta de capital, chamada A;
3)Entregas dos bens de capital acabados, chamadas L.

Dada a suposi¢ao acima, podemos escrever:

L) = I(t—6).1 (5.13)
K'(t)=L(t)-U (5.14)
A = [ 10 (5.15)
[ =m(C) + A) - nk, (5.16)

tal que Cy > 0 Derivando (5.16), tem-se

I'(t) = mA'(t) — nK'(t) (5.17)

Derivando (4.15), tem-se pelo Teorema Fundamental do Célculo

A@p:“w_g@_m (5.18)
De (4.13) e (4.14), tem-se
K=It-0)-U (5.19)

sso equivale & suposicdo de que todos os salarios sdo consumidos, um caso extremo — feito para
simplificar a andlise — da suposi¢ao plausivel de que a propensao ao consumo dos trabalhadores é maior
do que a dos capitalistas.
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Substituindo em (4.17) de (4.18) e (4.19), tem-se

I'(t) =

|3

[I(t(=I(t—0)] —nI(t—0)+nU

= I'(t) = Z[I(t) — I(t — 0)] — n(I(t — 6) — U) (5.20)

|3

Denotando por J(t) = I(t) — U com U uma constante, segue que J'(t) = I'(t). Logo,

J'(t) = %[J(t) It —0)] —nJ(t—0),
isto é,
0.J'(t) — mJ(t) + (m +nb)J(t—0) =0 (5.21)

Buscando por solucdo do tipo exponencial, J = e, tem-se:

OxeM — meM + (m +nh)er= =0

= O0N—m+ (m+nhe =0 (5.22)

que é a equagao caracteristica de (4.21). Tomando s = @, ficamos com
s—m+(m+nhle* =0

s=m—(m+nb)e?® (5.23)

A equagao (5.23) é similar a equacgao (3.40), com o = m e § = —(m+n#h) e aplicando
a andlise feita na secao (3.8) obtemos:

i) Se m — In(m 4+ nf < 1, nao existe raiz real
ii) Se m — In(m + nf) = 1 existe solugao (S = 0) raiz dupla.
iii) Se m — In(m + nf > 1, tem-se duas raizes reais distintas.

Supondo raizes complexas s = a + (i, tem-se

a+iff=m— (m+nb))cosf —isen)e”

a=m — (m+ nb)cos e~

Separando parte real e imaginéria, tem-se
f = (m+nbe “senf
Logo, da segunda equacgao

sen 3

8

e = In(m + nd)
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O que implica
sen [

a = In(m+ nb) + In( 3

)

Substitindo agora na primeira equacao

N1
tg 8

sen 3

s

In(m + nd) + In(

):—ln(m—i—n&)—I—m—i

tg 8

sen 3

= In( 3

) + g =M In(m + nb (5.24)

Chamando f(8) = ln(segﬁ) + ﬁ entao queremos Stalquef(5) = C,

onde
C' =m — In(m + nb)

Se C' < 1, nés temos uma intersecgao se 5 € (0, 7).
Se C' > 1, nao ha intersec¢ao no primeiro intervalo, isto é, para 0 < 8 < 7.
Se C'=1 entao = 0, o qual é descartada (raiz real).

Para o primeiro caso, C' < 1, a interseccao corresponde um tnico § e portanto, uma
solugdo s = a + iff da equacao caracteristica. Lembrando que s = 6\, entdo, tem-se a
solucao da fi 5t = elGHip)

cao da forma edt = e'o "o

a t t
= ed'(cos bt + isen 6—)

0 0
com 0 < g <.

279
B

O periodo da funcdo do parénteses é dado por 2F = > ? = 20,0u seja, se tivermos
7

um ciclo, seu periodo é maior que 26.

A anélise de estabilidade: Voltando agora na equagao (4.22) tem-se

m m + nb
J(0) =550+ [~ - )
Assim, tratando A = 7 e B = —("Hé”e, e aplicando o Teorema 3.27, tem-se que

A+B =" —(mtn) — =n < ) esendo B<0eA>0, tem-se B <0< A, entdo existe

um 0 > 0 tal que a solucao J = 0 é assintoticamente estavel para 0 < 6 < @' e instavel
para 6 > 0.
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5.3 Consideracoes finais

Com este trabalho, em particular observando as aplicagoes abordadas neste capitulo,
percebemos que alguns problemas reais sao melhores descritos por equagoes diferenciais
com retardamento, especialmente se tratando de fendmenos em que o principio da causa-
lidade nao ¢ imediato, isto é, existe um tempo significativo entre causa e efeito.

Ao modelar um problema usando este tipo de equacao é de suma importancia sa-
ber se este admite solugao e se é tnica, assim como estudar a estabilidade da solucao,
enspecialmente as solucgoes de equilibrio do problema. Portanto, a leitura dos capitulos
iniciais é essencial para um bom entendimento da andlise feita nas aplicagoes. Espera-se
que o texto tedrico seja de facil e agradavel leitura. Finalmente, o préximo assunto a ser
estudado, a quem deseja continuar, é referente a Bifurcacao de Hopf, tema este que pode
ser encontrado nas referéncias citadas.
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